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§& 4. FORMY DWULINIOWE I KWADRATOWE

1. Odwzorowania wieloliniowe. Punkt ten mozna opuécié przy pierwszyvm
czytaniu. Pojecie kowektora (formy liniowej na przestrzeni V'), ktére udowodnilg
juz swoja przydatnosc, ma daleko idace uogélnienie:

Rozpatrzmy przestrzenic liniowe Vi, ..., V,, U nad cialem &. Odwzorowanic

fi‘-"'] x V5 x ...XVp—%U
nazywamy wieloliniowym (w danym wypadku p-liniowym), jesli dla kazdego i =
1,...,pidla dowolnych wektoréw a; € V;, gdzie 1 < j < p i j # i, odwzorowanic
fiivi f(ale--°sai*lsV,ai+l:~Haap)

jest liniowe. t].

filax+ By) = afi(x)+ B8fi(y) Vx.yeV,. a.fehi. (1)
Badaniem takich odwzorowan bedziemy si¢ zajmowa¢ w rozdziale 2; tutaj ogra-
niczymy sie do spostrzezenia, ze — podobnie jak w przypadku formm liniowych
— kombinacja liniowa dwéch odwzorowan p-liniowych jest odwzorowaniem p-li-

niowym. Pozwala to rozpatrywaé zbiér L(V}, ..., V,;U) wszystkich odwzorowai
p-liniowych V; x ... x V, = U jako przestrzen liniowg nad R.

Najprostszy przyklad otrzymamy, biorac V) = ... =V, = U = R (przestrzc-
nie jednowymiarowe) i przyjmujac
f('”] RERE 7'])) =0 ... U,

Ogodlniej, dowolne odwzorowanie p-liniowe V| x ... x V, — & nazywamy tez formu
: ) P 1 P R

p-liniowg na Vi x ... x V. JeSli np. I* : v; — I*(v;) dlai = 1,...,p sa formami
liniowymi na V;, to funkcja okreslona wzorem

jest formg p-liniowa na V| x ... x V,,, zwana iloczynem tensorowym form liniowych
1,...,lP. Oznaczamy ja przez f = ' ... ®IP (porzadek czynnikéw jest istotny)-
Mozna wykazaé, ze kazda forma p-liniowa na V| x ... x V,, jest sumg iloczynow
tensorowych form liniowych, ale na razie fakt ten nie bedzie nam potrzebny. Jesli
Vi=...=V, =V, to piszemy VP = V x ... x V (iloczyn kartezjanski p
egzemplarzy przestrzeni V). W tym wypadku wygodnie jest przyjaé oznaczenie

L(V,8) = L(V,...,V;R).

Forme wieloliniows f na V? x V*? bedziemy w przyszlosci nazywali tensorem typu
(p,q). Jak zauwazyliSmy w § 3, refleksywno$¢ przestrzeni V oznacza, ze tensory
typu (0,1) (czyli formy liniowe) na V* mozna uwazaé za wektory z V.

Forme p-liniowg f na VP (czyli tensor typu (p,0)) nazywamy symetryczng.
jesli
f(er(l)» . -~V7'r(p)) = f(vi,...,Vp)



dla dowolnych vi,...,v, € V i kazdej permutacji m € S,. Jesli natomiast

F (Va1 -+ Va() = €xf (Vis-- -1 Vp),

gdzie €, oznacza znak permutacji 7, to forme f nazywamy antysymetryczng.
W przypadku dim V' = p znamy juz przyklad formy antysymetrycznej — jest to
wyznacznik macierzy A, rozpatrywany jako funkcja jej wierszy lub kolumn.

Celem tych og6lnych definicji jest ulozenie w pewien wspélny schemat wielu
szczegblnych pojeé, z ktérymi sie juz spotkaliSmy i z ktérymi bedziemy mieé
jeszcze do czynienia. Tensorami w ogélnym przypadku bedziemy si¢ zajmowaé
dopiero w rozdziale 6.

2. Formy dwuliniowe. Ograniczymy si¢ teraz do przypadku Vi =V, =V
i bedziemy moéwié o formach dwuliniowych (p = 2) na przestrzeni V (choé na-
lezaloby wiasciwie méwi¢ o formach na V?). Zgodnie z ogdlng definicja forma
dwuliniowa f na przestrzeni V nad R charakteryzuje sie spelnieniem réwnodei

flou+ pv,w) = af(u,w) + Gf(v,w), )
F(w, o+ Bv) = af(w,u) + BF (W, v)

dla dowolnych u, v,w € V oraz «, 3 € K. Zauwazmy, ze na ogdt f(u,v) # f(v,u).
Zalézmy teraz, zc przestrzen V jest skonczenie wymiarowa. Jesli wybierzemy
w V baze (e;,...,e,) i zapiszemy wektory x,y € V w tej bazie:

X=re +...t+ITyey,, y=1y1e+ ...+ Yney.

to wlasnosci (2) pozwalaja na wyrazenie wartodci f(u,v) poprzez n? skalaréw

f(ehej):
flx,y) = (ZJ e,,Zu,e,) = inf(eiszyjej)
i J
= ZI’ Zyjf(e,-,e,-) = Zfijfl:i'yj, gdzie fi; = f(ei,e;). (3)
i J i.Jj

Macierz F = (f;;) nazywamy macierzg formy dwuliniowej f w bazie (ey, ..., e,).
Jeshi oznaczymy przez X = [z, ...,x,]1Y = [y, . ... Yn] kolumny wspélrzednych
wektoréw x i y (bedace macierzami n x 1), a przez 'X = (x,...,2,) macierz
transponowang do X (wymiaréw 1 x n, czyli wiersz), to réwnosé (3) mozna prze-
pisa¢ w postaci

f(X,y)='X'F°Y, (4)

gdzie kropka oznacza mnozenie macierzy. Wystarczy si¢ w tym celu postuzy¢
znanymi regulami mnozenia macierzy o wymiarach 1 x n, n x n, n x 1.

Na odwrét, majac macierz kwadratowa F' = (fi;), mozna okreéli¢ wzorem (4)
lub (3) forme dwuliniowy f na V, speiniajaca warunek f(e;, e;) = fi;. Jedli wigc
w przestrzeni liniowej V nad & wybraliémy baz¢ (ei,...,e,), to istnieje odpo-
wiednio$é wzajemnie jednoznaczna pomiedzy macierzami kwadratowymi stopnia



n nad £ i formami dwuliniowymi na V. Odpowiednio$¢ ta jest w istocie izomor-
fizmem przestrzeni liniowej £,(V, ) wszystkich form dwuliniowych V x V — &
(jesli f,g € Lo(V, R), to tatwo sprawdzié, ze af + 89 € Lo(V, R) dla dowolnych
a, 3 € R) na przestrzen liniowg M, (R) wszystkich macierzy kwadratowych stop-
nia n nad K. Istotnie, jesli

f(x,y) ="'XFY, g(x,y)="XGY,

to
af(x,y) + Bglx.y) ="'X  (aF + 3G) - Y.

3. Transformacja macierzy formy dwuliniowej. Aksjomatyczna definicja
formy dwuliniowej poprzez wiasnosci (2) nie zalezy od wyboru jakiejkolwick bazy
w V. Aby zapis macierzowy formy f przedstawial rzeczywista wartosé, trzeba
uzupelnié¢ odpowiednio$¢ f +— F' przez podanie reguly transformacji macierzy
F przy przejéciu od jednej bazy do drugiej. Przypusémy, ze w przestrzeni V
oprécz bazy (er,...,e,) dana jest jeszcze baza (e}, ..., e} ) 0 macierzy przejscia

A= (a'ij): n
, .
e, = E a;j€i, J=1...,n
i=1

2K , PRI »]
Jedlixye; +...+zpe, = x = zhe|+...+2 €, to kolumny wspdirzednych X i X
zwigzane sg zaleznodcia X = A+ X', Niech teraz F' = (f;;) bedzic macierzy formy
o e v ’ . B . - !
dwuliniowej f w bazie (e;), a F’' = (f;;) - macierza tej samej formy w bazic €;
tj. fij = f(ei, e;) oraz f{, = f(e},e}). Poniewaz ‘(AX') = Y(X') - 'A i wartos¢
f(x,y) nie zalezy od wyboru bazy, wigc

X' F.Y'=f(x,y) =X -F-Y ='AX")- F . (AY")
=X A F-AY’

dla dowolnych wektoréow X', Y’, skad otrzymujemn
jemy

TWIERDZENIE 1. Macierze F i F' formy dwuliniowej f na przestrzeni V w ba-
zach odpowiednio (e;) i (e}) zwigzane sq¢ zaleznoscig

F'='A.F-A, (5)
gdzie A jest macterzq przejicia od (e;) do (e€}). m
DEFINICJA 1. Rzedem formy dwuliniowej f (oznaczenie: rank f) nazywamy

rzad macierzy F odpowiadajacej formie f w jakiejkolwiek bazie (e;). Jesli macierz
F jest nieosobliwa, to forme f nazywamy niezdegenerowang.

WNIOSEK. Rzqd jest niezmiennikiem formy dwuliniowe), tzn. nie zalezy od wy-
boru bazy.



Dowéd. Rzad macierzy nie ulega zmianie przy pomnozeniu jej przez macierz nie-

osobliwg (czesé 1, rozdz. 2, § 3, wniosek 1 z twierdzenia 5); wystarczy zastosowac
ten fakt do macierzy F, F’ zwigzanych zaleznoscia (5). =

Inny dowdd stwierdzenia o niezmienniczosci rzgdu formy dwuliniowej mozna
otrzymaé w nastepujacy sposob. Oznaczmy przez Ly zbiér tych wszystkichx € V,
dla ktérych f(x,y) = 0 dla dowolnego y € V' (krétko piszemy: f(x,V) = 0).
Latwo sprawdzié, ze L, jest podprzestrzenig liniowg w V. Nazywamy ja jgdrem
lewostronnym formy dwuliniowej f. Liczba dim Ly zalezy oczywidcie tylko od f.
Niech (e;,...,e,) bedzie baza w V. Warunek x € Ly jest réwnowazny temu, ze

f(x,e1) =0, ..., f(x,e,) =0.

Jest to uklad liniowy jednorodny wyznaczony przez formy linjowe x — f;(x) =
f(x,e;) dla j = 1,...,n. Wspélrzednymi formy f; w bazie dualnej (e',...,e")
przestrzeni V* sg skalary f;(e;), czyli wyrazy f(e;,e;) = fi;j j-tej kolumny ma-
cierzy F. Tak wigc rzad ukladu form liniowych fy,..., f, € V* jest rzedem ma-
cierzy F, i jesli wynosi on 7, to zachodzi réwnos¢ dim Ly = n—r (§ 3, twierdzenie
4). Inaczej méwiac,

r=dimV —dim Ly,

a ta wielkoé¢ nie zalezy od wyboru bazy.

4. Formy symetryczne i antysymetryczne. Zgodnie z punktem 1 forme
dwuliniowg f : V x V — & nazywamy symetryczng, jeéli f(x,y) = f(y,x) dla
dowolnych x,y € V, i antysymetryczng, jedli f(x,y) = —f(y,x). Terminologia
ta jest zgodna z pojeciami funkeji symetrycznych i antysymetrycznych (czesé 1),
a takze z pojeciami macierzy symetrycznej A = (a;;), czyli spelniajacej warunek
A = A, oraz antysymetrycanej, czyli takicj, ze ‘A = —A. Istotnie, poniewaz
fly,x) =*[f(y,x)] (transpozycja macierzy 1 x 1, czyli skalara), wigc z réwnosci
f(x,y) = ef(y,x), gdzie ¢ = £1, oraz z zaleznoéci (4) wynika, 7e

X-FY=fxy) =cflyx)=c"fly.x)
= "('Y . F-X)=¢-'X-F-Y
dla dowolnych X, Y, a stad 'F = ¢F. Na odwrét, jesli 'F = ¢F i ¢ = 41, to forma
dwuliniowa f o macierzy F spelnia warunck f(x,y) = ¢f(y, x).
Tak wiec forma dwuliniowa f jest syinetryczna lub antysymetryczna doklad-
nie wtedy, gdy macierz F tej formy w dowolnej bazie jest odpowiednio syme-
tryczna lub antysymetryczna.

TWIERDZENIE 2. Jesli char 8 # 2, to przestrzert Lo(V, R) form dwuliniowych

jest sumg prostq
LoV, 8) = L (V,8) ® L5 (V, 8)

podprzestrzeni LIV, R) form symetrycznych i L, (V, K) form antysymetrycznych.



Dowéd. Jesli f € LI(V,R) N L;(V, ), to dla dowolnych x,y € V zachodzi

réwnosé
f(x,y) = f(y,x) - —f(x=Y)a

czyli 2f(x.y) = 0, a stad f(x.y) = 0 wobec zalozenia, ze char & # 2. Tak wigc
suma algebraiczna £4 + £5 jest prosta.
Z drugiej strony, réwnoéé

1 1
f(x’ y) = E{f(x$)’) + f(yax)} + §{f(x~ Y) - f(y,x)}
lub tez odpowiadajaca jej réwnos¢ macierzowa
1
F = %(F+ 'F) + 5(F —'F)

pokazuja, ze kazdg forme dwuliniowa f mozna przedstawi¢ w postaci sumy formy
symetrycznej i antysymetrycznej. m

Dla & = Z, kazda macierz symetryczna jest jednocze$nie antysymetryczna.
a wiec teza twierdzenia przestaje zachodzié, poniewaz np. macierz () nie jest
symetryczna. Istnieje jeszcze pojecie formy alternujgcej, tj. formy dwuliniowe]
spelniajgcej warunek f(u,u) = 0 dla kazdego u € V. Gdy char & # 2. pojgcic to
jest jednak identyczne z pojeciem formy antysymetrycznej (Czytelnik powinien
to sprawdzic).

W dalszym ciggu tego rozdziatu zakladamy milczgeo, Ze char K # 2.

5. Formy kwadratowe. Z formami dwuliniowymi symetrycznymi wigze si¢
wazne pojecie formy kwadratowej, pojawiajace si¢ w naturalny sposéb w réznych
dziatach matematyki.

DEFINICJA 2. Formg kwadratowg na przestrzeni liniowej V nad cialein £ na-
zywamy kazdag funkcje g : V — £ o nast¢pujacych wlasnosciach:
(i) g(—v) = q(v) dla kazdego v € V;
(ii) odwzorowanie f:V x V — 8 okre§lone wzorem
1 .
fxy) = slalx+y) —a(x) —q(y)}. (6)

jest symetryczna forma dwuliniowg na V. Jesli przestrzen V jest skoincze-
nie wymiarowa, to rzad formy f nazywamy rzedem formy kwadratowej g:
rank ¢ = rank f. Méwimy, ze symetryczna forma dwuliniowa f powstaje przez
polaryzacje formy kwadratowej ¢ lub tez jest formg biegunowq formy gq.

Niech teraz f bedzie dowolng symetryczna forma dwuliniowg na V. Przyj-

mac ar(x) = f(x,%), (1)



otrzymujemy funkcje g5 : V — £ spelniajaca warunki (i) i (ii) w definicji formy
kwadratowej, poniewaz f(—x,—x) = f(x,x) oraz

f(x,y)=%{f(eryaery)—f(x,X)—f(y,y)}- (8)

Mozna by pomysleé, ze g5 to forma kwadratowa specjalnego typu; okazuje sig
jednak, ze kazda forma kwadratowa jest tej postaci (ponizszy prosty dowéd mozna
poming¢ bez szkody dla rozumienia dalszego tekstu):

TWIERDZENIE 3. Kazda forma kwadratowa q jest wyznaczona jednoznacznie
przez swojg forme biegunowqy f; inaczej mowige, q = gy .

Dowéd. Przyjmujac we wzorze (6) y = —x, otrzymujemy

~ (%) = 5{a(0) = g(x) - a(~x)},
a stad |
q(x) = f(x,x) + 54(0).

Poniewaz f jest forma dwuliniows, wiec f(0,0) = 0. Zatem dla x = 0 otrzymu-
jemy g(0) = 3¢(0), czyli q(0) = 0. Stad q(x) = f(x,x). =

DEFINICJA 3. Macierzq formy kwadratowej q = q; w bazie (e, ...,e,) przc-
strzeni V nazywamy macierz F formy dwuliniowej f, bicgunowej dla ¢.

Tak wiec F' = (f;;), gdzie

1 v .
fij = 5{(1(61: +e;) —qle;) —qle;)}, 4,5=1,...,n

Na odwrét, kazdej macierzy symetrycznej F = (f;;) odpowiada forma kwadra-
towa g, okreslona wzorem

a(x) =X -F-X =3 fijziz;. (9)
]
Widzimy wiec, ze zgodnie ze swoja nazwg forma kwadratowa jest forma jedno-

rodng stopnia 2 wzgledem wspélrzednych x,,...,xz, wektora x = x;ey + ... +
z,e,. Przypadek, gdy macierz F jest diagonalna, zasluguje na specjalng nazwe.

DEFINICJA 4. Méwimy, ze forma kwadratowa ¢ ma w bazie (ey,...,e,) prze-
strzeni V postaé diagonalng (lub kanoniczng), jedli dla kazdego wektora x =
3 z;e; wartos¢ g(x) wyraza si¢ wzorem

a(x) = 3 fuc?.

Baze (e;) nazywamy wéwczas réwniez bazq kanoniczng dla q.



Analogiczng terminologie stosujemy dla formy dwuliniowej f, biegunoys ‘
dla g:
fx,y)= Zfiﬂz'yzu
i

Postaé (ani baza) kanoniczna nie jest okreslona jednoznacznie —- np. kazq,
permutacja bazy kanonicznej jest tez oczywiscie baza kanoniczng.

Zauwazmy, ze w bazie kanonicznej rzad rank g5 = rank f jest po prostu liczbg
niezerowych wspélczynnikdéw f;;. Z drugiej strony, zgodnie z uwaga w kopey
punktu 3, rank ¢ = dim V —dim L, gdzie L, = Ly jest jadrem formy f (lewostron.
nym lub prawostronnym, na mocy symetrycznosci f). Podprzestrzen L, C V.
zwana tez podprzestrzenig zerowg (lub izotropowg) formy ¢, ma nastepujaca de-
finicje w terminach ¢:

L,={ueV|gu+v)=gqg(u)+q(v)VveV}

Rzad formy ¢ jest wiec wielkoscia niezmiennicza.

6. Postaé¢ kanoniczna formy kwadratowej. Mozliwoi¢ wyboru bazy,
w ktérej dana forma kwadratowa mialaby najprostszag (tj. kanoniczng) postac.
ma wazne znaczenie teoretyczne 1 praktyczne.

TWIERDZENIE 4. Dla kazdej symetrycznej formy dwuliniowej f na przestrzen
n-wymiarowej V istnieje baza kanoniczna.

Dowéd. Stosujemy indukcje wzgledem n; przypadek n = 1 jest oczywisty. Jesli
f(x,y) = 0dla dowolnych x,y € V (tj. f = 0), to teza jest oczywista: kazda baza
jest kanoniczna. Jesli f # 0, to odpowiadajgca f forma kwadratowa ¢ tez nic
jest zerem (wzory (6), (8) lub twierdzenie 3). Niech e; bedzie takim wektorem.
ze f(er,e;1) = g(ey) # 0. Wtedy forma liniowa f) : x — f(x,e;) jest niezerowa
(fi(er) # 0). Wobec tego podprzestrzen

L=Kerfy,={xeV]| fi(x)=0}

ma wymiar n — 1, czyli jest hiperplaszczyzna (§ 3, twierdzenie 4). Na mocy za-
lozenia indukcyjnego w L istnieje baza (es,...,e,), w ktérej macierz formy f
obcietej do L jest diagonalna, tj.

flei,e)=0 dlat#j, 1,j=2,....n.

Poniewaz na mocy konstrukeji f(e;,e;) = 0 dla i =2,...,n, wiec otrzymali$my
réwnoéci f(e;,e;) = 0 dla i # j, charakteryzujace baze kanoniczna, o ile tylko
wykazemy, ze uklad e,...,e, jest liniowo niezalezny. Gdyby tak nie bylo, to
w dowolnej zaleznosci liniowej

are; +ases + ...+ ane, =0



wsp6lczynnik a; bylby rézny od zera, gdyz (es,...,e,) jest baza w L. Wowcezas

0# fifer) = i X_Bies) = Y Bifale) =0.

i>1 i>1

Sprzeczno$é ta konczy dowdd twierdzenia. w

WNIOSEK 1. Niech q bedzie formg kwadratowg rzedu r na przestrzeni liniowej V
wymiaru n. Wiedy w V istnieje baza (e;), w ktorej q przyjmuje postaé kanoniczng

gx)=Nz2 x4+ + N2 A A #0. . (10)

WNIOSEK 2. Dia kaidej macierzy symetrycznej F istnieje macierz nieosobli-
wa A taka, Ze 'AF A jest macierzq diagonalng tego samego tzedu co F. m

Rozpatrzona powyzej indukcyjna metoda sprowadzania form dwuliniowych
(a wigc 1 kwadratowych) do postaci kanonicznej pochodzi od Lagrange’a (1736 -
1813). W praktyce, ma si¢ rozumieé, metode te stosuje si¢ do zapisu formy we
wspébirzednych, dzialajac w nieco innej kolejnoéci. Wychodzimy od postaci (9),
interpretowanej jako wielomian jednorodny stopnia 2 wzgledem n zmiennych nie-
zaleznych:

n
a1y, .., €n) = q(x) = Z fijriz;.
ij=1

Bedziemy usuwali cztony mieszane x;7; (i # j) znang juz w starozytnej Babilonii
metoda uzupelniania do pelnego kwadratu, Wydzielmy wszystkie czlony zawie-
rajace wspéirzedna x,:

q(zy, ..., 20) = fr12] + 2f10m 22 + 2f13%1 03 + ... + 2f1nT 1T, + Z fijxin;
NES
(powinny wystapi¢ sumy fy;x1x; + fjixjzy, ale fj1 = fi; i stad si¢ biorg podwo-
jone iloczyny). Zalézmy najpierw, ze fi; # 0, i uzupelnijmy do pelnego kwadratu,
modyfikujac wspotczynniki przy wyrazach niczawierajacych zy:

g(xq,...,T,) = %(fnxl + floa 4 ...+ f1nxn)® + Z f{jxixj.
' i j#1
Je§li przyjmiemy teraz
= fuxi + fiara + . A4 finkn, T;=xi 0> 1,
to doprowadzilidmy forme ¢ do postaci
a1 a) = (@) 4 (o 20,



gdzie ¢'(zh,....z") = Dt =z fijzix; jest forma kwadratowg mniejszej licahy
zmiennych. Jedli f, # 0, to przepisujemy forme ¢’ w postaci

q,(mg* e T;) = féQ(:r‘,z)z + fé?xéx‘% + .o + fén‘TéT;z + Z :JI:J';

1,3>2
1 ! 2
= < (fogry + fogzy + ...+ fo,2,)° + Z fizeias
22 §,7>2

vs . ’ ) . . e . .
(przejécie od f;; do fi; wiaze si¢ z wydzieleniem nowego petnego kwadratu),
Kolejna zmiana zmiennych

W " __ g / o / / AW K
Ty =wy, Ty = [y + faarat o+ foun,  w =i, i>2,

prowadzi do wyrazenia

1 ¢
q(x) = — (@) + (@) + " (2l . ... 2",
fui 22
gdzie ¢"(2%,....2) = 2.i ;g fijzi 2] jest forma jeszcze mniejszej liczby zmicn-

nych.

Procedura ta konczy sie oczywiScie na zapisaniu q(x) w postaci kombinacji
liniowej r = rankq kwadratéw. Zamiany zmiennych dokonywane po drodze sa
nieosobliwe i odpowiadaja przejsciu do nowych baz. Jeden szczegdt wymaga ko-
mentarza: zaloZzenia fy; # 0, fao # 0, ... moga sie wydaé ograniczajace. Jesh
jednak fy; = 0, ale fir # 0 dla pewnego £, to wystarczy zamieni¢ miejscami
zmienne x,,ry (lub - co na jedno wychodzi - - inaczej ponumerowaé wektory
bazowe). Jedli zas§ forma ¢ # 0 nie zawiera zadnego kwadratu, tj. fix = 0 dla
kazdego k, to mozna przyjaé, ze np. 2fierxe # 0; w tym wypadku zamiana
zmiennych

vy =0+, xe=x) -, rp=x k>2,

prowadzi do pojawienia si¢ cztonu 2f;5((z))? — (x4)?), co pozwala rozpoczaé opi-
sang procedure.

7. Formy kwadratowe rzeczywiste. Ogdlnie rzecz biorac, jesli dzialamy
nad dowolnym cialem £ (spelniajgcym warunck char f # 2), to prostszej postaci
formy kwadratowej niz postaé diagonalna nie da si¢ juz osiaggnaé. Jesli jednak
A = R, to mozemy doprowadzi¢ do sytuacji, w ktorej wszystkie wspdlczynniki
w (10) s3 réwne 1. Istotnie, po odpowiednim przestawieniu wektoréw bazowych
mozna uwazaé, ze pierwsze s wspolczynnikéw Ay, ..., A, w (10) jest dodatnich,
a pozostale sg ujemne. Wéwczas po zamianie zmiennych

/ . . ! . . NN
.7,',-=\//\¢-;17,', ?'21,...,5', flfi—\/'_At T4, z—s—l—l,...,r,

T, =x;, t=r+1,....1

~

otrzymamy q(x) = > ;_,(z})? ~ ZLS“(?J;)Q-



DEFINICJA 5. Forma kwadratowa q jest w postact normalnej, jesli

q(x)-::c%—l—...-l-a:g—a:g_H—...—:L’2. (11)

r

Dla R = R mamy wiec silniejszy wariant wniosku 1 z twierdzenia 4:

WNIOSEK 1. Kazdg forme kwadratowg na rzeczywistej przestrzeni liniowej
mozna sprowadzi¢ do postaci normalnej. m

W ten sposéb, oprécz rzedu, pojawila sie jeszcze jedna charakterystyka licz-
bowa formy kwadratowej na przestrzeni rzeczywistej — liczba s wspélczynnikéw
réwnych 1 w postaci normalnej. Okazuje sie, ze liczba ta réwniez nie zalezy od
sposobu sprowadzenia formy do postaci normalne;j.

TWIERDZENIE 5 (prawo bezwladnosci form kwadratowych). Niech q be-
dzie formg kwadratowg na n-wymiarowej przestrzeni liniowej V nad R. Wéwczas

liczby calkowite r i s (s < r < n) wystepujgce w postaci normalnej (11) zalezg
tylko od formy q.

Dowéd. Niezmienniczos$é r jest nam juz znana; trzeba si¢ tylko przekonaé o nie-
zmienniczodci s (tj. niezalezno$ci od wyboru bazy). Przypusémy, ze w pewnej
innej bazie (ef,...,e!) forma q przyjmuje posta¢ normalna

g(x) = (#))> + ...+ (@) = (@441)* — - — ()’ (11’)
o t czlonach dodatnich (x = Y0 | zie; = .| xi€;), przy czym t # s. Mozemy
przyjac, ze t < s.
Rozwazmy w V' podprzestrzenie
L={(ey...,es), L ={ej1,...,€,).
Poniewaz dim(L + L) < dim V = n, wiec z twierdzenia 6 w § 2 wynika, ze
dim(LN L") =dim L +dim L’ — dim(L + L")
2s+(n—t)—-n=5—-1t>0.
Istnieje wigc niezerowy wektor a € L N L'

/ / 1
Ofa=uaqa1e +...+ a6y =0a, €41+ ...t a,e,.

Na mocy (11) mamy
ga)=al+...+al>0.
Ale z (11') wynika, ze
g(a) = —(ajy,)* — ... — (a;)? <0
(moze si¢ zdarzyé, ze r < niaj,; = ... = a, = 0). Otrzymana sprzeczno$¢
dowodzi, ze t = 5. =

10



W zwigzku z twierdzeniem 5 niezmienniki liczbowe formy kwadratowe; maja
specjalne nazwy.

DEFINICJA 6. Liczbe s kwadratéw ze znakiem plus w postaci normalnej uazy-
wamy dodatnim indeksem bezwtadnosci rzeczywistej formy kwadratowej. a liczhe
r — s kwadratow ze znakiem minus — wjemnym indeksem bezwladnosci. Praey
sygnature formy kwadratowej rozumie si¢ albo pare (s, r — s), albo réznice 25 —r
liczby kwadratéw ze znakiem plus i kwadratéw ze znakiem minus.

Prawo bezwladnosci form kwadratowych, pochodzace od Jamesa Sylvestera
(1814 -1897). ma swoje zrédlo w mechanice. Dla form kwadratowych na prze-
strzeniach zespolonych pojecia dodatniego 1 ujemnego indeksu bezwtadnosci tracg
oczywisdcie sens, poniewaz wszystkie niezerowe wspolezynniki A; w postaci diago-
nalnej (10) mozna uczynié rownymi 1 lub wszystkic réwnymi —1.

8. Formy i macierze dodatnio okreslone. Nicch V bedzie rzeczywista
przestrzenia liniowg. Forme kwadratowa ¢ na V nazywamy niezdegencrowang,
jesli rank ¢ = dimg V', czyli rzad formy jest réwny wymiarowi przestrzeni.

DEFINICJA 7. Niezdegenerowana forme kwadratowg g : V' — R nazywamy
dodatnio okreslong (odpowiednio ujemnie okreslong) lub po prostu dodatniq (od-
powiednio ujemng), jedli g(x) > 0 (odpowiednio q(x) < 0) dla kazdego wektora
x # 0. Forme¢ ¢ nazywamy dodatnio pdlokresiong (lub nieujemng), jesh g(x) > 0
dla kazdego x € V. Wreszcie forina ¢ jest nicokreslona, je§li przyjmuje zarowno
warto$ci dodatnie, jak i ujemne.

Warto zwréci¢ uwage, ze pojecia te nie zalezg od wyboru bazy. Odpowicdnic
postaci normalne dla n = dimg V' sa nastepujace:

o 22+ 22+ ...+ 22 dla formy dodatnio okreslonei:
1 N 2 n y A

» —zi — x5 — ... — 22 dla formy ujemnie okreslonej;
» 22+ 13 + ... + 22, gdzie r < n, dla formy dodatnio pélokreslonej;
’ :r% + JJ% + ...+ a2 - 22 f e z2, gdzie 0 < s < 7, dla formy nieokreslonc;.

Jest oczywiste, ze jedli g(x) = Ajz? + Aoz + ... + A22 jest jakakolwick
»ostacig kanoniczna formy kwadratowej w bazie (e;), to forma ta jest dodat-
1io okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie wspélczynniki A; sa dodatnic:
vystarczy zauwazy¢, ze \; = q(e;).

O formie biegunowej odpowiadajgcej dodatnio okreslonej formie kwadratowcj
dwniez méwimy, ze jest dodatnio okreslona. Terminologia ta przenosi sie tez na
nacierze: np. rzeczywista macierz symetryczna F' nazywamy dodatnio okreslong.
esli odpowiada ona dodatnio okreslonej formie kwadratowej. Poniewaz macierz:
lodatnio okresdlonej formy kwadratowej w postaci normalnej jest macierz jednost-
owa, wiec na mocy twierdzenia 1 zachodzi

11




nexgwe
]

TWIERDZENIE 6. Rzeczywista macierz kwadratowa F jest dodatnio okreslona
wtedy 1 tylko wtedy, gdy jest postaci

F=1!"-A, (12)

gdzie A jest rzeczywistg macierzq nieosobliwg. w

Czesto zachodzi koniecznosé ustalenia, czy forma kwadratowa jest dodatnio
okreslona, bezposrednio na podstawie jej macierzy.

Przyklad. Niech ¢(z,y) bedzie funkcja rzeczywistg klasy C? dwéch zmien-
nych rzeczywistych w otoczeniu poczatku ukladu wspéirzednych (*). Po-
‘chodne czastkowe bedziemy oznaczali symbolami ¢, itd. Zalézmy, ze
punkt (0,0) jest punktem krytycznym (lub stacjonarnym) funkcji ¢, tzn.
¥2(0,0) = 0 = ¢/,(0,0). Wtedy na podstawie wzoru Taylora.

1
#(z,9) = 9(0,0) + S{az” + 2bzy + o’} + ...,

gdzie @ = ¢;,(0,0), b = ¢} (0,0) i ¢ = ¢, (0,0), a wielokropek oznacza
czlony wyzszego rzedu. W dostateczme malym otoczeniu zera czlony te mozna
-zamedba.c, tzn. warto$¢ funkcji ¢ jest w przyblizeniu réwna stalej ¢(0,0) plus
39(v) (v = ze; + yey), gdzie

q(v) = az’ + 2bzy + cy2

jest forma kwadratowg na przestrzeni V = (ey, e2). Jedli rank ¢ = 2, to punkt
krytyczny (0,0) nazywamy niezdegenerowanym. Jeéli forma ¢ jest dodatnio
okreSlona, to p ma oczywiécie w punkcie (0,0) minimum lokalne. Maksimum
odpowiada formie ujemnie okreslonej. Jesli natomiast sygnatura formy q jest
réwna (1,1), to w punkcie (0,0) nie ma ani minimum, ani maksimum — (0, 0)
jest punktem siodtowym funkcji .

Zapisujac q(v) w postaci

2
i =a(s+2) + (- D) aro

(lub w analogicznej postaci, gdy a = 01i ¢ # 0), widzimy, ze uklad nieré6wnoéci

a b
b

stanowi prosty warunek konieczny i dostateczny dodatniej okreélonoéci formy ¢,
a wiec warunek dostateczny istnienia minimum lokalnego w punkcie (0,0).

a>0, >0 ;

(1) Szczegdty analityczne zwigzane z tym przyktadem mozna znalez¢ w wielu podrecznikach
analizy, np. W. Kolodziej, Analiza matematyczna, PWN, Warszawa 1978, s. 262 (przyp. tlum.).
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W powyzszych nieréwnosciach wystepuja wyznaczniki, ktérym w przypadky
n-wymiarowym odpowiadaja minory gldune

fin fiz oo fik

Ay =fi1. Ag= fir  fra A = far fo2 oo fok ()
21 f22 ..................
ki fr2 frk

macierzy F = (fi;). W szczegdlnosci 4, = det F'. Dodatkowo dla wygody przyi-
mujemy Ao = 1. Role tych minoréw ilustruje pewien specjalny sposdb sprowa-
dzania formy kwadratowej do postaci kanonicznej.

TWIERDZENIE 7 (metoda Jacobiego). Niech q bedzie formg kwadratowg
o macierzy F', ktorej wszystkie minory gtéwne (13) sq rézne od zera. Wtedy istnicje

baza (€},...,€],) przestrzeni V, w ktorej forma q(x) przybiera postaé kanonic:ing
Ao o, D1, v Anot, 42

X)=~—(x,) +——(19) " +...+ —(,)°. 14

ax) = 52(a1)? + G () (2] (1)

Dowéd. Niech (ey,...,e,) bedze baza, w ktérej forma ¢ ma macierz F. Roz-
wazmy {(n—1)-wymiarowg podprzestrzen L = (ey,...,e,._;) oraz obciecie § = ¢/,
formy ¢ do L. Macierz F formy G otrzymuje sie z macierzy F formy q pracs
skreSlenie ostatniego wiersza 1 ostatniej kolumny, wigc jej minorami gléwnymi si

Ay =A4,...,Ah_1 = A,_;. Na mocy zalozenia wszystkie te minory sa rézne od
zera. Rozumum(, przez indukcje wzgledem n, wybieramy w L baze (€],...,e/,_,).
w ktorej forma g(X) (X € L) ma postac
AO 1\2 An-—‘z ’ 2
gX)=q(X) = —(x,})°+ ...+ x .
Q( ) Q( ) Al l) An~l( 71*1)

Wyrazmy ten fakt w terminach formy dwuliniowej f, biegunowej dla ¢:

fehe) =22, flele)=0. 1<itj<n-1

Uklad
f(x,e})=0, ..., f(x,e,_ ) =0, x€V,

n — 1 réwnan liniowych na n-wymiarowej przestrzeni V' ma rozwiazanie niezerowe
X; przyjmijmy e}, = x. Latwo zauwazy¢, ze (e, ..., e;,) jest baza w V. Poniewaz
wektor €], jest okreSlony z dokladnoscig do czynnika liczbowego, unormujemy go
tak, by macierz A przejécia od bazy (e;) do (e}) miala wyznacznik

det A = (A,)"! = (det F)™".
Niech F’ bedzie macierzg formy f w bazie (e]). Wtedy f(e},e;) = 0 dla i # j

13



oraz

f(e;ue,n) _ Ao Ay A2 PN & AN

An—-] - Al A2 oo An—l ‘ f(enﬁe'n,) - iI:I] f(ei’ei)

1
=detF' =det("A - F - A) = (det A)?det F = A
skad
(el ) = 22!
Y ~n An *

Forma ¢ ma wigc w bazie (e}) zadang postaé (14). =

Latwo si¢ przekona¢, ze macierz A w powyzszym rozumowaniu jest trojkatna:

/
€ =a,€,

!
e, = a12€) + axey,

.................................

’
e, = ani€ +ayzez2+ ...+ a,pney,

choé fakt ten nie bedzie przez nas wykorzystywany.

WNIOSEK. Jesh rzeczywista forma kwadratowa ¢ ma macierz F', ktérej wszyst-
kie minory gléume A; dlai = 1,...,n sg rézne od zera, to ujemny indeks bez-
wladnodci formy q jest réumy liczbie zmian znaku w ciggu

1= A(‘)’Al,...,An.

Jesli w szczegélnoses
A >0, ..., A, >0,

to forma kwadratowa q jest dodatnio okreslona. m
Jak si¢ okazuje, stwicrdzenie zawarte w tym wniosku mozna odwrdécié:

TWIERDZENIE 8 (kryterium Sylvestera). Forma kwadratowa q na n-wy-
miarowej rzeczywistej przestrzens lintowej V' jest dodatnio okreslona wtedy i tylko
wtedy, gdy wszystkie minory gloune Ay, ..., 4, jej macierzy F sq dodatnic.

Dowéd. Zgodnie z powyzszym wnioskiem nieréwnosci 4; > 0 dlai = 1..... n
implikuja dodatnig okredlonoéé¢ formy q. Aby udowodnié implikacje odwrotna,
podobnie jak w dowodzie twierdzenia 7 zastosujemy indukcje wzgledem n, roz-
patrujgc obcigcie § = q|y formy ¢ do (n — 1)-wymiarowej podprzestrzeni U =
(e1,...,en—1) C V = (ey,...,ey) (tutaj (e;) jest baza, w ktérej forma ¢ ma
macierz F).

Minorami gléwnymi macierzy F formy § sa oczywiscie Ay = Aq, ..., Ap_; =
A, —1. Poniewaz zakladamy teraz, ze forma q jest dodatnio okreSlona, wigc i §
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ma te wlasnosé, a stad na mocy zalozenia indukcyjnego A; >0, ..., 4,1 >0,
Musimy jeszcze wykazaé, ze A, > 0. Z twierdzenia 6 wiemy, ze F' = "AA dly
pewnej macierzy nieosobliwej A. Wobec tego

A, =det F =det‘A -det A= (det A)°> > 0. m

9. Posta¢ kanoniczna formy antysymetrycznej. Poswieciwszy glowny
uwage formom kwadratowym i odpowiadajacym im formom dwuliniowym syimne-
trycznym, zajmiemy sig teraz, kierujac sie twierdzeniem 2, przestrzenia £ (V. 8)
form dwuliniowych antysymetrycznych. Niech wiec f:V x V — £ spelnia waru-

nek
fxy)=—fly.x) VYx,yeV.
Podobnie jak dla form symetrycznych, jedrem formy f nazwiemy podprzestrzen
liniowa
Vo=Kerf={veV]flv,x)=0VxeV}.
Jesdli V7 jest dowolng podprzestrzenia dopetniajacg dla Vo w V, czyli V = Vi) V).

to obciecie fly, jest forma antysymetry( zng niezdegenerowana, tj. Ker f|y, = {0}.
Istotnie, jesli a € Vi \ {0} i f(a,x1) = 0 dla kazdego x; € V, to dla kazdego

wektora x = xg + x| € V (gdzie xo € Vj)) mamy
.f(a’x) = f(a,X() +X1) - f(a,X()) + f(avxl) = —f(xﬂ’a) =0
(skorzystaliSmy z antysymetrycznoéci formy f), czyli a € Vp, wbrew zalozeniu.
W ten sposéb sprowadzilismy badanie formy f do przypadku formy niezdege-
nerowanej. Zaléozmy wigce od poczatku, ze f: V x V — £ jest niezdegenerowana
formg antysymetryczng. Jesli

V={(e,...,e,), x=E x;e;, y=2 Yi€j,
i J

to

f(x,y)= Z fijxiy; = ‘XFY, fij = flei,e;),

i.j=1
gdzie F jest macierza antysymetryczng: ‘F + F = (. Tak wicc

> fiilaiy; — wm). (15)
I<i<j<n

Z czesci 1 (rozdz. 3, § 2) wiemy, ze wyznacznik macierzy antysymetrycznej £
stopnia n spelnia warunek [1 + (—1)""!]det F = 0, czyli nier6wno$é¢ det F # ()
(warunek niezdegenerowania formy f) moze by¢ spetniona tylko dla parzystych n.
Otrzymamy teraz ten sam rezultat na innej drodze, sprowadzajac jednoczesnic

forme f do postaci kanoniczne;j.
W tym celu wprowadzimy pojecie plaszczyzny hiperbolicznej (lub symplektycz-
nej) w V, zdefiniowanej jako dowolna podprzestrzen dwuwymiarowa W C V spel-
niajaca warunek flw # 0. Podprzestrzeh taka zawsze istnieje, poniewaz z tego,
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ze forma f jest niezdegenerowana, wynika, ze dla kazdego wektora €| # O istnieje
wektor €}, taki, ze f(e}],e5) # 0. Mnozac e}, przez odpowiedni skalar, mozemy
przyjac, ze f(e},e;) = 1: poza tym oczywiscie f(e},e})) =0 = f(e},e)).

TWIERDZENIE 9. Niech f bedzie niezdegenerowang formg antysymetryczng na
przestrzeni skoriczenie wymiarowej V. Wiedy dimV jest liczbg parzystg i jesli
dimV = 2m, to V jest sumgq prostq m plaszczyzn hiperbolicznych. parami skosnie
ortogonalnych wzgledem f (1).

Dowéd. Stosujemy indukcj¢ wzgledem n = dim V. Na mocy powyzszej uwagi
istnieje plaszczyzna hiperboliczna W = (e, e5) C V. Jesli n > 2, to rozpatrujemy
dopelnienie skosnie ortogonalne

Wt ={xeV]|fle,x)=0dlai=1,2}.

Uzupelnijmy e}, e}, do bazy (€/,. .., €}) przcstrzeni V. Jedli x = v\e| +...+2)€/,,
to uklad liniowy jednorodny

’ v ' A
fler,x) = flazg + figzs + ... + fino, =0,

’ o 1o 1o
f(ey,x) = fo,m7 + fogo5 + ...+ fr,2, =0

ma rzad 2, gdyz wiersze macierzy F' sa liniowo niczalezne. Oznacza to, ze prze-
strzef rozwiazan (e, e)" tego ukladu ma wymiar n — 2. Poniewaz

(€, €4) N (€}, e} C Ker f = {0},

otrzymujemy rozklad
V = (e],€e)) @ (e],eh)t,

przy czym obciecie f do (e}, €))L jest niezdegenerowang forma antysymetryczng.
Na mocy zalozenia indukcyjnego przestrzen (e,e5)! jest parzystowymiarowa,
1 rozklada si¢ na sume prosty plaszezyzn hiperbolicznych, parami skoénie orto-
gonalnych. Wynika stad, ze n = dimV = 2m dla pewnego m, przy czym V ma
baze (') taka, ze e] = €, €} = €], oraz

V = (e],e)) d (e, ef) d... @ (e, 1 e,

gdzie
f(aeg'i.—l + r[jegis 'Yegj_l + 69’213) - 0, 1 ;é "]',’

f(elzlz;uelzli) =1 m

(1) Jedli f:V xV — 8 jest formg antysymetryczna i f(x,y) = 0, to wektory x,y € V
nazywamy skosnie ortogonalnymi wzgledem f (przyp. ttum.).
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WNIOSEK. Dla kazdej nieosobliwej macierzy antysymetrycznej F stopnia 2m
isinieje macierz nieosobliwa A taka. e *AFA = J, gdzic

0 -1 0 0O
1 0 0 O
J= oo
0 0 -1
0O 0 1 0

Dowdd. Teza wynika natychmiast z twierdzenia 9 —- wystarczy przypomnied,
jak zmienia sie macierz formy dwuliniowej przy przejsciu do nowej bazy. =

Uwaga. Twierdzenie 9 i wniosek z niego zachodza dla dowolnego ciala skalaréw
o charakterystyce réznej od 2. Niekiedy za standardowa macierz antysymetryczu
przyjmuje sie

0 —E'm
E’"I O

Przejscie od .JJ do Jy polega na przenumerowaniu wektoréw bazowych.

Jo =

Jesli w praktyce chcemy sprowadzi¢ dang forme antysymetryczng (15) do
postaci kanonicznej, mozemy znéw zastosowaé¢ metode Lagrange’a. Zakladajac, zc
f # 0 (w przeciwnym razie nie ma, nic do roboty) i przenumerowujgc ewentualnice
wektory bazowe, mozemy przyjacé, ze fis # 0. Wydzielmy w (15) wszystkic czlony
zawierajgce T lub yy:

r1(fi2y2 + ...+ finyn) = (froea+ ..o+ finzn )y
Wprowadzajac nowe zmicnne
ry = frara + .o+ fingn, Yo = fraye + -+ finin
(1,¥1,%3,¥Y3, - - -, Tn, Yn POZOstaja bez zimian), wydziclamy z f czlony zawierajace
3 1 yy:
fy) = (@1 + faoma + ...+ fraZa)ys — 22(y1 + faoys + -+ froyn) + -
= Tiys ~ Toy) + ...,
gdzie
oy =21+ fors+ .+ fratn, YL =11+ fys -+ faa¥n,

a wielokropek oznacza czlony zawierajace tylko x3,ys, . . ., Tn, Yn- Z tymi czlonami
postepujemy analogicznie, otrzymujgc ostatecznie posta¢ kanoniczna

F(x,y) = (@195 —2541) + . .. 4+ (T Yom — TomYsm—1)- (16)

10. Pfaffian. Zgodnie z wnioskiem z twierdzenia 9, dla kazdej nieosobliwe;
macierzy antysymetrycznej F' stopnia 2m mozna znalez¢ macierz nieosobliwg A
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taka, ze

En 0

Stad (det A)? -det F = 1, czyli det F jest kwadratem w ciele skalaréw f. Sugeruje
to, by rozpatrzy¢ cialo ntamkow

~ﬁ = Q(t) = Q(tl2ptl37 I atn—l.nb)

pierécienia wiclomianéw

ara-| I B

Z[t] = th125t137 ey tna ,n]

n(n —1)/2 zmiennych niezaleznych oraz macierz antysymetryczng T = (t;;), czyli
tii = —t;; dlai < j. Wiemy, ze det T jest kwadratem w ciele Q(t). Z drugiej strony,
det " to wielomian z piericienia Z{t]. Oznacza to (korzystamy tu z jednoznacznosci
rozkladu w Z][t}, zob. czedci 11 II1), ze det T jest kwadratem pewnego wielomianu
z Z[t}:

detT = P,(t)%.
Unormujmy P, (t) = P,(ti2,t3,...) w taki sposéb, ze Po(t39,1%,,...) = 1 dla
tych wartosci t%- = 0,+1 zmiennych t;;, dla ktérych To = (t3;) = Jo. Otrzymu-
jemy w ten sposéb jednoznacznie okre$lony wiclomian Pf,(t) zwany pfaffianem
stopnia n. Na przyktad

Pia(t) = . Pla(t) = tiatsq — tistar + tiates.
co tatwo uzasadnié, obliczajac wyznaczniki macierzy

0 —tip —tiys —tu
L\O —t“ tiy O —toy —tog

t 0 tis g 00—ty

tia  tag tag 0

Symbolem P[(F) bedziemy oznaczaé rezultat podstawienia w Pf,(t;;) wyrazow
fi; macierzy antysymetryeznej F' w iniejsce ;5 (zamieniajac wszedzie Q na cialo
proste Z,, rozszerzamy nasze rozwazania na przypadek cial dowolnej charaktery-

styki # 2).
TWIERDZENIE 10. Jesli F' jest macierzg antysymetryczng stopnia n. to
det F = PE(F)%.

Ponadto
Pf (‘AFA) = det A - PE(F)

dla dowolnej macierzy kwadratowej A stopnia n.

Dowdd. Zwiazek det F' = Pf(F)? wyraza znane nam juz wlasnosci macier
antysymetrycznych i pfaffianu. Niech teraz U = (u;;) bedzie dowolng macie
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X n o algebraicznie niezaleznych elementach u;;, a T - macierza antysyme-
yezng rozpatrywana powyzej. Wéwcezas

Pf('UTU)? = det(*UTU) = (det U)? det T = (det U)* P£(T')?,

stad

Pf(‘UTU) = +(det U) PE(T).
$li teraz nadamy u;; i t;; takie wartodci, ze U stanic si¢ macierzg jednostkows.
T — standardowa macierzg antysymetryczng Jy, to po lewej stronie otrzyimamy
F(Jo) = 1, a po prawej £Pf(Jo), tj. nalezy wzig¢ znak plus. Oznacza to. 7e
.dana réwnosé zachodzi takze dla konkretnych macierzy U = A, T =F. w

Zauwazmy na koniec, ze dla T = (tij)ff?=1 ('T = —T) pfaffian Pf(T) jest
lelomianem uniwersalnym, bedacym forma jednorodng stopnia n o wspélczyvn-
kach calkowitych lub nalezacych do ciala prostego.

WICZENIA

Niech A,,..., A4, = det F’ beda minorami giéwnymi rzeczywistej formy kwa-
dratowej ¢ o macierzy F'. Udowodnié, ze q i F sa ujemnie okreslone dokladnie
wtedy, gdy (-1)¥4A, >0dlak=1,...,n.

Podaé przyklad:

(a) macierzy dodatnio okreslonej A = (a4;), w ktérej a;; < 0 dla pewnych i. j:
(b) macierzy A = (a;;), ktéra nie jest dodatnio okredlona. ale w ktérej a;; > 0
dla wszystkich 1, j.

Dla jakich A, 4 € R macierze

I A A 1 1 pn
A1 A, 1 p 1
A A1 a1 1

sa dodatnio okre$lone?

Niech x = [z}, x9, 23] € C* i Q(x) = 23 + 3 + 13 — 3x,x923. Wykorzystujac
rozklad
Q(x) = (21 + w2 + x3)(x) + €22 + 2x3) () + €202 + £3),

gdzie € jest pierwiastkiem pierwotnym z jedynki stopnia 3, wykazac, zc
QEIQY) = Q(2), gdzie 7 = [z1, 22, z3), pray caym z(x,y) = 5, al;
sg symetrycznymi formami dwuliniowymi. Znalezé¢ ich jawna postac.

Niech A bedzie dowolna rzeczywistg macierzy symetryczng, a € = g(A4) —
dostatecznie malg liczbg dodatnia. Udowodni¢, ze macierz B = E + ¢ A jest
dodatnio okreslona.
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