ze chodzilo o wartosci g(v) przy ||v|| = 1 lub, co na jedno wychodzi, o wartosci
a(v)/lIv||*. Wykazac, ze \

max qa(v) Join, [Ivl*.
Niech np. n = 2 i niech q(v) = az? + 20zy + vy?> = 1 bedzie réwnaniem
elipsy. Jesli \; (i = 1,2) sa pierwiastkami réwnania charakterystycznego
A — (a+ )X+ (ay — B%) =0, a (z;,y;) sa odpowiadajacymi im punktami,
w ktérych ekstremum zostalo osiagniete, to 2 + y? = 1/, tj. (dla A; # Ao)
jeden z pierwiastkéw odpowiada kwadratowi najwiekszej, a drugi najmniejszcj
odleglosci od poczatku ukladu do punktu na elipsie. Jednoczesnie otrzymu-
jemy prostopadloéé¢ kierunkéw gléwnych elipsy oraz wzér w/+/ay — 32 na pole
powierzchni elipsy (uzasadnid!).

4. Dla jakich wartosci parametru t kwadryka
x? + 'rg + r% + 2tx110 + 2tx123 + 2tw03 — 4t =0
jest elipsoida?

5. Znalezé typ afiniczny krzywej otrzymanej w przekroju kwadryki
:cf + 5:(7% + :r% + 23122 + 2923 + 62123 — 21 + 629 + 223 = 0)

hiperptaszczyzng 21, — x2 + 3 = 0.
6. Kiedy dwie hiperboloidy maja wspdlny stozek asymptotyczny?

7. Jaka kwadryke przypomina dach dworca kolejowego Warszawa-Ochota?

§ 3. PRZESTRZENIE RZUTOWE

Rozwédj geometrii rzutowej, szczegdlnie w pierwszej polowie XIX wieku, wywarl
istotny wplyw na cala matematyke. Poruszymy zaledwie kilka kwestii zwigzanych
z ta dziedzing, odsylajac Czytelnika do podrecznika [2] 1 bardziej specjalistyczne;
literatury.

1. Modele plaszczyzny rzutowej. Na plaszczyZnie afinicznej nad cialem
R dowolne dwa rézne punkty leza na dokladnie jednej prostej, a dwie proste
nieréwnolegle przecinaja sie w jednym punkcie.

Opiszemy teraz konstrukcje plaszczyzny rzutowej P2 = RP? nad cialem £; jest
to pewien zbiér ,punktéw” wraz z pewnym zbiorem ,prostych”, pomiedzy kté-
rymi zachodza relacje incydencji (,punkt lezy na prostej”), przy czym spelnione
s nastepujace aksjomaty incydencji:

(i) dowolne dwa rézne punkty leza na dokladnie jednej prostej;
(i) dowolne dwie rézne proste przecinaja si¢ w dokladnie jednym punkcie.



Wychodzimy od dowolnej tréjwymiarowej przestrzeni liniowej V nad cialem f.
Definiujemy P? = P(V) jako zbiér wszystkich jednowymiarowych podprzestrzeni
liniowych w V, czyli kazdy punkt p € P(V) jest prosta w V (przechodzaca przez
poczatek ukladu); prostg rzutowg L definiujemy jako dowolna dwuwymiarowa
podprzestrzen liniowa w V. Wtedy (z definicji) punkt p ,lezy na prostej rzutowej”
L (jest z nig incydentny), jesli prosta p zawiera sie w plaszczyznie L.

Warunek (i) jest oczywiscie spelniony: jesli p,q € AP? i p # ¢, tj. pi ¢
sg réznymi prostymi w V, to suma algebraiczna L = p + ¢ jest dwuwymiarowa
podprzestrzenia liniowg w V', czyli prosta rzutowa, i jest to jedyna prosta rzutowa
incydentna z p i . Dwie rézne proste rzutowe L i M sa réznymi podprzestrzeniami

dwuwymiarowymi w V, a wiec L + M = V. Wobec tego (rozdz. 1, § 2, (7))
dim(LNM)=dimL+dimM —dim(L+ M)=2+2-3 =1,

co oznacza, ze podprzestrzen liniowa L N M jest prosta; jest to wlasnie jedyny
punkt p € P(V), w ktérym przecinaja si¢ proste rzutowe L i M. Warunek (ii) jost
wiec rowniez spelniony.

Przedstawiona wyzej realizacja plaszczyzny rzutowej jest bliska pojeciu pekn
prostych w przestrzeni afinicznej. Aby lepiej wyobrazadé sobie plaszczyzne rautowa,
przedstawimy jeszcze jeden jej model.

Rys. 18 Rys. 19

Niech 8 = R bedzie cialem liczb rzeczywistych. W przestrzeni euklidesowej
E = R® rozpatrujemy sfere jednostkowa

S2. 2?4y +:2=1.

Kazda prosta przechodzaca przez poczatek ukladu 6 w R3 przecina sfere S*
w dwdch przeciwleglych punktach, tzw. punktach antypodycznych, a kazda plasz-
czyzna zawierajaca ¢ przecina ja wzdluz pewnego okregu (kola wielkiego). Przyj-
mijmy za ,punkt” przestrzeni RP? pare {¢,t'} punktéw antypodycznych na sferzc.
a za ,prosta”’ — okrag kola wielkiego; przyjmujemy przy tym, ze punkt p = {¢,t'}
lezy na prostej L, gdy punkty antypodyczne t i t’ leza na okregu L. Cze$é wspélna
okregéw dwdch réznych kot wielkich to oczywiscie (dokladnie jedna) para punk-
téw antypodycznych. Aksjomaty incydencji (i), (ii) sa wiec spelnione.



MoglibySmy réwniez ograniczyé sie do punktéw dolnej péisfery S2, zlozone]
z tych wszystkich punktéw (z,y,z) € R3, dla ktérych 22 + 42+ 22 =1i12<0
(rys. 19); jej brzegiem jest réwnik S' C S?, opisany réwnaniami z? + y? = 1
i z = 0. Co najmniej jeden punkt z kazdej pary punktéw antypodycznych sfery
S? nalezy do 82, a oba — tylko wtedy, gdy leza na réwniku. Mozemy wiec przyjaé,
ze punkty plaszczyzny rzutowej RP? to punkty pélsfery S2, w ktérej utozsamiono
(,sklejono”) kazdy punkt réwnika z jego punktem antypodycznym. Prostymi sa
teraz polokregi kot wielkich oraz sklejony réwnik St z oczywista relacjg incydencii.

Rozwazmy plaszczyzne afiniczng IT styczng do pélsfery S22 w jej biegunie
potudniowym (0,0, —1) i wykonajmy rzut stereograficzny pélsfery (bez réwnika)
na plaszczyzne IT z punktu 6. Oznacza to, ze punktowi ¢t € §2 \ S! przyporzad-
kowujemy punkt t* € IT lezacy na prostej przechodzacej przez 6 i t. Otrzymane
w ten sposdéb odwzorowanie

0:8%2\8' -1

jest oczywiscie wzajemnie jednoznaczne. Obrazem kazdej prostej rzutowej, czyli
pélokregu kola wielkiego na 82, jest prosta na plaszczyznie IT i oczywiscie odwzo-
rowanie o zachowuje relacje incydencji. Jedynie prosta rzutowa Ly odpowiadajaca
réwnikowi S! nie ma swojego obrazu na plaszczyznie IT.

Mozemy wiec przyjaé, ze plaszczyzna rzutowa to plaszczyzna afiniczna ze
zwyklymi prostymi i z dodang jeszcze jedna prosta rzutowa, zwang prostg
w nieskoriczonosci. Odwzorowanie o~! przeksztalca dowolng rodzine prostych
réwnoleglych na plaszczyznie IT na rodzine pélokregéw przechodzacych przez
kofice ustalonej érednicy réwnika S!; kazda taka rodzina prostych réwnoleglych
odpowiada wiec dokladnie jednej parze punktéw antypodycznych na réwniku,
czyli dokladnie jednemu punktowi prostej rzutowej Lo. Mozemy wiec uwazad,
ze dodanie do plaszczyzny afinicznej prostej w nieskonczonosci oznacza doda-
nie do zwyklej plaszczyzny, dla kazdego kierunku prostych réwnoleglych, jednego
~punktu w nieskonczonoéci”, w ktérym proste o tym kierunku sie przecinaja.

Sl

I\

Rys. 20



Jednowymiarowa przestrzeni rzutowa RP! (ktéra tez nazywamy prosta rzu-
tows) definiujemy jako pek prostych na plaszczyZnie afinicznej, przechodzacych
przez ustalony punkt ¢ (rys. 20). Zbiér ten mozna utozsamié z okregiem S* (tym
razem bez sklejania punktéw antypodycznych). Istotnie, na dowolnym okregn
przechodzacym przez ¢ kazda prosta peku wyznacza dokladnie jeden punkt (drugi
punkt przeciecia z okregiem lub punkt 6 w wypadku prostej stycznej do okregu).
Tak wiec modelem prostej rzutowej jest okrag.

2. Przestrzenie rzutowe wyzszych wymiaréw. Z chwilg gdy uzyskalismy
pewne wyobrazenie na temat prostej rzutowej i plaszcezyzny rzutowej, zdefinio-
wanie ogdlnego pojecia przestrzeni rzutowej wyzszego wymiaru nad dowolnyi
cialem nie przedstawia trudnosci. Mozna mysleé¢ o takiej przestrzeni jako o pew-
nym zbiorze punktéw wraz z pewnym zbiorem podprzestrzeni rzutowych oray,
relacjami incydencji, dla ktorych spelnione s3 odpowiednie aksjomaty. Droga ak-
sjomatyczna, majaca pewne zalety, wydaje sie jednak wlasciwa dla specjalistycz-
nego wykladu; dla nas bylaby droga zbyt okrezng, dlatego wybieramy podejscic
bezpoérednie, réwnowazne w gruncie rzeczy z rozpatrywaniem pckow prostych
w przestrzeni afinicznej.

DEFINICJA 1. Niech V bedzie (n + 1)-wymiarowa przestrzenia liniowa nad cia-
lem R. Przestrzenig rzutowg P(V') wyznaczona przez V nazywamy zbidr wszyst-
kich prostych wektorowych (jednowymiarowych podprzestrzeni liniowych) w V.
Jedli V = A", to piszemy P" = AP" = P(&"!) i zbiér ten nazywamy n-wymia-
rowq przestrzeniq rzutowq nad cialem K. Jeshi U C V jest podprzestrzenia liniowa
wymiaru m + 1, to zbiér P(U) C P(V) nazywamy podprzestrzenig rzutowg wy-
miaru m w P(V); sklada si¢ ona z tych prostych w przestrzeni V', ktore leza
w podprzestrzeni liniowej U. Dla m = n — 1 méwimy o hiperplaszczyinie rzuto-
wej. Przyjmujemy z definicji, ze P({0}) = {).

Te sama definicj¢ mozna wyrazi¢ nieco inaczej: przestrzen rzutowa wyzna-
czona, przez V jest zbiorem ilorazowym zbioru V \ {0} wzgledem rclacji réwno-

waznosci
x~y & 3xe R\ {0}, x=Ay.

Punktem przestrzeni P(V) jest wiec klasa réwnowaznosci X niezerowego wektora
x € V. Z definicji mamy
Ax=X% Vief)\{0}. (1)

Odwzorowanie ilorazowe 7 : x +— X zbioru V \ {0} na zbiér P(V) nazywamy
odwzorowaniem kanonicznym. Nalezy podkresli¢, ze zbiér P(V) nic ma zaducj
struktury liniowej i nie mozemy np. przyjaé, ze Xy =x +y.

Dwuwymiarowa podprzestrzen liniowa U C V wyznacza prosta rzutowa P(U ).
a podprzestrzen tréjwymiarowa — plaszczyzne rzutowy. Jesli mamy dwie pod-
przestrzenie liniowe U i W oraz U C W, to oczywiscie P(U) C P(W) (prosta



zawarta w U jest tez zawarta w W); méwimy wtedy, ze podprzestrzen rzutowa
P(U) jest incydentna z P(WW). Dla dowolnych podprzestrzeni liniowych U,U' C V
mamy tez réwnosé

P(UYNPU') =P(UNU").

Wiynika stad, ze dla kazdego podzbioru S C P(V) istnieje najmniejsza podprze-
strzen rzutowa P(U) zawierajaca S; méwimy wtedy, ze podprzestrzen P(U) jest
generowana przez zbiér S. Jesli np. S = {X;,Xa,...}, to U = (x3,%a,...). Pod-
przestrzenig rzutowg generowana przez P(U) UP(U’) jest P(U + U’).

3. Wspéirzedne jednorodne. Niech (ep,€1,...,e,) bedzie baza przestrzeni
liniowej V. Jedli

x=£0e0+£le1 ++§nen€V\{0}.

to liczby &o, &1, ..., &, nazywamy wspélrzednymi jednorodnymi punktu X wzgle-
dem bazy (e;). Kazdy uklad (&;) zlozony z n + 1 elementéw ciala £, nie réwnych
jednoczednie zeru, to wspolrzedne jednorodne pewnego punktu przestrzeni rzu-
towej P(V'). Dwa uklady (&) 1 (u;) sa wspélrzednymi jednorodnymi tego samego
punktu X € P(V) (przy ustalonej bazie (e;)) wtedy i tylko wtedy, gdy istnicje
niezerowy skalar A € R taki, 7ze p; = A§; dlai = 1,...,n. Piszemy wowczas

X = (§:&1 ... 4n)

co ma wyraza¢ wzajemnie jednoznaczng odpowiednio$é migdzy punktami x €
P(V) i klasami proporcjonalnych uktadéw n + 1 wspélrzednych.

Jesli (e, €},...,€;,) jest inng baza w V, przy czym
n
/ -
e; = E a;je;, 71=0,1,...,n,
i=0

to skalary &;,&],...,&,, sa wspélrzednymi jednorodnymi punktu x wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje A € £\ {0} spelniajace warunek

)\fi :Zaijf‘;-, z'zO,l,...,n. (2)

=0

(o:&r:.ibn)=X=(§:&1:..-: &),

1 wystarczy przypomnie¢ przejécie od nowych wspdlrzednych wektora do starych
(rozdz. 1).

Zauwazmy jeszcze, ze poniewaz kazda podprzestrzen liniowa jest zbiorem roz-
wigzan pewnego ukladu liniowego jednorodnego (rozdz. 1. § 3, twierdzenie 4), wigc
dla ustalonej bazy (e;) w V kazda podprzestrzen rzutowa jest we wspélrzednych
jednorodnych opisana przez pewien uklad réwnan liniowych jednorodnych

Istotnie, mamy



............................... (3)
aroéo +ané + ...+ Arnén = 0.

4. Mapy afiniczne. Rozpatrzmy w przestrzeni liniowej V z baza (eg. eq, . . .. e,)
podprzestrzei liniowa

a w przestrzeni afinicznej (A = V, V) -- hiperplaszczyzne
A0=e0+V0={e0+x|er0}.

Jak wiemy, para (Ao, Vp) jest przestrzenia afiniczna: jeSli a € Ag i v € V), 1o
a+v € Ag. Prosta wektorowa (x) C V, niezawarta w Vj, przecina Ay w dokladnice
jednym punkcie. Istotnie, jesh x € Vj, to

X = {()e() + ...+ 57,,81,, &o 75 0.

Stad rownosé Ax = Ageqg + A&je; + ...+ A e, = ep+y. gdzie y € Vj, zachodzi
wtedy i tylko wtedy, gdy Ay = 1.

Przyporzadkowujac prostej (x) jej punkt przecigcia (x) N Ay z Ay, otrzymu-
jemy odpowiednio$¢ wzajemnie jednoznaczng

@t(X)H<X>ﬂA0

miedzy prostymi (x) ¢ Vp i punktami przestrzeni afinicznej Ap. Inaczej mowiae.

& indukuje bijekcje
Po : P(V)\P(Vy) — Ao. (4)

DEFINICJA 2. Przestrzeh afinicang Ao wraz z odwzorowaniem ®¢ (a nickicdy
samo odwzorowanie @y, utozsamiajace podzbiér P(V) \ P(Vo) 2 Ag) nazywamy
mapg afiniczng przestrzeni rzutowej P(V). Hiperplaszczyzne rzutowa P(Vy) na-
zywamy hiperplaszczyzng w nieskoriczonosci (lub hiperplaszczyzng niewlasciwg)
wzgledem mapy Aj. Ta sama terminologia odnosi sie¢ do wszystkich podprze-
strzeni rzutowych zawartych w P(Vp). W szczegélnoéci zbior P(Vp) sklada si¢ ze
wszystkich punktow w nieskoriczonosci (lub punktéw niewlasciwych) wzgledem
mapy Ag.

Wyrazimy to samo we wspétrzednych. Zbiér P(V) \ P(Vo) sklada sig « tych
punktéw X = (& : & : ... : &), dla ktérych & # 0. Wybierzmy w Ay uklad
wspélrzednych (éo; e, ....e,), gdzie ¢y = €9 € Ag. Jak stwierdziliSmy, punktem
wspélnym prostej (x) = (fgeq + £1€1 + ... + Enen) 7 Ag jest

eo+§—1—el+..-+£"

&o o

czyli punkt ten ma wspéirzedne afiniczne & /&, . .., & /Eo-



Jedli wiec przypiszemy punktowi X € P(V) \ P(Vp) wspéirzedne punktu
$o(X) € Ay, otrzymamy afiniczny (niejednorodny) uklad wspéirzednych na P(V),
okreslony co prawda tylko na podzbiorze P(V)\P(Vp); inaczej méwiac, przy ustalo-
nej bazie w V, istnieje wzajemnie jednoznaczna odpowiednio$¢ miedzy punktami
tego podzbioru i ich wspolrzednymi niejednorodnymi, okreSlonymi w powyzszy
sposob.

Jesli U jest podprzestrzenia liniowa w V wymiaru m + 1, to m-wymiarowa
podprzestrzef rzutowa P(U) jest albo podprzestrzenia w nieskofnczonosci wzgle-
dem Ao, gdy U C Vj, albo tez jej obrazem na mapie Ag jest m-wymiarowa
podprzestrzen afiniczna

$o(P(U)) =U NAg = eo + V.

Na odwrét, kazdej m-wymiarowej podprzestrzeni afinicznej eg + Uy C Ag odpo-

wiada, m-wymiarowa podprzestrzen rzutowa P(U), gdzie U = (eg, Up). Oznacza

to, ze Do jest nie tylko bijekcja zbioréw punktowych, ale wyznacza tez odpowiced-

nioé¢ podprzestrzeni jednakowych wymiaréw. W tym sensie mozna uwazac, 7¢

P(V) otrzymuje si¢ z Ay przez dodanie hiperplaszczyzny w nieskonczonosci.
Jesli zamiast ey wezmiemy wektor e;, a zamiast Vy podprzestrzen

‘/‘i — (eﬂy s €i1,C40y .- 7en))
otrzymamy inna mape afiniczng (A;,®;). Mapa ta obejmuje obszar przestrzeni

rzutowej ztozony z punktéw o wspdlrzednych jednorodnych (o : &, : ... : &,), dla
ktorych &; # 0, i przyporzadkowuje takicmu punktowi wspoétrzedne afiniczne

(5_0 §im1 Eivl 5_,.)
& &G & &)

Biorgc kolejne wektory eg, e, ..., e,, otrzymujemy n + 1 map
(A;,®;), 1=0,1,...,n,

pokrywajacych cala przestrzen rzutowa P(V). Istotnie, kazdy punkt x = (& : &, :
oo 2 &n) € P(V) ma co najmniej jedng wspélrzedna jednorodng &; rézng od zera,
co oznacza, ze @;(X) € A;. Tak wiec n-wymiarowa przestrzen rzutowa jest suma
n + 1 zbioréw, z ktérych kazdy mozna utozsamié¢ z n-wymiarowa przestrzenia
afiniczng — moéwimy, ze mozna jg pokryé n + 1 mapami afinicznymi. W skrécie
piszemy

n
P(V) =] A
i=0
Oczywiscie zaden uklad mniej niz n + 1 sposréd powyzszych map nie pokrywa

P(V).

3. Pojecie rzutowego zbioru algebraicznego. Powiemy, ze wielomian

f(to.t],...,tn)Gﬁ[to,tl,...,tn]



zeruje sie w punkcie X = (& : & 1 ... 1 &n) € 1P(V),~jes'li fléo,&1,....62) =0
dla dowolnych wspétrzednych jednorodnych punktu X. Oznacza to., ze wtedy
f()\EOv )\gle ceey Af'n,) =0 dla kazdego AE .ﬁ\ {0} Jesli

f=f0+fl+-~-+f1m

gdzie f; jest sumg wszystkich jednomianéw stopnia i w f. to (w przypadku nie-
skoniczonego ciala £) z warunku

0= f(Ao,...,AE,)
= f0+/\f](£01"'a§’n) +... +Amf?n(£0="'a£n)

dla kazdego A € K\ {0} wynika. ze f;(&, ... ,é.n) =0dlai=0.1,...,m. Jesl wice
wielomian f zeruje si¢ w pewnym punkcie b € P(V), to w tym punkcie seruje
si¢ tez kazda skladowa jednorodna tego wiclomianu. Naturalne jest wobece tego
przyjecie nastepujacej definicji:

DEFINICJA 3. Zbiér S C P" punktéw (g : oy @ ... : «;,) spetniajacyeh nklad
réwnan

------------------

gr(ao, . ...an) =0,

gdzie g1, . .., gk sg wielomianaimni jednorodnyini, nazywamy zbiorem algebraicznym
(rzutowym).

Zbiory algebraiczne (w szczegdlnosci zespolone, gdy & = C) to przedmiot
zainteresowania wielkiej osobnej galezi matematyki - geometrii algebraicznej.
Ograniczymy si¢ dla prostoty do przypadku jednego réwnania

g(a()aala .- °9(l’n) = .

Znajdziemy réwnanie zbioru S w mapie Ag, tzn. réwnanie zbioru Sy = SN Ag
w przestrzeni afinicznej Ag. Jedli X = (ap : 7 1 ... 1 o) € Ag, to ag # 0. Wobcee
tego warunek g(ag, ay,...,q,) = 0 jest réwnowazny warunkowi

Poniewaz liczby a;/ay, ..., a,/ag to wspolrzedne punktu X w mapie Ag, wigt
powyzsza réwnos¢ to wlasnie szukane réwnanie. Analogicznie, dzielac przez ;.
otrzymamy réwnanie zbioru S w mapie A;.
Na odwrét, jesli oznaczymy wspélrzedne w Ag przez z,, . .., T, 1 zbiér Sy jest
opisany przez réwnanie
f(.'lfl,...,.fl‘n) = O._
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gdzie f jest dowolnym (niekoniecznie jednorodnym) wielomianem stopnia m, to
wielomian

5 O 184
glao. ..., an) = (o)™ f (——, . —")

(8 7)) (7))
jest jednorodny. Istotnie, z kazdego jednomianu

(r)F o (x)*, k4. k. <

““kn

w f otrzymujemy w g jednomian (ag)™ %1~ (a1)*" ... (an)k" stopnia m.

Ponadto
g(l,l’],...,xn) = f(xla-n,xn).

Jesli wiec zbiér S w P™ jest opisany przez réwnanie g = 0, to SN Ag = Sp.

| ~Przyklad 1 (krzywe stozkowe). Ponizej zakladamy, ze & = R.
’ ~ 1) Okregowi Sp majacemu w mapie A¢ réwnanie z3+x3 = 1 odpowiada na.
- plaszczyznie rzutowej P? zbiér S, ktéry ma we wspodlrzednych jednorodnych
réwnanie af + o2 = o3. Zbiér ten lezy calkowicie w mapie Ag: gdyby istnial
punkt (ap : oy : ag) € S, dla ktérego ap = 0, to mielibysmy a? + a2 = 0,
"astagd a3 = ag = ag = 0, co jest niemozliwe. Tak wiec zbiér S nie ma
* punktéw wspélnych z prosta niewlasciwg P(V) wzgledem mapy Ao.
2) Hiperboli Sy o réwnaniu x? — 3 = 1 w mapie Ay odpowiada we
wspblrzednych jednorodnych zbiér S o réwnaniu a? — a3 =o2. Zbiér SNP(Vp)
~ jest opisany przez réwnanie ag = 0, tj. ag = toy. Przy tym ay # 0, gdyz
w przeciwnym razie wszystkie wspolrzedne bylyby zerami. Dzielac przez a,
’ otrzymujemy dwa punkty wspélne z P(Vp), o wspélrzednych (0 : 1 : 1) oraz
(0:1:—1). Z drugiej strony, w mapie A; mamy a; # 0 i réwnanie zbioru
S w tej mapie przybiera postaé z2 + z3 = 1 (zo = ap/01, T2 = az/m), tj.
zbiér S M A; jest okregiem oraz S NP(V;) = 0.
3) Parabola z, = z3 (w Ag) po podstawieniu z; = a1/ap, 2 = az/ag
wyznacza zbiér S o réwnaniu ago; = a3, Czesé wspéblna tego zbioru z P(Vp)
‘ (g = 0) to jeden punkt (podwéjny) (0 : 1 : 0). Po zamianie zmiennych
ap = Bp — B1, a1 = By + Bi, ap = P2 réwnanie zbioru S przyjmuje postaé
B2 + B2 = 82, co w nowej mapie A} daje okrag. Tak wiec okrag (lub elipsa),
hiperbola i parabola — to na plaszczyznie rzutowe] jedna i ta sama krzywa,
rozpatrywana. jedynie w réznych mapach afinicznych.

6. Pelna grupa rzutowa. Niech P(V) bedzie przestrzenia rzutowg wyzna-
czony przez przestrzen linjowa V nad cialem K, czyli punkt X € P(V) to pro-
sta wektorowa (x) C V. Niech A : V — V bedzie nieosobliwym przeksztalce-
niem liniowym. Operator 4 przeprowadza proste wektorowe na proste wekto-
rowe; w szczegblnoéci obrazem zadnej prostej (x) nie jest podprzestrzen zerowa.
Ma wigc sens nastepujaca




DEFINICJA 4. Kazdy nieosobliwy operator liniowy A na przestrzeni liniowej
V wyznacza odwzorowanie A : P(V) — P(V), zwane przeksztalceniem rzutowym
i okreslone wzorem

A(X) = Ax. (5)

Definicja ta jest poprawna, tzn. nie zalezy od wyboru reprezentanta klasy x:
.A(/\x) Mx = Ax = .A(x) (6)

Z réwnosci (6) wynika rowniez, ze AM=A W rzeczywistosci zachodzi mocniejsze

~

TWIERDZENIE 1. Jesli A,B € GL(V), to réwnosé B = A ma miejsce wtedy
i tylko wtedy, gdy B = AA dla peunego \ € 8\ {0}.

Dowdd. Istotnie, przyjmijmy, ze B=A. Wtedy dla kazdego wektora x € V'\ {0}
mamy Bx = BX = AX = Ax, a wigc Bx = A\ Ax dla pewnego skalara \, # 0,
a priori zaleznego od x. Jesli y = ax, to
Ay Ay = By = aBx = alAx = M\ Ay,
czyli Ay = Ax. Je$li natomiast wektory x i y sa liniowo niezalezne, to wektory .Ax
i Ay -— réwniez, a wiec z réwnosci
AxAX + Ay Ay = Bx+ By = B(x + y)
= ’\X+y~A(x +y)= /\x+y~Ax + ’\x+y-'4y

wynika, ze Ay = Ax+y = Ay. Oznacza to, Ze skalar A = Ay nie zalezy od x, a zatcin

B=)A. n

Aby zapisaé¢ przeksztalcenie rzutowe A we wspétrzednych, wybierzmy baze
(€0, €1,...,€,) W przestrzeni liniowej V i oznaczmy przez A = (a;;) macici
operatora liniowego A w tej bazie:

n
= E a;;€;.
=0

JeSlix = (g : ) ... ap), toji:(ﬁo;ﬁ] ...t fBn), gdzie
n
Bi=) aja;, i=0,1,...,n (7)
7=0

Widaé to natychmiast z definicji (5) i z regul transformacji wspétrzednych wek-
torow przy dzialaniu operatora liniowego (rozdz. 2):

n

n n
Ax = Zaj/lej = Z E Q€.

=0 j=0 i=0
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Niech teraz A¢ bedzic mapa afiniczng w P(V). Sklada si¢ ona z punktow
X=(ao:0q:...:0p). dla ktérych ag # 0. Jesli okaze sig, ze By # 0 w (7), to
réwniez AX € Ao. Punkt X ma w tej mapie wspdlrzedne z; = a;/ao, a punkt
Ax — wspolrzedne y; = 3;/0, j = 1,...,n. Jesli podzielimy réwnosci (7) o nu-
merach i = 1,...,n przez f, a nastepnie, w ulamkach otrzymanych po prawej
stronie, podzielimy licznik i mianownik przez ag, otrzymamy zapis przeksztalce-
nia rzutowego A w mapie Ap:

;171 + ...+ QinTn + A0

-— 1=1,...,n. 3
vi ap1T) + ...+ GonTn + Qo0 ’ ®)

Zwréémy uwage na to, zc wszystkie te ulamki majg ten sam mianownik.

Uwaga. Nalezy pamictaé, ze przeksztalcenie rzutowe A moze przeprowadzaé
punkt z Ao (Scislej, z &5 '(Ag)) w punkt spoza tej mapy, tj. w punkt w nice-
skoficzonosci (czyli nalezacy do P(Vp)). Wtedy wzér (8) traci sens. Nie nastapi
to nigdy, jesli np. macierz operatora A ma wlasnosé ag; = O dla j = 1,.... n
oraz agy = 1 - - wtedy jako (8) otrzymujemy znane wzory na afiniczng zamiang
wspdlrzednych w Ag. Tak wige przeksztalcenie afiniczne to szczegdlny przypadcek
przeksztalcenia rzutowego.

Poniewaz operator A jest nieosobliwy, wi¢c dla dowolnego wektora y # 0
w V istnicje wektor x taki, ze Ax = y. Wtedy rownicz A% = Ax = y, czyli
odwzorowanie A jest surjckcja. Jest ono réwniez injekcja: AX = Az = Ax =
Az:Ax_)\Az:»A(x—)\z) O0=>x=Xz=>X=2

Udowodnili$my, ze kazde przeksztalcenie rzutowe jest bijekcja.

Ponadto, jesli A, B € GL(V), to

AB% = ABx = ABx = A(BX) = (AB)X,
skad wynika, ze zbior wszystkich przeksztalcen rzutowych tworzy grupe.

DEFINICJIA 5. Zbiér wszystkich przeksztalcen rzutowych przestrzeni P(V).
oznaczany przez PGL(V), jest podgrupa grupy wszystkich bijekcji P(V) — P(V):
podgrupe¢ te nazywamy pelng grupq rzutowq.

Oznaczeniec PGL(V') wiagze sie z tym, ze grupa PGL(V) jest obrazem homo-
morficznym pelnej grupy liniowej GL(V'). Istotnie, przed chwilg wykazali$my, ze
odwzorowanie 7 : A — A spelnia warunek 7(AB) = w(A)n(B). Z twierdze-
nia 1 wynika, ze jadro Ker r sklada si¢ z podobienstw AE&: A=E= 4=\
dla pewnego A € R\ {0}. Poniewaz odwzorowanie ¥ : A — A& jest oczywiscie
izomorfizmem grup R* = K\ {0} i Kerm = {A€ | A € K*}, wigc otrzymujemy
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TWIERDZENIE 2. Pelna grupa rzutowa PGL(V') jest obrazem homomorficznym
pelnej grupy liniowej GL(V) przy homomorfizmie w, ktorego jedro jest izomor-
ficzne z grupg multiplikatywng &* ciala K. Mamy zatem krotk: cigg dokladny

1 & 5 GL(V) 5PGL(V) - 1. m (9)

Moglibysmy si¢ w tym przypadku obej$é bez ciggu dokladnego (9), ktéry
oznacza po prostu, ze ¥ jest monomorfizmem, Im¥ = Kerw i 7 jest epimorfi-
zmem. SkorzystaliSmy jednak z okazji, by jeszcze raz uzy¢ tego pojecia, waznego
w wielu dzialach wspolczesnej matematyki.

7. Geometria rzutowa. Wiemy, ze pelna grupa rzutowa PGL(V) dziala na
przestrzeni P(V') w sposob przechodni, tj. kazdy punkt mozna przeprowadzi¢ na
kazdy inny. Zgodnie z ogdlng filozofia (rozdz. 4, § 3, p. 4) grupie PGL(V) odpo-
wiada pewna geonetria, zwana geometrig rzutowq. Rozpatruje ona te wlasnosci
figur w P(V), ktére nie ulegaja zmianie przy dzialaniu przeksztalcen nalezgcyveh
do PGL(V). Wlasnoéci takie nazywamy rzutowymi. Nie nalezy do nich wiele wlas-
nosci znanych z geometriii afinicznej i euklidesowej, jak réwnoleglo§é prostveh
lub plaszczyzn czy twierdzenie Pitagorasa, poniewaz wlasnoéci te nie majg sensu
w geometrii rzutowe]. Mimo to geometria rzutowa okazuje sie dziedzing obfitujacy
w glebokie twierdzenia. Nieco pdZniej poznamy przyklad pewnej rzutowej wlasno-
§ci uktadu czterech punktéw wspélliniowych; na razie odnotujmy kilka wlasnosci
pelnej grupy rzutowej PGL(V).
I. Zgodnie z uwagg, ktéra uczyniliSmy po wyprowadzeniu wzoru (8), grupa
PGL(V) zawiera jako podgrupe grupe afiniczng Aff(Ag) dzialajgcqg w mapic
Ap (a takze grupy Aff(A;) dlat=1....,n).
II. Powiemy, ze punkty Xg,Xi,...,Xps+1 W N-wWymiarowej przestrzeni rzutowej
P(V) sa w polozeniu ogélnym, jesli zadne n + 1 z nich nic lezag w jednej
hiperplaszczyznie rzutowej. Inaczej mowiac, dla kazdego i = 0,1,...,n + 1

wektory ~
X0: X1y o3 Xiy-- s Xpyti

sg liniowo niezalezne (jak zwykle daszek oznacza, ze dany element zostal
opuszczony).

TWIERDZENIE 3. Jedli Xo,X)....,Xnt1 0782 Y0,Y1,--,Ynt1 ¢ dwoma uklu-
dami punktow w polozeniu ogélnym w P(V), to istnieje dokladnie jedno przc-
ksztalcenie rzutowe A € PGL(V), dla ktorego Ax; =y; dlai=0,1,...,n+ 1.

Dowéd. Zgodnie z definicjg mamy
(X1,X2,. .+, Xn41) =V = (¥1,¥2, -, ¥n+1),
a wiec istnieje nieosobliwy operator liniowy A’ taki, ze
Ax;=y;, i=1,...,n+1. (10)
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Szukamy jednak operatora liniowego A, ktéry spelnia warunek AX; = y; dla
1=0,1,....n+1, czyli

.Ax,~=)\¢yi, i=0,1,...,n+1,

dla pewnych skalaréw \; # 0. Poniewaz A = ff, mozemy przyjaé, ze Ag = 1.
Rozwazmy operator liniowy B taki, ze

BYi:)‘iyia t1=1,...,n+1. (11)
Skalary \; dobierzemy tak, by spelniony byl warunek
B.A’Xo = Yo. (12)

Z definicji ukladu punktéw w polozeniu ogélnym wynika, ze

n+1 n+1
Xo = Zaixia yo = Zﬁiyiv (13)
i=1 =1

przy czym wszystkie wspélezynniki «; oraz 3; sa rézne od zera. Na mocy (10)

mamy
n+1 n+l n+1 n+1

BA'xq = B( Z (vi.A’xi) = B( Z a,»yi) = Z a;By; = Z Ny
i=1 i=1 i=1

=1

Jesli wiec przyjmiemy A\; = Bi/a; dla i = 1,...,n + 1, to warunek (12) bedzic
spelniony. Przeksztalcenie liniowe B jest w ten sposéb okre$lone jednoznacznie.
Definiujgc

A=BA,

otrzymamy operator liniowy, ktéremu odpowiada przeksztalcenie rzutowe A spel-
niajace zgdane warunki.

Aby udowodnié jedynosé A (1), przypusémy, ze Cx; = p;y; dlai = 0,1,...
n+1

..,n+ 1. Zatem Cxg = pipyo. Poniewaz, na podstawie (13), Cxq = Y, iptiyi-
wige n+1
ftoYo = Zaiﬂ'iyi-
i=1

Z drugiej strony, yg = Z?:ll Mici;y: (na mocy drugiego wzoru (13) i definicji Ai).
wiec ntl
HoYo = Z HoAiQ: Y.

=1
Stad (poniewaz yi,...,yYn+1 tworzy baze) mamy c;fi; = Lo A; v, czyll p; = PoA
dlai=1,....,n+1. Zatem C = pp A, czyliC=A. n

(!) Le czesé dowodu dodano w ttumaczeniu (przyp. tlum.).
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Twierdzenie 3 jest oczywiécie odpowiednikiem analogicznego twierdzenia
w geometrii afinicznej (rozdz. 4, § 3, twierdzenie 8).

WNIOSEK. Dla dowolnych dwdéch tréjek Xo,X1.X2 oraz Yo, Y1, Y2 réznych punk-
tow na prostej rzutowej istnieje dokladnie jedno przeksztalcenie rzutowe P! — P!
przeprowadzajgce X; nay; dlai =0,1,2. =
Oznacza to migdzy innymi, 7ze wlasnoéé ,lezenia migdzy” nie jest wlasnoscig
rzutowa. Z twierdzenia 3 wynika te7 (na mocy jedynosci A), ze nie kazda czworke
punktéw na prostej mozna przeprowadzié na kazda przez przeksztalcenie rzntowe,
III. Dowolne dwie m-wymiarowe podprzestrzenie rzutowe P(U), P(W) w P(V)
s¢ PGL(V)-przystajqce, tj. jedng mozna przeprowadzié na drugq za pomocq
przeksztalcenia rzutowego.
Istotnie, niech
U:<ll(),ll'|,...,um_)? W=(W0,W]....,Wm>.
Uzupehijmy (ug, .- ., Um) i (Wo,..., Wy} dobaz (ug,...,u,) i (Wg,...,W,) w i,
a nastepnie rozwazmy operator A € GL(V) taki, ze Au; = w; dlai=10,1,....n.
Wtedy A(U) = W, a wicc A(P(U)) = P(W).
IV. Kazde przeksztalcenie rzutowe D podprzestrzeni rzutowej P(U) < P(V)
mozna przediuzyé do przeksztalcenia rzutowego calej przestrzeni P(V).

Istotnie, jesli D € GL(U) i wektory ug,uy,...,u,, stanowia baze w . (o
Duy,...,Du,, - rowniez. Uzupelnijmy obie te bazy do baz

(qu cos Umy Wep ey e vy un), (Dllo, SRR Dum: Windls---, Wn)

Du;,, i=0.....m
Allz — { 79 b p) b

A t=m-+1,...,n,

w V. Przyjmujac

otrzymamy operator 4 € GL(V), ktéremu odpowiada przeksztalcenie rzntowe

~

A :P(V) — P(V) pokrywajace si¢ z D na podprzestrzeni P(U).
8. Dwustosunek. Niech a,, a,, a3, a4 bedg czterema punktami w przestrzeni
rzutowej P = P(V'), lezacymi na prostej rzutowej P! = P(U), przy czym

5l ?é 533 51 ?é 54) 52 # 537 52 # 54*
Oznacza to, ze
(a;,a3) = (aj,a4) = U = (ag,a3) = (ay,ay).
a 3

Oznaczmy przez
ab)
cd/ [y O

wyznacznik macierzy przejscia od bazy (c,d) do bazy (a, b) w przestrzeni dwu-
wymiarowej:

(14)

a=ac+/d, b=~yc+dd.
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i |

" Na mocy warunkéw nalozonych na punkty &; mozemy rozpatrzyé wyrazenie

-1
[B1, 8. B, 8y) = (ﬂ—ﬂ) (3?—"‘—3) - (15)

ay, a4 az, a4

DEFINICJA 6. Liczbe (15) nazywamy dwustosunkiem czwoérki punktéw a;, ag,
as, a4.
Nalezy oczywiScie sprawdzié, ze [a;,aq,as, a4] zalezy tylko od punktéw a;.
a nie od wyboru wektoréw a;, tj. nie ulega zmianie, jesli zamienimy a; na \;a;.
Istotnie, zamieimy a; na by = Aa;. Jesli przejscie od bazy (a;,a4) do (a;, a3)

odbywa sie za pomocg wzoréw a, = aj, ag = ya; + das, to przejscie od bazy
(b1, a4) do (by, a3) okreslaja wzory b; = by, ag = YA~ 'b; + day, a wige

aj, as _ 1 0 __ 1 0 _ b]aa3
a),aq vy 8|7 [yA7h 6| \by,ag /)

-1
(a23 ag )
daz, a4
oczywiscie nie ulega przy tym zmianie. Podobnie ma sie rzecz przy zamianic a,

na /\&2.
Zamienmy teraz a4 na by = Aay. Jesli

Czynnik

a] = a). as = as,

az = ya; + 634, az = ’Yla2 + 5’341

to
a; = ay, az = ay,

az = ya, + 6/\‘1b4, ag = 'y'ag + 5,/\—1b4,
apas) _ |1 0| _ |1 0 |_,[anas
ap, a4 v 9 B Y oA~! ap, by ,
az,azy |1 O 1 0 — az,ag
az, a4 v 6 vy oAt az, by )
Prawa strona wzoru (15) nie ulega wiec zmianie; podobnie przy zamianie a3 na

Aaz. Jednoczesng zamiane wszystkich a; na A\;a; mozna zastapié ciggiem kolejnych
zamian po jednym wektorze; wynika stad, ze definicja (15) jest poprawna.

1 wobec tego

= A

TWIERDZENIE 4. Dwustosunek jest niezmiennikiem przeksztalcen rzutowych, tj.
[Aal y AﬁZs A53) A§4] = [51 s a?a 535 54] (16)

dla kaidego A € PGL(V).
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Dowdéd. Niech A € GL(V) iniech U C V bedzie podprzestrzenia dwuwymiarowy
oraz U’ = A(U). Poniewaz operator A jest nieosobliwy, wiec przeprowadza kazda

baz¢ w U na baze w U’. Jesli ponadto
(aa b> = U = <C,d>,

to

(Aa. Ab) = U’ = (Ac, Ad),
przy czym zwiazkom miedzy bazami (a,b) i (c,d):
a=ac+0d, b=~vc+4dd,

odpowiadaja takie same zwiazki na plaszczyznie U

Aa = aAc + fAd, Ab =~Ac+ 4Ad.

Oznacza to, 7e

ab) fa g|_ (AaAb
c.d) |7 & \Ac,Ad/

W szczegdlnosci w naszej sytuacji otrzymujemy

(A4, Ady, A3, Ad4] = [Aay, Aay, Aaz, Aay)
_ (.Aal,.Aag)(.Aag,Aag)_' _ (81,33 32_»33)-1
~ \ Aa,, Aay / \ Aas, Aa, " \aj,as / \ag,a,

= [a,,ay,a3,a4]. =

9. Zapis dwustosunku we wspoélrzednych. Wyrazimy teraz dwnstosnnek
punktéw a;, a,, az, a4 na prostej rzutowej P(U) we wspdirzednych jednorodnych.
Niech U = (e,f) i a; = aye + 3;f dla i = 1,2,3,4. Wtedy, zgodnie z ogdlna defi-

nicjg wspéirzednych jednorodnych,
a; = (a;: ). 1=1,23, 4. (17)

(a“aS) = 4. (1%)
ap, aq
Ponadto ze zwiazku

agze + A3f = y(ce + Bif) + 6(ase + 3,f)

Jesli a; = a;, ag = ya, + day, to

wynika, ze a3 = yo, + oy i B3 = /3, + 654. Stad

ay P _ o B _|la B _ sler /A
ag 3 Yoy + 0oy Py + 0034 day 80, ay )’
co w polaczeniu z (18) daje
apaz) _ |y G| | -
a, ay as Ps| |as Ba]
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Analogicznie
~1
a2

oy Py

a2 o
az 3

a2,33) _
az, a4

W ten sposéb na mocy definicji (15) dwustosunku

a1 B | G2 B2
a3 B3| |aa fPa

[§Ia52a53354] = . 1¢€
ay Bi| |2 B (
as B4 |az B
Je$li o; #0dlai=1,2,3,4 oraz x; = 3;/a, to z (19) wynika, ze
1 I 1 X2
[~ o~ o~ o~ ] 1 T3 1 i
a 7a ’al ’a = ?
1) €2, 53,54 1 1 x4
1 Ty 1 3
tj.
~ o~ o~ o~ X3 — L1 )\Tq4 — T2
[a]aa'23a3»a4] = ( )( ) (2(

(.’134 - .7?1)(:1.’3 — 1'2) .
Wyrazenie (20) lub réwnowazne mu wyrazenie

~a ~ o~ o~ r3—T) Irq—In
[31,32,3:3,84] = :

Ty — Iy . I9 — Ty

mozna by przyjaé¢ jako definicje dwustosunku, co jednak nie jest wygodne, ponil
waz wyrazenia te zaleza formalnie od wyboru mapy afinicznej (warunki o # 0
podczas gdy prawa strona wzoru (19) ma sens réwniez wtedy, gdy jeden z punkt
a; jest niewlasciwy.
Jesli ay = (0 : 1) (punkt niewlasciwy wzgledem mapy Ao), to z (19) otrzym

jemy

~ o~ o~ o~ Tz — I

(&1, By, B, Ba] = 22,
Xz — To
Jesli ponadto wziaé jako az poczatek ukladu (1 :0), a jako a; — punkt jednos
kowy (1:1), to x3 =0, 22 = 1 oraz

[51,52,5&54] =1I. (2

Jest to wige wspdélrzedna punktu a; w ukladzie wspélrzednych, w ktérym pun
a4 jest punktem w nieskonczonosci, ag -— punktem zerowym, a a; — punkte
jednostkowym.

Pozyteczne jest rowniez inne podejsScie. Bedziemy teraz wybiera¢ nie punk:
ale uktad wspélrzednych jednorodnych. Niech a;, as, az beda trzema ustalony,
punktami na prostej rzutowej P! = P(U), przy czym a; # &,. Przyjmijmy e
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vay, f = pay, gdzie skalary v i u sa tak dobrane, ze az = e+f. Wtedy a; = (1: 0),
= (0:1),83 = (1:1). Jedli teraz a5 = (a : 3) jest dowolnym punktem z P!
to na mocy wzoru (19), w ktérym nalezy przyjac
=1 Bi=0 oa=0 fo=1
Cl/3:1, /63:1; Qg = «, /84:/85
otrzyvmujemy
[51 s 523 5-33 51] = Of/ﬂ

Widzimy, Ze stosunek wspélrzednych jednorodnych «/3, okreslajacy punkt a,.
jest z kolei okre$lony przez dwustosunek [a;, a2, a3, a4). Zachodzi zatem

TWIERDZENIE 5. Dla dowolnych trzech réznych punktéw &,, a,, az na prostej
rzutowej P! dowolny czwarty punkt a4 tej prostej jest jednoznacznie wyznaczony
przez dwustosunek [@;.a;,a3,84). m

Mozemy teraz udowodni¢ twierdzenie, ktére w istotny sposéb uéciSla teze
twierdzenia 3:

TWIERDZENIE 6. Duwie czworki punktéw wspélliniowych a,, a. a3, a; oz
by, by, by, by w przestrzeni rzutowej P(V) sq PGL(V)-przystajgce (rzutowo réw-
nowazne) wiedy i tylko wiedy, gdy

[A1, 82, 83,84] = [by, by, by, byl. (22)

Dowdd. Konieczno$é warunku wynika z (16), ponlewa7 Ad,

Zal6zmy teraz, ze warunek (22) jest spelniony. Na podstawm wlasnosci 111
grupy rzutowej istnieje przeksztalcenie rzutowe B : P(V) — P(V), przeprowadza-
jace prosta rzutows P(U), na ktérej leza punkty a;, na prosta P(W), na ktérej leza
punkty Gi. Zgodnie z wnioskiem z twierdzenia 3 istnieje przeksztalcenie rzutowe
D . P(W) — P(W). przeprowadzajace Ba; nab; dlai=123. Wykorzystujac
wlasno$é IV grupy rzutowej, przediuzamy D do przeksztalcenia rzutowego .A;
calej przestrzeni P(V). Przeksztalcenie A = A, B przeprowadza punkty a; na b;
dla i = 1,2,3, a punkt a4 —- na pewien punkt ¢4 prostej P(W). Z twierdzenia 4
wynika, ze o

[a1,82,33,a4] = [by, b2, b3, ¢4,

co w polaczeniu z (22) daje
[El ) B2a B3¢ 54] = [Blv 52’ 537 E4]°

Z twierdzenia 5 wynika teraz, ze ¢4 = by. =
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CWICZENIA

1. U podstaw waznego kodu Hamminga H dlugosci 7 lezy pewna konfiguracja
siedmiu punktéw w przestrzeni rzutowej FoP? (7 = 22+ 2+ 1), przedstawiona
schematycznie na rys. 21.

0

3 2 5 u

Rys. 21 Rys. 22

Rozwazmy macierze

01 10100 1 001 011
0011010 1100101
0001101 1 1 0 01 0

J=11 0 0 1 10 J=10 1 0 0 1
01 0 0 0 1 1 1 01 110 0
10100 01 01 01110
110100 0 001t 01 1 1

Macierz J jest macicrzy incydencji figury z rys. 21; w kazdym jej wicrszu
sg trzy jedynki, odpowiadajgce trzem punktom na prostej. Macierz .J po-
wstaje z .J przez zamiane zer na jedynki i na odwrét. Kod Hamminga H to
(16-elementowy) zbiér wierszy macierzy J i J, uzupelniony dwoma wekto-
rami: (0000000)i(1111111).

(a) Udowodnié, ze kod H to czterowymiarowa podprzestrzen liniowa w [F,
okredlona przez uklad liniowy

Ty +23+x44+25=0, T14+220+T3+26=0, 2o+a3+24+27=0
(w kazdym réwnaniu uczestniczag zmienne lezace w jednym z czterech kol
na rys. 22).

(b) Udowodnié, ze PGL(F,P?) jest grupa nieabelowa rzedu 168, ktéra mozna
zrealizowa¢ jako pewngy grupe permutacji siedmiu punktéw na plaszczyz-
nie rzutowe;j.

(¢) Udowodni¢, ze

PGL(F2P?) = {0 € 87 | o(H) = H}.
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2. Niech IT = F,P? bedzie plaszczyzng rzutowa nad cialem Fy (zlozong z sied-
miu punktéw); niech p i q bedg dwoma réznymi jej punktami. Ile istnicje
antomorfizméw plaszczyzny I, przeprowadzajacych p na q7

[

Udowodnié, ze kazde przeksztalcenie rzutowe przestrzeni rzutowej zespoloue;
ma co najmniej jeden punkt staly.

§ 4. KWADRYKI W PRZESTRZENI RZUTOWE]

1. Klasyfikacja. Niech V bedzie rzeczywista przestrzenig liniowa wymiaru
n+122, q--formg kwadratowa na V, a f - - odpowiadajaca jej symetryczng
forma dwuliniowy. Zbior C' tych wektoréw x € V, dla ktérych g(x) = 0, nasy-
wanly stozkiem izotropowym formy q. Jesli zbidr ten nie sklada sie tylko z 0. to
obraz C zbioru C \ {0} przy odwzorowaniu kanoniczuym 7 : V' \ {0} — P(V)
(§ 3) nazywamy kwadrykg rzutowq (stoZkowq rzutowg dla n = 2). Definicja ta
jest zgodna z wczeéniejsza ogolng definicja zbioru algebraicznego w przestrzeni
rzutowej - wystarczy zapisaé¢ form¢ ¢ w (dowolnych) wspélrzednych jednorod-
nych. N

Jedli forma ¢ jest niezdegenerowana, to i kwadryke C' nazywamy niezdegenero-
wang. Jesli C jest podprzestrzenia rzutows wymiaru n —r, gdzie r < n (czyli ma
réwnanie 3+ ...+ x> = 0 w odpowiednim ukladzie wspétrzednych), to podobnie

jak w przypadku afinicznyin méwimy, ze C jest podprzestrzeni¢ podwdijng.

Wybierzmy w V dowolna baze (ep, ey, ....e,). Wtedy w odpowiednim ukla-
dzie wspdélrzednych o poczatku w 0 stozek C jest okreslony przez rownanie
n
g(x) = Z Wiy = 0. (1)
i.j=0

Jest to takze réwnanie kwadryki C we wspolrzednych jednorodnych. Jak wia-
domo, baze (e;) mozna wybra¢ tak, by forma ¢ przybrala posta¢ normalng. Po-
niewaz obie strony réwnania (1) mozna pomnozy¢ przez —1, mamy prawo zakla-
da¢, ze w tej postaci normalnej co najmniej polowa kwadratow wspotrzednyeh
wystepuje ze znakiem plus.

Powolujac sie teraz na prawo bezwladnosci form kwadratowych oraz na fakt.
ze przejscie od jednej bazy w V' do drugiej odbywa si¢ za pomocy przeksztalcenia
A € GL(V), ktéremu odpowiada przeksztalcenie rzutowe A € PGL(V) (§ 3).
otrzymujemy

TWIERDZENIE 1. Kazda kwadryka w n-wymiarowej przestrzeni rzutowej P(V').
niebedgca podprzestrzenig podwdijng, jest rzutowo réwnowazna dokladnie jednej
kwadryce o réwnaniu

xﬁ+...+x§-—m§+1—.‘.—mf=0, Ir/2)<s<r = (2)
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