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§ 3. GRUPY I GEOMETRIA

1. Grupa afiniczna.  Zacznijiny od najprostszego praykladu.

Przyklad 1. Niech rzeczywista prosta afiniczna A pokrywa sie ze zbiorem
R liczh rzeczywistych. Inaczej mowigc, punkt £ € A utozsamiamy z liczba
rzeczywistga £ € R. Geometrie przestrzeni afinicznej opisuja automorfizmy
afiniczne (§ 1, p. 2). W danym wypadku sg to odwzorowania @, 5 : A — A
okreslone wzorem

Pop:x—azx+PB acR =R\{0}, ek (1)
Mozna przyjaé, ze r to wspélrzedna punktu & w pewnym ukladzie wspédl-
rzednych (6;€), tj. £ = 0+ ze i Py g(&) = 0 + (ax + B)e. Oznaczmy przez
A, = Aff(R) zbiér wszystkich przeksztalcen afinicznych postaci (1). Poniewaz

zlozenice
& @a,,@ ¢ gpa.‘r = dsaa.orﬁﬁ (2)

dowolnych dwéch przeksztalcen &, 3, P, € A) znéw nalezy do A,, a prze-
ksztalceniem odwrotnym do &, g jest @,—1 _ -1, Wiee zbidr A, z dzialaniem
(2) stanowi grupe (cze$é I, rozdz. 4, § 2), zwang jednowymiarowq rzeczywistg
grupg afiniczng. Z (2) wynika, ze grupa ta jest nieabelowa, a odwzorowanie

T: Pagr—

jest epimorfizmem A; — R* na grupe multiplikatywna R* liczh rzeczywistych
roznvch od zera. Jadrem tego epimorfizmu jest oczywiscie podgrupa Kern =
{®) 5} translacji (przesunigé), izomorficzna z grupg addytywna R = (R, +)
wezvstkich liczb rzeczywistych. Otrzymujemy w ten sposéb tzw. krotki cigg

Tt 1 .
dokladny (*) grup: 0-RF - A —-R*—1.

Niech teraz (A, V) bedzie n-wymiarows przestrzenia afiniczng nad cialem 8,
i fi A > A Dijektvwnvin przeksztalceniem afinicznym (antomorfizmem afi-
nicznyin). Zgodnie z definicjy (§ 1)

f(p+v) = f(p) + Fv.
gelric F = Df + V. — ¥ jest nicosobliwym przeksztalceniem liniowym. Prze-
ksztatcenie odwrotne £~ jest réwniez afiniczne, a jego czgscia liniowa jest £ '
- l . . » —_ ]
I +v)y=f "p)+F v

—

{! ) Crag dokiadny grup 1o cigg (G, . ;) grup (3, i homomorlizmow 2, : (7, — G o tej whas-
Wit 2 olwaz kazdego homomorfizmu w tym ciggu jost jadrem nastepnego: Im g, = Kerg, 4.

Wikazniki + moga precbiegac zbhigr Z. B lub skotczony odeinek zbioru liczh calkowityeh., Rtk
ting dokladry ma 5 elementow, przy ¢zyvm pierwszy i ostatni element to grupy trywialne (prayp.

Hum.). 1
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Odwzorowanie tozsamoiciowe ¢ : A — A jest przeksztatceniem afinicznym z cze-
Scig liniowa &£ ¢ v +— v.

Niech f i g beda dwoma przeksztalceniami afinicznymi przestrzeni A o cze-
Sciach linlowych (odpowiednio) F i G. Wtedy ich zlozenice

h=Ffog:pr flg®))
jest przeksztalceniem afinicznym z czeScig liniowa H = FG. Istotnie,
hp+v) = flg(p+ v)) = flgP) +Gv) = flg(p)) + F(Gv)
= (fog)(p) + FGv = h(p) + Hv.

Lacznodé dzialania w zbiorze Aff(A) wszystkich automorfizinéw afinicznych
przestrzeni A wynika z lgcznoSei skladania przeksztalcen (czesé 1). Zbior ten
jest wige grupg. zwana grupg afiniczng przestrzeni afinicznej A. W ten sposéb
otrzvmali$my cze$é nastepujacego twierdzenia (1):

TWIERDZENIE 1. Zbiér Aff(A) wszystkich automorfizméw afinicznych n-wy-
miarowej przestrzent afinicznej (A.V) nad cialewn R stanouwt grupe. Dl kazdego
punkiv 0 € A automorfizmy afiniczne f. dla ktorych o jest punktem stalym, b.
f(0) = o, tworzq podgrupe AE(A)s C Aff(A). izomorficzng = GL(V). Grupa T =
{tv | v € V} prresunied przestrzeni A jest podgrupq w ARf(A). przy czym istnieje
cigg doktadny

{e} = T 5 Aff(A) 3 GL(V) — {7} (3)

gdzic i jest zanurzeniem, a D odwzorowaniem przyporzedkowujocym automor-
fizinows afinicznemuy jego czedé liniowq. (Dokladnosé ciggu oznacza. ze i jest in-
Jekejo. Imi = Ker D i D jest surjekcig).

Dowéd. Fakt, ze Aff(A); jest podgrupa. jest oczywisty. Jesli f € Aff(A),, to
flo+x) = 6+ Fx, gdzic F € GL(V). Odwzorowanie D : f — Df = F ustala
izomorfizin grupy Aff(A); na GL(V).

Wiemy juz, ze przesunigeia przestrzeni afinicznej A tworza podgrupe T C
AfF(A). izomorficzna z grupa addytvwna przestrzeni liniowej V. Sprawdzimy teraz
dokladnosé ciggu (3). Zanurzenie i : T — Aff(A) jest oczywiscic monoinorfizinem.
Ponadto c¢zedé liniowa translacji ¢, to przeksztalcenie tozsamodciowe: # (p+x) =
Prx+v=1t,(p)+Ex. coylilmi C Ker D = {f € AF(A) | Df = £}.

Udowodnimy teraz zawieranie odwrotne, Istotnie. niech f € Aff(A) 1 Df =&,
czvli

flo+x)= f(0)+ x.

Ustalimy ua chwile punkt 6 € A, Wtedy f(6) = 0 + u dla pewnego wektora u.

(1) Sformulowanie i dowdd twierdzenia | zostaly zmodyfikowane w thumaczenin, by uniknaé
odwoltywania si¢ do pojecia podgrupy normalnej (przyp. Hum.).
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Jedli teraz punkt p € A jest dowolny. to p = o + x dla pewnego wektora X oraz
fP)=flo+x)=fo)+x=o6+u+x=p+u
eavli fjest transtacja t,,. Zatem istotnic Im i = Ker D.
Abv wykazac. zc D jest epimorfizinemn, weziny dowolny automorfizin liniowy
F e GL(V) 1 wybicrzmy dowolny punkt 6 € A. Wtedy odwzorowanie f : 04 v
o - Fv jest przeksztaleenicin afinieznyni przestrzeni A, przy czvin Df = F. =

Udowodnimy jeszeze nastepujgce

TWIERDZENIE 2. Nicch 0 bedzie ustalonym punktem przestrzeni afinicanej A.
Kaide p?'z@ﬁgice'n:ée afiniczne f : A — A mozZna przedstawic w postaci f = tag.
gdzir a = 0f(0) oraz g jest przeksztalceniem afinicznym majgcym punkt staly o.
Rozktad ten zalezy oczyuiscie od wyboru punktu o.

Dowdd. Przyjmijmy g = t71f. Wiemy juz, ze g jest przeksztalceniem afinicz-
nvin. Ponadto poniewaz f(6) = 6+ a, wige g(0) =t f(6) = t-a(0+a) =6. =

Ustalmy punkt ¢ € A. Wtedy grupe Aff(A) mozna utozsamié¢ z iloczynem
kartezjaiskim GL{V) x V. w ktérym okreslono dzialanie wzoremn

(Fr.vi1) - (F2,v2) = (F1F2, vi + F1va) (4)
(w szezegolnoded ten iloczyn kartezjanski » dzialaniem (4) stanowi grupe). Jesh
mirnowicie f € Aff(A), to przypisujemy mu pare (F,v), gdzie F = Df i v =
m Na odwrét, parze (F,v) przyporzadkowujemy odwzorowanie
flo+x)=06+Fx+v. (5)
Istotnie, jesli f; & (Fi.v;) dlai=1,2. to

(fio fa)(o+x) = fi(f2(0+x))
= filo+ Fax + vo) = 0+ Fy(Fox + va) + Vi,
co odpowiada wrorowi (4),

Wybicrzmy teraz w A nklad wspolrzednych (0;eq,....e,). Wowezas wspol-
tzeduymi punktu p = 6 4+ x beda z definicji wspélrzedne z.... &y wektora
0p = x = Y me;. Jedli f @ A — A jest przcksztaleeniem afinicznym z czgscia
iniowa Df = F, to

[(p) = £(6) + Fx = 6+ 6F(8) + Fx.
Oznaczny wspoélrzedne punktu f(p) preez 41, . . ., Yo} pPrzyjmijmy tez. ze 6f(6) =
2_bie; oraz 7e F = (f;) jest macierza operatora linjowego F w bazie (€;). tj. i-ta
wspolrzedna wektora Fx jest rowna Zj;zl fizrj. Wtedy

n
:‘f—izz.fijxj"‘"is t=1,....n, (6)
j=1

3
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lub. w oznaczeniach inacierzowych.
Y =FX+D. (6")

gdzie Y. X. B to kolunmy odpowiednich wspélrzeduveh (por. § 1. (3). a takze
rozdz. 2. § 1. (3)). W szezegdinodei dla kazdego wyboru punktu o € A i bazy
(e)..... e,) w V otrzymujeny izomorfizin grupy afinicznej Aff(A) 2 grupa prze-
ksztalcen przestrzeni kartezjanskicj £” postaci (6). gdzie det F # 0: t¢ ostatnig
grupe oznaczamy przez A, (R) i nazywamy n-tq grupg afiniczng nad ciatem A,

2. Izometrie przestrzeni euklidesowej. Niech (E. V. g) bedzic przestrzenia
enklidesowa wyviniaru n. W szezegélnosei pamietainy. ze 8 = R,

DEFINICJA 1. Izometrig (lub ruchem) przestrzeni euklidesowe] E nazywamy
kazde odwzorowanie f : [E — E zachownjace odleglogé, tzn.

o(f(P). £(q)) = o(p-4) (7)

dla dowolnvch p. g € E.

W definicji tej nie zakladamy, ze f jest przeksztalceniemn afinicznym. ale tak
jest w istocie:

TWIERDZENIE 3. Odwzorowanic [ E — E jest izomelrig wtedy + tylko wtedy,
gdy f jest przeksztalceniem afinicznym, kiorego czesé liniowa F jest operatorem
ortogonalnym na V.

Dowdéd. Tmplikacja w jedna strong jest niemal oczvwista. [stotnie. kazde prze-
ksztalcenie afiniczne f 7 ortogonalna czedeia liniowa F spelnia (7): jeSli ¢ = p+v,
to

o(f(8)- F(@)) = o £(B). F(B+ V) = I F D) F (o + V)l

= |7Vl = vl = [P + v)I| = lI5gll = e(p-d)-

Odunotnjmy w szezegéhosai. ze kazde przesunigcie rownolegle jest izometria.
Sedno twierdzenia tkwi w implikacji odwrotnej, ktorej dowdd podzielimy na
kilka etapow.
I. Latwo sprawdzic¢, 7ze zlozenie izometrii jest tez izometria. Niech f bedzie
dowolng izometrig. a o - ustalonym punktem: przyjmijmy ¢ = f(0} i a = 64’
Wtedy g := 7! f jest toz izometria, przy czvin

g(0) =t (flo)) =t (") = 6.

W ten sposob wykazalidmy. Ze kazda izometria f jest postaci tag. gdzie f5 jest
translacja, a ¢ - izometrig majgey punkt staly. Wystarczy teraz udowodnié, ze
g jest przeksztaleeniem afinicznyin z ortogonaling czescig liniows.

4
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I1. Niech wige ¢ bedzie izometria taka. ze g(6) = 0. OkreSlamy odwzorowanie
G: 1" — V. przvjmujac Gx = a9(o + x;, t).
g(0+%x) =0+ Gx. (8)
Odwrzorowanie ¢ ma wlasnosci
Go=0, |[gx-Gyll=|x-yi. (9)
[stotnic, poniewaz g(0) = 6. wige GO = 0. Niech teraz p = o0+x i § = o+y. Wtedy
o(p.q) = |ly —x|| = o{g(p). 9{q)}, poniewaz g jost izometrig. Z drugie]j strony, z (38)
wnikn. i g(p) = 6+ Gx i g(d) = 6+ Gy, a zatem o(g(p), g(d)) = Gy ~ Gx|
i otrzyinjemy (9).
Praviinujae w (9) y = 0. otrzymujemy w szezegolnosel

1G] = [|x]. (10)

1. Kazde odwzorowanie G : V — V spehiajace (9) zachowuje iloczyn ska-
larny, tzn.

(Gx10y) = (x{y). (11)
Istornie, » {9) wynika, e
Ix2 = 2(x|y) + y1? = (x =y [x = y) = Ix - yI* = I6x - Gy|I*
= (6x - Gy |Gx — Gy) = |igxII* - 2(Gx|Gy) + IG¥ >,

skad. na podstawie (10). otrzymujemy réwnosé (11).
IV. Qdwrorowanic G jest liniowe. Istotnie. aby wykazaé jego addytywnosé,
przvjmijiny z = x + y. Wtedy |lz — x — y||? = 0, czyli

lall? + x[2 + Iyl = 22| %) = 2(z[y) + 2(x|y) = 0.
Stad na podstawie (10} 1 (11) wynika. ze
1G2)1% + ||Gx||? + Gy * — 2(G= | Gx) — 2(Gz | Gy) + 2(Gx | Fy) = 0.
czvli |Gz — Gx — Gy||2 = 0. a wige Gz — Gx — Gy = 0, 1.
G(x +y)=Gx+Gy.

Dowdd réwnodei G(Ax) = AGx jost analogicany.

V. Teraz mozemy jusz zakofezy¢ dowdd: z (8) i z punktéw 111 i IV wynika,
70 g jest przeksztatceniem afinicznym, ktérego czeéé liniowa G jest operatorem
orfogonalnym. =

Sprecyzujemy teraz rezultat nzyskany w czesei I dowodu twierdzenia 2:

TWIERDZENIE 4, Niech f bedzic izometrig przestrzeni euklidesowej E. a ope-
rator ortogonalny F - czedeiq lintowq tef izometrii, Wiedy istnieje rozklad
V=rmrt (12)

5
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prestrzeni liniowej Voona sumg prostq podprzestrzeni F-niczmienniczych on
punkt 0 € B o tej wlosnodei. e Fx = x dla kaidego x € L oraz f = ¢
glzieca € L i g: E— E jest takg izomefriq. Ze g(a) = 0.

Dowdd. Oznaczmy przez L zbior wszystkich wektorow z V7, ktore nie nlega
zinianie przy dzialanin operatora F, Zbior L jest oczywidcie podprzestrzenig
niowg w V. niezmiecnniczg wzgledemn F, przy ezyvm zachodyi rozklad (12) (rozdz.
& 1. twierdzenie 3}. Poniewaz operator F jest ortogonalny. wiee podprzestrzen L
jost réwniez F-niezmienuicza (rozdz, 3. § 3. lemat 5). |

Wiemy z dowodu twicrdzenia 2. ze f = ta g, gdzie a’ ¢ Vi ¢’ jest izometrig
majaca punkt staly ¢'. Z (12) wyuika. 2ea’ =a+b. gdziea € Lib € L. Wtedy}

F=tag = {talu)d' = tay.

gdzie g := thy' jest izometria oraz g(d) = o dlad:= 0 +b. =

3. Grupa izometrii. Z definicji izometrii latwo wynika. Ze 2bior wszystkich
izometrii przestrzeni enklidesowej E stanowi grupe, Oznaczamy ja przez Iso(E)
(ang. isometry) i nazywamy grupg izometrii przestrzeni E. Poniewaz dowolne
dwie przestrzenie enklidesowe tego samego wyvmiaru sg izomorficzne (§ 2. twier-
dzenic 1), wiec ich grupy izometrii s tez izomorficzne. czyli dla kazdego wymiarn
istuieje. z dokladnodcia do izomorfizinu. tyvlko jedpa grapa szometrii przestrzeni
euklidesowej. Grupa Iso(E) jest oczywiscie podgrupa grupy afiniczne; AH(E).
Z kolei w Iso(E) zawarta jest podgrupa T translacji, iomorficzna z grupa ad-
dyvtywng przestrzeni liniowej V7. a takze. dla kazdego punktu ¢ € E. podgrupa
izometrii majacych punkt staly o € E: ta ostatnia podgrupa jest izomorficzna
z grupy ortogonalhg O(n). gdzie n = dimE.

Jesh (0:eq.....e,) jest prostokatnvin ukladem wspddrzeduveh w E. to kazda
izometri¢e f mozna zapisa¢ w postaci

Y =FX + A (13)

gdzie X = [ri..o0 ] 1Y = [y .. Un) 1o kolunmy wspolrzednych punktéw

(ic&gwioduio piof(p). A =lar. ..., an] to kolmnna wspohrzednyeh wektora a =
of{oy € V. a F - madierz ortogonaina czgsci lintowej przeksztaicenia f.
Jesh F € SO(n). t). det F = 1, to f nazywamy izometriq wlesciwg. Zbiér tych
izometrii oznacza sig przez Iso  (E): nie bedziemy jeduak nzywad tego oznaczenia,
Poniewaz clementy grupy izometrii pojawiaja sie stale w geometrii 1 w me-
chavice, oméwimy praypadki malyeh wymiaréw,

Przypadek n = 1, Zgodnie z ogéluym wzorem {13) kazda izometria przestrzeni
jednowymiarowej ma postad
Yy = e+ €. (14)

gdzic £ = £ (ortogonahnodé jednowyiiarowego operatora liniowego) oraz a jost
stala, odpowiadajgea przesunigein. Jedli 2 = 1. otrzyimujemny przesunigcie da pro-

6



§ 3. GRUPY | GEOMETRIA | T Y9

atej. Aesli 2= —1, 10 réwnod (14), przepisana w postaci
y—af2=—(a~af2).

P P r . 4 f
Sgerju. by wyvhra¢ imny poczatek ukladu: » = 2 + /2. Wtedy ¥y = ¥ +a/2
§ POWVZSZY wydr przyimuje postaé y' = —r’, pokazujacg. 7o izvometria jest symetrig
godkowq wzgledem pewnego punktu o,

Przypadek n = 2. Wybierajac prostokatny uklad wspilrzednych. w ktoryin
ezosc liniowa F izometril f przyjmuje postaé kanonicsang {rozdz. 3. § 3. twierdze-
nie 1. widzimy. ze w adpowiednio dobranym ukladzic wspotrzeduych izometria
£ jedng 2 ponizszych postac:

1)+ = ¢ +a, {2) o =ar+a. (3) ' = rcos P —ysiny + a,
yo=y b y = -yt b i = xsing + yeosy + b

W oprzyvpadku (1) matny przesunigie o wektor ae; + bey.

W przvpadku (2) naleay przeniesé poczatek nktadu do punktu & = (0, 8/2).
t). wprowadzi¢ nowe wspélrzedne (£, ) takic, ze r = £, y = 1+ b/2. Wtedy
vowniez 2 =& iy’ =0 + /2 1 wrory (2) przyiing postad

E=+a, 7 =y

czyvli izometria jest slozenicin symetrii wzgledem prostej n = 0 (czyli osi &) 2 prze-
stuigeiem rownoleglym wzdtuz tej osi. a wiee jest tzw. symetrig z poslizgiem.

W przypadku (3) (dla - # 0) preenosimy poczatek ukladu do punktu 4 =
(rne o). krorego wspélrzedne spetniajy vikdad réwnan

Tq COS @ — Yo Sl + a = Lgp.

Fo SiB Y + Yo cos o+ b = yq.
Goonetryeznie ozmacza to, 7e f(6') = ¢. Istnienic punktu ¢ wynika réwnie?
z twierdzenia 4: czesé liniowa izowetrii f nie ma (nietrywialnyeh) wektordw sta-

ivehi (L = {0}), wiec - przy oznaczeniach tego twierdzenia - f = g. cayli f jest

<zvstym” obrotem. Formalnie rzecz biorac, wprowadzamy nowe wspolrzedne £,1
takie, ze

"

r=&+ur9 {2 =& 4 1)

y=1+y =1+
Wotveh wspdtrzednveh wrory (3) przyvimuja postac
¢ = £cosp — ysin .
7 = Esing + peos .

W ten sposdb udowodnilidiny

TWIERDZENIE 5- Kuz'dn, ?.Z(}Tﬁ'.f'frf..l‘lz 'Ulfvﬂ,.é(“i:.'u,‘(}_ pﬂasz{jzyzwy f.‘-"“,,i:hdff.‘i(}ﬂ.’(’j j{".‘;t {44
p'{'.’:{’.“??tn‘i{,‘(fif’fll. 0-”)0 obrotem d")()k'r){“' prumnego ]’?'H.ﬂkfu. Jesh rzometru ’Hr'i&é(ii
plaszezyzny ma punkt staty. to jest obrotem dookola teqo punktu.
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Kazda izometria nicwladciwa plaszezyzny eukbdesowey jest symetrig z post
giem. tzn. slofeniem symetrii wzgledem peuncy prostej z translacjg o wektor roy
nolegly do tej prostej. Jedli izome trig niewbadciwa plaszezyzny ma punkt staly,
ma culg prostg loionq = punktéw stalych i jest symeiriq wsgledem tey proste;.

Przypadekn = 3. Korzystajye znowu z twierdzenia o postaci kanonicznej opera.
tora ortogonalnego (rozdz. 3, § 3. twierdzenie 10), stwierdzamy. ze w odpowiednio
dobranym ukladzie wspolrzednych (6:e).e2. e3) izowmetria f ma jedna z ponig-

szyel postaci:

(1) 2" =0 +a. (2) ' = reos o - ysing + o,
?f! =y + b, ,r,"' = r8ing + yeosg + bh.
=+ D=4

(3) " = r+a. (4) 2 = xeos g — ysing + a.
¥y =u+b y' = srsin g + geosy + b
= =24

W przypadku {1) mainy przesuniecie o wektor ae) + bey + res.
VI
W przypadku (2) (dla 2 # 0). dzialajac analogicznie jak na plaszczyznie, po

przenicsienin poczatkn ukladn do odpowieduniego punktu o' = (#a. yo. () otrzy-
IMAINY WZOry

& = §cos o — ysin .

) = Esing + peos p.

ﬂ, =t .

ornaczajygce, ze fojest zlozenien obrotu o kgt o dookola osi y 7 przesunigciem
o wektor (0,0. ¢) réownolegly do tej osi. ¢zyli jest tzw, ruchem grubowym,
W przypadku (3) po przejsciu do nowych wspdlrzednych €. 7. 1 takich, ze
b= £,
¥y =i}
L=t + ff/?.

W

OTTZY LAY WZ0TY
!
'S’=£+"' i} =?}+b ltl--_"—'ﬂ-
vznaczajace. ze f jest zlozeniem symettdi wzgledemn plaszezyzuy 081 2 przesu-
nigeiem o wektor (. b,0). rownolegly do tej plaszezyany. czyli jest 14w, symelrig

plaszezyznowq z poshizgiem.
W oprzypadku (4). bedgesin kowbinacia przypadkow (2) 1 (3). wzory mozua

sprowadzic do postaci



§ 3. GRUPY 1 GEOMETRIA 197

&' = £ cosyp — 1 sin .
} .
0= Esing + 7 cos o,
po= -
z ktorej wynika, ze [ jest zlozeniem obrotu o kat ¢ dookola osi g i symetril

wepledem plaszezyzny ofn. prostopadiej do tej osi. czyli jest taw. obrotem z pro-
stopudipmn odlieren.

TWIERDZENIE 6. Kaide izometria wladciva trijwymiarowej przestrzeni eubli-
desawe] jest rachem Srabownpn, tn. zloZeniem obrotu wokdl pewnej prostej z prze-
surigeiem o wektor rownolegly do tej proste;.

Nuida 1zometria mewladerwa przestrzeni tréjuymiarowej jest ulbo symetrig
ploszezyznowg z poslizgiem, tan. zloZewiem symetrii wagledem pewnej plaszezyzny
> przesunigeremn 0 wektor vownolegly do tef plaszezyzny. albo obrotem : prostopa-
g odbiciem. tzn. zloZeniem obrotu wokdl peuwne) prostej z symelrig wzgledem

plaszezyzny prostopadiej do tej prostej (jesli kat tego obrotu wynosi w. otrzymi-
Jenng sipnetric Srodkowq), w

Z twierdzenia 6 wynikajg w szezegolnosei: twierdzenie Eulera (1776 r.) o tym,
¢ kazde przemieszezenie ciala sztywnego. przy ktérym pewicn punkt ciala pozo-
KTaje na miejsen, mozna zrealizowad. obracajac to cialo dookola osi przechodzgce)
precz ten punkt, oraz fuierdzenie Chaslesa (czyt. szala) (1830 r.) gloszace. ze
kazde przemieszezenie ciala sztywnego mozna zrealizowaé, najpierw przesuwajac
clalo w pewnvim kierunku. a nastepnie obracajac dookola osi o tym kierunku,

4. Geometria liniowa odpowiadajaca danej grupie. Zgoduie z punktemn
witdzenia powszechnie przvietvim od ponad 130 lat. a po raz pierwszy sprecyzo-
Wy woLprogramie erlangenskim” Feliksa Kleina (1872 r.). przez geometris,
nadezy rozmnieé zbidr niczmicnnikéw danej grupy przeksztalven G Niech I' be
dzie dowolnyin (niepustvin) zbiorem, lub - jak bedziemy tez méwic - przestrze
dia punktéw. a G - podgrupa grupy wszystkich bijekeji I” — I'. Przedmioten
srowmetril odpowiadajgce] grupie G jest badanie tych wlasnoscet figur (ezyli pad
sbioréw przestrzeni ), ktére nie ulegaja zianie przy dzialaniu przeksztalee
nalezacyceh do G.

hior wazystkich figur duieli sie na rozlaczne klasy figur G~[n'z,\,;'fztaja<r.\'('l:
\éwiny mianowicie, ze fgury @ i @3 sa G-praystazece (i piszeiy ¢, ~ Py ). jok
istuicje takie prueksztatcenio g € G, ze Py = ¢(P1). Z aksjomatéw grupy wynik
hezpasredio, Ze relacja G-prayvstawatiia figur jest relacja rownowaznosci: istotnis
relacja ta jest:
) zwrotna (gdyz e(P) = @ dla dowolnej figary @. gdzie ¢ € (7 jest jedynks gn

py G. czyvli przeksztalceniem tozsamosciowvin);
2y symetryezna (gdyz jesh @2 = g(Pi) to &) = 41 {(P,));
3‘) przechodnia (gdyz jedli P = g(Pi) 1 P3 = h(dy), to Py = (hg)(P)).
9
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Przestrzenic 7 rozpatrywane w geomefriach liniowych sy praestrzeniami lis
niowymi lub przestrzeniami pochodzacymi od nich. Najblizsze nam przyklady
to geometria euklidesowa (I' = E. G = Iso(E)) i genmetrie afiniceng (I’ = A,
G = Aff(A)). Juz te dwie geometrie réznia sie pod wzgledem badanyeh wlasno-
sci figur. Elementarna geometria enklidesowa plaszezyzny sajnutje sie prostymi,
katami. tvéjkatami. okregami itd.. a takze liniowymi i katowymi zaleznosciami
miedzy elementami {veh figur. W geometrii ahnicznej przestajenty si¢ intereso-
wad wszystkim. co wiaze si¢ 2 odlegtodeia punktow.

Zhadajmy kilka hajprostszveh wlasnosel fignr w geometrii cuklidesowej i afi-

HicZheg.

TWIERDZENIE 7. Nicch (E, V. g) bedzie preestrzenig cuklidesowq t G = Iso(E).
Dwie podprzestrzenie afinicone LI T E sg G-praystajgee wtedy 1 tylko wtedy,
gdy dim IT = diuu [, W szezegalnodei dowolne dwa punkty sq G-przystajgee. To
sano jest prawdq w preypudku preestrzend afinicene; (A.V) i grupy G = AfF(A).

Dowdsd. Joii [T =p+U. '=p'+ Ui f(IT) =N gdrie f e G.to DU = U,
gdzie Df jost cz¢dcia linjowy przcksztatcenia f; ale f jest bijekcig, wiee det Df
# 0. a stgd dim 7 = dim U7’ ezvli na mocy definicji dim 7 = dim I1”.

Na odwrét, przyimijmy. ze dim 7 = dimIl’ = m. Wybierzmy w U i U’
bazy ortonorinaline (odpowiednio) (e;.....eu) 1 (e}, ... €}, ] i uzupelnijmy je do
baz ortonormalnych (e;) (odpowiednio {€})) calej przestrzeni V. Istnieje operator
ortogonalny F taki. ze Fe, = e dla kazdego /. Wtedy izometria [ taka, ze
fip)=p"1 Df = F, przeprowadza IT na I’

W przypadkn afinicznyvin romnnowanie jest analogiczne - - nie inusimny sie juz
Jednak troszezyé o ortonormalnosé baz i ortogonalnoéé operatora.

Oduotowane w twicrdzeuiu 7 przystawanie figur jednopunktowych mozna wy-
razid inacze), mowige. ze dzialanic grapy & ua przestrzent E (odpowiednio A)
jost przechodnic - kazdy punkt moze przejsé na downlny inny. Przecliodniosé
to jedna 7 najwazniejszyveh wlasnoser grupy ¢ 1 odpowiadajacej joj geometrii —
bez tej wlasnodel zbyt wiele figur bvloby nieporéwnyvwalnyeh”. Grupa Aff{(A) ma
acznic moeniejszy wlasnode:

I'WIERDZENIE B, W gemnetri pracstrzent afinicmmej (A, V) dowolne dwa ukia-
iy m + 1 punktow (Pa.....pm) 7 (P4 ... P w poloZenin ogélnym (a wiec
Y om £ n = dimA) sg proystajgee.

Jowdd., Uzupelnijiny oba nklady do ukladow (& coitt) 1 (Pys - p),) afinicz-
e nilezaleznych. Oznacza to. ze wektory e; = pop, (¢ = 1..... n) tworza baze
reostrzeni iniowej] V. a wektory e = pop; drugg taky baze. Istnieje nieoso-
liwy operator liniowy F : V — V taki. ze Fe; = e, dla kazdego ;. Preyimujac

10
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fipo*+x)= Py +Fx, otrzvinujemy nieosobliwe przeksztalcenie afiniczne f: A — A
takie. ze f(p) =pidlai=0.1,....n. «

Twicrdzenie 8 nie jest juz oczywiscie prawdziwe w geometrii cuklidesowe)
nawet dia m = 1. poniewaz lso(E)-przystawanie par punktow p. ¢ i 7', ¢ wymaga.
b oip.q) = o(p'.q¢'). Warunck ten jest zreszty réwniez dostateezny, jak widad
7 dowadu twierdzenia 7.

Sens geometrvezuy automorfizméw afinicznych ujawnia réwniez nastepujace
rozitnowanic. Niech f 1 A — A bedzie dowolnym odwzorowaniem spelniajacvin.
dla knzdego A € R, warunck

=g = [()f3) = A B (15)
(clado B2 mozna tu zastapic dowoluyin innvm). Geometrveznie oznacza to. ze f
precprowadza punkty wsp(’ull'u1im\r(_+_1>1a punkty wspétliniowe.

Jedli dla danego wektora x = pg przyjmiemy Fx = f(p)f{q). to « implikacji
151 {dla A = 1) wynika. zc¢ okreélilismy w ten sposdb odwzorowanie F : V — V,
tan. wartos¢ Fx zalezy jedynie od wektora x, a nie od wyboru punktéw p,g.
[hhm'ndni]mr ze odwzorowanie F jest linjowe. Warunck F(Av) = AFv wymkd

(IH). Dowolne dwa wektory u i v mozna przedstawic w postaci u = pq v = qr
1”<l pewnyeh punktéow p.q. 7 € A, Wtedy u+ v = ;7 oraz

Flut+v)=ff0) = F)f@) + F@)f(7) = Fu + Fv.

LTak wive F jest operatorein li!'licw.'vn'l iia V. Dla kazdego punktu ¢ = p-+x mamy

H) =)+ FF@).  FF(@ = Fpq) = Fx.

cavli f(p+ x) = f(pP) + Fx. tj. f jest pracksztalceniem afiniczny:.
Prawda jest rowniez stwierdzenie odw rotne, ].sfotmv J(‘Hl.‘. S jest plzpk%ztah
ceniem afinicznyim z cxgiciy liniowa F i 78 = ApG. to F(78) = AF (pq ). Ale
sy = f(F) + F(rs). ceyti F(rs) = f(7F)f(3). Analogicznic f(pq» = f(p)flq).

skad jnz wynika (15). Udowodnilidiny

TWIERDZENIE 9. Wlasnodé (15) odwzorowania f : A — A charakteryzuje prze-
pstaleena afimiczne.

Rozpatrzmy teraz przypadek szezegoly., gdy punkty p.g. 7 sq wspilliniowe,
przy ezyim p # g. Wtedy istnieje taka liczba A, 2o

o= A\ (15

DEFINICIA 2. Liczbe A wystepujaca w rownosel (157) nazywamy stosunkien
prostym (1) punktdw wspolliniowyel pog, # (p # ) i oanaczamy przez [p. 4. 7).

(') \W innej terminologii: A jest wspltezedng punkin # w uktadzie wspdhzednych (p 7)) na

peastel Hpg (przyp. Hum.),
11
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Z twierdzenia 9 wynika oczywisty

WNIOSEK. Przeksztalcenic afiniczne zachowuje wspitbmiowosé punktdw @ sto-
sunek prosty punktow wspélliniowych. =

Réownod¢ (15°), preepisana w postaci .addyviywne]” 7 — p = A(§ — p). ozna-
cza po prostu. ze kazdy punkt 7 na prostej II; 4 mozna zapisaé w postaci 7 =
(1= XM)p+ Ag. W szezegdlnodci w rzeczywiste) geometrii afiniczne) ma sens pojecie
lezenia miedzy: obraz punktu wewnetrzuego odeinka pg. cayli takiego punktu #,
ze ) < A < 1, jest punktem wewngtrznyin obrazu tego odcinka przy dowolnym
automorfizmie afinicznym. Odnotujmy jeszeze. ze cho¢ dlugoéc odeinka to pojecie
geometrii cuklidesowej, to (jak juz zauwazylidiny) Srodek odcinka jest pojeciem

afinicznyvim,

5. Przeksztalcenia afiniczne przestrzeni euklidesowej. Efckty dziala-
nia przeksztaleent afinicanyveh sa powszechnie widoezne w otaczajacej nas rze-
czywistodci. Najprostszy przvklad to rozciggniecie gumowego przedmiotu. Przyj-
rzymy sie jeszeze nieco dokladniej kilkn faktom zwiazanym z tymi przeksztalce-
niami.

W § 2 (p. 4) wmdwilidmy sig, ze przez objetosé v, réwnolegloscianu P(op;. . ..
... 0pr ) 0 krawedziach 0py, . . . . 6py bedziemy rozumieli liczbe v, = |det (a45)] ;- |,
gdzie {(a;;) jest macierzg przejscia od bazy ortononmnalnej (fy.....f,) przestrzeni
euklidesowe] V' do bazy (e;.....e,). gdzic e; = 55: dlai = 1,....n. Z drugiej
strony. jesli ¢ jest automortizmem afinicznyin z czeéeig iniowy G. to objetoseia
rownolegloscianu zbudowanego na wektorach Ge,. ..., Ge, ($cidlej. na odcinkach
utozsamionych z tymi wektorami) bedzie »;, = |det (b )|, gdzie macierz (b;i)

zhajdujony nastepujgeo. Niech
1

GF =) _auf;.

izl

Z b.ikfj = gey = Z(I-z‘k Z yjz‘fj = Z (Z yﬁn..i;,.)f;".
J i i i

J

Wredy

ti. b =3, 95iCig. 7yl
B =GA.

Wobee tego
v, = |det (bj)] = Idet G- v, = [det g] - v,,.

Uidowodnilisimy

TWIERDZENIE 10. Przy przeksztalceniu afinicznym n-wymiarowej przestrzent
euklidesowej objetosé rownoleglos$ciany zbudowanego ne n wektorach mnozy sie

12
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praez wartodé bezwzgledng wyznacznika czedet liniowe] przekszialeenia. Inaczey
mdiwiqe. przeksziafcenie afiniczne zachowuge stosunek objetodei rdwnoleglodeia-
noiw. m

To samo odnosi si¢ do objetodct dowolnych innyeh figur w przestrzeni eukli-
desowei (takich, ktéryveh objetodc mozna okreslié¢},
Kolejne twierdzenic ma przejrzysty sens geometryezny.

TWIERDZENIE 11. Niech 6 bedzie ustalonym punktem n-wymiarowej przestrze-
ni ciklidesowej (E. V). Kazdy outormorfizm afiniczny przestrzeni B jest zloZeniem:

(1) przesuniecia o pewien wektor:

(b} izometrii majgeej punkt staty o:

W) przeksztaleenia afinicznego b bedgcego zloZeniem n rozeiggnied (powinowactw)
w keerunku wzajemnie prostopodiych osi, przecinajocych sie w punkcie 0.

Dowéd. Niech f : E — E bedzie dowolnyin antomorfizmem afinicznym. Na
Hocy twierdzenia 2 mamy rozklad f = t.g. gdzie g(6) = . Jedli G jest czescia
linjowg przeksztatcenia afinicznego g. to operator G ma rozklad biegunowy: G =
DH. gdzie operator D jest ortogonalny. a H — symetryczny dodatnio okreslony
trozdz. 3. 8 3, twicrdzenie 13). Wybierziny w E prostokatny uklad wspétrzednych
(orey. ., .. e,), w ktérym operator M ma kanoniczng postaé

He; = XNe;. >0, i=1.....n
rozdz. 3. § 3, twierdzenie 6). Wtedy
f=tadh. d{o+x)=0+Dx, h(o+x)=0+Hx. (16)
selzio d jest izometriq przestrzeni E, a h przeksztalceniem afinicznvm, ktore
mozna zapisa¢ w postact zlozenia
h=nh ... h,: (17)

tutaj hy jest przeksztalceniem afinicznym z punktem statym o i czedcig liniowa
Hy. przy czyvm
Hie,=e, dlai#k, Hier= Arey.

Wrory (16} i (17) dajg szukany rozktad przeksztalcenia afinicznego f. m

6. Zbiory wypukte. Przypomnijmy okredlenie kombinacji harycentryezuych
punktéw (8 1, p. 5):

p=Aopa+ P+ Aabme Ao+ A A =1 (18)
oraz, wspolrzednych barycentryeznych: zanwazamy teraz, ze jesli m = 11 po # p1.

to punkty p = Aope + Mipi. gdzie Ao + Ay = 1, przebiegaja cala prosta ITy, 5, -

Jedli dodatkowo pr zyjmiemy, ze 0 € A\; < ldlai = 0. 1. otrzymamy odcinek popy .
) 13
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f’D. ‘e q‘;'

e P
Rys. 8

Josli m = 21 fro, Pz mie sg wepdtliniowe, to punkty j = Nopo + At + Aopa,
gdzic A\g + Ay + A = 1 oraz A, > O dla i = 0.1.2, praebiegaja otwarty tr6jkat
o wierzehotkach pg, o1 .

Istotnie, jesli P jest punktem wewnetrznyn tego trojkata. to jest punktem
wewnetrznyvin odeinka pog. gdzie ¢ jest punktem wewnetrznyin odcinka pypy, czyli

_p = /\()ﬁl) + Aq' Al'} + A = 1. I\(' > ”. /\ > ().
G=mp +0ope.  ay+ar=1. a; >0 ay > 0.

Stad

P = Aopo + Aoy + aape) = Aapo + Nipr + Agp,
gdzie A = Ay > O Ao = Aaa > 01 Ag + A; + Ay = 1 (bezpodrednie sprawdzenie;
zoh. tez § 1, éwiczenie 4),

Na odwrét, jesli p = Aopo + A + Agpo. gdzie A+ N+ A =113, >0
Ala i = 0,12, to p = Aopp + Aq, gdzie A = Ay + Ay > 0, Ap+ A = 1 oraz
g = mp; + aaps. gdzie a;p = A\ /(A + M) ap = A /(A + ) wredy rowniez
ap +oa = 11a; >0, a2 > 0. Oznacza to. 2e ¢ jest punktem wewnetrznym
odrinka g Py, a p - - punktem wewnetrznvm trojkata o wierzehotkach pg. gy, po
(rvs. 8).

Podohue rozumowanie dla m = 3 prowadzi de czworoscianu. a dla dowolnego
m<on do sympleksu m-wvimarowego:

DEFINICJA 3. Jedli punkty po. by, . ... P 52 w polozeniu ogélnvim. to otwertym
sympleksem m-wymiarowym o wierzcholkach w tveh punktach wazywamy zbior
wazystkich komnbinacji barveentryeznych postaci (18) z dodatnimi wspélrzednymi
baryveentrveznyvimi Mg Ap. ... Am. Kombinacje (13) o wspdlezyunikach nieujem-
nveh tworzg domkniety sympleks m-wymiarowy o wierzcholkach po. pr. ... .

TWIERDZENIE 12. Obrazem dowolnego sympleksu m-wymiarowego przy auto-
motfizmiv afiniczngm jest sympleks tego samego wymiaru. Wszystkie sympleksy

m-wymsarowe s¢ afinteznie praystajgce.

Dowdd. Twierdzenie jest niemal oczywiste. Niech f: A — A bedzie nicosobli-
wym przeksztalceniem atinicznym. Stosujac to przeksztalcenie do réwnosei (18),
w ktorej A; 2 U, otrzvimijemy (§ 1. p. 3, stwierdzenie 2(i))

F®) = Af(Po) + A f(P1) + ...+ A f(Pm )

14
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co oznacza. 7¢ f(P) jest punktem sympleksu o wierzcholkach f(po). f(p1)- .-
... fUnn). Drugie stwierdzeunie to przefornmlowanie twierdzenia 8.

DEFINICJA 4. Podubior A przestrzeni afinicznej A nazywamy wypuklym, jeg]
wraz z kazda para swoich punktow p. g zawiera odcinek pg.

Sympleks to wazny prevklad zbioru wypuklego. Czedé wspolna dowolnej ro
dziy zhioraow wyvpuklvel jest oczywidcie wypukla.

DEFINICJA 5. Crzedd wspdlna rodziny wszystkich zbiordw wypuklych zawiera
jacveh dany podzbidr Al przestrzeni afiniczue] nazvwamy powlokg wypukle lul
wwypukleniem vbioru M 1 oznaczamy przez conv(M) (ang. conver).

Rownoi¢ conv(M) = M zachodzi oczywiscie dokladnie wtedy. gdy zbiér L

je=t wypuklyv., W szezegolnosei svmpleks domknigty jest powloka wvpukla zbion
swoich wierzcholkow.

STWIERDZENIE 1. Jesli zbidr M C A jest wypukly i p € A. to
conv(A U {p}) = U Pq.

qe Al

Dowdéd. 7 definicji kazdy odeinek pg. gdzic ¢ € M, zawiera si¢ w kazdym zbiorz
wypuklym zawicrajageym A 1. wice Udem pg C couv(Af U {p}).

Zawieranie odwrotne wynika z wypuklodci zbioru Uq’E ar Pg. ktora teraz wy
kazemy,

Niceh gy, g2 € M. Wezmy dowolne punkty 7, € pgy i 0 € pg. Mamy udo
wodnic, ze jesli F € 774, to istnieje punkt ¢ € M taki., ze 7 € pq.

Przyjmijmy najpierw. ze punktv p, ¢, g2 sa niewspolliniowe. Wtedv nales
one do swojej powloki afinicznej —  dwuwymiarowej plaszezyvzny afinicanej 1T
A(P.qy.42), w ktore] mauny prawo stosowad zwykly elementarng geonetri
W szezegblnodci prosta 71y ;- przecina odcinek gy w pewnvim punkcie q. ktén

15
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nalezy do A4 na mocy wypuklodei tego zbioru (rys. 9). Mamy wowcezas 7 € pg, co
wmielisSmy wykazac. Jeshi punkty 5. §;. 4o leza va jednej prostey, to jako ¢ mozna
wzigd po prostu jeden z punktdéw ¢, ¢o. =

TWIERDZENIE 13. Niech f 1 A — R bedzie funkejq afinicong, a § --- sym-
pleksem dombnietym conv{{Po. p1..... P ) w preestrzeni A. Wiedy funkcia f
praygmuge sweje najwickszy waortodé na S w jednym z wicrzcholkdurn

tiax f(p) = max f(p;).
pes H

Dowéd. Dla m = 0 teza jest oczvwista, Dalej rozumujemy przez indukcje wzgle-
dem m. Zalozmy. ze najwieksza wartodé funkeji f na zbiorze wypuklym M =
conv({Po. P1. .- - Pm-1) jost rOWNa max;c,, f(7). Na mocy stwierdzenia 1 kazdy
punkt § € S nalezy do pewnego odeinka p,,q. gdzie G € A, czyli

S=(1-Apn, +A¢g. 0<ALL
Poniewaz funkeja f jest afiniczua. wige
S(3) = (1 = A) f(pm) + Af(G) < max(f(pu.)- () < max f(p;). »

TS
Nieskomplikowane twierdzenie 13 zalicza si¢ do programowania liniowego,
dziedziuy waznej z punktn widzenia 2astosowall.

CWICZENIA

. Wykazaé. zo grupa A, (F,) avtomorfizindw prostej afinicznej nad cialem o p
clomentach (gdzie p jest liczby pierwszq) ma rzad p(p — 1). Z jaka grupa jest

b
¢

izomorficzna grapa A (Fy):
=. Podaé opis geometryezny izometrii wlageiwej f plaszezyzny euklidesowej. jesli

1 1 =1 .
= —= Flo) = (3.1).

V2 i 1 '
Przodstawic klasytikacje izometrii wladciwych cuterowymiarowej przestrzeni
cuklidesowe) (afinicanef).

Df

§ 4. PRZESTRZENIE Z METRYKA NIEOKRESLONA

1. Metryka nieokreslona. PrzyjeliSmy rozumicd przez przestrzen z iloczy-

uem skalarnym przestrzen liniowa Vowray 2 ustalong viezdegenerowana formsg

(x|y) (symetryczng dwulinjows w przypadku rzeczywistyin, hermitowska w przy-

padku zespolonym) o tej wlasnodel, ze odpowiadajaca joj forma kwadratowa
q(x) = (x|x) = Z (g )i

i)
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