
§ 3. GRUPY I GEOMETRIA
1, G rupa afiniczna. Zacznijmy o<i najprostszego przykładu.
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Przyk ład 1. Niech rzeczywista prosta afiniczna A pokrywa się ze zbiorem 
K liczb rzeczywistych. Inaczej mówiąc, punkt i  € A utożsamiamy z liczbą 
rzeczywistą x  € R. Geometrię przestrzeni afinicznej opisują automorfizmy 
afiniczne (§ 1, p. 2). W danym wypadku są to odwzorowania (Pa^  : A —� A 
określone wzorem

<Pa j3 : x  i a e R '  =  R \  {0}, /? G R. (1)

Można przyjąć, że x  to współrzędna punktu x w pewnym układzie współ�
rzędnych (ó;e), tj. x  =  Ó+ xe i <Patls(x) = ó + (ax +  j3)e. Oznaczmy przez 
A] = Aff(R) zbiór wszystkich przekształceń afinicznych postaci (1). Ponieważ 
złożenie _ _ ,

^ at,ff ‘ ^tr,r — ntT,aT+/3 (2)

dowolnych dwóch przekształceń ,t  € A] znów należy do Ai, a prze-
ksztalceiiiem odwrotnym do ^ a,0 jest $ a - w i ę c  zbiór Aj z działaniem 
(2) stanowi grupę (część I, rozdz. 4, § 2), zwaną jednowymiarową rzeczywistą 
grupą tifiniczną. Z (2) wynika, że grupa ta  jest nieabelowa, a odwzorowanie

rr: $a,0 a

jest epiinorfizmem Ai -»R* na grupę multiplikatywną R* liczb rzeczywistych 
różnych od zera. Jądrem tego epimorfizmu jest oczywiście podgrupa Ker7r — 

translacji (przesunięć), izomorficzna z grupą addytywną E + =  (R, +) 
wszystkie!] liczb rzeczy wis tyci). Otrzymujemy w ten sposób tzw. krótki ciąg 
dokładny (‘) grup: ' 0 ^  M+ _  A, _  R. _  j.

Niech teraz (A, Vj będzie n-wymiarową przestrzenią, afiuiczną nad ciałem 3t. 
il /  : A A bijektywnym przekształceniem afinicznym (antornorfizmem afi- 
ni( /.nyui). Zgodnie z definicją (§ 1)

f(P +  v) =  f{p) + T x ,
gdzie T  — D f  : V — l '  jest nicosobliwym przekształceniem liniowym. Prze- 
U/t ałciTiie odwrotno /~  1 jest również afiniczne, a jego częścią liniową jest T  ' :

v) =  /  l{p) + Jr~'v.

( 1) ('kui dokładny grup to riłjg (O, . grup <7, i hoinomorfizmów ip, : 17, —> <7I+ i o tej wdas-
iH.srj, żf obraz każdego honiotuorfizmu u tym ciągu jest jijdrem następnego: Im p, = Ker [. 
W skaźniki ' mogą przebiegać- zbiór Z. M lub skończony odcinek zbioru liczb całkowitych. Krótki 
(iąg dokładny ma 5 elementów-, przy czym pierwszy i ostatni element, to grupy trywialne (pr.zi/p 
tłum.). 11
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Odwzorowanie tożsamościowe e ; A —* A jest przekształceniom afinicznym z czę�
ścią liniową £ : v e-* v.

Niech /  i g będą dwoma przekształceniami afinieznymi przestrzeni A o czę- 
ściach liniowych (odpowiednio) T  i Q. Wtedy ich złożenie

h = / o j : p H  f(y(p))

jest przekształceniem afinicznym z częścią, liniową H — FG- Istotnie, 

h{p +  v) = f(g(p  + v)) = f(g(p) + Gv) = f(g(p)) + F{Qv)

= ( /  ° '/)(?>) +  TQv = h(p) +  Hv.

Łączność działania w zbiorze Aff(A) wszystkich antomorfizmów afinicznych 
przestrzeni A wynika z łączności składania przekształceń (część 1). Zbiór ten 
jest więc grupą, zwaną grupą afiniczną przestrzeni afinicznej A. W ten sposób 
otrzymaliśmy część następującego twierdzenia f1):

TWIERDZENIE 1. Zbiór Aff(A) wszystkich antomorfizmów afinicznych n-wy- 
miarowej przestrzeni afinicznej (A. V) nad ciałem. stanowi grupę. Dla każdego 
punktu ó e  A automorfizmy afiniczne / ,  dla których ó jest punktem stałym, tj. 
f(ó) = ó. tworzą podgrupę Aff(A)ó C Aff(A). izomorficzną z GL(V). Grupa T  =
{tv | v € V7} przesunięć przestrzeni A jest podgrupą w Aff(A). przy czym istnieje
ciąg dokładny

{<:} —* T Aff(A) £  GL(U) ^  {e}. (3)

gdzie i jest zanurzeniem, a D odwzorowaniem przyporządkowującym automor- 
fizmowi afinicznemu jego część liniową. (Dokładność ciągu oznacza, że i jest in- 
jekcją. Im y = Ker D i D jest surjekcją).

Dowód. Fakt, że Aff(A)ą jest podgrupą, jest oczywisty. Jeśli /  € Aff(A)0, to 
f(ó  +  x) = ó +  F x, gdzie F  € GL(U). Odwzorowanie D : f  >—> D f  = F  ustala 
izomorfizm grupy Aff(A)<> na GL(U).

Wiemy już. że przesunięcia przestrzeni afinicznej A tworzą podgrupę T  C 
Aff (A). izomorficzną z grupą, addytywną przestrzeni liniowej V. Sprawdzimy teraz 
dokładność ciągu (3). Zanurzenie i : T  —� Aff(A) jest oczywiście monomorfizmem. 
Ponadto część liniowa translacji tv to przekształcenie tożsamościowe: tv (p + x) =  
P + x + v = tv (p) + £x. czyli Im i c  Ker D = ( /  € Aff (A) | D f = £}.

Udowodnimy teraz zawieranie odwrotne. Istotnie, niech /  e Aff (A) i D f  -= £, 
czyli

f(<> + x) = f{ó) + x.

Ustalmy na chwilę punkt o € A. Wtedy f(ó ) = ó + u dla pewnego wektora u.

(U Sformułowanie i dowód twierdzenia 1 zostały zmodyfikowane w tłumaczeniu. I>y uniknąć 
odwoływania się do pojęcia podgrupy normalnej (przyj)• tłum.}.
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5 i.  GRUPY I GEOMETRIA 191

jeśli furaż punki, p 6 A jest. dowolny, to p = b + x dla pewnego wektora x oraz 

f(p) =  f(ó  + x) =  f(b) + x = ó + u + x = p + u ,
ezvli /  jest translacją fu. Zatem istot nie Im i -- Ker D.

Al jy wykazać, że D jest cpiinorfiziriem, weźmy dowolny automorfizm liniowy 
f  6 01.(1') i wybierzmy dowolny punkt b 6 A. Wtedy odwzorowanie /  : ó + vt-* 
ó JFv  jest przekształceniem afinicznym przestrzeni A, przy czym D f = J7. m

Udowodnimy jeszcze następujące

TW IERDZENIE 2 . Niech- ó będzie ustalonym, punktem przestrzeni afinicznej A. 
Każde przekształcenie afiniczne f  : A —� A można przedstawić w postaci f  =  tag. 
gdzie a = bf(b) oraz g jest, przekształceniem afinicznym mającym punkt, stały b. 
Rozkład fen zależy oczywiście od wyboru punktu ó.

Dowód. Przyjmijmy g = f“ 1/ .  Wiemy już, że g jest przekształceniem afinicz 
nyui. Ponadto ponieważ f ( 6) =  b + a, więc g(b) =  t~ l f(b) = t—H(ó + a) =  b. m

Ustalmy punkt b 6 A. Wtedy grupę Aff(A) można utożsamić z iloczynem 
kariezjauskim GL( V) x V. w którym określono działanie wzorem

(JU|, v ,) � {T-i, v2) = {ŻF\Ti-. V] +  2) (4)
(w szczególności ten iloczyn kartezjański z działaniem (4) stanowi grupę). Jeśli 
mianowicie /  € Aff(A), to przypisujemy mu parę (żF. v), gdzie T  - D f  i v = 
<>.[{<>). Na odwrót, parze (JF, v) przyporządkowujemy odwzorowanie

f(ó  + x) = ó +  jFx + v. (5)

Istotnie', jeśli fi {żFi.Vi) dla i = 1, 2, to

(/1 0 / 2)(ó + x) =  /] ( /2(ó +  x))

=  /1  (ó +  ;r2x + V2) =  b +  ĆF\ (F 2X + v 2) + V,,

< 0 odpowiada wzorowi (4).
Wybierzmy teraz w A układ współrzędnych (ó ;e j,----e„). Wówczas współ �

rzędnymi punktu p =  b + x będą z definicji współrzędne wektora
bp = x = Yl x i®i- Jeśli /  : A —> A jest przekształceniem afinicznym z częścią 
liniowa D f = T , to

/(/>) = /(ó) + = ó +  bf(o] +  JFx.

Oznaczmy współrzędne punktu /(p) przez y i , . . .  ,j/n; przyjmijmy też, że ó/(ó) = 
YY b,ei oraz że F  = (fij) jest macierzą operatora liniowego T  w bazie (e,;). tj. i-tn 
współrzędna wektora T x  jest równa y , f tJ r  t . Wtedy
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lub, w oznaczeniach macierzowych.

Y  = F X  + 13. (6')

gdzie Y .X .B to kolumny odpowiednich współrzędnych (por. § 1. (li), a także 
rozdz. 2. § 1. (3)). W szczególności dla każdego wyboru punktu ó € A i bazy 
(e i.......e,,) w V  otrzymujemy izomorfizm grupy afinicznej Aff(A) z grupą prze�
kształceń przestrzeni kartezjauskiej postaci (6'). gdzie det. F ^  (): t.ę ostatnią 
grupę oznaczamy przez A„(j?) i nazywamy n-fą grupą afiniczną. nad ciałem. £.

2. Izometrie przestrzeni euklidesowej. Niech (E. V. o) będzie przestrzenią 
euklidesową wymiaru n. W szczególności pamiętamy, że =  R.

D E F IN IC JA  1. Izometrią (lub ruchem) przestrzeni euklidesowej E nazywamy 
każdo odwzorowanie /  : E —> E zachowujące odległość, tzn.

L>(f(l>)-/(<?)) = Ł>(P-<l) (7)
dla dowolnych p. (j £ E.

W definicji tej nie zakładamy, że /  jest przekształceniem afinicznym. ale tak
jest w istocie:

T W IE R D Z E N IE  3. Odwzorowanie /  : E —* E jest izometrią wtedy i tylko wtedy, 
gdy f  jest przekształceniem afinicznym.. którego część, liniowa T  jest. operatorem 
ortogonalnym na V.

Dowód. Implikacja w jedną stronę jest niemal oc zywista. Istotnie, każde prze�
kształcenie ahniezne /  z ortogonalną częścią liniową F  spełnia (7): jeśli q = p + v,
to __________ t

Q(f(p)-f(<i)) = p (/(p )-/(p  + v)) = | | / ( p ) / ( p  + v )||

= =  IM| =  ||p(P + vj|| = ||/lę/|| = p(p.ę).

Odnotujmy w szczególności, że każde przesunięcie równolegle jest izometrią.
Sedno twierdzenia tkwi w implikacji odwrotnej, której dowód podzielimy na 

kilka etapów.
I. Łatwo sprawdzić, że złożenie izoinotrii jest też izometrią. Niech /  będzie 

dowolną izometrią, a ó ustalonym punktem: przyjmijmy o' =  f(<>) i a  = óó'. 
Wtedy g := t.~lf  jest też izometrią, przy czym

<)(<>) = M 1 (/(«)) = V ) =

W ten sposób wykazaliśmy, że każda izometrią /  jest postaci tRg. gdzie /a jest 
translacją, a g � izometrią mającą punkt stały. Wystarczy teraz udowodnić, że 
g jest przekształceniem afinicznym z ortogonalną częścią liniową.
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§ 3. GRUPY I GEOMETRIA 193

II. Niech więc g będzie izomctrią taką. żc g(ó) — (>• Określamy odwzorowanie
Q : 1" V. przyjmując ć/x =  óg(ó +  x). tj.

fl(Ó + x) = Ó + C/X. (8)

Odwzorowanie Q ma własności

50 = 0 . \\G x-G y\\ = | |x - y | | . (0)
Istotnie, ponieważ g(ó) = ó. więc (?0 =  0. Niech terazp — ó + x  i q = ó+ y . Wtedy 
g(p.g) -  (|y — x]] = L>{g{f>)-<y(ij)), ponieważ g jest izometrią. Z drugiej strony, z (8) 
wynika, że g(p) = ó + £x i g(q) =  ó + Gy- a zatem £»(</(p), g{(})) = ||Gy -  Sx|| 
i otrzymujemy (9).

Przyjmując w (9) y = 0. otrzymujemy w szczególności

||<5x|l =  ||x||. (10)

IM. Każde odwzorowanie G : V —> V spełniające (9) zachowuje iloczyn ska�
lamy, tzn.

(0x|0y) = (x|y). (11)
Istotnie', /, (9) wynika, że

i'xi!2 -  2(x | y) + |[yH2 =  (x -  y | x -  y) =  ||x -  y f  =  ||(?x -  e?y||2

=  (G* -  G y |S x  -  Gy) = ||a x ||2 -  2(Gx \ Gy) + llSyll2,

skąd na podstawie (10), otrzymujemy równość (11).
IV. Odwzorowanie Q jest liniowe. Istotnie, aby wykazać jego addytywność, 

przyjmijmy z = x + y. Wtedy ]]z -  x — y ]]2 = 0. czyli

\\z\\'2 + ||x|l2 + ||y ||2 -  2(z 1 x) -  2(z |y)  + 2(x |y)  =  0.

Siad na podstawie (10) i (11) wynika, że

liazll2 + I|^x||2 + l ia y f  -  2(£z I Qx ) -  2(GZ I Gy) + 2(0x | Gy) =  0,

czyli \\Qz -  ć?x -  ć?y||2 - 0. a więc Qz -  C?x -  Gy — 0, tj.

(?(x +  y) = GxĄ-Gy.

Dowód równości t?(Ax) = A<?x jest analogiczny.
V. Teraz możemy już zakończyć dowód: z (8) i z punktów III i IV wynika, 

że g jest przekształceniem afinicznym, którego część liniowa Q jest operatorem 
ortogonalnym. �

Sprecyzujemy teraz rezultat, uzyskany w części I dowodu twierdzenia 2:

T W IE R D Z E N IE  4. Niech f  będzie, izometrią przestrzeni Cuklidesowej E. a ope�
rator ortogonalny T  -� częścią liniową tej izometrii. Wtedy istnieje rozkład

V =  L L-1- ( 1 2 )

5
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przestrzeni liniowej V na .sumę prostą podprzest.rzeni jF-niezmienniczych ot  
punkt ó £ E o tej własności, że JFx — x dla każdego x € L oraz f  ~  t9 
gdzie a £ L i g : E —> E gest taka izomefria. że y(ó) — a.

Dowód. Oznaczmy przez L zbiór wszystkich wektorów z V. które nie ulegaj] 
zmianie przy działaniu operatora f .  Zbiór L jest oczywiście podprzestrzenią 
niową w V. niezmienniczą względem T  � przy czyni zac hodzi rozkład (12) (rozdz.
§ 1. twierdzenie ó). Ponieważ operator T  jest. ortogonalny, więc podprzostrzeń lA 
jest również jF-niezmiemiicza (rozdz, 3. § 3. lemat o).

Witany z dowodu twierdzenia 2. że /  = twtf. gdzie a ' <S V i g' jest izometriq 
mającą punkt stały ó'. Z (12) wynika, że a ' = a  + b. gdzie a (E L \ b £. L l . Wtedy]

/  = U'U = {Utb)g -  t*g.

e g :=�- />,//' jest izometria oraz f/(ó) = ó dla ó := ó' +  b. m

3. G ru p a  izom etrii. Z definicji izometrii łatwo wynika, że zbiór wszystkich 
izometrii przestrzeni e\iklidesowoj E stanowi grupę. Oznaczamy ją przez Iso(E) 
(ang. isometi-y) i nazywamy gmpą izometrii przestrzeni E. Ponieważ dowolne 
dwie przestrzenie euklidesowo tego samego wymiaru są izomorficzne (§ 2. twier�
dzenie 1). więc: ich grupy izometrii są też izomorficzne, czyli dla każdego wymiaru 
istnieje, z dokładnośc ią do izomorfizmu, tylko jedna grupa izometrii przestrzeni 
euklidesowej. Grupa Iso(E) jest oczywiście podgrupą grupy afinicznej Aff(E). 
Z kolei w Iso(E) zawarta jest podgrupa T  translacji, izomorfic zna z grupą ad- 
dytywną przestrzeni liniowej V'. a także, dla każdego punktu ó E E. podgrupa 
izometrii mających punkt stały o E E: ta ostatnia pocJgru[)a jest izomorficzna 
z grupą ortogonalną ()(??). gdzie' n = ciimE.

Jeśli (ó;ei, —  e„) jest prostokątnym układem współrzędnych w E. to każdą 
izometrię /  można zapisać w postac i

1 ’ = F X  + A . (13)

gdzie X  =  [./'i....... ;rt,J i Y = [</i........ //„] to kolumny współrzędnych punktów
odpowiednio p i f(p). A = [ej i . . . . .  on] to kolumna współrzędnych wektora a = 
ó/(c>) E k\ a F  macierz ortogonalna części liniowej przekształcenia / .

Jeśli F E SO(n). tj. d e tF  = ]. to /  nazywamy iznmetrią wtaśeiwą. Zbiór tych 
izometrii oznacza się przez Iso+(E): nie będziemy jeduak używać tego oznaczenia, 

Ponieważ elementy grupy izometrii pojawiają się stale w geometrii i w me�
chanice, omówimy przypadki małych wymiarów.

Przypadek n =  1, Zgodnie z ogólnym wzorem (13) każda izometria przestrzeni 
jednowymiarowej ma postać

y = s.r + o. (14)

gdzie £ = ±1 (ortogonałność jednowymiarowego operatora liniowego) oraz a jest 
stalą, odpowiadającą, przesunięciu. Jeśli - = 1. otrzymujemy przesunięcie na pro-

6
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“  “ 1* *° równość (14), przepisami w postaci 
ij — a / 2  =  ~ ( ;r  — a /2 ) ,

s„g(nnjc. by wybrać, inny początek układu: r  -  x' + a/2. Wtedy y =  ?/ +  a/2 
i powyższy wzór przyjmuje postać y' =  — pokazującą, że izometria jest symetrią 
śnxlko «''I względem pewnego punktu o .

przypadek n = 2. Wybierając prostokątny układ współrzędnych, w którym 
(Zęśi' liniowa T  izometrii /  przyjmuje postać kanoniczną (rozdz. 3, § 3, twierdze 
nie H>). widzimy, że w odpowiednio dobranym układzie współrzędnych izometria 
f ma jedną z poniższych postaci:

(1) = .c 4- a, (2) x ~ :r + o. (3) ,r' =s ,r cos p  -  y sin p  + a,

y' = y + b\ (/ = - y  + b: y = x  sin p  + y cos p  + b.

W przypadku (1) mamy przesunięcie o wektor aej + 6e2.
W przypadku (2) należy przenieść początek układu do punktu tV =  (0. 6/ 2). 

tj. wprowadzić nowe współrzędne {£.»;) takie, że .r = y = p + 6/2. Wtedy 
również .i-' -  i </ = j/  + 6/2 i wzory (2) przyjmą postać

s; =  £ + n. r/ = -?/.

czyli izometria jest złożeniem symetrii względem prostej r/ =  0 (czyli osi £) z. prze�
sunięciem równoległym wzdłuż, tej osi, a więc jest tzw. symetrią z poślizgiem.

W przypadku (3) (dla p ^  ()) przenosimy początek układu do punktu o' ~  
!/»l- którego współrzędne spełniają układ równań

•To cos tp -  yo sin p + a — Xo,

,r„ sin p  + ;i/o cos p + h =  yo-

tieoiuetrycznie oznacza to. że f(ó ') =: r’/ .  Istnienie punktu <V wynika również, 
z twierdzenia 4: część liniowa izometrii /  nie ma (rnetrywialnych) wektorów sta- 
l\ cli (L =  {0 }), więc - przy oznaczeniach tego twierdzenia /  =  g, czyli /  jest 
..czystym” obrotem. Formalnie rzecz biorąc, wprowadzamy nowe współrzędne Ę,i 
fakie. że

•f — £ + Xo (j '; = + To)-

V=<j + !lo ( ? /=  V + №)•
^  tych współrzędnych wzory (3) przyjmują postać

= £ cos p  -  rj sin p.

>/ = £ sin P -f- r/coap.
W ten sposób udowodniliśmy

T W IE R D Z E N IE  5 . Kuzda izomidrin właściwa płaszczyzny eukhdesowe j jest. w 
przesunięciem, albo obrotem dookoła pewnego punktu. Jeśli izometria włości 
płaszczyzny ma punkt stały, to jest obrotem dookoła tego punktu.
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Każda izometria niewłaściwa płaszczyzny euklnlesowej jest symetrią z posłi 
giern. tzn. złożeniem symetrii względem pewnej prostej z translacją o wektor rtft 
nolegly do tej prostej. Jeśli izoirutria niewłaściwa płaszczyzny ma punkt stały, 
vta i nią prostą złożoną z punktów stałych i jest symetrią względem tej prostej.

Przypadek v = 3. Korzystając znowu z twierdzenia o postaci kanonicznej opera-1 
fora ortogonalnego (rozdz. 3. (j 3. twierdzenie 10). stwierdzamy, że w odpnwiedniol 
dobranym układzie współrzędnych (ó: e ] . e-j. o .h) izometria /  ma jedną z poniż-? 
szych postaci:

(2) r' == ,7 COSr'  -  //siiiy? 4 o. 

g — x sin p  4  y cos p  4- h.

(1) x' = x 4  a. 

y' = y + h. 

z' ~ : 4  c: 

(3) :r' = r  4  a. 

i/ -  y 4 b, 

z1 =  -  - 4  r:

:' = : 4  r:

(4) x' = x. cos p  -  y sin p  4  a. 

y -- x  sin p  4 y cos y? 

z’ = - z  + C.

h.

W przypadku (1) mamy przesunięcie o wektor nej 4  be2 4  ' es �
W przypadku (2) (dla p j- 0). działając analogicznie jak nn płaszczyźnie, po 

przeniesieniu początku układu do odpowiedniego punktu ó = (.ro-J/mO) otrzy 
mamy wzory

£r ~ £cas p  ~ )}sinp. 

tf =  £ sin p 4  ącosp. 

p' = /./ 4  o.

oznaczające, że /  jisd, złożeniem obrotu o kąt y dookoła osi // z pi zesunięciem 
o wektor (0,0. c) równoległy do tej osi. czyli jest tzw. ruchem śrubowym.

W przypadku (3) po przejściu do nowych współrzędnych <4 '!� /' takkh. że

•r =  £•

i) =
c ^  /1 + c /2.

otrzymamy wzory

£ 4  o. //  = i] 4  b. p' =  -p .

oznaczające, że /  jest złożeniem symetrii względem płaszczyzn' z pizisu 
Mięciem o wektor (o..6.0 ). równoległy do tej płaszczyzny. czyli jest tzw. tajnie.ną 
płaszczyznową z poślizgiem.

W przypadku (4). będącym kombinacją przypadków (2) i (>$)• w/01ż można 
sprowadzić do postaci

8



5 i .  GRUPY I GEOMETRIA 1 9 /

£' = £ cos ip -  // siu

i{ =_ £ sin p + ij cos p,

= -/U
z której wynika, że /  jest złożeniem obrotu o kąt p  dookoła osi fi i symetrii 
względem płaszczyzny prostopadłej do tej osi. czyli jest t7Av. obrotem z pro- 
sftt]H!(l!ym odbiciem.

T W IER D ZEN IE  6. Każda izometria właściwa trójwymiarowej przeat.rze.ni eukli- 
di-Murej jest ruchem śrubowym. tzn. złożeniem, obrotu wokół pewnej prostej z prze�
sunięciem o wektor równoległy do tej prostej.

Każdo izometma niewłaściwa, przestrzeni, trójwymiarowej jest albo symetrią 
płaszczyznową z poślizgiem, tzn. złożeniem symetrii względem pewnej płaszczyzny 
z przt suwięeż/em, o wektor równoległy do tej płaszczyzny, albo obrotem z prostopa�
dłym odbiciem, tzn. złożeniem obrotu wokół pewnej prostej z symetrią względem 
płaszczyzny prostopadłej do tej prostej (jeśli kąt. tego obrotu wynosi n. otrzymu�
jem y  symetrię środkową). �

Z twierdzenia 6 wynikają w szczególności: twierdzenie Eulera (1776 r.) o tym, 
ze każde przemieszczenie ciała sztywnego, przy którym pewien punkt, ciała pozo�
staje na miejscu, można zrealizować, obracając to ciało dookoła osi przechodzącej 
przez ten punkt, oraz twierdzenie Chaslesa (czyt. szalał (1830 r.) głoszące, że 
każde przemieszczenie da ła sztywnego można zrealizować, najpierw przesuwając 
ciało w pewnym kierunku, a następnie obracając dookoła osi o tym kierunku.

4. G eo m etria  liniowa o d p o w iad a jąca  danej g ru p ie . Zgodnie z punktem 
widzenia powszechnie przyjętym od ponad 130 lat. a po raz pierwszy sprecyzo�
wanym w ..programie erlangeńskinr Feliksa Kleina (1872 r.). przez geometrii; 
należy rozumieć zbiór niezmienników danej grupy przekształceń G. Niech F bę �
dzie dowolnym (niepustym) zbiorem, lub -  jak będziemy też mówić - przestrze 
nią punktów, a G - podgrupą grupy wszystkich bijekcji F —* F. Przedmiot en 
geometrii odpowiadającej grupie G je s t badanie tych własności figur (czyli pod 
zbiorów przestrzeni F). które nie ulegają zmianie przy działaniu przekształci -i 
należących do G.

Zbiór wszystkich figur dzieli się na rozłączne klasy figur G-przystającycł: 
Mówimy mianowicie, że figury i $ 2 G-przystające (i piszemy 0 , ~  <P2)- jeś 
istnieje takie przekształcenie g e G. że <I>2 = g{$ 1)- Z aksjomatów grupy wynik 
liezpośrerInio. że relacja ćFpr/ystawania figur jest relacją równoważności: istotni« 
relacja la jest:
1) zwrotna (gdyż e(P) -  P  dla dowolnej ligury P . gdzie c 6 G jesr jedynką gri 

py G. czyli przekształceniem tożsamościowym):
2 ) symetryczna (gdyż jeśli Pz — g{P, b to P\ — g 1 (#>2));
3) przechodnia (gdyż jeśli P> = g(Pi) i P?, = h(P2), to = (hg){Pl)).
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Przestrzenie' F rozpatrywane w geometriach liniowych są przestrzeniami li- 
ulowymi lub przestrzeniami pochodzącymi od nich. Najbliższe nam przykłady 
to geometria euklidesowa (F  = E. C  = Iso(E)) i geometria afiniczna (P  =  A, 
G ~  Aff(A)). .Już te dwie* geometrie różnią się pod względem badanych własno�
ści figur. Elementarna geometria euklidesowo płaszczyzny zajmuje się prostymi, 
kątami, trójkątami, okręgami itd.. a także liniowymi i kątowymi zależnościami 
między elementami tych figur. W geometrii afinirznęj przestajemy się intereso�
wać wszystkim, co wiąże się z odległością punktów.

Zbadajmy kilka najprostszych własności figur w geometrii euklidesowej i afi- 
nio/tiej.

T W IE R D Z E N IE  7 . Niech (E, V. g) będzie przestrzenni euklidesową i G =  Iso(E), 
Dwie podprzestrzenie afiniczne /7,17' c  E są G-przystające wtedy i tylko wtedy, 
gdy dim II  = diiu W . W szczególności dowolne, dwa punkty są G-przystające. To 
samo jest. prawdą w przypadku przestrzeni afinicznej (A. V) i grupy G  = Aff(A).

Dowód. Jeśli n  =  /> + U. W  = p' + W  i /(/7 ) =  W. gdzie' /  ę  G. to Df{U) =  U', 
gdzie D f  jest częścią liniową przekształcenia / ;  ale /  jest bijekcją, więc det D f  
fi 0, a stąd dim 7/ =  dim U1, czyli na mocy definicji diin/7 = dim lik

Na odwrót, przyjmijmy, że dim TI =  dim FI' = m. Wybierzmy w U i U'
bazy ortonormalne (odpowiednio) (e j.......e„,) i (ej . . . . ,  e'm) i uzupełnijmy je do
baz ortonorinaluych (e,J (odpowiednio (e()) całej przestrzeni V. Istnieje operator 
ortogonalny T  taki. że Te, u' dla każdego i. Wtedy izoinetria /  taka, że 
f{p) = p' i D f  = T , przeprowadza 77 na // '.

W przypadku afinicznym rozumowanie jest analogiczne - nie musimy się już 
jednak troszczyć o ortonormalnośe baz i ortogonalność operatora. �

Odnotowane w twierdzeniu 7 przystawanie figur jednopunktowyeh można wy�
razić inaczej, mówiąc, że działanie' grupy G ua przestrzeni E (odpowiednio A) 
jest. przechodnie każdy punkt, może przejść na dowolny inny. Przediodniość 
to jedna z najważniejszych własności grupy G i odpowiadającej jej geometrii — 
bez tej własności zbyt wiele figur byłoby ..nieporównywalnych’". Grupa Aff(A) ma 
znacznie' mocniejszą własność:

TW IER.DZENIE 8 , W geometrii przestrzeni afinicznej (A , V’) dowolne dwa ukłu�
ły n> + 1 punktów (po__ , pm) i (pó........ ji„t) vi położeniu ogólnym (a więc
1 < rn n = dim A) są przystające.

Dowód. Uzupełnijmy oba układy do układów (po....... /»„) i (/)(,..... //n ) afinicz-
ie niezależnych. Oznacza to. że wektory e* =  po?»» (t —' 1....... >i) tworzą bazę
rzestrzeni liniowej V. a wektory e' =  p'0p\ drugą taką bazę. Istnieje nieoso- 
liwy operator liniowy T  : V  -* V  taki. że T ej =  e ' dla każ«Jego i. Przyjmując
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S 3. GRUPY I GEOMETRIA 19»

-*� x) = !>{) I JFx, otrzymujemy nieosobliwe przekształcenie afiniczue /  : A — A 
takie, że /(/»,•) = fĄ dla i =  0. 1, . . . , « .  �

Twierdzenie 8 nie jest już oczywiście prawdziwe w geometrii euklidcsowcj 
uawei <ila ni 1. ponieważ lso( E )- przys ta wanie par punktów p. q i //. q' wymaga, 
by pi f>. q) = q {p ' �<)')• Warunek ten jest zresztą również dostateczny, jak widać 
z dowodu twierdzenia 7.

Sens geometryczny automorfizmów afinicznycli ujawnia również następująco 
rozumowanie. Niech /  : A A będzie dowolnym odwzorowaniem spełniającym, 
dla każdego A £ K, warunek

TH = \pq => / ( ć № )  =  X W M  (15)

(ciaio K można tu zastąpić dowolnym innym). Geometrycznie oznacza to. że /  
przeprowadza punkty współ liniowo na punkty współliniowe.

•leśli dla danego wektora x =  pq przyjmiemy F x  =  f (p)f (q).  to z implikacji 
(15) (dla A = 1) wynika, że określiliśmy w ten sposób odwzorowanie T  : V —* V.  
izn. wartość J-x zależy jedynie od wektora x, a nie od wyboru punktów />,q. 
Udowodnimy, że odwzorowanie iF jest liniowe. Warunek .F(Av) =  AjFv wynika 
z ( I "o. Dowolne dwa wektory u i v można przedstawić w postaci u =  pq i v — qr 
dla pewnych punktów p.q. r o A. Wtedy u +  v =  p f oraz

^ (u  + v) = f (p) f[r)  = f(p)f{q)  + /(<Ż)/(r) = -Fu + Fv . 

lak więc T  jest operatorem liniowym na V’. Dla każdego punktu ą = f> -j- x mamy

,f(q) = f {p) + .f(f)f(q]- f (p)f (ń)  =  F { m )  = -Fx.
czyli /(p  + x) = /(p) + Fx. t j. /  jest przekształceniem afiniczn.ym.

Prawda jest również stwierdzenie odwrotne. Istotnie, jeśli /  jest przekształ �
ceniem afinieznym z częścią liniową f  i r J  =  Apg, to JF(rś) -  A ^(pij). Ale 
./1 ś) -  /(/•) - t-^ t/s ) .  czyli F (rś  ) = /( /) /(* )•  Analogicznie/� (/«/) = f(p)f(q).  
skąd już wynika (15). Udowodniliśmy

TW IER D ZEN IE 9 . Własność (15) odwzorowania /  : A —� A charakteryzuje prze- 
u! cc run afiniczne. m

Rozpatrzmy teraz przypadek szczególny, gdy punkty p.q .r  są współliniowe. 
przy czym p ^  q. Wtedy istnieje taka liczba A, że

jrr — \pą  . (15;)

DEFINICJA 2. Liczbę A Występującą w równości (15') nazywamy stosunkiem 
prostym (') punktów współ liniowych />.<•/, r (p ^  q )  i oznaczamy przez (p. 1/. r].

(1 ) \V innej terminologii: A jest. współrzędną punki u r  w układzie współrzędnych ( je, j>q) na
prostej llp.ij {przyu- llum.).
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ROZDZIAŁ 4. PRZESTRZENIE PUNKTOWE AFINICZNE I EUKLIDESOWEKiiiil

Z twierdzenia 9 wynika oczywisty

WNIOSEK. Przekształcenie, afiniczne zachowuje wspóliinionmśó punktów i sto�
sunek prosty punktów wspólliniowych. m

Równość (15'). przepisana w postaci „addytywnej" r — p =  A(f/ -  p). ozna�
cza po prostu, że każdy punkt r na prostej Hp ą można zapisać w postaci r ~  
(1 — \)fi+Xq. W szczególności w rzeczywistej geometrii afinicznej ma sens pojęcie 
leżouia między: obraz punktu wewnętrznego odcinka pq. czyli takiego punktu r, 
że 0 < A < 1. jest punktem wewnętrznym obrazu tego odcinka przy dowolnym 
automorfizmie afinicznym. Odnotujmy jeszcze, że choć długość odcinka to pojęcie 
geometrii euklidesowej. to (jak już zauważyliśmy) środek odcinka jest pojęciem 
afinicznym.

5. P rze k sz ta łc en ia afin iczne p rze s trzen i euklidesow ej. Efekty działa�
nia przekształceń afinicznyoh są powszechnie widoczne w otaczającej nas rze�
czywistości. Najprostszy przykład to rozciągnięcie gumowego przedmiotu. Przyj�
rzymy się jeszcze nieco dokładniej kilku faktom związanym z tymi przekształce�
niami.

W § 2 (p. 4) umówiliśmy się. że przez objętość vn równołegłościanu P(ópi , ... 
—  apn) o krawędziach óp\ , . . . ,  ópn będziemy rozumieli liczbę v„ — |det (<Rj )l /=i I> 
gdzie (oy) jest macierzą, przejścia od bazy ortonormalnej ( f i , . . . , f n) przestrzeni
euklidesowej V  do bazy (e j .----e„). gdzie e, =  óp, dla i = 1, . . . .  n. Z drugiej
strony, jeśli g jest autornorfizmem afinieznyin z częścią, liniową Q. to objętością
równołegłościanu zbudowanego na wektorach £ e t---- .£e„ (ściślej, na odcinkach
utożsamionych z tymi wektorami) będzie v'n =  |dofc(6p.)|. gdzie macierz (bjk) 
znajdujemy następująco. Niech

Ii
= 53 •'/./'f.i-

Wterly

53bjk-fj (yeAi = 53a,k 53y.i ĵ  ~ 53 f 53
j 1 i .1 *

tj- bjk -  Y ,  fłjdhk- rayli
B  = GA.

Wobec tego
= |det (h.p.)j ~  |det G\ - vn = [det g\ � v„.

Udowodniliśmy

T W IE R D Z E N IE  1 0 . Przy przekształceniu afinicznym n-wymiarowej przestrzeni 
euklidesowej objętość równołegłościanu zbudowanego na n wektorach mnoży się
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przt z wari,ość bezwzględną wyznacznika części liniowej przekształcenia. Inaczej 
mówiąc, przekształcenie afinicznt: zachowuje stosunek objętości równoległościa- 
�tlów. я

To samo odnosi sio do objętości dowolnych innych figur w przestrzeni eukli- 
desowoj (takich, których objętość można określić).

Kolejne twierdzenie ma przejrzysty sens geometryczny.

TW IER D ZEN IE 11 . Niech, à będzie, ustalonym punktem n - wymiarów ej przestrze�
ni eukiulesowej (E, V). Każdy aut,amorfizm afiniczny przestrzeni E jest złożeniem:

(a) przesunięcia o pewien wektor:
(h) izometrii mającej punkt stały ó:
Id przekształcenia afinicznego h będącego złożeniem n rozciągnięć (powinowactw) 

w kierunku wzajemnie prostopadłych osi. przecinających się w punkcie ó.

Dowód. Niech /  : E —� E będzie dowolnym automorfizmom afinicznym. Na
"юсу twierdzenia 2 mamy rozkład /  = tag, gdzie g(ó) = ó. .Jeśli Q jest częścią 
liniową przekształcenia afinicznego g. to operator Q ma rozkład biegunowy: Q =  
D'H. gdzie operator D jest ortogonalny, a 7i  — symetryczny dodatnio określony 
U'ozdz. 3. § ii. twierdzenie 15). Wybierzmy w E prostokątny układ współrzędnych 
lo;C| .......efl), w którym operator H ma kanoniczną postać

We,- = А Aj > 0, i =  1....... n

irozdz. 3. § 3. twierdzenie 0). Wtedy

/  = tadh. d(ó +  x) = ô + 'Dx, h(ô + x) =  ó + Hx. (IG)

gdzie d jest izometrią przestrzeni E, a h przekształceniem afinicznym. które 
można zapisać w postaci złożenia

h = h{ . . . h n: (17)

tutaj hf. jest przekształceniem afinicznym z punktem stałym ô i częścią liniową 
Hi... przy czyni

Hk-ei = ег dla i ф к, Н ^ к  = А̂ е*..

Wzory (16) i (17) dają szukany rozkład przekształcenia afinicznego / .  �

6 . Z biory  w ypuk łe . Przypomnijmy określenie kombinacji baryccntryezuych 
punktów (§ 1. p. 5):

P = Ao/)(i + A i i + . , .  + A,„p„,. Ao + Ai + . . .  + A„, — 1, (18)

oraz współrzędnych baryeentrycznyeh: zauważamy teraz, że jeśli m = 1 i po ф fi\. 
to punkty p “  AoPo + A i/31. gdzie Ao + A] = 1, przebiegają całą prost ą IIp„,p, � 
Jeśli dodatkowo przyjmiemy, że 0 <  А, €  1 dla i — 0. 1, otrzymamy odcinek popi-
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Pn •

*P2

V • <3

�*P1
Rys. 8

Jeśli m = 2 i p(h i>i- ih  nie s<i w 
gdzie Ao + Ai + A2 = 1 oraz. A, 
o wierzchołkach Aj . p \. pi-

'spółliuiowe 
> 0 fila i 0. 1. 2. przebiegają Wl M Cłl L V

Istotnie, jeśli p jest punktem wewnętrznym tego trójkąta, to jest punktem 
wewnętrznym odcinka p»tj. gdzie q jest punktem wewnętrznym odcinka P1P2. czyli

p — AoA) A" Ar/. Ao + A — 1. Au > 0. A > 0.
Q -  O j / ) |  p  f>2 i>2- O  | +  O 2 =  1 -  O ]  >  0 .  r>2 >  0 .

Si ąd
p = Af>/A) + A(oi/i| + a->A>) — AoAt + A|pi 4- Â Aj -

gdzie A! =  Art] > 0. A2 = Ao2 > 0 i A0 + A, + Aj = 1 (bezpośrednie sprawdzenie; 
zol), toż (j 1, ćwiczenie 4),

Na odwrót, jeśli p = Aopo + Aj/ij + A2P2, gdzie Ao + A| + A2 = 1 i As > 0 
dla i = 0, 1. 2, to p X(jp() + Aq. gdzie A — Aj + A2 > 0. Ao +  A =  1 oraz 
q =  o,pi +  OC2P2, gdzie 01 =  A]/(Aj + Aa). »2 — Ag/(Aj + A2): wtedy również 
o | + o-j — 1 i « i > 0 ,  02 > <)• Oznacza to. że q jest punktem wewnętrznym 
odcinka pipa- a V punktem wewnętrznym trójkąta o wierzchołkach Aj.P1.A2 
(rys. 8).

Podobne rozumowanie dla m -  3 prowadzi do czworościanu, a dla dowolnego 
111 < n do sympleksu ni-wymiarowego:

DEFINICJA 3. jeśli punkty po-Pi , . . .  . pm są w położeniu ogólnym, to otwartym 
sympleksem m-wymiarowym o wierzchołkach w tych punktach nazywamy zbiór 
wszystkich kombinacji barycentryeznych postaci (18) z dodatnimi współrzędnymi
barycentrycznymi Aq.A| .......Am. Kombinacje (18) o współczynnikach nieujem-
nycli tworzą domknięty syrnplc.ks m-wymiamwy o wierzchołkach Au P i....... Pm-

T W IE R D Z E N IE  1 2 . Obrazem dowolnego sympleksu ni - wymiarowego przy auto- 
morfizrnif afiincznym jest symplcks tego samego wymiaru- Wszystkie sympleksy 
m-wymiarowe są ajinicznie przystające.

Dowód. Twierdzenie jest niema] oczywiste. Niech /  : A —» A będzie nieosobli- 
wym przekształceniem ahnic/nym. Stosując to przekształcenie do równości (18), 
w której A, > U. otrzymujemy (§ 1. p. 5. stwierdzenie 2(i))

j (p) — Ao/(po) + A|./(pi) + . . .  + A„,/(pm).
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§ J. GRUPY I GEOMETRIA £03

{•o oznacza, że / (p) jest punktem sympleksu o wierzchołkach f(Po)- f{p\  )• - 
__ Drugie stwierdzenie to przeformułowanie twierdzenia 8. �

D E F IN IC JA  4. Podzbiór M  przestrzeni ałinieznej A nazywamy wypukłym, jeś] 
wraz /. każdą parą swoich punktów p. q zawiera odcinek pq.

Symploks to ważny przykład zbioru wypukłego. Część wspólna dowolnej ro 
ilzniy zbiorów wypukłych jest oczywiście wypukła.

D E F IN IC JA  5. Część wspólną rodziny wszystkich zbiorów wypukłych zawiera 
jarych dany podzbiór Al przestrzeni afinieznej nazywamy powłoką wypukłą )uł 
uwypukleniem zbioru Al i oznaczamy przez conv(A/) (ang. center).

Równość cotiv(A/) =  M zachodzi oczywiście dokładnie wtedy, gdy zbiór A. 
jest wypukły. W szczególności sympleks domknięty jest powłoką wypukłą zbiori 
s\v< >i c h w ie rzcho 1 ków.

St w i e r d z e n i e  i . Jeśli zbiór Al c  A jest wypukły i p e  a . to

conv(A/ U {/>}) =  | J  /«/.
<PiM

Do wód. Z definicji każdy odcinek pq. gdzie q 6 Al, zawiera się w każdym zbiór» 
wypukłym zawierającym M  i p. więc: U c  conv(Ać U {/>}).

Zawieranie odwrotne wynika z wypukłości zbioru UąeA/ №  którą teraz wy 
każemy.

Niech <)\.q2 € Al. Weźmy dowolne punkty f \  € p<)\ i f% € pq-z- Mamy udo 
wodnic, że jeśli r G fyf),  to istnieje punkt q G Al  taki. że r G pq.

Przyjmijmy najpierw, że punkty p,q\,qz są niewspółliniowe. Wtedy nalej 
•nie do swojej powłoki afinieznej dwuwymiarowej płaszczyzny afinieznej U 
-4(p. <j| .<72). w której mamy prawo stosować zwykłą elementarną geonietri 
W szczególności prosta D/.,v przecina odcinek q,q2 w pewnym punkcie q. któi
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ROZDZIAŁ 4. PRZESTRZENIE PUNKTOWE AFINICZNE I EUKLIDESOWE

należy do Л/ na mocy wypukłości tego zbioru (rys. 9). Mamy wówczas r  € pq, co 
mieliśmy wykazać. Jeśli punkty p. <ji - q-i leżą na jednej prostej. to jako q można 
wziąć JK> prostu jeden z punktów q\. <j>� ш

T W IE R D Z E N IE  1 3 . Niech f  : A — R  będzie funkcją afinir.zną. a S sym-
plcksan domkniętym rxjnv{{p»,p{.......Pm}) w przedrzem  A. Wtedy funkcja f
przyjmuje w oja  największą wartość na S  w jednym z wierscholkćm.

Dowód. Dla m =  0 teza jest oczywista. Dalej rozumujemy przez indukcję wzglę�
dem m. Załóżmy, że największa wartość funkcji /  na zbiorze wypukłym M  ~
eonv({po-/ó: ----Pm i ) jest równa max«<„,/(/>,•). Na mocy stwierdzenia 1 każdy
punkt ś € S  należy do pewnego odcinka p„><7, gdzie q € M , czyli

Nieskomplikowane twierdzenie 13 zalieza sio <lo programowania liniowego, 
dziedziny ważnej z punktu widzenia zastosowań.

ĆWICZENIA
!. Wykazać, że grupa Ai (Fp) autoinorfizmów prostej afhiicznej nad ciałem o p 

elementach (gdzie p jest liczbą pierwszą) ma rząd p(p -  1). Z jaką grupą jest 
izomorficzna grupa A i (F^)?

a . Podać opis geometryczny izometrii właściwej /  płaszczyzny euklidesowej, jeśli

z. Przedstawić klasyfikację izometrii właściwych eztemwymiarowęj przestrzeni 
euklidesowej (afinicz ne j).

$ 4. PRZESTRZENIE Z METRYKĄ NIEOKREŚLONĄ

1. Metryka nieokreślona. Przyjęliśmy rozumieć przez przestrzeń z iloczy�
nem skalarnym przestrzeń liniową V wraz z ustaloną niezdegenerowaną formą 
(x | y) (symetryczną, rlwuliulową w przypadku rzeczywistym, hermitowską w przy�
padku zespolonym) o tej własności, że odpowiadająca jej forma kwadratowa

m ax/(p) = mtrx/(;),:).

�ś =  (1 — A)pm -t- A«j. 0 < A < 1. 

Ponieważ funkcja f  jest afiniczna. więc

/(*) = (1 -  A)/(prW) + Af(q)  < max(/(/>„,)./(<j)) < m ax/(p t ) �
t r i
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