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PRZESTRZENIE
PUNKTOWE AFINICZNE
I EUKLIDESOWE

Jako mieszkancy trojwymiarowego $wiata fizycznego (oznaczanego w tej ksiazce
przez R%z) mamy do czynienia z punktami, prostymi i plaszczyznami, polozo-
nymi wzgledem siebie w najrézniejszy sposob, ale niezwiazanymi z zadnym wy-
ré6znionym punktem jako poczatkiem ukiadu wspoétrzednych. Naturalne jest ocze-
kiwanie, by réwniez w ogdlnej sytuacji rozpatrywad obiekty, ktére otrzymmje sie
z prostych i plaszczyzn przechodzacych przez poczatek uktadu w wyniku prze-
sunie¢ rownoleglych. Inaczej méwigc, abstrahujac na razie od metryki, chcieliby-
$my rozszerzy¢ grupe automorfizméw przestrzeni liniowej o przesunigcia, czyniac
te przestrzen jednorodng w tym sensie, ze wszystkie wektory (a wlasciwice juz
,punkty” nowej ,przestrzeni afinicznej”) stana sie réwnoprawne. W tym rozdziale
wprowadzimy wszystkie niezbedne definicje i udowodnimy najprostsze wlasuosci
przestrzeni afinicznych.

§ 1. PRZESTRZENIE AFINICZNE

1. Definicja przestrzeni afinicznej. Jak juz zauwazyliémy, w kazdej prze-
strzeni liniowej poczatek ukladu wspélrzednych, zwiazany z wektorem zerowym,
gra role szczegdlna: przy kazdym automorfizmie przestrzeni wektor zerowy po-
zostaje na miejscu. Wazystkie wektory stana sie réwnoprawne dopicro wtedy,
gdy rozszerzymy pelna grupe liniowg o przesuniecia réwnolegle przestrzeni. Aby
sprecyzowac te uwagi, wprowadzimy kilka definicji.

DEFINICJA 1. Niech A bedzie niepustym zbiorem, ktérego elementy bedziemy
nazywa¢ punktam: i oznaczaé przez p, ¢, 7,... (') Niech ponadto V bedzie prze-
strzenia liniowa nad cialem f. Méwimy, ze zbidér A (a SciSlej para (A, V)) jest prze-
strzenig afiniczng stowarzyszong z V, je$li dane jest odwzorowanie (p,v) +— p+v
iloczynu kartezjanskiego A x V' w A o nastepujacych wlasnosciach:

(1) Czesto, zwlaszcza w mechanice i w teorii réwnai rézniczkowych, symbolem p oznacza
sie¢ pochodna dp/dt funkcji rézniczkowalnej p = p(t). U nas taka sytuacja nie wystapi.



(i) p+0=pi (p+u) +v = p+ (u+ v) dla kazdego punktu p € A i kazdej pary
wektoréw u, v € V (0 to wektor zerowy przestrzeni V');

(ii) dla kazdej pary punktéw p, ¢ € A istnieje dokladnie jeden wektor v € V taki,
%e p+ v = ¢ (ten ,wektor od p do ¢” oznacza sig zwykle przez pq lub § — ).

Przez wymiar przestrzeni afinicznej A rozumie sie wymiar stowarzyszonej z nig
przestrzeni liniowej. Jedli n = dimg V', to niekiedy dla podkresdlenia wymiary
piszemy A" zamiast A. W dwéch najwazniejszych przypadkach: gdy & = R Inh
A = C, méwimy o przestrzeni afinicznej rzeczywistej lub zespolonej.

Sens aksjomatu (ii) jest taki, ze kazdemu punktowi p € A odpowiada bijekeja
v — p+ v zbiorow V i A. Z drugiej strony, kazdy wektor v € V' wyznacza

odwzorowanie X ) )
tv:p—p+v, peEA,

zbioru A, zwane przesuni¢ciem réumoleglym (lub translacjg) o wektor v. Z aksjo-
matéw (1)-(ii) wynika, Ze

tuly = futv, vt v =e
(e := to to przeksztalcenie tozsamosciowe), czyli przesuniecia réwnolegle tworzy
grupe, w ktorej elementem odwrotnym do ¢, jest t_,. W szczegdlnosci kazde
przesuniecie ¢ jest bijekcja. Jesli przyjmiemy

oty + Bty = taui sy,

to zbior wszystkich przesunied stanie sie przestrzenia liniowg, wyznaczong jedno-
znacznie przez przestrzen afiniczna A i izomorficzng z V. Praestrzen t¢ bedziemy
oznaczaé przez A%,

Uwaga. Zwracamy uwage na fakt, ze ten sam symbol + stosujemy w wyraze-
niach u+ v i p + v, ktére maja zupelnie inny sens, co jednak nie prowadzi do
nieporozumien. Jedli ponadto p, ¢, ¥ i $ sg takimi punktami z A, ze p+ v = ¢
i 7+v =4, topqgirssadwoma oznaczeniami tego samego obiektu - wektora v.
Zapis p+ ;BE; = ¢ jest wygodny ze wzgledéw mnemotechnicznych (i tylko dlatego).
Bezpoérednio z definicji wynikaja proste reguly operowania na symbolach pyg:

e I —
pqg+qr=pr, pg=—qp, pp=0
dla dowolnych punktow p.¢,7 € A. To samo mozna tez zapisa¢ inaczej:

(G-p)+(F-@)=r—-p. ¢-p=-(p—4¢, p-p=0

Przyklad 1. Niech V bedzie dowolng przestrzenig liniowg nad cialem &,
U C V — podprzestrzenig liniowg, a vo € V — ustalonym punktem. Jesli
A = vy + U jest warstwg przestrzeni V wzgledem U (rozdz. 1, § 2, p. 6), to
A jest przestrzenia afiniczna z przestrzenia przesunieé A¥ izomorficzng z U.
Istotnie, kazdemu wektorowi u’ € U odpowiada bijekcja vo+u +— vo+u+u',



|

§§kt6ra spelnia aksjomaty (i)-(ii) po prostu dlatego, ze wektory przestrzeni V
“'tworzg grupe wzgledem dodawania. Méwimy, ze A jest afiniczng rozmaito-
- dcig liniowg (lub krétko rozmaitoscig liniowg) w przestrzeni V o kierunku U;
" podprzestrzen U nazywamy tez podprzestrzenig kierunkowg rozmaitoéci linio-
~wej A.
Jedli w szczegdlnoéci U = V, to A pokrywa sig z V' jako zbiér; piszemy
- wéwcezas A = Vygn, rozumiejac przez punkt p € V,an po prostu pewien wektor
u € V. Dla dowolnego wektora v € V mamy wtedy p+ v = u+ v € Vggq, i tak
‘otrzymane odwzorowanie Vyan X V — Vpg, ma oczywiscie whasnoéci (i)-(ii),
przy czym (Van)¥ = V. W ten sposéb na jednym i tym samym zbiorze V
okreélone sg dwie struktury algebraiczne zupelnie innego rodzaju.

2. Izomorfizm. Naturalne jest przyjecie, ze dwie przestrzenie afiniczne A i A’,
stowarzyszone z jedna 1 tg samg przestrzenia liniowa V| sa izomorficzne, jesh ist-
nieje bijekcja f : A — A’ spelniajaca warunek f(p + v) = f(p) + v dla dowol-
nych v € Vi p € A (dla prostoty plus oznacza przesuniecie w A i w A’). Wpro-
wadzmy ogolna definicje:

DEFINICJA 2. Niech A i A’ beda przestrzeniami afinicznymi, stowarzyszonymi
z przestrzeniami liniowymi (odpowiednio) V' i V’ nad tym samym cialem £. Od-
wzorowanie f : A — A’ nazywamy przeksztalceniem afinicznym, jesli istnieje takie
przeksztalcenie liniowe F : V. — V’, ze dla dowolnych p € A i v € V zachodzi

réownosé
f+v)=f®) +F(v). (1)

Przeksztalcenie liniowe F nazywa sie wéwczas czescig liniowg (lub réziniczkg)
przeksztalcenia f i oznacza przez Df (). Jedli f jest bijekcja, to jej czesé liniowa
Df réwniez; méwimy wéwczas o izomorfizmie miedzy A i A', a w przypadku
A = A’ o automorfizmie przestrzeni A, realizowanym za pomoca nieosobliweqgo
przeksztalcenia afinicznego f.

Zauwazmy, ze jeSli p+ v = ¢, to réwnodé (1) mozna przepisa¢ w postaci
f(®)f(@)=Df(pq) lub f(g)— f(p) = Df(d - p). (1)

TWIERDZENIE 1. Dowolne dwie przestrzenie afiniczne (A, V) i (A", V') tego
samego skonczonego wymiary sq izomorficzne.

Dowéd. Poniewaz dimV = dimA = dim A’ = dim V', wiec istnieje liniowa bi-
jekcja F : V — V' (rozdz. 1. § 2, twierdzenie 5). Ustalmy punkty 6€ A i o' € A,

( 1y Zamiast Df stosowane sq réwniez inne oznaczenia, np. fx (prayp. tlum.).



Skonstruujemy przeksztalcenie afiniczne f : A — A/, dla ktérego f(0) = ¢

i Df = F. Kazdy punkt p € A mozna jednoznacznie przedstawi¢ w postaci
P = 0+ v. Definiujemy

f(p) =6+ F(v). (2)
Gdy p przebiega wszystkie punkty przestrzeni A, wéwczas v przebiega wszystkic
wektory przestrzeni V (na mocy definicji przestrzeni afinicznej); ale wtedy, dzicki
bijektywnoéci F, ¢’ + F(v) przebiega wszystkie punkty przestrzeni A’. Tak wicc
f jest surjekcja. Z podobnych powodéw odwzorowanie f jest réznowartosciowe.
Musimy jeszcze wykazaé, ze odwzorowanie to jest afiniczne. Istotnie, na mocy (2).

f+u)=f((6+v)+u)=f(6+(v+u))
=& + F(v+u) =0+ (F(v) + F(u))
= (6’ + F(v)) + F(u) = f(p) + F(u). =

3. Wspélrzedne. Wprowadzamy naturalng definicje:

DEFINICJA 3. Ukfadem wspdlrzednych w n-wymiarowej przestrzeni afinicznej
(A, V) nazywamy pare (o;ey,...,e,) zlozona z punktu 6 € A i bazy (ey.....e,)
w V. Wspélrzednymi xy,...,x, punktu p w ukladzie (0;e,,...,e,) nazywamy
wspairzedne wektora 5}5 w bazie (e1,....e,): 52) =re +...+x,e,.

Z réwnosci ]_93 = 53—5?9 wynika, ze jesli ;. ..., 2, s3 wsp(’)lrzgdnymi_k)unktu P
ay,...,Yn - wspolrzednymi punktu g, to wspolrzednymi wektora pg w bazic
(e1,...,€,) beda y; —r1,....yn — Ty Na odwrét, jesli ¢ = p+ a, to wspdlrzedne
Y1, ..., Yn punktu ¢ otrzymujemy, dodajac do wspélrzednych xy, ..., x, punktu
p wspélrzedne ay,...,a, wektora a, czyli iy, = x; +a; dlai =1,..., n.

Uwaga. Mozemy tez uwazad, zc¢ uklad wspélrzednych to ukiad » + 1 punktow
(Po:P1, . - -, Pn) W przestrzeni A o tej wlasnosci, ze wektory M yoe ,1_)0_]9”) stanowia
baze przestrzeni V.

Podsumujmy powyzsze fakty:

TWIERDZENIE 2. Niech (Po;P1,--.,Pn) bedzie ukladem wspolrzednych w prac-
strzent (A, V) i niech e; := M dla i = 1,...,n. Jesli punkty p, ¢ majg w tym
uktadzie wspdtrzedne odpowiednio xy, ..., Tn 1 y1,. ... Yn, to wektor pg ma w bazic
(e1,...,e,) wspélrzedne y1 ~ 1,...,Yn — Tn. Dla kazidego wektora a = a ey +
.o+ anen punkt p+ a ma wspotrzedne x1 +ay. ..., xy +apn. =

Przypus$émy , ze chcemy teraz przejs¢ od ukladu wspélrzednych (o;5ey,.. ., e,)
do ukladu (¢';ey,...,€,). Trzeba wtedy podaé¢ wspétrzedne by, ..., b, punktu ¢’

—_
w starym ukladzie (tj. wspéirzedne wektora 66') oraz macierz przejscia A = (a;;)



Rys. &

od bazy (e;,...,e,) do (ef,...,el,) w przestrzeni V (rys. 5). Niech x,..., &y

i zf,..., ) beda starymi i nowymi wspdtrzednymi punktu p € A. Z réwnodci

6?)"‘00 —po = szei-%Z = Zb,;ei«i—zxijauei
i J i
= Z (Z a,,,;.,':lrfj) e, + Z bz-ei
i j i

wynika, ze
{ = Zaij:l:; +b, 1=1,...,n. (3)
j=1
Krétko:
X =AX'+ B,

gdzie

xry Xy b

X = . X' =] B =
Ty .’If';) b'n,

Poniewaz det A # 0, wiec

X'=A"'X+B, B=|:|=-4"'B
bl

n

4. Podprzestrzenie afiniczne. Wprowadzamy nastepujaca definicje:

DEFINICJA 4. Niech p bedzie ustalonym punktem n-wymiarowej przestrzeni
afinicznej (A, V), a U - podprzestrzenia liniowa przestrzeni V., Wéwczas zbiér

N=p+U={p+u|uecU}



nazywamy podprzestrzeniq afiniczng wymiaru m = dimU. Méwimy, ze II prze-
chodzi przez punkt p i ma kierunek podprzestrzeni liniowej U. Dla m = 0 pod-
przestrzen II jest oczywiscie punktem; dla m = 1 nazywamy ja prostg, a dla
m = n — 1 — hiperplaszczyzng (odpowiada to dokladnie terminologii dla pod-
przestrzeni liniowych). Méwimy réwniez, ze U jest podprzestrzenig kierunkowg
dla podprzestrzeni afinicznej IT.

Zauwazmy, ze jeSli ¢ =p+uir=p+ v, gdzieu,v e U, to
g+(v—u)=pt+tu+(v—u)=p+v=r.
Wynika stad, ze (}? = v — u, a poniewaz v — u € U, wigc wykazalismy, ze
grell = ¢r eU. (4)

Ponadto _
$,g7r €Il = $+qr € I, (5)

poniewaz skoro § = p+ w, gdzie w € U, oraz qr €U, to S+ =p+ (W+qr).
gdzie w + qr eU.

Na odwrét, kazdy (niepusty) podzbiér IT C A o wlasnosciach (4) i (5) jost
oczywiscie podprzestrzenig afiniczna w sensie powyzszej definicji.

Podprzestrzen kierunkowa U C V jest jednoznacznie wyznaczona przez pod-
przestrzen afiniczna IT jako zbior wszystkich wektoréw postaci (}? , gdzie g, 7 € II.
Punkt p, wystepujacy w definicji podprzestrzeni afinicznej, mozna zamicni¢ na
dowolny inny punkt ¢ € I1. Istotnie, ¢ = p+ u dla pewnego u € U, a stad

¢+U=(p+uw)+U=p+(u+U)=p+U.

Z opisanych wlasnosci IT wynika bezposrednio

TWIERDZENIE 3. KaZda podprzestrzen afiniczna II = p+ U w przestrzeni afi-
nicznej sama jest przestrzeniqg afiniczng, stowarzyszong z przestrzenig liniowq U,

Dowdéd. Wystarczy zauwazyé dwa fakty: (i) jeSlige Hiue U,tog+u € Il:
(ii) jesli ¢,7 € II, to wektor w = g7 spelniajacy warunek 7 = ¢+ w nalezy do /.
a poniewaz jest wyznaczony jednoznacznie w V', wiec tym bardziej w U. m

Udowodnimy teraz kilka pozytecznych wlasnosci podprzestrzeni afinicznych.
W dalszym ciggu tego rozdzialu zakladamy, ze cialo skalaréw £, ktére na razic
pozostawalo w cieniu, ma charakterystyke # 2.
Zgodnie z ogblng definicja, do kazdej podprzestrzeni afinicznej II wymiaru
r > 0 naleza co najmniej dwa rézne punkty p,q. Jesli r = 1, czyli I jest prosta.
to
II={p+2pq | A € A} (6)



TWIERDZENIE 4. Niepusty podzbiér II C A jest podprzestrzenig afiniczng
wtedy @ tylko wtedy, gdy wraz 2 dowolnymi dwoma punktamsi zawiera prostq prze-
chodzgeq przez te punkty.

Dowéd. Zalézmy, ze II jest podprzestrzenia afiniczng: IT = p + U, gdzie p € A
iU cCV.Jesli ¢1, 2 € I, to zgodnie z (6) wszystkie punkty prostej przechodzacej
przez q; i go maja postac

G+ MG =P+ D@+ Mida, € R

. P . . -
Ponlewaz gi = p+u; i go = p+ up dla pewnych uy,uy € U, wiec pg; = u
i igo = ug — uy, a stad

G1+Midz =p+ui+Muz—w)ep+U=IL

Na odwrét, zal6zmy, ze niepusty podzblor II C A spelnia podany warunek.
WeZzmy dowolny punkt p € IT i niech U = {pq | ¢ € IT}. Nalezy wykazaé, ze
U jest podprzestrzemq liniowag w V. Zgodnie z zalozeniem, jesli uy,up € U, tj.
u = pq1 iug = 1;1; dle_),_p)ewny(h q1,G2 € II, to punkt p + u; + A(uz — u,),
lezacy na prostej {qi + pq1gz | it € K}, nalezy do IT dla dowolnego A € R. Inaczcj
méwigc,

u,uw el = u+A(u—wu) €U VA€ R

Ponadto 0 € U, gdyz p € II. Biorac u; = 0, otrzymujemy implikacje uy € U
= Aug € U. Przyjmujac A = 1/2 (istnieje w RK), dochodzimy do wniosku, ze
z uy,ug € U wynika, iz %ul + %UQ € U, astad uy +uy = 2(%ll| + %ug)e U.
Oznacza to, ze U jest podprzestrzenia liniowa w V. m

WNIOSEK. Jesli IT' i I1" sq dwiema podprzestrzeniami afinicznymi w prze-
strzeni afinicznej A, to ich cze$é wspolna IT = II' N IT" jest albo pusta. albo
jest podprzestrzeniq afiniczng. W tym ostatnim przypadku, jeslti U', U” i U sq
podprzestrzeniamsi kierunkowymi dla (odpowiednio) IT', IT" i I, to U = U'NU".

Dowéd. Jedli zbiér Il jest jednopunktowy, to teza zachodzi (U jest podprze-
strzenig zerowa). Zalézmy teraz, ze w II sa co najmniej dwa rézne punkty ¢, ¢o.
Wtedy z twicrdzenia 4 wynika, ze prosta przechodzaca przez ¢; i ¢, zawiera si¢
zaréwno w IT’, jak i w II”, a wobec tego réwniez w I = II' N II'. Oznacza to,
znowu na mocy twierdzenia 4, ze II jest podprzestrzenia afiniczna.

Wida¢ to tez bezposrednio: jeslipe I'NIT"  to II' =p+ Ui II" =p+ U”.
Wobec tego jeslig e IT'NIT", to g=p+u =p+u”, gdziew' =u’" € U'NU".
Widzimy wiec, ze IT sklada sie z punktéw postaci p+ u, gdzie u € U' NU", czyli
jest podprzestrzenig afiniczna o kierunku U =U'NU". »

DEFINICJA 5. Dowolne dwie podprzestrzenie afiniczne o tym samym kierun-
ku U nazywamy réownoleglyms.



Dwie réwnolegle podprzestrzenie afiniczne p+ U i ¢ + U pokrywaja si¢ 0czy-
wiscie dokladnie wtedy, gdy p§ € U. W ogélnym przypadku

q+U=tE»(p+U),

tj. podprzestrzenie sg réwnolegle, gdy jedna jest obrazem drugiej w pewne) trans-
lacji.
Sprecyzujemy teraz uwage poprzedzajaca twierdzenie 2.

DEFINICJA 6. Méwimy, ze punkty po.pi1,...,Pm przestrzeni afiniczncj A sa
w polozeniu ogdlnym (lub sa afinicznie niezalezne), jesli nie leza w zadnej plass-
czyZnie afinicznej wymiaru m.

Afiniczna niezaleznos§é¢ punktéw pg, Py, ..., Pm (mozhwa tylko lko przy m < n =
——)
dim A) jest réwnowazna liniowej niezaleznosci wektoréw p0p1 PoP2, - - - PoPan Iub

tez wektoréw _ _ _ __
PiPos -+« PiPi—1s PiPi+1, + - - PiPm

—

dla kazdego wskaznika i, poniewaz p;p; = pop; — ;3(5: Definiujac U jako po-
wloke liniows (19_0}71) yooo ,f)_of):; ), dochodzimy do wniosku, ze przez dowolne punkty
Doy D1, - -« s Pm W polozeniu ogblnym przechodzi (dokladnie jedna) m-wymiarowa
podprzestrzen afiniczna pg + U.

Jesli M jest dowolnym (niepustym) podzbiorem w A, to powloka liniowa U
zbioru wektoréw W o ustalonym poczatku pg € M i koficach p réwniez lezacveh
w M nie zalezy od wyboru py. Podprzestrzen afiniczna IT := A(M) := p, + U
jest czescia wspdlna wszystkich podprzestrzeni afinicznych zawierajacych M.

DEFINICJA 7. Podprzestrzen afiniczng A(M) nazywamy powlokq afiniczng
zbioru M.

W szczegdlnosci dla M = {IT’, II"} mozna méwi¢ o powloce afinicznej dwoch
podprzestrzeni afinicznych IT’, IT" C M. Powloka ta jest wyznaczona przez pod-
przestrzenie I1’ i IT” jednoznacznie: A(IT’, II") to najmniejsza (w sensie zawic-
rania) podprzestrzen afiniczna zawierajaca I1' i IT".

Przyktad 2. Niech I’ = {p} bedzie podprzestrzenig zerowymlarowq, zlo-
zong jedynie z punktu p plaszczyzny (A,R?), a IT" = {G + At | A€ R}
— prosta na tej plaszczyznie. Jedli p € IT”, to oczywiscie A(IT', I1") = IT";
w przeciwnym razie A(IT", IT") = A

5. Wspélrzedne barycentryczne. Uwaga w punkcie 3 implikuje, ze w de-
finicji 3 mozna zastapié baze ey,...,e, ukladem punktéw po,p1,...,Pn W po-
lozeniu ogbélnym. Wspélrzedne dowolnego punktu p € A wyznacza si¢ ze wzoru
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o a0 n - . - - ’ 7 7 . P .
p=po+ Y _,_, Zi(P: — po). Formalnie mozna. te réwno$¢ przepisa¢ w postaci

n n
p= (1 - Zwi)ﬁo + inﬁia
=1 i=1
gdzie oczywiscie poszczegolne skladniki z osobna nie majg sensu. Scislej méwiac,
nadawanie interpretacji geometrycznej sumie ¢+7 lub wyrazeniu A¢ dla dowolnych
punktéw ¢, 7 € A iskalaréw A € & jest bezsensowne. Mimo to ma sens nastepujaca

DEFINICJA 8. Niech pg,p1,...,Pm beda dowolnymi punktami przestrzeni afi-
nicznej A, a ag, a1, - .., &y € R — skalarami spetniajacymi warunek Z;lo o; = 1.
Wéwczas sume Y ;- o;p; definiujemy jako punkt przestrzeni A okreslony za po-
moca réwnosci

m m

Zaii)i =p+ Zai(f’i —p),

1=0 =0

gdzie p jest ustalonym punktem z A. Méwimy, ze Y .-, a;p; to kombinacja bary-
centryczna punktéw pg, p1,. .., Pm 0 Wspolczynnikach oo, «, ..., o,

Wykazemy, ze definicja ta jest poprawna:

STWIERDZENIE 1. Jesli 30" o; = 1, to punkt

m. m
Z Gp; =P+ Z a;(pi — p)
i=0 i=0

nie zalezy od wyboru punktu p.

Dowéd. Jesdli zamiast p wezmicmy punkt ¢ = p+ v, gdzie v € V, to otrzymamy

m m
i+ cipi—d)=p+v+Y oi(p; —p—V)

1=0 1=0
m m m
=p+vt Y alpi— ) = (Do) v=p+ Y b - ).
=0 1=0 =0

poniewaz > .~ a; = 1. m

Mozna wiec méwié np. o Sredniej arytmetycznej punktéw, 1¢ + 37 = ¢ +
%(7" — g), ale juz nie o , jednej trzeciej” %q + %7'-_

DEFINICJA 8. Jesli kazdy punkt p € A mozna jednoznacznie przedstawi¢ w po-
staci kombinacji barycentrycznej

n n
p=> xzpi, Ti€RK Zoa:z:l,



to ukiad punktéw (pg, p1, ..., p,) nazwiemy barycentrycznym ukladem wspdirzed-
nych w A, a skalary xg, x,...,x, — wspolrzednyms barycentrycznymi punktu p,

Jesli przepiszemy powyzszy warunek w postaci p = po + Ez—o xi(Di ~ In).
to widad, ze jednoznaczno$é¢ kombinacji barycentrycznej jest rownowazna tein,
ze (Po;P1,--.,Pn) jest ukladem wspoéirzednych w A o poczatku w pp w sensie
poprzedniej definicji, tj. uklad wektoréw (p; ~po, . .., Pn —Po) jest baza w V. Jegl;
punkt p ma w ukladzie (po;p1,---,Pn) 0 poczatku w po wspolrzedne =y, ... . r,,
to ten sam punkt ma w ukladzie (po, py, . .., pn) wspolrzedne barycentryczne r, =
1= T4 T, T

Rozumujac nieco inaczej, przyjmijmy, ze (0;e,,...,e,) jest dowolnym nkla-
dem wspblrzednych w n-wymiarowej przestrzeni afinicznej A; niech I7,, bedzie
(jednoznacznie wyznaczona) m-wymiarowa podprzestrzenia aﬁnl('?nq przecho-
dzaca przez punkty po,P1,...,Pm W polozeniu ogélnym i niech 11, ... -,{,'-’_
dla i = 0,....m, beda wspdlrzednymi tych punktéw. Wéwcezas wspSirzedne
T1,...,Tn dowolnego punktu p € II,, moina jednoznacznie przedstawi¢ w po-

staci
£Lj = T? + ’\1(‘1"; - .’L’?) +. 4 Ay (37;’1' - T?) J=1,...,n. (7)

Réwnania te stanowia tzw. opis parametryczny podprzestrzent I1,,. Wizor
ten stanie si¢ bardziej symetryczny, jesli wprowadzimy dodatkowy parametr \.
ZwWigzany z Aq,..., A, rownoscia Ao + Ay + ... + A\, = 1; wtedy (7) przvbierze
postac
Tj = /\ozzrg + /\1:1:; +...+ /\mar}"‘, j=1,...,n. (7')
Kombinacje barycentryczne punktéow zachowuja sie przy przeksztalceniach
afinicznych tak samo jak kombinacje liniowe wektoréw przy przeksztalceniach
liniowych:

STWIERDZENIE 2.

i) Niech f : A — A’ bedzie przeksztalceniem afinicznym orez po, ..., pw, € A.
¢ P
Wiedy

(.-L'g,...,:rmeﬁ Zm,~l) = f(ZTsz)—ZTzf(Pz)

(ii) Zatozmy, ze uklad punktéow (po,p1,---,Pn) Stanowt barycentryczny ukfad
wspdlrzednych w A. Wtedy dla dowolnych punktéw qo, G, - - -,4n € A’ istnicje
dokladnie jedno przeksztalcenie afiniczne f : A — A’ takie, Ze

fP)=4d¢;, 1=0,1,....,n

Dowéd. (i) Jedli ustalimy punkt p € A, to na podstawie stwierdzenia 1 otrzy-
mamy
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f()+Df(Z~(p p) = f(p+z:me(pz P)

=)+ D_m(f(p) — fB) = D_ 2:f(5:),
3=0 i=0

co dowodzi (i).
(ii) Poniewaz kazdy punkt z A mozna jednoznacznie przedstawi¢ w postaci
kombinacji barycentrycznej punktéw p;, wiec wzor

n T
f(zmz'f??:) = Z T;G;
1=0 1=0

okresla odwzorowanie f : A — A’. Na mocy (i) jest to jedyne odwzorowanie, ktére
spelnia zadany waruneck; trzeba tylko s*pra.wdzi(':, ze jest ono afiniczne. Istotnic,

£ i zipi) — f( Z yipi) = Z Tidi — Z Yidi

1=0 =0
n
=qo + Z i(¢i — go) — (Q"o + ) yildi — (io))
. =1 =1
= (& ~ 4:)(d: — do).
i=1
Niech teraz F : V — V' bedzic przeksztalceniem liniowym przeprowadzajacym
wektory p; — po na ¢; — ¢o dla i = 1,...,n; przeksztalcenic takic istnieje, gdyz
na mocy zalozenia (py — po, ..., Pn — Po) jest baza przestrzeni liniowej V. Wtedy

prawa, strona powyzwol rownosci jest réwna
n

Z(Iz ~ i) F(Pi — po) = f(Z(-’Bi — i) (Pi — 130))

1=1
n n
= f(zxipz Z%pt)a
=0 1=0

czyh F=Df. n

Przyktad 3. Na rzeczywistej dwuwymiarowej plaszczyZnie afinicznej A ja-
ko uklad wspélrzednych mozna wzigé wierzcholki dowolnego tréjkata.
- Wtedy (1,0,0), (0,1,0) i (0,0,1) sa wspélrzednymi barycentrycznymi wierz-
" cholkéw tréjkata, a jego Srodek cigzkoSci ma wspélrzedne barycentryczne

L (1/3,1/3,1/3).
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6. Funkcje afiniczne i uklady réwnan liniowych. Niech (A, V) bedzie
przestrzenia afiniczng nad cialem K. Jak wiemy, samo cialo & mozna rownie;
traktowad jako przestrzen afiniczna. Zgodnie z definicjg 2 funkcja f: A — 8 jost

afiniczna, jesli
fe+v)=f(p)+Df(v) VpeA vey,

gdzie Df € V* jest formg liniowa na V, ktéra nadal nazywamy czeécia liniowy
(lub rézniczka) funkeji f. Stale funkcje skalarne sa funkcjami afinicznymi. ktorveh

cze$é liniowa jest réwna zeru.
Jesli wybierzemy ukiad wspéirzednych (o;eq,...,e,) w A i oznaczymy przey,
z1,..., T, wspolrzedne punktu p € A w tym ukladzie, to wartoéci funkcji f moza

zapisa¢ w postaci

f(p) = f(6+p) = Za,z + g, (8)

gdzie ag = f(0), a; = Df(e;), op = x1€1 + ...+ Ipen.
Na odwrét, jesli funkcja f : A — £ jest okredlona wzorem (8) dla pewnych
«; € R oraz jesli v=v,€; + ... + v, €,, to z twierdzenia 2 wynika, ze

n

flp+v)= Z o (r; + vi) + o

i=1
= (Z ;i + ﬂo) + Z v = f(p) + Df(v),

tj. [ jest funkcjy afiniczng.

Uwaga. Okredlajac (Af + ug)(p) = Af(p) + ng(®) dla A, p € &, stwierdzamy, 7¢
zbiér S wszystkich funkeji afinicznych A — & ma strukture przestrzeni liniowce;:
jesli f,g € S, to
A +ug)B+v) =P+ V) +pg(p+v)
= M/f(P)+ Df(v)} + n{g(®) + Dg(v)}
= (Af +1g)(®) + (ADf + uDg)(v),

tji. A\f + ug € i D(Af + pg) = A\Df + pDg. Mozemy wiec teraz interpretowac
D jako przeksztalcenie liniowe S — V*. Jego jadro Ker D jest prosta S° w &.
zlozong z funkcji stalych.

Wréémy raz jeszeze do uktadu réwnan liniowych

anryt ...+ AT, = b1,

.......................... (9)
1Ty + oot Ty = by,

ktoéry mozna teraz zapisaé¢ w postaci
H@) =0, ..., fm(®) =0, (9')
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gdzie wszystkie funkcje f; sa afiniczne:
n
fi(p) =) _asjz; — bi-
i=1

Zalézmy, ze uklad (9) jest niesprzeczny i z2,...,7° jest jednym z jego rozwia-
zafh. Przyjmujac, ze x9, ..., 2% sa wspélrzednymi punktu py w pewnym ukladzie
wspolrzednych (o;ey,...,e,) (czyli fi(6) = —b;), i nazywajac po prostu sam
punkt pg rozwigzaniem, na podstawie powyzszych faktéw dochodzimy do wnio-
sku, ze kazde inne rozwiazanie ukladu (9) lub (9’) jest postaci p = po + x dla
pewnego wektora x € V spelniajacego uklad liniowy

Dfi(x)=0, ..., Dfu(x) =0, (10)
w ktérym Df; jest czedcia liniowa funkcji fi: Dfi(x) = 32;aijx;. Jak wiemy
(rozdz. 1, § 3, p. 5), rozwigzania ukladu (10) tworzg podprzestrzen liniowg U C V
wymiaru n — r, gdzie r jest rzedem uktadu form liniowych Dfy, ..., Df,, w V*.
Wynika stad, ze zbior rozwiazan uktadu (9) stanowi podprzestrzen afiniczng IT =

Po + U wymiaru n — r.

Na odwrét, kazda podprzestrzen afiniczng IT = po + U C A mozna okresli¢
za pomoca ukladu réwnan liniowych. Istotnie, jak wiemy z rozdzialu 1 (§ 3,
twierdzenie 4), podprzestrzen liniowa U C V wymiaru n — r jest przestrzenia
rozwigzan pewnego uktadu postaci (10) i rzedu r. Ponadto, z definicji, punkt p
nalezy do IT dokladnie wtedy, gdy W) e U. Jesh xy,...,x, sa wspolrzednymi
punktu p w wybranym ukladzie wspéirzednych, a z9,...,2% — wspélrzednymi
punktu po, to pop = > (w5 — .'I??)Gj, a uklad (10) przyjmuje postaé

n

0\ _ .
E(lij(mj—xj)—(), 1=1,...,m,
i=I

czyli

n

E a;;x; =b;, 1=1,...,m,

i=
gdzie b; = 3~ a;;27. Rzad tego ukladu jest réwny r.
Udowodniliémy w ten sposéb

TWIERDZENIE 6. Niech A bedzie przestrzeniq afiniczng wymiarun. Zbiér punk-
tow z A, ktérych wspélrzedne w ustalonym ukladzie wspélrzednych spelniajg nie-
sprzeczny uktad rownan liniowych rzedu r, jest (n — r)-wymiarowg podprzestrzenig
afiniczng I C A. Kazda podprzestrzer afiniczna w A moze byé otrzymana w ten

$poséb. m

W szczegolnoscei hiperplaszezyzne mozna okresli¢ za pomoca jednego réwnania
ari+ ...+ apx, =b.

W ukladzie (9) mozemy pozostawi¢ tylko r < m réwnan linijowo niezaleznych
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(czyli wybraé¢ r liniowo niezaleznych funkcji afinicznych f;). W ten sposéb na
kazdg podprzestrzef afiniczng wymiaru n—r mozemy patrzeé jak na cze$¢ wspolng
r hiperplaszczyzn. Dla sprzecznego uktadu réwnan liniowych przekrdj odpowia-
dajacych mu hiperplaszczyzn jest pusty.

7. Wzajemne polozenie podprzestrzeni afinicznych. Niech (A, V) he-
dzie przestrzenig afiniczng wymiaru n. Uogdlniajac pojecie rownoleglosci podprze-
strzeni afinicznych tego samego wymiaru (definicja 5), wprowadzamy nastepujacy
definicje:

DEFINICJA 9. Niech IT" = p+ U’ i II" = ¢+ U”, gdzie U’ i U” sa pod-
przestrzeniami liniowymi w V. Méwimy, ze podprzestrzenie afiniczne I1' i I1” sy
réumolegle, jedli U c U” lub U” C U’.

Dla dimU’ = dimU” otrzymujemy poprzednie pojecie réwnoleglosci. Jedli
I" C IT" lub IT" C IT', to warunek réwnolegloéci jest spelniony automatycszmic,

Odnotujmy nastepujace oczywiste twierdzenie (dotyczace przypadku réwnych
wymiaréw):

TWIERDZENIE 7. Dla kazdej podprzestrzeni afiniczne; II C A 1 dowolnego
punktu ¢ € A istnieje (dokladnie jedna) podprzestrzen. afiniczna II' C A wymiaru
dim IT" = dim IT przechodzqca przez punkt ¢ i réunolegla do IT. Jesli g € I1. to
II' =1I1. Jesli ¢ € I1, to podprzestrzenie IT 1 I’ sq rozlgezne. =

W szezegdlnosci réwnolegloié dwoch hiperplaszezyzn IT i IT', okreslonych
w tym samym ukladzie wspélrzednych wzorami
1A 4 r 7 J
o)+ ... +apr, =b,  alxi+...+a,r, =0
oznacza po prostu proporcjonalno$é¢ wspélezynnikéw przy zmiennych: a) = \a;
dlai =1,...,n; réwnosé IT = IT" wymaga oczywiscie spelnienia jeszeze warnnkn
b' = Ab z tym samym X € f.

DEFINICJA 10. Podprzestrzenie afiniczne rozlaczne i nieréwnolegle nazywamy
skoénymi.

Powyzszy jakosciowy obraz wzajemnego polozenia podprzestrzeni afinicznyvch
uzupetnimy informacjami o charakterze iloSciowym. Po pierwsze, jesli podprzc-
strzenie JI' = p+U’ i [1" = ¢+ U" przecinaja sie, a 0 jest ich punktem wspolnyni.
to — jak wiemy — ich powloka afiniczna ma postad

II:=AIl'IM=6+W, W=U+U".
W takim razie jednak (rozdz. 1, § 2, twierdzenie 6)
m :=dim[l =dimW =k +1 -1,

dzie
8 k=dimU', [=dimU", i=dim@ NU"). (11)
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Jesh czeS¢ wspolna IT' N IT" jest pusta, to rozpatrzmy prosta wektorowa Vi
{/\pq | A € 8} i podprzestrzen liniowa

We:=U"+U"+V1CV.
Poniewaz pq ¢ U’ + U” (éwiczenie 4.1.1), wiec
m :=dmW® = dim(U’' + U") +dimV, = k+1—i+1.
Podprzestrzen afiniczna 11° := p + W*° zawiera oczywiscie II' = p+ U’ i I1" =
g+U"=p+ pq +U" Cc p+ U" + Vi. Z drugiej strony, kazda podprzestrzen afi-
niczna zawierajaca II’ i IT" zawiera prosta o kierunku wektora g pq, czyli o kierun-

ku V}, a wiec zawiera tez IT°. Inaczej méwigce, w przypadku IT' N [1" = () zachodzi
réwnoéé¢ I1° = A(Il', I1"). Ostatecznie wigc

. , oo [ kHl—i, jedli 'O IT" £ 0,
m—dllnA(H’H)—{k+l—i+l, jedli IT' N 11" = 0. (12)
Czwoérka

(i, k,I,m), 0O0<i<klI<m<gn, (13)

liczb calkowitych okreslonych wzorami (11) i (12) charakteryzuje catkowicie wza-
jemne polozenie podprzestrzeni afinicznych II’ i IT”.

Przyktad 4. Niech (A,R3) bedzie tré6jwymiarows rzeczywistg przestrzeniag
afiniczng, a IT' i IT" — dwiema prostymi w A, czylin = 3, k = I = 1. Mozliwe
przypadki wzajemnego potozenia prostych w A3 sg oczywiste (rys. 6).

"
/(== [T /

Rys. 6

Sugerujemy Czytelnikowi, by sprébowal sobie wyobrazi¢ skoéne podprze-
strzenie afiniczne wymiaru 1 i 2 w czterowymiarowej przestrzeni afinicznej.
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CWICZENIA

1.

53..‘)

Sprawdzi¢, ze podprzestrzenie afiniczne IT' = p+U’ i 11" = ¢+ U" przecinajy
si¢ (czyli maja punkt wspélny) dokladnie wtedy. gdy pg € U’ + U" (por.
wniosek z twierdzenia 4).

Niech A(Iy,...,II,) oznacza powloke afiniczna prostych II,....11,,
w n-wymiarowej rzeczywistej przestrzeni afinicznej A. Dla jakiego najmuicj-
szego m zachodzi réwnos¢ A(IT,,. .., 1I,) = A?

Niech (po;p1,---,pPn) bedzie ukladem wspélrzednych w n-wymiarowej prae-
strzeni afinicznej, a (g, P}, . - .. P;,) — ukladem n + 1 punktéw przestrzeni afi-
nicznej A’. Udowodnié, ze istnieje dokladnie jedno przeksztalcenie afiniczne
f:A— A/ dla ktérego f(p;) =p; dlai=0,1,...,n.

Wykazaé, ze kombinacja barycentryczna skonczonej liczby kombinacji ha-
rycentrycznych punktow po, p1,...,pn jest kombinacjg barycentryczng tych
punktow.

Niech A bedzie n-wymiarows przestrzenia afiniczng. Udowodnié¢, ze odwro-
rowanie A — A, ktére zachowuje barycentryczne kombinacje punktow, jest
afiniczne (odwrdcenie stwierdzenia 2(i)).

Wykorzystujac wlasnosci przeksztatcen afinicznych, udowodnié¢ znane twier-
dzenie o tym, ze §rodkowe tréjkata przecinajag sie w jednym punkcie.

§ 2. PRZESTRZENIE (AFINICZNE) EUKLIDESOWE

1. Metryka euklidesowa. Aby si¢ mozliwie zblizy¢ do realiéw fizycznej prze-
strzeni trojwymiarowej, wprowadzimy nastepujaca definicje:

DEFINICJA 1. Niech V bedzie rzeczywistg przestrzenia liniowa. Przestrzen afi-
niczng (E, V') nazywamy euklidesowq, jesli przestrzen liniowa V jest euklidesowa.
tzn. wyposazona w dodatnio okreslony iloczvn skalarny (x| *).

Odtad ,przestrzen euklidesowa” bedzie oznaczaé euklidesowa przestrzen afi-

niczng; nie bedzie to prowadzi¢ do nieporozumien. W przestrzeni euklidesowc)
mozna okresli¢ odleglosé¢ punktéw p i ¢ wzorem

e(p,4) = 1B |l = \/ (B4 | 59).- (1)

Odleglos$é ta ma znane nam juz wlasnosci odlegloéci w przestrzeniach metrycz-
nych (rozdz. 3, § 2, p. 5):

(i) e(®,9) = o(4,p);

(ii) o(p.4) =0 p =
(iii) o(p,q) + o(¢.7) > o(p.7) (nieréwnoéé tréjkata).
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