| OPERATORY LINIOWE

Zwykle przedmiotem zainteresowania nie sg same przestrzenie liniowe, ale prze-
ksztalcenia liniowe pomiedzy nimi. Przyklady takich przeksztalcen to obroty,
symetrie i jednokladnosci w R2 , a takze operacje rézniczkowania i calkowania
w analizie. Na poczatku skupimy sie na najbardziej ogéinych wiasnosciach ope-
ratoré6w liniowych.

§ 1. PRZEKSZTALCENIA LINIOWE
PRZESTRZENI LINIOWYCH

1. Jezyk przeksztalcen liniowych. Jak wiemy z czeéci 1 (rozdz. 2, § 3),
kazdej macierzy rzeczywistej A wymiaréw m x n odpowiada przeksztalcenie li-
niowe w4 : R™ — R™. Aksjomatyzujac jego wlasnoSci, wprowadzamy nastepujaca
definicje.

DEFINICJA 1. Niech V i W beda przestrzeniami liniowymi nad tym samym
cialem K. Odwzorowanie F': V — W nazywamy przeksztalceniem liniowym, jesli

fxy) =fx)+ fly),  fOx)=Af(x)
dla dowolnych x,y € V i A € & Innymi slowy, flax+ By) = af(x) + 3f(y) dla
x,yeViapeAa

Szczegdlnym przypadkiem przcksztalcen liniowych sg formy (funkcjonaly) li-
niowe f : V — R, szczegétowo omdwione w rozdziale 1.

Zbiér wszystkich przeksztalcen liniowych f : V. — W, oznaczany przez
L(V,W) lub Hom(V, W), stanowi przestrzen liniowa z naturalnymi dzialaniami:
jedli f,g € L(V,W)iv, € R to definiujemy

Wf+pg)(x) =vf(x)+pg(x) dlaxeV

Vatwo sprawdzié, ze L(V, W) istotnie spelnia wszystkie aksjomaty przestrzeni
liniowej (rozdz. 1, § 1).



Z kazdym przeksztalceniem liniowym f : V — W wigzemy dwie podprze-
strzenie liniowe: jgdro
Kerf={veV]|f(v)=0}

i obraz
Imf={weW|w= f(v) dla pewnego v € V}.

Nie sa to dla nas pojgcia nowe - — teraz warto jedynie podkresli¢, ze sg to rzeczywi-
Scie podprzestrzenie liniowe w (odpowiednio) V i W (dla Ker f jest to oczywiste:
latwe sprawdzenie dla Im f przeprowadzimy ponizej). Dla kazdej podprzestrzeni
U C V bedziemy pisa¢ f(U) = {f(u) |u e U}. Jesli uj,ug € Ui v, 1n € R, to

vif(ur) +vaf(ug) = f(riuy +roug) € f(U),

gdyz viu; + vouy € U. Zatem f(U) jest podprzestrzenia liniowg w W. W szczce-
gb6lnoéci dotyczy to Im f = f(V).

Zauwazmy, ze injektywnosé przeksztalcenia f jest réwnowazna réwnoéci Ker f
= {0}. Istotnie, jesli x # y i f(x) = f(y), to 0 # x —y € Ker f. Na odwrdt, jedli
0 # x € Ker f, to f(x) = 0= f(0).

TWIERDZENIE 1. Niech f : V — W bedzie przeksztalceniem liniowym. Jesli
U={e),...,eq) CV,to f(U)=(f(e),..., fles)y C W. W szezegolnosei
dim f(U) < dim U.

Dowéd. Na mocy zalozenia kazdy wektor u € U mozna zapisa¢ w postaci u =
aje) + ...+ ase,, a stad f(u) = o) f(e)) + ... + asf(es), co wlasnie oznacza.

ze f(U) = (f(er),-...,f(es)). Zauwazmy, ze jesli uklad (ey,....e,) jest baz
w U (czyli dimU = s), to (f(e1)...., f(e,)) moze juz nie byé¢ baza w f(U).

a wiec mamy jedynie nier6wnos¢ dim f(U) < s = dimU. Moze si¢ np. zdarzyc.
7ze U C Ker f, i wtedy f(U) = {0}. =

2. Macierz przeksztalcenia liniowego. Niech (vy,...,vy) i (Wi, ..., W)
bedag bazami przestrzeni odpowiednio V i W. Kazdy wektor z Im f C W jest
kombinacja liniowa wektoréw w;, w szczegblnosci

f(vl):allwl +anwo + ...+ Uy Wi,
.................... (1)

f(Vn) = 01paW1 + a2, Wo + ...+ A Wi

Na odwrét, podanie wektoréw w) = f(v,),...,w’ = f(v,) przestrzeni W cal-
kowicie wyznacza przeksztalcenie liniowe f: mianowicie obrazem wektora v =
ayvy+ ...+ a, vy, jest wektor w = aywi +. ..+ o, wl,. Istotnie, tatwo sprawdzi¢,
ze tak okre§lone odwzorowanie jest liniowe: jedli v/ = ojvi + ... + @, Vn oraz

v,V € R, to



fwv+v'V) = f((vay + v od))vy + ... + (van + V'ay,)Va)
= (vog +Va))wi + ... + (von + v'aj,)wh,

= V(W) + ...+ anW,) + V(W) + ..+ ap W)

=vf(v)+ v f(v).
Macierz
ay;y  ai2 A1n
]\/If _ (| @21 @22 ... Q2p (2)
aml a,m2 “ . afmn

nosi nazwe macierzy przeksztalcenia liniowego f : V — W w bazach (vi,...,vy,)
i(wy,...,Wp,) (lub krétko (v;) i (w;)). Jesli ustalimy bazy w V i W, to réznym
macierzom odpowiadaja rézne przeksztalcenia liniowe.

Zauwazmy, ze wspoélrzedne wektora f(v;) w bazie (w;) tworzag j-ta ko-
lumne macierzy My. Stad rank(f(vi),...,f(ve)) = rankM/;, a ponicwaz

rank(f(vy),..., f(vyn)) = dim{f(v1),..., f(Vs)) = dimIm f, wigc dimIm f =
ra.nka.

DEFINICJA 2. Wymiar przestrzeni liniowej Im f nazywamy rzedem przcksztal-
cenia liniowego f (oznaczenie: rank f).

Wymiar ten nie zalezyv oczywiscie od wyboru jakiejkolwiek bazy. Udowodni-
lidmy zatem

TWIERDZENIE 2.

(i) NiechV = (vi,...,vp) i W = (W|,...,Wy,) bedq przestrzeniami liniowymi
z ustalonymi bazami. Wtedy istnieje odpowiednio$é wzajemnie jednoznaczna
miedzy przeksztatceniami lintowymi 2V do W a macierzami m xn o wyrazach
z ciala R.

(i) Dla kazdego ukladu wektoréw wi,...,w, € W istnieje dokladnie jedno prze-
ksztalcenie liniowe f : V. — W takie, Ze f(v;)=w] dlai=1,...,n.

(ili) Rzqd przeksztalcenia liniowego f : V — W jest rowny rzedowi odpowiadajgce;
mu macierzy My (przy dowolnym wyborze baz wV i W). =

Odpowiednio$¢ pomiedzy macierzami i przeksztalceniami liniowymi mozna
wykorzysta¢ do innego dowodu znanego twierdzenia o rzedzie iloczynu macierzy
(czedé 1, rozdz. 2, § 3). W jezyku przeksztalcen liniowych odpowiada mu

TWIERDZENIE 3. Niech f o g bedzie zlozeniem przeksztalcen liniowych
vsviw
Wtedy

(i) dimIm(f o g¢) < dimIm f;
(ii) dimIm(f og) < dimImg.



Dowéd. Nieréwnosé (i) jest oczywista, gdyz Im(fog) Cc Imf. Aby udowodni¢
nieréwnosé (ii), zauwazmy, ze Im(f o g) = f(Img). Wystarczy teraz skorzystac
z twierdzenia 1. w

Niech x = } 7_, 7;v; bedzie wektorem z Vi,ay = f(x) = ST LYW jego
obrazem przy przeksztalceniu f : V — W o macierzy M postaci (2) wzgledem
baz (v;) i (w;). Wtedy zgodnie 7 (1) mamy

n n m m n m
f(x) = Z:z:_,-f(vj) = ij(z(“jwi) = Z (Zaijxj)wi = Zyiwi.
J=1 J=1 i=1 =1 j=I! i=|
Stad y; = Z;L, a;jx; dlai=1,...,m lub krocej
Y =M;- X, (3)

gdzie X = [x,...,2n) 1Y = [y1,..., ¥m] sa kolumnami wspdlrzednych wektoréw
xeViy= f(x) € W. Na wzér (3) mozemy patrze¢ jak na definicje przeksztal-
cenia przestrzeni kartezjanskich 8 — &™, odpowiadajacego przeksztalceniu f.

Niech teraz f i ¢ beda dwoma przeksztalceniami liniowymi z V do W. Ustala-
jac w tych przestrzeniach bazy (v;) i (w;), przechodzimy de facto do przeksztatcen
f: X MiXig: X — M,X z & do 8. Zgodnie z wczeSniejszymi ustaleniaini
(czeé¢ 1, rozdz. 2, § 3), przeksztalceniu liniowemu v f + pg (zob. p. 1) odpowiada
magcierz

Myjiug =vMp+ M.

Analogicznie, przy ustalonych bazach w przestrzeniach U, V' i1 W, zlozeniu prze-
. g RETE : .
ksztalcen U = V = W odpowiada macierz
Myog = MyM,.

Jak wiadomo, macierze m x n o wyrazach z ciala K tworzg przestrzen liniowa
nad & wymiaru mn; baze tej przestrzeni stanowia np. macierze E;; skladajgce
si¢ z samych zer poza jedna jedynka na przecieciu i-tego wiersza i j-tej kolumny.
Z powyzszych rozwazan wynika, ze przestrzen L(V, W) przeksztalcen liniowych
jest izomorficzna 7 ta przestrzenia macierzy (rozdz. 1, § 2); w szczegblnosci za-
chodzi réwnogé

dim L(V, W) = (dim V' )(dim W).

Przypomnieliémy tu jedynie znane fakty, chcac joszeze raz podkreslié pelna

zgodnosé przeksztalcen liniowych i macierzy.

3. Wymiar jadra i obrazu. Zachodzi nastepujace

TWIERDZENIE 4. Jesli przestrzenn V jest skoniczenie wymiarowa 1 f : V — W
jest przeksztatceniem liniowym, to przestrzemie Ker f ¢ Im f sqg teZ skonczenic

wymiarowe oraz
dimKer f +dimIm f = dim V.




Dowéd (por. cze$é I, rozdz. 2, § 3, twierdzenie 7). Poniewaz Ker f Cc V, wiec
dimKer f < dimV < oco. Wybierzmy baze (e, ...,ex) W Ker f i uzupelnijmy
ja do bazy (ei,...,er,exs1,...,€,) w V (rozdz. 1, § 2, twierdzenie 3). Kazdy
wektor z Im f jest postaci

n n
f(z:aiei) = Z a,-f(e,-), o; € R,

i=1 i=k+1
czyli wektory f(er41),---,f(en) generujg Im f. Wystarczy wykazaé, ze wektory
te sg liniowo niezalezne.

Przypusémy, ze Y .. ., Aif(e:) = 0. Wtedy f(3 7 .., M) = 0, co ozna-
cza, 7e Y oy, Mi€; € Ker f, a wiec 30 | Me; = Z;;l Ase;. Zalezno$é liniowa
miedzy wektorami bazowymi ey, ...,e, musi by¢ jednak trywialna, w szczegol-
noéci Ay = ... = A, = 0. Oznacza to, ze wektory f(ei41),---,f(e,) sa lintowo
niezalezne i dimIm f =n—k. =

WNIOSEK. JeslidimV < oc. to nastepujgce wlasnodci przeksztalcenia liniowego
f:V =W sq réwnowazne:

(i) f jest réznowartosciowe;
(ii) dimV = dimIm f.

Dowéd. Z twierdzenia 4 wynika, ze dimV = dimIm f wtedy i tylko wtedy,
gdy dimKer f = 0, czyli Ker f = {0}, a wiemy juz, Ze zerowe jadro oznacza
réznowartog§ciowosé. m

Uwaga. Jefli dimV = dimW < o0 i f : V — W jest przeksztalceniem linio-
wym, to zaréwno injektywnosé (Ker f = {0}), jak i surjektywno$é (Im f = W)
implikujg juz bijektywnosé przeksztalcenia f, czyli f jest w takim wypadku izo-
morfizmem.

CWICZENIA

1. Zapisujac kolumne wspélrzednych X = [r),x2,23,24] W postaci macierzy
| Z222|| € M>(R), a nastepnie biorac dowolna macierz A = |12z || € Ma(R),

T3 X4 ajxay
okreslamy dwa przeksztalcenia liniowe

' '
ry T r, <«
fo: X A" =7t "2 =Xx,
4 4
. T X9 T T "
fR:X |7 A=|7Y T2l = x”.
T3 4 I3 T4




Sprawdzié, ze macierze tych przeksztalceni maja postaé

a1 0 as 0 aiy dg 0 0

10 a1 0 a2 _llaz ag 0 O
My, = az 0 aq4 O] My, = 0 0 a a3
0 a3 0 a4 0 0 ao a4

2. Sprawdzié liniowoéé nastepujacych odwzorowan oraz wyznaczy¢ Ker f i rank f:

(a) V jest przestrzenia liniowa, L C V — podprzestrzenia, W = V/L — pruc-
strzenig ilorazows; odwzorowanie f : V. — W prayporzadkowuje wekto-
rowi x € V jego warstwg X = x + L;

(b) f: P, — P, jest okreglone wzorem f(u(t)) = tu'(t) — u(t).

3. Wykazaé, ze odwzorowanie f¢ : M, (&) — M, (R) okreslone wzorem f(X) =
C~'XC, gdzie C € M,(R) jest macierza nieosobliwg, jest liniowe i spelnia
warunek f(_y(‘X’Y’) = f('(X)f('(},)

§ 2. ALGEBRA OPERATOROW LINIOWYCH

1. Definicje i przykltady. Cialo skalaréw K pozostaje na razie dowolne.
W przypadku V = W elementy przestrzeni liniowej £(V, V), oznaczanej czescicj
przez L(V) lub End V, nazywa si¢ zwykle operatorami liniowymi lub endomorfi-
zmami przestrzeni V. Operatory takie bedziemy oznaczaé literami kaligraficznyi
A,B,C,D,..., amacierze odpowiadajace im w ustalonej bazie (e;) przestrzeni |
—- odpowiednimi literami A, B,C,D.... W innej bazie (€]) tym samym opera-
torom A, B, ... beda odpowiadaly macierze A’, B’,... Symbol £ = Id oznacza
zawsze operator toisamosciowy (jednostkowy) x — x, o macierzy E = (J;;).
Z zasady warto$¢ operatora liniowego A na wektorze x bedziemy oznaczaé bey,
nawiaséw: Ax (cho¢ niekiedy piszemy rowniez A(x)).

Operator liniowy B nazywamy odwrotnym do A, jesli AB = BA = £. Zgod-
nie z ogélnymi rezultatami (cze$é I, rozdz. 1, § 5), jesli operator odwrotny do
A istnieje, to jest wyznaczony jednoznacznie; oznaczamy go przez A~'. W myél
wniosku z twierdzenia 4 w § 1, jedli dimV < oo, to istnienie A~! jest réw-
nowazne kazdemu z warunkéw Ker A = {0} lub dimV = dimIm.A. Ogdlnie.
liczbe dim Ker.A nazywamy defektemn operatora A. Tak wiec operatory o de-
fekcie zero sg odwracalne, i tylko one. Ponadto odwracalnoéé oznacza, ze réw-
nanie Ax = b ma rozwigzanie dla kazdego b € V. Przypomnijmy jeszcze, zc
rank A = dimIm A = dim V —dim Ker A to rzad operatora A. Wszystkie te poje-
cia i warunki sa nam dobrze znane w jezyku macierzy; pojecie operatora liniowego
jest jednak bardziej podstawowe, jako niezwiazane z wyborem bazy przestrzeni.

Oto kilka przykiadéw operatoréw liniowych.



Przyklad 1. Operator zerowy O przeprowadza kazdy wektor w wektor ze-
rowy; rank O = 0.

Przyklad 2. Jednokladno$é o $rodku w zerze: Ax = Ax, gdzie A jest usta-
lonym skalarem.

Przyklad 3. Operator A obrotu plaszczyzny R? o kat o dookola poczatku
ukladu najproéciej zrealizowad, interpretujgc R? jako plaszczyzne liczb zespo-
lonych z baza (rzeczywista) (1,¢). Wtedy oczywiicie A : z = = + iy > €'z
jest operatorem mnozenia przez liczbe €' = cosa + isin @, w szczegdlnosci
Ai = —sina + 1 cos . Zatem macierza operatora A4 w bazie (1,1) jest

cosa —sino
sinad cos«

Przyklad 4. Niech V = U @ W bedzie sumg prosta dwoch podprzestrzeni
liniowych. Kazdy wektor x € V ma jednoznaczny rozkilad x = xy + xw,
gdzie xy € U i xw € W. Operator P : V — V okreélony wzorem Px = xy
nazywamy operatorem rzutowania (lub projekcjg albo po prostu rzutem) na
podprzestrzei U réwnolegle do W (lub wzdluz W). Zauwazmy, ze P? :=
P oP = P (zapis a := b oznacza ,a jest z definicji réwne b”).

Przyktad 5. Jesli P, = (1,¢,...,t" ') jest przestrzenig wielomianéw stopni
< n—1 o wspdblczynnikach w g, to Dy = d/dt oznacza operator rézniczkowania
wzgledem t: D, f(t) = f/(¢t).

Warto przestrzec Czytelnika przed mozliwg falszywa interpretacja zwiazku
dimKer A 4+ dimImA = dimV (1)

(§ 1, twierdzenie 4). Ot6z 7z réwnodci tej nie wynika bynajmniej, ze V = Ker A +
Im A, o czym éwiadczy choéby przyklad operatora D, z przykladu 5 (dla n > 2):

KerD, = (1) =8&-1C (1,¢t,...,t" %) =ImD,.

2. Algebra operatoréw. Wiemy juz, ze zbiér L(V') operatoréw liniowych na
przestrzeni liniowej V' stanowi przestrzen linjows wymiaru

dim £(V) = (dim V). (2)
Przypominamy, ze jeSli A,B € L(V) i x € V, to z definicji
(A+B)x = Ax + Bx, (M)x = \Ax), (AB)x = A(Bx)
(zlozenie A o B operatoréw liniowych zapisuje si¢ zwykle bez koélka, jako AB).



Latwo sprawdzié, ze tak zdefiniowane operatory spetniaja warunki
a(A+B) = oA + ab,
(a+ B)A = a A+ BA,

(aB)A = a(BA). ()
1-A=A;
A(BC) = (AB)C (tacznoéd),
A(B+C)=AB+ AC, (3")
(A + B)C = AC + BC (rozdzielnosc);
MAB) = (AA)B = A(AB). (3"

Widzimy wiec, ze zbiér £(V') operatoréw liniowych jest jednoczesnie przestrzeniy
liniowg nad cialem £ (zwigzki (3')) i pierScieniem przemiennym (zwiazki (3”)):
ostatnia relacja (3") to dodatkowy zwigzek mnozenia przez skalary i skiadania
operatoréow.

DEFINICJA 1. Pierécien P bedacy jednoczeénie przestrzenig liniowg nad ciatem
R spelniajgcg warunek A(ab) = (Aa)b = a(Ab) dla dowolnych A € Ria,be P
nazywamy algebrg nad cialem 8. Wymiar P jako przestrzeni liniowej nad £ nazy-
wamy wymiarem algebry P nad R. Kazda podprzestrzen liniowg @ C P zamkuigty
wzgledem mnozenia w P (piszemy @Q - Q C Q) nazywamy podalgebrg algebry D:
jesli P ma jedynke, to dodatkowo zakladamy, ze 1 € Q.

Moéwigc o algebrach, mamy najczeSciej na mysli algebry taczne (a(be) = (ab)c)
izjedynka (1-z=2-1= 2 dla z € P). Algebra £L(V) operatoréw liniowych ma
obie te wlasnodci. Jej wariant macierzowy M, (R) wystapil w czedci I (rozdz. 2.
§ 3), gdzie sformutowali$my odpowiedniki wlasnosci (3')—(3") dla macierzy. Cho¢
o zwigzku macierzy i operatoréw liniowych byla juz mowa nie raz (m.in. w § 1).
podkreslamy jeszcze raz prosty, ale podstawowy fakt: jesl

n
A €L — AeA, = Z ;1€ , B: €; — Bej = Z b;‘,jek
i=1 k=1
sq operatorami liniowymi o macierzach A = (a;;) i B = (bx;) w bazie (e;) prze-
strzeni V', to macierzq operatora AB w tej bazie jest C = AB.
Istotnie, jesli (AB)e; = Y _. ¢;je;, to

Z%‘ei = A(Be;) = A(Z bkjek) = Z brjAey
i k k
= Z br; Zaikei = Z (Zaikbkj)ez‘a
k i k

)

tj. Ciy = Zk a,—kbkj, czyli (Co,]) = AB.



Pierécienie najbardziej interesujace z punktu widzenia zastosowaii okazuja si¢
by¢ algebrami. Zbiér wielomianéw R[] jest najprostszym przykladem algebry nie-
skonczenie wymiarowej. W algebrze £(V) na, szczegélng uwage zastuguja podal-
gebry generowane przez jeden operator. Jesli mianowicie A € L(V), to podalgebra
generowana przez A, oznaczana przez R[A], jest najmniejsza podalgebra (z je-
dynka) w £(V), zawierajaca A. Elementami tej podalgebry sa wszystkie potegi
operatora A:

0—-' 2: PR k:
AY=E, A A°=AA, ..., A"=AA._ A, ...,
k

oraz ich kombinacje liniowe. Inaczej méwiac, najogdlniejsza postacia elementu
z R[A] jest .

f(A) = apA™ + a; A" 4.t am A+ apé, (4)
gdzie |

ft) = apt™ + at™ '+ ...+ a1t + a,, € R[H).

Przyjmujac funkcyjny punkt widzenia, mozna powiedzieé, ze f(.A) jest wartoscia
wielomianu f € K[t] dla t = A. Operator liniowy f(A) dziala na wektory x € V
w naturalny sposdob:

flA)X = apA"x + a, A" 'x+ ...+ am_1 AX + amX.

Algebra R[A] jest przemienna: f(A) - g(A) = g(A) - f(A), co wynika z przemien-
noéci poteg: A* A! = AR = A' AF. Jaki jest jej wymiar? Przekonamy si¢ péznicj,
ze

dim R[A] < dim V, (5)
ale to juz rezultat nieco bardziej subtelny. Na razie ograniczymy sie do kilku uwag
wstepnych.

DEFINICJA 2. Méwimy. ze operator liniowy A jest pierwiastkiem wielomianu
f(t), jesli f(A) = O. Wiclomian unormowany (tzn. o najwyzszym wspolczyu-
niku 1) najnizszego stopnia o tej wlasnosci nazywamy wielomianem minimalnym
operatora, A.

Niech
pA) =t + pt™ L+ et (6)

bedzie wielomianem miniinalnym operatora A. Woéwczas operatory &£, A, A%, ...,
A™=1 s3 liniowo niezalezne, poniewaz nietrywialna zaleznosé liniowa 3 A A*
= O oznaczalaby, ze A jest pierwiastkiem niezerowego wielomianu Z:’f__};' Ait”,
cho¢ stopien tego wielomianu jest mniejszy od m. Na odwrét, jedli operatory
E,A A%, ... A™ 1 g3 liniowo niezalezne (jako wektory przestrzeni L(V)), a ope-
rator A™ jest ich kombinacja liniows, to stopiefi wielomianu minimalnego opera-
tora A wynosi m. Z zawierania K[ A] C L(V) wynika, ze m o powyzszej wlasnosci
zawsze istnieje oraz m < n? = dim £L(V). W ten sposéb udowodnilismy czes¢
ponizszego twierdzenia.



TWIERDZENIE 1. Kazdy operator liniowy A ma wielomian minimalny pa(t).
Stopieri tego wielomianu jest réwny wymiarowsi algebry R[A]. Operator A jest
odwracalny wtedy i tylko wtedy, gdy wyraz wolny p., wielomianu (6) jest rézny od
zera.

Dowéd. Uzasadnienie ostatniego stwierdzenia jest réwnie proste jak powyzszy
dowdd pierwszych dwdch stwierdzef. Jedli mianowicie g, = 0, to

O = pa(A) = AA™ " + 1 A" 2+ ot 1 E).

Operator w nawiasie jest niezerowy (na mocy minimalnosci p4(t)), a wicc ope-
rator A jest dzielnikiem zera w pierécieniu £(V'), czyli nie moze byé odwracalny.
Na odwrét, jesli u,, # 0, to zaleznoéé

A(_“;,‘lAm—] - ,U*r_nl MlAm—Q — = M;,l/LTVL—'l 8) — 8,

wynikajaca z réwnosci pa(A) = O, daje jawny wzdér na operator odwrotny
do A. m

TWIERDZENIE 2. Jesli operator A jest pierwiastkiem wielomianu f(t), to wic-
lomian ten dzieli si¢ przez wielomian minimalny pa(t) (1).

Dowéd. Podzielmy wielomian f(t) przez ua(t) z reszta: f(t) = q(t)na(t) +r(t).
Wtedy
O = f(A) = q(4)- O +r(A),

czyli r(A) = O. Mamy jednak degr(t) < deg je4(t), wigc na mocy definicji wiclo-
mianu minimalnego 7(t) = 0. m

DEFINICJA 3. Operator liniowy A nazywamy nilpotentnym, jesli A™ = O dla
pewnego m > (; najmniejszg liczbe naturalng m o tej wlasnosci nazywamy stop-
niem nilpotentnosci operatora A.

Jedli A jest operatorem nilpotentnyin stopnia m, to oczywiscie p(t) = t":
jesli A jest nietrywialnym (czyli # O, £) operatorem spelniajacym warunek .A*
= A, to p4(t) = t* —t; ponadto po(t) = ¢ i ps(t) = t — 1. Typowym przykladem
operatora nilpotentnego stopnia n jest operator rézniczkowania D; na przestrzeni
P, wielomian6éw stopni < n—1. Operator rzutowania P (przyklad 4 z p. 1) spelnia
warunek P? = P. Przyklady te beds wielokrotnie wykorzystywane.

3. Macierze operatora liniowego w réznych bazach. Niech V bedzie
n-wymiarowg przestrzenia liniowg nad cialem £, a A : V — V — operatorem

(1) Poniewaz kazdy operator jest pierwiastkiem swojego wielomianu minimalnego, wiec
z twierdzenia tego wynika, ze wielomian minimalny operatora jest wyznaczony jednoznacznie;
fakt ten bedzie pézniej wykorzystywany (przyp. ttum.).

10



liniowym. Wybierajac w V bazg (e,, ..., e,), mozemy okresli¢ A za pomoca ma-
cierzy A = (ax;):
=) aiex. (7)
k

: . . ’ ’ . . . ’ 7.
Ten sam operator w inncj bazie (ef, .. .,e7) ma jednak inna macierz A’ = (ay;):

Al =" aj;e;. (7'
k
Jesli B = (b;;) jest macierza przejScia od bazy (e;) do (e}), to wzory €/, = >, bije;
dla j = 1,...,n sugeruja wprowadzenie operatora B:
Be; = €j, (8)

o macierzy B w bazie (e;). Operator B jest oczywiScie odwracalny (operator do
: sa e ,
niego odwr'otny.przeprowadza €j na e;). ’ . |
Rozwazmy jeszcze pomocniczy operator A’, majacy w bazie (e;) te sama
macierz A’, co operator A w bazic (€}). Innymi stowy,

= Zagjei. (9)

Taki operator istnieje, poniewaz przy ustaloncj bazie mamy odpowiednio$¢ wza-
jemnie jednoznaczng pomiedzy operatorami a macierzami. Wykorzystujac (7)
i (8), przepiszemy teraz (7') w postaci

ABe, = Acj = 3 alyel = 3ol Bes = B( e,
i i i
Na podstawie odwracalnodci B i wzoru (9) wynika stad, ze

B~'ABe; = A'e;, j=1,...,n. (10)

Rozpatrujac macierze wszystkich operatoréw A, B, A’ w tej samej bazie (e;).
otrzymujemy z (10) réwnos¢ macierzowy

A= B 'AB. (11)

Do zwiazku (11) mozna doj$¢ w sposdb bardziej bezposredni, stosujac wspol-

rzedne wektoréw. Niech, jak zwykle, x = ). x;e; = ) . xje] beda 7apiqami tego
samego wektora x € V w obu bazach, a X = [zy,...,z,] 1 X' = [2],...,2}]

odpowiednimi kolumnami wspdlirzednych. Niech ponadto Y = AX i Y’ A’ X',

gdzie A i A’ sa macierzami okre§lonymi przez (7) i (7'). Poniewaz X = BX /
iY = BY' (rozdz. 1, § 2, (4')), wigc

ABX'=AX =Y =BY’' = BA'X'.

Poniewaz wektor kolumnowy X’ jest dowolny, wynika stad, ze AB = BA/, czyli
A' = B"'AB.
W ten sposéb dwukrotnie przekonalidmy sie, ze zachodzi

11
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TWIERDZENIE 3. Macierz A’ operatora liniowego A w bazie (€}, ...,€5) otrzy-
muge sie 2 macierzy A tego operatora w bazie (ey,...,e,) 2a PoMoOcg WzZOTY =
B! AB, gdzie B jest macierzq przejscia od bazy (e;) do (€}). =

DEFINICJA 4. Méwimy, ze macierz A’ jest podobna do macierzy A (piszemy
A’ ~ A), jeéli istnieje taka macierz odwracalna B, ze A’ = B~! AB. (Zakladamy.
ze wszystkie te macierze sa macierzami kwadratowymi tego samego stopnia nad
jednym i tym samym cialem R).

Jasne jest, ze zawsze A ~ A (wystarczy wzia¢ B = E). Ponadto zwiazck
(11) mozna przepisaé w postaci A = By ' A’B,, gdzie B; = B~!, skad wynika.
ze relacja ~ jest symetryczna: A’ ~ A = A ~ A'. Jest ona réwniez przechod-
nia: je§li A’ = B~'AB i A" = C71A'C, to A” = (BC) " 'A(BC), tj. (A" ~ A’
i A’ ~ A) = A" ~ A. Tak wiec podobiefistwo macierzy jest relacjg réwnowai-
nodci i zbidr wszystkich macierzy kwadratowych stopnia n dzieli si¢ na rozlaczne
klasy podobienstwa, (czesé 1. rozdz. 2, § 3, p. 6). Twierdzenie 3 glosi, ze kazdemu
operatorowi liniowemu odpowiada dokladnie jedna klasa macierzy podobnych: na
odwrot, wszystkie macierze z tej samej klasy podobienstwa sa macierzami tego
samego operatora w roznych bazach.

Jezyk operatoréw liniowych jest wygodny w rozwazaniach teoretycznych, jod-
nak konkretne obliczenia przeprowadza sie na ogél na macierzach. Z tego wzgledu
tak wazna od strony praktycznej jest klasyfikacja macierzy z dokladnoscia do po-
dobiefistwa. Jedli chcemy np. obliczyé potege A¥ macierzy A stopnia n > 1 (albo.
powiedzmy, stopnia n > 100) dla duzego wykladnika k& > 1000 (a takic zagadnic-
nia pojawiaja si¢ w praktyce), to wygodnie jest znalezé najpierw macierz A’ ~ A.
ktorej potegi tatwo obliczaé. Gdyby si¢ np. udalo dobra¢ A’ = diag(Ay,..., \,)
(o ile oczywiscie taka macierz istnieje w klasie podobiefistwa macierzy A), to
A= BA'B~'i A* = B(A")*B~! = Bdiag(\%,..., \5)B~1.

Przykiadem jest macierz A = ||{]||, zwigzana z ciagiem Fibonacciego; byla
juz o niej mowa w czgéei 1 (rozdz. 2, § 3, p. 5, przykiad 3). Dla niej

4 ||+ VE)2 0 I

0 (1-+v5)/2
Dodajmy jeszcze, ze umiejetnoéé obliczania poteg pozwala znajdowaé wartodci

f(A) = agA" + a,A’""‘l +... +an_1A+anE

dla dowolnego wielomianu f(t) = apt™ + a;t™ ' + ... + a,.

4. Wyznacznik i §lad operatora liniowego. Niech A bedzie operatorem
liniowym na przestrzeni liniowej V. Jego wyznacznikiem det A nazywamy wy-
znacznik det A macierzy A operatora A w jakiejkolwiek bazie przestrzeni V. Po-
niewaz det(B~! AB) = det A, wiec wyznacznik operatora A jest dobrze okreslony.

12
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Macierzom odwracalnym odpowiadaja operatory odwracalne, zatem operator A
jest odwracalny dokladnie wtedy, gdy det. A # 0. Jedli det A = 0, to operator A

nazywamy osobliwym.
Sladem operatora A (ang. trace) nazywamy skalar

n
tI‘A = tl‘A = Za,,-,-.
i=]
Jak juz wiemy i jak latwo sprawdzié,
tr AB = tr BA (12)

dla dowolnych macierzy kwadratowych tego samego stopnia. Jesli w szczegdlnodci
macierz B jest odwracalna, to

tr(B~'AB) = tr(B - B™'A) = tr A,

skad wynika, ze Slad operatora jest dobrze okreslony, tzn. nie zalezy od wyboru
bazy. Odpowiednikiem (12) dla operatoréw jest réwnos¢

tr AB = tr BA. (12)

Obie funkcje det,tr : L£(V) — R odgrywaja wazng role. Funkcja det jest
multiplikatywna (det(AB) = (det .A)(det B)) i pozwala wyodrebnié¢ grupe Aut V'
automorfizméw przestrzeni V'; mianowicie operator liniowy A jest automorfizmem
wtedy i tylko wtedy, gdy jest nieosobliwy, tj. gdy det A # 0. Wybér bazy w V
pozwala utozsamic¢ grupe AutV ze znang z czeéei I grupa GL,, (&) macierzy od-
wracalnych stopnia n = dimg V o elementach z ciala R. Dokladniej: ma miejsce

izomorfizm grup AutV = GL,(R).
Funkcja tr z kolei jest liniowa:

tr(e A+ B) = atr A+ BtrB

(jak latwo sprawdzi¢) i fakt ten jest szeroko wykorzystywany w matematyce; np.
teoria charakteréw grup (zob. czes$é ITI) jest w calosci oparta na pojecin $ladu.
Na razie rozpatrzymy skromniejsze zastosowania tego pojecia.

Przyklad 6 (algebry Liego). Algebry, podobnie jak piericienie, nie zawsze

sg 1aczne. Waznymi przykladami algebr nielgcznych sg tzw. algebry Liego (na

cze$é Sophusa Liego (1842-1899)). Mnozenie (x,y) — x *y w algebrze Liego

L spelnia dwa aksjomaty:

(i) x*x =0; stad (x +y) x(x+y) =0, a wigc x xy = —y * x (antyprze-
mienno$c);

(ii) (x*y)*z+ (y*2)*x+ (z2*x) xy = 0 (toisamos¢ Jacobiego).

13



Dzialanie x * y zapisuje si¢ na ogé! jako [x,y] i nazywa nawiasem Liego
lub komutatorem elementéw x i y. Przestrzen L = R3 = (e, eq,e3) jest
tréjwymiarows algebra Liego z komutatorem [x,y| okreSlonym jako iloczyn
wektorowy wektoréow x i y: jesli

X = zIi1€] + rzez +I3e3, Y = Yi€1 + Y2€2 + Yses,

to
[X,y] = (z2y3 — T3y2)e1 + (z3yr — T1y3)e2 + (T1y2 — Tay1)es.

Ponadto latwo sprawdzi¢ (kazdy matematyk powinien to zrobié przynaj-
mniej raz w zyciu!), ze jedli w zbiorze L = L(V), gdzie V jest dowolng prze-
strzenig liniowa, okreslimy komutator wzorem

IA,B] = AB — BA, (13)

to aksjomaty (i) i (ii) beda spelnione, czyli mozemy traktowaé L jako algebr¢
Liego. Oznaczamy ja wtedy przez gl(V'). Jesli dimV < oo, to algebra Liego
pl(V) jest oczywiécie izomorficzna z algebra wszystkich macierzy n x n, w kté-
rej okre§lono komutator macierzy wzorem analogicznym do (13); te ostatnia
algebre Liego oznacza si¢ przez gl (R). Istnieje glebokie twierdzenie gloszace,
ze kazda skoficzenie wymiarowa algebra Liego nad R jest (izomorficzna z)
podalgebra algebry (L(V);[, ]) dla pewnej przestrzeni V; przypominamy, ze
przez podalgebre rozumiemy podprzestrzen liniowa zamknigta wzgledem dzia-
lania [, ].

Algebry Liego, zaré6wno skonczenie jak i nieskonczenie wymiarowe, od-
grywaja istotng role w mechanice kwantowej (zob. podrecznik [2] w spisie
literatury uzupelniajacej). Rzecz polega na tym, ze tzw. zmienne dynamiczne
w teorii kwantowej sg nieprzemienne i stopiefh ich nieprzemiennoéci mierzy
sie wlagnie komutatorem (13). Nietrywialny i w pewnym sensie bliski me-
chanice kwantowej przyklad tzw. relacji komutacji otrzymamy, biorac jako V
nieskonczenie wymiarowg przestrzen wszystkich wielomianéw nad cialem RK.
Niech D; = d/dt bedzie operatorem rézniczkowania wzgledem ¢, a F; — ope-
ratorem mnozenia przez t: Di(f) = f', Fi(f) =t - f. Latwo sprawdzi¢, ze

[Dt,ft] = Dt}_t —_ ftDt = 8 (14)

jest operatorem tozsamosciowym na V = £[t].

Powstaje pytanie: czy relacja [A, B] = £ typu (14) moze zachodzi¢ w skoi-
czenie wymiarowej algebrze £(V)? Okazuje sie, ze odpowied? zalezy od cha-
rakterystyki ciala skalaréw R. Jesli & = C lub & = R (przypadki najbardziej
interesujgce), to natychmiast dochodzimy do sprzecznosci:

O=trAB—trBA=tr[A,B]=tr€ =n=dimV.

Jeshi jednak char R = p oraz p|n, to sprzecznodci juz nie ma i np. macierze
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CWICZENIA

1.
2.

Sprawdzié, ze obie macierze w (15) s nilpotentne: JP = N? = (.

Wykazaé, ze jesli A, B, C sa macierzami wymiaréw odpowiednio n X p, p X g,

g X n, to tr(ABC) = tr(BCA) = tr(CAB).

Znaleié rzad grupy GL,(F,), interpretujac ja jako grupe automorfizméw
Aut V przestrzeni liniowej V wymiaru n nad Fp.

Wykazaé, ze zbior si(V) operatorow liniowych o $ladzie zero jest podalgebra
kowymiaru 1 algebry Liego £(V) = gi(V).

Udowodnié, ze dla dowolnych operatoréw liniowych A, B : V — V zachodzi
réwnoscé

rank A = rank B + dim(Im.A N Ker B).

Wykorzystujge éwiczenie 5, udowodnié, ze dla dowolnych operatoréw linio-
wych A, B,C : V — V zachodzi nieréwnosé Frobeniusa

rank BA + rank AC < rank A + rank BAC.

Udowodnié, ze dla dowolnego operatora liniowego A : V' — V i kazdego 7 > 1
zachodzi wzor

dim(Im A" ' NKer A) = dim Ker A* — dim Ker A~
(dla i = 1 wzér jest oczywisty —- pamigtajmy. ze z definicji A? = £).

Udowodnié, ze jesli dwie macierze 4, B € M, (R) sg podobne nad cialem liczb
zespolonych, to sa rowniez podobne nad cialem liczb rzeczywistych.

- Uogélniajac definicje 2, powiemy, ze operator liniowy A jest pierwiastkiem

wielomianu f(t) wzgledem wektora v € V, jesli f(A)v = 0. Unormowany
wielomian najnizszego stopnia o tej wlasnosci nazywamy wielomianem mini-
malnym operatora A wzgledem v i oznaczamy przez p 4 (). Zalézmy, ze cialo
R jest nieskonczone. Udowodnié, ze:

(a) pav(t) dzieli pa(t);
(b) istnieje taki wektor a € V, ze paa(t) = pa(t).
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10. Niech V bedzie przestrzenia liniowa, a U i W — dwiema jej podprzestrzeniami
liniowymi. Zalézmy, ze istniejg rozklady na sumy proste

V=Wi®V,, W=W,oW,,
przy czym W; C V; dla i = 1,2. Niech P; : V — V bedzie operatorem
rzutowania na V; réwnolegle do V; (i # j). Udowodnié, ze:

(a) jesli

Vi=Wi+UnVy, Va=Wa+P(U), (*)

toV =W+ U,;
(b) jesli V. = W + U i P(U) N Wa = {0}, to zachodzg réwnosci (*), pray
czym WNV =W, nU.
11. Udowodnié, ze jeli char & = 0, to kazda macierz A € M,(R) o zerowym
$ladzie jest podobna do pewnej macierzy A’ z zerami na gléwnej przekatuc)
(A, = (0;]> a”ll = a’f22 = = a’;m = O)

12. Czy zalozenie char & = () w éwiczeniu 11 jest istotne?

§ 3. PODPRZESTRZENIE NIEZMIENNICZE
I WEKTORY WLASNE

1. Rzuty. W przykladzic 4 z § 2 (p. 1) z kazdym rozkladem przestrzeni V'
na sume prostyg dwéch podprzestrzeni zwigzaliSmy dwa operatory rzutowania P.
spelniajace warunek P? = P. Na odwrét: kazdy operator o tej wlasnosci (ope-
ratory takie nazywamy idempotentnymi) jest rzutem na pewna podprzestrzen.
Udowodnimy stwierdzenie ogdlniejsze.

Niech V = W, & ... 4 W,, bedzie rozkladem przestrzeni V na sume prosta m
podprzestrzeni liniowych (rozdz. 1, § 2, p. 5). Wtedy kazdy wektor x € V' mozna
jednoznacznie zapisa¢ w postaci

X=X1+...+Xmpm, X; €W,
a odwzorowanie P; : x — X; jest operatorem liniowym na V. Ponadto

Pi+...4Pm=E€,
przy czym P;P; = O dla i # j oraz P? = P;. Wreszcie
W, =P,V = {XE V‘Pﬁ,X=X}, K; .= KerP; =W, +...+Wi+...+Wm

i P; jest operatorem rzutowania przestrzeni V na W,; wzdluz K.

TWIERDZENIE 1. Niech Pi,..., Py : V — V bedzie skoniczonym ukladem ope-
ratordw liniowych spelniajgcych warunki

YPi=& PI=Py, i=1,...,m; PiP;=0, i#j. (1)
=1
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Wiedy
V=W &..oW, gdxe W;=InP,.

Dowéd. 7 zalozenia dla kazdego x € V mamy
X=8X=Z’P4,X=X1+...+Xm, X’LEWZ

Zatem V = W, + ... + W,,. Suma ta jest prosta; aby sie o tym przekonad,
zastosujemy kryterium podane w rozdziale 1 (§ 2, p. 5, twierdzenie 7). Zal6zmy
mianowicie, ze x € W; N (3_,.; W;). Poniewaz W; = ImP;, wigc istnieja takie
wektory yi,...,ym € V, ze

x = Pi(y;) =D Pilyi).
i#3]
Dzialajac na tg réwnoéé operatorem P; i wykorzystujac wlasnosci ’PJ2 = P; oraz
P;P; = O dla i # j, otrzymujemy

x = P;(y;) = Pi(y;) = ) _P;Pilyi) = 0.
i#]
Na mocy wspomnianego kryterium suma V = )~ W; jest wigc prosta oraz P; jest
rzutem przestrzeni V na W; wzdiuz K; = Ker Py = 3, ,, W;. =

Dodajmy, ze jesli P? = P iV = U @ W jest rozkladem zwigzanym z rzutem
P,tzn. U = ImP = (ey,...,e;) i W = KerP = {e,41,--.,€n), to w bazie (e;)
operator P ma macierz

E. 0
0 0
W szczegblnosci kazda macierz A wymiarédw n x n rzedu r o whasnoéci A2 = A

jest podobna do macierzy postaci (2), tj. B"'!AB = P dla pewnej macicrzy
nieosobliwej B; ponadto rank A = tr A.

P = , r=rankP. (2)

Uwaga. Jedli operatory Py,...,P,, spelniaja warunki
PiP; = 0P,  4,5=1,...,m,

to czesto mowimy, ze stanowig one uklad ortogonalny operatoréw idempotentnych;
ich macierze tworza uktad ortogonalny macierzy idempotentnych. Jeéli spetnione
sg wszystkie warunki (1), to uklad taki nazywamy zupeinym.

2. Podprzestrzenie niezmiennicze. Kazdy operator liniowy dziala nic tyl-
ko na pojedyncze wektory x € V, ale i na podprzestrzenie liniowe U C V: de-
finiujemy AU = {Ax | x € U}. W tym kontekécie duza role odgrywa pojecie
niezmienniczosci.

DEFINICJA 1. Podprzestrzen liniowa U C V jest niezmiennicza dla operatora
linjowego A : V — V (lub A-niezmiennicza), je§li AU C U.
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Na przyklad Ker A i Im A s3 zawsze podprzestrzeniami niezmienniczymi
dla A, chociaz mogg byé trywialne, tzn. réwne {0} lub V. Dla operatora D,
rézniczkowania na przestrzeni P, wielomianéw stopni < n — 1 wida¢ od razu
ciagg podprzestrzeni niezmienniczych

{0}cwvic...cV, =YV, (3)

gdzie V; sklada sie z wielomianéw stopni <¢—1dlat=1,...,n.
Rodzina rzutéw Pi,..., Py na skladniki rozkladu V=W, & ... W,,,
rozpatrzona w punkcie 1, ma te wlasnosé, ze wszystkie podprzestrzenie po-

staci , .
Wi, ®...0 W, {i,...,i} C{1,...,m}

sa niezmiennicze dla kazdego z operatoréw Pi,...,P,, (wykorzystujemy tu
oczywisty fakt, ze suma i czgéé wspélna podprzestrzeni A-niezmienniczych sg
tez A-niezmiennicze).

W pewnym sensie przeciwng wlasnos¢ majg macierze J, i Np, zdefinio-
wane w koncu § 2. Wyznaczone przez nie operatory na przestrzeni V = K”
(gdzie & jest cialem o charakterystyce p > 0) nie majg Zzadnej wspélnej nie-
trywialnej podprzestrzeni niezmienniczej. Mozna wskazaé jedna istotng przy-
czyne tej réznicy: [P;, P;] = O, podczas gdy [Jp, Np| # 0.

Podobne zjawisko wystepuje réwniez dla ciala R. Operator .4 obrotu
plaszczyzny dookola poczatku ukladu o kat a, gdzie 0 < a < 7 (§ 2, p. 1,
przyklad 3), nie ma nietrywialnych podprzestrzeni niezmienniczych — zadna
prosta nie przechodzi na siebie przy dzialaniu A.

Jesh istnieje wlasciwa podprzestrzen niezmiennicza U C V, to w odpowicduio
dobranej bazie macierz operatora A ma prostszg postaé. Bierzemy mianowicie do-
wolna baze (ey,...,e,,) w U i uzupelniamy ja do bazy (e,....en,€mi1,-...€,)
w V; wtedy z warunku Ae; € U dlai = 1,...,m wynika, ze macierz operatora A
w tej bazie ma postac

A= “ A Ao (4)
0 Al
gdzie A; jest macierza m X m, Ay — macierza (n — m) X (n —m), a Ay
macierzg m X (n — m). Na macierz A, mozemy patrze¢ jak na macierz operatora
A U — U wyznaczonego przez A (piszemy A; = Ay ).
Zalézmy na chwile, ze macierz Ay jest zerowa. Wtedy oczywidcie podprze-

strzet W = (e,41,....€,) jest tez A-niezmiennicza oraz A, jest macierza ope-
ratora Ay : W — W. W takim wypadku méwimy o sumie prostej operatorow
A=A+ Aw, (D)

odpowiadajacej rozkladowi V = U & W na sume prosta podprzestrzeni niezmien-
niczych. Macierz sumy prostej operatoréw ma strukture blokowo-diagonalng:

AU 0 “ =A(j'i‘AW- (5/)

il
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Udowodnili$my zatem

TWIERDZENIE 2. Przestrzen liniowa V jest sumg prostg dwdch nietrywialnych
podprzestrzeni niezmienniczych operatora A : V. — V wtedy i tylko witedy, gdy
macierz tego operatora w pewnej bazie ma postaé blokowo-diagonalng (5'). =

Twierdzenie to ma oczywiste uogdlnienie na przypadek dowolnej liczby m
podprzestrzeni niezmienniczych (2 < m < n), ktérych sumg prosta jest V. Jedli
m = n = dim V, to macierz operatora w pewnej bazie jest diagonalna.

Moze sie zdarzyé, ze macierz A9 W rownosci (4) jest zawsze niezerowa,
niezaleznie od tego, jak wybierzemy wektory e,,.,...,e, uzupelniajace baz¢
(e1,--.,em) podprzestrzeni niezmienniczej U do bazy w V. Oznacza to, ze cho-
ciaz przestrzefi V mozna rozlozy¢ na sume prosta U & W na wiele sposobdéw
(rozdz. 1, § 2, twierdzenie 9), to zadna z podprzestrzeni dopelniajacych W nie
jest A-niezmiennicza. Jako dobry przyklad takiej sytuacji moze sluzyé opcrator
rézniczkowania D;: jesli V; jest jedna z podprzestrzeni niezmienniczych w lancu-
chu (3) i V =V, @ W;, to zawsze Dy (W;) NV, # {0}.

Zauwazmy na konicc, ze jesli AU C U 1 BU C U, tj. U jest wspdlng pod-
przestrzenia niezmiennicza dla operatorow A i B, to U jest tez podprzestrze-
nia niezmiennicza dla ich kombinacji liniowych aA + 8B oraz zlozen AB 1 BA.

W szczegolnosci
AUcCU = f(AAUCU
dla kazdego wiclomianu f € K[t].

3. Wektory wlasne. Wielomian charakterystyczny. Na szczegdlna uwa-
ge zasluguja jednowymiarowe podprzestrzenie niezmiennicze.

DEFINICJA 2. Kazdy niezerowy wektor nalezacy do jednowymiarowej podprze-

strzeni niezmienniczej operatora A nazywaniy wektorem wiasnym operatora A.
Jesli x jest takim wektorem, tzn.

x #0 oraz Ax = Ax dla pewnego X € R,

to skalar A\ nazywamy wartoscig wlasng operatora A, odpowiadajaca wektorowi
wilasnemu x.

Zauwazmy, 7ze
Ax = Ax = A*x = A\*x dla kazdego k € N,

a stad
f(A)x = f(A)x (6)
dla dowolnego wielomianu f € K[t]. W szczeg6lnosci
f(A)=0 = f(A)=0 (7)

dla kazdej wartodci wlasnej \ operatora .A.
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Niech
Vi={veV|Av =Av}

zbior ten sklada sie z 0 i wszystkich wektoréw wlasnych odpowiadajacych wartosci
wilasne) A. Z oczywistej implikacji

(Ax = Ax i Ay = dy) = A(ax + By) = AMax + 3y)
wynika, ze zbiér V* jest podprzestrzenia liniowa; mozemy wiec przyjaé¢ nastepu-
jaca definicje:

DEFINICJA 3. Zbiér V* nazywamy podprzestrzeniq wtasng operatora A, odpo-
wiadajacg wartosci wlasnej A.

Warunek istnienia wektora wlasnego (czyli V* # {0}) mozna zapisaé¢ w po-
staci
(A-A)x =0, x#0, (%)

t.
Ker(A — \E) # {0}.

Oznacza to, ze operator A — A€ jest osobliwy:
det(A — AE) = 0. (9)

Jesli A jest macierza operatora A w pewnej bazie (e;), to macierza operatora
A — A€ jest A — AE, a wiec warunek (9) mozna przepisa¢ w postaci

), — A AP Ain
a: Aoy — A ... s
det(A=\E) =| % 22 m =0 (v')
Uy | Ano vie Opy — A

Niech x = z,e; + ...+ r, e, bedzie wektorem wlasnym operatora A, odpowiada-
jacym wartosci wlasnej A. We wspélrzednych réwnosé (8) przybiera postac

(G'Il - /\)1171 +apre+ ...+ ax, =0,
a1 + (age — AN)xa + ... + agpx, =0,

......................................

1 L1 + An2ZTa + ...+ (Apn — A) 2y = 0.

Jest to uklad réwnan liniowych jednorodnych o zerowym wyznaczniku (9'). Zbiér
jego rozwigzah mozna utozsamic¢ z podprzestrzenia wtasng V. Jak wiemy z cze-
$ci I, wymiar dim V' tego zbioru rozwigzan (zwany krotnoécig geometryczng war-
tosci wlasnej \) wynosi n — r, gdzie r oznacza rzad macierzy A — AE.

Rozwijajac wyznacznik det(tE — A) = (—1)" det(A —tF) wedlug wzoru z roz-
dzialu 3 czesci I (§ 1, (3)):

dBt(tE - A) = Z 571'(51.7rlt - al,nl)(d‘z,nZt - a?,7r2) .. (5n,7rnt - an,ﬂ'n)a
WESn
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otrzymamy unormowany wielomian
xa(t) = det(tE — A) =" + xat" ' 4+ ...+ Xn—1t + Xn (10)

stopnia n zmiennej t o wspdlezynnikach x; € K.

DEFINICJA 4. Wielomian (10) nazywamy wielomianem charakterystycznym
macierzy A. Réwnanic x4(t) = 0 to réwnanic charakierystyczne tej macierzy.

W rzeczywistosci mozna méwi¢ o wielomianie (i rownaniu) charakterystycz-
nym operatora liniowego A, poniewaz 7z twierdzenia 3 w § 2 wynika proste

TWIERDZENIE 3. Macierze podobne majg te same wielomiany charakterys-
tyczne.

Dowéd. Jedli A’ =C~'AC, toréwniez tE—-A'=C~(tE-A)C, wigc det(tE—- A’)
=det(tE — A). »

Mozemy wiec okresli¢
xa(t) = xa(t).

Z definicji (10) wynika, ze skalar A € R jest wartodciag wlasng operatora A
wtedy i tylko wtedy, gdy xa(A) = 0, tj. gdy X jest pierwiastkiem wiclomianu
charakterystycznego. Jesli wielomian ten nie ma pierwiastkéw w £, to operator A
nie ma wektoréw wilasnych. Z zasadniczego twicrdzenia algebry wynika, ze kazdy
operator liniowy na zespolonej przestrzeni liniowej ma wektory wlasne.

DEFINICJA 5. Krotnoé¢ A jako pierwiastka wiclomianu charakterystycznego na-
zywamy krotnosciqg algebraiczng wartosci wlasnej A operatora A.

TWIERDZENIE 4. Krotnosé geometryczna wartoéci wlasnej nie przekracza jej
krotnosci algebraiczney.

Dowéd. Z definicji krotno$é geometryczna to wymiar m przestrzeni V* rozwia-
zah réwnania Ax = AX. Przestrzen V* jest oczywiécie A-niezmiennicza i jesli
oznaczymy przez A’ operator na V* wyznaczony przez A, to det(t& — A’) =
(t — \)™, przy czym x4(t) = (t — A)™q(t) dla pewnego wielomianu ¢(t) € RK[t].
Przypuéémy, Zze A jest pierwiastkiem wielomianu ¢(t) o krotnosci k > (. Wtedy
warto$¢ wlasna A ma krotnoéé¢ algebraiczng m + k. =

4. Kryterium diagonalizowalnosci. Pierwiastki wielomianu charakterys-
tycznego (zwane tez pierwiastkami charakterystycznymi) tworza zbiér niosacy
wazne informacje o operatorze A. Z oczywistych powodéw nie wszystkie te pier-
wiastki sg rébwnoprawne.
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DEFINICJA 6. Zbiér wszystkich wartosci wlasnych operatora liniowego A na-
zywamy widmem (lub spektrum) tego operatora i oznaczamy symbolem Spec A:
kazdy element widma posiada pewna krotnogé geometryczna. Analogicznie defi-
niujemy widmo Spec A macierzy A. Wartosci wlasne o krotnosci geometrycznej 1
nazywamy prostymi. Jesli widmo sklada si¢ z n réznych wartoéci wlasnych, gdzic
n = dim V (wtedy wszystkie wartodci wlasne sa proste), to cale widmo tez nazy-
wamy prostym.

Pamietajmy, ze do widma naleza tylko te pierwiastki wielomianu charaktery-
stycznego. ktore leza w ciele skalaréw £ (a nie w jakims$ jego rozszerzeniu); dlatego
widmo moze byé zbiorem pustym, jak w przypadku operatora obrotu na plasz-
czyznie rzeczywistej. Z drugiej strony, jesli cialo 8 jest algebraicznie domknietc.
to kazdy pierwiastek charakterystyczny jest wartodcia wlasna.

LEMAT 1. Wektory wlasne odpowiadajgce roznym wartosciom wlasnym sq li-
. . o /\ AN . ) - . - ,
niowo niezaleine. Suma y Aespec.a ¥V Jest prosta (ale na ogol nie jest rouna V).

Dowéd. Niech Ay,..., )\, beda réznymi wartosciami wlasnymi, a e; € V™
-— odpowiadajacymi im wektorami wlasnymi. Niczaleznoéé liniowa wektorow
e1,...,en udowodnimy przez indukcje wzgledem m. Dla m = 1 teza zachodzi.
Zatézmy, ze zachodzi ona dla m — 1 wektoréw wlasnych, i przypusémy, ze istnicje
nietrywialna zaleznodé¢ liniowa

@€ + ...+ qpen =0.

Niech np. «; # 0. Dzialamy operatorem .A na obie strony réwnosci: ponieway.
.Ae?; = )\iei, WiQ(",
ajAi€; + ...+ apAne, =0.

Mnozgc pierwsza zalezno$é przez A, i odejmujac druga, otrzymamy zalezno$c
liniowg m — 1 wektoréw

al(/\'m, - /\l)el + ...+ Y —1 (Am - )\'mﬁl)efn—l = 0.

Na mocy zalozenia indukcyjnego a; (A, — A;) =0dlai=1,...,m—1. Ale to nic
jest prawdg dla i = 1, gdyz a; # 01 A\, # Ay-

Z udowodnionej liniowej niezaleznoéci wynika, ze Vi N Dt VY o= {0}.
Oznacza t0, 2e Y, copec 4 VA jest sumg prosta (rozdz. 1, § 2, twierdzenie 7). m

DEFINICJA 7. Operator liniowy A na przestrzeni n-wymiarowej V' nazywamy
diagonalizowalnym, jedli istnieje baza (e;), w ktérej A ma macierz diagonalng

M 0 ... 0
A0 X 0
0 O )\n



TWIERDZENIE 5. Jesli operator A ma widmo proste, to jest diagonalizowalny.

Dowéd. 7 zalozenia operator A ma n = dimV réznych wartodci wlasnych
A1y« -y An, ktorym odpowiadaja wektory wlasne ey,...,e,. Na mocy lematu 1
wektory te sa liniowo niczalezne, wiec V = (ey,...,e,), a ponicwaz Ae; = \e;,
zatem A = diag(A,....\,). =

Prostota widma jest warunkiem dostatecznym diagonalizowalnoéci, ale w zad-
nym razie nie koniecznym; np. kazdy operator rzutowania jest diagonalizowalny
(zob. (2)), chociaz jego widmo dla n > 2 nie jest proste. Warunek konieczny
i dostateczny podaje

TWIERDZENIE 6. Operator lintowy A na skoriczenie wymiarowej przestrzeni V
nad cialem R jest diagonalizowalny wtedy i tylko wtedy, gdy speinione sq naste-
pujgce warunks:

(i) wielomian charakterystyczny x a(t) rozklada si¢ na czynniki liniowe nad cia-

tem R;

(ii) krotnosé geometryczna kaidej wartosci wlasnej jest réwna jej krotnosci alge-
braicznes.

Dowdd. Przypusémy, ze warunki (i) i (ii) sa spelnione. Jesli Ay, . . ., A\, sa wszyst-
kimi réznymi pierwiastkami wiclomianu x_4(t) o krotnodciach (geometrycznych
i algebraicznych) ky,..., k,,, to

dimV>* = ki, ki+...4+kn,=mn. (11)

Na mocy lematu 1 suma V* + ... + V> jest prosta, a z por6wnania wviniarow
(zob. (11)) wynika, ze

V=VMyp Vi, (12)
Wystarczy teraz rozpatrzyé baze w V bedaca suma baz w przestrzeniach Vi

Baza ta sklada si¢ z wektor6w wlasnych operatora A; istnienie takicj bazy jest
réwnowazne diagonalizowalnosci operatora.

Na odwrét, zalézmy, ze operator A jest diagonalizowalny. Mozemy zalozy¢,
Ze jego magcierz w pewnej bazie ma postac

A=diag(A;,...; ;5 A - s Am), b+ .+l =, (13)
N’ A
ll lm
dla pewnych réznych skalaréw \; € 8. Wtedy
xa(t)=det(tE — A) = (t — M) .. (E = dp)',

a wiec warunek (i) jest spelniony. Z drugiej strony wiemy juz, ze suma V> +.. .+
VAm jest prosta (lemat 1), a ponadto réwna V, gdyz skoro V ma baze zlozona
z wektoréw whasnych, to VA ... V*m generuja V. Niech k; = dim V*:. Mamy
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WIQC ky +...+ km =n, h+...4 lm = n oraz k; < L dla kaZdegO ) (lemat 4)
Jest to mozliwe tylko wtedy, gdy k; = I, dla kazdego i, czyli warunek (ii) jest
spetniony (1).

5. Istnienie podprzestrzeni niezmienniczych. Wszystkie ogblne rozwa-
zania dotyczgce podprzestrzeni niezmienniczych, wartoéci wlasnych i wektorow
wlasnych sg zasadniczo stuszne dla dowolnego ciala skalaréow. Istnienie tych obick-
téw zalezy jednak w sposéb decydujacy od tego ciala, jak sie¢ mozna przekona¢
na przykladzie najwazniejszych cial R i C.

TWIERDZENIE 7. Kazidy operator liniowy A na zespolonej (odpowiednio rzc-
czywistej) przestrzeni lintowej V ma jednowymiarowg (odpowiednio jedno- lub
dwuwymiarowq) podprzestrzen niezmienniczq.

Dowdd. W przypadku zespolonym wielomian x 4(t) ina pierwiastki zespolonc,
a wiec operator A ma wartodci wlasne; kazdy wektor wlasny generuje jednowy-
miarowg podprzestrzefl niezmienniczg,

W przypadku ciata R rozwazmy wielomian minimalny p4(f) € Rit] operatora
A (§ 2, definicja 2). Jesli p4(t) ma pierwiastek rzeczywisty o, to

pa(t) = (t—a)g(t) dla pewnego g(t) € R[t].
Poniewaz g(A) # O (na mocy minimalnodci pa(t)), wiec v := g(Aju # 0 dla
pewnego u € V. Ale

(A—-a&)v=(A~a&)g(A)u = pas(A)u =0.

czyli Av = av, tj. v jest wektorem wlasnym.

Zaldézmy teraz, ze A nie ma rzeczywistych wartosci wlasnych; z powyzszego
rozumowania wynika, ze wtedy p4(¢) nie ma pierwiastkow rzeczywistych. Wow-
czas na mocy twierdzenia o rozkladzie wielomianéw rzeczywistych na czynniki
nieprzywiedlne (czed¢ I, rozdz. 6, § 4, twierdzenic 1)

palt) = (& — at — B)h(t)

dla pewnych o, 3 € R i h(t) € R[t]. Znown v := h(A)u # 0 dla pewnego u € V

oraz
A%V - aAv — v = ps(A)u = 0.

Stad A%v = aAv + v, a wiec L = (v, Av) jest podprzestrzenia A-niezmienniczy:
ponadto dim L = 2, poniewaz Av # Av (A nie ma wektoré6w wlasnych). m

6. Operator sprzezony. Zbadajmy teraz zwiazki operatoréw z przestrzeniy
dualng. Niech V' bedzie przestrzenig liniowa nad R, V* — przestrzenia dualng.

(") Warunek (ii) mozna tez tatwo udowodnié we wspdlrzednych: jesti X = |z1,...,zq], to
z (13) wynika, ze np. AX = M X € 2,4 = ... = zn = 0, czyli dim vA = Iy (przyp. tlum.).
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a A — operatorem liniowym na V. Dla kazdej ustalonej formy liniowej f € V*
odwzorowanic x — (f, Ax) = f(Ax) (przy oznaczeniach z rozdziatu 1, § 3, p. 2)
jest znowu elementem przestrzeni V*, czyli forma liniowy:

(f, Alax + fy)) = (f, aAx + BAy) = o(f, Ax) + B{f, Ay).
Oznaczmy te forme liniowy przez A* f; tak wigc
(A* f,x) := (f, Ax). (14)
Poniewaz f jest dowolne, otrzymujemy w ten spos6b odwzorowanie A4* : V* — V*,
f s A*f, ktore jest liniowe:

(A*(af + Bg),x) = (af + Bg, Ax) = a(f, Ax) + (g, Ax)
= (A" f,x) + B(A%g,x) = (@A™ f + BA*g, x),
a wiec A" € L(V™).

DEFINICJA 8. Operator liniowy A* € L(V*) okre§lony wzorem (14) nazywamy
operatorem sprzezonym do A € L(V).

Otrzymujemy w ten sposéb odwzorowanie L(V) — L(V*), A — A*. Wprost
z definicji wynikaja nastgpujace wlasnosci tego odwzorowania:
Oy = Oy«, &y =&v-, (aA)"=aA",
(A+B)=A*"+B", (AB)'=B"A"
Na przyklad ostatnig réwnosé w (15) nzasadnia si¢ tak:
((AB)*f,x) = (f,(AB)x) = (f, A(Bx)) = (A*f, Bx) = (B"A" f, x).

Aby znalezé posta¢ macierzowa operatora A*, wygodnie jest wybra¢ w V i V*
bazy dualne (e;) i (¢*). Jedli Ae; = Y, _, axjex, to

n n
(ei,.Aej) = Zakj(e’,ek) = Zakjt)}-k = Q4.
k=1 k=1

(15)

Jesli teraz przyjmiemy

n

A*et = E aj.e”,

k=1
to (A*e',e;) = 3 i, ap(e*, e5) = a};. Wobec tego af; = a;;. Udowodnili$my

TWIERDZENIE 8. Jesli operator A ma w pewnej bazie macierz A, to operator
A* ma w bazie dualnej macierz A* ='A. »

Zauwazmy, ze jesli utozsamimy przestrzenie V i V** za pomoca odwzorowa-
nia x — &x, gdzie ex(f) = (f,x) (rozdz. 1, § 3, twierdzenie 2), to dla kazdego
operatora A € L(V') zachodzi réwnoéé

A = A (16)
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Rownos¢ t¢ nalezy rozumie¢ w ten sposéh, ze jedli AX = y, to A*ex = €.
Istotnie, dla kazdego f € V* mamy

(A"ex, f) = (ex, A f) = (A" f,x) = (f, Ax) = (f,¥) = (&y, f).

Wynika stad, ze przeksztalcenie liniowe A — A* z L(V) do £L(V*) o wlasnosciach
(15) jest wzajemnie jednoznaczne; ze wzgledu na ostatnig réwnosé¢ w (15) méwimy,
ze przeksztalcenie to jest antyizomorfizmem algebr L(V) i L{V*).

Jednoczesne rozpatrywanie par (V,A) i (V*, A*) czgsto daje praktyczne ko-
rzysci. Jako przyklad niech poshuzy dowdd nastepujacego faktu.

TWIERDZENIE 9. KaZdy operator lintowy na przestrzeni zespolonej ma hiper-
plaszczyzne niezmienniczg.

Dowéd. NiechdimV =ni A € L(V). Wiemy, ze dimKer f = n—1 dla dowolnej
formy liniowej f # 0 na V. Wezmy teraz jako f dowolny wektor wlasny operatora
A* na V*. Wektor taki istnieje na mocy twierdzenia 7; jesli A jest odpowiadajyca
mu wartoécig wlasna, to na mocy (14) mamy

xeKerf = (f,Ax)=(A"f,x)=(Af,x)=A(f,x) =0 = Ax e Ker f,

co oznacza, ze Ker f jest szukana hiperplaszczyzng. =

7. Operator ilorazowy. Niech L C V bedzie podprzestrzeniag niezmienni-
czg dla operatora A € L(V). Uwazajac V i L za ustalone, bedziemy oznaczac
przestrzen ilorazowy V/L (okredlong w rozdziale 1, § 2. p. 6) symbolem V, a jej
element x + L przez X

DEFINICJA 9. Wzér _ L .
Ax, eV,

okresla operator liniowy AV — V, zwany operatorem tlorazowym. Inaczej
méwige, A(x + L) = Ax + L.

Powyzsza definicja jest poprawna, tzn. nie zalezy od wyboru reprezentanta x:
jeflix+ L=x"+L, tox—x=y€LiAx-Ax' = A(x-x') = Ay € L (na
mocy niezmienniczoéci L). Stad Ax + L = Ax’ + L. Gdyby podprzestrzei L nie
byla A-niezmiennicza, definicja A nie miataby sensu.

Zalézmy teraz, ze V = L & M Jebt sumg prosta podprzestrzeni A-niezimien-

niczych. Jak wiemy, wtedy A = AL + Aps jest suma prosta swoich ograniczen do
LiM.Jedli f:ur u+ L jest jzomorfizmem miedzy M i V = V/L (rozdz. 1,

§ 2, twierdzenie 10), to
(foAu)y = f(Any) = Amy +L=A(y + L) = A(fy), yeM,
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skad

foAr=Aof. (17)

Oznacza to, ze z dokladnoécig do izomorfizmu f dzialanie A na przestrzeni V
pokrywa sie z dzialaniem Axs na M. Méwimy tez w takim wypadku o réwnowaz-
noéci operatoréw A i Ajr.

Przyklad. Jedli e, jest wektorem wlasnym operatora B w przestrzeni dwu-
wymiarowej V = (e, e2), to macierz tego operatora w bazie (e;, e_g_) jest ma-
cierzg tréjkatng ||o % |- Na przestrzeni V = V/(e1) = (&;) mamy A€, = pe,.

Jedli V = (e1, eq, e3) jest tréjwymiarows przestrzenig liniowa nad C, przy
czym e, jest wektorem wlasnym operatora A :V — V (czyli Ae; = ae; dla
pewnego o € C), to w dwuwymiarowej przestrzeni V = V/(e1) = (&2,83)
dziala operator ilorazowy, ktéry (w odpowiedniej bazie) ma macierz trojkatng
152]- Przypuéémy dla uproszczenia, ze jest to baza (€2,€a). Wtedy

Agy = f&;, tj. Aey = fe; +vey,
.253 = v€3 + d€z, tj. Aez = ves+ des + pe;.
Tak wiec
o v op
A=I|0 8 6
0 0 ~«

Dla przestrzeni zespolonej wigkszego wymiaru rozumowanie jest analogiczne.

CWICZENIA

1.

Niech {A; | i = 1,...,m—1} bedzie ukladem ortogonalnym macierzy idempo-
tentnych (zob. uwage w koncu p. 1). Wykazaé, ze jeSli A = A +...+ A, to
A% = Aoraz AA; = A;A= A;dlai=1,...,m~— 1; jesli ponadto przyjmiemy
A, = E — A, to uklad idempotentéw {A4; [ ¢ = 1,...,m} jest zupelny.

Udowodnié, ze jedli operator liniowy D : Mn(f) — Mp(R) na przestrzeni
macierzy kwadratowych jest multiplikatywny:

D(AB) = D(A)D(B) dla dowolnych A, B € M, (R)

oraz D # O, to D = fc dla pewnej macierzy nieosobliwej C, gdzie fc(A) =
C~YAC (§ 1, ¢wiczenice 3).

Niech 4 : V — V bedzie operatorem liniowym o tej wlasnosci, ze Im AP =
Im AP*! dla pewnej liczby naturalnej p. Wykazaé, ze wtedy V = Ker AP ¢
Im AP jest sumg prostg dwéch podprzestrzeni A-niezmienniczych.
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10.

Udowodnid, ze jesli operatory £, 4, A2, ... A"~ dzialajace na n-wymiarowe;
przestrzeni V' sa liniowo niezalezne, to istnieje taki wektor v € V., ze

V= (v,Av, A%v,..., A" v)
(méwimy w tym przypadku, Ze przestrzei V jest cykliczna).

Niech A bedzie rzeczywista macierza n x n bez rzeczywistych wartosci wia-
snych; w szczegblnosci, n jest parzyste i macierz A jest odwracalna. Wykazad,
ze istnieje taka macierz rzeczywista B, ze AB = BAi B? = —F (D. Djokovi¢).

Udowodnié, ze dla dowolnych A, B € M,,(R) macierze AB i BA maja ten smn
wielomian charakterystyczny.

Znalezé pierwiastki charakterystyczne macierzy ,cykliczne}”

ap ay ax
A= az ao aylfl,
a; az Qo

wykorzystujac latwy do sprawdzenia zwiazek

01 0
A=aE+aB+a:B? B=|0 0 1
1 0 0

Udowodni¢, ze przestrzen SMag,, (Q) kwadratéw pélmagicznych (rozdz. 1. § 1.
przykiad 8) jest podalgebra w M, (Q).

(Amer. Math. Monthly 98 (1991), 131-133). Niech A, B € M,(R), gdzic
char 8 # 2. Piszemy B ~ A, jes§li B = DA dla pewnej macierzy D =
diag(0y,...,0,), gdzie 6; = £1; jest to oczywiscic relacja réwnowaznosci. Jesl
S(A) jest klasa réwnowaznosci macierzy A, to Card S(A) < 2". Udowodnic.
ze co najmniej jedna macierz w kazdej klasie S(A) nic ma wartosci wlasnej !.

Niech A bedzie operatorem liniowyin na n-wymiarowej przestrzeni V. Wyka-

zac, ze A*=A < rank A+ rank(€ - A) = n.

§ 4. POSTAC KANONICZNA JORDANA

Gdy chcemy zbadaé dzialanie danego operatora liniowego A : V' — V| naturalne
jest poszukiwanie takiej bazy w V', ktéra bylaby mozliwie najbardziej dopasowana
do A. Inaczej méwiagc, w klasie macierzy podobnych C~!AC odpowiadajacych
operatorowi A nalezy znalezé macierz mozliwie najprostszej postaci. Ze zrozu-
mialych wzgledéw rozwigzanie tego zadania w istotny sposob zalezy od ciala
skalaréw £. W dalszym ciggu przyjmujemy, ze R jest cialem C liczb zespolonych,
choé¢ w zasadzie mogloby to by¢ dowolne cialo algebraicznie domkniete.
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1. Twierdzenie Hamiltona—-Cayleya. Nastepujacy prosty fakt okazuje si¢
bardzo uzyteczny:

TWIERDZENIE 1. Macierz operatora liniowego A moina zawsze sprowadzic¢
(w sensie podobieristwa) do postaci tréjkginej.

Dowéd. Najprosdciej udowodnié to przez indukcje. Zgodnie z twierdzeniem 9 z § 3
przestrzen V' zawiera hiperplaszczyzne A-niezmiennicza U. Na mocy zalozenia
indukcyjnego w U istnieje baza (ei1,...,e,—1) taka, ze Ae; = \;e; + vy, przy
czym v; € {e1,...,e;_1). Mamy V = (U, e,), gdzie e, jest dowolnym wektorem
z V\U. Niech Ae,, = \, e, + u, gdzie u € U. Wtedy w bazie (e1,...,e,_1,e,)
macierz operatora A ma zadang postaé

)\1 *
Az

0 An
Dosé tatwo mozna teraz udowodni¢ wazne

TWIERDZENIE 2 (Hamiltona—Cayleya). Kazdy operator liniowy A jest pier-
wiastkiem swojego wielomianu charakterystycznego:

xA(A) = 0.

Dowéd. Wykorzystamy baze (ey,...,e,) skonstruowang w dowodzie twierdzc-
nia 1. Jesli oznaczymy Vi, = (e,,...,e,_¢), to

V=V%>Vi>...0V,_, DV, ={0},
kazda podprzestrzen V; jest A-niezmiennicza oraz

(A= Ap—r€E)en—k € Vi1
Wobec tego
(A — X&)V C Vit
a stad
XA = (A= X&) (A - N E)V

=(A=ME) .. (A-NEWoC (A—ME) ... (A= X1 E)V,
C ('A - ’\18) ce. (.A - )\n._gg)VZ c..-C (-A - )‘18)‘/11-—\ = {0}

Zatem obraz operatora y 4 (,A) jest podprzestrzeniQ zerows, czyli x a(A) = O.»
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WNIOSEK. Wielomian minimalny pa(t) operatora A jest dzielnikiem wielo-
mianu charakterystycznego x 4(t) i dzieli sie przez wszystkie czynniki liniowe po-
staci t — A, gdzie A € Spec A.

Dowdéd. Poniewaz operator A jest pierwiastkiem wielomianu x.4(¢) (twierdze-
nie 2), wiec podzielno$¢ x a(t) przez p4(t) wynika z twierdzenia 2 w § 2. Jedli
ponadto A jest wartoScia wiasng operatora A, to Av = Av dla pewnego v # 0,
a wiec 0 = pa( AV = pa(N)v, czyli pa(X) =0, skad (t — X) | pa(t) (powtérzyli-
$my tu uzasadnienie implikacji (7) w § 3). =

Uwaga. Mozna by dowodzi¢ twierdzenia Hamiltona-Cayleya tak: det(tE — A)|,- ,
= det(AE — A) = det0 = 0, co konczy dowdd. Dlaczego rozumowanie to jest

zupeinie bledne?

Choé twierdzenie Hamiltona—Cayleya ma rozliczne zastosowania, bedziemy je
na razie wykorzystywaé tylko w najbardziej bezposredniej formie.

Przyktad 1. Niech A:V — V bedzie operatorem nilpotentnym stopnia m
(§ 2, definicja 3); tak wiec p4(t) = t™. Przypuéémy, ze A™ v # 0. Wtedy
wektory v, Av, ..., A™ v s liniowo niezalezne. Istotnie, kazda nietrywialng
zaleznoé¢ liniowg miedzy nimi mozna sprowadzié¢ do postaci

APV A v+ a1 A™ v =0 dla pewnego k (0 < k < m—1).

Zastosowanie operatora A™ 1~k do obu stron tej réwnosci prowadzi do wnio-
sku, ze A™"1v = 0, wbrew wyborowi v.

Tak wiec stopien nilpotentnosci m operatora A nie przekracza n = dimV,
co ma si¢ rozumie¢ wynika tez z twierdzenia Hamiltona-Cayleya. Zal6zmy
teraz, ze m = n i A% e # 0. Wyzej wykazalismy, ze wtedy nastepujace
wektory tworzg baze w V:

e; =A""le, e =A""2%, ..., e, = Ae, e, =e.

Wowczas Ae; = 0, Ae, = e;_; dla k > 1 i macierza operatora 4 w bazie
(e1y...,ep) jest klatka Jordana J,(0), zdefiniowana ponizej.

Jedli np. V = (1,¢,...,t" 1) jest przestrzenig wielomianéw zespolonych
stopni < n i D = d/dt jest operatorem rézniczkowania, to jego macierza
w bazie (e;), gdzie e;41 = (1/i)t* dlai = 0,...,n — 1, jest wlasnie klatka
Jordana J,(0).

DEFINICJA 1. (a) (Gdrng) klatkg Jordana (na cze$¢ matematyka francuskiego
Camille’a Jordana (1838-1922)) wymiaréw m x m odpowiadajaca wartosci wla-
snej A nazywamy macierz
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A1 0 0 0
O x1 ... 00
Jm(/\) el | B
0 0 0 Al
0 0 O 0 A

(b) Macierz Jordana to macierz zbudowana z blokéw J,,,. (\;) wzdhuz gléwnej
przekatnej i zer poza tymi blokami:

Jml(’\l) 0
0 Im,(As)

(c) Bazg Jordana dla operatora liniowego A : V — V nazywamy taks baze
przestrzeni V, w ktdérej macierz operatora A jest macierzg Jordana; inaczej mé-
wimy, ze w takiej bazie macierz operatora ma postac kanoniczng Jordana (w skro-
cie PKJ) J(A).

(d) Sprowadzenie macierzy do postaci kanonicznej Jordana to rozwiazanic
réwnania macierzowego X 'AX = J(A), gdzie X jest (nieznana) macierza nic-
osobliwa, a J(A) - (réwniez nieznang) macierza Jordana.

Zauwazmy, ze J,, (A\) = AE = J,,(0) jest macierza nilpotentng. W szczegdlnosci
(t — A)™ jest wielomianem minimalnym klatki Jordana J,,()\) i A jest jej jedyna
wartoscig wlasng: Spec .J,,(A) = {A}.

Przyklad 2. Niech D,()\) bedzie przestrzenia liniows funkcji zespolonych
postaci e* f(t), gdzie A € C i f(t) przebiega wielomiany stopni < n — 1.
Poniewaz

S(F1) = MO + 1),

wigc rézniczkowanie D = d/dt wyznacza operator liniowy na D,(A). Jesli
przyjmiemy e;,; = e*t'/i! dlai=0,...,n—1, to

i—1
G — 1)
(0! = 1; dla ¢ = 0 nie ma pierwszego skladnika). Zatem (e;) jest bazg Jordana
dla operatora D w D, () oraz J(D) = J, ().

ti
’Dei+1 = e)‘t + )\—Ee’\t =e; + Ae.H_]

Przyklad ten wskazuje na szczegdlna rolg macierzy Jordana w teorii liniowych
réwnan rézniczkowych. Do tego tematu jeszcze wrdcimy.
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Przyktad 3. Jedli f(t) jest dowolnym wielomianem, to

fQ) )/ FN/2! fﬁm:;;(x)/(m—nz
F(Im(N) = 0 ) Fxynt o f (A)/(m - 2)! ,

--------------------------------------------------

a wigc klatkami Jordana znacznie latwiej operowaé niz dowolnymi macie-
rzami.

2. Postaé kanoniczna Jordana: twierdzenie i wnioski

TWIERDZENIE (podstawowe o postaci kanonicznej Jordana). Kazidg ma-
cierz kwadratowqg A stopnia n nad ciatem algebraicznie domknictym K (w szeze-
gdlnosei nad C) mozna sprowadzié do postaci kanonicznej Jordana. Istnieje ma-
cierz nieosobliwa C. dla ktérej C~1AC = J(A) = J jest macierzq postaci (2),
wyznaczong jednoznacznie z dokladnodciq do porzqedku klatek.

Poniewaz macierze podobne maja te same wielomiany minimalne, wiec z tego
twierdzenia i z uwag dotyczacych klatek Jordana wynika, ze

palt) = (t=A)" o (E= A )™, (3)

gdzie A, ..., A;, sg wszystkimi roznymi warto$ciami wlasnymi macierzy A oraz
m;, jest najwiekszym stopniem klatki Jordana odpowiadajacej wartosci wlasncej
Ai,, 1 wystepujacej w J(A).

Jasne jest, ze macierz A jest diagonalizowalna (tzn. podobna do macierzy
diagonalnej diag(\1,...,A,)) wtedy i tylko wtedy, gdy w J(A) nie ma klatck
stopnia > 1. Jesli uwzglednimy wzér (3), prowadzi to do nastepujacego wygodnego
kryterium:

WNIOSEK. Zespolona macierz kwadratowa jest diagonalizowalna wtedy 1+ tylko
wtedy, gdy jej wielomian minimalny nie ma pierwiastkéw wielokrotnych.

Kryterium to jest efektywne, poniewaz do znalezienia u4(t) nie ma potrzehv
sprowadzania macierzy A do postaci kanonicznej Jordana.

Dowdd podstawowego twierdzenia dzieli sie na trzy czesci, przedstawione
w punktach 3-5 ponizej. Po drodze podajemy szereg praktycznych zalecen, po-
mocnych przy sprowadzaniu macierzy do PK.J; nastepnie szkicujemy inne metody
dowodu.

3. Podprzestrzenie pierwiastkowe

DEFINICJA 2. Zbhiér wektoréw
V(D) ={v eV |(A- A v =0 dla pewnego k € N}
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nazywamy podprzestrzenig pierwiastkowq odpowiadajaca wartosci wlasnej A €

Spec A.

Latwo sprawdzié¢, ze V()\) jest podprzestrzenig liniowa: jesli u,v € V(A),
(A= 2EPu =0, (A - A)'v = 0 im = max(s,t), to dla dowolnych a.pBeC
mamy

(A= AE)"(cu+ pv) = a(A = AE)"u + B(A - AE)™v =0,

czyli au + Bv € V(A). Poniewaz do V() nalezg wektory wlasne odpowiadajace
A, wiec V(A) # {0}. Mamy zatem V* C V(X), ale réwnosci moze nie byé, jak
pokazuje przyklad operatora nilpotentnego stopnia m > 1: A = 0 jest jedyna
wartoscig wlasng, dimV® =1, ale V(0) = V.

Poniewaz dim V() < n i ograniczenie operatora A — A do V() jest opera-
torem nilpotentnym, wigc (zob. przyklad 1)

V) = {veV |-\ =0}

TWIERDZENIE 3. Niech A:V — V bedzie operatorem liniowym z wielomianem

charakterystycznym
4

xa(t) = [t = 2™, gdze A #X; dlai#j.

=1

Wéwczas przestrzen V' jest sumg prostq podprzestrzeni pierwiastkowych V(\;);
kazda z nich jest A-niezmiennicza i ma wymiar n;. Operator A— \;E. nilpotentny
na V(X;), jest izomorfizmem na podprzestrzeni dopelniajocej

Vi=VIA)®...d Vi) OV i) @ ... @ V().

Ponadto A; jest jedynq wartodciq wlasng operatora Ay

Dowéd. Zaden z czynnikéw ¢t — )y, nie dzieli jednoczednie wszystkich wielomianow
xi(t) = t— ;)" 1=1 -
i =X, i=1,...,p,
ji

wobec tego NWD(x1(t), ..., x,(t)) = 1. Istnieja zatem wielomiany f(t),. ... fo(t)
€ Clt] spelniajace réwnosé
P

D xi®fi(t) =1. (4)
=1
Podprzestrzenie

Wi = xi(A) fi(A)V = Xi( A fi(A)v | veV}, i=1,...p,

sg A-niezmiennicze:

AW; = Xi(A) fi AV AV C xi(A) fi( AWV = W,
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Ponadto
(A= XE)"W; = xa(A)fi(A)V = {0}
(gdyz x.4(A) = O na mocy twierdzenia 2), wiec
Wi C V(). (5)

Réwnoé¢ (4), przepisana w postaci

P
&= ZXi(A)fi(-A):

=1

daje rozklad »
V=> W
1=1

i tym bardziej (dzigki zawieraniu (5))
P
V=> V().
=1

Zalozmy, ze v € V(\)NV;, gdzie V; = ) i V(A;), jak w sformulowaniu twierdze-
nia. Wéwczas (A4 — N\;E)"v = 0, a poniewaz v = Z#i v;oraz (A—X;E)"v; = 0.
wiec [H#i(.A — X;E)"v = 0. Z drugiej strony, wielomiany (¢t — X\;)" i ¢(1) =
[1 jxi(t=A;)" sa wazglednie pierwsze, czyli istnieja wiclomiany a(t) i b(t) takic. 7
a(t)(t — )" + b(t)e(t) = 1.
Wowczas
v = a(A)(A - NE*V + b(A){ TTA-x6mYv =0,
J#1

tj. podprzestrzenie V(A;) i V; maja trywialng cz¢sé wspélng. OtrzymaliSmy zatem
rozklad

V=V(A\)&...dV(N) (6)

na sume prostg podprzestrzeni A-niezmienniczych.
Z zawierania (5) i rozkladu (6) wynika, ze W; = V(A;). Mamy wigc jawne
wyrazenie na V(\;):
V(A) = xi(A) fi(A)V,
gdzie wielomiany x;(t) i fi(t) pochodza z tozsamoéci (4). W szczegblnoéci
(A—=XNE)'V(N) = {0}

Wielomianem minimalnym dla A na V()\;) jest wigec pewien dzielnik wielomiann
(t—A;)™. Wynika stad po pierwsze, ze \; jest jedyng wartoscia wlasng operatora
Ay (x,). Ponadto w bazie bedacej suma baz podprzestrzeni V();) operator A ma
magcierz 0
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gdzie A; jest macierzg stopnia n/ = dimV()\;) 2z jedyng wartoécia wlasng A;
i wielomianem charakterystycznym

xa,(t)=(t - )\,'_)";, przy czym ni < n;.

Ale xa(t) =TT, xa(t). astadn=n} + ... +n, in; =ng.

Pozostato nam do udowodnienia, ze (A— A\;€)y, jest izomorfizmem. To jednak
jest oczywiste: w przeciwnym razie Av — A\;v = 0 dla pewnego 0 # v € V,,
a z drugiej strony wielomianem charakterystycznym dla A na V; jest x;(t) =
[L;4(t — A;)™ i A; nie jest jego pierwiastkiem. =

4. Przypadek operatora nilpotentnego. Skoro twierdzenie 3 jest juz udo-
wodnione, to zagadnieniec wyboru najprostszej macierzy dla operatora liniowego
A : V — V sprowadza sie do przypadku, gdy A ma jedyna wartoé¢ wlasng A
i B= A — )\ jest operatorem nilpotentnym z macierza nilpotentna B. Niech m
bedzie ich stopniem nilpotentnodci: m < dimV'.

W tej sytuacji naturalne jest przyjecie nastepujacej definicji:

DEFINICJA 3. Podprzestrzen liniowa
RBlv = (v,Bv,...,B" V)

nazywamy podprzestrzenig cykliczng, stowarzyszong z operatorem nilpotentnyin
B stopnia m i wektorem v. Tutaj m’ < m oznacza najmnicjsza liczbe naturalng,
dla ktorej B™ v = 0.

TWIERDZENIE 4. Kazdg macierz nilpotentng B (nad dowolnym cialem skala-
row) mozna sprowadzié¢ do postaci kanonicznej Jordana.

Dowéd. Z przykladu 1 i definicji 1 wiemy juz, ze kazdej podprzestrzeni cyklicziej
odpowiada klatka Jordana. Wystarczy wiec wykazad, ze calg przestrzen mozna
rozlozy¢ na sume prosta podprzestrzeni cyklicznych. Wykazemy to przez indukcje
wzgledem wymiaru przestrzeni.

Na mocy twierdzenia 1 macierz B mozna sprowadzi¢ do postaci gérnotrdj-
katnej z zerami na gléwnej przekatnej. Niech U bedzie podprzestrzenia liniowa
rozpieta na pierwszych n — 1 wektorach bazowych. Wtedy BV C U i z zalozenia
indukcyjnego istnieje rozklad

U = &Ble, & ... ® ABle, (7)
gdzie
R[B]ei = (e,-, Bei, NN Bmiﬂlei), B™ i = 0.

Mozemy przyjacé, ze
my > ... > msg. (8)
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Ponadto V' = (v,U) dla dowolnego v € V \ U, a wigc Bv = Y, ase; + Bu dla
pewnego u € U. Biorac v/ = v — u, otrzymamy

V=U), Bv= Za.,;e,-.
=1

Jedlia; =0dlai=1,...,s, to do klatek Jordana Jp, (0),..., J,,.(0) dojdzic
klatka J; (0) odpowiadajaca podprzestrzeni cyklicznej (v'), tj.
B ~ J(B) = diag(Jm, (0), - - -, S, (0), J1(0)).

Zalézmy teraz, ze dla pewnego r > 1 mamy

8
/
ay=...=q,_1 =0, a #0, BV = _;_ ase;.
i=r
Przyjmijmy
] 1 : 187
e =¢edlai#r e.=—v. pi=—.
Q. Q.
Wtedy

)
Be,. = e, + Z G;e; =: f,.

i=r+41

Poniewaz B™f,. = 0 na mocy nicréwnoéci (8) oraz suma (7) jest prosta, wynika
stad, ze B™ "!f, # 0, niezalesnic od tego, jakic sa wspélezynniki 3;. Ponadto
nietrudno wykazad, ze suma

E R(Ble; + R[B]f,

t#ET
jest tez prosta i réwna U. Teraz jednak podprzestrzefn cykliczng K[B]f, moina
rozszerzy¢ do R[Blel., gdzie e, ¢ U, i otrzvmujemy sume prosta

V= e; R([Ble..

=1

odpowiadajaca wykladnikom mj,...,m/, gdzie m; = m; dla © # r oraz m/ =
m, + 1. Zatem

B ~ diag(J.n; (0), ..., Jin: (0))
(liczba klatek nie ulegla zmianie, tylko rozmiar jednej z nich zwiekszyl sie o 1).
Ciag (m],...,m}) nie jest na ogd! uporzadkowany; jesli chcemy to osiagnaé, wy-
starczy przenumerowa¢ wektory bazowe. =

5. Jednoznaczno$é. Udowadniajac jednoznacznosé, wskazemy jednoczesnic
praktyczne postgpowanie przy sprowadzaniu danej macierzy A do postaci kano-

nicznej Jordana.

36




manr aWmae e o - N

Nalezy mianowicie umie¢ znajdowaé liczbe N(m, A\) klatek Jordana stopnia m
odpowiadajacych warto$ci wiasnej A. Przyporzadkowujemy jak zwykle macierzy
A operator A dzialajacy w n-wymiarowe]j przestrzeni liniowej V', ktéra rozkla-

damy na sume prosta
V=vav, 9)

gdzie N
V() = Ples (A= AEe;, ..., (A—AE)™te,),

B
A £
Obliczymy rzad r; macierzy (A — AE)? lub, co na jedno wychodzi, wymiar prze-
strzeni (A — \E)V. Nic zalezy on oczywiscie od wyboru bazy w V. Obie prze-
strzenie w rozkladzie (9) sa niczmiennicze wzgledem (A — AE)Y, a wiec

dim (A — AE)'V =) dim (A4 ~ AE)'C[Ale; + dim (4 — AE)'V".

Zalézmy dla ustalenia nwagi, ze m; < ... < m. Jeslim; < ¢, to (A—AE)'C[A]e,
= {0}. Dla m; > t mamy
(A= AE)'ClAlej = (A — AE)'ej, (A —AE) e, ..., (A—AE) ey,

czyli
dim (A — A\E)'C[Ae; = m; —t.

Operator A — A\ jest izomorfizinem na podprzestrzeni V' (twierdzenie 1), zatem
dim (A - X)WV =dimV".

Stad
T, = Z ; —t)+dimV’,

™my >t

a wobec tego

Te — T4 = Z(Tl&j—t)" Z (?’nj'—f—l)

m>1 my>t+1

= Z(mj-t)—— Z (m; —t) + Z
m;>t my>t+1 my>t4-1

= Y 1+ Y 1=NE+LN+NE+2,M0)+...
m;={+1 m;>t+1

Wynika stad, ze
Tm—1 = Tm = (Tm = Tm41) = {N(m, ) + N(m + 1,A) + ...}
—{N(m+1,A)+ N(m+2,\)+...}
= N(m, )
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1 ostatecznie
N(m, /\) = Tm—1 = 2rm + Tmi1, (1“)
gdzie
m>21, r,=rank(A-XE), 7ro=n.
Zauwazmy, ze r; jest niezmiennikiem podobicfistwa (tzn. zalezy tylko od klasy
podobiefistwa macierzy A). Ze wzoru (10) wynika wiec jednoznacznosé¢ postaci
kanonicznej Jordana. m

Nie méwiliémy dotychczas nic o macierzy C ustalajacej podobienstwo:
J(A) =C™'AC.

Skoro jednak obie macierze A i J(A) sa teraz znane, to C = (¢;;) mozemy znalesd
7 rOwnania macierzowego

XJ(A) - AX =0,
o ktérym wspominaliémy w definicji 1(d) i ktére jest rownowazne ukladowi linio-
wemu jednorodnemu o n? niewiadomych. Niech C), ..., C, bedzie baza przestrzen;
rozwigzan tego réwnania. Na ogdl nie wszystkie macierze C; sa nieosobliwe, ale
poniewaz postac¢ kanoniczna Jordana istnieje, wigc

det(a,C) + ...+ a,Cp) # 0

dla pewnych wspétezynnikéow g, ...,a, € C. Wéwezas C = a1C) + ... + o, ('),
jest szukana macierzg. Nie jest ona, rzecz jasna, wyznaczona jednoznacznie, nawet
przy unormowaniu det C' = 1.

Znajdowanie w ten sposéb macierzy C, realizujacej sprowadzenie do postaci
kanonicznej Jordana, nie jest szczegolnie praktyczne, ale nie przedstawia istotnych
trudnosci.

Przyklad 4. Wielomianem minimalnym macierzy

spelniajgcej warunek S? = nS, jest oczywiscie us(t) = t> ~nt, tj. Ay = n
i A2 = 0 sa wartodciami wlasnymi macierzy S o krotnoéciach odpowiednio
1in— 1. Poniewaz rankS = 1 i macierz S nie jest nilpotentna (ma inny
wielomian minimalny), wiec jej postacia Jordana moze byé¢ tylko J(S) =
diag(n,0,...,0). Nie jest to dziwne, gdyz P = (1/n)S jest macierza operatora
rzutowania. Rozwigzaniem réwnania macierzowego

11 ... Tin n ... 0 1 ... 1 11 .- Zin

wnl “se Tnn 0 ce . O 1 oo 1 Ini o a e Tnn
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“ jest np.

1/n -1 —1
— -1
C = 1/n n—1
i/n -1 n—1

6. Inne podejScia do PKJ. Efektywnych metod znajdowania postaci ka-
nonicznej Jordana i bazy Jordana dostarcza ogdlna teoria moduléw nad pier-
$cieniami idealéw gléwnych; jedna z jej odmian stanowi dobrze rozwinigta teoria
A-macierzy. Cho¢ teoria ta jest uniwersalna i prowadzi do innych waznych wnio-
skow, jej przedstawienie w tej ksiazce byloby nuzace i nie wydaje sie wskazane.
Z drugiej strony, bezposérednia metoda geometryczna, ktora przyjeliSmy, jest do-
statecznie pogladowa i zasluguje na przedstawienie jeszcze jednego jej wariantu,
laczacego twierdzenia 3 i 4 (zob. np. podreczniki [2] i [9]).

Niech wiec A : V — V bedzie zespolonym operatorem liniowym, a A — jedna
z jego wartodci wlasnych. Poniewaz baza Jordana dla A — AE jest jednoczesnie
baza Jordana dla A, mozemy zalozyé, ze A = 0. Wtedy operator A jest osobliwy,
zawieranie Im A C V nic jest réwnoscig i1 mozemy rozumowac przez indukcje
wzgledem n = dim V. Rozpatrzmy cigg podprzestrzeni

InA’ H>ImA' D ImA?2> ... OImA” ' DImA? =Im A" = ..,
stabilizujgcy sie na p-tym wyrazie (dla pewnego p), czyli
ImA” NKer A = {0}, ImAP~!'NnKer A # {0}.
Zgodnie 7z ¢wiczeniem 3 w § 3 maimy rozklad
V = Ker AP @ Im AP

na sume prosta podprzestrzeni A-niezmienniczych. Jesli dimIm A7 > 0, to na
mocy zalozenia indukcyjnego oba skladniki maja bazy Jordana; ich suma jest
baza Jordana w V.

Pozostaje rozpatrzy¢ sytuacje, gdy

V = Ker AP,

tj. AP = O, AP~ ! £ O. Tak wiec — omijajac twierdzenie 3 (wazne jednak samo
w sobie) - — sprowadziliémy zadanie do przypadku operatora nilpotentnego. Nie
odwolujac sie do twierdzenia 4, postapimy nastepujaco. Dla wygody wprowadzmy

oznaczenie '
V; = Im A" NKer A.

Wtedy
KerA=ViDVyD...DVp, #{0}, V11 = {0}
W przestrzeni V, wybierzmy baze (a! | i = 1,...,7n,). Poniewaz a} € Im AP™!,
wiec a} = AP !a’ dla pewnego wektora af. Definiujemy af = AP~*al dla
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k = 1,...,p. Uzupelniamy wektory a} do bazy podprzestrzeni V,_;, dodajac
np-1 wektoréw bj; przedstawiamy je w postaci bl = A”‘sz“'l i definiujemy
bg- = AP~ ‘_lb;’ 'dlal=1,...,p—1. Nastcgpme uzupelmamy Wektory aj, bl do
bazy w Vp_o, dodajac n,_o wektoréw cj itd. Cala ta procedura przedstawmnd.
jest na ponizszym diagramie:

a;
|
a? -1 b;’ -
2 | 2 —2
aj”® bi™" ¢}
l l l
l ! l
a’ b.? c? d:
| ) ] |
a) b; c, d! e
l ! | L
0 0 0 0 O

Przypusémy, ze wektory w tym diagramie sg liniowo zalezne:
p ;—l (p—1) . p—1 N
Za al +Za Val™ 4 43 AP L+ del = {0} (1)
Vi t

Dziatajac na (11) operatorem AP~!, otrzymamy

Z a(p) 1

(p) _ -
a7 =0, i=1,...,n,

skad

Dzialajac teraz na (11) operatorem AP~2, dochodzimy do wniosku, ze
Za(P 1) 1-}-2,@(7’-1)})1 —

co wobec wyboru wektoréw daje o, (r=1) = 0 = ,B(p Y Kontynuujac to postepo-
wanie, przekonujemy sie, ze zaleznos< (11) jest tryw1alna Z drugiej strony, laczna

liczba wektoréw w diagramie wynosi

{afH + [{bl} + ... + [{er}]
=pnp+(p—1)np_1+...+2n2+n1
=M +...+tnp)+(na+...+np)+...+(Npo 1 +1p) + 1
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=dimV, +dimV, + ... + dimV,_; +dimV,

p
=) dim(ImA""' NKer A) = ¥ _(dimKer A’ — dimKer A"™")

i=1 i
= dim Ker A? = dim V'
(w zwigzku z ta réwnoscig zob. ¢wiczenie 7 w § 2).
Wektory w diagramie tworza wiec baze przestrzeni V:; na mocy konstrukeji
jest to baza Jordana.
Co sie tyczy jednoznacznosci PKJ, to stosujac oznaczenia punktu 5, mainy
N(m,0) = dim V,,, — dim Vi 44
= (dim Ker A™ — dim Ker A™ ') — (dim Ker A™¥! — dim Ker .4™)
= 2dim Ker A™ — dimKer A™ ™' — dim Ker A™!

= rank A™™! — 2rank A™ + rank A =1, | — 2r,, + Tty

a o tej wielkosci wiemy juz, ze jest niezmiennicza.

7. Inne postaci normalne. W tym punkcie oméwimy pokrétce inne postaci
normalne macierzy, wygodne w szczegolnosci dla cial, ktore nie sy algebraicznie
domkniete.

(a) Podprzestrzenie cykliczne 1 klatki cykliczne. Rozwiniemy nieco definicje 3.
Przestrzen V wymiaru n nad R nazywamy cykliczng wzgledem operatora linio-
wego AV — V jesli w V istnieje wektor v (réwniez zwany cyklicznym) taki,
ze

V={(e,...,e,), gdzic e;=A""‘vdlai=1,....n.

Poniewaz (e;) jest bazg w V, wiec

n—1

A'v = E a; AtV
i=0

dla jednoznacznie wyznaczonych wspolczynnikow a; € R; oznacza to, Ze macierzy
operatora A w tej bazie jest tzw. klatka cykliczna

ap—y 1 0 ... 0 0

Ay -2 01 ... 00
A=l . (12)

1841 0o 0 ... 0 1

(xp 00 ... 00

Na odwrét, jesli macierza operatora A w bazie (e1, ..., en) jest klatka cykliczna,
to wektor v = e, jest cykliczny dla A, przy czym e; = A" 'e,, (dowdd przez
indukcje ,w dol” wzgledem 7).
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Pokazemy, ze postac klatki cyklicznej odpowiadajacej A nie zalezy od wyboru
wektora cyklicznego. W tym celu sprawdzimy, Ze pierwsza kolumna macierzy (12)
sklada si¢ ze wspélczynnikéw wielomianu minimalnego operatora A:

n—1
pat) = f(H) =17 = 3" autt
=0

Istotnie, f(A) = O. poniewaz
f(A)(A™V) = A'(f(A)v) =0,

a wektory A'v generuja V. Z drugiej strony, g(A) # O dla kazdego niezerowego
wielomianu ¢(t) stopnia < n, gdyz w przeciwnym razie dzialajagc operatorem
g(A) = O na wektor cykliczny v, otrzymaliby§my nietrywialng zaleznosé liniowy
miedzy wektorami bazowymi A'v.

(b) Kryterium cykliczno$ci przestrzeni. Zgodnie z powyzszymi rozwazaniami.
jeSli przestrzen V jest cykliczna wzgledem A, to jej wymiar jest stopniem wiclo-
mianu minimalnego operatora A, skad wynika, ze wielomian minimalny jest réwny
wielomianowi charakterystycznemu. Zachodzi réwniez implikacja odwrotna (§ 3.
¢wiczenie 4).

(¢) Kazda macierz jest podobna do sumy prostej klatek cyklicznych. Dowdd
mozna przeprowadzi¢ analogicznie do dowodu twierdzenia o PKJ. Zamiast czynni-
kéw (t — A;)™ wielomianu charakterystyczunego nalezy rozpatrzy¢ czynniki p; ().
gdzie p;(t) sg dzielnikami wielomianu charakterystycznego, nieprzywiedlnymi nad
cialem K. Jednoznacznoé¢ mma réwniez miejsce pod warunkiem, ze ograniczymy
sie¢ do klatek cyklicznych, ktérych wielomiany minimalne sg nieprzywiedlne. Bey,
tego zalozenia jednoznacznosci nie ma: przestrzen cykliczna moze by¢ suma prost;
dwéch podprzestrzeni cyklicznych, dla ktérych wielomiany minimalne sg wzgled-
nie pierwsze.

CWICZENIA
1. Wykorzystujac macierz S z przykladu 4 i wzér na J(S), znalezé wyznacznik
macierzy
m -1 ... -1
4- -1 m ... -1 ,
-1 -1 m

przedstawiajac go w postaci det A = yq(m + 1).
2. Z dokladnosciag do podobienstwa istnieja cztery macierze nilpotentne 4 x 4:
Ay = J2(0) + J1(0) + J1(0), Az = Jo(0) + J2(0),
Az = J3(0) + J1(0), A4 = J4(0).
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Macierze
00

0 0 0 0 1 0y (0 0 0 0 0 0 1
1 0 0 1 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0
0 00 0of”’llo o 0o of’lilx =1 0 ol>1 -1 o of
0 0 00 0 0 0 0 1 1 10 0 0 0 0

sg oczywiscie nilpotentne. Do ktdrych spodréd macierzy A; sy one podobne?

o O

. (a) Znalezé J(A), wiedzac, ze x a(t) = (t — 3)*(t +2) i rank(A — 3E) = 2.
(b) Czy J(A) bedzie wyznaczone jednoznacznie, jesli rank(A — 3&) = 1,3,4?

. (a) Wykaza¢d, ze macierze

6 2 -2 6 2 2
-2 2 2§, B=\-2 2 0
2 2 2 0 0 2

maja jednakowe wielomiany charakterystyczne.
(b) Znalezé pa(t) i up(t).
(c) Znalezé J(A) i J(B).

A=

. Niech A € M, (R), gdzie char & = 0. Udowodnié, ze macierz A jest nilpotentna
dokladnie wtedy, gdy tr(A¥Yy =0 dlak =1,...,n.

. Udowodnié, ze macierze A € M,,(C) i *A sy podobne.

7. Wykazaé, ze jesli A € M,(C), to AV = E wtedy i tylko wiedy, gdy ma-

cierz A jest diagonalizowalna i jej warto$ci wlasne s pierwiastkami 7 jedynki
stopnia N.
. Latwo sprawdzié. ze jesli
1 2 0
A=10 1 2} € Mag,(Q),
2 01

to A? ¢ Mag,(Q), tj. kwadraty magiczne, w odréznicniu od pélmagicziy
(§ 3, ¢wiczenie 8), nie stanowia pierScienia. Ty bardziej nieoczekiwauy j
fakt, ze jeSli A € Mag,(Q), to A™ € Mag;(Q) dla kazdego nieparzysts
m 2 1. Udowodnié¢ to, wykorzystujac twierdzenie Hamiltona-Cayleya.

. Sprawdzié, ze
2 000

0 011
A= 01 0 1 S Ma‘%'&(@)
01 10
ale macierz A™ nie jest magiczna dla zadnego m > 2. Wykorzystujac n
A, wykazac, ze dla kazdego n > 4 istnieje macierz magiczna, ktorej
potega (o wykladniku m > 2) nie jest magiczna.
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10.

11.

12.

13.

Zapiszmy macierz A = Ji(A) + J2(p), gdzie A # u, w postaci A = S+ N,
gdzie S = diag(A, i, p):

A0 0 A0 0 000
A=)0 p 1|, S=}0 p o). N=J0 0 1
0 0 p 0 0 00 0

Wyrazi¢ S i N jako wielomiany s(A) i n(A) od macierzy A (na mocy twicr-
dzenia Hamiltona—-Cayleya mozna uwazaé, ze deg s(t) < 2 i degn(t) < 2).

Niech V' bedzie n-wymiarowa przestrzenia zespolona, a A — operatorem li-
niowym na V. Udowodni¢, ze A mozna jednoznacznie przedstawi¢ w postaci

gdzie operator S jest diagonalizowalny, N/ -— nilpotentny, a oba sa wiclo-
mianami od A (operator S nazywa sie skladowg pélprostq, a N -— skladowy
nilpotentng operatora A4).

Obliczyé (J,(A))* dla dowolnej liczby naturalnej k.

Udowodni¢, ze [[X,Y]%,Z] = 0 dla dowolnych trzech nacierzy X,Y.Z €
M,(R), gdzie [X,Y] = XY — Y X oznacza komutator macierzy.
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