6. Przestrzenie ilorazowe. Dla danej podprzestrzeni liniowej L C V istnieje
na ogél wiele podprzestrzeni dopelniajacych M C V, dla ktérych V. = L ® M.
Wszystkie te dopelnienia sa jednak izomorficzne z pewna przestrzenia liniows,
ktorg konstruuje sie z V i L w sposéb calkowicie niezmienniczy, niezalezny od
jakichkolwick wyboréw.

Spéjrzmy na V i L jak na grupy abelowe. Zbidr

x+L={x+y|yeL}

nazywamy warstwg grupy V wzgledem podgrupy L o reprezentancie x. JeSh
O0#£ze (x+L)N +L),tox+y =x"+y =z dla pewnych y,y’' € L,
astad x+ L = X'+ L = z+ L. Zatem dwie warstwy sa albo identyczne, albo roz-
laczne. Dla ustalonego L przyjmijmy X := x + L. Kazdy wektor v € V nalezy do
jakiejs warstwy i jesli oznaczymy przez V = V/L zbiér wszystkich warstw grupy V
wzgledem podgrupy L, to w zbiorze V mozna wprowadzié¢ strukture grupy abelo-
wej, definiujge X + X’ = x + x’. Przemicnno$é i 1acznosé tego dzialania sprawdza
sie¢ bezposérednio. Warstwa 0 = L jest oczywiscie elementein zerowym tej grupy:
X+ 0 =x+ 0 = X. Ponadto —X = —x.

Jedli dla kazdego A € £ przyjmiemy A\X = Ax, tj. A(x + L) = Ax + L, to
latwo sie przekonaé, ze spetnione sa wszystkie aksjomaty (PL;)-(PLg) z § 1. Na
przyklad

l-(x+L)=1-x+L=x+1L,
a(f(x+ L)) =a(fx+L)=apfx+ L= (af)(x+ L).

W ten sposéb w zbiorze V = V/L wprowadziliémy naturalng strukture prze-
strzeni liniowej, zwanej przestrzenig ilorazowq przestrzeni V wzgledem podprze-
strzeni L. Zamiast o warstwach, mogliby$my réwnie dobrze méwié o klasach réw-
nowaznosci wzgledem relacji okreslonej wzorem

x=x'(modL) & x—x"€L.



Przyktad 6. Niech V = R? bedzie plaszczyzna kartezjanska, a L — osia .
Podprzestrzenia dopelniajaca dla L jest dowolna prosta M przechodzaca
przez poczatek uktadu i rézna od osi z (rys. 2). Prosta M przecina kazda
prosta réwnolegla do osi £ w dokladnie jednym punkcie, tak wiec zbiér M
parametryzuje rodzine tych prostych réwnoleglych. Ta rodzina wlasnie jest
przestrzenig ilorazowa V/ L.
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Rys. 2

TWIERDZENIE 10. Niech V = L & M bedzie sumaq prostg podprzestrzent L, M

C V. Wiedy odwzorowanie f : u— u+ L (u € M) jest izomorfizmem pomiedzy
M iV/L,

Dowdéd. Istotnie, odwzorowanie f jest liniowe, poniewaz,
flau+pv)=au+pv+L=a(u+ L)+ pB(v+L)=af(u)+ Lf(v).

Niech v + L bedzie dowolnym elementem z V/L. Na mocy zalozenia v = x+y
dla pewnychx € Liy e M, wigcv+L=x+y+L=(x+L)+(y+L) =
L+(y+L)=y+L = f(y). Oznacza to surjektywnos$é odwzorowania f. Jesli
ponadto u € Ker f, tou+ L = L, a stad u € L. Ale jednoczeénie u € M oraz
LN M = {0}. Zatem u = 0, czyli Ker f = {0}. Wobec tego f jest bijekcja. m

WNIOSEK. Jesli przestrzeni V jest skorczenie wymiarowa i L jest dowolng pod-

przestrzenig w V, to . _ ,
dimV/L = dimV — dim L.

Inaczej méwige, dimV/L = codimy L ().
Dowéd. Na mocy twierdzenia 9 istnieje podprzestrzen M C V taka, ze V =

L ® M, w szczegblnodci dim M = dimV — dim L. Ale zgodnie z twierdzeniem 10
podprzestrzenn M jest izomorficzna z przestrzenig ilorazowa V/L. =

CWICZENIA

1. Ile podprzestrzeni k-wymiarowych (1 < & < n) ma n-wymiarowa przestrzen
liniowa V nad cialem F; o0 g elementach?

(}) Warunek ten mozna wykorzystaé do zdefiniowania kowymiaru w przypadku, gdy prze-
strzen V jest nieskonczenie wymiarowa (przyp. tium.).



Ustali¢, jaki wymiar maja nastepujace przestrzenie liniowe rzeczywistych ma-
cierzy kwadratowych stopnia n:

(a) przestrzen macierzy symetrycznych;

(b) przestrzen macierzy antysymetrycznych;

(c) przestrzen macierzy o zerowym $ladzie.

Jaki wymiar ma przestrzen liniowa wszystkich wielomianéw f(t) jednej zmien-
nej stopni < 7, spelniajacych warunek f(1) = 0?7 Znalezé baze tej przestrzeni.

Udowodnié, ze suma algebraiczna U = U, + ... + U,, podprzestrzeni linio-
wych jest prosta dokladnie wtedy, gdy

(h+...+Ui_)NU; ={0}, i=2,...,m.

W przestrzeni P, znalezé macierz przejscia od bazy (1,%,...,t" ') do bazy
(1,t—o,...,(t—a)* 1) (o € R).

Niech 6 bedzie zespolonym pierwiastkiem wielomianu f € Q[t] nicprzywicdl-
nego nad Q. Znalez¢ wymiar przestrzeni liniowej Q] = (1,0,...,60%,.. )y
nad Q.

Udowodnié, ze dla sum prostych nie zachodzi prawo skracania, tj. z réwnosci
sum U @ W, = U ® W, nie wynika na ogél, ze W, = Ws.

Ustalié, czy przestrzen ilorazowa RK[t]/L jest skonczenie wymiarowa, jesli L
jest:

(a) podprzestrzenia P, wiclomianéw stopni < n — 1;
(b) podprzestrzenia wielomianéw podzielnych przez t";
(c) podprzestrzenia wielomianéw zmiennej ¢,

9. Udowodni¢ nastepujacy odpowiednik wzoru Grassmanna:
codim(U + W) + codim(U N W) = codim U + codim W
(U i W sy podprzestrzeniami skoniczonego kowymiaru w przestrzeni liniowej
V', niekoniecznie skofczenie wymiarowej (1)).
10. Przy oznaczeniach przykladu 8 z § 1 powstaje pytanie: jakie sa wymiary prze-
strzeni SMag, (Q) i Mag,, (Q)? Rozpatrzmy trywialne macierze pélmagiczne
1 1 1 1 ... 1
o, E=| . |l b= ' | s=ft V!
1 ] 11 1

(1) Zob. poprzedni przypis (przyp. tium.).



