GAL* — kolokwium I1

Prosze rozwiazania zadan pisa¢ na odzielnych kartkach.

1. (12p.) Dana jest kwadryka @Q C R? opisana réwnaniem
5212 + 72xy + 2802 + 73y* + 290y + 325 = 0

a) Znalezé $rodek symetrii (jesli istnieje) oraz kierunki i dlugosci osi gléwnych
kwadryki.
b) Czy istnieja wspdlrzedne afiniczne, w ktorych () jest opisana réwnaniem

vi—yp =17

Jesdli isnieja, to znalez¢ te wspdtrzedne.
c¢) Czy istnieje rzutowa zamiana zmiennych taka, ze () w nowych wspéhrzednych jest
opisana réwnaniem 27 = 22,7 Jedli isnieje, to znalezé te zamiane zmiennych.

2. (12p.) Operator A € End(C?) jest zadany macierza

4+2i 5444

4+ 31 2
Przedstawi¢ A jako zlozenie (Q P operatora samosprezonego dodatnio-okreslonego P
i unitarnego Q).

3. (12p.) Niech V bedzie rzeczywista przestrzenia wektorowsa skoriczonego wymi-
aru. Przypusémy, ze istnieja trzy endomorfizmy A, B,C € End(V) spehiajace
A?=B?=(C?= —Idoraz AB=-BA=C,BC =-CB=A, CA=—-AC = B.
Udowodnié, ze dim(V') jest podzielny przez 4.

4. (12p.) Niech V bedzie zbiorem macierzy operatoréow samosprzezonych w C”
V={XecMnxnC)|XT =X}
Dla G = GL,(C), SL,(C), U(n) oraz SU(n) rozwazy¢ relacje réwnowaznosci w V:
X ~¢Y wtedy i tylko wtedy, gdy IA € G 1 AXAT =Y.

Wskazaé¢ dokladnie po jednym reprezentancie z kazdej klasy rownowaznosci.

5. (8p.) Dana macierz B € M(m x n;K) (m wierszy, n kolumn). Definiujemy
m-liniowy funkcjonal antysymetryczny na przestrzeni K" wzorem

d(v1,v2, ..., 0y) = det(Bvy, Bua, ..., Buy,).

W tym zapisie Bv; jest i-ta kolumna macierzy m x m, ktorej liczymy wyznacznik.
Znalez¢ wspélezynniki ¢ bazie A™(V*) ztozonej z funkcjonaléw

f=A"®@e2® ---@em), T={ii<iy<--<intC{l,2,...,n},

gdzie A jest operatorem antysymetryzacji.

T. (14p.) Niech A bedzie operatorem w skonczenie wymiarowej przestrzeni ze-
spolonej z iloczynem hermitowskim. Zalézmy, ze A* = A~%.

a) Udowodni¢, ze A mozna zdiagonalizowa¢ w pewnej unitarnej bazie.

b) Sformutowaé i udowodnié analog twierdzenia a) dla przestrzeni rzeczywistych.



