GAL z * 2014: Pierwsze kolokwium
Rowiazania kazdego zadania prosze napisa¢ na oddzielnej kartce.

1. Wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej n istnieje macierz A € My, «»(R)
taka, ze A3 = A+ I oraz ze dla kazdej takiej macierzy, det A > 0.

2. Niech V bedzie przestrzenia liniowa nad cialem K, dimV < oco. Dane
przeksztalcenia liniowe f,g : V — V takie, ze fg = gf. Ponadto V
jest cykliczna ze wzgledu na f (to znaczy istnieje taki wektor v € V, ze
zbiér {v, f(v), f2(v),...} rozpina przestrzen V). Wykaz, ze g = W (f) dla
pewnego wielomianu W.

3) Dane sg proste E1, Eo, E3, Fy, Fy, F3 w K? takie, ze
T(E)) + T(Ey) + T(E3) = T(F) + T(F) + T(F3) = T(K?)
oraz
EiNEy=FE NEs=E,NE;=FNFk=FNF=FRNF;=1(.

Zbadaj, czy istnieje izomorfizm afiniczny f : K® — K3 taki, ze f(F;) = F;
dlai=1,2,3.

4) Dane cztery proste w K2. Zalézmy, ze zadne trzy z tych prostych
nie przecinaja sie w jednym punkcie, oraz zadne trzy nie sa réwnolegle.
Udowodnié, ze istnieje przeksztalcenie rzutowe przeprowadzajace te proste
na uktad

Ll = {(:L’l,ilﬁg) - K2 X = 0}, L2 = {(331,21}2) - K2 R 1},
L3 = {(3}1,332) c K2 Xy = 0}, L4 = {(331,1’2) c K2 L Xy = 1}

2 2 0 0 0 2 3 0 0
5) Dane macierze { 2 0 2|, [0 1 0]i[O0 1 0 |]. Ktére pary
0 2 0 2 00 0 0 -3

tych macierzy sa kongruentne nad cialem: a) Q, b) Q(v/2), ¢) R, d) C?

6) TEORETYCZNE. Podaé¢ dowéd twierdzenia Cayleya-Hamiltona (przy
zalozeniu, ze przeksztalcenie ma macierz gérnotréjkatna w pewnej bazie,
lecz nie stosujac twierdzenia Jordana).



