Kazde zadanie powinno by¢ rozwigzane na oddzielnej kartce. Na kazdej kartce z rozZWig-
zanlem powinno by¢é:

e imi¢ 1 nazwisko osoby zdajacej oraz jej numer indeksu,

e numer grupy Cwiczeniowej do ktdrej osoba zdajaca uczeszczala,

e numer rozwigzywanego zadania oraz litera - nazwa tematu.

Temat A

1. Niech w = 3+ ¢v/3iniech D = {z € C | Re((1 +1)2) < 0}.
a) Przedstawi¢ liczbe w?% w postaci a + b dla a,b € R.
b) Naszkicowaé zbiér D. Czy w € D ?

2. Niech s € R i niech U bedzie ukiadem réwnan w R*
Ty, + 229 — 323 + 24 =52+ 25
U 221 + 52y + (4 —s%)28 — 24 =0
4z 4+ 922 — 623 + 224 = 25(s + 2) .
a) Dla s = 2 znalez¢ rozwigzanie ogélne ukladu U.
b) Dla jakich s € R zbiér rozwiazad ukladu U jest podprzestrzenia przestrzeni liniowe]j
R* Odpowied? uzasadnié.

3. Niech V = lin((4, -1, -5,2), (1,1,-1,-1),(1,0,0, 1), (2,1, 3, =6)) C R*.
a) Znalez¢ baze 1 wymiar przestrzeni V.
b) Znalei¢ baze przestrzeni V' zawierajaca wektor (1, —1,0,0).

4. Niech W C R* bedzie przestrzenis rozwiazad ukladu réwnan
U { Ty —3Ts+23—x4 =0

. 3$1—9$2+4I3+2(E4:0.
a) Znalezé baze 1 wymiar przestrzeni W.
b) Znalezé wszystkie wartodci r € R, dla ktérych uktad wektoréw (1,0,0, —2), (=2,0,0,7)
mozna dopelni¢ do bazy przestrzeni R* wektorami lezacymi w W. Dla kazdej takiej
wartosci r podaé przyklad otrzymanej w ten sposdéb bazy przestrzeni R*.

)

5. Niech V bedzie przestrzenia liniows wymiaru n. Wykazaé, ze dla kazdej liczby natural-
nej k < n+1istnieje w V ukiad liniowo zaleiny oy, as, ..., g taki, ze kazdy jego podukiad
wladciwy jest liniowo niezalezny.
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Kazde zadanie powinno by¢ rozwiazane na oddzielnej kartce. Na kazdej kartce z rozwiazaniem
powinno byé:
e imie i nazwisko osoby zdajacej oraz jej numer indeksu,
e numer grupy ¢wiczeniowej do ktérej osoba zdajgca uczeszezata, lub nazwisko osoby prowa-
dzacej ¢wiczenia.
e numer rozwigzywanego zadania oraz litera - nazwa tematu

Zadanie 1
Niech D = {z € C | 0 < Rez < Imz} C C i niech funkcje f: C — C oraz g : C — C beda okreglone
wzorami
f(z) = (V3 +i)2* +2i
g(2) = (2 + 3)°.

Naszkicowad i opisaé zbidr

(a) f(D)

(b) g 1(D)

Zadanie 2
Dla wielomianu f(z) = z® + 2 + 1 znalez¢:

(a) rozktad f na iloczyn czynnikéw stopnia 1 o wspotezynnikach w C.
(b) rozktad f na iloczyn czynnikéw stopnia < 2 o wspétezynnikach w R.

Zadanie 3
Znalezé baze i wymiar przestrzeni V C R?* jezeli:
(a) V jest przestrzenia rozwigzan uktadu réwnan

200 + a9 — 3 — 24 = 0
ry — Xy + x3 — Ty = 0
3x7 + 19 — x3 — 34 = 0

(b) V = lin((1,2.1,~1),(0,1,0,2), (1,4, 1,), (1,3, 1,)), gdzic s € R.

Zadanie 4

Niech ay, ..., au, beda wierszami macierzy A € Mo, (K) i niech i, ..., 3, beda wierszami macierzy
B € Myyn(K) otrzymanej z A za pomoca ciagu operacji elementarnych na wierszach. Pokazaé, ze:
(a) lin(ay, ..., o) = lin(B, ..., Bm)-
(b) jezeli B jest macierza schodkowsg oraz i, ..., 8, sa jej wszystkimi wierszami niezerowymi, to
O1, ..., By jest baza przestrzeni liniowej lin(ay, ..., ).

Zadanie 5

Niech V' bedzie przestrzenig liniowa nad ciatem K majaca baze nieskoniczong A = {a;}sen, gdzie N
oznacza zbiér liczb naturalnych. Dla kazdego n € N niech V,, = lin(ay, ag, ..., o) C V.

(a) Wykazaé, ze dla kazdej skoniczenie wymiarowej podprzestrzeni W C V istnieje n € N takie,
ze W C V,.

(b) Podaé przyktad takiej podprzestrzeni W C V| ze W # V i dla kazdego wektora a € V \ W
zachodzi {aa+ flae K, e W} =1V.



GAL potok 1, kolokwium nr 1, 24.11.2006

Kazde zadanie powinno by¢ rozwiazane na oddzielnej kartce. Na kazdej kartce z rozwia-
zaniem powinno by¢:

¢ imie i nazwisko osoby zdajacej oraz jej numer indeksu,

e numer grupy ¢wiczeniowej do ktérej osoba zdajaca uczeszczala,

e numer rozwiazywanego zadania oraz litera - nazwa tematu.

Temat A

1.

a) ZnaleZ¢é postaci trygonometryczne pierwiastkéw stopnia 4 z liczby -9.

b) Wielomian 2% + 18z% 4+ 81 przedstawié¢ jako iloczyn wielomianéw rzeczywistych
stopnia 2.

2. Niech V C R* bedzie przestrzenia rozwiazan ukladu réwnan
1+ 3x2+ 223 +x4 =0
3.1‘1 + 81‘2 + 71‘3 + 3%4 =0
$1—|—4$2—|—$3—|—$4 = 0.
a) Znalez¢ baze 1 wymiar przestrzeni V.
b) Niech W =lin((s,1,1,—-s—5),(4,2,2,t), (=6, —3,—3,21)). Dla jakich s,t € R zachodzi
réwnosé¢ V= w7

3. Niech V = lin((1,1,3,2), (4,5,2,5), (2,3, —4,1), (1,2, -5,5)) C R*.

a) Znalez¢é baze 1 wymiar przestrzeni V.

b) Dla jakich wartodci r € R istnieje baza o, o, aig, vy przestrzeni R* spelniajaca warunki:
ay,ae € V ooraz wektor 4 = (1,1,3,3) ma w tej bazie wspdirzedne 0, 1, r, 0 7 Dla kazdego
takiego r podaé¢ przykiad takiej bazy.

4. Wykazaé, ze kazda k wymiarowa podprzestrzen V C K™ mozna opisa¢ ukladem n — &
rownan liniowych.

5.

a) Niech V bedzie n wymiarows przestrzenia liniowa nad cialem K. Dla jakich m € N
kazde dwie m wymiarowe podprzestrzenie przestrzeni V maja niezerowsa cze$é wspdlna?
Odpowiedz uzasadnij.

b) Niech V' bedzie nieskonficzenie wymiarows przestrzenia liniowa, nad cialem K. Wykazaé,
ze istnieje ciag podprzestrzeni V; C V| 1 =1, 2, ... taki, ze dla kazdego i zachodzi dim V; =
oo oraz dla kazdych i # j zachodzi V; N V; = {0}.



GAL potok 1, kolokwium nr 1, 23.11.2007

Kazde zadanie powinno by¢ rozwigzane na oddzielnej kartce. Na kazdej kartce:
e imie 1 nazwisko osoby zdajacej oraz jej numer indeksu,

e numer grupy ¢wiczeniowej do ktdrej osoba zdajaca uczeszczala,

e numer rozwigzywanego zadania oraz litera - nazwa tematu.

Temat A

1. Niech z = 1498 i pjech D = {w € C | Re(iw) > 0}.
a) Znalezé liczby rzeczywiste a,b takie, ze 210 = a + bi.

b) Naszkicowaé zbiér D. Dla jakich liczb naturalnych 1 < k < 24 zachodzi z¥ € D ?

2. W przestrzeni R* rozpatrzmy wektory a1 = (1,3,1,3), a0 = (3,8,2,9), a3 = (1, 5,2, 6),
8=1(0,3,2,3).

a) Czy uklad a1, s, as jest liniowo niezalezny? Czy wektor 3 jest kombinacja liniows,
wektoréw aq, ag, 3 7

b) Podaé przyklad takiego wektora v € R%, ze uklad oy, ag, 3, v jest baza przestrzeni R
Niech y1, 2, y3, ya beda wspoirzednymi wektora ag w otrzymanej bazie. Znalezé yy.

3. Niech V = lin((1,1, -2, -5), (1,2, -3, -8),(3,4, —7,—-18)) C R* i dla kazdego s € R
niech W, C R* bedzie przestrzenia rozwiazan ukladu réwnan
ZE1+2$2+$3+2$4 =0
{ 4z + 6x9 + 223 + sxq = 0.
a) Opisaé przestrzen V ukladem réwnan liniowych.
b) Dla jakich wartosci s € R zachodzi réwnoéé R* =V o W, ?

4. Niech ay,..., o, bedzie ukladem wektoréw przestrzeni liniowej V.

a) Wykazaé, ze uklad aq,...,a jest liniowo niezalezny wtedy i tylko wtedy, gdy zaden z
wektoréw tego uktadu nie jest kombinacja liniows pozostalych.

b) Wykazad, ze jedli uktad ay, . .., oy jest liniowo niezalezny i 8 € V, to uklad a1, ..., ok, 8
jest liniowo zalezny wtedy i tylko wtedy, gdy § € lin(ayq, ..., ax).

5.

a) Niech W bedzie k wymiarowg, przestrzenia liniowa nad cialem K i niech W7, W, beda,
jej podprzestrzeniami takimi, ze W; # Ws, dim Wi = dim W, oraz dim (W1 NW,) = k—2.
Wykazaé, ze W = W7 + Wa.

b) Niech V1, V5, V3 beda m wymiarowymi podprzestrzeniami przestrzeni liniowej V' takimi,
ze dim (ViNVa) = dim (ViNV3) = dim (VoNV3) = m—1. Wykazaé, ze ViNVy, = ViNV; =
VQﬂVg lub dim (V1+V2+V3):m+1.

c¢) Niech Vi, Vs, ... bedzie ciagiem m wymiarowych podprzestrzeni przestrzeni liniowej V'
takim, ze dim (V;NV;) = m—1 dla wszystkich i # j. Wykazaé, ze: (istnieje podprzestrzen
W C V taka, ze dim W = m — 1 oraz W C V; dla kazdego i) lub (istnieje podprzestrzen
Z C V taka, ze dim Z =m + 1 oraz V; C Z dla kazdego ).



GAL, Kolokwium 1, 04.12.2008

Rozwigzanie kazdego zadania TRZEBA napisa¢ na ODDZIELNEJ kartce (lub
kartkach). Na kazdej kartce prosze podaé:

imie, nazwisko i numer indeksu osoby zdajacej (BARDZO CZYTELNIE),
nazwisko prowadzacego ¢wiczenia lub numer grupy do ktérej osoba zdajaca
uczeszcza,

numer rozwiazywanego zadania i litere tematu.

TEMAT A

(1) Na ptaszczyinie zespolonej naszkicowaé zbidr
D={2eC: Re(—iz®+1i)>0}.
Dla jakich wartosci 1 <k <8, (=1+i)F e D.

(2) Niech U bedzie nastepujacym uktadem réwnari liniowych

1 + 2 — wx3 + x4 =2
1+ sz + oz =-2
2:171 + 3:172 — r3 -+ t$4 = —1.

(a) Rozwiazaé uktad réwnan U dla s =21 ¢ =5.
(b) Znalezé wszystkie wartosci parametdéw s i ¢ dla ktérych uktad réwnan
U jest sprzeczny.

(3) Niech V = lin((1,2, —1,3), (1,1,1,1), (=1,0,-3,1), (1, 3, =3,4+s)) C R*.

(a) Znalezé wymiar przestrzeni V' w zaleznosci od parametru s € R.

(b) Dla jakich wartosci parametru s € R wektory wy = (1,2,1,2), ws =
(—1,—1,0, 1) mozna uzupehié do bazy R* wektorami nalezacymi do
przestrzeni V', podaé przyktad takich wektoréw vi,vy € V.

(¢) znalezé wspéhrzedne wektora (—5, —7, —2, —1) w znalezionej bazie wy,
wz, U1, V2.

(4) Niech V bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem K i vy, v9,...,v, € V.
Udowodnié¢, ze nastepujace warunki sa réwnowazne:

(a) Wektory vy, ..., v, tworza baze przestrzeni V.

(b) Dla kazdego wektora v € V istnieje doktadnie jeden ciag skalaréw
at,a,...,an € K taki, ze v = aqvy + agvg + ... + anvy.

(5) Niech U i W beda skoriczenie wymiarowymi podprzestrzeniami przestrzeni
V' (nad ciatem K) takimi, ze

dim(U + W) =dim(V N W)+ 1.
Udowodnié¢, ze U + W = U U W.
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Rozwiazanie kazdego zadania TRZEBA napisa¢ na ODDZIELNEJ kartce (lub kartkach).
Na kazdej kartce prosze podaé: imie, nazwisko (BARDZO CZYTELNIE), numer indeksu
osoby zdajacej, nazwisko prowadzacego ¢wiczenia lub numer grupy do ktérej osoba zdajaca
uczeszceza, numer rozwiazywanego zadania i litere tematu.

1. Niech D ={z € C:Re(z) <0, Im(z) > 0, |z|] < 2} i niech funkcja f: C — C bedzie
zadana wzorem f(z) = (1 +1)- 22 + 1.
(a) Naszkicowaé zbiory D oraz f(D).

(b) Dla k € N niech 2z, — Y398 Dla jakich k € N zachodzi 2, € D?

2. W R* rozpatrzmy podprzestrzen V = lin ((1,2,1,2),(3,5,1,7), (5,9, 3,11)).

(a) Znalezé baze i wymiar przestrzeni V. Czy wektor a = (1, 1,0, 1) nalezy do V7

(b) Znalez¢é uktad réwnari liniowych opisujacy V. Czy V mozna opisaé¢ jednym
rownaniem liniowym? Czy V mozna opisa¢ uktadem trzech réwnan liniowych?
Odpowiedz uzasadnij.

3. W R* rozpatrzmy podprzestrzen W bedaca przestrzenia rozwiazani ukladu réwnari

- r + x2 + 31’3 — 31’4 = 0
' l’1+2$2+4$3—5l’4:0.

(a) Znalezé baze i wymiar przestrzeni W. Znaleziona baze przestrzeni W dopetié¢
do bazy przestrzeni R* w taki sposéb aby w tej bazie wektor 8 = (1,2, 4, 3) miat
wspohrzedne 1,1,0,1. Czy istnieje baza przestrzeni W, ktéra mozna dopemié
do bazy przestrzeni R w ten sposéb, ze wektor 3 ma w tej bazie wspélrzedne
1,1,0,07 Odpowiedz uzasadnij.

(b) Niech W, =lin((1,5,1,3),(2,3s+10, s+2,2s+6). Dla jakich wartodci parametru
s € R zachodzi réwnosé W, = W?

4. Niech oy, ..., ax bedzie uktadem wektoréw przestrzeni liniowej V. Stosujac definicje:
podprzestrzeni, kombinacji liniowej uktadu wektoréw i liniowe]j niezaleznosci uktadu
wektorow, wykazaé, ze

(a) Zbiér lin (ay, ..., ax) jest podprzestrzenia przestrzeni V.

(b) Jesli uktad ay, ..., ax jest liniowo niezalezny oraz g € V', to
uklad oy, ..., ak, [ jest liniowo niezalezny wtedy i tylko wtedy gdy 2 & lin (aq, ..., ax).

5. (a) W R? podaé przyklad takiego uktadu wektoréw oy, o, as, ay, as, ktérego kazdy
jego poduktad ztozony z trzech wektoréow jest liniowo niezalezny.

(b) Czy istnieje taki uktad wektoréw ay, ag, as, ..., apn, Qpy1, Qo W przestrzeni R”,
ktérego kazdy poduktad ztozony z n wektoréw jest liniowo niezalezny? Czy ist-
nieje taki nieskoniczony uktad wektoréw aq, am, as, ... w przestrzeni R”, ktérego
kazdy poduktad ztozony z n wektoréw jest liniowo niezalezny? Uzasadni¢.
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Kazda odpowiedz TRZEBA starannie uzasadni¢. Rozwiazanie kazdego zadania TRZEBA
napisa¢ na ODDZIELNEJ kartce (lub kartkach).

Na kazdej kartce prosze podaé: imie, nazwisko (BARDZO CZYTELNIE), numer indeksu
osoby zdajacej, nazwisko prowadzacego ¢wiczenia lub numer grupy do ktérej osoba zdajaca
uczeszcza, numer rozwiazywanego zadania i litere tematu.

1. Niech D= {2z € C:Re(2) <0, Im(2) <0, |z| < 8} iniech funkcja f: C — C bedzie
zadana wzorem f(z) = 2°.

(a) Naszkicowaé zbiory D oraz f~1(D).

(b) Znale#¢ wszystkie pierwiastki réwnania 2® = |z|, ktére naleza do D.

2. W przestrzeni liniowej R* dane sa wektory a; = (1,—1,1,—1), as = (0,1,0,1),
ag = (—1,-2,—1,-2), g = (1,1,1,0) oraz podprzestrzeri V opisana nastepujacym
uktadem réwnan

X —X3 =0
e +29 —XT3 —Ty4 = 0
—21’1 —X2 +2$3 +x4 = 0

(a) Czy wektory oy, as, as rozpinaja V7 Czy wektory aq,aq, as sa baza V7 Czy g
jest kombinacja liniowa wektoréw aq, g, az?

(b) Poda¢ przyktad bazy 1,72, 73,74 w R* takiej, ze 1,7 € V oraz wektor 8 ma
w tej bazie wspéhrzedne 1,1, —1, 1.

3. W przestrzeni R® dane sa podprzestrzenie V = lin ((1,1,-2),(1,2,-3),(2,3, =5))
oraz Wy =1in((2,3, =5), (1, —2,2 + 1)).

(a) Znalezé baze i wymiar przestrzeni V. Udowodni¢, ze V mozna opisaé¢ jednym
réwnaniem.

(b) Dla jakich wartoéci parametru ¢ € R zachodzi réwno$é Wy = V7
4. Niech V bedzie skoniczenie wymiarowa przestrzenia liniowa oraz oy, as, ..., q, € V.

(a) Wykazad, ze jesli uklad wektoréw aq, as, . .., ay, jest liniowo niezalezny, to ist-
nieja wektory 0y, Ba, . . ., Oy takie, ze uktad oy, an, . . ., am, 81, B2, - . ., Bk jest baza
v,

(b) Wykazaé, ze jesli V = lin (ay, ..., au,), to z ukltadu aq, as, . . ., a,, mozna wybraé
podukiad oy, , av,, ...,y , ktory jest baza V.

5. (a) Podaé przyklad przestrzeni liniowej V' nad skoriczonym ciatem K takiej, ze V =
WiuW,U. . .UW,, dla pewnych podprzestrzeni wtasciwych Wy, W,, ... . W, CV
(podprzestrzen W przestrzeni V nazywamy wiasciwa, jeSi W £V i W #£ {0}).

(b) Niech V bedzie przestrzenia liniowa nad nieskoriczonym cialem K. Udowodnié,
ze V # WiUWLU. . .UW,, dla dowolnych wlagciwych podprzestrzeni Wy, W, .. .,
W, CV.
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Kazda odpowiedz TRZEBA starannie uzasadni¢. Rozwigzanie kazdego zadania TRZEBA na-
pisa¢ na ODDZIELNEJ kartce lub kartkach. Na kazdej kartce prosze (CZYTELNIE )

podaé: imie, nazwisko, numer indeksu osoby zdajacej, numer grupy éwiczeniowej lub nazwisko
prowadzacego, numer zadania i litere zestawu.

Zadanie 1 (punkty: 16)
Zaznacz na plaszczyinie zespolonej zbiory liczb spetniajgcych warunki:

A={zeC; |2 >1} B={zeC; € A}.

Zadanie 2 (punkty: 16)
Niech w(x) = x* + 1022 + 169
a) Znajdz wszystkie liczby z € C spetniajgce: w(x) = 0.
b) Zapisz w(x) jako iloczyn dwdch wielomiandw stopnia 2 o wspotczynnikach rzeczywistych.

Zadanie 3 (punkty: 16)
Niech V = lin{(1,1,1,1),(2,1,0,2),(1,2,3,1)} C R* i niech W C R* bedzie przestrzeniq roz-
wigzan uktadu rownan:

$1—2$2+l’3 + xy = 0
$1—4$2+2$3+l’4:0.

Znajdz bazy przestrzeni V., W oraz VNW. Baze przestrzeni VOW wzupelnyy do bazy przestrzeni
V+W.

Zadanie 4 (punkty: 16)
Niech V =1in{(1,2,3,4),(1,3,2,1),(2,8,2, —4)} C R*

a) Policz wymiar V.

b) Znajdz takie podprzestrzenie UW CRY* by R*=U W =UQV =WV
lub wykaz, ze takie podprzestrzenie nie istniejq.

Zadanie 5 (punkty: 16)
Niech Vi 1 V3 bedg n wymiarowyma podprzestrzeniami skonczenie wymaiarowej przestrzeni linio-
wej V' (tzn. dimV; = dim Ve = n, dim V' < o0).

a) Zatézimy, zZe uktad {aq,qg,...,qn} jest bazq Vi oraz uklad {B1, Bz, ..., Bn} jest bazq Va.
Wykaz, ze uktad {aq,aq, ..., qp, a1 + B1,00 + Ba, oy + Bo} jest bazg Vi + Vo wiedy i tylko
wtedy gdy Vi NV = {0}.

b) Wykaz, ze istnieje podprzestrzenn W przestrzeni V. taka, ze Vi W = Vo @ W = V.

Teoria.(punkty: 20)

a) Napisz definicje bazy przestrzeni liniowej.

b) Sformutuj twierdzenie (lemat) Steinitza o wymianie.

¢) Udowodnij, ze jezeli V1 i V5 beda podprzestrzeniami skonczenie wymiarowej przestrzeni
liniowej V' nad cialem K to:

dim Vi +dim V3 = dim(V; + V2) + dim(Vy N V%),
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Kazda odpowiedz TRZEBA starannie uzasadni¢. Rozwigzanie kazdego zadania TRZEBA na-
pisa¢ na ODDZIELNEJ kartce lub kartkach. Na kazdej kartce prosze (CZYTELNIE )

podaé: imie, nazwisko, numer indeksu osoby zdajacej, numer grupy éwiczeniowej lub nazwisko
prowadzacego, numer zadania i litere zestawu.

Zadanie 1 Niech f,g: C — C bedg okreslone wzorami: f(z) = 2i2°+i oraz g(z) = 92%. Niech
A={z€C| Re(z) >0, Im(z) <0}. Naszkicuj na ptaszczyinie zespolonej zbiory:

a) f(A) .
b) g7 (A) = {z € C| g(2) € A}.

Zadanie 2

a) Znajdz wszystkie liczby zespolone spetniajgce rownanie 247z = 81|z|.

b) Znajdz wszystkie pierwiastki zespolone wielomianu x® — 2% € Clx] 1 roztdz ten wielomian
na tloczyn wielomiandw rzeczywistych stopnia < 2.

Zadanie 3 Niech V = lin{(2,3,—1,0),(1,1,0,1) (2,1,1,4)}
i W= 1in{(2,3,3,4),(3,4,3,5) (1,1,1,2)} bedq podprzestrzeniami R*
a) Opisz przestrzen V' uktadem réwnan.
b) Znajdz baze przestrzeni V + W.

Zadanie 4 Niech W, C R? bedzie przestrzeniq opisang uktadem réwnan:

$1—4$2+3$3:O
l’1+l’2—7$3:0
$1—3$2+tl’310

za$ Ug = 1in{(1,s,1), (3,9,s)}.

a) Znajdz wymiar Wy w zaleznosci od parametru t.
b) Zbadaj dla ktérych wartoéci parametréw s i t zachodzi R®* = W, @ Us.

Zadanie 5 Niech V' bedzie przestrzeniq wymiaru skoriczonego nad ciatem K.
a) Niech m > 1 i uktad {1, g, ...., am, B} wektordw z przestrzeni V' jest liniowo niezalezny.
Wykaz, ze

dim(lin{ay, ag, ..., an} Nlin{ay + B,as + B, ooy am + B} = m — 1.
b) Wykaz, ze jezeli W, U sq wlaSciwymi podprzestrzeniami liniowymi V iV =W @ U, to
istnieje podprzestrzen U’ przestrzeni V taka, ze V=W @ U’ i U £ U'.
Teoria
a) Napisz definicje przestrzeni liniowej nad ciatem K.

b) Udowodnij, ze w zbiorze niezerowych liczb zespolonych wykonalne jest dzielenie.

¢) Zaloézmy, ze V jest przestrzenig liniows wymiaru skonczonego i B = {ay, ag, ..., an} jest
uktadem wektoréw V' . Udowodnij, ze nastepujgce warunki sg rownowazne:

(1) Uklad B jest maksymalnym ukladem liniowo niezaleznym w V'
(2) Uklad B jest minimalnym uktadem rozpinajacym V.



Kazde zadanie powinno byé rozwigzane na oddzielnej kartce. Na kazdej
kartce z rozwigzaniem powinno byé:

e imie i nazwisko osoby zdajacej oraz jej numer indeksu,

e numer grupy ¢wiczeniowej do ktérej osoba zdajaca uczeszczala, lub
nazwisko osoby prowadzacej éwiczenia.

e numer rozwigzywanego zadania oraz litera - nazwa tematu.

e numer potoku.

Temat A

1. (a) Naszkicowaé zbior D = {z € C: Im(z®) > Re(z*)}
(b) Rozwiazaé réwnanie 23 = Ll

2. Niech U bedzie uktadem réwnan

PT1+ T2 —2Z3+ X4 =p
1+ pre + T3+ pry =3
Ty + 220+ 23+ 204 = 2

gdzie p € R
(a) Rozwigzaé uklad réwnan U dla p =1,
(b) Dla jakich wartosci p uktad jest niesprzeczny.

3. Znalezé baze 1 wymiar przestrzeni V, jezeli
(a) V = Lim{(1,2,1,-2),(2,3,1,0),(4,7,3,-2),(5,8,3,—2)}.
(b) V jest przestrzenig rozwigzan ukladu

$1+2$2+$3+2$5:0
V: 3$1+2$2—$3—2I4+4CB5:0
$1—$3—$4+$,5:0

4.Niech «y, ..., @, bedzie ukladem wektoréw przestrzeni V. Udowodnié, ze
nastepujace warunki sg réwnowazne:

(1) uktad oy, ..., @, jest liniowo niezalezny i rozpina V.

(2) uktad ay, ..., o, jest maksymalnym ukladem liniowo niezaleznym.

5.(a)Niech funkcje fi(z) = |z — 1}, folz) = |z — 2] 1 fa(z) = |z — 3
beds elementami przestrzeni liniowej F'(R,R) wszystkich funkcji z R w R.
Wykazaé, ze uktad fi, fo, f5 jest liniowo niezalezny.

(b) Niech V = R,,[z| bedzie przestrzenia liniowa wszystkich wielomianéw
o wspétczynnikach rzeczywistych stopnia nie wiekszego niz n. Znalezé wspolrzedne
wielomianu f(z) = ag + a1z + ... + a,2™ w bazie 1,z ~1,(z —1)?, ...,(z —1)"
przestrzeni V.



