
Każde zadanie powinno być rozwiązane na oddzielnej kartce. N a'każdej kartce z rozwią
zaniem  powinno być:
• imię i nazwisko osoby zdającej oraz jej numer indeksu,
• num er grupy ćwiczeniowej do której osoba zdająca uczęszczała,
• num er rozwiązywanego zadania oraz litera - nazwa tem atu .

Tem at A

1. Niech w = 3 +  iV3 i niech D =  {z G C | Re{{ 1 +  i)z3) < 0}.
a) Przedstaw ić liczbę w 101 w postaci a + bi dla a, b G R .
b) Naszkicować zbiór D. Czy w G D ?

2. Niech s G R  i niech U będzie układem równań w R 4

{ Xi -r 2x2 — 3x3 +  ^4 =  S2 +  2s '
2xi +  5x2 +  (4 — s2)x 2 — xą — 0 
4xx +  9x 2 -  6x3 +  2x4 =  2s(s +  2) .

a) D la s = 2 znaleźć rozwiązanie ogólne układu U.
b) D la jakich s G R  zbiór rozwiązań układu U jest podprzestrzenią przestrzeni liniowej 
R 4. Odpowiedź uzasadnić.

3. Niech V = lin((4, - 1 ,  - 5 ,  2), (1,1, - 1 ,  - 1 ) ,  (1,0, 0, - 1 ) ,  (2,1, 3, - 6 ) )  C R 4. 
a) Znaleźć bazę i wymiar przestrzeni V.
b) Znaleźć bazę przestrzeni V  zawierającą wektor (1, —1,0 ,0 ).

4. Niech W  C R 4 będzie przestrzenią rozwiązań układu równań 
JJ . ) X1 ~  3x2 + X3 — X4 =  0 

3xi — 9x2 +  4x3 -f- 2x 4 =  0.
a) Znaleźć bazę i wymiar przestrzeni W. '
b) Znaleźć wszystkie wartości r  G R , dla których układ wektorów (1,0, 0 , - 2 ) ,  (—2, 0,0,7-) 
można dopełnić do bazy przestrzeni R 4 wektorami lezącymi w W. Dla każdej takiej 
wartości r podać przykład otrzymanej w ten sposób bazy przestrzeni R 4.

5. Niech V  będzie przestrzenią liniową wymiaru n. W ykazać, ze dla każdej liczby natu ra l
nej k <  n 4-1 istnieje w V  układ liniowo zależny ay, a 2, t a k i ,  że każdy jego podukład 
właściwy jest liniowo niezależny.



Każde zadanie powinno być rozwiązane na oddzielnej kartce. Na każdej kartce z rozwiązaniem 
powinno być:

• imię i nazwisko osoby zdającej oraz jej numer indeksu,
• numer grupy ćwiczeniowej do której osoba zdająca uczęszczała, lub nazwisko osoby prowa

dzącej ćwiczenia.
• numer rozwiązywanego zadania oraz litera - nazwa tem atu
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Z ad an ie  1
Niech D =  {z £ C | 0 <  Rez <  Imz} C C i niech funkcje f  : C ^  C oraz g : C ^  C będą określone 
wzorami

f  (z) =  (V3 +  i)z3 +  2i

g(z ) =  (z +  3)3 •
Naszkicować i opisać zbiór

(a) f  (D)
(b) g-1(D)

Z ad an ie  2
Dla wielomianu f  (x) =  x8 +  x4 +  1 znaleźć:

(a) rozkład f  na iloczyn czynników stopnia 1 o współczynnikach w C-
(b) rozkład f  na iloczyn czynników stopnia <  2 o współczynnikach w R- 

Z ad an ie  3
Znaleźć bazę i wymiar przestrzeni V C R4 jeżeli:

(a) V  jest przestrzenią rozwiązań układu równań

(b) V

2x1 + X2 — x 3 — 2x4
x 1 — X2 +  x 3 — x4
3x1 + X2 — x 3 — 3x4

(0,1,0 , 2) , (1, 4 ,1 ,3 ), (1, 3 ,1,s))

0
0
0

Z ad an ie  4
Niech a 1, • ••, am będą wierszami macierzy A £  Mm x n (K ) i niech 31, • ••, j3m będą wierszami macierzy 
B £  Mm x n (K ) otrzymanej z A za pomocą ciągu operacji elementarnych na wierszach. Pokazać, że:

(a) lin (a i , •••,am) =  lin(3 i , •••, 3m)
(b) jeżeli B  jest macierzą schodkową oraz 31, •••,3r są jej wszystkimi wierszami niezerowymi, to 

31, •••, 3r jest bazą przestrzeni liniowej lin (a1, •••, a m)̂

Z ad an ie  5
Niech V  będzie przestrzenią liniową nad ciałem K  m ająca bazę nieskończoną A  =  {a j}ieN, gdzie N 
oznacza zbiór liczb naturalnych. Dla każdego n £  N niech Vn =  lin (a1, a 2, •••,an ) C V.

(a) Wykazać, że dla każdej skończenie wymiarowej podprzestrzeni W  C V  istnieje n £  N takie, 
że W  C Vn .

(b) Podać przykład takiej podprzestrzeni W  C V, że W  =  V  i dla każdego wektora a £  V \  W  
zachodzi { aa +  3 I a £  K, 3 £  W } =  V.•
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Każde zadanie powinno byc rozwiązane na oddzielnej kartce. Na każdej kartce z rozwią
zaniem powinno byc:
• imie i nazwisko osoby zdajacej oraz jej numer indeksu,
• numer grupy ćwiczeniowej do której osoba zdajaca uczęszczała,
• numer rozwiazywanego zadania oraz litera - nazwa tem atu.

Temat A

1.
a) Znalezc postaci trygonom etryczne pierwiastkow stopnia 4 z liczby -9.
b) W ielomian x 8 +  18x4 +  81 przedstawic jako iloczyn wielomianow rzeczywistych 
stopnia 2.

2. Niech V C R 4 bidzie przestrzenia rozwiazan układu rownan

{x i +  3x2 +  2x3 +  x 4 = 0  
3xi +  8x2 +  7x3 +  3x4 =  0 

x i +  4x2 +  x 3 +  x 4 = 0 .  
a) Znalezc baze i wymiar przestrzeni V .

b) Niech W  =  lin((s, 1,1, —s — 5), (4, 2, 2, t), (—6, —3, —3, 21)). Dla jakich s ,t E R  zachodzi 
rownosc V  =  W ?

3. Niech V  =  lin ((1 ,1, 3, 2), (4, 5, 2, 5), (2, 3, —4,1), (1, 2, —5, 5)) C R 4. 
a) Znalezc baze i wymiar przestrzeni V .
b) Dla jakich wartosci r E R  istnieje baza a 1 ,a 2,a 3, a 4 przestrzeni R 4 spełniajaca warunki: 
a 1,a 2 E V  oraz wektor 3  =  (1,1, 3, 3) ma w tej bazie wspolrzedne 0, 1, r, 0 ? Dla każdego 
takiego r podac przykład takiej bazy.

4. Wykazac, ze kazda k wymiarowa podprzestrzen V C K n mozna opisac układem n — k 
rownan liniowych. 5

5.
a) Niech V  bedzie n wymiarowe; przestrzenie; liniowe; nad cialem K . Dla jakich m E N  
kazde dwie m  wymiarowe podprzestrzenie przestrzeni V  m aje; niezerowe; cz^sc wspolne;? 
Odpowiedz uzasadnij.
b) Niech V  bedzie nieskonczenie wymiarowe; przestrzenie; liniowe; nad cialem K . Wykazac, 
ze istnieje ciag podprzestrzeni Vi C V, i =  1, 2,... taki, ze dla każdego i zachodzi dim Vi =  
to oraz dla każdych i =  j  zachodzi Vi O Vj =  {0}.



Każde zadanie powinno być rozwiązane na oddzielnej kartce. Na każdej kartce:
• imię i nazwisko osoby zdającej oraz jej numer indeksu,
• numer grupy ćwiczeniowej do której osoba zdająca uczęszczała,
•  numer rozwiązywanego zadania oraz litera - nazwa tematu.

Temat A

1. Niech z — i niech D — {w G C | Re(iw) > 0}.
a) Znaleźć liczby rzeczywiste a, b takie, że 2100 =  a + bi.
b) Naszkicować zbiór D. Dla jakich liczb naturalnych 1 < k < 24 zachodzi zk G D  ?

2 . W przestrzeni R 4 rozpatrzmy wektory 07 =  (1, 3,1, 3), 0:2 =  (3, 8, 2, 9), 0:3 =  (1, 5, 2, 6),
/3 =  (0,3, 2,3). '
a) Czy układ 0:1, 02, 0:3 jest liniowo niezależny? Czy wektor (3 jest kombinacją liniową 
wektorów o i, « 2, «3 ?
b) Podać przykład takiego wektora 7 G R 4, że układ 07, a 2, P, 7 jest bazą przestrzeni R 4. 
Niech 2/1, 2/2, J/3, 2/4 będą współrzędnymi wektora o 3 w otrzymanej bazie. Znaleźć y4.

3. Niech V  =  lin((l, 1, -2 ,  -5 ) ,  (1,2, -3 ,  - 8), (3,4, -7 ,  -18)) C R 4 i dla każdego s G R  
niech W s C R 4 będzie przestrzenią rozwiązań układu równań
|  Ą  +  2x2 +  X3 +  2x4 =  0 
\  4xi +  6x 2 +  2x3 +  sx4 =  0.

a) Opisać przestrzeń V  układem równań liniowych.
b) Dla jakich wartości s G R  zachodzi równość R 4 =  V  © Ws ?

4. Niech 07, . . . ,  a*, będzie układem wektorów przestrzeni liniowej V.
a) Wykazać, że układ 07, . . . ,  jest liniowo niezależny wtedy i tylko wtedy, gdy żaden z 
wektorów tego układu nie jest kombinacją liniową pozostałych.
b) Wykazać, że jeśli układ 07, . . . ,  07, jest liniowo niezależny i (3 G V, to układ 07, . . . ,  a*,, /3 
jest liniowo zależny wtedy i tylko wtedy, gdy (3 G lin(07, . . . ,  ak).

G A L  p o to k  1, k olok w ium  nr 1, 23 .11 .2007

5.
a) Niech W  będzie k wymiarową przestrzenią liniową nad ciałem K  i niech Wi, W2 będą 
jej podprzestrzeniami takimi, że W\  /  W2, dim W\  =  dim W2 oraz dim {W\C\W2) =  k — 2. 
Wykazać, że W  = W t + W2.
b) Niech Vi,V2, K3 będą m  wymiarowymi podprzestrzeniami przestrzeni liniowej V  takimi, 
że dim (Vi n  V2) =  dim (Vi nT 3) =  dim (V2 fi I/3) =  m — 1. Wykazać, że Vi fi V2 =  V\ fi K3 =  
V2 n  Vz lub dim (Vj + V2 + K3) =  m + 1.
c) Niech Vi, V2, .. .  będzie ciągiem m  wymiarowych podprzestrzeni przestrzeni liniowej V  
takim, że dim (Vif] Vj) — m — 1 dla wszystkich i ^  j . Wykazać, że: (istnieje podprzestrzeń 
W  C V  taka, że dim W  =  mn — 1 oraz W  C P* dla każdego i) lub (istnieje podprzestrzeń 
Z  C V  taka, że dim Z  = m  + 1 oraz c  Z  dla każdego i).



GAL, K olokw ium  1 04.12.2008

Rozwiązanie każdego zadania TRZEBA napisać na ODDZIELNEJ kartce (lub 
kartkach). Na każdej kartce prosze podać:
imie, nazwisko i numer indeksu osoby zdającej (BARDZO CZYTELNIE), 
nazwisko prowadzacego cwiczenia lub numer grupy do której osoba zdajaca 
uczeszcza,
numer rozwiaązywanego zadania i literąe tematu.

TEMAT A

(1) Na plaszczyznie zespolonej naszkicowac zbior

D =  {z € C: R e(—iz3 +  i) > 0}.

Dla jakich wartości 1 < k < 8, ( - 1  +  i)k € D.

(2) Niech U bądzie nastąpujacym układem równań liniowych

{x \  +  2x2 — X3 +  X4 = 2
x i  +  sx 2 +  X4 =  —2

2xi +  3x2 — x3 +  tx 4 =  —1 .

(a) Rozwiazac uklad rownań U dla s =  2 i t =  5.
(b) Znalezc wszystkie wartosci parametow s i t dla ktorych uklad rownan 

U jest sprzeczny.

(3) Niech V  =  lin((1, 2, —1, 3), (1 ,1 ,1 ,1), ( — 1,0, —3,1), (1, 3, —3,4 +  s)) C R4.

(a) Znalezc wymiar przestrzeni V w zaleznosci od param etru s € R.
(b) Dla jakich wartosci param etru s € R wektory wi =  (1, 2,1, 2), w2 =  

( — 1, —1, 0,1) mozna uzupelnic do bazy R4 wektorami nalezacymi do 
przestrzeni V , podac przykład takich wektorów v1,v 2 € V .

(c) znalezc wspólrządne wektora (—5, —7, —2, —1) w znalezionej bazie w1,
W2, Vi, V2.

(4) Niech V bedzie przestrzenia liniowa nad cialem K  i v 1 ,v 2, . . . , v n € V . 
Udowodnic, ^e nastąpujące warunki sa rownowa^ne:

(a) Wektory v1, . . . ,  vn tworza bazą przestrzeni V .
(b) Dla kazdego wektora v € V istnieje dokladnie jeden ciąg skalarów 

a 1, a2, . . . ,  an € K  taki, ^e v =  a 1v1 +  a2v2 +  . . .  +  anvn .

(5) Niech U i W  bedą skończenie wymiarowymi podprzestrzeniami przestrzeni 
V (nad ciałem K ) takimi, ze

dim(U +  W ) =  dim(V fi W ) +  1.

Udowodnic, ze U +  W =  U U W.



G AL, K olokw ium  1 TEMAT A 19.11.2010

Rozwiązanie każdego zadania TRZEBA napisać na ODDZIELNEJ kartce (lub kartkach). 
Na każdej kartce prosze podać: imie, nazwisko (BARDZO CZYTELNIE), numer indeksu 
osoby zdajacej, nazwisko prowadzacego ćwiczenia lub numer grupy do której osoba zdajaca 
uczęszcza, numer rozwiazywanego zadania i literę? tem atu.

1. Niech D =  {z E C: Re (z) <  0, Im (z) >  0, |z| <  2} i niech funkcja f : C — ► C bedzie 
zadana wzorem f  (z) =  (1 +  i) ■ z2 +  1.

(a) Naszkicowac zbiory D oraz f  (D).

(b) Dla k E N niech zk =  (1+3i003) . Dla jakich k E N zachodzi zk E D?

2. W R4 rozpatrzmy podprzestrzen V =  lin ((1, 2 ,1 ,2), (3, 5 ,1 ,7 ), (5, 9, 3,11)).

(a) Znalezc baze i wymiar przestrzeni V . Czy wektor a  =  (1,1, 0,1) nalepy do V ?
(b) Znalezc uklad rownan liniowych opisujacy V . Czy V mozna opisac jednym 

równaniem liniowym? Czy V mozna opisac ukladem trzech rownan liniowych? 
Odpowiedz uzasadnij.

3. W R4 rozpatrzmy podprzestrzen W bedaca przestrzenia rozwiazan układu rownan

U |  x 1 +  x 2 +  3x3 — 3x4 =  0
: ( x 1 +  2x2 +  4x3 — 5x4 =  0.

(a) Znalezc baze i wymiar przestrzeni W . Znaleziona baze przestrzeni W  dopełnic 
do bazy przestrzeni R4 w taki sposob aby w tej bazie wektor fi =  (1,2, 4, 3) mial 
wspolrzedne 1,1, 0,1. Czy istnieje baza przestrzeni W , ktora mozna dopelnic 
do bazy przestrzeni R4 w ten sposob, ze wektor fi ma w tej bazie wspolrzedne 
1,1, 0, 0? Odpowiedz uzasadnij.

(b) Niech Ws =  lin ((1, 5 ,1 ,3 ), (2, 3s+10, s+2, 2s+6). Dla jakich wartosci param etru 
s E R zachodzi rownosc Ws =  W ?

4. Niech a 1, . . . ,  a k bedzie ukladem wektorów przestrzeni liniowej V . Stosujac definicje: 
podprzestrzeni, kombinacji liniowej ukladu wektorów i liniowej niezaleznosci ukladu 
wektorów, wykazac, ze

(a) Zbior lin ( a 1, . . . ,  a k) jest podprzestrzeni^ przestrzeni V .
(b) Jesli układ a 1, . . . ,  a k jest liniowo niezależny oraz fi E V , to

układ a 1, . . . ,  a k, fi jest liniowo niezależny wtedy i tylko wtedy gdy fi E lin ( a 1, . . . ,  a k).

5. (a) W R 3 podac przyklad takiego ukladu wektorów a 1, a 2, a 3, a 4, a 5, ktorego kazdy
jego poduklad złocony z trzech wektorów jest liniowo niezależny.

(b) Czy istnieje taki uklad wektorów a 1, a 2, a 3, . . . ,  a n , a n+1, a n+2 w przestrzeni Rn, 
ktorego każdy poduklad złożony z n wektorów jest liniowo niezależny? Czy ist
nieje taki nieskonczony uklad wektorów a 1, a 2, a 3, . . .  w przestrzeni Rn , ktorego 
każdy poduklad złożony z n wektorów jest liniowo niezależny? Uzasadnic.



G AL, K olokw ium  1 TEMAT A 18.11.2011

Każdą odpowiedz TRZEBA starannie uzasadnić. Rozwiązanie każdego zadania TRZEBA 
napisać na ODDZIELNEJ kartce (lub kartkach).
Na kazdej kartce prosze podać: imie, nazwisko (BARDZO CZYTELNIE), numer indeksu 
osoby zdajacej, nazwisko prowadzacego ćwiczenia lub numer grupy do której osoba zdajaca 
uczeszcza, numer rozwiązywanego zadania i literę? tem atu.

1. Niech D =  {z E C: Re (z) <  0, Im (z) 7 0, |z| <  8} i niech funkcja f : C — ► C bedzie 
zadana wzorem f  (z) =  z3.

(a) Naszkicowac zbiory D oraz f - 1(D).
(b) Znalezc wszystkie pierwiastki równania z3 =  |z |, ktore naleza do D.

2. W przestrzeni liniowej R4 dane sa wektory a 1 =  (1, —1,1, —1), a 2 =  (0,1, 0,1), 
a 3 =  (—1, —2, —1, —2), P =  (1,1,1, 0) oraz podprzestrzeó V opisana nastepujacym 
ukladem rownan

{x 1 — x 3 =  0
x 1 + x 2 —x 3 —x4 =  0

— 2x 1 —x2 + 2x 3 + x 4 =  0

(a) Czy wektory o 1,o 2,o 3 rozpinaja V ? Czy wektory o 1,o 2,o 3 sa baza V ? Czy P 
jest kombinacja liniowa wektorów a 1, a 2, a 3?

(b) Podac przykład bazy 71, 72,y 3, y4 w R4 takiej, ze y1, y2 E V oraz wektor P ma 
w tej bazie współrzedne 1, 1, — 1, 1.

3. W przestrzeni R 3 dane sa podprzestrzenie V =  l in ( (1 ,1, —2), (1, 2, —3), (2, 3, —5)) 
oraz Wt =  lin ((2, 3, —5), (1, —2, 2 +  t)).

(a) Znalezc baze i wymiar przestrzeni V . Udowodnic, ze V mozna opisac jednym 
równaniem.

(b) Dla jakich wartosci param etru t E R zachodzi rownosc Wt =  V ?

4. Niech V bedzie skonczenie wymiarowa przestrzenia liniowa oraz a 1, a 2, . . . ,  am E V .

(a) Wykazac, ze jesli układ wektorów a 1, a 2, . . . ,  am jest liniowo niezależny, to ist
nieją wektory P1, P2, . . . ,  Pk takie, ze układ a 1, a 2, . . . ,  a m, P1, P2, . . . ,  Pk jest baza 
V,

(b) Wykazac, ze jesli V =  lin ( a 1, . . . ,  a m), to z ukladu a 1, a 2, . . . ,  am mozna wybrac 
poduklad ail , a i2, . . . ,  aik, ktory jest baza V .

5. (a) Podac przyklad przestrzeni liniowej V nad skonczonym cialem K  takiej, ze V =
W1U W2 U. . .  U Wn dla pewnych podprzestrzeni wlasciwych W1, W2, . . . ,  Wn C V 
(podprzestrzen W  przestrzeni V nazywamy własciwa, jesli W =  V i W =  {0}). 

(b) Niech V bedzie przestrzenia liniowa nad nieskonczonym ciałem K . Udowodnic, 
ze V =  W1U W2U .. . UWn dla dowolnych własciwych podprzestrzeni W1, W2, . . . ,  
Wn C V .



Każdą odpowiedź TRZEBA starannie uzasadnić. Rozwiązanie każdego zadania TRZEBA na
pisać na ODDZIELNEJ kartce lub kartkach. Na każdej kartce proszę (CZYTELNIE ) 
podać: imię, nazwisko, numer indeksu osoby zdającej, numer grupy ćwiczeniowej lub nazwisko 
prowadzącego, numer zadania i literę zestawu.

Z ad an ie  1 (punkty: 16)
Zaznacz na płaszczyźnie zespolonej zbiory liczb spełniających warunki:

A = { z e C ;  I ^ E ^ I  > ! }  B = {z e C ;  z2 e A}.

Z ad an ie  2 (punkty: 16)
Niech w{x) =  x4 +  10x2 +  169

a) Znajdź wszystkie liczby z e  C spełniające: w(x) =  0.
b) Zapisz w(x) jako iloczyn dwóch wielomianów stopnia 2 o współczynnikach rzeczywistych. 

Z ad an ie  3 (punkty: 16)
Niech V  =  lin{(1 ,1 ,1 ,1 ), (2 ,1 ,0 , 2), (1,2, 3,1)} C R4 i niech W  C R4 będzie przestrzenią roz
wiązań układu równań:

GAL, Kolokwium 1. Zestaw A
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J X\ — 2X2 +  X3 +  X4 =  0
[ x\ — 4^2 +  2x3 +  xą =  0.

Znajdź bazy przestrzeni V, W  oraz V(2W. Bazę przestrzeni V(2W uzupełnij do bazy przestrzeni 
V + W.

Z ad an ie  4 (punkty: 16)
Niech V = lin{(l, 2, 3, 4), (1,3, 2,1), (2, 8, 2, -4 )}  C R4

a) Policz wymiar V.
b) Znajdź takie podprzestrzenie U, Ib  C R4 byWi = U ® W  = U ® V  = W ® V  

lub wykaż, źe takie podprzestrzenie nie istnieją.

Z ad an ie  5 (punkty: 16)
Niech V\ i V2 będą n wymiarowymi podprzestrzeniami skończenie wymiarowej przestrzeni linio
wej V  (tzn. d im ld  =  dimV2 =  n, d im R  <  oo).

a) Załóżmy, że układ {a\, 0 : 2 , an} jest bazą V\ oraz układ {/A, fo, ■■■, A }  )esł bazą IZj. 
Wykaż, że układ { a i,a 2, ...,o:n , cui +  P i,a2 +  (32, ■■■,an +  fón} jest bazą V\ + V2 wtedy i tylko 
wtedy gdy Vj fi V2 = {6}.

b) Wykaż, że istnieje podprzestrzeń W  przestrzeni V  taka, że V\ © W  = V2 © W  = V. 

T eoria , (punkty: 20)
a) Napisz definicję bazy przestrzeni liniowej,
b) Sformułuj twierdzenie (lemat) Steinitza o wymianie,
e) Udowodnij, że jeżeli Vj i V2 będą podprzestrzeniami skończenie wymiarowej przestrzeni 

liniowej V  nad ciałem K  to:

dim Ul +  dim V2 = dim (U  +  V2) +  dim (U  fi V2).
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Każdą odpowiedź TRZEBA starannie uzasadnić. Rozwiązanie każdego zadania TRZEBA na
pisać na ODDZIELNEJ kartce lub kartkach. Na każdej kartce proszę (CZYTELNIE ) 
podać: imię, nazwisko, numer indeksu osoby zdającej, numer grupy ćwiczeniowej lub nazwisko 
prowadzącego, numer zadania i literę zestawu.

Z ad an ie  1 Niech f , g :  C —> C będą określone wzorami: f (z)  =  2izs + i oraz g(z) =  9z2. Niech 
A = {z E C | Re (z) >  0, Im(z)  <  0}. Naszkicuj na płaszczyźnie zespolonej zbiory:

a) f ( A ) .

b) g - \A )  =  {z e C I g{z) e A}.

Z ad an ie  2
a) Znajdź wszystkie liczby zespolone spełniające równanie zAz = 81\z\.
b) Znajdź wszystkie pierwiastki zespolone wielomianu x6 — 26 e  C[x] i rozłóż ten wielomian 

na iloczyn wielomianów rzeczywistych stopnia < 2.

Z ad an ie  3 Niech V = l in{(2, 3, —1,0), (1 ,1 ,0 ,1 ) (2,1,1, 4)}
i W  = l in{(2, 3, 3, 4) , (3, 4, 3, 5) (1 ,1 ,1 ,2)}  będą podprzestrzeniami RA
a) Opisz przestrzeń V  układem równań.
b) Znajdź bazę przestrzeni V  +  W.

Z ad an ie  4 Niech Wt C R 3 będzie przestrzenią opisaną układem równań:

{x 1 — 4x 2 +  3x3 =  0 
X i  + x 2 — 7x3 =  0 

X \  — 3x2 +  tx 3 =  0

zaś Us =  lin{ (1, s, 1), (3, 9, s)}.

a) Znajdź wymiar Wt w zależności od parametru t.
b) Zbadaj dla których wartości parametrów s i t  zachodzi R 3 =  Wt © Us.

Z ad an ie  5 Niech V będzie przestrzenią wymiaru skończonego nad ciałem K .
a) Niech m > 1 i układ {a\, a2, ■■■■, am,(ó} wektorów z przestrzeni V  jest liniowo niezależny. 

Wykaż, że

dim( lin{a i, a2, ■■■■, am} fi lin{a i +  /3, a2 +  / 3 , am +  /3}) =  m — 1.

b) Wykaż, że jeżeli W, U są właściwymi podprzestrzeniami liniowymi V i V  = W  @ U, to 
istnieje podprzestrzeń U' przestrzeni V  taka, że V  = W  © U’ i U ^  U'.

T eo ria
a) Napisz definicję przestrzeni liniowej nad ciałem K.

b) Udowodnij, że w zbiorze niezerowych liczb zespolonych wykonalne jest dzielenie,

e) Załóżmy, że V  jest przestrzenią liniową wymiaru skończonego i B = {«1,0:2, ■■■,OLn} jest 
układem wektorów V . Udowodnij, że następujące warunki są równoważne:

(1) Układ B jest maksymalnym układem liniowo niezależnym w V
(2) Układ B jest minimalnym układem rozpinającym V.



Każde zadanie powinno być rozwiązane na oddzielnej kartce. Na każdej 
kartce z rozwiązaniem powinno być:

• imię i nazwisko osoby zdającej oraz jej numer indeksu,

• numer grupy ćwiczeniowej do której osoba zdająca uczęszczała, lub 
nazwisko osoby prowadzącej ćwiczenia.

• numer rozwiązywanego zadania oraz litera - nazwa tematu.

• numer potoku.

Tem at A

1. (a) Naszkicować zbiór D =  {z G C : Im(z3) > Re(z3)}
(b) Rozwiązać równanie zz3 =

2. Niech U będzie układem równań

4. Niech a u ,..., an będzie układem wektorów przestrzeni V. Udowodnić, że 
następujące warunki są równoważne:

(1) układ a i, . .. ,a n jest liniowo niezależny i rozpina V.
(2) układ Oi\ , ...,an jest maksymalnym układem liniowo niezależnym.

5. (a)Niech funkcje fi(x) = \x — 1| , f 2(x) = \x — 2| i f 3(x) = \x — 3| 
będą elementami przestrzeni liniowej F(R, E) wszystkich funkcji z M w R. 
Wykazać, że układ fi,  f 2, /3 jest liniowo niezależny.

(b) Niech V =  Mn[a;] będzie przestrzenią liniową wszystkich wielomianów 
o współczynnikach rzeczywistych stopnia nie większego niż n. Znaleźć współrzędne 
wielomianu f (x)  = cio +  a\x -f ... -f anxn w bazie l,x  — l,(x - l ) 2, 
przestrzeni V.

px 1 +  x 2 -  2x3 + x ± = p  
x\ +  px2 +  x 3 +  px 4 =  3 
X\ -f* 2x2 4* x 3 -f 2xą — 2

gdzie p € R
(a) Rozwiązać układ równań U dla p =  1,
(b) Dla jakich wartości p układ jest niesprzeczny.

3. Znaleźć bazę i wymiar przestrzeni V, jeżeli
(a) V =  Lim{(  1 ,2 ,1 ,-2 ) , (2,3 ,1 ,0), (4,7,3, -2 ) , (5,8,3, - 2)}.
(b) V jest przestrzenią rozwiązań układu


