GAL, kolokwium nr 2, 14.01.2005, Temat A

Kazde zadanie powinno by¢ rozwigzane na oddzielnej kartce. Na kazdej kartce powinno
by¢: imie i nazwisko osoby zdajacej oraz jej numer indeksu, numer grupy ¢wiczeniowej do
ktérej osoba zdajaca uczeszcza, numer rozwigzywanego zadania oraz litera tematu.

1. Niech V, W; bedg nastepujacymi podprzestrzeniami przestrzeni R* -

V =lin((1,-1,-1,-1),(=3,4,0,1),(-5,6,2,3)), W, =1in((1,t,2,1),(2,2t,t,2)).

a) Znalez¢ uklad réwnan liniowych opisujacy V.

b) Dla jakich ¢t € R zachodzi R* =V & W, ?

2. Niech ¢ : R* — R? bedzie dane wzorem )

o((z1, 22,23, 24)) = (T1 4+ 222 — T3 + 324, 221 + 5Ty + T3 + Ty, T1 + Zo — 4T3 + 224).
a) Znalezé baze jadra przeksztalcenia ¢

b) Niech Z = {¢ € L(R* R*) | ¢ o9 jest przeksztalceniem zerowym}.

Znalez¢ wymiar przestrzeni Z.

Poda¢ przyklad (podajac wzdr) takiego przeksztalcenia liniowego 1 : R? - R4, ze oy € Z
i rzad ¥ wynosi 2.

3. Niech A = {ai,az,a3}, B = {f1,0} dla oy = (1,1,1),a2 = (1,2,3),3 = (1,2,2),
G = (1,1), 82 = (1,2) oraz niech ¢ : R® — R? bedzie takim przeksztalceniem hmowym

ze M(0)5 !-_3; é ;;l-! .
a) Znalei¢ M ()5t Dla wektora o = 20y — 3cry + 4a3 znalezé wspdlrzedne wektora o(a)
w bazie B.
b) Niech 1 : R? — R?3 bedzie przeksztalceniem liniowym zadanym warunkiem
1 3
M)g=11 0
2 9

A

Wykazad, ze ker(p o 1) ma wymiar 1 i znalezé baze obrazu przeksztalcenia p o,
4. Niech V bedzie skoriczenie wymiarowa przestrzenig, liniows nad K i niech Wi, W, beda
jej podprzestrzeniami. Wykaza¢, ze dim(W; + Wy) = dimW; + dimW, — dim(W; N'W,).

5. Niech V, W beda przestrzeniami liniowymi nad K, ¢ : V — W bedzie przeksztalceniem
liniowym, A = {ai,...,an} bedzie bazg przestrzeni V, B = {f1,..., B} bedzie baza
przestrzeni W oraz niech A = M(p)5. Wykazaé, ze

a) ¢ jest epimorfizmem <= wiersze macierzy A tworza uklad liniowo niezalezny,

b) ¢ jest monomorfizmem <= dla kazdego przeksztalcenia liniowego 11 : V — K istnieje
przeksztalcenie liniowe 12 : W — K takie, ze ¢ = 95 0 .



GAL, Kolokwium nr 2, Temat B
20 stycznia 2006

Kazde zadanie powinno by¢ rozwiazane na oddzielnej kartce. Na kazdej kartce z rozwigzaniem powinno
by¢:
» imie i nazwisko osoby zdajacej oraz jej numer indeksu,
e numer grupy ¢wiczeniowej do ktdrej osoba zdajaca uczeszczala, lub nazwisko osoby prowadzacej
¢wiczenia.
e numer rozwigzywanego zadania oraz litera - nazwa tematu

Zadanie 1

Niech V; =lin((1,—-1,0,-1),(¢,2,2,1) oraz V5 opisane uktadem réwnan

o — T3 = 0
T + 2z3 — 3z4 = O
beda podprzestrzeniami liniowymi R*. Znalezé:

(a) wszystkie takie t € R, ze R* = Vi & 1,
(b) znalez¢ baze przestrzeni V) + Vo w zaleznodci od ¢t € R.

Zadanie 2
Niech W = {(:171,{122,{123) eR3 | |1 — Ty — I3 = 0}
(a) Znalezé wzér na takie przeksztatcenie liniowe ¢ : R® — R3, ze kerp = W oraz o((1,1,1)) = (3, Q)D
(b) Niech Z = {¢p € L(R*R3) | olw : W — W jest jednokladnoscig }. Wykazaé, ze Z jest pod:
przestrzenia, przestrzeni linowej L(R3 R?) i obliczyé dim Z.
Zadanie 3
Niech A = {(2,-1),(1,-2)} i B={(1,1,1),(0,1,1),(0,0,1)} beda bazami przestrzeni R? i R? oraz niech

1 -3
(a) Znalezé wspétrzedne wektora o((6,—6)) w bazie standardowej przestrzeni R?.

(b) Niech % : R? — R? bedzie przeksztalceniem zdanym wzorem 1((z1, T2, 73)) =
(z1 + tzg + 73,21 — 22 + z3). Dla jakich ¢ € R przeksztalcenie ¢ o ¢ jest izomorfizmem?

1 0
¢ : R? - R3 bedzie takim przeksztalceniem liniowym, ze M (p)5 = '2 1 }

Zadanie 4
Zalézmy, ze ¢ : V — W jest przeksztalceniem liniowym. Pokaza¢. ze:

(a) ¢ jet monomorfizmem wtedy 1 tylko wtedy gdy kerp = {0}.
(b) dimkery + dimimy = dimV

Zadanie 5
Niech V bedzie przestrzenia liniowg wymiaru n.

(a) Pokazac¢, ze istnienie przeksztalcenia liniowego ¢ : V' — V oraz podprzestrzeni liniowej W C V
przestrzeni V spelniajgcych warunek im(p) = W = ker(p) jest réwnowazne temu,
ze 2dimW =dimV.

(b) Pokazaé, ze jezeli ¢ : V — V jest takim przeksztalceniem liniowym,
ze " = popo..op=0#¢"" ! to istnieje baza A przestrzeni V taka, ze

n—razy

01 -+ 0



GAL potok 1, kolokwium nr 2, 19.01.2007

Kazde zadanie powinno by¢ rozwigzane na oddzielnej kartce.
Na kazdej kartce: imie 1 nazwisko osoby zdajacej, numer indeksu, numer grupy é¢wiczenio-
wej, numer rozwigzywanego zadania oraz litera - nazwa tematu.

Temat B

1. Rozpatrzmy podprzestrzenie V1,V> C R* Vi = lin((1,1,0,2),(1,0,1,t),(1,2,1,1)),
Vo =1in((0,1,1,-1),(1,0,t, 3)).

a) Znalez¢ dim(Vy + Vy) oraz dim(V; N'Vs) w zaleznosci od t € R.

h) Niech Z = Vi + V3. Dla kazdego t € R znalezé taks podprzestrzen W < R*, ze
Ri=ZaW.

2. Niech ¢ : R® — R? bedzie przeksztalceniem liniowym majacym w bazach A =
{(1,1,0),(0,1,1),(1,2,0)}, B = {(1,2),(1,3)} macierz A = { oo ﬂ i niech ¥ :
R? — R? bedzie zadane wzorem ¥((y1,y2)) = (y1 — Y2, y1 + 2u2).

a) Niech & € R? bedzie wektorem majacym w bazie A wspéirzedne 2, 1, 1. Znalezé
wspoirzedne wektora (¢ o ¢)(a) w bazie C = {(0,1),(1,2)}.

b) Znalezé wzér na przeksztalcenie liniowe 1 : R? — R? takic, ze ¢ o ¢, jest jedno-
ktadnodcia o skali 5.

N
3 o3
w3 3
3

3. a) Niech 4 = | € Muxn(R). Obliczyé detA.

non n ... n
b) Cuzy istnicje macierz B € Myy4(R) o wyrazach calkowitych parzystych taka, ze detB =
1407 Jesli tak, to poda¢ przyklad takiej macierzy. Jesli nie, to uzasadnié dlaczego nie
istnieje.

4. Niech ¢ : V — W bedzie przeksztalceniem liniowym.
a) Wykaza¢, ze ¢ jest monomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy ker(p) = {0}.
b) Niech dimV = n, dimW = m oraz A4, A’ beda bazami V i B, B’ beds bazami W.
Wykazac, ze istnieja macicrze C € M, x,(K),D € M »m(K) takie, ze
M(p)5, = D- M(@)5 - C.

5. Niech ¢ : V' — V bedzie przeksztalceniem liniowym i niech dimV = n. Dla kazdej
liczby naturalnej m nicch ¢ = poypo...0op (m krotne zlozenie ).

a) Wykazaé, ze dla kazdego m zachodzi zawieranie im(p™ 1) C im(p™).

b) Niech » = 11 i niech dla 1 < k < 4 zachodzi im(p**1) # im(p*). Wykazaé, ze
dim ker(yp) < 7.

c¢) Wykazaé, ze jesli @3 = ¢, to V = ker(¢?) @ im(¢?).



GAL, Kolokwium 2, 22.01.2009

Kazda odpowiedZ TRZEBA starannie uzasadnié. Rozwiazanie kazdego zadania TRZEBA napisa¢ na ODDZIELNEJ
kartce (lub kartkach).

Na kazdej kartce prosze podaé: imig, nazwisko (BARDZO CZYTELNIE) i numer indeksu osoby zdajacej, nazwisko
prowadzacego ¢wiczenia lub numer grupy do ktérej osoba zdajaca uczeszcza,

numer rozwiazywanego zadania i litere tematu.

TEMAT A

(1) Dla dowolnych parametréw s, t € R niech Wy, bedzie podprzestrzenia R* opisana nastepujacym ukladem réwnari:

z1  —2xo H(s—1)z3 —2x4 =0
—xr1  +x9 “+x3 txy =0
1 —3zs (2s—1Dzs ({t—4)zy =0

i niech V = lin((1,2,1, —2), (1, —1,1,1), (=1, 10, —1, —10)) C R%.

(a) Dla jakich parametréw s,t € R, R* =V @ Wy,.

(b) Znalezé baze i wymiar przestrzeni V N Wy, w zaleznosci od s i t. ZnaleZé wymiar przestrzeni V + Wy, w
zaleznosci od s i t.

(¢) Czy istnieja takie parametry s,t € R, ze VN Wy = V7

iech ¢: — edzie rzutem na Vi wzdhuz V5, gdzie Vi, V5 sa podprzestrzeniami R* opisanymi nastepujacymi
2) Niech ¢:R* R* bedzi t Vi wzdluz Vs, gdzie Vi, V- d t jami R* opi i tepuj i
ukladami réwnan:

=0
-0

r1 —2x9 +2x3

Vo 1 —2x9 +x4
L —2x1 H43x9 —x3 —I4

0 { r1  —xy +2w3 @y
s VQ :

0

(a) Znalezé wzoér na ¢ oraz jego macierz w bazie standardowej.

(b) Podaé przyklady (podajac wzory) przeksztatcer liniowych <1, ¢o: R* — R* takich, ze dim(imiy) = 1,
dim(imaby) = 2 oraz p o 1y, @ o 19 sa przeksztalceniami zerowymi (tzn. ¢ o ¥1(v) = (0,0,0,0) = @ 0 Py(v)
dla dowolnego wektora v).

(¢) Czy istnieje przeksztalcenie liniowe :R* — R* takie, ze dim(imi) = 3 i @ o) jest przeksztalceniem
ZErowym.

(3) Niech A:(2,1,2),(1,1,0),(=2,-2,1)i B:(1,1,1),(1,0,1),(0,1,1) beda dwiema bazami przestrzeni R®. Niech
p:R?® — R3 i ¢: R® — R? beda przeksztatceniami liniowymi takimi, ze

1 1 0 1 2 -1
Me@g=(111]), Mx)5= 10 -1,
1 0 1 -2 1 2

gdzie St jest baza standardowa w R3.

(a) Znalezé wspétrzedne wektora ¢((2, —1,2)) w bazie A.
(b) Znalezé wzér na ¢ o .

(¢) Znalezé baze ker(v). Czy ker(v) = ker(v o ¢)?

(4) Niech V i W beda skoriczenie wymiarowymi przestrzeniami liniowymi nad ciatem K i niech ¢: V' — W bedzie
przeksztatceniem liniowym. Udowodnié, ze

(a) ker(y) jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni V.
(b) dim(kery) + dim(imyp) = dimV

(5) Dla ¢ = 0,1,2, niech ¢;:V; — V11 bedzie przeksztalceniem liniowym pomiedzy skoriczenie wymiarowymi
przestrzeniami liniowymi nad cialem K. Udowodnié, ze

(a) r(e1) < r(p20ep1) + dim(keres).
(b) 7(pa0p1) +1(p10op0) <7(p1) +7(w2 091 000).

r(¢) oznacza rzad przeksztalcenia ¢, tzn. r(¢) = dim(imep).



GAL, Kolokwium 2 TEMAT A 21.01.2011

Rozwiazanie kazdego zadania TRZEBA napisa¢ na ODDZIELNEJ kartce (lub kartkach).

Na kazdej kartce prosze podaé: imie, nazwisko (BARDZO CZYTELNIE), numer indeksu osoby zdajacej,
nazwisko prowadzacego éwiczenia lub numer grupy do ktérej osoba zdajaca uczeszcza, numer rozwiazywanego
zadania i litere tematu.

1. Niech V; i W beda podprzestrzeniami przestrzeni liniowej R* takimi, ze

T _ . T - Xy = 0
Vi lin(22n. -0, w5 T T T 0

(a) Znalezé dim(V; + W) i dim(V, N W) w zaleznosci od wartoéci parametru ¢ € R.
(b) Niech p:R* — R* bedzie symetria wzgledem V; wzdhuz W. Obliczyé o((1,1,2,0)).

2. Dane sa bazy A:(1,0,1),(0,1,1),(1,2,-1), B:(1,1,1),(0,2,1),(0, —1,0) przestrzeni liniowej R*.

(a) Funkcjonal liniowy f € (Rg)* ma wspéhrzedne —1,2, 1 w bazie dualnej do B.
Zmalezé¢ wzér na f. Znalezé wspélrzedne f w bazie dualnej do A.

(b) Niech ¢: R® . R® bedzie przeksztalceniem liniowym takim, ze

2 1 1
Mh={1 2 -1
5 4 1
Dla jakich wartosci parametru » € R funkcjonat g(z1, 29, 23) = 721 + 20 — 23 € (Rg)* nalezy
do jadra przeksztalcenia sprzezonego ¢*7
10 o0 L2 0 o L
3. Dane sa macierze A; = . 1 2 0 , B= 3 9 _1 9 ,Cp = (1) ? (t)
0 0 0 -1 -4 2 1 2

(a) Obliczyé det B. Obliczyé¢ det(A?B~7) w zaleznoéci od parametru t € R.

(b) Niech ¢: R® — R® bedzie przeksztalceniem liniowym zadanym warunkiem M (p)3! = C,. Dla

jakich wartosci parametru ¢t € R przeksztalcenie ¢ jest izomorfizmem? Dla kazdego takiego t

znaleZé macierz w bazie standardowej przeksztatcenia ¢ 1.

4. Niech ¢ : V — W bedzie przeksztalceniem liniowym.

(a) Wykazaé, ze ker (¢) jest podprzestrzenia przestrzeni V oraz wykazaé, Ze im(¢) jest pod-
przestrzenia przestrzeni W.

(b) Wykazaé, ze dimV = dimker (¢) + dimim (¢).

5. (a) Niech A1, Ay € Myxn(K). Wykazaé, ze:

(As moze by¢ otrzymana z A ciagiem operacji elementarnych na wierszach) <= (istnieje
macierz odwracalna C' € M, «m (K) taka, ze A1 = C'Ay).

(b) Niech B, By, By € Myxn(K). Zatézmy ze dla i = 1,2 macierz B; jest schodkowa zredukowana i
moze byé otrzymana z B ciagiem operacji elementarnych na wierszach. Wykaza¢, ze B; = Bs.



GAL, Kolokwium 2 TEMAT A 20.01.2012

Kazda odpowiedz TRZEBA starannie uzasadni¢. Rozwiazanie kazdego zadania TRZEBA napisaé¢ na
ODDZIELNEJ kartce (lub kartkach). Na kazdej kartce prosze podaé: imie, nazwisko (BARDZO CZYTEL-
NIE), numer indeksu osoby zdajacej, nazwisko prowadzacego éwiczenia lub numer grupy do ktérej osoba
zdajaca uczeszcza, numer rozwiazywanego zadania i litere tematu.

1. W przestrzeni liniowej R* dane sa dwie podprzestrzenie V; = lin ((—1,2,1,0),(0,1,2,¢ — 1)), gdzie

t e R, oraz W:{ I e B
9 “+x3 =0

(a) Dla jakich wartosci parametru ¢t € R, R =V, o W?
(b) Niech ¢: R* — R* bedzie rzutem na W wzdhuz Vy. Podaé przyktad wektora a € R* takiego,
ze a & W oraz o(a) = (1,—-1,1,1).

(¢) Czy istnieje baza ay, g, as, ay przestrzeni R* taka, ze ay = (1,0,0,1), oy € W oraz wektor
£ =1(2,1,-1,2) ma w tej bazie wspélrzedne 1, —1,0,07 Jedli tak, to podaé przyktad takiej bazy.
Jedli nie, to uzasadnié dlaczego.

2. Dana jest baza A:(1,1,1),(1,0,1),(1,0,0) przestrzeni R? oraz baza B: (1,1),(2,1) przestrzeni R?.
Niech LPZRS —R*iy:R® — R (gdzie t € R) beda przeksztatceniami liniowymi takimi, ze
2 1

M(p)8 = ( ; :} (1) > i M(p)d = -1 t |, gdzie St jest baza standardowa R”.
1 -2

(a) Znalezé baze Ker(y) oraz wymiar przestrzeni Im(e).
(b) Znalezé wektor (o )((1,4)).

(¢) Dla jakich wartosci parametru ¢ € R, przeksztalcenie ¢ o ¢, jest izomorfizmem liniowym?

1 1 ... 1
21 1 1 1 1 1
3. Niech A1 = } ? ; } € Myxs(R) oraz Ay = L1 a 1 € My xn(R)
111 2 5
1 1 1 a

(a) Obliczyé¢ det A;.
(b) Niech n = 15. Dla jakich a € R macierz Ay jest odwracalna?

4. Dane sa przestrzenie liniowe V, W, U (ktdére moga byé¢ nieskoriczenie wymiarowe) oraz przek-
sztalcenia liniowe p:V — W iy: W — U.

a owodnié, ze (¢ o =¢*o zie p*: — ig*: — sa, przeksztalceniami
Udowodnié, 7 P)* = p* o, gdzie p*: W* V*iog*U* W* sa przeksztalceniami
sprzezonymi do ¢ i ¢, odpowiednio.

(b) Udowodnié, ze jesli ¢*: W* — V* jest epimorfizmem, to ¢ jest monomorfizmem.

verte —



5. Niech Vi, V; beda podprzestrzeniami skoniczenie wymiarowej przestrzeni V.

(a) Udowodnié, ze Vi + V5 tez jest podprzestrzenia V.
(b) Udowodnié, ze dim(V; + Vo) = dim V} + dim Vo — dim(V; N V3).

6. Macierz A € M, «,(K) nazywamy macierza cykliczna wtedy i tylko wtedy gdy A = a1 + a2C +

o1 0 ... 0
oo 1 --- 0
asC? 4. .. a,C" 1 dla pewnych aq, as, ..., ay € K, gdzie C = R € Myxn(K).
o o0 -.- 0 1
1 0 0 -0

(a) Udowodnié, ze jesli macierze A, B € M, «,,(K) sa cykliczne, to AB = BA.
(b) Udowodnié, ze jesli A, B € M,,«(K) sa cykliczne, to ich iloczyn AB tez jest macierza cykliczna,



GAL Kolokwium 2, 25 stycznia 2013

e Kazda odpowiedZz TRZEBA starannie uzasadni¢.

e Rozwigzanie kazdego zadania TRZEBA napisaé¢ na ODDZIELNEJ kartce lub kartkach.

e Na kazdej kartce prosze (CZYTELNIE ) podaé: imig, nazwisko, numer indeksu osoby zdajacej,
numer grupy ¢wiczeniowej lub nazwisko prowadzacego, numer zadania i litere zestawu.

Zestaw A

Zadanie 1.
(a) Niech ¢ : R?* — R* bedzie przeksztatceniem liniowym zadanym wzorem
w(r1, 2, 23) = (r1 — 3,21 + 202 + 23,21 — X2 — 223, —T2 — x3). Znalezé bazy ker p oraz im .

(b) Niech A = {(1,1,1),(1,0,1),(0,1,1)} i B = {(1,1), (1,—1)} beda odpowiednio bazami R? i R?
i niech 9 : R?* — R? bedzie takim przeksztalceniem liniowym, ze M(w)ﬁ = { ? _01 1 }
Znalezé¢ wzér na .

Zadanie 2. Niech ¢ : R® — R? i ¢y : R?> — R? beda przeksztalceniami liniowymi zadanymi
wzorami p(x1,x9,x3) = (X1 + 229, —x1 + 22 — x3) 1 Ye(w1,22) = (tw1 + 22, —21, —21 + X2).

(a) Znalezé macierz w bazach standardowych izomorfizmu odwrotnego do ¢ o ¥3.
(b) Zbad¢ dla jakich t przeksztalcenie ¢ o9y jest izomorfizmem.

Zadanie 3.

(a) Niech ay = (1,0,2), g = (0,1, 1), a3 = (1,2,1) oraz niech A = {ay, oy, a3} oznacza baze
przestrzeni R?. Znalezé wspétrzedne, w bazie A*, funkcjonatu f : R?* — R danego wzorem
f(iEl,LEQ, LEg) =X — X2 + X3.

(b) Niech v : R* — R? bedzie dane wzorem (1, 22,23) = (x1 + 223, —21 + 22 + 23,
X9 + 3x3, —x1 + 229 + 4a3). Znalezé bazy obrazu i jadra przeksztalcenia sprzezonego *.

1 -1 1 1 1 2 1 1

. . 11 13 1 2 0 =2
Zadanie 4. Niech A = 00 10 oraz B = 9 3 6 3
0 -1 1 0 1 2 1 =2

(a) Obliczy¢ wyznaczniki macierzy A i B.
(b) Obliczy¢ wyznacznik macierzy A*B~6AT(3B).

Zadanie 5. Niechn > 11 Pyj = [pu] € Mpsn(K), gdzie py =1dlak=i,l=7ipu =0
w pozostalych przypadkach.
(a) Obliczyé P11P12 oraz P12P11.

(b) Niech f : My n(K) — K jest takim funkcjonatem liniowym okre§lonym na przestrzeni macierzy
My n(K), ze dla kazdej pary macierzy A i B zachodzi, f(AB) = f(BA). Pokazaé, ze istnieje taki
element ¢ € K ciata K, ze f([ay]) = c(ar1 + azz + ... + any) dla kazdej macierzy [a;;] € My yn(K).

Teoria.
1) Zdefiniowaé jadro przeksztalcenia liniowego i udowodnié, ze jest podprzestrzenia.
2) Udowodnié, ze zlozenie przeksztatcen liniowych jest przeksztatceniem liniowym.
3) Niech A € M,«,(K) bedzie macierza kwadratowa. Dla ¢ = 1,2,3 niech A; bedzie macierza
powstata z A przez operacje elementarna typu i.
a) Opisaé wyznacznik macierzy A; w zaleznosci od det A oraz operacji elementarnej typu i.
b) Opisaé¢ rzad macierzy A; w zaleznodei od r(A) i operacji elementarnej typu ¢ .



GAL Kolokwium 2, 24 stycznia 2014 Zestaw A

e Kazda odpowiedZ TRZEBA starannie uzasadnic.

e Rozwigzanie kazdego zadania TRZEBA napisa¢ na ODDZIELNEJ kartce lub kartkach.

e Na kazdej kartce prosze (CZYTELNIE ) poda¢: imie, nazwisko, numer indeksu osoby zdajacej,
numer grupy ¢wiczeniowej lub nazwisko prowadzgcego, numer zadania i litere zestawu.

Zadanie 1

(a) Znalezé wzor na przeksztatcenie liniowe p : R® — R* takie, ze ¢(1,2,2) = (1,0,1,2)

oraz ker p = lin((1, 1, 3), (1,2, 1).

(b) Niech A= {(1,1,1),(2,2,3),(3,4,4)} i B={(1,2),(1,—1)} bedq odpowiednio bazami R?® i
1 -1 3 }

R?. Niech 1) : R* — R? bedzie takim przeksztatceniem liniowym, ze M ()5 = 5 0 4

ZnalezZé wzor na v 1 macierz Y w bazie standardowey.

Zadanie 2 Niech ¢ : R* — R? i 1), : R? — R? bedqg przeksztatceniami liniowymi zadanymi
wzorami p(xy, T2, x3) = (3x1 + 219 — w3, T1 + T2 — 273)
i (g, w2) = (11 + Lo, X1 + T2, 11 + 22).

(a) Zbadaé, dla jakich wartosci parametru t przeksztatcenie p o 1y jest izomorfizmem.
(b) Zbadaé, dla jakich wartosci parametru t przeksztalcenie @ oy jest symetrig.
(¢) Zbadaé, dla jakich wartosci parametru t przeksztalcenie 1y o p jest izomorfizmem.

Zadanie 3

(a) Niech oy = (1,1,1), ap = (3,1,4), as = (1,4,0) oraz niech A = {a1, a3, a3} oznacza baze
przestrzeni R®. Znalezé wspotrzedne funkcjonatu f : R? — R danego wzorem

flx1, 22, 23) = =321 + 22 + 13 W bazie A*.

(b) Niech v : R® — R* bedzie dane wzorem:
P(xy, o, x3) = (1 + 213, 221 + T2 + 33, 2201 + 320 + T3, 221 + by — X3). ZnaleZé bazy obrazu
1 jgdra przeksztatcenia sprzezonego y*. Funkcjonaty znalezionych baz podaé wzorami.
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Zadanie 4 Niech A, =
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(a) Obliczyé wyznacznik macierzy Ay.
(b) Zbadaé dla jakich wartoSci parametru t rzqd macierzy Ay jest réwny 4.
(¢) Uzasadnié, ze macierz As jest odwracalna, ale nie wszystkie jej wspotczynniki sq calkowite.

Zadanie 5 Niech W 1 U bedq podprzestrzeniami skonczenie wymiarowej przestrzeni V.

(a) Niech 7y, my € L(V; V) spetniajq warunki: =(W) =U i m(U) = W.
Udowodnié, ze dimW = dim U.

(b) Niech dim W > dimU. Udowodnié, Ze istnieje rzut = € L(V; V') taki, ze (W) = U.

Teoria 6
a) Podaé definicje macierzy przeksztatcenia liniowego w zadanych bazach.
b) Sformutowaé twierdzenie Laplace’a o rozwijaniu wyznacznikéw wzgledem wierszy
1 kolumn.
¢) Udowodnié, ze jezeli V i W sq przestrzeniami liniowymi, skoriczonego wymiaru
nad ciatem K i@ : V — W jest przeksztatceniem liniowym, to dimV = dim(ker @)+ dim(im ).



