GAL I, Kolokwium 1 TEMAT A 30.11.2015

Kazda odpowiedz TRZEBA starannie uzasadnié¢. Rozwiazanie kazdego zadania TRZEBA napisaé¢ na OD-
DZIELNEJ kartce (lub kartkach). Na kazdej kartce prosze podaé: imie, nazwisko (BARDZO CZYTELNIE),
numer indeksu osoby zdajacej, nazwisko prowadzacego ¢wiczenia lub numer grupy do ktérej osoba zdajaca
uczeszcza, numer rozwiazywanego zadania i litere tematu.

1. [18 punktéw]
Niech D = {z € C | Im(z*) > 0} i niech f : C — C bedzie dane wzorem f(2) = (1 + 1)z + 2.

(a) Naszkicowaé zbiér D i zbiér f(D).
(b) Rozpatrzmy wielomian g(z) = 2% + 1 € CJz]. Niech A = {z € C | g(2) = 0}. Ktére z liczb ze
zbioru A leza w zbiorze D?

2. [18 punktéw]
Niech V = lin ((1,2,1,2),(2,5,3,2), (1,3,2,0)) ¢ R* i niech W ¢ R* bedzie przestrzenia rozwiazan

ukladu réwnan

ry + To + 3rs + 204 = 0
2x1  + To + Txs + by = 0 .
5I1 + 4562 —|— 16I3 + 11134 = O

a) Znalez¢ dimV i dim W.

b) Opisaé przestrzen V ukladem réwnan liniowych.

(
(

(c) Niech W, = lin((5,12,t,6), (5,11,6,t)). Dla jakich t € R zachodzi R'=vew,?

3. [10 punktow]

Niech W7, W5 beda skoniczenie wymiarowymi podprzestrzeniami przestrzeni V. Wykazaé, ze

d1m(W1 + Wg) =dim W; + dim Wy — d1m(W1 N Wg)) .



GAL I, Kolokwium 1 TEMAT A 30.11.2015

Kazda odpowiedZ TRZEBA starannie uzasadnié. Rozwiazania zadan 4 i 6 TRZEBA napisa¢ na
oddzielnych kartkach. Kartka z tredcia zadan moze by¢ uzyta do wpisania rozwigzan zadania 5.

Na kazdej kartce prosze podaé: imie, nazwisko (BARDZO CZYTELNIE), numer indeksu osoby
zdajacej, nazwisko prowadzacego ¢wiczenia lub numer grupy do ktorej osoba zdajaca uczeszcza,
numer rozwiazywanego zadania i litere tematu.

4. [18 punktéw]
Niech ¢ : R?* - R* bedzie przeksztalceniem liniowym spelniajacym ¢((1,2)) = (1,2,4,5), ¢((1,3)) =
(2,5,2,5) i niech 1) : R® — R® bedzie przeksztalceniem liniowym danym wzorem Y((z1, 22, 23)) =
(x1 — 225,0, =221 + 4a3).
(a) Znalezé wzér na przeksztalcenie .
(b) Znalez¢ baze przestrzeni ker (¢) i znalezé baze przestrzeni im ().

(c) Dla jakich t € R przeksztalcenie vy : R* — R? zadane warunkiem: V(z1,12,73) € R®

(21, 29,23)) = (21, T2, 23) + t - Y((21, X9, x3)) jest izomorfizmem?

5. [kazde pytanie za 3 punkty]

(a) Czy przestrzen liniowa R? zawiera uklad wektoréw a1, g, a3, ktory jest liniowo zalezny ale
kazdy jego poduklad zlozony z dwéch wektoréw jest liniowo niezalezny?

(b) Niech aj,...,a, bedzie baza przestrzeni V i niech wektor § € V ma w tej bazie wszystkie
wspbélrzedne rowne 1. Czy uklad a4, ...,a,—1, 3 tez jest baza przestrzeni V7

(c) Cuzy istnieje przestrzen liniowa V wymiaru 7 zawierajaca podprzestrzenie Wi, Wy takie, ze
dim W1 = 4, dim W2 = 5, d1m(W1 N Wz) =17



(d) Czy dla kazdych niezerowych wektoréw a, 3, przestrzeni liniowej V nad ciatem R istnieje
przeksztalcenie liniowe ¢ : V — V takie, ze o(a) =7 = (0) ?

(e) Niech V bedzie przestrzenia liniowa wymiaru 2n i niech W bedzie jej n—wymiarowa podprze-
strzenig. Czy istnieje przeksztalcenie liniowe ¢ : V' — V takie, ze ker (¢) = W iim (p) = W?

(f) Dane sa wielomiany f(z) = 22 4+ 1 oraz g(z) = (z — a)® nalezace do Zs[z]. Czy istnieje a € Zs
takie, ze wielomiany te sg rowne?

6. [18 punktow]
Méwimy, ze uklad jednorodny réwnan liniowych U o n réwnaniach i n niewiadomych jest oznaczony,

jedli jedynym rozwigzaniem tego ukladu jest (0,...,0).

(a) Wykazaé, ze jesli R : a121 +asws + ... + apx, = 0 jest niezerowym réwnaniem a U jest ukladem
oznaczonym, to ktoéres rownanie ukladu U mozna zastapi¢ rownaniem R tak, ze otrzymany
uktad U’ tez jest oznaczony.

(b) Wykazaé, ze dla kazdego niezerowego réwnania R : a1x1 + asxs + ... + apz, = 0 1 kazdej liczby

k € {1,...,n} istnieje uklad oznaczony Uj taki, ze zastapienie i—tego réwnania ukladu Uy
réwnaniem R daje: dla¢ = 1,...,k uktad oznaczony, dla ¢« = k + 1,...,n uktad, ktéry nie jest

0z1naczony.



GAL I, Kolokwium 1 TEMAT B 30.11.2015

Kazda odpowiedz TRZEBA starannie uzasadnié¢. Rozwiazanie kazdego zadania TRZEBA napisaé¢ na OD-
DZIELNEJ kartce (lub kartkach). Na kazdej kartce prosze podaé: imie, nazwisko (BARDZO CZYTELNIE),
numer indeksu osoby zdajacej, nazwisko prowadzacego ¢wiczenia lub numer grupy do ktérej osoba zdajaca

uczeszcza, numer rozwiazywanego zadania i litere tematu.

1. [18 punktéw]
Niech D = {z € C | Im(2*) < 0} i niech f : C — C bedzie dane wzorem f(2) = (1 — i)z + 2i.

(a) Naszkicowaé zbiér D i zbiér f(D).
(b) Rozpatrzmy wielomian g(z) = 23 + 8 € CJz]. Niech A = {z € C | g(2) = 0}. Ktére z liczb ze
zbioru A leza w zbiorze D?

2. [18 punktéw]
Niech V = lin ((1,3,1,2),(2,7,3,6), (1,4,2,4)) ¢ R* i niech W c R* bedzie przestrzenia rozwiazan

ukladu réwnan

xr1 + 2x0 + r3 + 4ry = 0
3r1 + Trxas + 4x3 + 924, = 0 .
5I1 + 1 11‘2 —|— 6I3 + 17134 = O

(a) Znalezé dimV i dim W.
(b) Opisaé przestrzen V ukladem réwnan liniowych.

(c) Niech Z; =1in ((3,10,t,8),(2,5,1,t)). Dla jakich ¢t € R zachodzi R'=vez?

3. [10 punktow]
Niech W7, W5 beda skoniczenie wymiarowymi podprzestrzeniami przestrzeni V. Wykazaé, ze

d1m(W1 + Wg) =dim W; + dim Wy — d1m(W1 N Wg)) .



GAL I, Kolokwium 1 TEMAT B 30.11.2015

Kazda odpowiedZ TRZEBA starannie uzasadnié. Rozwiazania zadan 4 i 6 TRZEBA napisaé¢ na
oddzielnych kartkach. Kartka z tredcia zadan moze by¢ uzyta do wpisania rozwigzan zadania 5.

Na kazdej kartce prosze podaé: imie, nazwisko (BARDZO CZYTELNIE), numer indeksu osoby
zdajacej, nazwisko prowadzacego ¢wiczenia lub numer grupy do ktorej osoba zdajaca uczeszcza,
numer rozwiazywanego zadania i litere tematu.

4. [18 punktéw]
Niech ¢ : R*> - R* bedzie przeksztalceniem liniowym spelniajacym ¢((1,3)) = (2,7,3,4), ¢((1,2)) =
(1,5,2,3) i niech 1 : R® — R® bedzie przeksztalceniem liniowym danym wzorem (1,22, 23)) =
(2.1‘1 —x3,0, —4x1 + 2303).
(a) Znalezé wzér na przeksztalcenie .
(b) Znalez¢ baze przestrzeni ker (¢) i znalezé baze przestrzeni im ().
(c) Dla jakich t € R przeksztalcenie vy : R* — R? zadane warunkiem: V(z1,12,73) € R®

(21, 29,23)) = (21, T2, 23) + t - Y((21, X9, x3)) jest izomorfizmem?

5. [kazde pytanie za 3 punkty]

(a) Niech aq,...,q, bedzie baza przestrzeni V i niech wektor v € V ma w tej bazie wszystkie
wspbélrzedne rowne 1. Czy uklad aq,...,an_1,7 tez jest baza przestrzeni V7

(b) Czy przestrzen liniowa R? zawiera uklad wektoréw a1, g, a3, ktory jest liniowo zalezny ale
kazdy jego poduklad ztozony z dwbéch wektoréw jest liniowo niezalezny?

(c) Czy istnieje przestrzen liniowa V wymiaru 9 zawierajaca podprzestrzenie Wy, Ws takie, ze
dlm W1 = 7, dlm W2 = 5, d1m(W1 n WQ) = 27



(d) Niech V bedzie przestrzenia liniowa wymiaru 2k i niech W bedzie jej k—wymiarowa podprze-
strzenia. Czy istnieje przeksztalcenie liniowe ¢ : V' — V takie, ze ker (¢) = W iim (p) = W?

(e) Czy dla kazdych niezerowych wektoréw «, 3,7~ przestrzeni liniowej V nad cialem R istnieje
przeksztalcenie liniowe ¢ : V' — V takie, ze (o) =7 = 9(0) ?

(f) Dane sa wielomiany f(z) = 2 4+ 1 oraz g(z) = (z + a)® nalezace do Zs[z]. Czy istnieje a € Zs
takie, ze wielomiany te sg rowne?

6. [18 punktow]
Méwimy, ze uktad jednorodny réwnan liniowych U o n réwnaniach i n niewiadomych jest oznaczony,

jedli jedynym rozwigzaniem tego ukladu jest (0,...,0).

(a) Wykazaé, ze jesli R : a121 +aszs + ... + apx, = 0 jest niezerowym réwnaniem a U jest ukladem
oznaczonym, to ktores rownanie ukladu U mozna zastapi¢ rownaniem R tak, ze otrzymany
uktad U’ tez jest oznaczony.

(b) Wykazaé, ze dla kazdego niezerowego réwnania R : a1x1 + asxs + ... + ap 2z, = 0 1 kazdej liczby

k € {1,...,n} istnieje uklad oznaczony Uj taki, ze zastapienie i—tego réwnania ukladu Uy
réwnaniem R daje: dla ¢ = 1,...,k uktad oznaczony, dla ¢« = k + 1,...,n uktad, ktéry nie jest

0z1naczony.



