
Egzamin z Funkcj i  Anal i t ) 'czn).ch I ,  29.01.2011

Proszq wybrai 6 zadair. Nalezy podawai wyczerpuj4ce obja6nienia. Ka2de
zadanie proszQ rozwi4zywai na osobrrej kartce.

I .  Znaleic n'szvst l<ie homograf ie.  kt i re przeksztalcaj4zbior {z € C ' .  Re z > 0.Irn.z )  0
na sieble.

2. Obi iczf i  cal l ig
2r
/  cos r
l -  d r .

J  J S l I l J  -  D C O S T
0

\ \ -s  j ; .  co"  . ,  :  ) (  ,  
' '  -  (  -  i '  \ .  Ca lko$ 'ac  p |zez  pods t  a \ - i cn ie .

3. Ile zer ma x'ieiornian 277 ! 211 - iz l- I w piern'szej 6u'iartce?

\\rsli. tladai przt-rost atgumentu rvzdluz hrz1.l'ej skladajqcej sig z oclcinka [0, R]" ]uku od
fr do zl l  i  odcinka [ iF,0] dla /? ---+ oc. Poriacl to L-,arg f  g:  L^,r .rg . f  I  L,  9.

4. Pr:zedstau' i i  funkcjg JQ):,-*-  -"  l 'postaci  surnv szeregu Laurenta w kazdr-rn
r  _  r  r / \ _  _  r /

, r r , r i l i , , . - . , , r  , r ia , . in io, . iu  o Srodl iu  t l ,  0 .  znale^c resrof  .

5. Sklas5.fikori,ad izolon'ane punkt)'osoblin'e rr ' e funkcji

- 2  l

I t L . ) : : ; :  *  F : 3 c o s 1 1 ; .
\ ; -  F  + l -

OL i i t z t t i  res id r runr  funkc j i  u '  0  i  rv  2 i .

6.  Nie:ch l 'bEdzie holornorf iczna w kole K(0: R) :  {z € C :  I t i  - -  / i } .  PrzvpuSim5.,  z. :
J ' [ :  l up_  l / ( r ) l  <mi / (0 )  : ] . \ \ i y - ] i aza( ,Le l . f ( , r ' l  -  t l  <  f  :1 .

:€ 1{  (0: .R)

7. PlzlpuScrl l ) ' .  ze funkcja / :C --  C jest hcr lornorf iczna i  plzeksztelca 1-ren. ien oirrEg r ' , ,
okr '4g. \ \ I - , ,kazai.  ze isrnrejq a € lR, a )  0,  b,c € C,n € N takie. ze

f ( r )  :  a (z  *  b ) "  1 -  r ' .

\ \ rsk. \ {oZir :r  sprou'adzi i  do plzvpad}iu gdr ' . /  1rr-zcl iszt ;rk 'a ol i l i lg l . l  :  t  na l ; :  j  :  i .  Finl l ic iqr

. /  o)rciqtq clo kola ] :1 (  1 rozszr:rz: ,(  na plaszczyzng stosu. j i lc s1-metr i r ;  n 'zglgden oi i rq{u
(zirsat la s1'rnet l i i  Schri- ; , r 'za. )



Rozwi4zania poszczeg6lnych zadafi proszQ pisai na osobnych kartkach.

Wszystkie kartki naleiy podpisad i podai numer grupy iwiczeniowej.

Kaide zadanie - 25 punkt6w

1. (A) WyjaSni i ,  w jakich punktach funkcja f  ( r ) : le ' l .cos( iz)  ma pochodn4 zespolon4.

(B) Znalei,( calkg fio;,rnr1cos(i,z) dz.

(C) Znalet| calkg Iyo4,r"r1*r(14 at.

2. znaLeLC carke [ 3!91 o" , gdzie' 
J-, (z - zo)s 

*- '

"l jest kawalkami liniow4 parametryzacjar lamanej zamkniqtej f*o,rr,,tl)2t,tl)Bttl6], gdzie
u)o :2 ,11) t :  -2  *  4 i ,  w2 :  +  +  4 i , ,  ws :  I  o raz

(A)  zo :3 i  (B )  zs  :  i  (C)  to :  4  +  * .

3 .  N iech  D: {z t l z l<  1 }  in iech  f  ,  D  -+Cbqdz ie funkc jqho lomor f i czn4tak4,ze l f  (z ) l<  i=b
Pokaza(,, ie 

A

l f ' ( r ) l< r= * ,
\ r -  l z l ) '

Wskaz6wka. Dla ustalonego z € D rozpahzy(, kolo o Srodku w z i promieniu ] (t- l r l)

4.  N iech  U:  {z  €  C :  lRez l<2} ,  G :  {z  €C:  Rez  €  [0 ,  1 ]  ] ,  0G:  {z  €G:  Rez  €  {0 ,1 } }  i
niech f : U -+ C bqdzie funkcjE holomorficznQ, ograniczon1na G.

(A) Pokaza(,Ze jeSl i  l f  ( r ) l (  1 dla z e 0G, to takze l f  @l< 1 dla z e G.

Wskaz6wka. Niech sup{l f (")l: z €. G} : 
". 

Dla kazdego r ) 0 rozpatrzyi funkcjq {# ""prostokqcie {z e G :  l lmz l< ; i .
(B )  N iech  sup{ l  f  Q)1 ,  Rez :0 } :1 ,  sup{ l / ( z )  l :  Rez :1 } :  2 .  Pokaza( ,ze

sup{ l  f  ( r )1,  Rez:  i }  < ' /2 .
Wskaz6wka. Rozpatrzyi funkcjq f (r) . exp(-zln2) i skorzystai z (A).



Rozwi4zania poszczeg6lnych zadaft

Wszystkie kartki naleiry podpisai i

KaLde zadanie - 25 punkt6w

prosze pisai na osobnych kartkach.

podai numer grupy iwiczeniowej.

1 .  Przy jmi jmy IR*:  { ,  €  R. : f  (  0}  i  n iech Log:C\R- *C bqdzie galgz iEgl6wn4 logarytmu.

(A) Znaleht czgS( rzeczywist4 i urojon4 funkcji f (r) : (r-I)'Re(Logz) i wyjaSnii, w jakich punktach
funkcja / ma pochodnq zespolon4.

(B) Sprawdzi(,ze z(Logz - 1) jest funkcjq pierwotn4 dla Logz tznaIeLC calkg I;o,rtLog, dr.

(C) Znaleir i  calkq !,_o.r,Logz dz.

2. znaret( ca\ki I 
s-in("e'i) 

az , gdzie
J 1 \ z - 7 T ) '

(A )  r ( t )  : r * e i t ,  t e [ 0 ,2 r ) ,

(B) f jest kawalkami liniowq parametryzacjq lamanej zamkniqtej [tro, tr1]u[u1 ,w2)Ulw2,tr3]U['u3, tu6],
gdzie ws - - i ,  ' tr7 : ' i ,  ' tr2: 4, uts: -4 - i .

3 .
n -

N iech  f  ,D  - -C ,  f  : u * i u ,  u :Re f ,  1 ) :

{z :l z l< 2} i niech rte(/(O)') : 0. Pokaza(, ze

f21,  ^  f2o

|  ( ,k")) '  dt :  I
Jo Jo

'  Imf , bgdzie funkcj4 holomorficzn4 w kole

('u(ett))2 d,t.

(f (,)) ' .Wskaz6wka. Rozpatrzyc wz6r Cauchy'ego dla funkcji

4. Niech f , U * C bQdzie funkcja holomorficznq w otwartym zbiorze sp6jnym (/ zawierajqcym
D : {z:l z 15 1} . Pokaza1, ze jeSli / nie jest funkcj4 stal4, to istnieje zo e 0D takie, 2e
Ref  (z)  < Ref  (zs)  d la  z  € r \  AD iwykaza( ,Ze d la tak iego punktu zs,  Im(zs. f ' ( to) ) :0 .



Rozwi4zania poszczeg6lnych zadafi proszQ pisa6 na osobnych kartkach.

Wszystkie kartki nale?y podpisai.

Kazde zadanie - 25 punkt6w (A - 15p, B - 10p.)

1. OkreSlii, podajEc krotkie uzasadnienie, liczbq pierwiastkorv, liczonych r,vraz z krotnoSciami, rvielo-
m.ianu z5 + 423 + z2 + 7

(A )  l v  p ie rSc ien iu  { z  : 1  < l  ,  |  <  3 } ,

(B) o' p6lplaszczT,Lnte {z : Rez > 0}

2. Znalef,C ca"lke | ---::- , gdzie'  
J ,  ( z  -  2 i ) ( I  -  cos  z1

(A)  t ( t )  :  1  + 2e ' t ,  t  e  lo ,21Tl ,

(B) 7 jest kar,r,alkami l iniolv4 parametryzacj4 lamanej zamkniqtej l*0,,*r,. . . , ,u7,tu0], o wierz-
cholk:rch ?f0 : 1, uJ) : -2 + 3d, tL,2 : 2 * 3i,,  w3 - -2 -, i ,  t1q - 2 *,1, 1J)t, :  2 + i ,  u)a : -) 1 i ,
w T :  - ' 1 .

3 .  N iechL i  - - { ,  €C : l  z - i l > I  o raz ln t , z )  0 } .  Poda i , zk ro t k imuzasadn ien iem,p rzeksz ta l cen ie
konforemne

(A) obszaru [/ na pas {z : 0 < Imz < 1},

(B )  obsza ru  L r ' n  { z :Rez  )0  o raz  Imz )  1 }  napo l ko le  { z : l z  l <  1  o raz  Imz>0 } .

4. Przyjrni jmy ozrraczenia D : {z : l  z l< 1} oraz D, : {2, I  " l< r} dla r € (0, 1).

(A )  N iech f  D -+Cbqdz ie funkc j4ho lomor f i c z4 , fQ ) l 0 i n i echm) \bqdz ie l i c zb4na tu ra l n4 .
Pokaza i ,  ze  j eS l i  l o  l >  sup {  i  # l , l t l : r } ,  t o r6 r vnan ie  9 :  amawko le  D "  mp ie r r v i as t k6 rv ,
prz-v czvn dla dostatecznie malych r - wszystkie jednokrotne.

[\Vskazorvka: Zastosorvai zasadQ argumentu do funkcji  Y 
- a i  pqtl i  l ( t):reit , t  e i0,2zr] ]

(B) Nieclr 9:r\ {0} -+ C bqdzie funkci4 holomorficzn4, maj4c4\\ zerze biegun rzqdu m. Pokaza(.
ze nt ' :1 rvtedf i  t .v-lko lvtecly, gdy istnie.je r > 0 takie, 2e g przeksztalca konforemnte D,. \  {0} na
e(r ' \  i0 i )

, \  / '  ,
l \ t
l i ' \ j

I


