Egzamin z Funkcji Analitycznych I, 29.01.2011

Prosz¢ wybraé 6 zadan. Nalezy podawaé¢ wyczerpujace objasnienia. Kazde
zadanie prosze¢ rozwigzywac na osobnej kartce.

1. Znalez¢ wszystkie homografle, ktire przeksztalcaja zbiér {z € C: Re 2 > 0.Im z > 0
na siebie.

2. Obliczy¢ catke

N
=

COS T
dz.

3sinx — Hcosx

1

Wsk. cosz = 5(e'” + 7). Catkowaé przez podstawienie.

3. lle zer ma wielomian z'7 + 21! — iz + 1 w pierwszej ¢wiartce?

Wsk. Badac¢ przyrost argumentu wzdiuz krzywej skladajacej sig z odcinka [0, R], tuku od
R do iR i odeinka [iR, 0] dla R — co. Ponadto Ajarg fg = Ajarg f+ A, g.

(z4+1(z—1)
mozliwym pierscieniu o srodku w 0. Znalezé ress f.

4. Przedstawi¢ funkcje f(z) = > W postaci sumy szeregu Laurenta w kazdym
5. Sklasyfikowaé izolowane punkty osobliwe w € funkcji

L2
flz) = —,,/4— + 2% cos(

]

).

Obliczy¢ residuum funkeji w 0 1 w 2i.

6. Niech f bedzie holomorficzna w kole K(0;R) = {z € C : |z] < R}. Przyvpuéémy, Ze
M= sup [f(2)] <ooi f(0)=1 Wykazaé, ze |f(z) — 1] < #z1[z].
&K (0:R)

7. Przypustmy. ze funkcja f: C — C jest holomorficzna i przeksztalca pewien okrag w
okrag. Wykazad, ze istnieja a € R,a > 0, b,c € C, n € N takie. ze

flz)=alz+0)" 4 c

Wsk. Mozna sprowadzi¢ do przypadku gdv f przeksztalca okrag [zl = 1 na 2] = 1. Funkcje

f obcieta do kola |z < 1 rozszerzyé na plaszezyzne stosujac svimetrie wzgledem okregu
(zasada svinetrii Schwarza.)



Rozwigzania poszczegdlnych zadan prosze pisaé na osobnych kartkach.

Wszystkie kartki nalezy podpisaé i podaé¢ numer grupy ¢wiczeniowej.

Kazde zadanie - 25 punktow

1. (A) Wyjasni¢, w jakich punktach funkcja f(z) =| e* | - cos(iz) ma pochodng zespolona.

(B) Znalez¢ catke [ | cos(iz) dz.

Z+in2

(C) Znalezé calke f[l  cos(iz) dz.

Z:1n2

2L
2. Znalez¢ calke /ng% dz , gdzie
4 (2 — 2)
7 jest kawalkami liniowa parametryzacja tamanej zamknietej [wo, wy, we, w3, wy|, gdzie
wo =2, wy = =24 4i, wy = 5 + 4, wy = 1 oraz

3. Niech D = {z:]z|< 1} iniech f:D — C bedzie funkcja holomorficzna taka, ze | f(z)|< —
Pokazad, ze

4
(1-z))*

Wskagowka. Dla ustalonego z € D rozpatrzy¢ koto o $rodku w z i promieniu 3 (1— |z]).

[f'(2) <

4. Niech U={2€C:|Rez|<2}, G={z€C: Rez€[0,1]}, 0G={2€G: Rezc {0,1} }i
niech f: U — C bedzie funkcja holomorficzng, ograniczona na G.

(A) Pokazad, ze jesli | f(2)|< 1 dla z € 8G, to takie | f(z)|< 1 dla z € G.

Wskazoéwka. Niech sup{| f(z)|: 2z € G} = c. Dla kazdego r > 0 rozpatrzyé¢ funkcje na

prostokacie {z € G : | Imz|< £}.
(B) Niech sup{|f(z)]: Rez=0}=1, sup{|f(2)]: Rez =1} = 2. Pokazaé, ze
sup{| f(2)|: Rez =1} <V2. '

Wskazéwka. Rozpatrzy¢ funkeje f(z) - exp(—z1n2) i skorzystaé z (A).

f(=)
147z




Rozwiazania poszczegdlnych zadan prosze pisa¢ na osobnych kartkach.

Wszystkie kartki nalezy podpisaé i podaé numer grupy ¢wiczeniowej.

Kazde zadanie - 25 punktéw

1. Przyjmijmy R_ = {t € R: ¢ < 0} i niech Log : C\ R_ — C bedzie galezig gléwna logarytmu.

(A) Znalez¢ cze$¢ rzeczywista i urojong funkceji f(z) = (2—1)- Re(Logz) i wyjasni¢, w jakich punktach
funkcja f ma pochodng zespolona.

(B) Sprawdzi¢, ze z(Logz — 1) jest funkcjg pierwotna dla Logz i znalei¢ catke f[ Logz dz.
(C) Znalez¢ calke f[ Logz dz.

sin(re’?)
(z — )2
(A) v(t) =m+e*, tel0,2n)],

(B) + jest kawalkami liniowa parametryzacja tamanej zamknietej [wo, wi|U[wy, we]U[w2, ws|U[ws, wo),
gdZie Wy = —i, w = i, Wo = 4, w3 = —4 — .

2. Znalezé calki / dz , gdzie
Y

3. Niech f:D—>C, f=u+1iv, u= Ref, v=Imf, bedzie funkcja holomorficzng w kole
D = {z:] z |< 2} i niech Re(f(0)?) = 0. Pokazaé, ze

/0 7 u(e)? dt = /0 7 (w(e)? d.

Wskazowka. Rozpatrzy¢ wzor Cauchy’ego dla funkeji (f(2))*.

4. Niech f : U — C bedzie funkcja holomorficzng w otwartym zbiorze spéjnym U zawierajgcym
D ={z:z|<1}. DPokaza¢, ze jesli f nie jest funkcja stala, to istnieje 2y € 0D takie, ze
Ref(z) < Ref(zy) dla z € D\ 9D iwykazaé, ze dla takiego punktu zy, Im(zg- f'(20)) = 0.




Rozwigzania poszczegdlnych zadan prosze pisa¢ na osobnych kartkach.

Wszystkie kartki nalezy podpisad.

Kazde zadanie - 25 punktéw (A - 15p, B - 10p.)

1. Okresli¢, podajac krotkie uzasadnienie, liczbe pierwiastkow, liczonych wraz z krotnosciami, wielo-
mianu 2%+ 423 + 22 + 1

(A) w pierscieniu {z: 1 < |z | < 3},

(B) w poiplaszezyznie {z : Rez > 0}.

' dz
2. Znalezé catk , dzie
. ¢ L (z — 2¢)(1 — cos 2) gt
(A) ~(t) =1+2e", tel0,27],
(B) 7 jest kawalkami liniowa parametryzacja tamanej zamknietej [w, w,, .. ., Wy, wgl, 0 wierz-

chotkach wy = 1, wy = =2 430, wy = 2+ 31, wy = —2 — i, wy = 2 — i, wy = 2 +1, wWe = —2 + 1,
w7:—i.

3. NiechU ={zc C:|z—i|>1 oraz Imz > 0}. Poda¢, z krotkim uzasadnieniem, przeksztalcenie
konforemne

(A) obszaru U na pas {z: 0 < Imz < 1},

(B) obszaru U N {z : Rez >0 oraz I'mz > 1} na potkole {z : | z |< 1 oraz Imz > 0}.

4. Przyjmijmy oznaczenia D = {z: |z |< 1} oraz D, = {z: | z |< r} dlar € (0, 1).

(A) Niech f: D — C bedzie funkcjg holomorficza, f(0) # 0 i niech m > 1 bedzie liczba naturalna.
Pokazaé, e jesli | a |> sup{ | £2 | : | z |= 7}, to réwnanie @ = a ma w kole D, m pierwiastkow,

zm m

przy czym dla dostatecznie matych r - wszystkie jednokrotne.

| Wskazowka: Zastosowa¢ zasade argumentu do funkeji ];(,z> —aipetl v(t) = ret, t € [0,27] ]

(B) Niech g: D\ {0} — C bedzie funkeja holomorficzna, majaca w zerze biegun rzedu m. Pokazac,
ze m = 1 wtedy 1 tylko wtedy, gdy istnieje 7 > 0 takie, ze g przeksztalca konforemnie D, \ {0} na
gDy \ {0}).




