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Streszczenie
W pracy przedstawiam podstawowe wiadomosci dotyczace przestrzeni soczewkowych. Zostaje
opisany ich Z,,-CW-rozklad. Przedstawia si¢ obliczenie ich grup homologii oraz klasyfikacje
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stawiam najwazniejsze wlasnoéci GCW-komplekséw.
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Wstep

Niniejsza praca dotyczy przestrzeni soczewkowych. Te przestrzenie topologiczne staty sie
znane jako przyklad rozmaitosci o izomorficznych grupach homologii, lecz o réznym typie
homotopijnym oraz o tym samym typie homotopijnym, lecz nie homeomorficznych. Wyniki
niniejszej pracy pochodza gléwnie z [Cohen] oraz [Hatcher|. Praca sklada sie z trzech cze-
Sci. W pierwszej wprowadza sie podstawowe pojecia i definicje dotyczace CW-kompleksow i
G-przestrzeni. Udowodnione zostaja tez najwazniejsze fakty dotyczace przeksztalcen okreslo-
nych na przestrzeniach orbit i ich wlasnosci podnoszenia. Druga opisuje Z,,-CW-strukture
przestrzeni soczewkowych i przedstawia obliczenie ich grup homologii. Trzecia przedstawia
klasyfikacje tych przestrzeni z dokladnoscia do typu homotopijnego. W tym celu wykazane
zostaja gléwne wlasnoéci przeksztatcen sfer S?"~1 ekwiwariantnych wzgledem badanego dzia-
tania grupy Z,,. Nie przeprowadza sie natomiast klasyfikacji przestrzeni soczewkowych z
doktadnoscia do homeomorfizmu, a jedynie cytuje sie ten klasyczny wynik.






Rozdzial 1

GCW-kompleksy

Rozpocznijmy od bardzo ogdlnych faktow i wprowadzmy pojecia, ktére postuza do badania
przestrzeni soczewkowych. Definicje i fakty zawarte w tym rozdziale pochodza gléwnie z prac
[Hatcher| oraz [TomDieck].

Definicja 1.0.1. CW-kompleksem nazywamy przestrzen topologiczng X z wyroZnionym
ciggiem podprzestrzens
LXW o oxWoxO

oraz rodzing przeksztatcen {¢;}jen takq, Ze
1. XO) to przestrzen dyskretna.
2. ¢j: HaeAngfl — XJ=1 dla dowolnego j € N.
3. XU) ~ XD Uy Maep, D,

4. Dowolny zbiér U jest otwarty w X wtedy i tylko wtedy, gdy U N X™ jest otwarty w
X ™) dla dowolnego n.

X 2 powyzszej definicji nazywa sie j-tym szkieletem. Homeomorfizm wymieniony w punkcie
trzecim bedziemy oznaczaé ®;. Dla o € A obraz ®j[Dgé] nazywamy j-tg komorkg. Obciecia
odwzorowan <I>j| pi-1 oraz gbj‘ gi—1 okreslamy odpowiednio odwzorowaniami charakterystycznym

1 doklejajgcym tej komorksi.

Powyzsza definicja ma bardzo jasny sens geometryczny. Mozna by sie spodziewaé, ze nie-
ktore przestrzenie topologiczne dadza si¢ przedstawié jako suma dyskéw potaczonych tylko
brzegami. Bytaby to struktura w pewnym sensie podobna do triangulacji. Tej intuicji stara
sie uczyni¢ zado$é¢ pojecie CW-kompleksu. W naturalny sposéb laczy sie z nim pojecie prze-
ksztalcenia komérkowego.

Definicja 1.0.2. Niech X,Y bedg CW-kompleksami. Niech f : X — Y bedzie przeksztalce-
niem ciggltym. Powiemy, ze f jest przeksztatceniem komorkowym jezeli dla dowolnego i
f[X(i)] cCY®,

Do zdefiniowania kompleksu tancuchowego potrzebne bedzie pojecie stopnia przeksztal-
cenia. Zadamy je przez aksjomaty.



Definicja 1.0.3. Niech f : S7 — S bedzie odwzorowaniem cigglym. Niech j > 1. Stopniem
odwzorowania nazwiemy przeksztalcenie

fr—degf
o nastepujgcych wlasnosciach:
1. Jesli f ~ g, to deg f = degg.
2. deg fg = deg fdegg.
3. Przeksztalcenie
(cosV(cosp, sin ¢, 0) + sin (0, 0,v)) — (cos I(cos de, sin de,0) + sin (0, 0,v)),
gdzie d € Z, |v| =1 ma stopien d.

Struktura CW-kompleksu pozwala na przypisanie przestrzeni topologicznej kompleksu
tancuchowego. Ustalmy dla kazdego n homeomorfizm h : D*/S"~! — S",

Definicja 1.0.4. Niech X bedzie CW-kompleksem. Jego kompleksem tancuchowym nazwiemy
kompleks C(X) :

9, =2 oyx) 250,

(1.1)

gdzie Cp(X) to grupa wolna abelowa generowana przez n-te komorki CW-kompleksu X,
a przeksztalcenie brzegowe 0 : Cpi1(X) — Cn(X) jest okreslone nastepujgco: niech o €
AFY(X). Rozwazmy nastepujacy cigg przeksztatcen:
g st

[0}

X0 2, x0/x0-D ~, Vi) Sé (1.2)

gdzie h - ustalony homeomorfizm taki, Ze hq[DZfl] = Séfl. ZloZenie wszystkich wyzej
wymienionych przeksztalcen jest cigglym odwzorowaniem ze sfery w sfere, a zatem ma do-
brze okreslony stopien. Oznaczmy ten stopien ngg. W korcu niech O bedzie jedynym takim
homomorfizmem, ze

da)= D nap(B)

BEAI(Y)
Powyzsza definicja jest funktorialna.

Definicja 1.0.5. Niech f : X — Y bedzie przeksztalceniem komorkowym CW-kompleksow.
Wowczas przeksztalcenie indukowane fi : Cu(X) — Cu(Y) jest zdefiniowane przez

felay =" > nap(B),

BeAI(Y)

gdzie nyg jest stopniem zloZenia przeksztatcenia

Si ~Di/Si7t —  xW)/xG-D I YI)Yi—1 ~ Vserir) Sé SN Sé7 (1.3)

gdzie pierwsze odwzorowanie to przeksztalcenie ilorazowe. Stopiern jest dobrze okreslony,bo
f jako przeksztatcenie komorkowe przeprowadza X (n) 4y Yy,



Niestety nie widaé¢ bezposrednio, czemu homologie w wyzej okreslonym sensie maja by¢
identyczne z homologiami singularnymi przestrzeni. Wtasciwie nie wida¢ nawet, czemu by
homologie CW-komplekséw mialy by¢ niezmiennicze wzgledem homeomorfizméw ani nawet
- czy sa niezalezne od wyboru konkretnych przeksztalcen charakterystycznych w definicji
CW-struktury na rozmaitosci. Niemniej zachodzi nastepujacy

Fakt 1.0.1. Jezeli przestrzen X jest CW-kompleksem, to jej grupy homologii singularnych
sq identyczne z grupami homologii zdefiniowanymi wyzej. W szczegélnodci zdefiniowane wyzej
homologie sq niezmiennikiem homotopijnej rownowaznosci.

Uwaga 1.0.1. Dla dowolnych kompleksow tancuchowych X,Y takich, ze X = X))y —
Y () jezeli
H,(X)~H,(Y)~Z

,to dla dowolnego przeksztalcenia cigglego f : X — Y przeksztalcenie indukowane na homo-
logiach ma postac

O nNo

1 mozna zdefiniowac stopien przeksztalcenia wzorem
deg f = n.

Tak zdefiniowany stopien przeksztalcenia speinia pierwsze dwie wiasnosci stopnia odwzoro-
wania sfer.

Przejdziemy do rozwazania przestrzeni z dzialaniami grup. Rozwazymy przestrzefi X /G z
topologia ilorazowa. W ponizszych wywodach bedziemy przez p, p’ oznaczaé¢ dzialania grupy
G na X, a przez X, X' odpowiednie przestrzenie ilorazowe.

Odnotujmy na poczatek nastepujacy

Fakt 1.0.2. Niech X bedzie CW -kompleksem i niech G dziala na X. Wéwezas X = X /G ma
strukture CW-kompleksu z odwzorowaniami charakterystycznymi q o ®, dla @, odwzorowarn

charakterystycznych komdrek kompleksu X oraz przeksztalcenia ilorazowego q : X — X.

Fakt 1.0.3. Niech G bedzie grupq dyskretng, kidra dziala w sposéb wolny i ciggly na X.
Wowczas przeksztalcenie ilorazowe q : X — X /G = X jest nakryciem.

Definicja 1.0.6. Niech X, X' bedq G-przestrzeniami, niech G dziala na X dzialaniem p oraz
na X' dziataniem p’ w sposéb wolny. Niech f: X — X' bedzie odwzorowaniem komdrkowym.
Powiemy, ze f jest (p, p')-ekwiwariantne, jesli dla dowolnego g € G

fopg=pgof.
Jesli za$ istnieje homotopia H : X x I — X' lgczgea [ z [ taka, ze
H(-,t) © Pg :p;OH(-,t)

dla kazdego t € I, to [ i f' sq ekwiwariantnie homotopijne. Przeksztalcenie H nazwiemy
wowczas ekwiwariantng homotopiq.

Ponizsze stwierdzenie motywuje rozwazanie ekwiwariantnych przeksztatcen przestrzeni z
dziataniem grupy G.



Stwierdzenie 1.0.1. Niech f : X — X' bedzie cigglym odwzorowaniem (p, p')-ekwiwariantnym,
a H: XxI— X' ekwiwariantng homotopiq lgczqcq f i g. Istniejg wéwczas ciggle przeksztal-
cenie f: X — X' oraz homotopia H : X X I — X' indukowane na przestrzeniach orbit przy
dziataniu grupy G przez f oraz H.

Dowéd. Jesli f: X — X jest (p, p')-ekwiwariantne, to definiujemy f : X — X' przez:

f([2]) = [f ()]

Przeksztalcenie jest dobrze zdefiniowane (poniekad wlasnie to oznacza ekwiwariancja
przeksztalcenia f), bo jedli 2’ € [z], to mamy 2’ = p,(x) dla pewnego g € G Czyli

2T = flpg(@)])

(1.5)

Zalézmy teraz, ze H jest ekwiwariantng homotopia laczaca f z §. Definiujemy jak po-
przednio:

H([z],t) = [H(x,1)]

Z pierwszej czesci dowodu wynika, ze H(-,t) jest dla dowolnego t € I dobrze okreslonym
odwzorowaniem. Jest tez ciagle, bo H jest ciagle, mamy zas:

Ho(gxidy)=q oH,

gdzie ¢ : X — X ¢ : X — X' to przeksztalcenia ilorazowe, a zatem w szczegdlnosci
przeksztalcenia otwarte.

O
Po tych przygotowaniach mozemy podaé¢ gtéwna definicje tego rozdziatu.

Definicja 1.0.7. G-przestrzenn X nazwiemy GCW-kompleksem jesli istnieje wyrdziniony
citgg G-podprzestrzeni
XD o o xW o x0

oraz rodzina odwzorowarn {¢a}tacni(x) i podgrup normalnych {Ha}anj A grupy G takie, Ze
1. XO o przestrzen dyskretna.
2. ¢j: HaeA].Sj_l x G/H, — X771 dla dowolnego j € N.
3. XU) ~ XUV Uy Maep, DI x G/H,.

4. Dowolny zbidr U jest otwarty w X wtedy i tylko wtedy, gdy U N X™ jest otwarty dla
dowolnego n.
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5. Dziatanie p: G x X — X grupy G okreslamy przez
pg®a(z, g H) = ®o(z, 99'H).

Pojecia komorki, odwzorowania charakterystycznego i doklejajgcego definiujemy podob-
nie jok w wypadku CW-kompleksow.

Przyjmijmy teraz, ze G jest skoficzona i dziala dodatkowo na zbiorach X, X’ w spo-
séb wolny. Ostatnie stwierdzenie mozna wéwczas odwrécié. Nie tylko przeksztalcenia (p, p')-
ekwiwariantne X — X’ nakrywaja przeksztalcenia przestrzeni X = X /G, ale tez odwzorowa-
nia przestrzeni X — X’ podnosza sie do ekwiwariantnych odwzorowan X — X'. Aby uprosci¢
zapis, bedziemy tak samo oznaczaé elementy 71 (X, xg) oraz m (X', y0) jak odpowiadajace im
elementy Auty(X), Autx/(X’). Niech ¢ : X — X oraz ¢’ : X’ — X’ beda przeksztalceniami
ilorazowymi, a Zo € ¢~ (z0), %0 € ¢ (yo) dowolnymi elementami wiékien. Mamy wéwczas
Stwierdzenie 1.0.2. Niech X, X' bedq lokalnie tukowo spdjnymi G-przestrzeniami. Niech
f:X > X " bedzie przeksztalceniem cigglym. Przyjmijmy tez, ze f (x0) = wo. Niech fy :
Autx (X) — Autx/(X') bedzie przeksztalceniem indukowanym takim, Ze

/

fﬁ(ﬂg) = Pg-
Niech ponadto gy(m1(X,20) < qé(m(f(’,%). Wowczas istnieje (p, p')-ekwiwariantne podnie-
sienie f: X — X',
Dowdd. Definiujemy )
fo=fo: X —- X'
Skoro z zalozenia gy(m1 (X, o) < qy(m (X', &), to réwniez
frag(m (X, %0)) < gh(m1(X, §o)).

Zatem na mocy wlasnosci podnoszenia przeksztalcen (jej dowdd mozna znalezé na przyklad
w [Hatcher| s. 62) istnieje podniesienie

f: XX
przeksztalcenia fy. Tak uzyskane odwzorowanie spelnia lokalnie réwnanie

f=d"fq
To, ze tak uzyskane przeksztalcenie jest (p, p')-ekwiwariantne wynika bezposrednio z faktu,
e fi(p) = 1. 0

Co wiecej homotopie przeksztatcen przestrzeni X podnosza sie do homotopii ekwiwariant-
nych przestrzeni X.

Stwierdzenie 1.0.3. Przyjmijmy oznaczenia i zalozZenia poprzedniego stwierdzenia. Niech
H : X x I — X' bedzie homotopig laczacq f z g i niech fy(pg) = p’g. Wowczas podniesienie
H: X xI— X jest homotopig (p, p')-ekwiwariantng.

Dowdd. Przeprowadzajac analogiczne do poprzedniego rozumowanie i korzystajac z faktu, ze
m(Z x I,(z0,t)) ~ m(Z,29) dla dowolnej lokalnie tukowo spdjnej przestrzeni Z oraz t € I
widzimy, Ze istnieje podniesienie
H:XxI—X

homotopii H. Skoro H(-,t) : X — X’ dla kazdego t jest (p, p,) ekwiwariantne, to wystarczy
pokazad, ze p, = p, dla kazdego t. To wynika jednak z definicji grupy podstawowej, mianowicie
z faktu, ze homotopia nie moze taczyé¢ dwdch réznych klas petli.

O
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Rozdzial 2

Przestrzenie soczewkowe

Na sferach wymiaru nieparzystego S?"~! mozna w naturalny sposéb wprowadzi¢ dziatanie
grupy Zp,. Mianowicie S2"~! zanurza si¢ w zwykty sposéb jako {v € R*" : |jv|| = 1} w R?®
(lub, co wygodniej przyjaé¢ dla prostoty i czytelnosci dalszych rozwazan, w C™ ). Wybierzmy
n plaszczyzn prostopadlych X; C R?", 4 = 1,...,n takich, ze R = X; @ ... ® X,,. Na
kazdej z tych podprzestrzeni X; grupa Z,, dziata przez obroty o kat 27 /m. Sfera S?"~1 jest
niezmiennicza wzgledem tego dzialania, zas jego orbity maja moc m.

Zauwazmy dalej, ze jesli [y, ...l, € Z oraz dla dowolnego i (I;, m) = 1, to réwnoczesne obroty
o 2l;m/m na plaszczyznach X; wciaz beda mie¢ m-elementowe orbity, zatem beda realizowaé
wolne dziatanie grupy Z,, na S?"~!. Przedmiotem niniejszej pracy sa przestrzenie orbit sfer
nieparzyécie wymiarowych wzgledem opisanego dzialania grupy Z,,. Definicje i fakty zawarte
w tym rozdziale pochodza gléwnie z pracy [Hatcher]

Definicja 2.0.8. Przestrzeniq soczewkowaq L,(l1,...,1,) nazwiemy przestrzer S**=1 /7,
gdzie dziatanie p : Zy, — Aut(S*"~1) jest zdefiniowane

Ps(Zla o ’Zn) — (627risl1/m’ o 7627risln/m)’
dla (z1,...,2,) € 8?1 C C" oraz s € Zp,.
Przyktady
1. Dla n = 1 oraz dowolnego m zgodnie z powyzsza definicja przestrzen soczewkowa
. 1 .
powstaje w wyniku sklejenia w S! punktéw €2 oraz ¢’ m 2™ dla k = 1,...m. Zatem
Ln(ly) = St
2. Dla dowolnego n oraz m = 2 opisane dzialanie grupy Zs to obrét o kat m na kazdej
z wyréznionych plaszczyzn ortogonalnych w R?™ czyli odbicie symetryczne p(z) = —z.
Zatem dla m = 2 przestrzen soczewkowa Lo(1,...,1) to przestrzen rzutowa RPg, 1.
W istocie o przestrzeniach soczewkowych mozna myéle¢ jako o uogélnieniu przestrzeni
rzutowych.

Uzasadnijmy jeszcze, czemu w definicji przestrzeni soczewkowej ograniczyliSmy si¢ do sfer
S§2n=1 TIntuicyjnie wydaje sie jasne, ze w wypadku sfer parzyécie wymiarowych, nie mozna
po zanurzeniu w R¥ pogrupowaé¢ wspétrzednych w pary, na ktérych Z,, dziala przez obroty.
Ujmijmy to $cidlej.

Stwierdzenie 2.0.4. Niech G dziata na S*™ w sposéb ciggly i wolny. Wowczas G < Zs.
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Dowdéd. Zauwazmy najpierw, ze dla dowolnego k jedli f : S*¥ — S* nie ma punktéw stalych,
to f jest homotopijne z —id. Istotnie, homotopie zadaje:

0D i)
HE2) = 100 Fa) + i)

Wyrazenie powyzsze jest dobrze okreslone, bo odcinek taczacy = z f(z) nie przechodzi przez
poczatek uktadu wspotrzednych. Czyli

deg(f) = deg(—id) = (—1)**!

Teraz: skoro deg fg = deg f deg g, to odwzorowanie

fr——degf

jest homomorfizmem

(I)ZG—>Z2.

Dowolny homeomorfizm S?" bez punktéw stalych przechodzi przy powyzszym odwzorowaniu
na —1. Czyli ker & = id. Zatem
G < Zs.

Okreslimy teraz na S?*~! indukcyjnie Z,,-CW-strukture.
Stwierdzenie 2.0.5. Niech
bedzie zdefiniowane X (¥ Um ! X(k , gdzie:
0) _ g, 2jmi I
1. X7 ={(eXmi/m.0,...,0)},5=0,...m—1

20 = {cosﬁ(v 0) + sin9(0, e2™/™ 0) 1 v € Xk 9 € [O,7T/2]}, kE<n

J

9. x(#+D _ {cos J(v,0)4sin 9(0, e?(270)/m+ A=) 2mi(+1)/m §) .y € XCk=1) 9 € [0,7/2], ¢ €

[0,1}},k<n.

Wowezas X jest i-tym szkieletem S a co wiecej X 2k~ = §2k—1,

(%)

Dowdd. Na poczatek pokazemy przez indukcje, ze dla dowolnego k£ > 0 X, istotnie jest

ciagtym obrazem (j, D¥) przy przeksztalceniu, ktére przeprowadza Z,, x 0D* w X (k=1)
ktore jest homeomorfizmem na Z, x intDF,

Dla k = 0 teza jest oczywista. Przypusémy teraz, ze k > 0 oraz X 2= ~ 6261 Mamy:

2k = fty v e 8%t e0,1]} = {cos(W)v : v € S*L 9 e [0,7/2]}

14



Przy czym
dD?** = {cos(9)v : v e S 9 =0}

Stad widac, ze przeksztalcenie
(cos(9)v,0) — (cos(I)v, sin(1))

jest homeomorfizmem (0, D?*) na X2*, ktéry przeprowadza (0, S%~1) w X261 W istocie
X2 przedstawiliémy jako wykres funkcji ciaglej okreslonej na D2¥ i nieosobliwej w int(D?).

(2k)

Znalezlismy zatem odwzorowanie charakterystyczne X; . Odwzorowania charakterystyczne

komorek Xf’“) dla a € Zp, definiujemy jako ztozenie przeksztalcenia charakterystycznego

komorki ng z dziataniem p, grupy Z,.
Teraz pokazemy, ze XS%H) jest obrazem (0, D***1) przy przeksztalceniu ciagtym, ktére

przeprowadza (0, 0D D) na X§* U X**). Rozwazmy nastepujaca parametryzacie:
p2k+1 _ {coS(ﬁ)(v,O) +sin(9)(0,¢) : ¢ € [-1,1],9 € [0,7/2],v € Sgn,l}.
Przy czym mamy:
oD+ _ {cos(ﬁ)(v,O) +sin(9)(0,4) : ¢ = —1,1,0 € [0, 7/2],v € S?nfl}‘
Teraz zauwazmy, ze przeksztalcenie
((vcos?, psind) — (v cosd, sin PePHT/m)

jest homeomorfizmem. W oczywisty sposob jest ciagte. Jest injekcja, gdyz wobec faktu, ze
|v]| = 1 oraz ¥ € [0,7/2], przedstawieniec w = cos®(v,0) + sin (0, e+ D™/™) jest jedno-
znaczne. Réwniez funkcja

¢ —> e(¢+1)7ri/m

jest dla ¢ € [—1, 1] réznowartoéciowa. Przeksztalcenia odwrotne do wyzej opisanych, o ile sa
dobrze okreslone, sa tez ciagle.

. 2k+1 (2k+1) ‘ 2k (2k) (2k)
Opisany homeomorfizm przeprowadza (0, D ) na X, , za$ (0,5°%) w X, U X7,
zatem jest odwzorowaniem charakterystycznym. Bezposrednio z definicji odwzorowan cha-
rakterystycznych ®; : Z,, x DV — X (=1 badanego kompleksu wynika, ze dla g,h € Zy,
mamy

g X)) = pg®;l(h, D7) = ®;((gh, D7)].

Czyli X faktycznie jest Z,,-CW-kompleksem.
O

W poprzednim rozdziale stwierdzilismy, ze jesli X jest GCW-kompleksem, a G dziala w
spos6b wolny na X, to X =X /G z odwzorowaniami charakterystycznymi ¢ o ¢, dla ¢4
- odwzorowan charakterystycznych X oraz ¢ przeksztalcenia ilorazowego. W szczegdlnodei
przyjawszy X = 8271 X = L, (I1,...,1,) uzyskujemy

Stwierdzenie 2.0.6. Niech
gn—1 = x(@n=1) o = o x(1) 5 x(0)

bedzie CW-rozkladem sfery opisanym wyzej. Niech



gdzie q : S?"~' — L przeksztalcenie ilorazowe. Wowczas
Lin(lo, ..., 1) =X 5 5 x1 5 xO
jest CW-rozkladem przestrzeni soczewkowej.
Teraz obliczymy homologie przestrzeni soczewkowych. Przyda sie do tego nastepujacy

Lemat 2.0.1. Niech s : S¥ — S* c RFF! bedzie symetrig wzgledem hiperplaszczyzny k-
wymiarowej H, takiej, ze H N S* = S Wowczas degs = —1.

Dowdd. Istotnie, wynika to wprost z trzeciego punktu definicji stopnia odwzorowania. Odbicie
wzgledem hiperplaszczyzny k-wymiarowej mozna w pewnej bazie ortonormalnej przedstawic
wzorem

(cos Y(sin ¢, cos ¢, 0) + sin (0,0, v)) — (cos ¥(sin —¢, cos —¢, 0) + sin (0, 0, v)),
gdzie |v| = 1. O

Stwierdzenie 2.0.7. Niech L = Ly, (l1,...,1l,) bedzie przestrzeniq soczewkowq. Wowczas jej
grupy homologit sq dane:

dla k=0,2n+1
Hk(L):{ Lin dlak=2,4,...2n
0 dla k parzystych lub k > 2n + 1.

Dowdd. Niech
gn=1 — x(@n-1) o = o x(1) 5 x(0)

bedzie opisanym w poprzednim Stwierdzeniu CW-rozkladem sfery, zas

L=x@1Y5 5 x05x0

rozkladem przestrzeni soczewkowej.
Rozwazmy diagram przeksztatcen indukowanych na kompleksach tancuchowych

7®...67Z 7Z®...67Z 7Z&®...0L

H | |

2 O (X)) 2 on(X) 2 Op (X)) —2
q*l q*l q{

L O (X)) I op(X) 2 Oy (X)) 2

H | H

Z Z Z

Chcemy ustali¢, jakie sg przeksztatcenia brzegowe CW-kompleksu przestrzeni soczew-
kowej. Najpierw zauwazmy, ze powyzsze diagramy sa przemienne. Zauwazmy tez, ze dla
dowolnego ¢, w powyzszym diagramie

¢(0,...,0,1,0,...,0) = 1.
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Mianowicie bezposrednio z definicji CW-struktury na L wynika, ze ¢.(1,0,...,0) = 1, to
ZNACZY Gy [)N((()J )] = [X0U)]. A skoro dla dowolnego k mamy

(X)) = pgenl X5,

za$ z definicji przestrzeni ilorazowej gqp = id, to dla dowolnej komorki j-tego szkieletu
q«(0,...,0,1,0,...,0) = 1.
Ustalimy posta¢ 0 : Cop, — Cop_1. Mamy

_ i[j(](.zk—n]'

=1

Rzeczywiscie mamy nastepujacy ciag przeksztalcen:

gp2k NP Gop-1 _ « X1 22 \n} szk—17
j=1
gdzie x zdefiniowaliSmy dokladnie tak, ze x|gpzr = id. A istotnie przeksztalcenie induko-

wane przez 7 na kompleksach lancuchowych Cop(X3F)| Cop(X2* /X 25~1) ma postad
m
X2k3 N Z X2k/X2k 1
J=1
Zatem kwadrat po lewej na badanym diagramie ma postaé

(0,...,0,1,0,...,0) —2— (1,...,1)

| «| 21)

1 —_— m

Teraz pokazemy, ze 0 : Corpr1 — Coy jest przeksztalceniem zerowym. Odwzorowanie

charakterystyczne x komoérki ngH okresliliémy tak, ze
2k
X|s- = X§
)
Xjs+ = Xi¥,

gdzie 0D?**1 = ST U S~ gérna i dolna poélsfera w S?*. Przy tym

X|s- = X|s+ © S,

gdzie s - symetria wzgledem plaszczyzny zawierajacej ST N S~. Wobec ostatniego Lematu
deg s = —1 zatem na mocy definicji przeksztalcenia 0 i faktu, ze deg s¢ = deg sdeg ¢ mamy

0:(1,0...,0) — (o, —,0,...,0)

dla pewnego «. Totez prawy kwadrat w diagramie ma postaé

0,...,0,1,0,...,0) —2— (a,—a,0,...,0)
q*l q{ (2.2)

1 — 0
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Fakt, ze przy obliczaniu 0 rozwazaliémy jedynie ng oraz ng'H nie ma oczywiscie zna-

czenia, bo dla dowolnego k zachodzi Xj = py(X{) dla pewnego g € Z,, zas$ deg p; = 1, bo
to zlozenie obrotow.
Ostatecznie kompleks taricuchowy przestrzeni soczewkowych wyglada tak:

0 Ot (X) =2 (X)) s Oppa(X) — 2 (2.3)

gdzie C;(X) ~ Z dla dowolnego i. Stad bezposrednio wynika teza twierdzenia.
O
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Rozdziat 3

Klasyfikacja przestrzeni
soczewkowych

Wykorzystamy teraz ogdlne wiadomosci o przeksztalceniach ekwiwariantnych przestrzeni na-
krywajacych oraz informacje o Z,,-CW-strukturze sfer $?"~!, aby przeprowadzié¢ klasyfikacje
przestrzeni soczewkowych z doktadnosciag do typu homotopijnego. Informacje zawarte w tym
rozdziale zostaly zaczerpniete z [Cohen| ss.91-100. W poprzednim rozdziale wykazalismy, ze
grupy homologii przestrzeni Ly,(l1,...,[,) w ogéle nie zaleza od wspdlczynnikéw [;. Okazuje
sie jednak, ze juz typ homotopijny przestrzeni soczewkowych jest wyznaczony nie tylko przez
wymiar przestrzeni i parametr m. Zatem przestrzenie soczewkowe stanowia przyklad rozma-
itosci, ktére nie sa homotopijnie réwnowazne mimo ze maja izomorficzne grupy homologii.

W kilku nastepnych stwierdzeniach powigzemy homotopie miedzy przeksztalceniami sfer,
ktore nakrywaja homotopie przestrzeni soczewkowych, ze wspdétczynnikami I; W toku calego
dalszego wywodu p, p’ beda oznaczaé dziatania Z,, na S?"*+! przez

p(21, ceey ZTL) = (2161127Ti/m’ . ’Zneln2pii/m),

Pl(zla . Zn) — (zlel'l2wi/m’ o Znel;ﬂpii/m)’

za$ L, L' odpowiednie przestrzenie ilorazowe.

Przedstawimy teraz gtéwne stwierdzenie tego rozdziatu, ktére daje informacje o stopniach
przekszatatcen S$?"~! ekwiwariantnych wzgledem dzialania grupy Z,, i pozwoli wyciagnaé
wnioski na temat klas homotopijnej réwnowaznosci przestrzeni soczewkowych.

Stwierdzenie 3.0.8. JezZeli f,g 2 §2n=b 8201 s preeksztatceniami (p, p')-ekwiwariantnymi,
to ~
deg f =degg (mod m).

Dowéd. Niech f,§ : S? 1 — §2"=1 hedy dowolnymi dwoma przeksztalceniami (p, p/ )-
ekwiwariantnymi. Niech

G§2n=1 = x(@n=1) 5 x@n=2) 5 5 x(0)

bedzie CW-rozkladem sfery opisanym w poprzednim rozdziale. Zdefiniujmy na produkcie
S2n=1 x I = P CW strukture

P=pnopts 5P
Niech dla 0 < ¢ < 2n szkielety beda dane
P =X® (0,1} uxV xT.
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i—1)

Z komorkami i-tego szkieletu postaci X ](-i) x {0}, X ](i) x {1}, X J( x I. Odwzorowania cha-

rakterystyczne okredlamy z kolei:
x: DTt~ Dl x [ — pitt
X = (x xidr)oh

Przy czym h : D'T' — D! x I to dowolny homeomorfizm zachowujacy orientacje. Po tych
przygotowaniach zdefiniujemy przeksztalcenie H : P?"~1 — §2"~1 takie, ze

I:I|SQ"*1><{O} - f
Higon-1500p = §
Ho(pxids)=p oH.
Przeksztalcenie H jest zatem podobne do ekwiwariantnej homotopii, ale nie jest okreslone
na calym produkcie. Bedziemy indukcyjnie definiowaé¢ H® speiniajace wymienione warunki
rozszerzajac je na szkielety coraz wyzszego wymiaru. Niech wigc
HY: 85271 x {0,1} - 8™ 1= fug.
Zal6zmy, 7ze zdefiniowalismy juz H* okreslone na P*U S?"~1 x {0,1}. Zauwazmy, ze 8(X(()k) X
I = X(()k) x {0,1}U GXék) x I € P*US?1 % {0,1}, czyli w szczegblnoéci H” jest okreslone
na 3(X(()k) x I). Istnieje przedluzenie
q x P w1 — g2t

bo przeksztalcenie ze sfery 8(Xék) x I) wymiaru k — 1 < 2n — 1 w S?"~! nie jest surjekcja,

zatem jest homotopijny z odwzorowaniem stalym i mozna je przedtuzyé na cale Xék) x I
Przedtuzamy H['f“ do

HML PR 20,1} — g2t
Kladac dla z € X" x 1
H Y (2,t) = p* o HY o (p7° x idy)(x, t).

gdzie s okreSlamy przez X ](-k) =p° (X[()k)). Skoro na mocy zalozenia indukcyjnego powyzsza
réwnosé byla spetiona dla z € X*) x I U §2"+1 x {0,1}, to H*t! jest dobrze okreslone i
istotnie jest przedluzeniem H*. To, ze H*+1 jest ekwiwariantne wynika wprost z definicji. W
koticu przyjmujemy H = H?"~!. Niech teraz

Hj = H|8Pj(2n71).

Zauwazmy, ze H; to odwzorowanie ze sfery wymiaru 2n — 1 w sfer¢ tego samego wymiaru.
Ma zatem dobrze okreslony stopien. Zauwazmy, ze

Zdeg.ﬁlj = degf— deg g.
J

Faktycznie, mamy bowiem

AIXP Y d) = XY < (1] = (XY < {oh) + (X PY) x 1
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= [XPY s = XY {03+ (X)) < 0 - (X)) < 1.

(3.2)
Mamy wiec
S0l d) = I (] - (XY < {0)]
J
= [XCr D {1)] - (XY x {0}
Jednak skoro ﬁj =po Hyo (p'° x id), to deg ﬁj = deg H,. Czyli
deg f —degg=mdeg Hy=0 (mod m).
O

F.atwo wynika stad kolejne wazne

Stwierdzenie 3.0.9. Niech f,g:5% 1 — 8§21 pedq (p, p)-ekwiwariantne. Jezeli ponadto
deg f = degg, to f i g s¢ homotopijne.

Dowdd. 7 dowodu poprzedniego stwierdzenia wynika bowiem, ze wowczas

mdegI:IO = degf— degg=0
czyli Hy : a(Xéanl) x I) — S?"~1 jest przeksztalceniem homotopijnym z odwzorowaniem
stalym. Zatem rozszerza sie do funkcji

H (Xézn*l) x I) — §2n=1,
Tak jak poprzednio kladziemy
A2, 1) = % 0 B (1) 0 75 (0)

dla x € p° (Xé x I. Zdefiniowane wlagnie H jest ekwiwariantna homotopia laczaca f i

g.
0

WykazaliSmy wlasnie, ze przeksztalcenia ekwiwariantne maja ten sam stopien  (mod m).
Teraz pokazemy, jak explicite wyrazié ten stopien. Zauwazmy, ze wspdtczynniki [; wyznacza-
jace przeksztalcenie p sg z zalozenia rzedu m, czyli istnieja elementy ;- 1 odwrotne do nich.

Stwierdzenie 3.0.10. Dla dowolnych ly,... 1,15, ... 1

. n wzglednie pierwszych z m istnieje
(p, p')-ekwiwariantne f : S*~1 — §2n=1 takie, ze

deg f=i7t. ..M, ... I, =d (mod m).
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Dowéd. Emplicite wskazemy pewne (p, p’)-ekwiwariantne przeksztalcenie g : S?n~1 — §2n—1

stopnia d. Niech
1q/
ll

~ T —1q/
G(z1,. . z) = (2 1, 2,

Latwo widad, ze g jest (p, p')-ekwiwariantne. Mamy bowiem:

~ ~ li2mi/m In2mi/m
gop(z) = g(eh?/ zl,...l,e” ™ )
. =1 [T : =17 =1y
(el127rz/ml1 l112,11 1"”76ln27r2/mln aniLn ln)
_ 2mi/mly b1l 2mi/mll, ln
= (eZrmhgp o ePmimin
! ~
p o g(z).

Nietrudno sie tez przekonad, ze deg g = ll_l .M Ll Niech bowiem

~ i1
G2i(21, .. 2n) = (21,0, 2 ..., %n)

oraz )
. v
G2i-1(21, -+, 2n) = (215, 2"y, Zn)

dlai e {1,...,n}. Mamy wéwczas § = §1 © ... Jon, a stad
deg g =[] deg g:.
i

Widzimy, ze degge; = l; oraz odpowiednio deggo;iy1 = Ii. Wynika to wprost z trzeciego
warunku definicji stopnia odwzorowania, bo rozwazane przeksztalcenie to [;-krotne nawiniecie
okregu na jednej z dwuwymiarowych podptaszczyzn. ]

Aby uzupelnié¢ obraz sytuacji dodajmy jeszcze, ze powyzsze stwierdzenie mozna odwrdcié.

Stwierdzenie 3.0.11. Niech f: Sn=1 — §2n=1 bedzie dowolnym przeksztatceniem (p, p')-
ekwiwariantnym. Wowczas dla dowolnego d takiego, ze

d=degf (modm)
istnieje przeksztalcenie (p, p')-ekwiwariantne g takie, ze deg g = d.

Dowéd. Niech f : §27=1 — §2n~1 hedzie dowolnym odzorowaniem (p, p)-ekwiwariantnym.
Wezmy dowolne k. Zdefiniujemy odwzorowanie ewiwariantne § stopnia deg f + km. Niech D
bedzie dowolnym dyskiem wymiaru 2n — 1 takim, ze D C intX @1 Niech Q bedzie z kolei
dyskiem 2n — I-wymiarowym takim, ze Q C int(D). Niech h : D?"~! — D bedzie takim
homemorfizmem, ze h=[Q] = {v € D**~! : |jv|| < 1/2}. Niech teraz jo : Xé%_l) — gl
bedzie okreslone:

f(z) dlaz e X" Y\ D
go(x) = {f(h((% —1)y)) dlate(0,1], z=nh(ty)e D\Q, yeSn1t,
g (x) dla z € Q
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gdzie ¢’ jest dowolnym przeksztalceniem stopnia k, ktére przeprowadza 0Q na f(h(0)). Takie
odwzorowania istnieja, wystarczy bowiem rozwazy¢ przeksztalcenie

(zl,...,zn)+—>(zlf,ZQ,...,zn)

dla (21,...2,) € S?" 71 i zlozy¢ je ze éciagnieciem dysku Q/0Q. Przedtuzamy nastepnie go
do §: 8?1 — §27=1 definiujac

g(x) =p®ogogop™

dla z € X§2n_1). Wprost z tego, jak zdefiniowali$émy przedluzenie wynika, ze g jest (p, p’)-

ekwiwariantne. Mamy tez 3
deg g = mk + deg f.

O

Mozemy teraz przedstawi¢ gtdwne twierdzenie niniejszej pracy. Dowdd zostal zaczerpniety,
podobnie jak wigkszo$¢ informacji w tym rozdziale, z [Cohen], ss. 95-6.

Twierdzenie 3.0.1. Niech L = Ly, (l1,...,l,), L, = (I},...,1) beda przestrzeniami so-
czewkowymi. Wowczas
li... 0y =%a"l) ... 1

n (mod m)

dla pewnego a wzglednie pierwszego z m, wtedy i tylko wtedy, gdy L jest homotopijnie rowno-
wazna z L'

Dowdd. Niech Ly, (ly,...,ln), Ln(ly,...,1,) beda takimi przestrzeniami soczewkowymi, ze
lh...lp=+xad"...l, (modm).

Teraz: na mocy stwierdzen 3.0.10 oraz 3.0.11 istnieje przeksztalcenie f: L — L’ takie, ze
deg f =1 oraz fy(p) = p'®. Istotnie, niech f : SQN”_1 — §27=1 hedzie dowolnym przeksztalce-
niem (p, p'®)-ekwiwariantnym stopnia 1. Takie f istnieje na mocy poprzedniego stwierdzenia.

Wiemy ze f nakrywa przeksztalcenie ciagle f : L — L’ takie, ze fy(p) = p/*. Ot6z deg f =1,
bo
deg f degq = deg fdeg ¢/,

gdzie ¢ : S?"~ ' = L, ¢ : 8?1 — L’ to przeksztalcenia ilorazowe. Z rozwazan w rozdziale
drugim wynika, ze deg g = deg ¢’ = m, a stad

degf:degle.

Majac przeksztalcenie f : L — L', wskazemy ¢ : L' — L takie, ze fg ~ idy, oraz gf ~ idy.
Skoro bowiem
li...ly,=a")...1,, (modm),

to
a* =17t L (mod m).

W szczegblnosci a jest odwracalne w Z,,, wiec istnieje a~! € Z,,. Mamy
l=ad"a " =a"ly,... LI 7Y (mod m).
Zatem istnieje przeksztalcenie g : L' — L takie, ze

degg = 1.
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oraz gy(p') = p% . Mamy wreszcie
deg fg =deg fdegg =1

—1
oraz (fg)yp = p** = p.
Twierdzimy, ze fg ~ idr. Wynika to z ogdlniejszego faktu: jesli ho,h; : L — L' i deghg =

deg h1, oraz hoy(p) = hiz(p) = ', to
ho ~ hy.

Faktycznie: wezmy dowolne podniesienia ho, hy : §27=1 — §2n=1 G4 0 przeksztalcenia (p, p')-
ekwiwariantne. Znéw mamy deg ¢’ deg hg = deg hg deg ¢, skad wnioskujemy, ze

deg ;L() = deg iLl .

Teraz mozemy zastosowaé gléwne Stwierdzenie tego rozdziatu i stwierdzié, ze ho oraz hy sa
(p, p')-ekwiwariantnie homotopijne, czyli hg i h1 sa homotopijne. W koricu stwierdzamy, ze

fg ~ idLa

gf ~ idL/.

Czyli L, L’ s homotopijnie réwnowazne.
Z drugiej strony zalézmy, ze L i L' s3 homotopijnie réwnowazne. Istnieje wowczas przeksztal-
cenie (p, p'*)-ekwiwariantne f : L — L' oraz g : L' — L takie, ze

fg~idp,

gf ~idp.

W szczegdlnosci
deg fdegg = deg fg = 1.

Czyli deg f = +1. Z drugiej strony wiemy, ze skoro f jest (p, p')-ekwiwariantne, to

+l=degf=a™;'...0; .. 1, (mod m).

Analizujgc powyzsze rozumowanie mozna sformutowaé kilka dodatkowych wnioskow.

Stwierdzenie 3.0.12. Niech L,L' bedqg przestrzeniami soczewkowymi wymiaru 2n — 1, a
fog: L — L' przeksztalceniami cigglymi. Wéwczas

1. f ~ g wtedy i tylko wtedy, gdy deg f = degg oraz fy = gy.
2. Jesli fy(p) = p', to deg f = a™it ... 17 ... 1), (mod m).

3. Dla dowolnego a istnicje przeksztalcenie f takie, zedeg f = a™y ' ... I[N, ... 1), (mod m).
oma fy(p) = o°

Dowdd. WykazalisSmy wszystkie te fakty dla degf = 1 (mod m) w dowodzie ostatniego
twierdzenia. W ogélnym wypadku rozumowanie przebiega bez zmian. Jesli w wypadku réw-
nowaznoéci udowodniliémy implikacje tylko w jedng strone, to wynikanie w przeciwng jest
oczywiste. O
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Przedstawmy jeszcze na koniec pelng klasyfikacje przestrzeni soczewkowych. Klasyfikacje
z dokladnoscia do homeomorfizmu kawatkami liniowego podal Karl Reidemeister w [Reid].
W artykule [Brody| podano dowdd, ze jest to w istocie klasyfikacja z dokladnoscia do home-
omorfizmu.

Twierdzenie 3.0.2. Przestrzenie soczewkowe Ly, (11, ..., 1) i Ly(lh,...,1)) sa homeomor-

ficzne wtedy @ tylko wtedy, gdy istnieje takie a € Zy,, Ze z dokladnoscig do permutacji wspol-
czynnikow U} zachodzi réwnosé
l; = ag;ll,  (mod m),

dla 1 <i<n oraze; € {£1}.
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