
1 Cia
↪
gi spektralne

Przyk ladowe źród lo: C. Weibel - An Introduction to Homological Algebra, roz. 5

1.1 Homologiczny cia
↪
g spektralny, to rodzina modu lów (lub innych obiektów kategorii abelowej) Er

pq

wraz z różniczkami

drp,q : Er
p,q → Er

p−r,q+r−1, Er+1
p,q = ker(drp,q)/im(drp+r,q−r+1)

Napis Er
p,q ⇒ Hp+q oznacza, że w H∗ jest filtracja maleja

↪
ca taka, że

FpHp+q/Fp−1Hp+q ≃ E∞
p,q .

1.2 Homologiczny cia
↪
g spektralny zwia

↪
zany z filtracja

↪
kompleksu  lańcuchowego. Definiujemy

Ar
p,• = {x ∈ FpC• | d(x) ∈ Fp−rC•},

Zr
p,• = obraz Ar

p,• w FpC•/Fp−1C•,

Br
p,• = obraz d(Ar−1

p+r−1,•) w FpC•/Fp−1C•,

Er
p,• =

Zr
p,•

Br
p,•

=
Ar

p,• + Fp−1C•

d(Ar−1
p+r−1,•) + Fp−1C•

=
Ar

p,•

d(Ar−1
p+r−1,•) + Ar−1

p−1,•
.

Gradacja na wspó lrze
↪
dnej q jest tak dobrana, że

Br
p,q ⊂ Zr

p,q ⊂ FpCp+q/Fp−1Cp+q .

Różniczka w C• indukuje różniczke
↪
Er

p,q → Er
p−r,q+r−1 (Ćw). Jest spe lniony warunek H∗(E

r
∗,∗) = Er+1

∗,∗
(Ćw). Zatem Er

p,q jest podilorazem (ilorazem podobiektu) FpCp+q.

1.3 Cia
↪
g spektralny przestrzeni topologicznej z filtracja

↪

E0
p,q = Cp+q(Xp, Xp−1), E1

p,q = Hp+q(Xp, Xp−1) ⇒ Hp+q(X) .

Różniczka
E1

p,q → E1
p−1,q

czyli
Hp+q(Xp, Xp−1) → Hp−1+q(Xp−1, Xp−2)

jest różniczka
↪
z d lugiego cia

↪
gu dok ladnego homologii trójki

(Xp, Xp−1, Xp−2) .

1.4 Kohomologiczny cia
↪
g spetralny, struktura multiplikatywna

dp,qr : Ep,q
r → Ep+r,q−r+1

r , Er+1
p,q = ker(drp,q)/im(drp−r,q+r−1)

Ep,q
r × Ep′,q′

r → Ep+p′,q+q′
r .

1.5 Cia
↪
g spektralny Serre’a rozw lóknienia F → X → B pochodzi od filtracji bazy szkieletami

rozk ladu komórkowego
B0 ⊂ B1 ⊂ · · · ⊂ Bp ⊂ . . . .

Bierzemy przeciwobraz tej filtracji w X

X0 ⊂ X1 ⊂ · · · ⊂ Xp ⊂ . . . .

Mamy
E1

p,q = Hp+q(Xp, Xp−1) ≃ Cp(B;Hq(F )) ( lańcuchy komórkowe).

Sprawdzamy, że różniczka w tablicy E1
•• jest równa różniczce w kompleksie licza

↪
cym kohomologie B,

zatem
E2

p,q = Hp(B;Hq(F )) ⇒ Hp+q(X) .

Dualny cia
↪
g kohomologiczny:

Ep,q
2 = Hp(B;Hq(F )) ⇒ Hp+q(X)
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1.6 szczególne przypadki: cia
↪
g Wanga, cia

↪
g Gysina

1.7 Przyk lad: obliczenie kohomologii ΩSn

Odp: jako grupa abelowa: Z w gradacjach podzielnych przez n− 1. Mnożenie: akaℓ =
(
k+ℓ
k

)
ak+ℓ

2 Cia
↪
gi spektralne a teoria Hodge’a

2.1 Cia
↪
g spektralny Frölichera dla rozmaitości zespolonej

Ep,q
1 = Hq(M ; Ωp

M ) ⇒ Hp+q(X;C)

zwia
↪
zany z filtracja

↪
Hodge’a w A•

C(M). (Dla cia
↪
gów spektralnych kohomologicznych rozważamy filtracje

maleja
↪
ce.)

– gdy M Kählera, to Ep,q
1 = Ep,q

∞
– gdy M jest afiniczna to Ep,q

1 = 0 dla q > 0, wie
↪
c Ep,q

2 = Ep,q
∞ , zatem H∗(M ;C) = H∗(Ω•(M)).

2.2 Degeneracja cia
↪
gu spektralnego rozw lóknienia F ⊂ X ↠ B, którego w lókna sa

↪
kählerowskie, a

forma Kählera rozszerza sie
↪

do X, ponadto zak ladamy, że systemy wspó lczynników Hq(F ) na B sa
↪

trywialne. Wniosek: H∗(X) ≃ H∗(B) ⊗H∗(F ) addytywnie (!!).

2.3 Cia
↪
g spektralny Deligne’a obliczja

↪
cy kohomologie dope lnienia dywizora z normalnymi przecie

↪
ciami

X = M \D, D =
⋃

i∈I Di. Twierdzenie: cia
↪
g degeneruje sie

↪
na E2

– Filtracja wagowa kompleksu A•(M, log⟨D⟩)

E−pq
1 = Hq−2p(Xp) .

- Dla multindeksu I = {i1, i2, . . . , iℓ} mamy XI = Di1 ∩Di2 ∩ · · · ∩Diℓ i Xℓ =
∐

|I|=ℓXI (przyjmujemy

X0 = M). Dla ℓ = 0, 1, . . .m mamy reziduum
dzi1
zi1

∧ dzi2
zi2

∧ · · · ∧ dziℓ
zij

∧ ω 7−→ ω|XI
,

które indukuje izomorfizm na kohomologiach

resℓ : Hk
(
WℓA•(M, log⟨D⟩)/Wℓ−1A•(M, log⟨D⟩)

)
→ Hk−ℓ(A•(Xℓ))

(Patrz Zadanie 10 lub Shabat, Introduction to complex analysis §18 roz. 54, Thm. 1)
– Tablica E1:

0 → H0(X2) → H2(X1) → H4(X0) → 0 4

0 → H1(X1) → H3(X0) → 0 3

0 → H0(X1) → H2(X0) → 0 2

0 → H1(X0) → 0 1

0 → H0(X0) → 0 0

−3 −2 −1 0 1

– Różniczka d1 jest alternuja
↪
ca

↪
suma

↪
odwzorowań Gysina

H∗(XI) → H∗+2(XI\{i}).

Aby brać pod uwage
↪

strukture
↪

Hodge’a piszemy V (k) dla oznaczenia twistu Tate’a (przesunie
↪
cie in-

deksów: V (k)p,q := V p−k,q−k):
0 → H0(X2)(−2) → H2(X1)(−1) → H4(X0) → 0 4

0 → H1(X1)(−1) → H3(X0) → 0 3

0 → H0(X1)(−1) → H2(X0) → 0 2

0 → H1(X0) → 0 1

0 → H0(X0) → 0 0

−3 −2 −1 0 1

– Cia
↪
g Deligne’a degeneruje sie

↪
: E∞ = E2, bo różniczka w cia

↪
gu spektralnym zachowuje

↪
strukture

↪

Hodge’a. Dostajemy:

GrWℓ Hn(X) = Hn−ℓ
(
· · · → Hn−4(X2)(−2)︸ ︷︷ ︸

−2

→ Hn−2(X1)(−1)︸ ︷︷ ︸
−1

→ Hn(X0)︸ ︷︷ ︸
0

→ 0
)
.
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2.4 Moje notatki o mieszanych strukturach Hodge’a http://www.mimuw.edu.pl/∼aweber/ps/mhs.pdf

2.5 P. Griffiths, W. Schmid Recent developments in Hodge theory, o mieszanych strukturach Hodge’a.

2.6 Abstrakcyjna definicja mieszanej struktury Hodge’a jest w §ksia
↪
żki Marka A. de Cataldo: Lec-

tures on the Hodge theory of projective manifolds http://arxiv.org/abs/math/0504561
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