Zadania o Kwaternionach

Bazowe kwaterniony 1,1, j, k mozna przedstawi¢ jako macierze z grupy SU(2):
10 , i 0
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Te macierze spelniaja relacje takie jak elementy grupy kwaternionéw Qs:

ij =k, jk=i, ki=j.

P2 =42 =k =ijk=—1.
Definiujemy algebre kwaternionéw jako podalgebre macierzy zespolonych rozpieta przez 1,4, j, k
H = ling{1,4,7,k} .
1.Norma i sprzezenie kwaterniou
Pokaz, ze dla dowolnego kwaternionu ¢ = a + bi 4+ ¢j + dk, a,b, c,d € R spelniona jest réwnosé
7 =1qq = lq|” = a® + 0"+ + &,
gdzie § = a — bi — ¢j — dk to sprzezenie kwaternionu gq.

2. Antyprzemiennos¢
Udowodnij
@192 =421
l91g2] = [q1| |g2]

3. Odwrotnosé kwaternionu
Udowodnij, ze kwaternion ¢ # 0 jest odwracalny

-1 q
¢ =
lq/?
4. Dzialanie kwaternionéw
Kwaternion ¢ # 0 dziala na H przez sprzeganie
T = qxq_l.

Wykaz, ze to jest dzialanie jest przez izometrig, oraz przestrzen czystych kwaternionéw
im(H) = lin{i, j, k}
jest niezmiennicza.

5. Reprezentacja obrotu
Utozsamiamy im(H) z R3. Pokaz, ze kwaternion jednostkowy q = cos(0/2) + sin(0/2)(iz + jy + kz)
zadaje obrot o kat 6 wokét osi rozpietej przez wektor (x,y, 2).



6. Kwaterniony a grupa SU(2)
Wykaz, ze grupa
SU@2) = {A € GLy(C) : AA =1, detA=1}

jest izomorficzna z jednostkowymi kwaternionami S% C H.

7. Nakrycie
Uzasadnij, ze otrzymane odwzorowanie H D S3 — SO(3) jest surjektywne, 2:1.

8. Topologia SO(3)
Uzasadnij, ze grupa SO(3) jest homeomorficzna z rzeczywista przestrzenia rzutowa tréjwymiarowa.

9. Exp kwaternionu
7 definicji kwaternion jest pewna macierzg zespolona rozmiaru 2 x 2. Mamy zdefiniowane

[e.e]
exp(q) = Y 47
n=0
Pokaz, ze eksponenta kwaternionu czystego g = 1x + jy + kx jest dana wzorem

exp(q) = cos(|g]) + gsin([q]),

gdzie § = % jest jednostkowym kwaternionem wzdtuz osi q.

10. Kwaterniony i macierze Pauliego
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Przedstaw zwiazek miedzy kwaternionami a macierzami Pauliego. Niech P bedzie rzeczywista przestrzenia
liniowa rozpieta przez macierze Pauliego. Wykaz, ze

Macierze Pauliego to:

P @ im(H) = sl(2,C) 1= {A € Mays(C) ; tr(A) = 0}.



