1 Kwaterniony

1.1 SU(2) ~ S3 (pierwsza kolumna jest dowolnym wektorem jednostkowym w (a,b) € C2, a druga
postaci (—b,a)

1.2 Niech
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Zbior {£1, £i, +j, +k} jest grupa ze wzgledu na mnozenie macierzy:

- (00).

2= =k?>= -1, ij=—ji=k, jk=-kj=i, ki=—ik =]j.
1.3 Przestrzen kwaternionéw (H od Hamiltona)
H = ling{1,i,j, k}

oraz kwaterniony czysto urojone
imH = ling{i, j, k}.

Tak jak poprzednio z* oznacza Z'. Dla kwaternionéw czysto urojonych z* = —z. ,,*’ nazywamy

sprzezeniem kwaternionowym.
1.4 Mamy (zy)* = 2*y*, bo to zachodzi dla bazy pochodzacej z Max2(C).

1.5 Dlaz € Hmamy z-2* € Ry. Definiujemy ||z|| = V& - 2*. Dlaz = al+bi+cj+dk, a,b,c,d €R
mamy ||z|| = Va2 + b% + 2 + d2.

1.6 Mamy ||zy|| = ||2[|[[y]]

1.7 Algebra z dzieleniem nad K, to taka algebra nad K z jedynka, ze kazdy element rézny od 0 jest
odwracalny.
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1.8 Kazdy kwaternion niezerowy jest odwracalny = ! = z*/||z||?, czyli kwaterniony sa algebra z

dzieleniem nad R.

1.9 Twierdzenie Freudenthala (bez dowodu): Jedyne skoniczenie wymiarowe algebry z dzieleniem nad
RtoR, CiH.

1.10 Kwaterniony o normie jeden to macierze spetniajace zz* = 1. Zatem to sa macierze z SU(2).
Stad H =Ry - SU(2) U {0}.

1.11 Iloczyn skalarny w przestrzeni kwaternionéw czysto urojonych (z,y) := —re(xy).

1.12 Przyjmujemy orientacje w imH, tak aby {i,j, k} byta baza dodatnio zorientowana. Dla kwater-
nionéw czysto urojonych mamy
z-y=—(v,y) +x xy.

1.13 Dla dowolnego jednostkowego kwaternionu x € SU(2) przeksztalcenie imH > y — xyz™ € imH
jest izometria. Stad otrzymujemy przeksztalcenie SU(2) — SO(3) C GL(imH).

1.14 Obrét wokdt ustalonej osi o t € 27 podniesiony do SU(2) nie jest identycznoscia. Ale obrét o
47 podniesiony do SU(2) jest identycznoscia.
(Parz w YouTubie ,,2 pi rotation is not an identity”, ,,Your palm is a spinor” itp.)

1.15 Geometrycznie przeksztalcenie zadane przez x = cos(t) + sin(¢)¢ dla czysto urojonego kwater-
nionu jednostkowego ¢ jest obrotem wokol ¢ o kat 2t.
Dow: rachunek osobno dla y € linf iy € lin (.



1.16 Powyzsze przeksztalcenie SU(2) — SO(3) jest ,,na”, 2 do 1, jadrem jest {I,—1I}.

1.17 W R, C, H (i oktonionach Q) sa spelnione:
l.a-a*=a*-a=|al|*1
2. (a-b)* = b* - a*
3.a+a*cR-1
. re(a-b) =re(b- a), gdzie re zdefiniowane jako rzut na lin(1)
5. re(a- (b-c)) =re((a-b)-c) (to jest spelnione w H, bo kwaterniony sa laczne).

S

Powyzsze wlasnos$ci sq spetnione w tzw algebrach Hurwitza ,,composition algebra”,

patrz hitp://en.wikipedia.org/wiki/Hurwitz’s_theorem_(composition_algebras)

Sq to skonczeniewymiarowe algebry z jedynka, niekoniecznie taczne wyposazone w dodatnio okreslaong
forme kwadratowg forme q, q(a) = ||a||? speiajaca q(a - b) = q(a)q(b). Forma kwadratowa zadaje
iloczyn skalarny, sprzezenie jest zdefiniowane jako symetria wzgledem lin(1), cze$é rzeczywista re(a)
to rzutowanie na lin(1). Czyli wszystko jest zdefiniowane za pomocq formy kwadratowej. Ponadto
(ab,ab) = (a,a)(b,b)

2(a,b)(c,d) = (ac, bd) + (ad, bc)

Tw Hurwitza méwi, ze jedyne algebry Hurwitza z dzieleniem nad R (z doktadnoscia do izomorfizmu)
toR, C, HiO.

1.18 Dodatek: Zwiazki z polami wektorowymi na sferze: jedli w R"T! jest struktura algebry z dzie-
leniem, to na S™ jest n liniowo niezaleznych pdl:
Dow. Wybieramy iloczyn skalarny w R"*!. Niech 1 € R"! bedzie jedynka algebry. Dobieramy ele-
menty vq, Vs, . .., v, stanowiace baze lin{1}*. Wtedy dla kazdego g € S™ elementy g, gv1, guva, . . ., gUn
stanowia baze R"™!. Niech 7, bedzie rzutowaniem na lin{g}*t. Wektory v;i(g) = my(gv;) dla i =
1,2,...n stanowia baze lin{g}*. To sa pola wektorowe na S, ciagle w zaleznosci od g € S™ i liniowo
niezalezne.

7 tw. o zaczesywaniu sfery S? (nie ma ani jednego nigdzie nie znikajacego pola) widzimy, ze w R? nie
ma struktury algebry z dzieleniem.


http://en.wikipedia.org/wiki/Hurwitz's_theorem_(composition_algebras)

