Grupy i Algebry Liego — zadania na 11 kwietnia

Zadanie 1 Niech G = SO(n). Zalézmy, ze n jest nieparzyste. Wskazaé¢ torus maksymalny i znalezé
tozklad reprezentacji dolaczonej so(n) ® C na reprezentacje jednowymiarowe.

Wskazowka: so(n) ® C = s0,,(C) jest algebra Liego grupy
S50,(C) = {A e GL,(C)|ATA =1}

zachowujacej standardowa forme 2-liniowa niezdegenerowana. Zamien¢ wzpdlrzedne, tak by forma 2-
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liniowa miata macierz [ I 0 0| w nowej bazie. Wskazaé torus zawarty w macierzach diagonalnych.
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Aby przekonad sig, ze jest maksymalny trzeba sprawdzi¢, ze g7 = t. Przy okazji roztozyé so(n) ® C na
jednowymiarowe reprezentacje torusa. Wypisaé¢ charaktery.

Zadanie 2 Wykazaé, ze zwarte i spojne rozmaitosci zespolone, bedace zespolonymi grupami Lie (tzn
mnozenie i odwrotnosé sa holomorficzne) sa przemienne.

Wskazdéwka: zbadaé reprezentacje dotaczona: Ad: G — Aut(g)
Zadanie 3 Niech ¢ : My xn(C) X My xn(C) — C bedzie zadane formula
©(A,B) =Tr(AB).

Wykazaé, ze ¢ jest 2-liniowa niezdegenerowana forma symetryczna.
Sprawdzi€, ze Qy(n)xu(n) jest ujemnie okreslona oraz ¢jy(n)xiu(n) jest dodatnio okreslona.

Zadanie 4 Forma Killinga: Niech G bedzie grupg Lie. R6zniczka reprezentacji dotaczonej
Ad: G — GL(g)

jest oznaczana przez
ad : g — gl(g)
X —adx.
Definiujemy symetryczna forme 2-liniowa
(p(X, Y) = tr(adX o ady) .

Udowodnié, ze jesli G jest zwarta i centrum G jest skoniczone, to ¢ jest ujemnie okreslona.

Zadanie 5 Wskazaé nietrywialne przeksztaltcenia

a) SLy(C) — S03(C)
b) SLQ( ) X SLQ( ) — 504((:)
¢) SL4(C) — 506(C)

d) Sp2(C) — SO5(C)

(powyzsze przeksztalcenia indukuja izomorfizmy algebr Lie)

Wskazéwki:

a) C3 ~5 [2 ((C)

b) Utozsamié¢ C* = Myyo(C) z forma kwadratowa det : Mayo(C) — C

¢) Utozsamié¢ C® ~ A2C* z forma kwadratows, . .

d) Niech w € A2(C*)* bedzie antysymplektyczn@ 2-forma w C, ker( AZ(CH* 5 /\4(C4)*) ~C’ ...



