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Wprowadzenie

»Optymalizacja” to poszukiwanie czego$ ,najlepszego”. Sprawdzenie, czy co$ (np. decyzja) jest
najlepsze, wymaga, przede wszystkim, okreslenia jakiej$ miary, ktéra pozwoli ta decyzje ocenié
— funkcji celu. Konieczne jest takze opisanie zbioru wszystkich dopuszczalnych decyzji — zbioru
punktow dopuszczalnych. Matematyczne przedstawienie zadania optymalizacyjnego, ktore za-
prezentujemy na tym wykladzie, moze wydaé sie duzym uproszczeniem, lecz okazuje sie ono
byé¢ wystarczajace w wielu praktycznych zastosowaniach. Bedziemy opisywaé zbiér punktow
dopuszczalnych jako podzbiér wielowymiarowej przestrzeni rzeczywistej opisany przez uklad
réwnosci i/lub nieréwnosci. Funkcja celu bedzie przyporzadkowywata kazdemu punktowi tego
zbioru liczbe rzeczywista mierzaca jego optymalnoéé. W przypadku minimalizacji, funkcja celu
czesto zwana jest funkcjg kosztu, a celem optymalizacji jest wybranie spoéréd dozwolonych, opi-
sanych przez ograniczenia, sposobdéw postepowania tych, ktére ten koszt uczynia najmniejszym.

Jesli funkcja celu i wszystkie funkcje opisujace ograniczenia sg liniowe, to mamy do czynienia
z programowaniem liniowym. Istnieje wéwczas algorytm (tzw. algorytm sympleks) pozwalaja-
cy na szybkie i dokladne rozwiazywanie takich zagadnien (patrz monografie Bazaraa, Jarvis,
Sherali [2] oraz Gass [3]). Sprawa znacznie si¢ komplikuje, jesli choé¢ jedna z funkcji jest nielinio-
wa. Przenosimy sie wowczas do §wiata programowania nieliniowego, ktory jest duzo bogatszy i
trudniejszy. W ten wilaénie $wiat majg wprowadzi¢ czytelnika niniejsze notatki.

Okazuje sie, ze wiele zastosowan matematyki sprowadza sie¢ wtasnie do problemdéw optymaliza-
cyjnych. Zarzadzanie procesami produkcyjnymi, logistyka, czy decyzje inwestycyjne to typowe
problemy programowania nieliniowego. Nie dziwi zatem, ze wielu ekonomistéw jest ekspertami
w tej dziedzinie. Co wiecej, wiele teorii ekonomicznych opiera sie na zalozeniu, ze Swiat dazy
lub oscyluje wokét punktu réwnowagi, czyli punktu bedacego rozwiazaniem pewnego problemu
optymalizacyjnego.

Roéwnie wazne zastosowania ma programowanie nieliniowe w mechanice, elektronice, zarzadzaniu
zasobami wodnymi (tamy, irygacja itp.) oraz budownictwie. Mozna sie¢ pokusi¢ o stwierdzenie,
ze to jedna z najczedciej stosowanych przez niematematykéw dziedzin matematyki. Nie mozna
tez pominaé statystyki: np. metoda najmniejszych kwadratow, czy najwiekszej wiarogodnosci.
Zwykle, gdy teoria matematyczna zostaje uzyta w praktyce, eleganckie metody analityczne
oddaja pola metodom numerycznym. Metody numeryczne maja na celu znalezienie przyblizenia
rozwigzania zadania optymalizacyjnego, gdy staje sie ono zbyt skomplikowane, by rozwiazaé je
w piekny analityczny sposéb. Trzy ostatnie rozdziaty tych notatek stanowia wprowadzenie do tej
waznej dziedziny. Zainteresowany czytelnik moze poszerzyé¢ swoja wiedze czytajac monografie
Bertsekasa [4, 5], Luenbergera [9] lub Bazaraa, Sherali i Shetty [3].
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Literatura

Monografia Bazaraa, Sherali, Shetty [3] prezentuje podejscie bardziej inzynierskie, utylitarne.
Prezentuje zaréwno teorie, jak i metody numeryczne. Wszystkie twierdzenia poparte sa dowo-
dami i uzupetnione przyktadami, tak wiec stwierdzenie, ze jest to pozycja inzynierska, tyczy sie
tego, ze autorzy ilustruja matematyczne rozumowania intuicjami pochodzacymi z zastosowan.
Bertsekas jest ekspertem od metod numerycznych programowania nieliniowego. W jego ksiaz-
kach [1, 5] czytelnik moze szukaé¢ zaawansowanych algorytmoéw. Teoria jest jednak zaprezentowa-
na dos¢ skrupulatnie, wiec i tutaj mozna sie catkiem duzo dowiedzie¢ o metodach analitycznych.

Ksiazka Luenbergera [9] prezentuje zaréwno teorie programowania liniowego jak i nieliniowego.
Wigkszy nacisk potozony jest w niej na metody numeryczne niz na prezentacje matematycznej
teorii w pelnej ogdlnosci.

Programowanie liniowe nie jest przedmiotem tych notatek, lecz co jaki$ czas wspominane, szcze-
gélnie w przypadku metod numerycznych. Czytelnik chcacy poglebi¢ wiedze na jego temat
odsylany jest do ksiazek Bazaraa, Jarvis, Shetty [2] i Gass [3].

Literatura w jezyku polskim nie jest zbyt obszerna. Warto tu wspomnie¢ monografie Zangwilla
[13] i Canona, Culluma i Polaka [(].

Notacja

R — zbidr liczb rzeczywistych,
x = (z1,...,%,) — wektor (pogrubiona litera)

x < y — relacja pomiedzy dwoma wektorami; rownowazna z; < y; dla kazdego i

x|l = \/x% + 22+ ...+ 22 — norma euklidesowa w R",

cl W — domkniecie zbioru W w domyslnej normie (najczesciej euklidesowej)
f'(x), f"(x) — pierwsza i druga pochodna funkcji jednej zmiennej

D f(x) — pierwsza pochodna funkcji wielu zmiennych, wektor wierszowy

D?f(x) — macierz drugich pochodnych funkcji wielu zmiennych
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Rozdziat 1

Wiadomosci wstepne

1.1 Problem optymalizacji

Niech W C R"™ bedzie niepustym zbiorem, za$ f : W — R dowolna funkcja. Bedziemy rozwazaé
problem minimalizacji funkcji f na zbiorze W, przyjmujac rézne postaci W, w tym:

e W =R" (problem optymalizacji bez ograniczen),

o W ={zx eR": gi(z) =0,..., gn(x) = 0}, gdzie g1,...9m : R — R pewne funkcje
(problem optymalizacji z ograniczeniami réwnosciowymi),

e W ={z eR":g(z) <O0,..., gn(z) <0}, gdzie g1,...9m : R® — R pewne funkcje
(problem optymalizacji z ograniczeniami nieréwnosciowymi).

Zbiér W nosi nazwe zbioru punktow dopuszczalnych.

Definicja 1.1. Punkt zg € W nazywamy minimum globalnym funkcji f na zbiorze W jesli
f(x) > f(zo) dla kazdego x € W.

Definicja 1.2. Punkt g € W nazywamy minimum lokalnym funkcji f jesli istnieje € > 0 takie,
ze dla kuli B(zg,¢) o $srodku w xy i promieniu & zachodzi

f(x) > f(zo) dlakazdego x € B(xg,e) NW.

Oczywiscie, jesli xg jest minimum globalnym to jest minimum lokalnym. Minimum nazywamy
Scistym, jesli w powyzszych definicjach zachodzi f(z) > f(x¢), dla © # xg. Analogicznie defi-
niujemy globalne i lokalne maksimum. Punkt xy nazywamy ekstremum (lokalnym, globalnym)
jesli jest on maksimum lub minimum (lokalnym, globalnym).

Minimum (globalne, lokalne) nie musi istnieé¢, tzn. moze sie okazaé, ze nie istnieje xy spelniajace
warunek z definicji 1.1 lub 1.2. W szczegdlnoéci minimum globalne f na zbiorze W nie istnieje
gdy:

(a) infrew f(z) = —oo, lub

(b) infrew f(x) = c € R, ale # 2 € U takie, ze f(x) = c.
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Przyktad 1.1. Niech W = R, f(z) = xsinz. Dla tej funkcji inf ey f(x) = —oo, zatem
minimum globalne nie istnieje. Jezeli natomiast ograniczymy sie do przedzialu W = [a, b,
to minimum globalne bedzie istnie¢. Funkcja ta osigga minima lokalne w nieskonczonej ilosci
punktéw, dla W = R. Jezeli za W przyjmiemy odcinek otwarty, to minimum globalne istnieje
lub nie istnieje, w zaleznoéci od tego odcinka. Ogdlnie, funkcja ciggla moze nie osiagac¢ kresow
na zbiorze niezwartym, w szczegdlnosci na podzbiorze otwartym W C R"™.

1.2 Istnienie minimum funkcji ciggtej

Przypomnijmy, ze podzbior zwarty w R™ to podzbiér domkniety i ograniczony.

Twierdzenie 1.1. Jesli W jest zbiorem zwartym i f : W — R jest funkcjq cigglq, to [ osigga
kresy na W (dolny i gorny). Oznacza to, Ze istniejg xo, yo € W takie, zZe dla dowolnego x € W
zachodzi

f(x0) < f(x) < f(yo)-

Bedziemy oznaczali norme euklidesowa w R™ przez

||x||:\/x%+x%+...+x%.

Warunek zwartosci zbioru w powyzszym twierdzeniu mozemy ostabié¢ do warunku domknigtosci,
jesli funkcja jest koercywna. Koercywnosé funkcji definiujemy nastepujaco:

Definicja 1.3. Funkcje f: W — R na podzbiorze W C R"™ nazywamy koercywng, jesli f(x) —
oo dla ||x|| — co. Mozna ten warunek zapisa¢ réwnowaznie

Vis0 Js>0 Vxew + (%[ > = f(x) >
W szczegoblnoscei, jesli W jest ograniczony, to f jest automatycznie koercywna na W.

Twierdzenie 1.2. Jesli zbior W jest domkniety oraz funkcja f : W — R jest ciggla i koercywna,
to istnieje punkt xg w ktorym funkcja f przyjmuje minimum, tzn. istnieje xg € W taki, Ze

f(x0) = infxew f(x).

Dowdéd. Niech y bedzie ustalonym punktem w zbiorze W C R"™. Rozpatrzmy zbiér U = {x €
W f(x) < f(y)}. Zauwazmy, ze U jest zbiorem domknietym w W, bo funkcja f jest ciagla,
a nieréwnos¢ w warunku nieostra. Z domknietosci W wynika, ze U jest domkniety w R”. Jest
on tez ograniczony. Mianowicie, dla r = f(y), z koercywnosci f istnieje s > 0 takie, ze jesli
x|l > s, to f(x) >r = f(y), skad U jest zawarte w kuli B(s) = {x : ||x|| < s}. Zatem U jest
zbiorem zwartym. Wéwczas istnieje xg € U — punkt minimum na zbiorze U. Dla x ¢ U mamy
f(x) > f(y) > f(x0), wiec x¢ jest globalnym minimum na catym W. O

Domknieto$é W nie jest potrzebna, jesli f odpowiednio roénie w poblizu granicy OW.

Twierdzenie 1.3. Niech W C R"™ bedzie dowolnym niepustym podzbiorem oraz f : W — R
- funkcjq cigglq. Jesli dla pewnego ustalonego punktu 'y € W oraz dowolnego ciggu x, € W,
takiego ze

Xp — WA\ W lub || x| — oo

zachodzi
liminf f(xn) > f(y),

to istnieje punkt xo w ktorym funkcja f przyjmuje minimum.
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Dowdd. Zbiér U definiujemy jak w poprzednim dowodzie, U = {x € W : f(x) < f(y)}. Aby
pokazaé¢ domknieto$¢ U wezmy dowolny ciag (x,) C U zbiezny do x. Pokazemy, ze x € U.
Z x, € U mamy f(x,) < f(y) ijesli x ¢ W, nier6wno$¢ ta przeczy zalozeniu twierdzenia.
Wynika stad, ze x € W. Korzystajac teraz z ciaglosci f na W dostajemy f(x) < f(y), skad
x € U. Ograniczono$é¢ zbioru U wynika z zalozonej w twierdzeniu implikacji ||x,| — o0 =
liminf,, o f(xn) > f(y). Pozostala czes¢ dowodu jest identyczna jak w dowodzie poprzedniego
twierdzenia. O

Przyktad 1.2. Funkcja f(z,y) = zy — In(zy) jest ciagla i spelnia zalozenia Twierdzenia 1.3
na zbiorze W = {(z,y) e R": x > 0,y > 0,z + y < 4}, osiaga wiec minimum na W.

1.3 Minima lokalne funkcji jednej zmiennej

Niech W C R — podzbiér otwarty. Przypomnimy elementarne fakty.

Twierdzenie 1.4 (Warunek konieczny I rzedu). Jesli xyg € W jest punktem lokalnego minimum
lub maksimum funkcji f : W — R oraz f posiada pochodng w punkcie xg, to

f/(l‘o) = 0

Dowdd twierdzenia 1.4. Niech xy - minimum lokalne. Dla dostatecznie malych h zachodzi f(zo+
h) > f(zg). Zatem dla h > 0 mamy

f($0+h)—f($0)>0 . hmf(onrh)—f(ﬂ«"o)
~ h

> ! 2 0.
h o 0 = f(l‘o) 0

Dla h <0

Faoth) = f@) v . i
h = h—0

Stad f'(xzg) = 0. O

<0 = f'(z0) <0.

f(zo+h) — f(zo)
h

Twierdzenie 1.5 (Warunek konieczny II rzedu). Jesli f : W — R jest klasy C? na zbiorze W
i xg jest punktem lokalnego minimum, to

f”(.’L’o) } 0.

Twierdzenie 1.6 (Warunek dostateczny II rzedu). Jesli f : W — R jest klasy C? na zbiorze
W oraz f'(x0) =0, f"(x¢) > 0 dla pewnego xg € W, to f ma Scisle lokalne minimum w punkcie
xg.

Uwaga 1.1. Twierdzenie 1.5 pozostaje prawdziwe przy zamianie lokalnego minimum na maksi-
mum, jesli znak znak drugiej pochodnej zmienimy na przeciwny.

Uwaga 1.2. Jesli W nie jest otwarty, to Twierdzenia 1.4 i 1.5 nie sa prawdziwe dla xo € OW
(brzeg W), np. funkcja f(x) = —2? przyjmuje minimum na odcinku [0, 2] w punkcie zq = 2, ale
zaden z warunkow koniecznych tych twierdzen nie zachodzi. Natomiast Twierdzenie 1.6 zachodzi
rowniez dla W bedacego odcinkiem domknietym i zg € OW.

Ponizsze twierdzenie uogdlnia warunek dostateczny II rzedu.

Twierdzenie 1.7. Jesli funkcja f jest klasy C* na podzbiorze otwartym W C R i zachodzi
f(xo) = (o) = --- = fE VD (xg) = 0 oraz f*)(z0) # 0 w pewnym zg € W, to:
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1) Jedli k jest nieparzyste, to funkcja f nie posiada w punkcie xq ekstremum lokalnego.
II) Jesli k jest parzyste oraz:

(a) f*)(z0) >0, to punkt zo jest Scistym minimum lokalnym f,
(b) f®)(z0) <0, to punkt zo jest Scistym maksimum lokalnym f.

1.4 Wzory Taylora

W tym podrozdziale przypomnimy wyniki, ktérych bedziemy uzywaé w wielu dowodach w trak-
cie tego wyktadu. Skorzystamy z nich réwniez, aby przedstawié¢ zwiezte dowody twierdzen 1.5-
1.7.

Twierdzenie 1.8 (Twierdzenie o wartosci Sredniej). Jesli funkcja f : [a,b] — R jest ciggla na
[a,b] i rézniczkowalna na (a,b), to istnieje taki punkt x € (a,b), Ze

f(b) = fla) = f'(z)(b - a).

Zauwazmy, ze do prawdziwosci powyzszego twierdzenia nie jest konieczna ciaglosé pierwszej
pochodnej (w zadaniu 1.7 pokazujemy, ze rézniczkowalnosé nie musi pociagaé ciaglosci pochod-
nej).

Dowdd twierdzenia 1.8. Niech g(x) = [f(b) — f(a)]z — (b—a)f(z) dla x € [a,b]. Wowczas g jest

ciagla na [a, b], rézniczkowalna w (a,b) oraz

g(a) = f(b)a— fa)b = g(b).

Pokazemy teraz, ze istnieje punkt zy € (a,b), w ktérym pochodna g sie zeruje. Jedli g jest
funkcja stala, to dla dowolnego z¢ € (a,b) mamy ¢'(z9) = 0. W przeciwnym przypadku, na
mocy twierdzenia 1.1 funkcja g przyjmuje swoje kresy na [a,b]. Jeden z kreséw jest rézny od
g(a) = g(b). Zatem jest on przyjmowany w punkcie zy we wnetrzu przedziatu [a, b]. Korzystajac
z twierdzenia 1.4 wnioskujemy, ze ¢'(xo) = 0. Rozniczkujac g otrzymujemy:

0=g'(z0) = [f(b) — f(a)] — (b—a)f'(2).
Po prostych przeksztalceniach otrzymujemy poszukiwany wzor. O

Twierdzenie 1.9 (Twierdzenie Taylora z reszta w postaci Peano). Niech f : [a,b] — R bedzie
funkcjq klasy C' na [a,b] oraz dwukrotnie réiniczkowalna w pewnym x¢ € (a,b). Wowczas dla
x € [a,b] zachodzi nastepujacy wzor:

f//(xo)
2

Uwaga 1.3. W sformulowaniu powyzszego twierdzenia uzyliSmy notacji male o. Rozumieé ja

f(x) = f(xo) + f'(x0)(x — o) + (z — m0)* + o((x — 0)?).

nalezy nastepujaco:

f// (xo)
2

(z — x0)?

R(z) = f(z) — f(xo) = f'(x0)(z — z0) —
jest rzedu mmniejszego niz (z — )2, tzn.

lim  B®)

=0.
a—zo (x — x0)?
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Przyktad 1.3. Innym zastosowaniem powyzszej notacji jest definicja pochodnej. Pochodna
funkcji f w punkcie g nazywamy taka liczbe a € R, ze

f(x) = f(x0) + a(z — xo) + o(z — x0).

Dowdd twierdzenia 1.9. Bez straty ogb6lnosci mozemy zalozyc xg = 0. Musimy wykazaé, ze
R(z) := f(z)— f(0)— f'(0)x — (O)x jest nizszego rzedu niz 22, tzn. R(z) = o(z?). Z ciagtodci
pierwszej pochodnej f dostajemy
* !/
= [ £y

Wiemy, ze f’ jest rézniczkowalna w 0. Zatem f'(y) = f'(0) + f”(0)y + r(y), gdzie r(y) = o(y).
Oznacza to, ze

lim @ =0.

y—0 vy

Dla dowolnego € > 0 istnieje zatem ¢ > 0, taka ze |y| < 0 pociaga |r(y)| < ely|.

Ustalmy zatem dowolny € > 0 i zwiazana z nim § > 0. Wezmy |z| < § i scalkujmy pochodna
f(y). Otrzymamy wéwczas:

$@) = 1) = [ (70)+ £ O+ )y = O+ 120 4 [y

czyli R(z) = [ r(y)dy. Korzystajac z oszacowania |r(y)| < ely| dla |y| < 6 dostajemy

@ || ex?
< [ iy < [ elyldy ==
0 0

R(z)

A zatem
€

Z dowolnosci € > 0 wynika, iz R(z) = o(z?). O

Uwaga 1.4. Twierdzenie 1.9 mozna uogoélni¢ do dowolnie dlugiej aproksymacji Taylora. Dowdd
przebiega wowczas podobnie, lecz jest nieznacznie dtuzszy.

Zakladajac wiekszg gltadkosé funkcji f mozemy opisaé¢ dokladniej btad aproksymacji we wzorze
Taylora.

Twierdzenie 1.10 (Twierdzenie Taylora z reszta w postaci Lagrange’a). Niech f : [a,b] — R
bedzie funkcjg klasy C*~1 na [a,b] oraz k-krotnie rézniczkowalna na (a,b). Wtedy dla ustalonego
xo € (a,b) iz € [a,b] zachodzi nastepujgcy wzor:

flz) =

gdzie T jest pewnym punktem pomiedzy xq i x.

W szczegblnosei dla k = 2 dostajemy

£() = $ao) + f @) — w0) + 3" (@) — o)
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Dowdd twierdzenia 1.10. Niech liczba M spelnia réwnanie

@) .
f(zx) +Zf —x0)t 4+ M (z — x0)*.

Celem dowodu jest pokazanie, ze M = i )(x) dla pewnego punktu & pomiedzy xg i x. Okreslmy
funkcje

E—1 p(;

f(z) o i
o0) = 1)~ 3 L () — M-z, e [mo.a)

i=1 :
Zauwazmy, ze

g(w0) = g'(w0) = -+ = g*(w) = 0.

Poniewaz g(x) = 0, to na podstawie twierdzenia 1.8 istnieje x1 € (xo,x), taki ze ¢'(x1) = 0.
Stosujac jeszcze raz tw. 1.8 do funkeji ¢'(y) dla y € [xo, 21] dostajemy o € (z9,x1), w ktérym
g"(xz2) = 0. Postepujac w ten sposéb dostajemy ciag punktéw = > x1 > z9 > -+ > z} > X0,
takich ze g0 (xj) =0, 5 =1,...,k. Z warunku dla punktu z; otrzymujemy

0=g" (z) = ¥ (xx) — KM,

Szukanym punktem & w twierdzeniu jest wiec xy. O

1.5 Ekstrema globalne

Uzupelnimy jeszcze twierdzenie 1.6 o wynik dotyczacy ekstreméw globalnych.

Niech I C R bedzie odcinkiem otwartym, domknietym, lub jednostronnie domknietym (by¢é
moze nieograniczonym) i niech f : I — R bedzie funkcja klasy C! na I i klasy C? na int [.
Zachodzi nastepujace

Twierdzenie 1.11. Przy powyzszych zalozeniach, jesli f'(xg) =0 oraz:

(a) f"(x) 20 Veer = x¢ jest globalnym minimum na I,

(b) f"(x) <0 Veer = m jest globalnym maksimum na I.

Jedli zalozenia powyzsze uzupelnimy o warunek f"(xg) > 0 (odpowiednio f"(xg) < 0), to xg
bedzie scistym globalnym minimum (maksimum,).

Dowdd. Wzoér Taylora, tw. 1.10, daje

Fla) = Flao) + 3" (@) — w0,

gdzie T jest pewnym punktem pomiedzy x¢ i x. Stad drugi czlon wzoru Taylora decyduje
o nieréwnosci pomiedzy f(x) a f(zp) i otrzymujemy obie implikacje w twierdzeniu dotyczace
stabych ekstremow.

Zal6zmy dodatkowo w pierwszym stwierdzeniu, ze f”(xg) > 0. Z zalozenia f”(z) > 0 i warunku
1 (x0) = 0 dostajemy

F@) = (@) — f(z0) = / F(y)dy > 0

gdy & > x9. Podobnie pokazujemy, ze f'(z) = — [7° f"(y)dy < 0, gdy x < z. Z faktu, ze
f"(zo) > 0 1 ciagloséci drugiej pochodnej dostajemy dodatkowo, ze ta pochodna jest Scisle
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dodatnia w otoczeniu z(. Zatem calki sa dodatnie, co pociaga nieréwnosci f'(z) > 0, gdy
x > x, oraz f'(z) < 0, gdy x < zo. Wynika stad, ze funkcja f jest $cidle rosnaca na prawo
od xg i $cisle malejaca na lewo od xg, a wiec xg jest Scistym minimum. Przypadek $cistego
maksimum dowodzimy analogicznie. O

1.6 Zadania

Cwiczenie 1.1. Czy funkcja f(x,y) = z* 4+ 22 — 2y + 2y osiaga minimum na zbiorze {(z,y) €
R2: o> -1}
Cwiczenie 1.2. Znajdz minimum funkcji f(z,y) = 2z + 3y na zbiorze W = {(x,y) € R? :
2?24+ y? =1}
Cwiczenie 1.3. Znajdz maksimum funkcji f(z,y) = 2? — 4y? na zbiorze W = {(x,y) € R? :
222 + |y| = 1}.
Cwiczenie 1.4. Znajdz minimum funkeji f(z,y) = e** =¥ na zbiorze W = {(z,y) € R?:
2? +y? =1}
Cwiczenie 1.5. Rozwazmy nastepujacy nieliniowy problem optymalizacyjny:

(z1 —4)* + (22 — 2)* — min,

42% + 923 < 36,

22 4 day = 4,

2¢1+3 > 0.

1. Naszkicuj zbiér punktéw dopuszczalnych, czyli punktéow spelniajacych wszystkie ograni-
czenia.

2. Znajdz graficznie rozwigzanie powyzszego problemu optymalizacyjnego.

3. Znajdz nastepnie rozwiazanie w przypadku, gdy minimalizacja zamieniona zostanie na
maksymalizacje.

Cwiczenie 1.6. Niech g bedzie funkcja spetniajaca: 0 < g(y) < 1,y € [0, 1], oraz fol g(y)dy = 1.
Znajdz x € [0, 1], dla ktérego nastepujaca catka jest minimalna:

[ e = 0oty

Cwiczenie 1.7. Wykaz, ze funkcja

jest rézniczkowalna w R, lecz jej pochodna nie jest ciagla.
Cwiczenie 1.8. Udowodnij, ze ponizsze definicje pochodnej funkeji f : [a,b] — R w punkcie

xo € (a,b) sa rébwnowazne:

(a) f/(x(]) _ }ILE% f(:UO + h}z - f(x(])’

(b) f(z) = f(zo) + a(z — zo) + o(x — x0) dla = € [a,b] 1 a € R niezaleznego od =.

Przez réwnowaznosé rozumiemy to, ze jesli granica w (a) istnieje, to zaleznosé (b) jest spelniona
z o = f'(x0); i odwrotnie, jesli (b) zachodzi dla pewnego «, to granica w (a) istnieje i jest réwna
a.



Rozdziat 2

Ekstrema funkcji wielu zmiennych

2.1 Notacja i twierdzenia Taylora w wielu wymiarach

W tym podrozdziale przypomnimy krétko twierdzenia Taylora dla funkcji wielu zmiennych.
Wprowadzmy najpierw niezbedna notacje.
Niech f: W — R, gdzie W C R" jest zbiorem otwartym. Przyjmiemy nastepujace oznaczenia:

o x = (11,22,...,7,)" — wektor kolumnowy,
o f(x)=f(x1,32,...,7n),
e Df(x) = (%,6‘%,--- ,%) — gradient funkcji f,

D?f(x) — Hesjan funkcji f:

f o°f ... 0%
8:2% 0x10x2 0x10Tn
*f 2%f L. *f
DQf(X) _ Ox20x1 8x% Ox20xn
o*f  _o*f ... 9
0z, 0z1  Orpdzo o2

Definicja 2.1. Funkcja f jest rozniczkowalna w punkcie xg € W, jedli istnieje wektor a € R”,
taki ze

f(x) = f(x0) + o’ (x — x0) + o(||x — x0]|)
dla x € W.

Funkcja f jest dwukrotnie rézniczkowalna w punkcie xg € W, jedli istnieje wektor oo € R™ oraz
macierz H € R™ *™, takie ze

F(x) = f(x0) + o (x — xq) + %(X —x0)"H(x — x0) + o(||x — x0]|?)

dla x e W.

Uwaga 2.1. Mozemy zalozy¢, ze macierz H w powyzszej definicji jest symetryczna. Wystarczy

zauwazy¢, ze
+H+HT

5 (x — x0).

(x — xO)TH(x —Xp) = (x — xp)

15
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Twierdzenie 2.1.

1) Jesli funkcja f jest rézniczkowalna w xo, to Df(xq) istnieje i o = D f(x0)T. Odwrotnie,
jesli D f(x) istnieje w pewnym otoczeniu Xq i jest ciggle w Xg, to f jest rézniczkowalna w
X0-

II) Jesli hesjan D? f(x) istnieje w pewnym otoczeniu Xq i jest ciggly w X, to f jest dwukrotnie
réiniczkowalna w xo, D?f(xq) jest macierzq symetryczng oraz H = D?f(xq).

Dowéd powyzszego twierdzenia pomijamy. Zainteresowany czytelnik znajdzie go w podreczni-
kach analizy wielowymiarowe;.

Uwaga 2.2. Ilekroé¢ bedziemy chcieli wykorzysta¢ druga pochodna funkcji wielowymiarowej,
bedziemy musieli zaktadaé, ze hesjan D?f jest funkcja ciagta. Jedli nie poczynimy takiego zato-
zenia, nie bedziemy mieli dobrego sposobu na policzenie drugiej pochodnej, a zatem taki rezultat
bedzie mial mata wartos¢ praktyczna.

Uwaga 2.3. Dla funkcji f : W — R okreslonej na zbiorze otwartym W C R™ méwimy, ze f jest
klasy C! (odpowiednio, klasy C?) i piszemy f € C! (f € C?), gdy f jest ciagta na W oraz g—;

(odpowiednio, dan i 83?20]; ) istnieja i sa ciagle na W. Gdy rozwazany zbiér W C R"™ nie jest

otwarty, méwimy ze f jest klasy C' (odpowiednio, klasy C?) na W, jedli istnieje rozszerzenie
f funkeji f do zbioru otwartego W zawierajacego W takie, ze f jest klasy C! (odpowiednio,
klasy C?) na W. W tym wypadku mozna wiec mowi¢ o pochodnych czastkowych funkcji f réw-
niez w punktach brzegowych zbioru W. Pochodne te sa jednoznacznie okreslone przez wartosci
funkcji na int W, jesli zachodzi W C cl(int W) (wynika to z ciaglosci tych pochodnych).

Zapiszemy teraz rozwiniecie Taylora rzedu 2.

Lemat 2.1. Niech W C R™ otwarty. Dla funkcji f : W — R klasy C? i punktéw x,xq € W
takich, zZe odcinek lgczacy xo z x lezy w W zachodzi

1 N
Fx) = Fx0) + D fx0) (x = x0) + 5 (x = x0) DA (R)(x = x0)
gdzie X jest pewnym punktem wewngtrz odcinka {gczgcego X z X.

Dowdd. Dowéd wynika z zastosowania twierdzenia 1.10 do funkcji g(t) = f(xo + t(x — x0)),
tel0,1]. O

Definicja 2.2. Podzbiér W C R" jest wypuktly, jesli
A+ (1—-ANyeWw
dla kazdych x,y € W i kazdego A € [0, 1].

Whiosek 2.1. Niech W C R™ zbiér otwarty, wypukly oraz f : W — R klasy C?. Wéwczas dla
dowolnych x¢,x € W mamy

Fx) = o) + D (xo) 3¢ x0) + 3 (x — x0)" D2 F(%)(x — x0),

gdzie X nalezy do wnetrza odcinka lgczacego X i X, tzn. istnieje A € (0, 1), taka Ze X = Axo +
(I —-N)x.

Dowod. 7 wypuktosci W wynika, ze dla kazdego xg,x € W odcinek taczacy te punkty zawarty
jest w W. Teza wynika teraz z lematu 2.1. O
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2.2 Znikanie gradientu
Bedziemy rozwazaé¢ funkcje f : W — R, gdzie W jest podzbiorem w R™ majacym niepuste
wnetrze int W.

Twierdzenie 2.2 (Warunek konieczny I rzedu). Jesli funkcja f: W — R jest rézniczkowalna
w punkcie xg nalezgcym do wnetrza zbioru W oraz xg jest lokalnym minimum (maksimum)
funkcji f to

Df(Xo) =0.

Dowdéd. 7 faktu, ze xg € int W wynika, ze funkcja g(t) = f(xo+te;), gdzie e; jest i-tym wersorem
(tj. e; ma jedynke na i-tej wspélrzednej i zera poza nia), jest dobrze okreslona na otoczeniu 0. Ma

ona réwniez lokalne ekstremum w punkcie 0. Na mocy tw. 1.4 mamy ¢'(0) = 0. W terminach

funkcji f oznacza to, ze %(Xo) = 0. Przeprowadzajac to rozumowanie dla ¢ = 1,2,...,n

dostajemy teze.. O

Warunek znikania gradientu bedzie czesto uzywany, zatem uzyteczna bedzie

Definicja 2.3. Punkt x¢ € int W nazywamy punktem krytycznym funkcji f : W — R, jesli f
jest rézniczkowalna w xg oraz D f(xg) = 0.

Oczywiscie, warunek znikania gradientu D f(xg) nie jest wystarczajacy na to, by w xg znajdowa-
to si¢ lokalne minimum lub maksimum. Do rozstrzygniecia tego jest potrzebny analog warunku
o znaku drugiej pochodnej (tw. 1.6). W przypadku wielowymiarowym ten warunek definiuje si¢
jako dodatnia (ujemna) okre$lono$¢ macierzy drugich pochodnych.

2.3 Dodatnia i ujemna okreslonos¢ macierzy

Niech A = {aij}:-szl bedzie macierzg symetryczna, tzn. a;; = aj;. Rozwazmy forme kwadratowa
n
xI Ax = Z Qi %
ij=1
Definicja 2.4. Okreélonoéé¢ macierzy A lub formy kwadratowej x Ax definiujemy nastepujaco:
o A jest nieujemnie okreslona, co oznaczamy A > 0, jesli

x'Ax >0 VxeR"™

e A jest dodatnio okreSlona, co oznaczamy A > 0, jesli
xIAx >0 V¥V xeR"\{0}.
Odwracajac nieréwnosci definiujemy niedodatniq okreslono$é i ujemng okreslonosé.
e Macierz A nazywamy nieokreslong, jesli istnieja wektory x, x € R™ takie, ze
xTAx >0, xTAx < 0.
Zauwazmy, ze 7 definicji okredlonosci macierzy, wyliczajac wyrazenie el Ae; = a;; na wersorze

e = (0,...,1,...,0)7, z jedynka na i-tym miejscu, wynikaja nastepujace warunki konieczne
odpowiedniej okreslonosci macierzy A:
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Jesli A jest dodatnio okreélona, to a11 > 0,...,ay, > 0.

Jedli A jest nieujemnie okreslona, to ajq1 = 0,...,an, = 0.

Jedli A jest ujemnie okreslona, to a11 < 0,...,an, < 0.

Jesli A jest niedodatnio okreslona, to a11 <0, ..., an, < 0.

Jedli a;; > 01 aj; <0, dla pewnych ¢, j, to A jest nieokreslona.

Warunki konieczne i dostateczne podane sa w ponizszym twierdzeniu, ktorego dowdd pomijamy.

Twierdzenie 2.3 (Kryterium Sylvestera ).

I. Forma kwadratowa x* Ax jest dodatnio okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi:

Dy >0, Dy >0,...... , Dy >0,
gdzie przez D1, ..., Dy oznaczamy minory glowne macierzy A:
ailr ... Qip
Dy =det(ayy), Dy =det | “ M2 ) ... D, =det
az1 a2
apl1 ... QAapn

Forma kwadratowa xT AX jest ujemnie okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy x* (—A)x jest
dodatnio okreslona, co przektada si¢ na cigg warunkow:

—-D1 >0, Dy >0,...... ,(=1)"D,, > 0.

II. Forma kwadratowa x* Az jest niewjemnie okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych
1<k<norazl <i1 <ig<...<i<n zachodzi

aim aim e ailik
det ai?il a‘i?ig - ai?ik 50
aikil a,-kz-Q . aikik
(jest to minor rzedu k zlozony z kolumn iy, ..., i i rzedow iy, ..., ).

Okreslono$¢ macierzy symetrycznej jest niezalezna od bazy, w ktorej jest reprezentowana. W ba-
zie wlasnej macierz A jest diagonalna z warto$ciami wlasnymi na diagonali. Dostajemy zatem
nastepujace warunki réwnowazne okreslonosci:

e Macierz A jest dodatnio okreslona wtw, gdy wszystkie jej wartosci wlasne sa dodatnie.
e Macierz A jest nieujemnie okreslona wtw, gdy wszystkie jej wartosci wlasne sa nieujemne.
e Macierz A jest ujemnie okreslona wtw, gdy wszystkie jej wartosci wlasne sa ujemne.

e Macierz A jest niedodatnio okreslona wtw, gdy wszystkie jej wartosci wlasne sa niedodat-
nie.
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2.4 Warunki II-go rzedu (kryterium drugiej rézniczki)

Twierdzenie 2.4 (Warunek konieczny II rzedu). Jesli f jest klasy C? na zbiorze otwartym
W C R"™ ixq € W jest minimum lokalnym, to macierz D?f(xq) jest nieujemnie okreslona.
Podobnie, jesli xq jest lokalnym maksimum, to D?f(xq) jest niedodatnio okreslona.

Twierdzenie 2.5 (Warunek dostateczny II rzedu). Jesli f jest klasy C? na zbiorze otwartym
W C R™, Df(x0) = 0 oraz D?f(xq) jest dodatnio okreslona (ujemnie okreslona) to f ma Sciste
lokalne minimum (lokalne maksimum) w x.

Dowdd twierdzenia 2.4. Niech xg € W bedzie minimum lokalnym f. Ustalmy niezerowy wektor
h € R" i funkcje

9(t) = f(xo + th),
gdzie t € R jest z dostatecznie maltego otoczenia zera, aby xg + th € W. Wtedy funkcja g ma
lokalne minimum w punkcie ¢t = 0. Poniewaz f jest klasy C?, funkcja g réwniez jest klasy C2.
Z Twierdzenia 1.5 dla przypadku skalarnego wiemy, ze skoro ¢ = 0 jest lokalnym minimum, to
g"(0) > 0. Ze wzoréw na pochodng funkcji zlozonej mamy

9"(0) = h" D*f(xo) .
Z dowolnoéci wektora h wynika nieujemna okreélonoéé macierzy D? f(xo). O

Dowdéd twierdzenia 2.5. Zatézmy najpierw, ze D?f(xg) > 0. Okreélmy funkcje o : W — R
wzorem

X) = in D2 f(x)h.
a(x) = inf h'D%f(x)h

Funkcja ta jest ciagla na mocy cigglosci hesjanu f oraz ¢wiczenia 2.2. Istnieje zatem kula
B(xo,¢), taka ze a(x) > 0 dla x € B(xq, €).

Ustalmy dowolny x € B(xg, ). Na mocy wzoru Taylora, lemat 2.1, mamy
1 -
F() = Flx0) + D (xo)x — x0) + 3 (x = x0) D F () (x — o).

dla pewnego punktu X lezacego na odcinku taczacym xg i X, a zatem i nalezacego do kuli
B(xg, ). Pierwsza pochodna f znika w punkcie x¢, zas

_ T _
(= 3x0) D2(R)x = x0) = [ = 30l D2) X7 - o)
Mamy zatem

F6) = fx0) > 5l = xoll?a(x) >,

gdyz funkcja « jest dodatnia na kuli B(xg,¢). Wnioskujemy wiec, ze x¢ jest $cistym minimum
lokalnym.

Dowdd przypadku D? f(xg) < 0 jest analogiczny. O

2.4.1 Ekstrema globalne i okreslono$¢ drugiej ré6zniczki

Niech teraz f : W — R bedzie funkcja klasy C' na zbiorze wypuklym W € R", oraz klasy C?
na int W.



20/143 © J. Palczewski, Uniwersytet Warszawski, 2018.

Twierdzenie 2.6. Jesli xg € int W jest punktem krytycznym f, to:

I) D?f(x) >0 Vxeimw = Xo jest globalnym minimum,

II) D?f(x) <0 Vyemtw = Xo jest globalnym maksimum.

Jesli dodatkowo D?f(xq) > 0 w pierwszym stwierdzeniu (D?f(x¢) < 0 w drugim stwierdzeniu),
to xg jest Scistym globalnym minimum (maksimum,).

Dowdd. Jedli x € W, to z wypukloéci W caly odcinek taczacy xo z x (poza punktem x) lezy w
int W i1 mozemy zastosowa¢ wzér Taylora, lemat 2.1, ktéry daje

F) = o) + 5% — x0) " D F(3)(x — x0),

gdzie X jest pewnym punktem z odcinka taczacego xg z x. Nieréwnoéé D? f(%X) > 0 (odpowiednio,
D?f(x) < 0) oznacza, ze drugi czlon w powyzszym wzorze jest nieujemny (niedodatni), co
pociaga obie implikacje w twierdzeniu.

W przypadku, gdy w (I) mamy dodatkowo D?f(xq) > 0, odwotamy si¢ do uzywanej juz funkcji
g(t) = f(xo0 + t(x — x0)), t € [0,1]. Z wypuklosci W wynika, ze g jest dobrze okreSlona, tzn.
X0 + t(x — x0) € W dla t € [0,1]. Nasze zalozenia implikuja, ze ¢'(0) = 0, ¢”(0) > 0 oraz
g"(t) > 0. Mozemy skorzysta¢ z tw. 1.11, ktére stwierdza, ze g ma $cisle globalne minimum
w t = 0. Zatem g(1) > ¢(0), czyli f(x) > f(xg). Z dowolnosci x wynika, iz X jest $cistym
minimum globalnym.

Przypadek D?f(xg) < 0 w stwierdzeniu (II) dowodzimy analogicznie. O

2.5 Zadania

Cwiczenie 2.1. Wykaz, ze hesjan funkcji

0, $1:$2:0,

f($17$2) =\ z1z2(2?—23)
{z%ﬂ;% y W D.p,

nie jest symetryczny w punkcie (0, 0).

Cwiczenie 2.2. Niech W C R¥, A ¢ R™ zwarty oraz f : W x A — R ciggla. Udowodnij, ze
funkcja g : W — R zadana wzorem

g(x) = yirelg f(x,y)

jest ciagla.

Cwiczenie 2.3. Pochodna kierunkows funkeji f w punkcie % i kierunku d nazywamy granice

Paf(s) = tim L1~ 169

Udowodnij, ze max|q—; [|[Daf(X)| jest przyjmowane dla d = Df(x)/||D f(%)||.

Cwiczenie 2.4. Rozwazmy nastepujaca funkcje (czasami zwana funkcja Peano):

fay, @) = (a5 — 1) (25 — 211).
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1. Udowodnij, ze funkcja f ograniczona do kazdej prostej przechodzacej przez 0 ma w tym
punkcie minimum lokalne.

2. Wykaz, ze f jako funkcja wielu zmiennych nie ma ekstremum lokalnego w 0.

3. Znajdz wartosci wlasne macierzy drugiej pochodnej f. Co mozesz z nich wywnioskowaé?
Czy tlumacza one zachowanie funkcji f w 07

Cwiczenie 2.5. Rozwazmy funkcje kwadratowa wielu zmiennych:

1
f(x) = §XTAX +blx + ¢,

gdzie A jest macierzg kwadratowa, niekoniecznie symetryczna, b jest wektorem, za$ c¢ stalg.
Wyznacz gradient i hesjan (macierz drugiej pochodnej) funkcji f.

Wskazéwka. Zaloz najpierw, ze A jest symetryczna. Udowodnij pdiniej, Ze dla kazdej macierzy
kwadratowej A istnieje macierz symetryczna A, taka ze xT Ax = xT Ax dla kazdego x.

Cwiczenie 2.6. Zbadaj okre$lono$é¢ nastepujacych macierzy i poréwnaj wyniki z ich forma

zdiagonalizowana:
[_3 1] lg 1] F 2] 2 I
1 =2 1 -2 21 0 0 3
Cwiczenie 2.7. ZnajdZ ekstrema globalne funkcji
1 +1-3 1
f(x)—ix [1 9 x+[2,1]x 4+ 17.

Cwiczenie 2.8. Niech (Q, F,P) bedzie przestrzenig probabilistyczna, co miedzy innymi ozna-
cza, ze P(2) = 1. Dana jest zmienna losowa n € L?(Q, F,P), tzn. funkcja mierzalna 7 :  — R"
o tej wlasnoéci, ze E||n||? < co. Znajdz wektor x € R™, taki ze E||n — x||? jest najmniejsza.

Wskazowka. Zapisz E||ln — x| jako funkcje kwadratowg.

Cwiczenie 2.9. Niech f: R" — R i x € R™ Zal6zmy, ze f jest klasy C2 na otoczeniu X oraz
Df(x) = 0T. Udowodnij, ze jeéli macierz D?f(X) jest nieokreélona, to f nie ma ekstremum
lokalnego w x.

Cwiczenie 2.10. Udowodnij nieréwnosé¢ $rednich rozwigzujac zadanie optymalizacyjne:

rytz — max,
z+y+t+z=4c
x,y,t,z € [0, 00).

Cwiczenie 2.11. ZnajdZz minima lokalne funkcji

1 1
flz,y) = 1$4+§x3—2xy+y2+2:c—2y+1.



Rozdziat 3

Funkcje wypukte

3.1 Zbiory wypukle i twierdzenia o oddzielaniu

Przypomnijmy, za def. 2.2, definicje zbioru wypuktego: zbiér W C R" jest wypukly, jesli
X+ (1-NyeW

dla kazdych x,y € W i kazdego A\ € [0, 1]. Réwnowaznie mozna wypuklosé¢ zdefiniowaé¢ za
pomocag m-tek punktdw:

Lemat 3.1. Zbior W C R"” jest wypukly wtw, gdy dla dowolnego m > 2, punktow x1,...,Xmy €
W oraz liczb a1, ...,a;, > 0, takich ze a1 + ...+ ap, = 1 mamy

a1X1 + asxXg + ... + amXm € W.

Dowdd tego lematu pozostawiamy jako ¢wiczenie (patrz ¢w. 3.3). Udowodnimy natomiast geo-
metryczng wlasnosé zbioréw wypuktych, ktéra przyda nam sie wielokrotnie.

Lemat 3.2. Niech W C R"™ bedzie zbiorem wypukiym o niepustym wnetrzu. Wowczas:

I) Dla dowolnego x € W oraz xo € int W odcinek lgczacy xo z X, z pominieciem punktu X,
nalezy do wnetrza W :

Axg + (1 = A)x € int W, Vo< AL
II) W C cl(int W).

Dowdd. Wezmy punkty xg i x jak w zalozeniach lematu. Z otwartosci int W wynika, ze istnieje
kula B(xg,e) C int W. Polaczmy punkty tej kuli z punktem x. Dostaniemy ,stozek” o wierz-
chotku x i podstawie B(xq,e) (patrz rys. 3.1). Stozek ten lezy w calosci w W. Jego wnetrze
zawiera odcinek od xg do x bez konica x. Konczy to zatem dowdd (I). Dowdd (II) wynika
natychmiast z (I). O

Przypomnijmy twierdzenia o oddzielaniu zbioréw wypuktych w przestrzeniach R™ (dowody tych
twierdzefi mozna znalezé np. w rozdziale 2.4 monografii Bazaraa, Sherali, Shetty [3] lub w

rozdziale 11 monografii Rockafellara [11]).

22
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Rysunek 3.1: Stozek o wierzcholku x i podstawie B(X,¢).

Twierdzenie 3.1 (Twierdzenie o oddzielaniu). Niech U,V C R"™ bedg niepustymi zbiorami
wypuktymi, takimi ze UNV = (). Wéwczas istnieje hiperplaszczyzna rozdzielajgea U od V., tzn.
istnieje niezerowy wektor a € R™ spelniajgocy

al’x < aly, xelU yeV.

Korzystajac z ciagtoéci odwzorowania liniowego x — a’ x dostajemy bardzo przydatny wniosek,
ktéry rowniez bedziemy nazywaé twierdzeniem o oddzielaniu.

Whniosek 3.1. Niech U,V C R" bedg niepustymi zbiorami wypuklymi, takimi zZe int U # ()
i (int U)NV = 0. Wéwczas istnieje hiperplaszczyzna rozdzielajgea U od V| tzn. istnieje niezerowy
wektor a € R™ spetniajgcy

al’x < aly, xeU, yeV.

Twierdzenie 3.2 (Twierdzenie o ostrym oddzielaniu). Niech U,V C R"™ bedqg niepustymi zbio-
rami wypuklymi domknietymi, U zwarty i U NV = (. Wowczas istnieje hiperplaszczyzna $cisle
rozdzielajgca U od V', tzn. istnieje niezerowy wektor a € R™ spelniajgcy

supalx < inf aly.

xeU yev
Uwaga 3.1. Powyzsze twierdzenia maja intuicyjna geometryczna interpretacje. Dwa roztacz-
ne zbiory wypuklte moga byé¢ rozdzielone hiperplaszczyzna w ten sposéb, iz jeden z nich lezy
w domknietej pélprzestrzeni po jednej stronie hiperptaszczyzny, podczas gdy drugi lezy po prze-
ciwnej stronie tejze hiperptaszczyzny. W twierdzeniu o oddzielaniu nie mozemy zagwarantowac,
iz ktérys ze zbiorow lezy we wnetrzu pdlprzestrzeni, tzn. ma puste przeciecie z hiperptaszczyzna.
Wersja o ostrym oddzielaniu wtasnie to gwarantuje.

Hiperptaszczyzna, o ktérej mowa w twierdzeniach zadana jest wzorem:
{xeR":aTx =a},

gdzie o = supyc al x. Nie musi to byé¢ jedyna hiperplaszczyzna spetniajaca warunki rozdzie-
lania lub ostrego rozdzielenia.
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Twierdzenia o oddzielaniu bedziemy dowodzi¢ w przeciwnej kolejnosci niz sg podane. Okazuje sie
bowiem, ze tatwiej udowodnié¢ twierdzenie o ostrym oddzielaniu. Pézniej w dowodzie twierdzenia
o oddzielaniu skorzystamy z ostrego oddzielania zbioréw wypuktych.

Dowdd twierdzenia 3.2. Okreslmy funkcje d : U x V — R wzorem d(x,y) = ||x — y||. Z ogra-
niczonosci zbioru U wynika, ze d jest funkcja koercywna; zbieznos¢ do nieskonczonosci moze
sie tylko odbywaé po argumencie ze zbioru V. Na mocy tw. 1.2 funkcja d jako ciagta i ko-
ercywna okreslona na zbiorze domknietym U x V' osiagga swoje minimum w pewnym punkcie
(x0,¥0) € U x V. Z faktu, ze U NV = ) wynika, ze x¢ # yo. Polézmy a = yy — x¢. Pokazemy,
ze jest to szukany wektor z tezy twierdzenia.

Udowodnimy, ze a’y > alyq. Niech y € V, y # yo. Zdefiniujmy funkcje

2
g(t) = (d(xo,y0 + ty —y0))), tER.
Rozwijajac dostajemy

9(t) = llyo — xolI> + 2t(yo — x0)" (y — y0) + *(y — y0)" (¥ — yo)-

Funkcja ta jest rézniczkowalna dla ¢t € R i g(0) < g(¢) dla ¢ € [0,1] (na mocy wypuklosci V
i definicji yo). Zatem ¢'(0) > 0, czyli

(yo —%0)"(y — yo) > 0.

Nieréwno$é ta jest réwnowazna aly > a’lyy.

Podobnie pokazujemy, ze a’x < axq dla x € U. Do zakonhczenia dowodu wystarczy sprawdzié,

ze al'yg > alxg. Ta nieréwnosé jest réwnowazna ||a||? > 0, co zachodzi, gdyz xo # yo. O

Dowdéd twierdzenia 3.1. Rozwazmy zbior C =V —U ={y —x: x € U, y € V}. Zbior ten jest
wypukly i 0 ¢ C. Réwnowazne tezie twierdzenia jest znalezienie wektora niezerowego a € R”
oddzielajacego C' od {0}, tzn. takiego ze a’x > 0 dla x € C.
Zdefiniujmy zbiory

Ay ={acR": |a| =1, a’x > 0}.
Wystarczy pokazaé, ze (yeo Ax # 0. Bedziemy rozumowaé przez sprzecznosé. Zalézmy wiec,
ze Ngec Ax = 0. Niech Bx = S\ Ay, gdzie S jest sfera jednostkowa S = {a € R" : ||| = 1}.
Zbiory By, x € C, sg otwartymi podzbiorami zbioru zwartego S. Z zatozenia, ze przeciecie ich
dopelnien w S jest puste, wynika, ze rodzina {Bx}xec jest pokryciem otwartym S. Na mocy
zwartosci S istnieje podpokrycie skonczone By, ..., By,, czyli

Ag, N NAx, = 0.

Potézmy

~

k
C = conv{xy,..., X} = {Z)\ixi DA, A 20, Z)‘i =1}
i=1 i=1

Zbiér C jest wypukty i domkniety oraz CccC. Stad 0 ¢ C ina mocy twierdzenia o ostrym
oddzielaniu zastosowanego do C' i {0} istnieje wektor a € R™ \ {0}, taki ze
alx > 0, xeC.

T

W szczegdlnosei, alx; > 0,...,aTx; > 0, czyli ﬁ\ € Ax,, i =1,...,k, co przeczy zalozeniu, ze

przeciecie (., Ay, = 0. O
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3.2 Definicja funkcji wypuktej
Definicja 3.1. Funkcje f: W — R, gdzie W C R™ wypukly, nazwiemy:
o wypuklq, jesli dla kazdego x,y € W i A € (0, 1) zachodzi
FOX+ (1= Ny) S Af(x) + (1= ) f(y).
o Scisle wypukla, jesli dla kazdego x,y € W, x #y i A € (0,1) zachodzi
FOx+ (1 =Ny) <Af(x)+ (1 =N f(y)
Funkcja f jest (Scisle) wklesta, jesli (—f) jest (Scisle) wypukta.

Okazuje sie, ze wystarczy rozwaza¢ A = 1/2 w definicji wypuklosci. Zacytujemy najpierw silny
wynik noszacy nazwisko Sierpinskiego, a pdzniej tatwiejszy, ktéry dowiedziemy:

Twierdzenie 3.3. Jesli funkcja f: W — R, gdzie W C R™ wypukly, jest mierzalna w sensie
Lebesgue’a oraz spelnia

x+y\ _ f(x)+f(y)
(=) e
to jest wypukia.

Dowdd. Patrz dowdd tw. Sierpinskiego w [7, str. 12]. O

My udowodnimy stabszy wynik; zalozymy mianowicie ciagtos¢ f.

Twierdzenie 3.4. Jesl funkcja f: W — R, gdzie W C R™ wypukly, jest ciggla oraz spetnia

f(X;y> < f(X);rf(.Y)7

to jest wypukla.

Dowod. Pokazemy najpierw, przez indukcje po k, ze nieréwnos¢ wypuklosci zachodzi dla A
postaci p/2¥, p = 0,1,...,2F. Wlasnos¢ ta jest spetniona dla k = 1 z zalozenia twierdzenia.
Przeprowadzmy teraz krok indukcyjny. Zalézmy, ze nieréwnosc¢ jest prawdziwa dla k. Wezmy
p,q > 0 calkowite, o sumie p+q = 281, Zalézmy p < ¢. Wéwezas p < 2F < ¢ i mozemy napisaé:

p q 1/p_ q—2*
Z:2k+1x+2k+1y:2<gkx+ ok Y+y)'
Mamy zatem
1,,p qg—2F 1 1p l1qg—2F 1 . p q
f(z) < if(27X+27kY>+§f(Y) < §?f(x)+§ oF f(Y)+§f(Y) = okl f(X)‘i'QkH f(y)-

Pierwsza nieréwnos¢ wynika z zalozenia twierdzenia, zas druga — z zalozenia indukcyjnego.
Dowéd w przypadku p > ¢ jest symetryczny, ze zmieniona rolg x i y.

Zbiér punktéw postaci p/2F, k = 1,2,..., jest gesty w odcinku (0,1). Z ciaglosci funkcji f
otrzymujemy nieréwnos$é¢ wypuklosci dla dowolnego A € (0, 1). O
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Przyktad 3.1.
e Funkcja afiniczna f(x) = a’x 4 b jest wypukla i wklesta.
e Norma w R" jest funkcja wypukla. Wystarczy skorzystaé¢ z nieréwnoéci tréjkata.

e Odleglo$é punktu od zbioru definiujmy nastepujaco d(x, W) = infycw ||x —y||. Odlegloéé
punktu od zbioru wypuklego jest funkcja wypukta: f(x) = d(x, W) dla pewnego zbioru
wypuktego W C R™.

3.3 Wilasnosci funkcji wypuktych

W tym rozdziale zakladamy, iz funkcja f : W — R jest okre$lona na niepustym wypuklym
podzbiorze W C R".

Definicja 3.2. Epigrafem funkcji f : W — R nazywamy zbiér
epi(f) = {(x,2) e W xR : 2z > f(x)}.
Definicja 3.3. Zbiorem poziomicowym funkcji f : W — R nazywamy
Wo(f) ={xeW: f(x) <a}, aeR.

Twierdzenie 3.5 (Twierdzenie o epigrafie). Funkcja f jest wypukla wtedy i tylko wtedy, gdy
jej epigraf epi(f) jest wypuktym podzbiorem R™1,

Twierdzenie 3.6. Jesli funkcja f jest wypukla, to zbior poziomicowy W (f) jest wypukly dla
dowolnego «.

Dowdd powyzszych twierdzen pozostawiamy czytelnikowi.

Uwaga 3.2. Twierdzenie odwrotne do tw. 3.6 nie jest prawdziwe. Potézmy W = R" i wezmy
dowolny niepusty wypuktly zbiér A C R"™. Rozwazmy funkcje

0, xeA,
fe) = {1, x ¢ A.

Kazdy zbiér poziomicowy tej funkcji jest wypukly (W, (f) = A dla a < 11 W,(f) = R" dla
a > 1), za$ funkcja nie jest wypukta.

Okazuje sie, ze wypuklosé gwarantuje ciagto$¢ we wnetrzu int W. Rezultat ten nie moze by¢
rozszerzony na brzeg W.

Twierdzenie 3.7. Jesli funkcja f jest wypukla, to jest rowniez ciggla na int W.

Dowdd powyzszego twierdzenia wykracza poza ramy tego wykladu. Zainteresowany czytelnik
moze go znalez¢ w monografii [10] w rozdziale IV.41.

Twierdzenie 3.8 (Twierdzenie o hiperplaszczyznie podpierajacej). Jesli f jest wypukla, to w
kazdym punkcie x € int W istnieje hiperplaszczyzna podpierajgca, tzn. istnieje € € R™ takie Ze

fX) > fR)+(x-%), VxeW
Jesli f jest scisle wypukta, to
fx) > f(®)+ €T (x—x%),  VxeW\{x}.

Jesli f jest rozniczkowalna w X, to w obu powyzszych nieréwnodciach mozemy przyjeé & =
Df(x)T.
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Dowdd tw. 3.8. Na mocy twierdzenia 3.5, epigraf epi(f) jest zbiorem wypuklym. Zastosujemy
twierdzenie o oddzielaniu do zbioréw U = int epi(f) iV = {(X, f(X))}. Istnieje niezerowy wektor
a= (& a) € R" x R, takie ze

Tx +ay < €75+ af (%) (3.1)

dla (x,y) € epi(f). Nier6wnos¢ ta musi by¢ prawdziwa dla wszystkich y > f(x). Zatem a < 0.
Okazuje sie, ze a # 0. Dowiedziemy tego przez sprzecznosé: zatézmy a = 0. Wowczas dla
dowolnego x € W mamy &7 (x — %) < 0. Korzystajac z tego, ze X jest we wnetrzu W, wiemy, ze
X +¢e& € W dla dostatecznie matego € > 0. Polézmy x = X +c£. Wtedy 0 > ¢7(x —%) = e£7¢ =
el|€]|?, a zatem &€ = 0. Przeczy to niezerowoséci wektora (£, ). Wnioskujemy wiec, ze a < 0.
Mozemy zalozy¢, ze o = —1 w nieréwnosci (3.1) (wystarczy podzieli¢ obie strony przez |al).
Dla dowolnego x € W dostajemy zatem

'x - f(x) <€z - f(x),
co przepisujemy nastepujaco
F(x) > f(x) + € (x —x).
Konczy to dowdd pierwszej czedci twierdzenia.
Dowdéd drugiej czesdci twierdzenia. Przypusémy, ze f jest Scisle wypukta. Ustalmy x € int W. Na
mocy pierwszej czesci twierdzenia f(x) > f(x) + &7 (x — %) dla dowolnego x € W. Przypuéémy,

ze dla pewnego x € W, X # X, ta nieréwno$é nie jest §cista, tj. f(x) = f(X) + T (x — X). Ze
Scistej wypuklosci dostajemy

X + X 1 1 _ _ 1 T _
H(E57) < 3700+ 5/(®) = f(®) + 3¢ (x —x). (3.2)
Z drugiej strony, z istnienia plaszczyzny podpierajacej w X mamy

X —X

2

X+ x _ T X+ X — - T
> - %) =
I(557) 2 1@+ (P - %) = 0 +¢
Dostajemy sprzeczno$é z nieréwnoscia (3.2). Pokazuje to, ze dla funkcji $cisle wypuklej f musi
by¢ spetniona $cista nieréwnoéé f(x) > f(x) + &7 (x — %) jedli tylko x # %. Konczy to dowéd
drugiej czesci twierdzenia.

Zalézmy teraz, ze f jest rézniczkowalna w x. Dla dowolnego x € W, x # x i A € (0,1),
z wypuklo$ci mamy

1=/ +M(x) - f(x)

160 = f(%) = -
M=%+ = 18 653
_ fEHAX %) - f()
. |

Policzmy granice, gdy A\ dazy do zera:

7o) = f(%) > lim S+ Mx - ) =I®) _ prgyx - %),

gdzie istnienie granicy i ostatnia réwno$é¢ wynika z rézniczkowalnosci f w punkcie x. Jesli f
jest Scidle wypukla, to powtarzamy dowdd drugiej czesci twierdzenia korzystajac z ostatniej
nieréwnosci, czyli zastepujac 7 przez Df(x). Dostajemy wowczas f(x) — f(%X) > Df(X)(x —
X). O
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Prawdziwe jest twierdzenie odwrotne do twierdzenia 3.8 (patrz tw. 3.9).

Whniosek 3.2. Jesli f wypukla i rézniczkowalna w X, to w X € int W jest minimum globalne
wtw, gdy Df(x) = 0.

Dowdd. Implikacja w prawg strone wynika z tw. 1.4. Aby dowies¢ implikacji przeciwnej, zatézmy
Df(x) = 0 dla pewnego x = 0. Na mocy tw. 3.8 dla dowolnego x € W mamy

fx) > f(x) + DfX)(x - %) = f(x),

co dowodzi, ze w punkcie X jest minimum globalne. O

Ponizej wymieniamy pozostate wtasnosci funkcji wypuktych. Ich dowody pozostawione sg jako
¢wiczenia.

e Niech W C R”, wypukly, za$ I dowolny zbidr. Jesli funkcje f; : W — R, i € I, sa wypukle,
to f(x) = sup,cs fi(x) jest wypukta ze zbiorem wartosci R U {oo}.

e Niech W C R", wypuktly. Jesli funkcje f; : W — R, i =1,2,...,m, sa wypukte i a; > 0
dlai =1,2,...,m, to funkcja f = > /", a;fi jest wypukta. Jedli jedna z funkcji f; jest
Scisle wypukla, to f jest rowniez Scisle wypukia.

e Niech W C R", A C R™ wypukle zbiory. Jedli funkcja h : W x A — R jest wypukla
i ograniczona z dotu, to

f(x) = ingh(x,a), xeW,

ac

jest wypukta.

e Niech f : R™ — R wypukta. Jesli A : R™ — R" afiniczna, to zlozenie f o h jest funkcja
wypuktla.

e Niech W C R™ wypukty. Jesli f : W — R jest funkcja wypukla i g : R — R jest wypukla
i niemalejaca, to g o f jest funkcja wypukta. Jesli dodatkowo g jest rosnaca, zas f Scisle
wypukta, to g o f jest $cisle wypukta.

e Niech W C R" wypuktly. Jedli f: W — R jest funkcja (Scisle) wklesta i f > 0, to funkcja
1/f jest (Scisle) wypukla.

3.4 Charakteryzacje funkcji wypuktej
Twierdzenie 3.9. Niech W C R"™ wypukly o niepustym wnetrzu. Jesli w kazdym punkcie
x € int W istnieje wektor & € R™, taki Ze

X > f®)+ (x—%),  VxeW,
to funkcja f jest wypukta. Jesli nieréwno$é jest ostra dla x # X, to f jest Scisle wypukia.
Dowéd. Wezmy x € int W,y € Wil € (0,1). Oznaczmy x) = Ax+ (1—\)y. Chcemy wykazaé,

ze f(xx) < Af(x)+ (1 =) f(y). Na mocy Lematu 3.2 punkt x nalezy do wnetrza W. Stosujac
zalozenie do tego punktu dostajemy £ € R™, takie ze

F) > fa) + €5 (x = x0),

F) = Fxa) + €My —x0). (3.4)
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Stad

M)+ (L =Nf(y) > fxa) +ET A =x0) + (1= Ay —x)] = f(x0),
gdyz wielko$ci w nawiasie kwadratowym zeruja sie. Konczy to dowdd twierdzenia. Jesli nieréw-
nos¢ w zalozeniu jest ostra i x # y, to nieréwnosci (3.4) sa ostre i dostajemy warunek Scislej
wypuktosci. O

Twierdzenie 3.10. Niech W C R" niepusty, otwarty i wypukly, zas f : W — R dwukrotnie
rozniczkowalna. Wowczas:

I) f jest wypukla wtw, gdy hesjan D?f(x) jest niewjemnie okreslony dla kaidego x € W.
II) Jesli hesjan D?f(x) jest dodatnio okreslony dla kazdego x € W, to f jest scisle wypukia.

Analogiczna teza zachodzi w przypadku wklestosci.

Dowdéd. Zalézmy najpierw, ze hesjan jest nieujemnie okreslony dla kazdego x € W. Wéweczas,
na mocy wniosku 2.1, dla dowolnych x,x € W mamy

F0) = F®) + D) (x %) + 5 (x %) DAF(R)(x ~ %),

gdzie x jest punktem lezacym na odcinku laczacym X z x. Zalozenie o nieujemnej okreslonosci
hesjanu pociaga nieujemnosé ostatniego sktadnika powyzszej sumy. Stad

F(x) > £(5) + Df()(x — %), (35)
Poniewaz powyzsza nieréwnosé¢ zachodzi dla dowolnych X,x € W, to f jest wypukla na mocy
twierdzenia 3.9.

Jesli zalozymy, ze hesjan jest dodatnio okreslony dla kazdego punktu W, to nieréwnosé (3.5)
jest ostra i twierdzenie 3.9 implikuje Scistg wypuktosé f.

Przejdzmy teraz do dowodu implikacji przeciwnej. Zatézmy, ze funkcja f jest wypukla. Ustalmy
x € WiheR" h # 0.7 otwartoéci W wynika, ze istnieje § > 0, dla ktérej x +th € W,
t € (—6,0). Zdefiniujmy funkcje g(t) = f(x +th), t € (—4,0). Jest to funkcja jednej zmiennej,
dwukrotnie rézniczkowalna oraz wypukta. Stosujac twierdzenie 3.8 dostajemy

g9(t) > g(0) +4'(0)t,  te(=4,9).
Na mocy twierdzenie Taylora z reszta w postaci Peano, tw. 1.9, mamy
1
9(t) = 9(0) + g'(0)t + 59" (0" + o(t?),  t € (=5,0).
Powyzsza nieréwnos$é i wzér Taylora dajg nastepujace oszacowanie na druga pochodna

1
—g"(0)t? + o(t?) > 0.

2

Dzielimy obie strony przez t%:
1 " O(t2)
-g"(0 > 0.
59 (0)+—5

W granicy przy t dazacym do zera, drugi sktadnik zanika i pozostaje g”(0) > 0. Co ta nieréwnosé
znaczy w terminach funkcji f? Liczymy:

¢d(t)=Df(x+thh,  ¢"(t)=hTD?f(x+ th)h.
Stad ¢"(0) = hT D% f(%)h.

Powyzsze rozumowanie mozemy przeprowadzi¢ dla dowolnego h € R". WykazaliSmy wiec nie-
ujemna okreglonogé D2 f (). O
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3.5 Subrézniczka

Zajmiemy sie teraz uogoélnieniem pojecia pochodnej na nierdézniczkowalne funkcje wypukie.
Niech W C R" bedzie zbiorem wypuktym, zas f : W — R funkcja wypukia.

Definicja 3.4. Wektor £ € R™ nazywamy subgradientem funkcji f w punkcie xg € W, jesli
Fx) > flxo) + € (x—x0),  x€W.
Zbior wszystkich subgradientéw f w punkcie xg nazywamy subrdzniczkg i oznaczamy 0f(Xo).

Whniosek 3.3. Jesli W C R” jest zbiorem wypuklym o niepustym wnetrzu, to f: W — R jest
wypukia wtw, gdy w kazdym punkcie zbioru int W istnieje subgradient:

Of(x) # 10 V x € int W.

Dowod. Implikacja w prawag strone wynika z twierdzenia 3.8, zas implikacja w strone lewa —
z tw. 3.9. O

Lemat 3.3. Niech W C R" bedzie zbiorem wypuklym, zas f : W — R funkcjo wypuklg.
Wéwczas subrdzniczka Of(x) jest zbiorem wypuklym i domknietym. Jesli x jest wewnetrznym
punktem W, x € int W, to zbiér 0f(x) jest ograniczony wiec zwarty.

Dowdéd. Dowdd wypuklosci i domknietosci pozostawiamy jako é¢wiczenie (patrz éw. 3.24). Ustal-
my X € int W. Wéwczas istnieje € > 0, taki ze kula domknieta B(X,¢) jest zawarta w int W.
Dla dowolnego £ € 9f(x)

fX) > X))+ (x-%), xeW.
A zatem

sup  f(x) > f(X)+ sup & (x—x).
x€B(x,e) x€B(x,e)

Lewa strona jest niezalezna od £ oraz, z ciagltodci f na int W, skonczona. Supremum po prawej
stronie jest przyjmowane dla x = X + ££/||¢]| 1 wynosi €[/£]|. Dostajemy zatem

ellélf < sup f(x) = f(x),

xEB(X,e)
co dowodzi ograniczonosci zbioru 0f(x). O

Pokazemy teraz zwiazek subrézniczki z pochodnymi kierunkowymi funkcji. Zwiazek ten przyda
nam sie w dalszych dowodach.

Definicja 3.5. Pochodng kierunkowqg funkcji f w punkcie X w kierunku d nazywamy granice

s d) = lig L X T AD) — f(X)

7 wtasnosci pochodnych jednostronnych dla skalarnych funkcji wypuktych wynikaja nastepujace
wlasnosci pochodnych kierunkowych:

Lemat 3.4. Niech W C R" bedzie zbiorem wypuklym otwartym, zas f : W — R funkcjg
wypukte. Wowczas dla kazdego d e R™ i x € W
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I) istnieje pochodna kierunkowa f'(x;d).
1) f(x;d) = inf s LAY,
) f'(x;d) > —f'(x; —d).
Dowdéd. Zdefiniujmy funkcje skalarna g(t) = f(x+td) dla ¢, takich ze x+td € W. Z otwartosci

W wynika, ze g jest okreslona na pewnym otoczeniu zera (—d,0). Jest ona takze wypukla.
Woéwezas iloraz réznicowy jest monotoniczny, tzn. dla —§ < t1 < tg < 6 mamy

g(t1) —g(0) _ g(t2) —g(0)

< . .
0 0 (3.6)

Z monotonicznodci ilorazu réznicowego wynika, ze istnieja pochodne lewostronna ¢'(0—) i pra-
wostronna ¢'(0+4), ¢'(0—) < ¢’(0+) oraz

: - 9(t) — g(0)
0+) = inf ————.
g0+ =nf =
Wystarczy teraz zauwazyé, ze f'(x;d) = ¢'(0+), za$ f'(x; —d) = —¢'(0—).
Pozostal nam jeszcze dowdd monotonicznosci ilorazu réznicowego. Wezmy najpierw 0 < t1 <
to < § 1 zauwazmy, ze nier6wnosé (3.6) jest réwnowazna

g(t1) < Ag(t2) + (1 = A)g(0),

gdzie A = t1/ty € (0,1) oraz Mg + (1 — X\)0 = t;. Prawdziwo$¢ ostatniej nieréwnosci wynika
z wypuktosci funkcji g. Przypadek —d < t; < t2 < 0 dowodzimy analogicznie. Dla —§ < ¢ <
0 <ty < J nieréwnosé (3.6) jest réownowazna

ty

1 A
< ——g(t1) + —"—glts), A=—2,
9(0) 1+)\9(1)+1+/\9(2) %

ktora wynika z wypuktosci g, gdyz 1/(1 + \) € (0,1) oraz

1t—|—)\t—0
T YT TN

Pochodne kierunkowe pozwalaja na nowa charakteryzacje subrézniczki.

Lemat 3.5. Niech W C R" bedzie zbiorem wypuklym otwartym, zas f : W — R funkcjg
wypuklg. Prawdziwa jest nastepujaca réwnowaznosé: £ € 0f(x) wtw, gdy

fl(x;d) > ¢Td, VdeR"™

Dowdd. Ustalmy x € W i & € Jf(X). Wowczas dla A > 0 id € R" (oczywiscie takich, ze
X + Ad € W) mamy
f(E+A) > f(x)+2¢Td
Zatem - ~
fE+M) - (%)

> ¢7'd
)\ 5 )

co implikuje f/(x;d) > ¢7d.
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Wezmy teraz wektor € € R™ spelniajacy warunek f/(x;d) > ¢7d dla kazdego d € R". Na mocy
lematu 3.4(II) dla A > 0 mamy

FE+ ) — £(%)

/ _'d <
F/(x:d) :
A zatem
f(x+2d) > f(x) +£7(Aa).
7 dowolnosci A i d wynika, iz £ jest subgradientem. O

Ponizsze twierdzenie precyzuje zwiazek pomiedzy subrézniczka i pochodng kierunkowa funkcji.
Zwré¢ uwage na wykorzystanie twierdzenia o oddzielaniu w dowodzie. Metoda polegajaca na
sprytnym dobraniu roztacznych zbioréw wypuklych, ktére mozna rozdzieli¢ hiperpowierzchnia,
bedzie wielokrotnie wykorzystywana w dowodzeniu twierdzen dotyczacych funkcji wypuktych.

Twierdzenie 3.11. Niech f : W — R bedzie funkcjq wypukie zadang na wypukiym otwartym
zbiorze W C R™. Dla dowolnego x € W i d € R" zachodzi

"(%;d) = max £7d.
fxd) ,Seaf(,—()é

Ponadto, funkcja f jest rozniczkowalna w X wtw, gdy subréziniczka 0f(X) sklada sie z jednego
subgradientu. Tym subgradientem jest wowczas D f(x)T.

Dowdd. 7 lematu 3.5 wynika, ze f'(x;d) > £7d dla ¢ € 9f(x). Stad

e T
X;d) > max d.
f(x:d) > (ax €
Udowodnienie przeciwnej nierownosci wymaga skorzystania z twierdzenia o oddzielaniu. Zdefi-
niujmy dwa zbiory:

Cr={(x,2) e WxR: z> f(x)},
Co={(x,2) EWxXR: x=%x+Xd, z=f(X)+ \f(x;d), \>0}.

Zauwazmy, ze C r6zni sie od epigrafu f tylko brzegiem {(x,2) € W xR : z = f(x)}. Mozemy
zatem zastosowaé podobne rozumowanie jak w dowodzie tw. 3.5, aby wykazaé, ze C1 jest zbiorem
wypuklym. Zbiér Cs jest pélprosta o poczatku w punkcie (X, f(X)) i o kierunku (d, f'(x;d)),
wiec jest wypuktly. Mozna zauwazy¢, ze jest on wykresem liniowego przyblizenia funkcji f wokot

punktu X wzdluz odcinka {X +Ad: A >0} N W.
Na mocy lematu 3.4(IT) mamy f/(x;d) < w, czyli

fE+2d) > f(%) + Af'(x;d).

Whioskujemy stad, ze zbiory Cy i Cs sa roztaczne. Stosujemy twierdzenie o oddzielaniu, tw. 3.1:
istnieje niezerowy wektor (u,y) € R™ x R, taki ze

prx 4+ vz > pl (X + M) +y(f(%) + Mf(x;d)), (x,2) € C1, A€ 0,L), (3.7)

gdzie L = sup{A > 0: X+ \d € W}. Zauwazmy, ze vy nie moze by¢ ujemna, gdyz wtedy lewa
strona mogtaby by¢ dowolnie mata (z moze by¢ dowolnie duze). Nie moze takze byé¢ v = 0, gdyz
woéwcezas dla kazdego x € W musiatoby zachodzié p”(x — %) > Au’d. Jest to mozliwe tylko,
gdy p = 0 (korzystamy tutaj z faktu, ze (x — X) moze by¢ dowolnie male bo W jest otwarty).
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A to przeczy niezerowosci wektora (u,7y). Dowiedliémy zatem, ze v > 0. Bez straty ogdlnosci
mozna przyjaé, ze v = 1 dokonujac przeskalowania p w nieréwnosci (3.7), czyli

prx+z>pt (x4 20d) + f(X) +A(%d),  (x,2)€C1, Ae0,L).

Zbiegajac z z do f(x) otrzymujemy nieréwnosé, ktéra zachodzi dla wszystkich x € W oraz
A€ 0,L)

prx+ fx) > pl(@+Ad) + f(X) +Af(x;d), xeW, Ae0,L). (3.8)

Ktadac A = 0 dostajemy
pl(x = %)+ f(x) > f(%),
co po przeksztalceniu daje

f(x) > f(x) = p!(x = x).

A zatem —p € 0f(x). Biorac w nieréwnosci (3.8) A > 0 i x = X dostajemy
—u'(Ad) > A f'(x;d),

czyli
sup &7d > f/(x;d).
£e0f(x)

To konczy dowdd pierwszej czesci twierdzenia.
Dowdéd drugiej czesci twierdzenia wynika z nastepujacych obserwacji.

1. Funkcja f jest rézniczkowalna w punkcie X wtw, gdy f/(X;d) = a’d dla kazdego d € R”
i pewnego wektora o € R™.

Rownowaznosé ta wynika wprost z definicji pochodnej (patrz roz. 2). Jesli f jest rézniczkowalna
w X, jedynym wektorem spetniajacym f/(x;d) = a’d jest a = Df(x)”. Wynika stad, ze jesli
0f(X) jest zbiorem jednoelementowym to f jest rézniczkowalna w X.

2. Zalézmy teraz, ze f jest rézniczkowalna w X. Z definicji rézniczkowalnosci wynika, ze dla
dostatecznie malego A > 0 mamy (bez zmniejszania ogdlnosci mozemy zalozyé, ze ||d|| = 1)

fE+Ad) = f(x) + ADf(x)d + o(N).
7 drugiej strony korzystajac z definicji subgradientu mamy
fE+Ad) > f(x)+A¢'d,

gdzie & jest subgradientem f w X.

Odejmujac stronami dostajemy
AT = Df(x))d —o(N) < 0.

Dzielac te nieréwnosé przez A i przechodzac z A do zera dostajemy (¢7 — Df(%))d < 0. Biorac
teraz d = (¢ — Df(%))/[€7 — Df(%)| dostajemy réwnoéé €T = Df(x), czyli subrézniczka
0f(X) jest zbiorem jednoelementowym.

O]

Twierdzenie 3.11 wykorzystamy kilkukrotnie w dowodzie ponizszego twierdzenia, ktére bedzie
uzyteczne w znajdowaniu subrézniczek.
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Twierdzenie 3.12. Niech W C R" bedzie zbiorem wypuklym otwartym, za$ fi,fo : W — R
funkcjami wypukiymi.

I) Niech f = fi1 + fo. Wowczas 0f1(x) + dfa(x) = 0f(x), gdzie
0fi(x) +0f2(x) = {& + &+ & €0fi(x), & €dfa(x)}.

II) Niech f = max(fi, f2). Wowczas

df1(x), f1(x) > fa(x),
df(x) = conv (0f1(x) Udfa(x)), fi(x) = fa(x),
dfa(x), fi(x) < fa(x),

gdzie conv(0f1(x) U fa(x)) jest zbiorem kombinacji wypuklych elementéw zbioréw O f1(x)
i Ofa(x).

Dowdd. Zaczniemy od dowodu (I). Ustalmy x € W. Niech & € 9f1(X) i & € 0f2(x). Wowcezas
dla x € W zachodzi

bl
bl

f1(x)
fa(x)

),
).

\YARRVY

fi(%) + € (x —
fo(x) + &5 (

bl

X p—
Dodajac te nieréwnosci stronami otrzymujemy

fx) > f(%)+ (G + &) (x—x%),

czyli & + & € Jf(x). DowiedliSmy zawierania 0f1(X) + 0f2(X) C 9f(X). Przypusémy, ze in-
kluzja ta jest ostra, tzn. istnieje £ € Jf(X), taki ze & ¢ Jf1(X) + Jf2(X). Na mocy lematu 3.3
subrézniczki 0 f1(x) 1 df2(X) sa zwartymi zbiorami wypuklymi. A zatem ich suma algebraiczna
jest réwniez zbiorem zwartym i wypuklym (patrz éw. 3.25). Stosujemy twierdzenie o ostrym
oddzielaniu do zbioréw {&} oraz 0f;(X) 4+ 0f2(Xx). Dostajemy p € R™, takie ze

pla+ple<u’e,  Véedh(x), &edf(x).
Bierzemy maksimum po &1, &2 po lewej stronie i stosujemy twierdzenie 3.11:
FI& 1) + fo(x ) < € p < f1(%5 ).
7 drugiej strony, z wlasnosci pochodnych kierunkowych mamy
fi(sp) + f3(x 1) = f'(% ).

DoprowadziliSmy do sprzecznosci: £ o zadanych wtasnosciach nie moze istnie¢. Koniczy to dowod
(@).

Dowdd (II). Postaé¢ subrézniczki 0f na zbiorach {x € W : fi(x) > fa(x)}i{xe W: fi(x) <
fa(x)} jest oczywista. Jedynie przypadek {x € W : fi(x) = fo(x)} wymaga dokladnego
dowodu. Ustalmy x € W, dla ktérego fi(X) = f2(X). Oznaczmy A = conv (9f1(X) U df2(X)).
Dla i =1,2 oraz x € W mamy

fx) = f(x) > fi(x) = f(%) = fi(x) = fi(x) > & (x —%), V&€ Ifi(x).
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Stad dostajemy 9f1(X) Udf1(X) C 9f(X). Z wypuklosci subrézniczki (patrz lemat 3.3) wynika,
ze A C 0f(X). Zalézmy teraz, ze istnieje £ € 9 f(X)\ A. Zbiér A jest wypukly i zwarty. Stosujemy
twierdzenie o ostrym oddzielaniu do zbioréw A i {£}. Dostajemy p € R™ i stala b € R, takie ze

e <b<pule, VEeA.
W szczegélnosci p?'é; < b dla & € 0fi(%), i = 1,2, czyli, na mocy tw. 3.11,
max (f{(%; u), f5(%; 1)) <.
Podobnie, b < ¢T'p < f/(X; ). Podsumowujac:
max (f1(%; ), f3(%; 1)) < f'(%; o). (3.9)

Z drugiej strony, definicja pochodnej kierunkowej daje nam nastepujaca réwnos¢ (przypomnijmy,

ze f(%) = f1(X) = f2(X)):

HED ) (RGN SEM=IE)
A A A
Przechodzac z A do zera dostajemy
f'(x;d) = max (f{(x;d), f3(x:d)).
Biorac d = p dostajemy sprzecznosé z (3.9), a wiec nie moze istnieé¢ £ € 9f(X) \ A. O

Twierdzenie 3.13. Niech W C R"™ bedzie zbiorem wypuktym otwartym, f : W — R funkcjg
wypukla, za$ A bedzie macierzq n x m. Zdefiniujmy W = {x € R™ : Ax € W}. Wéwczas W
jest zbiorem wypuklym otwartym oraz funkcja F : W — R zadana wzorem F(x) = f(Ax) ma w
punkcie x € W subrdzniczke zadang wzorem

OF (x) = ATof(Ax).

Dowdd. Dowdd bedzie przebiegal podobnie jak dowdd poprzedniego twierdzenia. Ustalmy x €
W. Wezmy & € 0f(Ax). Wowczas

f(Ax) > f(Ax) + 7 (Ax — Ax) = f(A%) + (A7) (x — %),

czyli AT¢ € OF(X). Stad mamy zawieranie A7 9f(Ax) C OF(x). Réwnoéci tych dwéch zbioréw
dowiedziemy przez sprzeczno$é. Zatézmy, ze istnieje £ € OF (%) \ ATOf(A%). Zbiér ATOf(A%)
jest wypuktly i domkniety, jako liniowy obraz zbioru wypuktego i domknietego. Zastosujemy
twierdzenie o ostrym oddzielaniu, aby oddzieli¢ go od zbioru jednoelementowego {£}. Dostajemy
w € R™ oraz b € R, takie ze

pFATE <b< e, YV Eedf(aAx).

Biorac supremum po & € df(AX) po lewej stronie i stosujac tw. 3.11 otrzymujemy f/(AX; Ap) <
b. Prawa strone mozemy réwniez oszacowaé przez pochodnag kierunkowa: pu?'¢ < F'(x; u). Pod-
sumowujac:

J'(A%; Ap) < F'(x; ).
Jednak z wlasnosci pochodnych kierunkowych natychmiast wnioskujemy, ze F'(x;d) = f/(Ax; Ad)
dla dowolnego d € R™. Mamy zatem sprzecznosé. Dowodzi to, iz zbiér OF (%) \ ATOf(AX) jest
pusty. (]
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3.6 Zadania
Cwiczenie 3.1. Niech U. ,V C R" beda zbiorami wypuklymi. Wykaz, ze

1. UNYV jest zbiorem wypuklym.

2. U UV moze nie by¢ zbiorem wypuklym.
Cwiczenie 3.2. Czy zbior {(z1, 22, 3) € R? : 2§+23+aox3+123 < 1} jest zbiorem wypuktym?
Cwiczenie 3.3. Udowodnij lemat 3.1.

Cwiczenie 3.4. Niech
Wi ={(x1,22) : wo > e "}, Wy = {(x1,29) : o < —e "'}

Wykaz, ze zbiory Wi, Wy sa wypukle i rozlaczne. Znajdz prosta (hiperplaszczyzne) je dzielaca.
Czy istnieje hiperplaszczyzna dzielaca Scisle te zbiory (w sensie twierdzenia o ostrym oddziela-
niu)?

Cwiczenie 3.5. Niech Wi, W, C R™ beda zbiorami wypuklymi. Udowodnij, ze inf{||x — y]|| :
x € Wi, y € Wa} > 0 wtw, gdy istnieje hiperplaszczyzna $cisle (w sensie tw. o ostrym
oddzielaniu) oddzielajaca te zbiory.

Cwiczenie 3.6. Niech X C R" bedzie dowolnym zbiorem. Zdefiniujmy zbiér X jako zbidr
takich punktéw x € R”, dla ktérych istnieje liczba naturalna m € N, zalezna od punktu, wektor
AL, -5 Am] €0,1]™ o tej whasnosci, ze > 1% \; = 1, oraz xq,...,X, € X i

m
X = Z )\le
i=1

Udowodnij, ze

1. X jest zbiorem wypuklym.
2. X jest najmniejszym zbiorem wypuklym zawierajacym X.

3. W definicji zbioru X mozna zatozy¢, ze m < n + 1, gdzie n jest wymiarem przestrzeni
(Tw. Caratheodory’ego).

Zbiér X nazywa sie otoczka wypukla zbioru X i oznaczane jest conv(X).
Cwiczenie 3.7. Udowodnij twierdzenie 3.5.
Cwiczenie 3.8. Udowodnij twierdzenie 3.6.

Cwiczenie 3.9. Znajdz przyklad zbioru W C R” i funkcji wypuklej f : W — R, ktéra nie jest
ciagla na catym zbiorze W.

Wskazowka. Twierdzenie 3.7 pomoze w wyborze zbioru W.

Cwiczenie 3.10. Niech W C R” bedzie zbiorem wypuklym i otwartym, zas f : W — R funkcja
rozniczkowalna. Udowodnij nastepujaca rownowaznosé: f jest wypukla wtw, gdy

(Df(y) - Df(x))(y —x) >0, Vx,yeW.
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Cwiczenie 3.11. Udowodnij: Niech W C R”, wypukly, za$ I dowolny zbiér. Jesli funkcje
fi : W — R, i € I, sa wypukle, to f(x) = sup,cs fi(x) jest wypukla ze zbiorem wartosci
R U{o0}.

Cwiczenie 3.12. Udowodnij: Niech W c R”, wypukly. Jesli funkcje f; : W — R, i =
1,2,...,m,sawypukleia; >0dlai=1,2,...,m, to funkcja f = >/, a; f; jest wypukla. Jesli
jedna z funkcji f; jest $cidle wypuktla, to f jest réwniez Scisle wypukta.

Cwiczenie 3.13. Udowodnij: Niech W C R", wypukly, za§ A C R™ wypukly, zwarty. Jesli
funkcja h : W x A — R jest wypukla i ciagla, to

fx) = ingh(x, a), xeW,

ac

jest wypukta.

Wskazowka. Korzystajac ze zwartosci A i cigglosci h, dla kazdego x istnieje a(x) € A realizujocy
infimum. Dowodzimy teraz z definicji funkcji wypukiej.

Cwiczenie 3.14. Udowodnij uogélnienie twierdzenia z é¢wiczenia 3.13: opuécimy zwartosé A
i ciggloéé h. Niech W C R™, A C R™ wypukle zbiory. Jesli funkcja h : W x A — R jest wypukla
i ograniczona z dotu, to

f(x) = ingh(x, a), xeW,

ac

jest wypukta.

Cwiczenie 3.15. Skonstruuj przyklad, ktéry pokaze, ze zalozenie o ograniczonosci z dotu nie
moze by¢ pominiete w twierdzeniu z ¢w. 3.14.

Cwiczenie 3.16. Udowodnij, ze funkcja odleglosci od zbioru wypuklego jest funkcjg wypukla.
Podaj przyktad wskazujacy na konieczno$é¢ wypuktosci zbioru.

Cwiczenie 3.17. Udowodnij: Niech f : R — R wypukla. Jesli » : R™ — R™ afiniczna, to
ztozenie f o h jest funkcja wypukla.

Cwiczenie 3.18. Udowodnij: Niech W C R, wypukly. Jesli f: W — R jest funkcja wypuklg
ig:R — R jest wypukta i niemalejaca, to g o f jest funkcja wypukta. Kiedy g o f jest Scisle
wypukia?

Stworz analog powyzszego twierdzenia dla funkcji wklestych.

Cwiczenie 3.19. Udowodnij: Niech W C R™ wypukly. Jesli f : W — R jest funkcja (Scigle)
wklesta i f > 0, to funkcja 1/f jest (Scisle) wypukta.

Cwiczenie 3.20. Czy jesli f : R* - R i g:R — R wypukle, to go f : R” — R jest wypukla?
Cwiczenie 3.21. Udowodnij, ze funkcja f(z1,22) = %12 jest wypukta.

Cwiczenie 3.22. Niech W C R"™ i funkcja f : W — R klasy C?. Zalézmy ponadto, ze
D?f(x) > 0 dla kazdego x € W (tzn. Hesjan jest nieujemnie okreélony). Rozstrzygnij, kto-
ry z nastepujacych warunkéw jest wystarczajacy, by zdanie

Df(x)=0 = w X jest globalne minimum
byto prawdziwe:

o W=R",
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o W jest wypukly i otwarty,
o W jest wypukly,
o IV jest otwarty.

Cwiczenie 3.23. Znajdz przyklad zbioru X ¢ R” oraz funkeji f : X — R klasy C2, takiej ze

1. D?f(x) > 0 (tzn. hesjan jest nieujemnie okreslony) dla kazdego x € X,
2. istnieje punkt x € X, w ktorym jest minimum lokalne funkcji f, ale nie jest ono globalne.

Cwiczenie 3.24. Niech W C R” bedzie zbiorem wypuklym, za$ f : W — R funkcja wypukla.
Udowodnij, ze 0f(x) jest zbiorem wypuklym i domknietym.

Cwiczenie 3.25. Niech A, B C R™ bedg zbiorami wypuklymi zwartymi. Udowodnij, ze suma,
algebraiczna tych zbioréw
A+B={a+b: ac A be B}

jest zbiorem zwartym i wypuklym.

Cwiczenie 3.26. Niech W C R™ wypukly otwarty i f : W — R wypukla. Wykaz, ze £ € R”
jest subgradientem f w X € W wtw, gdy odwzorowanie x — &7x — f(x) osiaga swoje minimum
W X.

Cwiczenie 3.27. Znajdz subrézniczke funkcji R” 3 x — ||x].

Cwiczenie 3.28. Niech A bedzie macierza n x n symetryczna i nieujemnie okreslona. Udowod-
nij, ze f(x) = VxTAx, x € R", jest funkcja wypukla i znajdz jej subrézniczke.

Cwiczenie 3.29. Wykaz, ze dla skalarnej funkcji wypuklej f : (a,b) — R mamy
of (z) = [f'(x—), f'(z+)],
gdzie f'(x+) oznaczaja prawo- i lewo-stronne pochodne w punkcie z € (a,b).

Cwiczenie 3.30. Niech f : R” — R wypukla, x,y € R™ ustalone wektory. Zdefiniujmy g(t) =
fltx+ (1 —1t)y), t € R. Wykaz, ze g jest wypukla oraz

dg(t) = (x —y) of (tx + (1 - t)y).

Cwiczenie 3.31. Wykaz, ze funkcja f(x) = max(—2z + 5,322 — 1) jest wypukla na R i znajdz
jej subrézniczke.

Cwiczenie 3.32. Niech fyy(x) = infyew ||z — yl|, x € R", gdzie W C R" jest zbiorem wypu-
ktym. ZnajdZz subrézniczke w nastepujacych przypadkach:

o W = {x} dla pewnego x € R",
o W = conv({(0,0),(1,0)}) C R?, tzn. W jest odcinkiem,

e W = conv({(0,0),(1,0),(0,1),(1,1)}) C R? tzn. W jest kwadratem.



Rozdziat 4

Ekstrema funkcji wypukle;j
Z ograniczeniami

4.1 Problem minimalizacyjny

Niech W bedzie niepustym wypuklym podzbiorem R", zas f : W — R bedzie funkcja wypukla.
Rozwazmy problem minimalizacji funkcji f na zbiorze W:

f(x) — min,
{X W (4.1)

Przypomnijmy, ze punktami dopuszczalnymi nazywamy elementy zbioru W. Rozwigzaniem glo-
balnym nazywamy taki punkt x € W, ze f(x) < f(x) dla kazdego x € W. Rozwigzaniem lokal-
nym jest taki punkt x € W, ze istnieje £ > 0, dla ktérego f(X) < f(x), jesli x € W N B(x,¢).
Rozwiazanie jest Sciste, jesli f(x) < f(x) dla x € W N B(X,¢) i x # X. Innymi stowy, X jest
rozwigzaniem lokalnym, jesli X jest minimum funkcji f na pewnym otoczeniu X.

Twierdzenie 4.1. Niech W C R"™ wypukly, f: W — R wypukila. Jesli x € W bedzie rozwigza-
niem lokalnym (4.1), to:

I) x jest rozwigzaniem globalnym,
II) Zbior rozwigzan globalnych jest wypukly.
II1) Jedli f jest $cisle wypukla, to X jest Scistym rozwigzaniem lokalnym.
IV) Jesli x jest Scistym rozwigzaniem lokalnym, to X jest jedynym rozwigzaniem globalnym.
Zauwazmy, ze W powyzszym twierdzeniu nie zakladamy rézniczkowalnosci funkcji f.

Dowdd twierdzenia /.1. (I): Dowdd przez sprzecznosé. Przypus$émy, ze istnieje x* € W takie ze
f(x*) < f(x). Poniewaz X jest rozwiazaniem lokalnym, to f(X) < f(x) dla x € W N B(X,¢)
ie > 0. 7Z wypuktodci zbioru W wynika, iz odcinek taczacy X i x* znajduje sie w zbiorze W. Ma
on wiec niepuste przeciecie z kula B(X, €): dla pewnego A € (0,1) mamy Ax+(1-\)x* € B(Xx,¢).
7 wypuklosci f dostajemy

FOR+ (1= )x") <A(R) + (1= N f(x") < f(x),

co przeczy lokalnej optymalnosci X.

39
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(IT) Pozostawione jako éwiczenie.
(IIT) Wynika wprost z definicji $cistej wypuklosci.

(IV) Pozostawione jako ¢wiczenie. O

Dotychczas pokazalidémy, ze warunkiem koniecznym i dostatecznym minimum rézniczkowalnej
funkcji wypuklej na zbiorze wypuklym i otwartym jest zerowanie sie pochodnej/gradientu.
Uogolnimy teraz te wyniki na przypadek dowolnych zbioréw wypuktych.

Twierdzenie 4.2. Niech W C R"™ wypukly, f : W — R wypukla. Jesli f jest rozniczkowalna
w punkcie X € W, to mamy nastepujgcq réwnowaznosé: X jest rozwigzaniem (4.1) wtw, gdy
Df(x)(x —x) > 0 dla kazdego x € W.

Uwaga 4.1. W sformulowaniu powyzszego twierdzenia, jak i w wielu miejscach w dalszej cze-
$ci tych notatek, zastosowany jest nastepujacy skrét myslowy. Aby méwié o rézniczkowalnosci
funkcji f w punkcie x € W, musi by¢ ona okreslona w pewnym otoczeniu X, czyli w kuli B(x, ¢)
dla pewnego € > 0. Jedli X jest na brzegu W, to zaktada¢ bedziemy, ze f jest okreslona na
W U B(%,¢) mimo, ze jest to pominiete, dla prostoty notacji, w zalozeniach twierdzenia.

Uwaga 4.2. Jedli x € int W, to warunek powyzszy sprowadza si¢ do warunku zerowania sie
pochodnej Df(x) = 0.

Dowdd tw. 4.2. Niech Df(x)(x —x) > 0 dla kazdego x € W. Zalézmy, ze w punkcie X funkcja
f nie osiaga minimum. Istnieje wtedy punkt x' € W, w ktérym f(x') < f(X). Tworzymy
ciag xx = (1 — %))’( + %x’. 7 wypuklosci zbioru W wynika, ze x; € W. Rozwazmy pochodna
kierunkowa funkeji f w punkcie x w kierunku wektora (x’ — x)

V= ! BT f(i—i_l(x/_i))_f(i)_ . f(X)_f(i)

Fiex =) = Jim =y =l
(1= 1R + R = FR) e

< leIEO 1k = f(x')— f(x) <0.

7 zalozenia mamy

f(xx —%)=Df(x)(x —%) > 0.
Otrzymalismy wiec sprzeczno$é, co dowodzi, ze X jest minimum funkcji f w zbiorze W, czyli
rozwiazaniem (4.1).

Zalézmy teraz, ze X jest rozwiazaniem (4.1). Ustalmy x € W. Zauwazmy, ze wypuklosé W
implikuje X + A(x —X) = (1 = A)x + Ax € W dla A € [0, 1]. Z definicji pochodnej mamy

DI —x) i [EFAE %) )

= lim
A0, A<1 A

Poniewaz w punkcie X jest minimum, to f(X 4+ A(x — X)) > f(X). Stad Df(X)(x —%) > 0. [

Z dowodu powyzszego twierdzenia dostajemy uzyteczny wniosek.

Whniosek 4.1. Jesli x € W, gdzie W C R" jest wypukly, jest rozwigzaniem lokalnym (4.1) dla
funkeji f : W — R (niekoniecznie wypuklej) rézniczkowalnej w X, to Df(X)(x —X) > 0 dla
kaZdego x € W.
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Przyktad 4.1. Rozwazmy problem minimalizacyjny:

2
(xl - %) + (z2 — 5)? — min,
—x1+ 22 < 2,
2z + 3z < 11,

T1,T2 > Oa
Zbiér W zadany jest przez ograniczenia liniowe (patrz rysunek 4.1):

W = {(a:l,a:Q) eR?: r1,r9 20, —x1 + 22 < 2, 201 + 322 < 11}.

()

(o 2)

(3.9

(00)

Rysunek 4.1: Zbiér punktéw dopuszczalnych.

Latwo sprawdzié, ze jest on wypukly. Funkcja f(z1,z2) = (21 — %)2 + (z2 — 5)? jest &cisle
wypukla: jej hesjan wynosi

2 0

2 —

D7 f(z1,22) = [0 2] :

Na mocy tw. 4.1 minimum jest jednoznaczne. Policzmy gradient f:
Df(:Ul,l'Q) = (21‘1 — 3, 2{L‘2 — 10).

Gradient zeruje si¢ w punkcie (%, 5), ktéry jest poza zbiorem W. Minimum nalezy zatem szukaé
na brzegu W. Nie mamy jeszcze narzedzi utatwiajacych znalezienie tego punktu. Zgadujemy...
Sprawdzmy wierzcholek x = (1,3). Gradient w tym punkcie wynosi (—1,—4). Zauwazmy, ze
wektory x — X sa kombinacjami liniowymi dodatnimi wektoréw x; = (0,2) — (1,3) = (—1,—1)
iXg = (%,O) - (1,3) = (%, —3), tzn. x — X = a1x1 + agxy dla pewnych ay,as > 0. Wystarczy
zatem sprawdzié, ze Df(X)(x1) > 01 Df(X)x2 > 0:

DfE)(x1) = (~1,~4) (j) =5,

DFR)(x2) = (=1, —4) (9_/5> _ 16%.

Na mocy tw. 4.2 minimum jest rzeczywiscie w punkcie (1, 3).
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Rozszerzymy teraz twierdzenie 4.2 na klase funkcji wypuklych nierézniczkowalnych — skorzy-
stamy z wprowadzonego w poprzednim rozdziale pojecia subrézniczki.

Twierdzenie 4.3. Niech X C R"™ wypukly otwarty, f : X — R wypukla. Zaldimy, ze zbior
punktow dopuszczalnych W jest wypuklym podzbiorem X. Mamy nastepujgcg rownowazno$cé: X
jest rozwigzaniem (4.1) wtw, gdy istnieje & € Of(X), takie e &7 (x — %) > 0 dla kazdego x € W.

Whniosek 4.2. Jesli x € int W, to f ma wx € W minimum globalne wtw, gdy 0 € 0f(x). Teza
ta jest w szczegolno$ci prawdziwa, gdy W C R™ jest wypukly otwarty o f : X — R wypukia.

Dowdd twierdzenia J.3. Zacznijmy od latwiejszej implikacji. Zal6zmy, ze istnieje £ € Jf(x),
takie ze £7(x — %) > 0 dla kazdego x € W. Z faktu, ze & jest subgradientem wynika, ze

fE) > fx)+e(x-%), xeW.
Wystarczy teraz skorzystaé z zalozenia, zeby zauwazy¢, ze f(x) > f(x) dla x € W, czyli X jest
rozwiazaniem (4.1).

Zalézmy teraz, ze X € W jest rozwiazaniem (4.1). Zdefiniujmy dwa zbiory

Cr={(x,2) eR"xR: xeX, z> f(x) - f(X)},
Co={(x,2) eR"xR: xe€ W, 2<0}.

Oba zbiory sa wypukle, C'1 ma niepuste wnetrze (zbiér Co ma puste wnetrze, jesli W ma puste
wnetrze). Z faktu, ze punkt X jest rozwigzaniem (4.1) wynika, ze C1 N Cy = (). Stosujemy
twierdzenie o oddzielaniu: istnieje niezerowy wektor (u,v) € R™ x R i stala b € R, takie ze

pl'x 4 vz < b, VxeX, z> f(x)— f(x)

- (4.2)
W X+vz2=0b, VxeW, z<0.

Zanim przejdziemy do analitycznych rozwazan popatrzmy na geometryczny obraz (patrz Rys.
4.2). Zauwazmy, ze zbiory C i Cq ,stykaja’ sie w punkcie (X, 0). Hiperplaszczyzna oddzielajaca
te zbiory musi zatem przechodzié¢ przez ten punkt. Jest ona styczna do wykresu funkcji x —
f(x)—f(x) — pierwsza grupa wspétrzednych p wektora (u,y) do niej normalnego, z doktadnoscia
do dlugosci i zwrotu, wyznacza subgradient tego odwzorowania w punkcie X (a zatem takze
subgradient f). Z faktu, ze ta hiperptaszczyzna jest réwniez styczna do Cs dostajemy p? (x —
x) > 0.

Udowodnijmy to teraz analitycznie. Odejmijmy od obu stron nieréwnosci (4.2) p' x:

b, VxeX, z>f(x)—f(x) (4.3)
b

J2 X
pl(x — %)+ vz > b, VxeW, 2<0

gdzie b="b— MT)_( Zauwazmy najpierw, ze y nie moze by¢ wieksza od zera, bo wykorzystujac
dowolnoséé z < 0, dostajemy sprzecznosé z (4.4).

Kladac w (4.4) x = X 1 2 = 0, otrzymujemy b < 0. Biorgc z kolei x = X, nieréwnoéé (4.3)
upraszcza sie do vz < bdla z > 0. Stad b > 0. Podsumowujac:

B:

Korzystajac z faktu, ze b = 0 pokazemy niemozliwo$é spelnienia warunku v = 0. Z nieréwnosci
(4.3) (pamietajac o otwartosci X) dostalibySmy bowiem p = 0, co przeczyloby niezerowosci
wektora (u,7y). Wykazalidmy wiec, ze

v < 0.
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A

\ z = f(x)

“\

Co

(1,7)

w

X
Rysunek 4.2: Zbiory C; i Cs z dowodu twierdzenia 4.3.

Przechodzac w (4.3) z z do f(x) — f(X) mamy
pl(x = %) +7(f(x) - f(%)) <0.
Dzielac obie strony przez ~ i pamigtajac, ze v < 0 dostajemy

T
%(x—sc) + (%) — f(%) >0,

co dowodzi, ze —% € 0f(%). Ktadac z = 0 w (4.4) otrzymujemy p” (x — %) > 0. Dzielimy obie
strony przez —vy > 0:

co konczy dowdd. 0

4.2 Funkcje pseudowypukte

W tym podrozdziale wprowadzimy rodzine funkcji, dla ktérej spelniony jest warunek:
Df(x)=0 <= w X jest minimum globalne.

Okazuje sie, ze rodzina ta obejmuje nie tylko funkcje wypukte.

Definicja 4.1. Niech W C R" bedzie wypukty, otwarty i niepusty, za$ f : W — R. Funkcja f
jest pseudowypukla w zbiorze W, jesli f jest rézniczkowalna w W oraz

Vx,yeW: Df(x)(y —x) 20 = f(y) > f(x).
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Funkcja f jest $cisle pseudowypukia w zbiorze W, jesli

Vx,yeW: Dfx)(y —x) >0, x#y = f(y) > f(x).

Whprowadzimy takze funkcje pseudowypukle w punkcie. Funkcja f jest pseudowypukla w punkcie
x zbioru W, jesli f jest rézniczkowalna w X oraz

VyeW: Df(x)(y —%) 20 = f(y) > f(X).

Analogicznie definiuje sie funkcje $cisle pseudowypuklq w punkcie.

Pseudowypuktoéé¢ w punkcie jest wiec wlasnoscia funkcji f odniesiona do catego zbioru W
(podobnie jak wypuklo$é), ale definiowana jedynie w punktach rézniczkowalnosei funkcji f.

Jedli funkcja f jest (Scisle) pseudowypukla w kazdym punkcie x € W, to jest ona ($cisle)
pseudowypukta w zbiorze W,
Funkcja f jest (Scisle) pseudowklesta, jesli (—f) jest (Scisle) pseudowypukta.

Uwaga 4.3. Implikacja w definicji pseudowypuktoéci ma réwnowazna postaé:

VxyeW:  [f(y)<[f(x) = DfX)(y—-x)<0.

pseudowypukta pseudowypukia i pseudowklgsta

ani pseudowypukla, ani pseudowklesta pseudowklesta

Rysunek 4.3: Przyktady funkcji pseudowypuktych i pseudowklestych.

Na rysunku 4.3 znajduja si¢ przyktady jednowymiarowych funkcji pseudowypuktych i pseudo-
wklestych.
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Lemat 4.1. Niech f: W — R, gdzie W C R"™ wypukly, otwarty i niepusty. Jesli f jest (Scisle)
wypukia i rézniczkowalna w W, to f jest (Scisle) pseudowypukia.

Dowdd. Zatézmy, ze f wypukla. Na mocy tw. 3.8 dla dowolnych x,x € W mamy

fx) > fx) + Df(x)(x - x).

Jedli zatem Df(x)(x —X) > 0, to f(x) > f(X) i f jest pseudowypukla. W analogiczny sposéb
dowodzimy, ze Scista wypuktos¢ pociaga Scista pseudowypuktosé. O

Lemat 4.2. Niech f: W — R, gdzie W C R"™ wypukly, otwarty i niepusty. Jesli f jest funkcjq
pseudowypukle w x € W, to X jest minimum globalnym wtw, gdy D f(X) = 0.

Dowdd. Identyczny jak dowdd wniosku 3.2. O

Dowdd ponizszego lematu jest identyczny jak dowdd twierdzenia 4.2.

Lemat 4.3. Niech W C R"™ wypukly, f : W — R pseudowypukla. Mamy nastepujoce réwno-
waznos$é: X jest rozwigzaniem (4.1) wtw, gdy D f(X)(x —X) > 0 dla kazdego x € W.

4.3 Maksymalizacja funkcji wypuktej

Definicja 4.2. Punktem ekstremalnym zbioru wypuklego W C R"™ nazwiemy taki punkt x € W,
ktory nie jest punktem wewnetrznym zadnego odcinka zawartego w W, tj. jesli x = Axy + (1 —
A)x2 dla pewnych A € (0,1) i x1,x2 € W, to x; = X2 = X.

Definicja 4.3. Otoczkq wypuklg punktéw (x;);e; nazywamy zbiér punktéw bedacych kombi-
nacja wypukta skonczonej liczby spoéréd punktéw (x;).

Otoczke wypukla mozna réwnowaznie definiowaé¢ jako najmniejszy zbiér wypukly zawierajacy
punkty (Xi)ier.
Przedstawimy teraz prosta wersje twierdzenia Kreina-Milmana.

Twierdzenie 4.4. Niech U C R" bedzie zbiorem wypukiym i zwartym. Jest on wowczas otoczkg
wypuklg swoich punktow ekstremalnych.

Przed przejéciem do dowodu powyzszego twierdzenia wprowadzimy niezbedne pojecia. Przy-
pomnijmy, ze przestrzenia afiniczng nazywamy zbiér A, taki ze Zi-“:l Aix; € A dla dowolnych
(x;) € Ai(\) C R takich ze Y8 | \; = 1. Kazda podprzestrzei afiniczna R” moze zostaé
przesunicta tak, aby zawierala 0. Staje sie ona wowczas podprzestrzenia liniowa. Wymiarem
podprzestrzeni afinicznej nazywamy wymiar tej podprzestrzeni liniowe;j.

Definicja 4.4. Wymiarem zbioru wypukiego U C R" nazywamy wymiar otoczki afinicznej U,
tzn. podprzestrzeni afinicznej generowanej przez U:

k k
afo:{Z)\lxz X1,...,Xp €U, Z)\lzl}
i=1 =1

Zapiszmy tatwe wnioski z powyzszej definicji 1 rozwazan ja poprzedzajacych:

Whniosek 4.3.
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1. Zbior wypukly o wymiarze m < n mozemy traktowac jako podzbior przestrzeni R™.

2. Zbior wypukly w przestrzeni R™ ma niepuste wnetrze wtw, gdy jego wymiar wynosi n.

Dotychczas rozwazaliSmy hiperptaszczyzny podpierajace epigraf funkcji wypuktej. Teraz uogol-
nimy to pojecie na dowolny zbiér wypukty.

Lemat 4.4. Niech U C R" bedzie zbiorem wypuklym o niepustym wnetrzu. Przez punkt brzegowy
x € U przechodzi woéwczas hiperplaszczyzna, taka zZe zbior U leZy w jednej z wyznaczonych
przez niq polprzestrzeni. Hiperplaszczyzne te nazywamy hiperplaszczyzna podpierajaca zbior U
w punkcie X.

Dowdd. Na mocy twierdzenia o oddzielaniu zastosowanego do intU i V = {X} (zauwazmy, ze
(int U) NV = ) istnieje a € R", takie ze a’x < a’x dla kazdego x € U. Szukang hiperplasz-
czyzng jest

H={xecR": alx=a'x}.

Zbiér U zawarty jest w potprzestrzeni {x € R" : alx < ax}. O

Dowdd twierdzenia 4.4. Przeprowadzimy indukcje po wymiarze m zbioru zwartego i wypuktego
U. Przypadki m = 0 (U jest punktem) i m = 1 (U jest odcinkiem) sa trywialne. Czas na krok
indukcyjny. Zatézmy, ze kazdy zbiér wypukly i zwarty o wymiarze nie wiekszym od m jest
otoczka wypukla swoich punktéow ekstremalnych. Wezmy zbiér wypukty i zwarty U o wymiarze
m + 1. Zbiér ten traktujemy jako podzbiér R™t!. Ma on wéwczas niepuste wnetrze. Niech
xeU.

Przypadek (I): x lezy na brzegu U. Na mocy lematu 4.4 istnieje hiperplaszczyzna podpierajaca
H przechodzaca przez X. Zbior Ug = U N H jest wypukly, zwarty i o wymiarze co najwyzej m.
Na mocy zalozenia indukcyjnego punkt X jest kombinacja wypukta punktéw ekstremalnych Usk.
Pozostaje juz tylko wykazaé, ze punkty ekstremalne Ug sg punktami ekstremalnymi U. Wynika
to stad, ze zaden punkt x € Uiz nie moze by¢ przedstawiony jako kombinacja wypukla punktow,
z ktérych jeden lub oba nie nalezg do Uk.

Przypadek (II): x lezy we wnetrzu U. PrzeprowadZzmy przez x dowolna prosta. Przecina ona
brzeg U w dwéch punktach x;,x9. Z przypadku (I) wiemy, ze kazdy z punktéw x;, X2 moze
zostaé przedstawiony jako kombinacja wypukta skoniczonej liczby punktéw ekstremalnych U.
Punkt x moze by¢ zapisany jako kombinacja wypukla x1, x2, a wiec nalezy do otoczki wypuktej
punktow ekstremalnych U. O

Ponizej prezentujemy inny dowod twierdzenia 4.4 bazujacy czeSciowo na pomystach wykorzy-
stywanych w dowodzie ogdlnej wersji twierdzenia Kreina-Milmana. W przeciwienstwie do po-
wyzszego rozumowania, dowdd ten nie jest konstruktywny.

Alternatywny dowdd twierdzenia J.4. Jedli zbiér U zawarty jest w R! | to teza twierdzenia jest
trywialna. Zatézmy wiec, ze kazdy wypuktly zwarty podzbiér R™ jest otoczka wypukla swoich
punktéw ekstremalnych. Udowodnimy prawdziwo$é tego stwierdzenia dla U ¢ R™*!. Niech W
bedzie otoczka wypukta punktéw ekstremalnych U. Oczywiscie W C U. Przypusémy, ze istnieje
x € U\ W. Woéwczas mozemy znalezé kule o srodku w x i dostatecznie malym promieniu,
ktora nie przecina W. Na mocy twierdzenia o ostrym oddzielaniu, tw. 3.2, istnieje wektor
a e R™ taki ze alx < adlax € Wialx > a. Niech 8 = SUDPycrr a’x. Supremum to
jest po calym zbiorze U i jest skoficzone ze zwartoéci U. Hiperplaszczyzna P = {x € R™*! :
a’x = B} nie przecina W (bo a < a’x < f3), ale ma punkt wspdlny z U. Rzeczywiscie,
Py := PNU jest niepusty, gdyz ze zwartoéci U wynika, ze supremum definiujace 3 jest osiagane,
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czyli istnieje x € U, dla ktérego a’x = 3. Pokazemy, ze Py zawiera punkt ekstremalny U, co
bedzie sprzeczne z definicja zbioru W. Zbiér Py jest niepustym, zwartym zbiorem wypuklym
w przestrzeni afinicznej o wymiarze m. Zbiér Py mozemy traktowac jako podzbior R™ | czyli na
mocy zalozenia indukcyjnego jest on otoczka wypukla swoich punktéw ekstremalnych. Niech y
bedzie jednym z punktéw ekstremalnych Py i zalézmy, ze jest on kombinacjg wypukla y1,yo €
U,y=Ay1+(1—XNyzdla )€ (0,1). Wéwczas 3 = a’y = \aly; + (1 — N)a'ys. Z konstrukcji
B wynika, ze zaréwno a’y; jak i al'y, musza byé réwne 3, czyli y1,y2 € Py. Z faktu, ze y jest
punktem ekstremalnym Py wnioskujemy, ze y1 = y2 = ¥y, czyli ¥ jest punktem ekstremalnym
U. O

Twierdzenie 4.5. Niech f : W — R wypukla, ciggla, okreslona na wypuktym i zwartym zbiorze
W C R™. Wowczas punkt ekstremalny zbioru W jest jednym z rozwigzarn globalnych problemu

f(x) — max,
xeW.

Dowdéd. Funkcja ciagla osiaga swoje kresy na zbiorze zwartym. Powyzszy problem maksyma-
lizacyjny ma zatem rozwiazanie X € W. Na mocy tw. 4.4 punkt X jest kombinacja wypukla
skoniczonej liczby punktéw ekstremalnych, xi, ..., X, zbioru W, tzn.

X = a1X1 + a9X2 + ... + amXm
dla liczb aq, ..., an > 0 takich ze a1 + ...+ ay, = 1. Z wypuklosci f dostajemy
f(®) <arf(xa) +... + amf(xm).
Z faktu, ze X jest maksimum f na zbiorze W wynika, ze f(x1) = ... = f(xm) = f(X). O
Przyktad 4.2. Rozwazmy nastepujace zadanie optymalizacyjne:

$1+$%—>max,
af + a3 < 1,
x1 + 29 2> 0.

Rysunek 4.4: Zbiér punktéw dopuszezalnych. Punkty ekstremalne zaznaczone pogrubiona linia.
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Funkcja celu jest wypukla, wiec na mocy twierdzenia 4.5 punkt ekstremalny jest rozwiazaniem.
Zbiér punktéow dopuszczalnych jest kolem przecietym z poélprzestrzenia, czyli zbiorem wypu-
ktym. Zbiér punktow ekstremalnych zaznaczony jest pogrubiong linia na rysunku 4.4. Jest to
fragment okregu. Zmaksymalizujmy wiec funkcje celu na catym okregu i zobaczmy, czy rozwia-
zanie nalezy do tego fragmentu okregu. Podstawiajac 23 = 1 — 27 do funkcji celu dostajemy

z1+1— 22 — max.
Rozwiazaniem tego problemu jest z1 = 1/2. Stad o = £+/3/2. Para (1/2,1/3/2) nalezy do

pétokregu punktéw ekstremalnych, wiec jest rozwigzaniem, lecz niekoniecznie jedynym. Para
(1/2,—+/3/2) nie nalezy nawet do zbioru punktéw dopuszczalnych.

Twierdzenie 4.5 jest szczegdlnie uzyteczne przy maksymalizacji funkcji wypuklej na zbiorach
wieloSciennych:

Definicja 4.5. Zbiér W C R™ nazwiemy zbiorem wielo$ciennym, jesli jest przecigciem skonczo-
nej rodziny péiprzestrzeni, tzn.

W=I{xeR":p/x<a;i=1,...,m},

gdzie p; € R", p; #01 a; € R.

]

/b‘ ———————— ‘7'
‘/

Rysunek 4.5: Zbiory wielo$cienne. Ciemnymi kropami zaznaczone sga punkty ekstremalne.

Latwo mozna zauwazy¢, ze punktami ekstremalnymi ograniczonych zbioréw wielo$ciennych sa
swierzcholki” (patrz rys. 4.5).

Lemat 4.5. Zbior wielosScienny jest domkniety © wypukly.

Dowdéd. Zbiér wieloScienny jest domkniety i wypukty jako przeciecie rodziny zbioréw domknie-
tych i wypuktych. O
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Przyktad 4.3. Rozwazmy problem optymalizacyjny

72 + 23 — max,
T + 39 < 12,
9r1 + x2 < 18,
3x1 + 2x9 > 8.

(t,-2)

Rysunek 4.6: Zbiér punktéw dopuszczalnych. Punkty ekstremalne zaznaczone duzymi kropkami.

Funkcja celu jest wypukla, zas zbiér punktéw dopuszczalnych jest wieloscienny. Jego punkty
ekstremalne to (0,4)7, (3,3)7 i (4, —2)7, patrz rysunek 4.6. Wartoéé funkcji celu w tych punk-
tach wynosi odpowiednio: 16, 18 i 20. Rozwiazaniem jest zatem punkt (4, —2)T. Mozna tatwo
dowieéé, ze jest to jedyne rozwigzanie tego problemu.

4.4 Zadania

Cwiczenie 4.1. Udowodnij, ze zbiér rozwigzan globalnych zagadnienia (4.1) jest wypukly dla
wypuktego zbioru W C R" i wypuktej funkcji f: W — R.

Cwiczenie 4.2. Rozwazmy zagadnienie (4.1) dla wypuklego zbioru W C R™ i wypuklej funkeji
f: W — R. Wykaz, ze $ciste rozwigzanie lokalne jest jedynym rozwigzaniem globalnym.

Cwiczenie 4.3. Udowodnij: Niech W C R" wypukly oraz g,h : W — R rézmiczkowalne. Jesli
zachodzi jeden z ponizszych warunkow:

e g jest wypukta, g > 0, oraz h jest wklesta, h > 0,

e ¢ jest wypukta, g <0, oraz h jest wypukta, h > 0,

to f = g/h jest pseudowypukta. Podaj przyklad, ze f nie jest wypukla.
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Cwiczenie 4.4. Udowodnij: Niech W C R" wypukly oraz g,h : W — R rézniczkowalne. Jesli
g jest wypukta i g < 0 oraz h jest wklesta, h > 0, to f = gh jest pseudowypukla.

Cwiczenie 4.5. Udowodnij, ze zbiér miniméw funkeji pseudowypuklej f : W — R, gdzie
W C R™ wypukty, jest zbiorem wypuklym.

Cwiczenie 4.6. Odpowiedz na nastepujace pytania:

1. Czy suma funkcji pseudowypuktych jest pseudowypukta?

2. Czy jesli funkcje g1, g2 sa pseudowypukle w punkcie x oraz Dg;(x) = Dga(x) = 07, to
funkcja g1 + g2 jest pseudowypukta w x?

3. Czy suma funkcji pseudowypuktej i wypuklej jest pseudowypukia?

Odpowiedzi uzasadnij kontrprzyktadami lub dowodami.

Cwiczenie 4.7. Korzystajac z tw. 4.2 rozwigz zadanie

2z + 3y — min,
22+ 2y? < 1.

Cwiczenie 4.8. Znalez¢ rozwiazania zadania

log(z1 +4) + 22 — max,
xI9 } 2‘.@1‘,
xT9 < 4.

Wskazowka. Skorzystaj z tw. 4.2.

Cwiczenie 4.9. Rozwiaz zadanie

el@1—3)% 420

log(za) min,
To > 1,
X1 € [1, 100].

Cwiczenie 4.10. Udowodnij, ze X € W jest punktem ekstremalnym zbioru wypuklego W c R™
wtw, gdy W \ X jest zbiorem wypuklym.

Cwiczenie 4.11. Wykaz, ze jesli w punkcie brzegowym X zbioru wypuklego U istnieje hiper-
plaszczyzna podpierajaca H, taka ze H N U = {x}, to punkt X jest punktem ekstremalnym
U.

Cwiczenie 4.12. Zbadaj zwiazek pomiedzy subrézniczka funkeji wypuklej w punkcie X a hi-
perplaszczyznami podpierajacymi epigraf tej funkcji w tym punkcie.

Cwiczenie 4.13. Znalezé rozwiazanie zadania
1
log (m) + 22 — max,

x> 2|z,
X9 < 4.
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Cwiczenie 4.14. Rozwiaz problem programowania nieliniowego z ograniczeniami:

logy (71 + 12) — 2|29 — 221| — 23 + 229 — min,
131}0, .’E2>0, l’l+$2>1,
|21 — 22| + |11| < 4.

Cwiczenie 4.15. ([3, Zadania 3.28, 3.29]) Zdefiniujmy f : [0,00)" — R nastepujaco:

f(x) = min {c’y +xT(Ay —b): y € W},
gdzie W jest zbiorem wielociennym, b, c € R", A € R™*",
1. Wykaz, ze f jest wklesta.

2. Scharakteryzuj subrézniczke f.

3. Znajdz subrézniczke w punktach x > 0 dla

() e )

Cwiczenie 4.16. Korzystajac z tw. 4.3 rozwiaz nastepujacy problem optymalizacyjny:

2% — 62 + y? + 2y — min,
z4+2y—10=0,
25 — 22 —y? > 0.



Rozdziat 5

Warunek konieczny 1 rzedu

5.1 Stozek kierunkéw stycznych
Rozwazmy problem optymalizacyjny

{f(x) — min, (5.1)

xeW,

gdzie W C R™ i f: W — R. Niech X bedzie rozwiazaniem lokalnym. Bedziemy chcieli powiazac
geometrie lokalng zbioru W w punkcie X z zachowaniem funkcji f, czyli kierunkami spadku
jej wartosci. Przez lokalna geometrie W rozumiemy zbiér kierunkéw, w ktoérych mozemy sie
poruszy¢ z punktu X nie opuszczajac W.

Definicja 5.1. Stozkiem kierunkéw stycznych T(x) do W w punkcie X € cl W nazywamy zbiér
wektoréw d € R" takich ze
d = lim )\k(xk - )2)
k—o0
dla pewnych A\ > 0, x; € W i x;, — X.

Powyzsza definicja méwi, iz kierunek d nalezy do stozka kierunkéw stycznych T'(x), jesli jest
on granicg kierunkéw wyznaczonych przez ciag punktéw dopuszczalnych (xj) zmierzajacych to
X. Zapisa¢ mozemy to formalnie w nastepujacy sposéb:

X — X
T(x) ={deR": d=)lim ~*—

——— dla pewnych A > 0, (xx) C W oraz x; — X, X}, # 5(}.
k—o0 ka — XH

(5.2)
Dowdd tej tozsamosci oraz ponizszego lematu pozostawiamy jako ¢wiczenie.

Lemat 5.1.

1. Zbior T'(X) jest stozkiem, tzn. Ad € T'(X) dla dowolnychd € T'(x) i A > 0. W szczegolnosci,
0 € T(x).

2. Jesli x jest punktem wewnetrznym zbioru W, to T(x) = R™.

3. Stozek T(x) jest domkniety.

Przyktad 5.1. Na rysunku 5.1 znajduja sie trzy przyktady zbioréw i stozkéw do nich stycznych
w punkcie X. Stozki te sg przesuniete o wektor X, by pokazaé ich zaleznos¢ od ksztaltu zbioru.
W przykladzie (a) i (¢) zakladamy, ze brzeg zbioru W jest gtadki, wiec stozki te sa pOlprzestrze-
niami ograniczonymi przez styczna w x. W przykladzie (b) zbiér W to wnetrze narysowanego
stozka (bez brzegu). Wowczas stozek kierunkéw stycznych jest domknigciem zbioru W.

52
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(@) (®) @)
Rysunek 5.1: Stozki styczne zaczepione w punkcie stycznosci.

Jak juz wspomnieliSmy, stozek kierunkéw stycznych jest $cisle zwiazany z rozwiazaniem zagad-
nienia (5.1). Jesli w punkcie x € W funkcja f ma minimum lokalne na W, to wéwczas kierunki
spadku wartosci funkcji f nie moga nalezeé¢ do zbioru kierunkéw stycznych w punkcie x. Gdy-
by tak nie bylo, to poruszajac sie w kierunku spadku funkcji f zmniejszalibySmy jej warto$é
jednoczeénie pozostajac w zbiorze W. Intuicje te formalizujemy ponizej.

Definicja 5.2. Niech f : X — R bedzie rézniczkowalna w X € X. Zbiorem kierunkéw spadku
funkcji f w punkcie X nazywamy

D(x)={deR": Df(x)d < 0}.
Twierdzenie 5.1. Niech X bedzie rozwigzaniem lokalnym problemu (5.1). Jesli f jest réznicz-

kowalna w X, to
DEE)NT(x) =0.

Dowdd. Wezmy d € T'(x). Woéwezas d = limy_, o A (X —X) dla pewnego ciagu punktéw (xx) C
W zbieznego do x oraz ciagu liczb (M) C (0,00). Z definicji rézniczkowalnosci f w X mamy

fxn) = f(X) + D) (xx — %) + of[lxr — x]).

Z faktu, ze x jest rozwiazaniem lokalnym f(xj) > f(x) dla dostatecznie duzych k. W polaczeniu
z powyzszym wzorem daje to nastepujace oszacowanie:

0 < f(xk) = f(x) = Df(R)(xx — %) + o([|lxx — x[)).
Mnozac obie strony powyzszej nieréwnosci przez A\; dostajemy
0 < Df(%) (A (xx — X)) + Aro(([xx — X[|).

Zrobimy teraz sztuczke, aby rozwiazaé problem z o(||xj; — X||) i przejdziemy z k to nieskonczo-
nosci:
. . ok — X))
0 < Df(x)(Ae(x — X)) + g%k — x”m
—d -l T

Udowodnilismy zatem, ze D f(x)d > 0, czyli d ¢ D(x). Konczy to dowdd twierdzenia. O
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Przyktad 5.2. Rozwazmy nastepujacy problem optymalizacyjny:

{x% + 22 — min,

1 +x2 2 1.

|
—~—

Oznaczmy f(wy, @) = 2§ + 23 1 W = {x € R* : 21 + 2 > 1}. Zbadamy zbiory T'(X) i D(X)
w nastepujacych punktach: [1,1]7,[1,0]7, [3, 1]T.

e x = [1,1]7. Punkt ten lezy wewnatrz zbioru W, czyli T(X) = R2. Zbiér kierunkéw spadku
funkcji f dany jest nastepujaco:

D(x)={deR?: Df(x)d<0}={deR?: [2,2]ld <0} ={deR?*: d; +dy < 0}.

W oczywisty sposob czes¢ wspoélna powyzszych zbioréw nie jest pusta, czyli w punkcie
[1,1]" nie ma minimum.

e x = [1,0]7. Punkt ten lezy na brzegu zbioru W. Latwo mozna zauwazy¢, ze
T(x)={deR?:d;+dy >0}, D) ={deR*:d; <0}.

Zbiory te maja niepuste przecigcie (patrz podwdjna kratka na rys. 5.2), wigc w punkcie

Rysunek 5.2: Stozek kierunkéw stycznych i stozek kierunkéw spadku w punkcie x = [1,0]7.
[1,0]7 nie ma minimum.
e x =[5, 1]7. Zauwazmy, ze
T(x)={deR?:di+dy >0}, D) ={deR?: [1,1]d <0} ={d € R?: dy+ds < 0}.
Zbiory te majg zatem puste przeciecie, wiec w punkcie [%, %}T moze by¢é minimum.
Bezposrednie wykorzystanie twierdzenia 5.1 do szukania kandydatéw na rozwigzania zadan

z ograniczeniami nie wyglada zachecajaco. Dlatego postaramy sie opisaé¢ prosciej zbior T(X)
oraz warunek T'(x) N D(x) = 0.
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5.2 Ograniczenia nieréwnosciowe
Zajmiemy sie problemem optymalizacyjnym w nastepujacej formie:

7(x) — min,
9i(x) <0, i=1,...,m, (5.3)
x € X,

gdzie X C R" jest zbiorem otwartym i f,g1,...,9m : X — R. A zatem
W={xeX:g(x)<0,...,gm(x) <0}. (5.4)

Funkcje g; nazywane sa ograniczeniami nierownosciowymsi, za$ caly problem (5.3) zadaniem
optymalizacyjnym z ograniczeniami nieréwnosciowymi.

Ustalmy x € W i zatézmy, ze funkcje g; sa ciggte. Woéwcezas ruch wokot x ograniczaja lokalnie
tylko te warunki, dla ktérych g;(x) = 0. W przypadku pozostalych, z ciagloéci ¢g; wynika, iz
istnieje pewne otoczenie X, na ktérym mamy g; < 0. Okazuje sie, ze ta obserwacja bedzie petnié¢
wazng role w procesie optymalizacji z ograniczeniami nieréwnos$ciowymi.

Definicja 5.3. Zbiorem ograniczen aktywnych w punkcie X € W nazywamy zbior
I(x)={ie{l,2,...,m}: ¢(x)=0}.

Gléwnym wynikiem tego rozdziatu bedzie powiazanie wlasnosci ograniczen aktywnych w danym
punkcie x € W z lokalna geometria tego zbioru wokét Xx. W tym celu wprowadZzmy nastepujaca
definicje.

Definicja 5.4. Niech x € W i g; r6zniczkowalne w x dla ograniczen aktywnych i € I(x).
Stozkiem kierunkow stycznych dla ograniczen zlinearyzowanych nazywamy zbidr

Tin(x) ={d e R": Vie I(x) Dg(x)d <0}.

Stozek kierunkéw stycznych dla ograniczen zlinearyzowanych jest zbiorem wieloSciennym, a za-
tem wypuklym i domknietym.

Lemat 5.2. Jesli x € W, to
T()_() C len(i)

Dowdd. Dowdd przebiega bardzo podobnie do dowodu twierdzenia 5.1. Wezmy d € T'(x). Wéw-
czas d = limy_, o Ap(x — X) dla pewnego ciagu punktéw (xx) C W zbieznego do x oraz ciagu
liczb dodatnich (Ag). Ustalmy i € I(X). Z definicji rézniczkowalnosci g; w X mamy

9i(xx) = gi(x) + Dgi(x) (xx — %) + o([|xx — X[]).

Ograniczenie i-te jest aktywne w X. Zatem g;(X) = 0. Oczywiscie, g;(xx) < 0, poniewaz x € W.
W potaczeniu w powyzszym wzorem daje to nastepujace oszacowanie:

0> gi(xk) — gi(X) = Dgi(X)(xk — %) + o([|x, — X]]).
Mnozac obie strony powyzszej nieréwnoéci przez Ay dostajemy

0> Dgi()_() ()\k(xk — }_C)) + )\kO(”Xk — )_(H)
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Zrobimy teraz sztuczke, aby rozwiazaé problem o(||x; —X]||) i przejdziemy z k to nieskonczonosci:

o(llxx —x|)

0> Dgi(}_() ()\k(xk — }_()) + )\kHXk — }_(H ka — )_(H

—d —[d]

—0

Udowodnilisémy zatem, ze Dg;(x)d < 0. Analogicznie wynik otrzymujemy dla kazdego ograni-
czenia aktywnego i € I(X). A zatem d € Ty, (X). O

(0,1)

[
(0.5,0.5)

(1,0)

Rysunek 5.3: Zbiér punktéw dopuszczalnych (zaznaczony na szaro) z przyktadu 5.3.

Przyklad 5.3. Rozwazmy zbior W = {x € R? : z} + 23 < 1, zo > 0}, patrz rysunek 5.3.
Zapiszmy go w kanonicznej formie (5.4):

X=R* gi(zi,02) =af+a3 -1, go(w1,22) = —2.
Zbadajmy trzy punktu tego zbioru (%, %), (0,1)1 (1,0).
o« x=(5,3): (%) =01 T(x) = Tyin = R*.
e x=(0,1): I(x) = {1}, T(x) = {d € R?: dy <0},

Tiin(X) = {d € R*: Dg;(0,1)d < 0} = {d € R*: [0,2]d < 0} = T(X).

e x=(1,0): I(X) ={1,2}, T(X) ={d € R? : d; <0, d2 >0},

Tiin(X) = {d € R?: Dg;(1,0)d <0, Dgy(1,0)d < 0}
={deR?: [2,0/d <0, [0,-1]d <0} = T(X).

Przyktad 5.4. Rozwazmy ten sam zbiéor W co w powyzszym przykladzie, lecz zapiszmy go
nieco inaczej:

W={xeR?: 22 +23<1, 23 >0}.
Zmianie uleglo drugie ograniczenie: z 2 > 0 na x3 > 0. Nowy opis zbioru W odpowiada
ograniczeniom g (71, x2) = 23+13, go(1, ¥2) = —x3. Rozwazmy zbiory T'(X) i Tj;n(X) w punkcie
x = (1,0). Stozek kierunkéw stycznych jest identyczny, gdyz zbidér sie nie zmienik:

T(x)={deR?: d; <0, dy >0}
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Natomiast stozek kierunkéw stycznych dla ograniczen zlinearyzowanych jest nastepujacy:

Tyin(x) = {d € R*: Dgi(1,0)d <0, Dgs(1,0)d <0}
={deR?: [2,0/d <0, [0,0]d <0}
={decR?: d; <0}.

Widzimy zatem, ze nie zawsze zachodzi réwno$é pomiedzy T'(X) 1 Tjin (X).

5.3 Warunki konieczne Kuhna-Tuckera

W lemacie 5.2 wykazali$my, ze T'(X) C T};,(X). Pokazaliémy w przykladach, ze dosé czesto mamy
rownosé tych dwoch zbioréw. Okazuje sie, ze to bardzo wazna wtasnosé, ktéra bedzie punktem
wyjécia dla calej teorii optymalizacji nieliniowej Kuhna-Tuckera. Zanim jednak przejdziemy do
glownego twierdzenia dowiedziemy pomocniczy, lecz bardzo wazny lemat.

Lemat 5.3 (Farkas (1901)). Niech A bedzie macierzg m x n i d € R™. Wowczas dokladnie
jeden z uktadow ma rozwigzanie:

AX < 0, AT.Y - du
(1) {d"x >0, (2) {y >0,
x € R™, y € R™.

Dowdd. Pokazemy najpierw, ze jesli uklad (2) ma rozwiazanie, to uklad (1) go nie ma. Wezmy
zatem y spetniajace (2). Zatem d = ATy. Wstawiamy to do ukladu (1) i otrzymujemy

Ax <0,
yl Ax > 0.

Pierwsza nier6wno$é¢ oznacza, ze kazda wspolrzedna wektora Ax jest niedodatnia. Poniewaz
wspoétrzedne y sa nieujemne, to iloczyn skalarny y? (Ax) jest niedodatni. Przeczy to drugiej
nieréwnosci, a zatem dowodzi, ze (1) nie ma rozwiazania.

Zal6zmy teraz, ze uklad (2) nie ma rozwiazania. Zdefiniujmy zbior
V={xeR": x=ATy dla pewnego y € R™, y > 0}.

bLatwo sprawdzié, ze jest to zbiér wypuktly i domkniety. Z faktu, ze uktad (2) nie ma rozwiazania
wynika, ze d ¢ V. Zastosujmy wiec twierdzenia o ostrym oddzielaniu, tw. 3.2 do zbioréw V'
i U = {d}. Istnieje wiec wektor a € R™ taki ze

a’d > supalx.
xeV
Pokazemy, ze X = a jest rozwiazaniem ukladu (1). Oznaczmy @ = supyey X' x. Poniewaz
0cV,toa>0,copociaga d’x > 0 a takze a < +oo. Pozostaje tylko udowodnié, ze Ax < 0.
Przypusémy, ze i-ta wspolrzedna AX jest dodatnia. Z definicji zbioru V wynika, ze dla dowolnego
y > 0 zachodzi a > xT ATy = yT Ax. Zdefiniujmy ciag yx = [0,...,0,k,0,...,0]7, gdzie k jest
na i-tej wspélrzednej. Na mocy zalozenia o dodatniosci (Ax); dostajemy

klim yEAX = klim k(Ax); = oo,

co przeczy temu, ze yi AX < a. Sprzecznoéé ta dowodzi, ze Ax < 0. O
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Rysunek 5.4 ilustruje lemat Farkasa w przypadku dwuwymiarowym. Macierz A jest wymiaru 2 x
2 a jej wierszami sa wektory a; i ag (wektory te traktujemy jako wektory ”wierszowe”, tj. inaczej
niz pozostate wektory, ktére sa wektorami ”kolumnowymi”). Dla uktadu (1) z lematu, warunek
Ax < 0 oznacza jednoczesne spelnienie dwdéch nieréwnoéci a;x < 01 agx < 0. Zbior wartosci x,
dla ktorych kazda z tych nieréwnodci jest spetlniona zaznaczono przerywanymi liniami. Warunek
Ax < 0 jest spelniony w czesci wspolnej tych dwdch zbioréow. Dla danego wektora d, warunek
d”x > 0 jest spelniony na zbiorze zaznaczonym szarym kolorem. Jest wiec jasne, ze uktad (1)
posiada rozwiazanie, jeSli obszar szary i obszar z podwdjnym kreskowaniem posiadaja cze$é
wspolna. Ten przypadek jest zilustrowany lewym obrazkiem na rysunku. Na prawym obrazku
czesé wspdlna jest zbiorem pustym, dlatego prawy obrazek odpowiada przypadkowi, gdy uktad
(1) nie posiada rozwiazania. Aby geometrycznie zinterpretowaé ukltad (2) musimy zobaczy¢ jak
wyglada zbiér V = {ATy : y > 0}. Wektory A’y mozna zapisa¢ jako kombinacje liniowa
y1al +ypal, gdzie y = (y1,92)7. Latwo zauwazyé, ze dla y; > 0,92 > 0 jest to stozek rozpiety
przez wektory al i al. Stozek ten zostal zakropkowany na rysunku 5.4. Réwnanie ATy = d
jest spetnione, jesli wektor d lezy w zakropkowanym stozku. Taki przypadek ilustruje prawy
obrazek. Na obrazku lewym wektor d lezy na zewnatrz zakropkowanego stozka, dlatego uktad
(2) nie posiada rozwiazania dla tego przypadku.

Rysunek 5.4: Ilustracja lematu Farkasa (lemat 5.3). Na rysunku lewym uklad (1) posiada roz-
wiazanie a uklad (2) nie posiada rozwiazania. Na rysunku prawym jest odwrotnie.

Twierdzenie 5.2 (Twierdzenie Kuhna-Tuckera). Niech X bedzie rozwigzaniem lokalnym (5.3).
Jesli funkcje f oraz g;, i € 1(X), sq rézniczkowalne w X oraz T(X) = T} (X), to istnieje p €
[0,00)™, takie Ze

Df(x)+ Zie]()‘() piDgi(X) = OT,

5.5
wigi(X) =0, i=12...,m. (5:5)

Drugi z tych warunkéw nazywa sie po angielsku ”complementary slackness condition” i nie ma
polskiego odpowiednika.

Czesto teze powyzszego twierdzenia zapisuje si¢ biorac sume po wszystkich i =1,...,m:

Df(x) + X1 piDgi(x) = 07,
1igi(X) =0, i=1,2,...,m.
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Jest to naginanie notacji, gdyz funkcje opisujace ograniczenia nieaktywne nie muszg by¢ roz-
niczkowalne w punkcie X. Z drugiej strony sa one mnozone przez zerowe wspélczynniki ;. Jest
to pewne usprawiedliwienie powyzszej notacji, ktéra nalezy rozumieé tak, jak zapisane zostato
w twierdzeniu 5.2.

Dowdd twierdzenia 5.2. Na mocy twierdzenia 5.1 mamy D(x) N T (x) = (). Dalej, korzystajac z
zalozenia, dostajemy D(X) N Ty, (X) = 0, co innymi slowy oznacza, ze nie istnieje rozwiazanie
z € R™ uktadu

<
Dyg;(x)z <0, i€ I(x).

Stosujemy lemat Farkasa z d = —(Df (i))T i macierza A zlozong wierszowo z gradientow
ograniczen aktywnych Dg;(X), i € I(X). Istnieje zatem y € [0, 00)/®) takie ze yT A = —Df(X)
lub inaczej

Df(x)+y'A=0".

Zdefiniujmy p € [0,00)™ nastepujaco: (ii)icrx) = ¥ 1 (fi)igrx) = 0. Wowezas powyzsza row-
nosé jest rownowazna nastepujacej

Df(x)+ Y mDgi(x)=0".
iel(x)

Z definicji u; oczywiste jest, ze p;g;(Xx) = 0. O

Uwaga 5.1. Zalozenia twierdzenia Kuhna-Tuckera sg trywialnie spetlnione, gdy x € int W, tzn.
gdy I(x) = (). Wéwcezas warunki (5.5) sprowadzaja si¢ do

Na zakoniczenie zwr6émy jeszcze raz uwage na teze twierdzenia Kuhna-Tuckera. Warunki (5.5)
nazywane sa warunkamsi koniecznymi pierwszego rzedu. Wektor p bedzie pojawial sie jeszcze
wiele razy na tym wyktadzie. Nadajmy mu zatem nazwe:

Definicja 5.5. Wektor p spelniajacy (5.5) nazywa sie wektorem mnoznikéw Lagrange’a w punk-

cie X.

5.4 Zadania

Cwiczenie 5.1. Wykaz, ze zbiér T'(x) dla X € cl W jest stozkiem.
Cwiczenie 5.2. Udowodnij, ze stozek kierunkéw stycznych T'(X) jest zbiorem domknietym.
Cwiczenie 5.3. Udowodnij tozsamosé (5.2).
Cwiczenie 5.4. Znajdz stozek kierunkéw stycznych do zbioru W w punkcie X = 0, gdy
L. W= {(z1,72) € R?: m3 > —a3},
2. W ={(z1,22) €R?: x1 € Z, 29 =0},

3. W= {(1’1,1‘2) e R?: 1 €Q, xo :()}'
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Cwiczenie 5.5. Udowodni¢, ze dla zadania

f(x) — min,
gi(x) <0, i=1,...,m,
x; 2 0, 1=1,...,n,

warunek konieczny pierwszego rzedu przyjmuje postac:

Df(x) + Xierx) #iDgi(x) > 07,
(Df(x) + D i1 HiDgi(x) ) x =0,
wigi(x) =0, i=1,...,m,

Wi = 0, 1=1,...,m.

Nieréwnosé dla wektorow oznacza nierownos$é po wspotrzednych.



Rozdziat 6

Warunki regularnosci i przyktady

W tym rozdziale podamy warunki dostateczne réwnosci stozka kierunkéw stycznych 7T'(X) i stoz-
ka kierunkéw stycznych dla ograniczen zlinearyzowanych T;, (X). Przypomnijmy, ze jest to gtéw-
ne zatozenie twierdzenia Kuhna-Tuckera, tw. 5.2, opisujacego warunek konieczny pierwszego rze-
du dla lokalnego rozwiazania problemu optymalizacyjnego z ograniczeniami nieréwnoséciowymi

(5.3).

6.1 Warunki regularnosci

Sformulujemy teraz trzy warunki dostateczne réwnoéci 7'(X) = T}, (X), zwane warunkami regu-
larnosci. Dowody dostateczno$ci podamy w kolejnych twierdzeniach.

Definicja 6.1. W punkcie x € W spelniony jest:

e warunek liniowej niezaleznosdci, jesli funkcje g;, i ¢ I(X), sa ciagle w X oraz wektory
Dgi(x), dla i € I(x), sa liniowo niezalezne,

e warunek afinicznosci, jesli funkcje g;, i € I(X), sa afiniczne oraz funkcje g;, i ¢ I(X), sa
ciaglte w x,

o warunek Slatera, jesli funkcje g;, i € I(X) sa pseudowypukle w X (Df(X)(y — %) > 0 =
fly) > f(x)), funkcje g;, i ¢ 1(X), sa ciaglte w X oraz istnieje x € X dla ktérego g;(x) < 0
dlai € I(x).

Zauwazmy, ze w warunku Slatera nie wymagamy, aby punkt x spelnial warunki ograniczen
nieaktywnych, tzn. x nie musi by¢ w zbiorze W.

Twierdzenie 6.1. Jesli w punkcie X € W spelniony jest warunek afinicznosci, to T(X) =
Tlm(i)

Dowdd. Zawieranie T'(x) C T}, (X) wynika z lematu 5.2. Wystarczy zatem wykazaé¢ zawieranie
w drugg strone.
Niech d € Tj;;,(X). Udowodnimy, ze istnieje A* > 0, taka ze caly odcinek x + Ad, A € [0, \*],
zawarty jest w W:

{x+Ad:Ae[0,\]} CW. (6.1)
Zauwazmy, ze g;(X) < 0 dla i ¢ I(x). Z ciaglosci tych funkcji w X wynika, ze istnieje A* > 0,
dla ktérej ¢g;(x + Ad) < 0, ¢ ¢ I(X), A € [0, \*]. Pozostaje jeszcze wykazaé, ze nieréwnosé taka

61
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zachodzi dla ograniczen aktywnych. Ustalmy ¢ € I(x). Z definicji d wiemy, ze Dg;(Xx)d < 0.
Ograniczenie g; jest afiniczne, czyli postaci g;(x) = alx + b;, gdzie a; € R", b; € R. Zatem
Dg;(x)d = al'd. Z faktu, ze g; jest aktywne w % dostajemy réwniez 0 = g;(X) = al x + b;. Stad
dla dowolnego A > 0 mamy
0>Xald=)ald+alx+b =al (x+Ad) + b; = g;(x + \d).
—_———
0
Dowodzi to (6.1).

Pozostaje juz tylko skonstruowaé ciag (xx) C W, x; — x 1 (Ar) C (0, 00). Kladziemy
A* k
=X —d )\ = —,
Xk X+ [ k I

Wowcezas xi, € W, xj, — X oraz A\g(xp — X) = d, czyli trywialnie

lim /\k(xk - )2) = d,

k—oo

a zatem d € T'(X). O

Przed przystapieniem do dowodu analogicznych twierdzen dla pozostalych warunkéw regular-
nosci sformutujemy pomocniczy lemat. Wprowadzmy zbior

Timi(x) ={d €eR": VieI(x) Dyg;(x)d <0}.

Lemat 6.1. Jesli w punkcie X € W funkcje g;, i € I(X), sq rdzniczkowalne, za$ funkcje g;,
i ¢ I(X), sq ciggle, to d € Tini(X) oznacza, Ze X + Ad € int W dla dostatecznie malych A > 0.

Dowdd. Dla funkcji g;, i ¢ I(X), mamy g;(X) < 0. Z ciagloéci ¢g; wynika, ze dla dostatecznie
matych A > 0 ¢g;(Xx + Ad) < 0. Dla funkcji g;, i € I(X), rézniczkowalnych w X mamy

lim gi(X + )\d) — gi(X)

= D (X
i 3 9i(x)d < 0,

bo d € T} (x). Nieréwnosé sie zachowuje dla dostatecznie matych A > 0. Mamy wigc

gi(X + Ad) — g;(X)
A

<0,

czyli g;(x + Ad) — gi(X) < 0, a poniewaz g;(X) = 0 wiec g;(x + Ad) < 0. O

Lemat 6.2. Niech x € W oraz funkcje g;, i € 1(X), sq rozniczkowalne w X, za$ funkcje g;,
i ¢ I(X) sq ciggle w x. Wowczas

I) Tint(i) C T(i)f
1) Jesli Tine(X) # 0, to cl(Tint(X)) = Tiin(X).

Dowdd. Dowéd (I) wynika z Lematu 6.1. Do dowodu (II) zauwazmy, ze Tjn:(X) jest wnetrzem
zbioru T}, (X). Ponadto Tj;,(X) jest zbiorem wieloSciennym, a zatem wypuklym i domknietym
(patrz lemat 4.5). Zastosowanie lematu 3.2 konczy dowdd. O

Twierdzenie 6.2. Jesli w punkcie x € W spelniony jest warunek Slatera, to T(X) = Ty (X).
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Dowdd. Pokazemy najpierw, ze Tin(X) # 0. Niech x € X taki ze ¢;(x) < 0 dla i € I(x).
Z pseudowypuklosci g; w punkcie x dostajemy Dg;(X)(x —x) < 0 dla i € I(X), czyli (x —X) €
T’int(i)'

Na mocy lematu 6.2 mamy T}, (X) = cl(Tjn(X)). Udowodnilidmy takze, ze T (X) C T'(X) C
Tiin(X) oraz, ze T(X) jest domkniety. A zatem Ty, (X) = T'(X). O

Dowdéd analogicznego twierdzenia dla warunku liniowej niezaleznos$ci wymaga pomocniczego
lematu w stylu lematu Farkasa. Wynik ten jest jednak wcze$niejszy i zostal uzyskany przez
Paula Gordana w 1873 roku.

Lemat 6.3 (Gordan, 1873). Niech A bedzie macierzg mxn. Wowczas dokladnie jeden z uktadow
ma rozwigzanie:

Ax <0 Ay =0,

X M

(1) {XER” (2) {y=>0,y#0
’ y € R™.

Dowod. Dowdd rozpoczniemy od uzasadnienia, ze oba te uklady nie moga mieé¢ rozwigzania
jednoczesnie. Zal6zmy wiec przez sprzeczno$é, ze istnieja x,y speliajace (1)-(2). Z faktu, ze y
rozwiazuje (2), dostajemy, ze y’ Ax = 0. Z drugiej strony x rozwiazuje (1), czyli (Az); < 0 dla
kazdego 7 = 1,...,m. Pamietajac,zey; > 0,5 =1,...,m,iy # 0 mamy y1 Ax < 0. Dostali$my
wiec sprzecznosé, co dowodzi, ze nie moze istnie¢ jednoczesnie rozwigzanie (1) i (2).
Nastepnym krokiem dowodu bedzie wykazanie, ze zawsze ktorys z uktadéw ma rozwiazanie.
Udowodnimy, ze jesli uklad (1) nie ma rozwiazania, to uklad (2) ma rozwiazanie. W tym celu
zdefiniujmy nastepujace zbiory wypukte:

U= (—00,0)", V={zeR™: z= Ax dla pewnego x € R"}.

Z faktu, ze uklad (1) nie ma rozwiazania, wynika, iz zbiory te sa roztaczne. Twierdzenie o od-
dzielaniu implikuje istnienie wektora a € R™, a # 0, takiego ze

supa’z < inf a’z.
zeU zeV

Wykazemy, ze a > 0. Przypu$émy przeciwnie, ze istnieje wspdtrzedna a; < 0. Rozwazmy
ciag zp = [—%,—%,...,—k,...,—%]T, gdzie (—k) jest na i-tej pozycji. Wowczas z, € U oraz
limy,_,oo 2’z = 00, a zatem dostaliSmy sprzecznoéé, gdyz SUpP,cy a’'z jest skonczone (0 € V
wiec infzey a’z < 0).

Wiemy zatem, ze wektor a ma wszystkie wspolrzedne nieujemne. Pocigga to sup,cy a’z = 0.
Wezmy z = A(—ATa). Wowczas z € V, czyli al'z > 0. A zatem

0<alz=alA(-ATa) = —||ATa|?,
co implikuje, ze ||ATal| = 0, czyli ATa = 0. Rozwigzaniem ukladu (2) jest zatem y = a. O

Twierdzenie 6.3. Jesli w punkcie x € W spelniony jest warunek lintowej niezaleznosci, to
T(x) = Tjin(X).

Dowdd. Identycznie jak w dowodzie tw. 6.2 wystarczy pokazaé, ze Tj,(X) # 0. Niech A bedzie
macierzg skladajaca sie z gradientéw Dg;(X) ograniczen aktywnych (jako wierszy). Na mocy
liniowej niezaleznoéci nie istnieje wektor p € RN 1 £ 0, o tej whasnosci, ze ATy = 0. Nie
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istnieje wiec rozwiazanie ukladu (2) w lemacie 6.3. A zatem ma rozwiazanie uklad (1), czyli
istnieje d € R™, takie ze Ad < O:

Dg;(x)d < 0, Vie I(x).
Stad d € Tjnt(X). O

6.2 Przyktady

Przyktad 6.1. Rozwazmy problem optymalizacji na zbiorze:
W={xecR?: 2?4+ 23<1, a1 +212<1, =z —3z9<1}.
Zbiér X = R2. Ograniczenia sg opisane przez tréjke funkcji
g1(z1,m0) = 22 + 23 — 1, g2(z1,22) = 21 + 229 — 1, 93(z1,22) = 21 — 319 — 1.
W punkcie x = [1,0]7 wszystkie ograniczenia sa aktywne i mamy
Dgi(x) =[2,0],  Dga(x)=[1,2],  Dgs(x)=[1,-3].
Warunek liniowe]j niezaleznosci ograniczen nie jest spelniony w X. Ograniczenia aktywne nie sa
rowniez afiniczne. Pozostaje zatem sprawdzi¢ warunek Slatera. Wszystkie funkcje ograniczen

sa wypukle, a wiec takze pseudowypukle. W punkcie x = [0,0]7 mamy g;(x) = —1 < 0 dla
1 =1,2,3. Zachodzi wiec warunek Slatera.

Przyktad 6.2 (Kuhn, Tucker (1951)). Rozwazmy zadanie optymalizacyjne:

r1 — min,
To < x‘;),

X
$2>0.

Zbior punktéw dopuszczalnych W naszkicowany jest na rysunku 6.1. Zapiszmy funkcje opisujace
ograniczenia:
g1(x1,m2) = —z7 + w3, g2(1,2) = —12.
Zauwazmy, ze w kazdym punkcie dopuszczalnym, poza [0,0]7, spetniony jest warunek liniowej
niezaleznosci. Wida¢ jednak, ze rozwiazaniem powyzszego problemu optymalizacyjnego jest X =
[0,0]7. Niestety w tym punkcie T(X) # Ty, (X):
T(x)={deR?: d; >0, do=0}, Tyn(x)={deR?: dy =0},

bo Dg; = [0,1], Dgs = [0,—1] wiec Dg1d < 0 = dy < 0 oraz Dgod < 0 = dy > 0. Z
drugiej strony

D(x)={deR?: d; <0},
bo Df =[1,0] wiec Dfd <0 = d; <0.

Dla zadania optymalizacyjnego

zo < 23,

i) 2 0,
mamy dalej T'(X) # Tjin(X). Ale dla tego nowego zadania D(x) = {d € R? : dy < 0}. Wynika

stad réwnosé
T(%) N D(%) = Tyn(%) N D(X) = 0.

Ten ostatni warunek wystarczy, aby prawdziwa byta teza twierdzenia Kuhna-Tuckera 5.2.
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G xz= )("."’

Rysunek 6.1: Zbiér punktow dopuszczalnych dla przyktadu Kuhna-Tuckera.

Przyktad 6.3. Niech A bedzie macierza symetryczna n X n. Rozwazmy zadanie optymaliza-
cyjne:

xT Ax — max,

x| <1,

x € R™.
Zapiszmy najpierw problem optymalizacyjny w kanonicznej formie. Zauwazmy przy tym, ze
warunek ||x|| < 1 jest réwnowazny [|x|? = xTx < 1.

—xT Ax — min,

xI'x —1<0,

x € R™.
Oznaczmy przez W zbiér punktéw dopuszczalnych. Zauwazmy, ze w kazdym punkcie dopusz-
czalnym spelnione sa warunki liniowej niezaleznosci i Slatera. Wynika stad, ze rozwigzanie po-

wyzszego zadania spelnia warunki konieczne pierwszego rzedu (warunki Kuhna-Tuckera (5.5)).
Znajdziemy teraz wszystkie punkty ,podejrzane”.

Warunki Kuhna-Tuckera maja nastepujaca postacé:

—2xT A+ 2ux™ =07,
M(XTX - 1) = 07
>0, xeR"

Przypadek x”x — 1 < 0. Wéwczas p = 0 (z powodu drugiego réwnania) i pierwsze réwnanie
przyjmuje postaé¢ xT A = 07, ktéra poprzez transponowanie obu stron sprowadzamy do

Ax = 0.

Réwnanie to spelnione jest przez wszystkie x € ker 4, ||x|| < 1. W szczegblnosci ma ono co
najmniej jedno rozwiazanie (x = 0).
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Przypadek x'x — 1 = 0. Teraz nic nie mozemy powiedzieé¢ o p. Moze by¢ zerowe lub dodatnie.
Pierwsze réwnanie przyjmuje jednak postaé ux? = xT A, ktére po transponowaniu wyglada
nastepujaco:

ux = Ax.

Rozwiazaniami sa zatem wektory wlasne (x) odpowiadajace nieujemnym warto$ciom wlasnym
(). Zbidr rozwiagzan moze byé pusty, jesli wszystkie wartosci wlasne sa ujemne.

Podsumowujac, zbiér punktéw podejrzanych, czyli punktéw, w ktorych spetniony jest warunek
konieczny pierwszego rzedu, ma postac:

{xekerA: |x| <1}

U{xe R?: |x| = 1 oraz x jest wektorem wlasnym A dla nieujemnej wartosci wlasnej}.

Na obecnym etapie nie mamy zadnej techniki pozwalajacej na znalezienie rozwigzania. Mozemy
tylko postuzyé sie zdrowym rozsadkiem. Otéz, jedli x € ker A, to warto$é funkcji celu x” Ax
jest zerowa. Dla dowolnego elementu drugiego zbioru, warto$¢ funkcji celu jest réwna wartosci
wlasnej. Mozemy zatem wyciagnaé¢ nastepujacy wniosek: jesli maksymalna warto$¢ wlasna jest
dodatnia, to kazdy wektor jej odpowiadajacy jest rozwiazaniem globalnym. Jesli macierz A
nie ma wartosci wlasnych wiekszych od zera, to rozwigzaniem jest dowolny punkt z jadra A
o normie nie wigkszej niz 1.

Przyklad 6.4. Rozwazmy zadanie optymalizacyjne:

T1 + x2 — min,
To = x%,

=
x9 < 0.

Latwo zauwazy¢, ze rozwiazaniem tego zadania jest punkt x = (0,0). Z drugiej strony mamy
Df =11,1], Dg; = [2x1,—1] oraz Dge = [0, 1]. Widaé¢ wiec, ze dla dowolnych statych uq i po

Df(x) + pmDg1(X) + p2Dga(x) # 0.

Czyli nie zachodzi teza twierdzenia Kuhna-Tuckera. Poniewaz T'(x) = {0} a T};,(X) = {d €
R? : dy = 0}, wiec T(X) # Tjn(X). Mamy takze () = T(X) N D(X) # Tiin(X) N D(X), bo
D(x) = {d € R? : d; +dy < 0}. Wynika stad, ze w punkcie X nie sg spetnione zatozenia
twierdzenia Kuhna-Tuckera 5.2.

6.3 Zadania

Cwiczenie 6.1. Przez "punkty podejrzane” problemu optymalizacyjnego rozumiemy takie
punkty dopuszczalne, w ktorych nie sa spelnione warunki regularnosci albo spetnione sa warunki
konieczne pierwszego rzedu. Znajdz wszystkie punkty podejrzane dla nastepujacego problemu
optymalizacyjnego:

22 — 6z + y? + 2y — min,

z+ 2y —10=0,

25 — 22 —y? > 0.

Czy w ktoryms z nich jest rozwiazanie? Jedli tak, to w ktorym? OdpowiedZ uzasadnij.
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Cwiczenie 6.2. Zmajdz zbior rozwigzan problemu optymalizacyjnego

S, cia? — min,
n
ZZ‘:1 x; = b,

gdzie b, (¢;) > 0. Uzasadnij, ze sa to wszystkie rozwiazania.

Cwiczenie 6.3. Znajdz rozwigzania globalne problemu optymalizacyjnego

Cwiczenie 6.4. ZnajdZ minima i maksima globalne funkeji
f(z1,z0) = 422 + 223 — 62129 + 71

na zbiorze

W = {(xl,xg) GRQ: —2x1 + 229 2 1, 207 — 22 <0, 21 <O, 1‘220}.



Rozdziat 7

Funkcje quasi-wypukle i warunki
dostateczne

Mogliémy juz zaobserwowa¢ na kilku przykltadach, ze wypuklo$¢ znacznie utatwia rozwigzy-
wanie probleméw optymalizacyjnych. W rozdziale 3 zauwazyliSmy, ze warunkiem koniecznym
i dostatecznym minimum funkcji wypuklej jest zerowanie sie pochodnej. Pdzniej wykazaliSmy,
ze identyczny warunek zachodzi dla wiekszej rodziny funkcji: funkcji pseudowypuktych. W roz-
dziale 4 zajmowaliSmy sie maksymalizacja funkcji wypuklej na zbiorze wypuklym i zwartym.
Udowodnilismy, ze maksimum jest przyjmowane w jednym z punktow ekstremalnych tego zbio-
ru. W tym rozdziale rozszerzymy rodzine funkcji, dla ktorych jest to prawda; wprowadzimy
wtasnos¢ quasi-wypuktosci.

Patrzac na powyzsza liste mozna sie domyslaé, ze wypuklosé moze réwniez pomagaé przy roz-
wiazywaniu zadan z ograniczeniami nieréwnosciowymi. Jedli zalozymy, ze funkcje g;, opisujace
ograniczenia nieréwnosciowe, sa wypukte lub, ogélniej, quasi-wypukte oraz funkcja f jest pseu-
dowypukta, to spetnienie warunku pierwszego rzedu w pewnym punkcie X jest wystarczajace, by
stwierdzi¢ jego optymalnosé. Dowdd powyzszego faktu przytoczymy pod koniec tego rozdziatu.

7.1 Quasi-wypuklosé

W tym podrozdziale rozszerzymy rodzine funkcji, dla ktérych maksimum znajduje si¢ w punk-
tach ekstremalnych dziedziny.

Definicja 7.1. Niech W C R" bedzie zbiorem wypuklym, za$ f : W — R.
Funkcje f nazywamy quasi-wypukiq, jesli dla dowolnych x,y € Wi A € [0, 1] mamy

fOx+ (1= Ny) < max (f(x), f(y))-

Funkcje f nazywamy quasi-wklestq, jesli funkcja (—f) jest quasi-wypukta, tzn. dla dowolnych
x,y € Wi e |[0,1] zachodzi

fOx+ (1= X)y) > min (f(x), f(¥))-
Funkcje f nazywamy quasi-liniowg, jesli jest ona jednocze$nie quasi-wypukla i quasi-wklesta.

Narys. 7.1 pokazane sg przyktady jednowymiarowych funkcji quasi-wypuktych i quasi-wklestych.
Zwrdéémy uwage na to, ze funkcje takie nie musza by¢ ciagle, nie méwigc juz o rézniczkowalno-
Sci. Ciekawym jest réwniez uogdlnienie rodziny funkeji afinicznych do funkcji quasi-liniowych,
patrz rys. 7.2.

68
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s
]

quasi-wypukla quasi-wypukta
quasi-wypukla quasi-wklesla
quasi-wklesla ani quasi-wypukla, ani quasi-wklesla

Rysunek 7.1: Przyktady funkcji quasi-wypuktych i quasi-wklestych.

Przyktad 7.1. Funkcja afiniczna jest quasi-liniowa. Rzeczywiscie, niech f(x) = alx + b dla
a € R"ibeR. Wowczas dla dowolnych x,y € Wi A € [0, 1] mamy

FOx+ (1 =Ny) =Af(x)+ (1 =N f(y)

Prawa strona jest oczywiscie nie mniejsza od minimum z f(x) i f(y) i nie wigksza od maksimum
tych liczb, czyli f jest zaréwno quasi-wypukla jak i quasi-wklesta.
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Rysunek 7.2: Przyktady funkcji quasi-liniowych.

Przypomnijmy, ze zbiorem poziomicowym funkcji f : W — R nazywamy zbior
Wolf) ={xeW: f(x) < a}, aeR.

Twierdzenie 7.1. Niech f: W — R, gdzie W C R"™ wypukly. Wowczas funkcja f jest quasi-
wypukla wtw, gdy zbidr poziomicowy W (f) jest wypukly dla kazdego v € R.

Dowdd. Zalézmy, ze funkcja f jest quasi-wypukla i ustalmy « € R. Niech x,y € W, (f). Woéw-
czas f(x) < ai f(y) < a. Dla dowolnego A € (0, 1) dostajemy

fOx+ (1 =XNy) <max (f(x), f(y)) < e

Whioskujemy stad, ze Ax + (1 — \)y € W, (f), czyli W, (f) jest zbiorem wypuklym.

Zalézmy teraz, ze Wy (f) jest wypukly dla kazdego o € R. Ustalmy x,y € W oraz A € (0,1).
Na mocy zalozenia zbidr W, (f) jest wypukly dla o = max (f(x), f(y)). Wynika stad, ze A\x +
(1 =Ny € Wa(f), czyli

fOx+ (1= Ny) < a=max (f(x), f(y)).
0

Uwaga 7.1. Analogiczne twierdzenie dla funkcji wypuklej, tw. 3.5, brzmiato: funkcja f jest
wypukta wtw, gdy jej epigraf jest zbiorem wypuktym.

Whniosek 7.1. Funkcja wypukia jest quasi-wypukia.
Dowdd. Wynika to wprost z twierdzen 3.6 i 7.1. O

Twierdzenie przeciwne nie jest prawdziwe. Ponizej podajemy przyklad funkcji quasi-wypuklej,
ktora nie jest wypukia.

Przyktad 7.2. Funkcja f(z) = —e” jest quasi-wypukla choé jest §cisle wklesta. Dla o > 0
zbiér Wy (f) = R, zas dla a < 0 mamy W, (f) = [log(—a), 00). Wszystkie te zbiory sa wypukte,
wiec na mocy twierdzenia 7.1 funkcja f jest quasi-wypukta. W podobny sposéb mozemy takze
pokazaé, ze funkcja f jest quasi-wklesta, a zatem quasi-liniowa.
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Przyktad 7.3. Funkcja f(z) = 22 jest quasi-wypukla, lecz nie jest quasi-wklesta. Quasi-
wypuklos¢ wynika z wypuklosci f. Quasi-wklesto$é badamy rozpatrujac zbiory poziomicowe
funkcji (—f). Dla a < 0 mamy W, (—f) = (—o0, —/—a]U[v/—a, o0). Nie jest to zbiér wypukly,
czyli funkcja (— f) nie jest quasi-wypukta.

Dowdd ponizszego lematu pozostawiamy jako zadanie.

Lemat 7.1. Funkcja f: W — R, W C R"™ wypukly, jest quasi-liniowa wtw, gdy jej obciecie do
dowolnego odcinka jest funkcjg monotoniczng.

Na mocy tego lematu mozemy od razu zauwazy¢, ze funkcja z przyktadu 7.2 jest quasi-liniowa.
Okazuje sie, ze istnieja funkcje quasi-wypukle jednej zmiennej, ktoére nie sg ani wypukle ani
monotoniczne.

Przyktad 7.4. Funkcja f(z) = e jest quasi-wypukta. Mamy nastepujace zbiory poziomi-
cowe w zaleznosci od «:

W (f) =0, a < —1,
Walf) = |-y~ log(=a). /< Tog(-a)|,  a e (-1,0],
Wo(f) =R, o> 0.

Wszystkie te zbiory sa wypukte, czyli na mocy tw. 7.1 funkcja f jest quasi-wypukta.

Na koniec podamy przyktad funkcji quasi-wypuktej wielu zmiennych, ktora nie jest wypukta.

Przyktad 7.5. Funkcja f : [0,00)? — R zadana wzorem f(z1,22) = —x122 jest quasi-wypukla.
Jej zbiory poziomicowe dla o > 0 sa trywialne: W, (f) = [0,00)2, zaé dla a < 0 maja forme
przedstawiong na rysunku 7.3. Funkcja f nie jest ani wypuklta ani wklesta, gdyz jej hesjan ma
wartosci wlasne —1 1 1.

Przyklad 7.6. Niech a,c € R" i b,d € R. Potézmy D = {x € R" : ¢c'x +d > 0}. Woéwczas
funkcja wymierna f: D — R
T
a'x+b
1) = rva
jest quasi-liniowa. Dowdd pozostawiamy jako ¢wiczenie.

Zbadamy teraz wtasnosci rézniczkowalnych funkcji quasi-wypuktych.

Twierdzenie 7.2. Niech f: W — R dla wypuklego zbioru W C R".
I) Jesli funkcja f jest quasi-wypukla i rézniczkowalna wy € W, to

VxeW f(x)<f(y) = Df(y)x—y)<O0.

II) Zaléimy, ze funkcja f jest rézniczkowalna w kazdym punkcie W. Wowczas f jest quasi-
wypuklia wtw, gdy zachodzi nastepujocy warunek:

Vx,yeW [f(x)<f(y) = Df(y)x—-y)<0.
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X,

Rysunek 7.3: Zbiér poziomicowy dla funkeji z przykladu 7.5 (a < 0).

Uwaga 7.2.
1. Implikacja f(x) < f(y) = Df(x)(x —y) < 0 ma réwnowazna postacé:
Df(y)x—y) >0 = f(x)> f(y).
2. Jedli funkeja f jest quasi-liniowa i f(x) = f(y), to Df(y)(x —y) = 0.

Dowdd tw. 7.2. (I): Ustalmy x,y € W, dla ktoérych zachodzi warunek f(x) < f(y). Dla kazdego
A € (0,1) mamy

fy +Ax—y)) = fOx+ (1= Ny) <max (f(x), f(y)) = f(y)-

Wynika stad, ze
fly +Mx—y)) - f(y)
A

Z definicji pochodnej kierunkowej dostajemy

<0.

fy+Ax—-y)) - f(¥)

D —v) =1 < 0.
Fly)(x —y) =lim 3
Dowéd (IT) pozostawiamy jako nielatwe éwiczenie. O

Wiemy juz, ze funkcja wypukla jest quasi-wypukta. Okazuje sie, ze rowniez funkcja pseudowy-
pukla jest quasi-wypukla.

Twierdzenie 7.3. Jesli f: W — R okreslona na zbiorze wypuktym W C R"™ jest pseudowypu-
kta, to f jest quasi-wypukia.
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Dowdd. Zakladajac, ze funkcja f nie jest quasi-wypukta doprowadzimy do sprzecznoéci z pseu-
dowypukloscia. Wezmy wiec punkty x,y € W oraz A € (0, 1) spelniajace

fOx+ (1= N)y) > max (f(x), f(y))-

Oznaczmy z = A\x + (1 — A\)y. Na mocy pseudowypuklosci (wykorzystujemy tu warunek pseu-
dowypuklosci zapisany w uwadze 4.3) dostajemy:

f(x) < f(z) = Df(z)(x—12) <0,
f(y) < f(z) = Df(z)(y —z) <0.

Wektory (x —z) i (y — z) maja ten sam kierunek lecz przeciwne zwroty. Pochodna f w punkcie
z nie moze by¢ ujemna w obu kierunkach. Sprzecznosé. 0

Twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe. Mozemy jednak podaé¢ warunek dostateczny, przy
ktéorym funkcja quasi-wypukla jest pseudowypukia.

Twierdzenie 7.4. Niech f : W — R okreslona na zbiorze wypuktym otwartym W C R"
bedzie quasi-wypukla i ciggla. Jesli f jest réiniczkowalna wx € W oraz Df(X) # 0T, to f jest
pseudowypukla w X.

Dowdd. Musimy pokazaé, ze dla kazdego y € W warunek D f(X)(y — x) > 0 pociaga f(y) >
f(x). Oznaczmy przez A przestrzen afiniczna prostopadla do D f(X) i przechodzaca przez x:

A={xeR": Df(x) (x—x%)=0}.

7 warunku, ze Df(X) # 07 wynika, Ze przestrzen A ma wymiar n — 1, czyli jest wiadciwa
hiperptaszczyzng w R™.

Zauwazmy najpierw, ze jeSliy € W\ A i Df(Xx)(y — %) > 0, to pochodna kierunkowa jest
Sciéle dodatnia: Df(x)(y — x) > 0. Na mocy uwagi 7.2 wnioskujemy, ze f(y) > f(X), czyli
to, co mieliSmy wykaza¢. Ustalmy teraz punkt y € W N A. Z otwartosci W i z tego, ze A
jest hiperplaszczyzna wynika, ze istnieje ciag punktéw (yr) C W\ A zmierzajacy do y i taki
ze Df(X)(yr —x) > 0. Zatem f(yr) > f(x). Korzystajac z ciaglodci funkcji f dostajemy
fy) > f(x). 0

7.2 Maksymalizacja funkcji quasi-wypuktej

Jak zostalo zasygnalizowane wczedniej, funkcja quasi-wypukta zachowuje si¢ podobnie jak funk-
cja wypukla przy maksymalizacji na zbiorze wypuklym zwartym. Dla pelnosci przytoczymy
dowdd, ktory jest prawie identyczny jak dowdd twierdzenia 4.5.

Twierdzenie 7.5. Niech f: W — R quasi-wypukia, ciggla, okreslona na wypukiym i zwartym
zbiorze W C R™. Wowczas jednym z rozwigzan globalnych problemu

f(x) — max,
xeW

jest pewien punkt ekstremalny zbioru W.
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Dowdd. Funkcja ciagta osiaga swoje kresy na zbiorze zwartym. Powyzszy problem maksyma-
lizacyjny ma zatem rozwiazanie X € W. Na mocy tw. 4.4 punkt X jest kombinacja wypukla
skoniczonej liczby punktéw ekstremalnych, xy, ..., X, zbioru W, tzn.

X =a1X1 + asX2 + ...+ amXm

dla liczb aq, ..., an > 0 takich ze a; + ...+ ay, = 1. Z quasi-wypuklosci f dostajemy

f(%) <max (f(x1),..., f(xm))-

Poniewaz w punkcie X jest maksimum f na zbiorze W, to dla ktérego$ z punktow x; zachodzi
réwnosé f(x;) = f(x). O

7.3 Warunki dostateczne

Zajmiemy sie problemem optymalizacyjnym, w ktérym wystepuja zaréwno ograniczenia nieréw-
nosciowe jak i réwnosciowe:

. ' (7.1)
hj(x)=0, j=1,...,1,
x € X,

gdzie X C R" jest zbiorem otwartym i f, g1,...,Gm,h1,...,h; : X — R. A zatem zbioér punktéw
dopuszczalnych zadany jest nastepujaco:

W={xeX:g1(x) <0,...,9m(x) <0, hi(x) =0,...,(x) =0}. (7.2)

Funkcje g; nazywane sg ograniczeniami nieréwnosciowymi, funkcje h; sa ograniczeniami réw-
nosciowymi, za$ caly problem (7.1) nazywa sie zadaniem optymalizacyjnym z ograniczeniamsi
maieszanymsa.

Podamy teraz warunki dostateczne, by punkt spetniajacy warunki pierwszego rzedu byt rozwia-
zaniem globalnym.

Twierdzenie 7.6. Rozwazmy problem optymalizacyjny w kanonicznej formie (7.1) i punkt
x € W. Zalozmy, Ze

o funkcje g;, i ¢ I(X) sq ciggle w X, funkcje g;, i € 1(X) sq rézniczkowalne w X i quasi-
wypukle,

o funkcje hj, j =1,...,1, sq quasi-liniowe i rézniczkowalne w X,
o funkcja f jest pseudowypukla w X.

Jesli istniejq stale p € [0,00)™ oraz A € R spelniajgce warunek pierwszego rzedu:

Df(x) + Xicrx) miDgi(X) + Zé‘:l AjDhj(x) = 07,
Mlgl(i)zoa izl?"'ama

to punkt X jest rozwigzaniem globalnym.
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Dowdd. Ustalmy dowolny punkt dopuszczalny x € W i pomndézmy obie strony pierwszego
réwnania w warunku (7.3) przez (x — X):

l
DFR)(x %)+ 3 uiDgi(R)(x — %)+ 3 A\ Dhy(%)(x — %) = 0.
iel(x) j=1

Na mocy tw. 7.2 mamy Dh;(X)(x —X) = 0 dla kazdego j, bo h;(x) = h;(X) = 0. To samo twier-
dzenie implikuje, ze Dg;(X)(x —x) < 0 dla ¢ € I(X), poniewaz 0 = g;(X) > g;(x). Korzystajac
z tych obserwacji wnioskujemy z powyzszego réwnania, ze

Df(R)(x — %) > 0.

Z definicji funkcji pseudowypuklej, f(x) > f(x). Punkt x wybraliémy dowolnie sposréd punktéw
dopuszczalnych, a zatem X jest rozwiazaniem globalnym. O

Uwaga 7.3. Jedli zalozenia twierdzenia 7.6 sa spetnione lokalnie, na pewnym otoczeniu X, to x
jest rozwiazaniem lokalnym.

Uwaga 7.4. Na mocy twierdzenia 7.4 zamiast zakladaé¢ pseudowypuktosé funkeji f w punkcie
X mozemy zalozy¢ jej cigglo$é na X, quasi-wypuklosé oraz warunek D f(X) # 07. Jest to jedna
z form warunku koniecznego zaprezentowana w pracy Arrowa i Enthovena z 1961 roku [1].!

7.4 Zadania

Cwiczenie 7.1. Udowodnij, ze funkcja f [a,b] — R jest quasi-liniowa wtw, gdy jest monoto-
niczna.

Cwiczenie 7.2. Niech f: W — R, W C R" wypukly. Udowodnij nastepujacy fakt: funkcja
f jest quasi-liniowa wtw, gdy jej obciecie do kazdego odcinka zawartego w W jest funkcja
monotoniczng.

Cwiczenie 7.3. Wykaz, ze jedli funkeja f : W — R, W C R™ wypukly, jest quasi-wypukla
oraz g : R — R jest niemalejaca, to funkcja g o f jest quasi-wypukta. Jesli natomiast funkcja g
jest nierosngca, to g o f jest quasi-wklesta.

Cwiczenie 7.4. Niech f : (a,b) — R bedzie funkcja jednej zmiennej. Wykaz, ze f jest quasi-
wypukla wtw, gdy zachodzi jeden z warunkdw:

e f jest monotoniczna,
e istnieje T € (a,b) taki ze f jest nierosnaca dla x < T oraz niemalejaca dla x > Z.

Cwiczenie 7.5. Dla jakich wartoéci parametréw a, b, ¢,d € R funkcja f(x) = ax®+ba? +cx+d
jest quasi-wypukta?

Cwiczenie 7.6. Sprawdz, ze funkcja f : [0,00)? — R zadana wzorem f(z1,z2) = e *1a9 jest
quasi-wklesta.

Cwiczenie 7.7. Znajdz przyklad pokazujacy, ze suma funkcji quasi-wypuklych nie musi by¢
quasi-wypukta.

'Kenneth Joseph Arrow — amerykarniski ekonomista. Wspélnie z Johnem Hicksem otrzymat nagrode Nobla z
ekonomii w 1972 roku.
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Cwiczenie 7.8. Niech a,c € R i b,d € R. Wykaz, ze funkcja wymierna
T
a'x+b
jest quasi-liniowa na swojej dziedzinie D = {x € R" : ¢'x 4+ d > 0}.

Cwiczenie 7.9. Niech & : R” — R bedzie funkcja liniowa i W = {x € R" : h(x) > 0}. Wykaz,
ze jesli f: W — R jest wypukla, to funkcja g(x) = f(x)/h(x) dla x € W jest quasi-wypukla.

Cwiczenie 7.10. Udowodnij, ze jesli (ga)aer jest rodzina funkcji quasi-wypuklych, w: I — R
jest funkcja nieujemna, to h(x) = sup,e; w(®)ga(x) jest quasi-wypukla, o ile jest skonczona dla
kazdego x.

Cwiczenie 7.11. Niech A € R", C' C R™ bedg zbiorami wypuklymi, zaé f : Ax C' — R bedzie
quasi-wypukla. Wykaz, ze h(x) = inf.cc f(x,¢) jest quasi-wypukla.

Cwiczenie 7.12. Niech W C R™ zbiér wypukly, f : W — R. Udowodnij, ze jesli f quasi-
liniowa, to zbiér {x € W : f(x) = a} jest wypukly dla dowolnego a € R.

Cwiczenie 7.13. Niech f : R"” — R, ciggla. Udowodnij nastepujaca réwnowaznosé: f jest
quasi-liniowa wtw, gdy f(x) = g(a’x) dla funkcji monotonicznej, ciagtej g : R — R oraz
wektora a € R".

Wykaz, ze powyzsza réwnowazno$¢ nie musi by¢ prawdziwa, gdy funkcje f rozwazamy na wy-
puklym podzbiorze wiasciwym R"™.

Cwiczenie 7.14. Przeprowadz dowéd punktu (II) twierdzenia 7.2.

Wskazowka. Dla dowolnych punktow x,y € W uporzqdkowanych tak, ze f(x) < f(y) rozwaz
funkcje
gV =fx+(1-Ny), A€o,

oraz zbior
A={xe0,1]: g(\) > g(0)}.

Pokaz, ze jesli zbior ten jest niepusty, to prowadzi to do sprzecznosci z ciggtosciqg funkcji f.
Oznacz przez A spdjng skladowq A, tzn. przedzial.

1. Udowodnij, ze¥ X € A ¢'(\) =0.

2. Wykaz, ze A ma niepuste wnetrze.

3. Wykaz, Ze funkcja f jest stala na A oraz cisle wieksza od g(0).
4. Wykaz, ze istnieje przedzial otwarty I C [0,1] taki ze IN A= A,
5. Zauwaz sprzecznosé z cigglosciq funkcji f, bo f|; > f’I\A'

Cwiczenie 7.15. Wykaz, ze funkcja quasi-wypukla (niekoniecznie ciagla) okreslona na zbiorze
wieloSciennym zwartym przyjmuje swoje maksimum globalne w jednym z punktéw ekstremal-
nych.

Cwiczenie 7.16. Rozwazmy problem optymalizacyjny (7.1). Niech X bedzie punktem dopusz-
czalnym, w ktérym spelnione sa warunki pierwszego rzedu z mnoznikami Lagrange’a p i .
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1. Zalézmy, ze f jest pseudowypukla w X, za$ funkcja
m l
$(x) =D migi(x) + Y Ajh;(x)
i=1 j=1

jest quasi-wypukta w X. Udowodnij, ze X jest rozwiazaniem globalnym.

2. Przypomnijmy, ze L(x, i, \) jest funkcja Lagrange’a. Udowodnij, ze jesli x — L(x, u, A)
jest pseudowypukta w X, to X jest rozwigzaniem globalnym.

3. Wykaz, ze warunki zawarte w powyzszych punktach nie sg réwnowazne. Znajdz zaleznosci
pomiedzy nimi a zalozeniami twierdzenia 7.6.

Cwiczenie 7.17. Niech X bedzie rozwigzaniem globalnym problemu optymalizacyjnego (7.1).
Zalézmy, ze grp(x) < 0 dla pewnego k € {1,...,m}. Wykaz, ze jesli ograniczenie gi(x) < 0
zostanie usuniete, to X moze nie by¢ nawet lokalnym rozwiazaniem otrzymanego problemu.
Udowodnij natomiast, ze jesli funkcja g jest ciagla w X, to po usunieciu tego ograniczenia x
pozostaje rozwiazaniem lokalnym.

Cwiczenie 7.18. Dla jakich wartoéci parametru o € R problem
r1 + 23 + a(z; — 1)2 — min,

x1 —x2 <0,
120

ma rozwiazanie? Jak zalezy ono od wartosci o?
Cwiczenie 7.19. Rozwiaz zadanie optymalizacyjne:
{bTx — min,
[l <1,
gdzie b € R, za$ ||x|p = (X0, |=:l?) P ip > 1.

Cwiczenie 7.20. Niech u : [0,00)" — R bedzie funkcjg quasi-wklesta o pochodnej Du(x) > 0
dla kazdego x. Ustalmy liczbe w > 0 i wektor p € (0, 00)". Rozwazmy problem optymalizacyjny

u(x) — max,
Y1 PiTi < w,
x > 0.

Wektor p pelni role cen produktéw, x ich ilosci, w jest wielkoScia budzetu, zas funkcja u ocenia
satysfakcje z decyzji zakupowej x.

Zapisz warunki Kuhna-Tuckera dla powyzszego problemu.

1. Zalézmy, ze X jest rozwigzaniem. Czy bedzie wowczas istnial wektor mnoznikéw Lagran-
ge’a, dla ktérego warunki Kuhna-Tuckera sa spelnione w x?

2. Zalézmy, ze warunki Kuhna-Tuckera sa spelnione w x. Czy X jest rozwigzaniem problemu
optymalizacyjnego?

3. Niech x bedzie rozwiazaniem. Co mozesz powiedziec o zwigzku pomiedzy p;/p; a u;(X)/u}(X),
gdy
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oi’i>0ifj>0?
oi‘i:Oifj>O?

e ;=01 Ty = 07
Cwiczenie 7.21. Rozwigz problem optymalizacyjny

VT 4y — max,
pr+y <1,
z,y >0,

gdzie p, I > 0 sa parametrami.

Cwiczenie 7.22. Niech A bedzie macierza symetryczng n x n dodatnio okreslona, zas b €
(0, 00). Rozwiaz problem optymalizacyjny:

—logdet X — min,
tr(AX) <b,

w zbiorze macierzy X € R"*™ symetrycznych i dodatnio okreslonych.



Rozdziat 8

Warunek konieczny dla ograniczen
mieszanych

W tym rozdziale wyprowadzimy warunek konieczny pierwszego rzedu dla problemu optymali-
zacyjnego w nastepujacej formie:

f(x) — min,

9i(x) <0, 1=1,...,m, (8.1)
h](x):(), J=1 W,

x € X,

gdzie X C R" jest zbiorem otwartym i f,g1,..., gm,h1,...,h : X — R. Zbiér punktéw dopusz-
czalnych zadany jest nastepujaco:

W={xeX:g1(x) <0,...,9m(x) <0, hi(x) =0,...,(x) =0}. (8.2)

Przypomnijmy, ze funkcje g; nazywane sa ograniczeniami nieréwnosciowymsi, funkcje h; sa
ograniczeniami réwnosciowymi, za$ caly problem (8.1) nazywa sie zadaniem optymalizacyjnym
7 0gTaNiCZeNiami MIESZanymi.

Przyklad 8.1. Rozwazmy nastepujacy problem optymalizacyjny:

f(x) — min,
al’x+b=0,
x € R",

dla pewnego a € R™ i b € R. Ograniczenie réwno$ciowe mozemy zamienié¢ na dwa ograniczenia
nieréwnosciowe:
f(x) — min,

alx+b<0,
—a’x - b<0,
x € R™.

Ograniczenia sa afiniczne, czyli w kazdym punkcie spelniony jest warunek afinicznoéci. Jesli x
jest rozwigzaniem lokalnym, to istnieje wektor mnoznikéw Lagrange’a p = [u1, u2)” i spelnione

79
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sa warunki Kuhna-Tuckera (5.5):

Df(x) + ma’ + ps(—a’) = 07,
p(a’x +b) =0,

p2(—ax—b) =0,

pi, p = 0.

Punkt % jest dopuszczalny (jako ze jest rozwiazaniem), czyli spetnia ograniczenia: a’x +b = 0.
Stad trywialnie spelnione sa druga i trzecia rownosé. Mozemy zatem powyzsze warunki réwno-
waznie zapisaé jako:
{Df(x) + (1 — p2)a’ =07,
p, p2 2 0.
Oznaczmy A = p1 — po. Warunki nieujemnosci pq, po implikuja, ze A € R. Dostajemy wiec

finalnie:
Df(x)+XaT =07, AeR.

Jest to warunek Kuhna-Tuckera dla ograniczen réwnosciowych.

Powyzszy przyktad sugerowalby, ze teoria dla probleméw z ograniczeniami nieréwnosciowymi,
zbudowana w poprzednich rozdzialach, pozwala poradzic¢ sobie z ograniczeniami réwno$ciowymi.
Niestety nie jest to prawda. Ograniczenia afiniczne sg szczegblnym przypadkiem. Jesli ktéres
z ograniczen réwnosciowych nie jest afiniczne i rozbijemy je na dwie nieréwnoéci, jak powyzej,
to w zadnym punkcie zbioru W nie jest spelniony ani warunek liniowej zaleznosci ograniczen
ani warunek Slatera.

8.1 Warunek konieczny pierwszego rzedu

Teoria wprowadzana w tym podrozdziale jest prostym rozszerzeniem tego, co juz zrobiliémy dla
problemu optymalizacyjnego z ograniczeniami nieréwnosciowymi. Rozpoczniemy od rozszerze-
nia Ty,

Definicja 8.1. Niech x € W, g; rézniczkowalne w x dla ograniczen aktywnych i € I(X) oraz
hj sa rézniczkowalne w X dla j = 1,...,1. Stozkiem kierunkéw stycznych dla ograniczen zline-
aryzowanych nazywamy zbior

Tin(x) ={deR": Vie I(x) Dg(x)d<0, Vj=1,...,1 Dhjx)d=0}.

Podobnie jak poprzednio zauwazmy, ze stozek kierunkéw stycznych dla ograniczen zlinearyzo-
wanych jest zbiorem wieloSciennym, a zatem wypuklym i domknietym. Jesli jest choé¢ jedno
ograniczenie rownosciowe, to ma on puste wnetrze.

Warunek konieczny istnienia rozwiazania lokalnego problemu z ograniczeniami mieszanymi jest
sformulowany ponizej. Identycznie jak w twierdzeniu 5.2 zakladamy réwnoéé stozka kierunkdéw
stycznych dla ograniczen oryginalnych i zlinearyzowanych. PéZniej uogélnimy warunki regular-
nosci, ktore beda taka réwnosé pociggaly.

Twierdzenie 8.1 (Twierdzenia Kuhna-Tuckera). Niech X bedzie rozwigzaniem lokalnym (8.1).
Jesli funkcje f, gi, i € I(X), oraz hj, j = 1,...,1, sq rézniczkowalne w X oraz T'(X) = Tjin(X),
to istniejg p1 € [0,00)™ oraz A € R! takie Ze

{Df (%) + Yierx) 1iDgi(%) + X5y AjDhy(x) = 07,

8.3
wigi(x) =0, i=1,2,...,m. (83)
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Dowdd. Na mocy twierdzenia 5.1 mamy D(x) NT(x) = (). Dalej, korzystajac z zalozenia, do-
stajemy D(X)NTyn(X) = 0, co innymi stowy oznacza, ze nie istnieje rozwiazanie z € R" ukladu

Df(x)z <0,
Dyg;(x)z <0, 1i€lI(x). (8.4)
Dh;j(x)z<0, j=1,...,1, '
—Dh;j(x)z<0, j=1,...,1
Stosujemy lemat Farkasa, lemat 5.3, z d = —D f(X) i macierza A nastepujacej postaci:
Dhj(i), j=1,. ,l
A= |-Dhj(x), j=1,...,1
Dg;(x), i€lI(x)
Istnieje zatem y € [0, 00)/®N+2 takie ze yT' A = —Df(X) lub inaczej
Df(x)+yrA=0T. (8.5)

Zdefiniujmy \; = y; —y14+4, j = 1,...,l. Przypiszmy wspétrzednym p odpowiadajacym ograni-
czeniom aktywnym, ¢ € I(X), ostatnie |/(X)| wartosci wektora y. Na pozostatych wspolrzednych
polézmy zera. Wowezas réwnosé (8.5) jest réwnowazna nastepujacej

m l
Df(x)+ Y wDgi(X)+ Y ADhj(x) = 0.
iel(x) Jj=1

Z definicji u; oczywiste jest, ze p;g;(Xx) = 0. O

8.2 Warunki regularnosci
Sformulujemy teraz trzy warunki dostateczne réwnosci T'(X) = T}, (X), zwane warunkami regu-
larnosci.

Definicja 8.2. W punkcie x € W spelniony jest:

e warunek liniowej niezaleznosci, jesli funkcje g;, @ ¢ 1(X), sa ciagle w X, pozostale ograni-
czenia nieréwnosciowe i wszystkie réwnosciowe sa klasy C'!' na otoczeniu x oraz wektory
Dg;(x) dlai € I(x) i Dhj(x) dla j =1,...,1 sa liniowo niezalezne,

o warunek afinicznosci, jesli funkcje g;, ¢ € I(X), oraz hj, j = 1,...,1, sa afiniczne, a g;,
i ¢ 1(x), sa ciagle w X,

e warunek Slatera, jesli

— funkcje g;, i € I(X) sa pseudowypukle w x, funkcje g;, i ¢ 1(X), sa ciagle w X,
— funkcje hj, j =1,...,1, s afiniczne,

— istnieje x € X, dla ktérego g;(x) < 0 dlai € I(X) oraz hj(x) =0dlaj=1,...,L

Zaczniemy od najprostszego przypadku.

Twierdzenie 8.2. Jesli w punkcie X € W spelniony jest warunek afinicznosci, to zachodzi
réwnosé T'(X) = Tiin(X).



82/143 © J. Palczewski, Uniwersytet Warszawski, 2018.

Dowdd. Postepujac jak w przyktadzie 8.1 zamieniamy ograniczenia afiniczne roéwnosciowe na
ograniczenia afiniczne nieréwnosciowe. Teza wynika z twierdzenia 6.1.

(I

Twierdzenie 8.3. Jesli w punkcie x € W spelniony jest warunek Slatera, to zachodzi réwnosé

T'(x) = Tiin(X).
Dowéd. Zapiszmy najpierw funkcje h; dla j =1,...,1:
hi(y) = a]Ty +bj, aj € R", b eR.
WprowadZmy uogdlnienie zbioru Tj,.(X) do przypadku ograniczen mieszanych:
Timt(x) ={d €eR": VieI(x) Dg;(x)d<0, Vj=1,...,1 Dh;(x)d=0}.

(1) Tine(x) # 0. Wezmy punkt x z warunku Slatera. Na mocy pseudowypuklosci, patrz uwaga
4.3, mamy
Dygi(x)(x —x) <0, Ve I(x).

Dla kazdego j mamy takze

ajT(x x)—ajx—i-b —ax bj = hj(x) — hj(x) =0.

Whioskujemy wiec, ze wektor (x — X) € Tje(X).

(2) Ty (x) C T(x). W tym celu wezmy dowolny d € Tj,(X). Wystarczy pokazaé, ze pewien
odcinek o koncu x i kierunku d zawiera sie w catosci w zbiorze W. Rozwazmy w tym celu funkcje
y(A) = x + Ad. Na mocy ciaglosci funkcji opisujacych ograniczenia nieaktywne istnieje € > 0
taki ze g;(y(\)) < 0 dla X\ € [0,¢] oraz i ¢ I(X). Z faktu, ze d € T}, (X) dostajemy réwniez,
ze hj(y(A)) =0dlaj =1,...,11dowolnego A (bo h; sa afiniczne). Pozostaje tylko zajac si¢
ograniczeniami aktywnymi. Z faktu, ze g; sa r6zniczkowalne w x dla ¢ € I(X) mamy

iy 91 )) — 9i(x)
A0 A

gdzie ostatnia nieréwno$é¢ wynika z tego, ze d € Tjn(X). A zatem g¢;(y()\)) — ¢:(X) < 0 dla
dostatecznie matych A.

(3) clTipt(X) = Tpin(X). Zbiory T (X) i Tyin(X) leza w podprzestrzeni H wyznaczonej przez
afiniczne ograniczenia réwnoéciowe. Mozemy zatem znalezé przeksztalcenie afiniczne P o pelnym
rzedzie przeksztalcajace te podprzestrzen w przestrzen R", gdzie n' jest wymiarem H (jesli
funkcje h; sa parami rézne, to n’ = n — ). Przeksztalcenie to jest wzajemnie jednoznaczne
rozpatrywane jako funkcja okreélona na H. A zatem topologie w R™ ina H sa identyczne.
Wystarczy wiec udowodnié¢ teze tego podpunktu na obrazach T}, (X) i T};,(X) zbioréw Tj,.(X)
i Tjin(X). Zauwazmy, ze zbiér T7,,(X) jest otwarty. WykazaliSmy, ze jest niepusty. Jest réwniez
wnetrzem zbioru 77, (X). Na mocy lematu 6.2 mamy cl7},,(X) = T}, (X).

(4) T(x) C Tyin(x). Identycznie jak dowéd lematu 5.2.
Pozostaje juz tylko przypomnieé, ze T'(X) jest zbiorem domknietym. A zatem
CIT‘znt( ) C T( ) C ﬂzn(i) = ClT’int(i)~
O
Zanim przejdziemy do rozwazan nad trzecim warunkiem regularnosci, warunkiem liniowej nie-

zaleznosci, przypomnijmy twierdzenie o funkcji uwiktanej, by, korzystajac z niego, podaé opis
stozka kierunkoéw stycznych do powierzchni zadanej przez ograniczenia réwnosciowe.
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Twierdzenie 8.4 (Twierdzenie o funkcji uwiklanej). Niech f : X — R", gdzie X C R"™™
otwarty, bedzie odwzorowaniem klasy C*, k > 1. Zaloimy, ze f(a,b) = 0, gdzie (a,b) € X.
Przyjmujemy tutaj notacje, Ze a € R™, za§ b € R™. Oznaczmy przez Ax macierz pochodnych
czastkowych, w punkcie (a,b), wzgledem pierwszych n zmiennych: Ax € R™™ zadana jest wzo-
rem (Ax)ij = ggj; (a,b).

Jesli macierz Ax jest odwracalna, to istnieje zbidr otwarty W C R™ zawierajgcy b oraz funkcja
g: W — R" klasy C*, taka ze (g(y),y) € X dlay € W, g(b) = a oraz f(g9(y),y) = 0 dla
y € W. Ponadto, Dg(b) = —(Ax)" 1Ay, gdzie Ay jest pochodna f w punkcie (a,b) wzgledem

ostatnich m zmiennych: Ay, € R™™ zadana jest wzorem (Ay)i; = %(a, b).

Rozwazmy powierzchnie opisang przez uktad m* réwnan:
S={xeX: ¢gx)=0, i=1,...,m"},
gdzie X C R™ otwarty. Przez T (X) oznaczmy stozek kierunkéw stycznych do S punkcie X € S.

Twierdzenie 8.5. Zaldimy, Ze funkcje ¢;, i = 1,...,m*, sq klasy C*, k > 1, na otoczeniu X
oraz gradienty Dc;i(X), i =1,...,m*, sq liniowo niezalezne. Wowczas

T9(%) =T5,(X) == {d €R": D¢;(x)d=0, i=1,...,m"}.

Ponadto, dla kaidego d € T°(X) istnieje e > 0 i krayway : (—e,e) — S klasy C* o tej wlasnosci,
ze y(0) =x oraz y’(0) = d.

Dowdd. Pokazemy najpierw, ze T (x) C T3, (X). Niech d € T7(x). Wowezas d = limy,_, o0 A (35—

*

x) dla (xx) C S, xi # x. Z definicji pochodnej dostajemy dla kazdego i = 1,...,m*:

_ _ B ol||xe — X

i(3) = cs(%) + Des(®) (ki — %) + Aplce — ) 2UKE = XD,

——" N——" HXk—XH
=0 =0 —d —||d|| —/0—/

czyli De;(%)d = 0. Stad wynika, ze d € T} (X).

Pozostalo jeszcze zawieranie w drugg strone. Dowdd tej czesci bedzie zdecydowanie trudniejszy.
Ustalmy d € T}3 (%). Skonstruujemy krzywa przechodzaca przez X i zawarta w S, ktérej po-
chodna w punkcie X jest réwna d. Oznaczmy c(x) = (¢1(X), ..., cm=(x)) 1 zdefiniujmy funkcje
d:R"™ xR — R™ wzorem

®(u,t) = c(x +td + (Dc(x)) u).

Zauwazmy, ze ®(0,0) = 0. Oznaczmy przez D, ® macierz pochodnych czastkowych wzgledem
zmiennych wektora u: Dy® = (gfj)m* W (0,0) mamy D,®(0,0) = Dc(x) (Dc(i))T. Przy-

ij=1-

pomnijmy, ze zgodnie z zalozeniem macierz Dc(X) ma maksymalny rzad (réwny m*), czyli
Dy®(0,0) jest odwracalna. Na mocy twierdzenia o funkeji uwiklanej istnieje zatem ¢ > 0 oraz
funkcja u : (—,€) — R™ klasy C*, taka ze ®(u(t),t) = 0. Polézmy

y(t) =% +td + (Dc(x)) u(t).
Krzywa ta, zgodnie z konstrukcja, lezy na powierzchni S, bo c(y(t)) = ®(u(t),t) = 0 dla
t € (—e,e) oraz y(0) = x. Rézniczkujac zlozenie c(y(t)) dostajemy

d

Ze(y() = De(y() (d + (De(x)"w/(1)-
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czyli w t = 0 mamy
%C(y(t))‘tzo = Dc(x)(d + (De(x))Tu'(0)).

Z drugiej strony wiemy, ze c(y(t)) = 0, czyli powyzsza pochodna jest réwna zero: De(X)(d +

(Dec(x))Tu/(0)) = 0. Przypomnijmy, ze d € T}, (X), co w naszym zapisie oznacza Dc(X)d = 0.

Wynika stad, ze Dc(x)(De(x))Tu’(0) = 0. Korzystajac z faktu, ze Dc(X) ma rzad m* dostajemy

u/(0) = 0. JesteSmy juz teraz gotowi, aby dokonczyé dowdd. Rézniczkujac funkcje y dostajemy

y'(t) = d + (De(x)) ' (1),
co w t = 0 daje y’(0) = d. Mozemy stad juz latwo wywnioskowaé, ze d € T (X). O

Uwaga 8.1. Powyzsze twierdzenie dowodzi powszechnie znanego faktu dotyczacego przestrzeni
stycznej do rozmaitosci. Ot6z, z zatozen wynika, ze S jest lokalnie wokdt punktu X rozmaitoscia
rézniczkowa klasy CF. Przestrzen styczna do rozmaitoéci w punkcie X definiowana jest jako
zbiér wektoréw, ktére sa pochodnymi (w punkcie x) krzywych lezacych na tej rozmaitosci
i przechodzacych przez x (jest to réwnowazne definicji T'(X)). Réwnos¢ Ty, (X) = T'(X) oznacza,
ze przestrzen styczna jest jadrem przeksztalcenia liniowego Dc(X).

7 powyzszego twierdzenia bedziemy wielokrotnie korzysta¢ w nastepnych rozdziatach. Bedzie
ono gltéwnym narzedziem przy dowodzeniu warunku koniecznego drugiego rzedu. W tym roz-
dziale pozwoli tatwo wykazaé¢ réwnos¢ T'(x) = Tj;,(X) przy zalozeniu warunku liniowej nieza-
leznoéci.

Twierdzenie 8.6. Jesli w punkcie X € W spelniony jest warunek liniowej niezaleznosci, to
zachodzi réwnosé T'(X) = Tiin(X).

Dowdd. Ustalmy d € Ty, (X). Niech I(X) = {i € I(X) : Dg;(Xx)d = 0}. Zdefiniujmy powierzchnie
S={xeX:¢x) =0, gdzie ¢, = g;,1 € f(f() lub ¢x = hj,j=1,...,1}.
Wtedy X
T9(%) = {d € R" : Dg;(x)d = 0,7 € I[(X), Dh;(X)d = 0,5 =1,...,1}.

Na mocy twierdzenia 8.5 istnieje krzywa y : (—e,e) — R™, taka ze y(0) = x, y'(0) = d oraz
Gi(y($) =0, 4 € I(x), 1 h(y(£)) =0, j=1,...,1. Dla i € I(%)\ I(%) poldimy 4:(t) = gs(y (1),
t € (—¢,e). Wéwezas §;(0) = Dg;(x)d < 0, czyli istnieje €; > 0, takie ze g;(t) < 0 dla t € [0,¢;).
Dla i ¢ I(X) z ciaglodci g; wynika, ze ¢;(y(t)) < 0 na pewnym otoczeniu 0. Podsumowujac,
istnieje £ > 0, takie ze y(t) € W dla t € [0,&). Stad trywialnie d € T'(xX).

Dowdd zawierania T'(X) C T7;,(X) jest identyczny do dowodu lematu 5.2. O



Rozdziat 9

Warunki drugiego rzedu

W tym rozdziale przedstawimy warunki konieczne i dostateczne drugiego rzedu, tzn. warunki
sformulowane w jezyku drugich pochodnych oraz podsumujemy dotychczasows wiedze dotyczaca
rozwigzywania probleméw optymalizacyjnych z ograniczeniami mieszanymi.

9.1 Warunki drugiego rzedu

Rozwazmy problem optymalizacyjny z ograniczeniami mieszanymi (8.1). Zalézmy, ze pewnym
punkcie X € W spelniony jest warunek pierwszego rzedu, tzn. istnieja wektory p € [0, 00)™
i\ e R, takie ze

Df(X) + Xicr(x) #iDgi(X) + Yi_1 AjDhj(x) = 07,
wigi(X) =0, i=1,2,...,m.

Definicja 9.1. Funkcjg Lagrange’a nazywamy funkcje
m l
L(x, 1, A) = (%) + Y paga(x) + Y Ajhy(x).
i=1 =1

Mozemy teraz zapisa¢ warunek pierwszego rzedu w skrdoconej formie:
Dy L(x, p, ) = o’ oraz wigi(X) =0, i=1,2,...,m,
gdzie Dy oznacza roézniczkowanie wzgledem zmiennej x € R".

Definicja 9.2. Zbiér
I*(x)={ielIx): p; >0}
nagywamy zbiorem ograniczen nieréwnosciowych mocno aktywnych.
Zbior
I°(x) = I(x)\ I"(%)
nazywamy zbiorem ograniczen nieréwnosciowych stabo aktywnych.

Twierdzenie 9.1 (Warunek konieczny drugiego rzedu). Zaldzmy, Ze punkt X jest lokalnym
rozwigzaniem problemu z ograniczeniami mieszanymsi i spetniony jest w nim warunek liniowej
niezalezno$ci. Niech i, A bedg mnoznikami Lagrange’a z warunku pierwszego rzedu. Jesli f, g;,
i € I(X) oraz hj, j =1,...,1, sq klasy C* w otoczeniu X, to

dT'D2L(x, 1, \)d >0

85
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dla kazdego d € R™ spetniajgcego

Dowdd. Ustalmy d € R" jak w warunkach twierdzenia. Na mocy twierdzenia 8.5 istnieje € > 0 i
krzywa y : (—¢,e) — R" klasy C? o nastepujacych wtasnoéciach: y(0) = %, y'(0) = d, oraz dla
t € (—e,e) mamy h;(y(t)) =0, =1,...,1, i gi(y(t)) =0, i € I(x). Wynika stad, ze funkcja
F(t) :== L(y(t), p, A) réwna jest f(y(t)) dla t w otoczeniu 0. Z ciaglodci ograniczen nieaktywnych
wnioskujemy, ze y(t) € W dla t w otoczeniu 0. Zatem F' ma minimum lokalne w 0, gdyz y(0)
jest minimum lokalnym f na W. Na mocy zalozen, F jest klasy C2. Istnienie minimum w zerze
implikuje, ze F"(0) > 0, a wiec

0 < d"DZL(x, 11, \)d + DxL(X, ui, \)y" (0).
To konczy dowdd, gdyz w punkcie X spetnione sg warunki konieczne pierwszego rzedu

Dy L(%, 1, \) = 0T

Bez dowodu pozostawiamy nastepujace uogdlnienie powyzszego twierdzenia:
Twierdzenie 9.2. Przy zaloZeniach tw. 9.1 nastepujgca nieréwnosc
dTD2L(x, 1, \)d >0
zachodzi dla kazdego d € R™ spelniajgcego
Dgi(x
Dg;(x
Dh;j(x)d=0, j=1,...,L
Podamy teraz warunek dostateczny istnienia rozwigzania lokalnego. Zwréémy uwage na to,
ze warunek ten implikuje, iz rozwiazanie jest Sciste. Pozostaje wiec szara strefa, gdzie jest

spelniony warunek konieczny drugiego rzedu, lecz nie zachodzi warunek dostateczny drugiego
rzedu. Podobnie jak w przypadku optymalizacji bez ograniczen, na to nie ma niestety rady.

Twierdzenie 9.3 (Warunek dostateczny drugiego rzedu). Zaldimy, ze w punkcie x € W spel-
niony jest warunek pierwszego rzedu, tzn. istniejg wektory p € [0,00)™ i X € R!, takie ze

Df(x) + Ziel(i) piDgi(X) + Zé‘:l AjDh; (%) = OTa
_ . (9.1)
/ngl(x):[)’ Z:172a"'7m'
Zatozmy ponadto, Ze funkcje g;, i € 1*(X), oraz hj, j = 1,...,1, sq¢ dwukrotnie rézniczkowalne

w x. Jesli
dTD2L(x, 1, \)d > 0

dla kazdego d € R™ \ {0} spelniajgcego
Dgi(x)d =0, ielI"(x),
Dg;(x)d <0, i€ I’=x), (9.2)
Dhj(x)d =0, j=1,...,1,

to X jest scistym rozwigzaniem lokalnym.
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Zanim przejdziemy do dowodu podkreslmy, iz w powyzszym twierdzeniu nie zaklada sie regu-
larnosci punktu ograniczen.

Dowdd twierdzenia 9.5. Przeprowadzimy dowdd przez zaprzeczenie. Zaldézmy mianowicie, ze X
nie jest $cistym rozwigzaniem lokalnym. Istnieje zatem zbiezny do X ciag punktéw dopuszczal-
nych x € W, takich ze x;, # X oraz f(xx) < f(X). Zdefiniujmy

X — X

dg

= — oraz &k = |lxk — x|

% — ||
Wowczas X, = X + & dy. Z faktu ||dg|| = 1 wynika, ze istnieje podciag dy,, zbiezny do pewnego
d o normie jednostkowej. Aby uprosci¢ notacje zaktadamy, ze od poczatku dj byl zbiezny do
d. Z definicji & wynika, ze limg_, o & = 0.
W dalszej czesci dowodu wykazemy dwie whasnoéci d: (a) A" D2L(x, 1, \)d < 0 oraz (b) d
spelnia warunki (9.2). A to przeczy zalozeniom twierdzenia.

Rozpocznijmy od dowodu wlasnosci (a). Z definicji drugiej pochodnej

L0615, X) = L%, 1, X) + DuL (%, M) x— %) + 3 (x0T DAL, )(x — %) + of [ — x]).

Przypomnijmy, ze L(xg, pu, \) < L(X, u, A), bo f(xx) < f(X) oraz gi(xx) < ¢i(X) dla i € I(x)
a h(xx) = h(X) = 0. Z warunku pierwszego rzedu (9.1) wynika réwniez, ze Dy L(X, i, \) = 0.
Zatem

(k. — %) T D2L(%, N (o — %) + o — ) < 0.

Poniewaz xj;, = X + £,dy, to wstawiajac te reprezentacje do powyzszego wzoru dostajemy
ERdi DRL(X, u, Ny + (&5 ]|k ]|) < 0.
Dzielimy obie strony przez f,%

o(&lldll*)
5
Przypomnijmy, ze ||dg|| = 1. A zatem w granicy, gdy k — oo, drugi sktadnik powyzszej sumy

dazy do 0. Korzystajac z faktu, ze limy_,,, di = d dostajemy

df D2L(%, p, \)dy, + <0.

d" D L(%, 1, A)d <0,

co koniczy dowdd faktu (a).

W dowodzie wlasnosci (b) zastosujemy podobne podejscie jak powyzej. Z rézniczkowalnosci
funkcji f w punkcie X mamy

f(xk) = f(X) + Df(x)(x — %) + o(|[x — x[))-
Przypomnijmy, ze f(xx) < f(X), co implikuje
Df(x)(xx — %) + of[lx — x[[) <0.
Korzystajac znéw z reprezentacji x; = X + £,dy dostajemy

&k
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Zatem w granicy, przy k — oo, otrzymujemy D f(x)d < 0. Zauwazajac, ze ¢;(X;) < ¢;(X) =0
dla i € I(X) i postepujac podobnie jak powyzej dostajemy Dg;(Xx)d < 0, i € I(X). Analogicznie
réwniez dowodzimy, ze Dhj(x)d =0dlaj=1,...,L

Pomnézmy obie strony pierwszej réwnosci w (9.1) przez d:

l
Df(x)d+ > wiDgi(x)d+ > A;Dhj(x)d = 0.
i€l(x) j=1

Suma ta sktada sie z wyrazéw zerowych lub niedodatnich. Poniewaz sumuja sie one do zera, to
wszystkie musza by¢ zerowe. W szczegdlnosci

Df(x)d =0, oraz Dgi(x)d =0, i€ I*(x).

DowiedliSmy zatem, ze d spelnia warunki (9.2). O

9.2 Podsumowanie

Opiszemy teraz ogdélny algorytm postepowania w przypadku rozwiazywania probleméw opty-
malizacyjnych z ograniczeniami mieszanymi.

Krok 1. Szukamy punktéw podejrzanych:

A1 = {x € X: w punkcie x nie zachodzi warunek regularnosci},
As = {x € X : w punkcie x zachodzi warunek regularnosci

i spelnione sa warunki pierwszego rzedu}.

Krok 2. Sprawdzamy, czy w punktach ze zbioréw Ai, Ay spelnione sg zalozenia tw. 7.6, tzw.
warunki dostateczne pierwszego rzedu. Jesli tak, to w punktach tych sa rozwiazania globalne.
Pozostale kroki podejmujemy, jesli

e nie znalezliémy zadnego rozwiazania globalnego, lub
e chcemy znalez¢ wszystkie rozwigzania globalne, lub

e chcemy znalez¢ wszystkie rozwiazania lokalne.

Usuwamy ze zbioréw A1, As punkty, ktore sa rozwiazaniami globalnymi. Oznaczmy nowe zbiory
1, 4.

Krok 3. Eliminujemy ze zbioru Af te punkty, gdzie nie zachodzi warunek konieczny drugiego

rzedu. Pozostale punkty oznaczamy Aj.

Krok 4. W kazdym punkcie ze zbioru A} U AY sprawdzamy warunek dostateczny drugiego

rzedu. Punkty, w ktorych jest spelniony, sa rozwigzaniami lokalnymi.

Krok 5. Optymalno$é punktéw ze zbioru A} U AY, w ktérych nie jest spelniony warunek
dostateczny drugiego rzedu sprawdzamy innymi metodami.
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9.3 Przyktad

W tym podrozdziale opiszemy bardzo doktadnie rozwiazanie nastepujacego problemu optyma-
lizacyjnego:

(1 — 1)? + 23 — min,

2kx1 — 23 <0,

X = (71, 22) € R%,
gdzie k > 0 jest parametrem.
Zauwazmy, ze w kazdym punkcie, gdzie aktywne jest ograniczenie, spelniony jest warunek linio-
wej niezaleznosci ograniczen: pierwsza pochodna ograniczenia wynosi [2k, —2x5] # 07. Wynika
stad, ze Ay = 0.
Funkcja Lagrange’a dla powyzszego problemu ma postaé:

Ly, w0 1) = (21— 1) + a3 + p(2kay — a3).

Zapiszmy warunek pierwszego rzedu:

[2(z1 — 1), 2o] + p[2k, —225] = 07, (9.3)
w(2kx) — x3) =0,
= 0.

Sprawdzmy, czy mozliwe jest u = 0. Wéwczas z réwnania (9.3) dostajemy
2Nry —1)=0,  2x5=0,

co pociaga x1 = 1, x9 = 0. Punkt ten nie jest dopuszczalny: nie spelnia warunku nieréwnoscio-
wego dla zadnego k > 0. Wnioskujemy zatem, ze p > 0 i warunek konieczny pierwszego rzedu
moze by¢ spelniony tylko w punktach, w ktérych ograniczenie nieréwnoéciowe jest aktywne:

2kxy — x5 = 0. (9.5)

Rozpiszmy réwnanie (9.3):
1 — 14+ puk =0,
T9 — puxy = 0.

Z drugiego réwnania wynika, ze albo u = 1 albo xo = 0. Jedli z3 = 0, to z (9.5) dostajemy
x1 = 0. Punkt (0,0) wraz z mnoznikiem Lagrange’a u = 1/k spelnia warunek pierwszego rzedu.

Rozwazmy teraz przypadek p = 1. Wowczas z réwnania 1 — 1 + pk = 0 dostajemy z; =1 — k.
Jesli k > 1, to x; < 0 i réwnanie (9.5) nie ma rozwiazania. Dla k = 1 dostajemy punkt (0,0),
za$ dla k € (0,1) dwa punkty

r1=1—-k, wgzim.
Podsumowujac: A1 = () oraz
Ay ={(0,0)} dla k>1,
Ay ={(0,0), (1 — k,\/2k(1 — k)), (1 — k,—\/2k(1 —k))}  dla 0<k<1.

Funkcja g1 (21, 22) = 2kx1 —23 nie jest quasi-wypukta, wiec nie mozemy skorzystaé z twierdzenia
7.6 stwierdzajacego dostateczno$¢ warunku pierwszego rzedu. Zatem A, = As.
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Przechodzimy do kroku 3 i sprawdzamy warunek konieczny drugiego rzedu dla punktéw z Aj.
Rozwazmy najpierw punkt (0,0). Odpowiada mu mnoznik Lagrange’a u = 1/k. Pierwsza po-
chodna funkcji Lagrange’a ma postac:

DyL(z1,22;1/k) = [2(z1 — 1) + 2, 222(1 — 1/E)].

Macierz drugich pochodnych to

D2L(21,72;1/k) = B 2(1—01/k:)]

Na mocy twierdzenia wystarczy sprawdzié, ze

0

d* lo 21 —1/k)| 420

dla wektoréw d € R? \ {0} spetiajacych Dg;(0,0)d = [2k,0]d = 0, czyli takich ze d; = 0.
Wstawiajac do powyzszej nieréwnosci dostajemy (1 — %)d% > 0. Nieréwnos¢ ta zachodzi dla
k > 1: w punkcie (0,0) moze byé rozwiazanie lokalne. Dla k < 1 nier6wno$¢ nie zachodzi, wiec
w (0,0) nie ma rozwiazania lokalnego.

Zalézmy teraz 0 < k < 1 i rozwazmy dwa pozostale punkty. W obu przypadkach mnoznik
Lagrange’a 4 = 1. Mamy zatem

DXL(-Tl,{IZQ; 1) = [2(131 - 1) + 2k70]7

2, 0

2 )

DiL(x1,2z9;1) = [07 0] .

Macierz drugich pochodnych jest nieujemnie okreslona, wiec warunek konieczny drugiego rzedu
jest spelniony w obu punktach. Podsumowujac:

A ={(0,0)} dla k>1,
Ay ={(1—Fk,\2k(1—k)), (1 —k,—/2k(1—k))} dla 0<k<IL.

Przechodzimy do sprawdzenia warunku dostatecznego drugiego rzedu. W przypadku k£ > 1
macierz drugich pochodnych funkcji Lagrange’a jest dodatnio okreslona, wiec na mocy tw. 9.3
w punkcie (0,0) jest Sciste rozwiazanie lokalne. Niestety nie mozemy nic powiedzie¢ o punkcie
(0,0), gdy k = 1.

Rozwazmy przypadek 0 < k < 1. Zajmijmy si¢ punktem X = (1 — k, \/2k(1 — k)). Musimy
sprawdzi¢ warunki tw. 9.3:

2, 0
T ) _ 2
d l()’ O]d—le >0
dla d € R?\ {0} spelniajacego [2k, —2/2k(1 — k)]d = 0, czyli di = ++/2k(1 — k)d2. A zatem
jeslid # 0, to d1 # 0 i w punkcie X spelniony jest warunek dostateczny drugiego rzedu: X jest
$cistym rozwigzaniem lokalnym. Analogicznie dowodzimy, ze punkt (1 — k, —/2k(1 — k)) jest
réwniez Scistym rozwigzaniem lokalnym.

Pozostaje jeszcze przypadek k& = 1. Choé (0,0) jest rozwiazaniem globalnym, to nie udalo
nam si¢ tego pokazaé korzystajac z teorii Kuhna-Tuckera. Latwo mozna to jednak udowodnié¢
bezposrednio.
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9.4 Zadania

Cwiczenie 9.1. Rozwiaz geometrycznie i analitycznie zadanie minimalizacji o na zbiorze
W = {(z1,22) : 1 +x2 >2, 27+ 23 <2},

Cwiczenie 9.2. Niech A bedzie macierzg m x n o pelnym rzedzie (tzn. o rzedzie réwnym
min(m,n)). Udowodnij, ze rzut na jadro ker A jest przeksztalceniem liniowym zadanym wzorem

I— AT(AAT) 1A,

W dowodzie wykorzystaj fakt, ze rzeczony rzut, to taki punkt zbioru ker A, ktéry jest najmniej
oddalony od rzutowanego punktu.

S$00 m

5’\'})&(,\(

SO0m

Rysunek 9.1: Poltozenie punktéw pomiarowych.

Cwiczenie 9.3. Na brzegu bedacym prostym odcinkiem co 500 metréw stoja trzy stacje po-
miarowe, patrz rys. 9.1. Kazda z nich mierzy kat miedzy prosta prostopadta do brzegu a prosta
przechodzaca przez punkt pomiarowy i statek. Wyniki obserwacji sa nastepujace:

a1 = 0.083, ag = 0.024, a3 = —0.017.

Pomiary te sa obarczone malymi btedami. Skoryguj je tak, aby byly zgodne tzn. wskazywaly
na ten sam punkt na plaszczyznie i korekta byta jak najmniejsza w sensie Sredniokwadrato-
wym (suma kwadratéw réznic pomiedzy zmierzonymi katami i skorygowanymi katami). Znajdz
polozenie statku wzgledem punktéw pomiarowych. W obliczeniach przyjmij, ze tg(a) = « dla
malych katow a.

Cwiczenie 9.4. Metalowa belka ma przekréj trapezoidalny. Pole tego przekroju ze wzgledéw
wytrzymatosciowych musi wynosi¢ S. Goérna i boczna powierzchnia musi zosta¢ zabezpieczona
antykorozyjnie. Ustal tak ksztalt przekroju, aby powierzchnia do zabezpieczenia antykorozyj-
nego byta jak najmniejsza.



Rozdziat 10

Teoria dualnosci

W tym rozdziale oméwimy elementy teorii dualnodci, tzn. innej charakteryzacji optymalnosci
rozwigzania zadania optymalizacyjnego z ograniczeniami nierownosciowymi. Teoria ta odroznia
sie od poprzednio opisywanego podejscia Kuhna-Tuckera tym, ze nie wymagamy rézniczkowal-
nosci funkcji celu f i funkcji ograniczen g;. Ponadto, przy odpowiednich zatozeniach, rozwiazanie
pierwotnego zadania optymalizacyjnego mozemy tatwo uzyskaé z rozwigzania tzw. zadania do
niego dualnego. Niezaleznie od zadania pierwotnego, zadanie dualne polega na maksymaliza-
cji wklestej funkcji celu po nieujemnym oktancie. Jak zobaczymy w nastepnych rozdziatach,
wklestosé jest cecha gwarantujaca dobra zbieznosé metod numerycznych. Prosty zbiér punktéw
dopuszczalnych dodatkowo przyspiesza dziatanie i ulatwia implementacje algorytméw nume-
rycznych. Nie nalezy zapominaé takze o tym, ze zadanie dualne jest czasami latwiejsze do
rozwigzania metodami analitycznymi, czego przyklady zobaczymy w zadaniach na koncu ni-
niejszego rozdziatu.

10.1 Warunek dostateczny

Definicja 10.1. Niech A, B beda dowolnymi zbiorami, zas§ h : A x B — R funkcja. Punkt
(X, 1) € A x B nazywamy punktem siodlowym funkcji h, jesli

h(x,p) < h(x, ) <h(x,p), VxeA peB.
Przyktad 10.1. Najprostszym przykladem punktu siodlowego jest "$rodek siodla” (patrz rys.
10.1): A, B =R, h(z, ) = 22 — % ma punkt siodtowy w (0,0). Funkcja h ma minimum w (0, 0)

ze wzgledu na zmienng z i maksimum ze wzgledu na p.

Okazuje sig, ze punkt siodlowy funkcji Lagrange’a jest zwiazany z rozwiazaniem globalnym
problemu optymalizacji z ograniczeniami nieréwnosciowymi:

f(x) — min,
9i(x) <0, i=1,...,m, (10.1)
x € X.

Przypomnijmy, ze przez W oznaczamy zbiér punktéw dopuszcezalnych, tj.

W={xeX: g(x)<0,...,9m(x) <0}

92
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Rysunek 10.1: Wykres funkcji (z,y) — 22 — 2.

Twierdzenie 10.1. Jesli (x,1) € W x [0,00)™ jest punktem siodtowym funkcji Lagrange’a na
W x [0, 00)™

L(x,p) = f(x) + D pigi(x),
=1

tzn.
L(x.p) L&) <L), VxeW, e 0,00)m,

to x jest rozwigzaniem globalnym problemu (10.1) oraz j1;9;(X) =0 dlai=1,...,m.

Dowdd. Udowodnimy najpierw, ze fi;g;(x) =0 dlai =1,...,m. Nieréwno$¢ L(x,u) < L(x, 1)



94/143 © J. Palczewski, Uniwersytet Warszawski, 2018.

mozemy rozwingé nastepujaco:
m m
FE) +D 0 pigi(X) < f(X)+ ) igi(X).
i=1 i=1
Zatem dla kazdego p € [0,00)™ mamy
m m
D 1igi(X%) <Y igi(%).
i=1 i=1

W szczegdlnosei, podstawiajac p = fi/2 dostajemy

m

> Higi(%) > 0.

i=1
Wiemy, ze X jest punktem dopuszczalnym (x € W), czyli g;(Xx) < 0dlai = 1,...,m. Pamietajac,
ze 1 ma wszystkie wspélrzedne nieujemne wnioskujemy, iz > 1" f1;9:(X) = 0 oraz kazdy wyraz
jest niedodatni. Stad juz wynika, ze 1;9;(X) =0dlai=1,...,m.
Skorzystamy teraz z drugiej nieréwnosci L(X, 1) < L(x, i) dla x € W, aby wykazaé globalna
optymalnoéé¢ x. Nieréwnoéé ta rozpisujemy nastepujaco:

FR)+ Y igi(x) < f(x) + Y fiigi(x), xcW.
i=1 i=1

Z pierwszej czedci dowodu mamy Y ;" f1;9:(X) = 0. Z faktu, ze x € W dostajemy Y 1" fi;9i(x) <
0. Czyli
f®) < fx), xeW.

Uwaga 10.1.

1. W powyzszym twierdzeniu nie zaktadamy otwartosci X ani ciagtosci funkcji f i g;.
2. Zbiér punktéw dopuszczalnych W nie musi by¢ wypukty.
3. Nie ma zadnych warunkéw regularnodci.

4. Tw. 10.1 nie podaje sposobu szukania punktu siodtowego. Mozna go znalezé np. przy
pomocy warunkéw koniecznych pierwszego rzedu, a twierdzenie 10.1 uzywaé jako warunek
dostateczny.

5. Tw. 10.1 pelni wazna role teoretyczna (podejécie dualne) i stuzy do budowy algorytmoéow
numerycznych rozwiazujacych zadanie (10.1).

10.2 Warunek konieczny dla programowania wypuklego

W tym podrozdziale zakladamy, ze w problemie (10.1) zbiér X C R" jest wypukly oraz funk-
cie f,9; : X = R, i =1,...,m, sa wypukte. Dla takiego zadania optymalizacyjnego warunek
punktu siodtowego funkcji Lagrange’a jest warunkiem koniecznym dla rozwiazania globalnego.
Zaczniemy od prostszego przypadku, gdy wszystkie funkcje sa rézniczkowalne, by przejsé poz-
niej do twierdzenia nie wymagajacego rézniczkowalnosci. Jak wspomnieliSmy wczesniej, brak
wymagania rézniczkowalnosci odréznia metode punktu siodlowego od opisanej wczesniej meto-
dy Kuhna-Tuckera.
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Lemat 10.1. Zaloimy, Ze zbior X w problemie programowania wypuklego jest otwarty oraz
funkcje f i g;, i =1,...,m, sq rézniczkowalne w punkcie X. Jesli X jest rozwigzaniem lokalnym
(10.1) 4 spetniony jest jeden z warunkéw regularnosci: liniowej niezaleznosci, afinicznosci lub
Slatera, to istnieje i € [0,00)™, taki Ze (X, i) jest punktem siodlowym funkcji Lagrange’a na
przestrzeni X x [0, 00)™

Dowdd. Na mocy twierdzenia 5.2 istnieje wektor mnoznikéw Lagrange’a fi € [0,00)™, dla kté-
rych spelniony jest warunek optymalnosci pierwszego rzedu (spelnienie zalozen tego twierdzenia
wynika z regularnosci punktu X oraz rozwazan rozdzialu 6). Poniewaz

L(x,p) = f(%) + > pigi(x)
i=1

jest funkcja wypukla jako kombinacja funkcji wypuktych z nieujemnymi wspoétczynnikami, to
mamy

L(x,[1) > L(X, i) + DxL(X, fi)(x — X).
7 twierdzenia Kuhna-Tuckera mamy
m
DxL(%, i) = Df(%) + ) _ juDgi(%) = 07,
i=1

czyli DxL(X, ii)(x —x) = 0. Stad L(x, 1) > L(X, [1).

Aby udowodnié nieréwno$é¢ L(X, 1) > L(X, 1) zauwazmy, ze

m
Z lulg’L Z i gz

bo u; > 0 a g;(x) < 0 z faktu, ze x jako rozwiazanie lokalne jest puntem dopuszczalnym.
Ostatnia réwnoécé jest zawarta w tezie twierdzenia 5.2. O

Uwaga 10.2. Na mocy twierdzenia 7.6 kazdy punkt spetlniajacy warunki pierwszego rzedu jest
rozwigzaniem globalnym zadania programowania wypuklego. Nie jest zatem wazne, czy wyma-
gaé bedziemy w powyzszym lemacie, aby X byt rozwiazaniem lokalnym czy globalnym.

Przechodzimy teraz do gléwnego twierdzenia.

Twierdzenie 10.2. Niech x € X bedzie rozwigzaniem globalnym problemu programowania wy-
puklego (10.1) oraz istnieje x* € X, taki Ze g;(x*) < 0 dla i = 1,...,m. Wowczas istnieje
i € [0,00)™ o tej wlasnosci, ze (X, i) jest punktem siodlowym funkcji Lagrange’a na przestrzeni
X x [0,00)™, tzn.

L& 0 < L&) <L), YxEX, pe 0,00
Ponadto, fi;g;(x) =0 dlai=1,...,m

Uwaga 10.3. Punkt siodtowy funkcji Lagrange’a jest rozpatrywany na réznych przestrzeniach
w tw. 10.1 1 10.2. W drugim ze wspomnianych twierdzen przestrzen jest wieksza, gdyz pierwsza
zmienna przebiega caly zbiér X, a nie tylko zbiér punktéow dopuszczalnych W. W sumie, do-
stajemy réwnowazno$¢ istnienia punktu siodtowego funkcji Lagrange’a i rozwigzania globalnego
zadania optymalizacji wypukle;j.
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Dowdd tw. 10.2. Podobnie jak w dowodzie warunku koniecznego pierwszego rzedu, tw. 5.2,
gléwna role bedzie tutaj odgrywaé twierdzenie o oddzielaniu zbioréw wypuktych. Wskaze nam
ono wektor mnoznikéw Lagrange’a fi.

Oznaczmy g(x) = (91(x), ... ,gm(x))T. Zdefiniujmy nastepujace podzbiory R™*!:

A={y=(yo,y) ERxR™: yo> f(x), y > g(x) dla pewnego x € X},
B={y=(y,y) eERxR"™: yo=f(x), y=g(x) dla pewnego x € X},
C={y= oy eERxR™: y< f(X), y<O0}.

W powyzszych definicjach uzyty zostal uproszczony zapis ”nieréwnosci miedzy dwoma wekto-
rami” (taka uproszczajaca zapis konwencja zostala wyjasniona na poczatku skryptu).
Zauwazmy, ze zbiér C jest "oszukany”: jest on produktem polprostej konczacej sie¢ w minimum
f(x) i stozka {y < 0}. Latwo widzimy, Ze jest on wypukly. Z optymalnosci x dostajemy, ze
BN C = (. Zbiér B nie jest jednak wypukly, wiec nie mozemy stosowaé twierdzen o oddzie-
laniu. Radg na to jest spostrzezenie, ze zamiast B mozna braé zbiér wypukly A, ktéry ma
réwniez puste przeciecie z C. Przypu$émy przeciwnie: niech y = (y0,y) € AN C. Mamy zatem
dla pewnego x’ € X nastepujace nieréwnosci:

yo>f(X), y>gX), w<f(x), y<o.
Whioskujemy z nich, ze f(x') < f(X) oraz g(x’) < 0. A zatem punkt x’ jest dopuszczalny, zas
funkcja f przyjmuje w nim warto$é mniejsza od f(X). Przeczy to optymalnosci x.

Przyktad 10.2. Przed przystapieniem do dalszej czesci dowodu popatrzmy na zbiory A, B, C
dla nastepujacego problemu optymalizacyjnego:

—x — min,
22 —-1<0,
reX=R.

Rozwiazaniem tego zagadnienia jest £ = 1. Mamy jedno ograniczenie, wiec szukane zbiory leza
w przestrzeni R%. Na rysunku 10.2 znajduje sie ich szkic. Zwréémy uwage na zalezno$é miedzy
zbiorami A 1 B. Zbiér B jest brzegiem A dla yg < 0, lecz znajduje sie w jego wnetrzu dla g > 0.

Powréémy do dowodu. Wypuktoéé zbioru C juz zostata uzasadniona. Wypuklosé A dowodzimy
bezposrednio. Wezmy dwa punkty y',y” € A oraz A € (0, 1). Istnieja wéwezas punkty x', x” € X
o nastepujacej wlasnosci:

Y
Y

(x), ¥ >gx),
/

f
f&), ¥ > ex).

>
>

S O~

Zdefiniujmy x = Ax’ + (1 — \)x”. Z wypuklosci X wynika, ze x € X. Mamy réwniez
Ay + (1= Nyg > Af(x) + (1 =N f(x") > FOX + (1= N)x") = f(x),

gdzie pierwsza nieréwno$¢ wynika z powyzszych wlasnosci x’ i x”, za$§ druga nieréwnosé z wy-
puklosci f. Podobnie, korzystajac z wypuktosci sktadowych wektora g, pokazujemy, ze

Ay + (1= A)y" > g(x).
Stad y = Ay’ + (1 — \)y” € A, poniewaz

Yo = f(X), y 2 g(X)
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Rysunek 10.2: Szkic zbioréw A, B, C' zdefiniowanych w dowodzie twierdzenia 10.2.
dla zdefiniowanego powyzej punktu x. Konczy to dowdéd wypuktosci zbioru A.
Na mocy twierdzenia o oddzielaniu, tw. 3.1, istnieje i € R™*!, fi # 0 i takie ze
y > ilz, VyeA zeC.

Z faktu, ze supzco i’z < oo wynika, ze fi > 0. Z ciaglo$ci funkcji liniowej wnioskujemy, ze z
mozna bra¢ z domkniecia C:

z, VyeAd zecdC.

Zatem dla z = (f(x),0) mamy

fioyo + Y Ry = fnf (), V (0, y) € A.
=1

W szczegdlnosei powyzsza nieréwnosé zachodzi dla yp = f(x) iy = g(x) dlax € X:
m
fiof (%) + > figi(x) > o f (). (10.2)
i=1

Wykazemy teraz, ze fig # 0, co razem z obserwacja fi > 0 bedzie implikowaé fig > 0. Dowdd
przeprowadzimy przez zaprzeczenie: zalézmy fig = 0. Wowczas z nieréwnodei (10.2) wynika, ze

> figi(x) >0,  VxeX
i=1

W szczegdlnosei zachodzi to dla punktu x* z zalozenia twierdzenia. W tym punkcie mamy
jednak g;(x*) < 0 dla kazdego i = 1,...,m. To, w polaczeniu z faktem, iz i > 0 pociaga
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i1 = ... = by, = 0. Przypomnijmy, ze fip = 0, czyli i = 0, a to przeczy wyborowi [ z
twierdzenia o oddzielaniu.

Wiemy zatem, ze jig > 0. Zdefiniujmy

fio’ " fio

Oczywiscie i € [0, 00)™. Poniewaz X, jako rozwiazanie, jest punktem dopuszczalnym, to g;(X) <
0,i=1,....,m, 1Y igi(X) < 0. Dodajemy te sume do prawej strony nieréwnosci (10.2)
podzielonej przez fig:

Y

FE)+Y - igi(x) > f(X) + > fiigi(X), VxeX
i=1 i=1
Inaczej,
L(x, i) > L(x, 1), VxeX

Pozostaje jeszcze wykazanie drugiej nieréwnosci punktu siodtowego. Biorac x = X i dzielac obie
strony nieréwnosci (10.2) przez fip dostajemy > 1"y fi;9;(X) > 0. Z drugiej strony punkt X jest
dopuszczalny, czyli g;(x) < 0. Pamietajac, ze i > 0 wnioskujemy, ze kazdy skladnik tej sumy
jest niedodatni. Stad juz mamy

figi(x) =0, 1=1,...,m.

Dla dowolnego innego p € [0,00)™ mamy > iy u;g;(X) < 0, czyli
m m
Zﬂigi(i) < Zﬂigi(i), Y € 10,00)™.
i=1 i=1

Ta nieréwnosé jest rownowazna

L(x,p) < L(x,11), ¥V pel0,00)™

10.3 Zadanie pierwotne i dualne

7 teoria puntéw siodlowych zwiazane sa pojecia zadania pierwotnego i dualnego. Rozwazmy
zadanie optymalizacyjne (10.1) i zwiazana z nim funkcje Lagrange’a L(x, u). Zdefiniujmy funkcje
Lp: X — (—o0, 0]

Lp(x) = sup L(x,p).
1eE[0,00)™

Zauwazmy, ze
Lp(x) = {f(X% g(x) <0,

0, w przeciwnym przypadku.
A zatem zadanie (10.1) mozna zapisa¢ w wydawaloby sie prostszej postaci
Lp(x) — min, x € X.

Niestety powyzsze przeformulowanie sprowadza sie do rozwigzania oryginalnego zadania, a wiec
nie zawiera zadnej ,wartosci dodanej”; ale tylko do czasu. Zanim zdradzimy jego zastosowanie,
zdefiniujmy kolejna funkcje Lp : [0,00)™ — [—00, 00)

Lp(p) = inf L(x, p).
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Uwaga 10.4.

1. Dla dowolnego x € X i p € [0,00)"™ mamy Lp(x) > L(x, ) > Lp(u).
2. Jesli (x, 1) jest punktem siodlowym funkcji Lagrange’a na X x [0, 00)™, to Lp(X) = Lp(f).

Jesli (x, 1) jest punktem siodlowym to mamy nieréwnosé¢ L(X,fn) < L(x,i). W polaczeniu
z punktem 1. daje to réwnosé L(X, i) = Lp (). Podobnie dowodzi sie réwnosci L(X, i) = Lp(X).
Powyzsze spostrzezenia kieruja nas we wladciwg strone. Bedziemy wykorzystywaé funkcje Lp i
Lp do znajdowania punktow siodtowych.

Definicja 10.2. Zadaniem pierwotnym nazywamy problem optymalizacyjny
Lp(x) — min, x e X.
Zadaniem dualnym do niego jest problem optymalizacyjny

LD(N’) — 1nax, IS [07 Oo)m

Z wtlasnoéci wspomnianych w uwadze 10.4 wynika, ze warto$¢ rozwiagzania zadania pierwotnego
jest nie mniejsza niz wartos¢ rozwigzania zadania dualnego

inf Lp(x)> sup Lp(p).
xeX LE[0,00)™

Co wiecej, rozwiagzanie zadania dualnego daje dolne oszacowanie na wartos¢ funkcji f.

Lemat 10.2 (Stabe twierdzenie o dualnosci). Dla dowolnego punktu dopuszczalnego x € W
oraz dowolnego p € [0,00)™ mamy

f(x) = Lp(u).
A zatem

[0 > s Lo,
HE[0,00)™

Dowdd. Mamy
f(x) > L(x, 1) = Lp(p).

Pierwsza z tych nieréwnosci wynika z zalozenia x € W bo wtedy g;(x) < 0. Druga nieréwnosé
wynika z punktu 1. uwagi 10.4. O

Definicja 10.3. Lukg dualnosci nazwiemy réznice miedzy wartoscig rozwiazania zadania pier-
wotnego i dualnego:

inf Lp(x)— sup Lp(p).
xeX LE[0,00)™

Zapiszmy w jezyku funkcji pierwotnej i dualnej warunek punktu siodlowego: (X, i) jest punktem
siodtowym, jesli
Lp(x) = L(%, p) = Lp(R).

Innymi stowy, jesli funkcja Lagrange’a posiada punkt siodlowy, to luka dualnosci jest zerowa.
Ma to miejsce, na przyktad, jesli spelnione sg zalozenia tw. 10.2.

Rysunek 10.3 ilustruje rozwigzanie zadania pierwotnego i dualnego, gdy problem optymaliza-
cyjny zawiera tylko jedno ograniczenie nieréwnosciowe (m = 1). Zbiér G jest zbiorem wartosci
funkcji f(x) i g(x) dla x € X. Proste z + py = « sa zbiorami wartosci funkcji Lagrange’a
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Lp(Xl) = 0

Rysunek 10.3: Szkic rozwiazania problemu pierwotnego i dualnego.

L(x,u) = f(x)+ pg(x). Z definicji funkcji pierwotnej Lp(x) wiemy, ze Lp(x) = f(x), jesli
g(x) < 0, bo sup,>o{c : @ = 2 + py} jest osiagane dla p = 0. Ten przypadek ilustruje obraz
punktu xa. Gdy g(x) > 0, to Lp(x) = +oo. Ten przypadek ilustruje obraz punktu x;. Funkcje
dualna Lp(u) znajdujemy rozpatrujac proste z+ puy = « przy ustalonym p poszukujac infyex av.
Z rysunku wida¢, ze minimum jest osiagane na prostej stycznej do obszaru G, a warto$¢ funkcji
Lp(u) to punkt przeciecia tej prostej z osia 0z. Z rysunku widaé, ze prosta dajaca najwicksza
warto$é Lp(u) jest prosta z+fiy = & o nachyleniu —fi, ktéra jest styczna do obszaru G w punkcie
(y,2). Punkt ten jest tez rozwiazaniem zadania pierwotnego, bo z = infyex g(x)<o f(X)-

Twierdzenie 10.3 (Mocne twierdzenie o dualnoéci). Niech X bedzie niepustym wypuklym pod-
zbiorem R™ a funkcje f oraz g;, i = 1...,m, bedqg wypukle na X. Zatézmy ponadto, Ze istnieje
punkt x* € X, w ktérym ¢;(x*) < 0,i=1...,m. Wtedy

inf Lp(x)= sup Lp(p).
xeX HE[0,00)™

Jesli infxex Lp(x) jest skoriczone, to sup,cpoc)m Ln(1) jest osiggane w punkcie i takim Ze
i > 0. Jesli infyex Lp(x) jest osiggane w punkcie X, to fi;g;(x) =0, 1 =1...,m.

Dowdd. Niech v = infxex Lp(x). Jesli v = —00, to sup,c(o,00)ym Ln (1) = —00 (z lematu 10.2),
czyli twierdzenie jest prawdziwe. Zalézmy teraz, ze v > —oo.

Z dowodu twierdzenia 10.2 zastosowanego do zbiorow

A={y=(yo,y) ERxR™: 1y > f(x), y > g(x) dla pewnego x € X},
C={y=(oy) ERxR": yo<v, y<O0},

otrzymamy

o)+ 3 mg0 >y VxeX (103)
i=1
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Oznacza to, ze

Lo(i) = ink (60 + 3 pugn(x)) > 7.
=1

:
X
Z uwagi 10.4 wynika, Ze v = infxex Lp(x) > sup,ejo,00ym Ln (1) > Lp(f2) > 7. Stad Lp(p) = v
a 1 jest rozwiazaniem problemu dualnego.

Jedli infxex Lp(x) jest osiagane w punkcie X, to Lp(X) = f(X) z definicji funkcji Lp(x) oraz x
jest rozwiazaniem problemu pierwotnego i X € X ¢;(X) < 0,7 =1...,m, oraz f(x) = v. Kladac
w nieréwnosci (10.3) x = x dostajemy >, fi;¢i(X) > 0. Poniewaz fi; > 0 a g;(X) < 0, to wynika
stad réwnosé fi;g;(x) =0dlai=1...,m. O

Mozemy teraz zaproponowaé algorytm rozwiazywania zagadnienia (10.1) przy pomocy metod
dualnych.

1. Rozwiaz zadanie dualne. Jego warto$¢ daje dolne ograniczenie na wartosé rozwigzania
problemu pierwotnego na mocy lematu 10.2.

2. Zal6ézmy, ze istnieje rozwiazanie skonczone i € [0,00)™ zadania dualnego oraz taki punkt
x € X, ze Lp(in) = L(x,t). Jesli x jest dopuszczalny oraz f(x) = Lp(f), to (X, i) jest
punktem siodlowym funkcji Lagrange’a i twierdzenie 10.1 implikuje, ze X jest rozwiaza-
niem zadania (10.1).

Wyjasnijmy warunki punktu drugiego. Z faktu Lp(ia) = L(X, i) wynika, ze L(X, 1) < L(x, 1)
dla dowolnego x € X. Zatem mamy prawa nieréwnos¢ warunku punktu siodtowego. Pozo-
staje jeszcze nieréwnos$é lewa. Przypomnijmy, ze Lp(x) = f(x) dla dopuszczalnego punktu
x 1 infyex Lp(x) > Lp(p) dla dowolnego p € [0,00)™. W punkcie drugim zakladamy, ze
f(%) = Lp(fi), co pociaga

Lp(x) = f(x) = Lp(R),

a zatem (X, 1) jest punktem siodlowym.

10.4 Zadania

Cwiczenie 10.1. Udowodnij, ze jesli w problemie optymalizacyjnym (10.1) funkcje f i g;, i =
1,...,m, sa wypukle, to punkt spelniajacy warunek konieczny pierwszego rzedu jest punktem
siodlowym funkcji Lagrange’a na przestrzeni X x [0, 00)™.

Cwiczenie 10.2. Uzasadnij, ze Lp(x) > L(x, ) > Lp(p) dla dowolnego x € X i p € [0, 00)™.
Cwiczenie 10.3. Uzasadnij nieréwnosé:

inf Lp(x)> sup Lp(p).
xeX LE[0,00)™

Cwiczenie 10.4. Udowodnij, ze jedli (X, /i) jest punktem siodlowym funkeji Lagrange’a, to
Lp(x) = Lp(f) lub, innymi stowy, luka dualnosci jest zerowa.

Cwiczenie 10.5. Udowodnij lemat 10.2.
Cwiczenie 10.6. Wykaz, ze funkcja dualna Lp jest wklesta.

Cwiczenie 10.7. Podaj przyklad problemu optymalizacyjnego, dla ktérego luka dualnosci jest
dodatnia.
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Cwiczenie 10.8. Rozwiaz metoda dualng zadanie

r1 — min,
2+ 23 <2
1 234
(xl, xz) e X,
gdzie X = {x € R? : 27 > 1}. Zwr6¢ uwage na umieszczenie jednego z ograniczen w zbiorze X.

Cwiczenie 10.9. Rozwiaz metoda dualng zadanie

1 n 2 :
5 > iy Ty — min,

n

=1 Ti = 1,
O<xi<ui, izl,...,n,
x € R™,

gdzie 0 < up < ... < uy oraz y ;g u; > 1.

Wskazowka. Rozwaz zbior X ={x e R": 0<z; <wu; dlai=1,...,n}.

Cwiczenie 10.10. Znajdz zadanie dualne (czyli forme zadania SUpefo,00)m Lo (1)) dla zadania
optymalizacji liniowe]

d”x — min,

Ax < b,

x € R",
gdzie d € R", A jest macierza m x n i b € R™.

Cwiczenie 10.11. Znajdz zadanie dualne do zadania programowania kwadratowego
sxTHx + d’x — min,
Ax < b,
x € R",
gdzie H jest macierza symetryczng dodatnio okreélona, d € R", A jest macierza mxnib € R™.

Definicja 10.4. Niech X C R™. Transformatg Legendre’a-Fenchela funkcji f : X — R nazywa-
my funkcje f*: R” — RU {400} dang wzorem

A (y) =sup (y'x — f(x)).

xeX

Cwiczenie 10.12. Rozwazmy problem optymalizacyjny:

£(x) — min,
Ax < b,
Cx=d,

x € X,

gdzie X C R", b € R™, d € R, za$ A, C sa dowolnymi macierzami o odpowiednich wymiarach.
Udowodnij, ze problem do niego dualny ma nastepujaca postac:

—bTp—dfx - f*(— ATp — CT)) — max,

pe€[0,00)™, XeRL
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Wskazowka. Rozbij ograniczenie réwnosciowe na dwa ograniczenia nieréwnosciowe.

Cwiczenie 10.13. Znajdz transformate Legendre’a-Fenchela nastepujacych funkcji:

1
f(:c):§:c2, reX=R,

1 n
f(x):ii;x?, x € X = R,
f(z) =€", r e X =R,

f(x) = [x]p, xeX=R", p>1,

1
f(x) = =xTHx, x € X =R", H - macierz symetryczna, nieosobliwa.

2

Cwiczenie 10.14. Udowodnij, ze transformata Legendre’a-Fenchela f* jest wypukla dla do-

wolnej funkcji f.

Cwiczenie 10.15. Wykaz réwnowaznoéé nastepujacych dwéch zadan optymalizacyjnych:

m
Tytb, .
log <Z e%i x+bl) — min
i=1

oraz
log <Z:’11 eyi> — min,
Ax+b =y, (10-4)
x eR" yeR™,

gdzie przez ay,...,a,, oznaczamy wiersze macierzy A. Udowodnij nastepnie, ze zadaniem du-

alnym do (10.4) jest
b’y — 3™ v;logv; — max,
Yty =1,
ATy =0,
v e [0,00)™.



Rozdziat 11

Teoria wrazliwosci

Dotychczas mnozniki Lagrange’a wydawaty sie techniczng sztuczka stuzaca do znajdowania roz-
wiazania problemu optymalizacyjnego z ograniczeniami. W tym rozdziale pokazemy, ze pelnia
one role kosztu zwigzanego ze zmiana ograniczen. Badanie wplywu zmiany ograniczen nazywane
jest teorig wrazliwosci. Oddzielnie zajmiemy si¢ ograniczeniami réwnosciowymi i nieréwnoscio-
wymi.

11.1 Ograniczenia rownosciowe
Rozwazmy problem optymalizacyjny z ograniczeniami rownosciowymi:

F(x) — min,

hj(x)=0, j=1,...,1, (11.1)
x € X,
gdzie X C R” jest zbiorem otwartym i f, hq,...,h; : X — R. Dla uproszczenia notacji potézmy
h(x) = [h1(x), ..., h(x)]T. Rozwazmy problem zaburzony, tzn.

f(x) — min,
h(x) = z, (11.2)
x € X,

gdzie z € R!,

Twierdzenie 11.1. Niech X bedzie rozwigzaniem lokalnym problemu (11.1), zas X wektorem
jego mnoznikow Lagrange’a. Zaléimy, ze funkcje f,hi,...,h sq klasy C? na otoczeniu X, gra-
dienty ograniczen sq liniowo niezalezne (spelniony jest warunek liniowej niezaleznosci) oraz

dTD2L(x,\)d >0 (11.3)
dla d € R" \ 0O spelniajgcych Dh;(x)d =0, j = 1,...,1. Wéwczas istnieje otoczenie O punktu
0 € R oraz funkcja x : O — X klasy C', taka e x(0) = X oraz x(z) jest Scistym rozwigzaniem

lokalnym problemu zaburzonego (11.2). Ponadto,

D(f ox)(0) = AT,

104
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Dowdd. Na mocy tw. 8.1 punkt X rozwiazuje uktad rownan:
{DXL(X, A) =07,
h(x) =0,
gdzie
DxL(%,)\) = Df(x) + AT Dh(x) = Df(%) + El: \;jDh;(x).
j=1

Zaburzajac prawg strone drugiej réwnosci przez z bedziemy chcieli pokazaé, ze istnieje rozwia-
zanie, ktore jest funkcja klasy C! zaburzenia z. Rozwazmy wiec uklad:

Dy L(x,\) = 07, h(x) = z,
gdzie niewiadomymi sa A oraz x. Zdefiniujmy funkcje G : R® x R! x R — R™ x R! wzorem
T
Dy L(x,\))
Gl | (DL )],
(x,4,2) [ h(x) — z 1
Zaburzony uktad mozemy woéwczas zapisaé jako
G(x,\,z) =0.

Wiemy, ze G (X, A, 0) = 0. Skorzystamy z twierdzenia o funkcji uwiktanej, aby rozwiktaé pierwsze
dwie zmienne w zaleznosci od trzeciej. W tym celu rozwazamy macierz pochodnych DG(x, A, 0):

DG(%, 2, 0) = DiL(}‘i, A), (Dh(x)", 0|

Dh(x), 0, I
Warunek liniowej niezaleznosci gradientéw ograniczen implikuje nieosobliwo$¢ podmacierzy
(patrz zadanie 11.1)
D2L(x,}), (Dh(x))"
Dh(x), 0 '

Spelnione sa zatem zalozenia twierdzenia 8.4 i istnieje otoczenie O punktu 0 € R! oraz funkcje
x:0 —Xi\:0 — R klasy C!, takie ze dla z € O zachodzi G(x(z), A(z),z) = 0, czyli
DxL(x(z),M(z)) = 0",  h(x(z)) =z

Korzystajac z faktu, iz funkcje D2L, Dh,x, A sa ciagle oraz nieréwnoéé (11.3) spetniona jest
dla niezaburzonego problemu, wnioskujemy, ze istnieje by¢ moze mniejsze otoczenie O punktu
0 € R!, takie ze

d"DZL(x(z),\(z))d > 0

dlaz € Oid € R\ {0} spetiajacych Dh;(x(z))d = 0, j = 1,...,l. Kluczowa dla tego
wyniku jest ostra nieréwnosé¢ w warunku (11.3). Na mocy tw. 9.3 punkt x(z) jest zatem $cistym
rozwiazaniem lokalnym problemu zaburzonego (11.2). Przypomnijmy, ze funkcja x jest klasy
C'. Mozemy zatem zdefiniowaé pochodna zlozenia

D(f ox)(0) = Df(x)Dx(0).

Od zakoniczenia dowodu dzielg nas dwa spostrzezenia. Po pierwsze, mnozac obie strony warunku
koniecznego pierwszego rzedu dla problemu niezaburzonego

Df(x) + ATDh(x) = 0
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przez Dx(0) dostajemy B
Df(x)Dx(0) + AT Dh(x)Dx(0) = 07",
Po drugie, rézniczkujac h(x(z)) = z po z otrzymujemy w punkcie z = 0 nastepujaca pochodna
D(hox)(0) = I, czyli Dh(x)Dx(0) = I. Upraszcza to powyzsze réwnanie do
Df(x)Dx(0) + ' = 0.
Stad juz teza wynika natychmiast. O

Twierdzenie 11.1 mozna rozumieé¢ nastepujaco: nieznacznaﬁ zmiana j-tego ograniczenia z zera
do ¢ prowadzi do zmiany optymalnej wartosci funkeji f o —Aje+o(e), tzn. dla matych € zmiana
ta jest w przyblizeniu réwna —\je.

11.2 Ograniczenia nieré6wnosciowe

W przypadku ograniczen nieréwnosciowych zastosujemy inne podejscie. Skoncentrujemy sie na
zadaniu optymalizacji wypuklej:

f(x) — min,
9i(x) <0, 1=1,...,m, (11.4)
x € X,

gdzie X C R" jest wypuktly, f, g1, ..., 9m : X — R sa wypukle. Dla uproszczenia notacji bedziemy
pisa¢ g(x) = [91(X), - .., gm(x)]T. Problem (11.4) zapisujemy wiec jako

f(x) — min,
g(x) <0, (11.5)
x € X.

Rozwazmy zadanie zaburzone: dla z € R™

f(x) — min,
g(x) <z, (11.6)
x € X.

Definicja 11.1. Niech Dj; oznacza zbidr takich z € R™, dla ktorych zbidr punktow dopusz-
czalnych W, = {x € X: g(x) < z} jest niepusty. Funkcje
M(z) = inf
() = cex aa? ™)

zdefiniowang dla z € Djys nazywamy funkcjg perturbacji a zbior Dy dziedzing funkcji pertur-
bacji.

Zauwazmy, ze M (z) < oo dla z € Dy, ale moze si¢ zdarzy¢, ze M(z) = —oo.

Na rysunku 10.3 wykresem funkcji perturbacji jest krzywa M (y) (z rysunku widaé, ze jest to
wykres funkcji wypuklej). Zauwazmy, ze funkcja perturbacji miedzy punktami A i B jest dobrze
okreslona, bo wtedy Ixex(g(x), f(x)) € G, co oznacza, ze y = g(x) nalezy do dziedziny funkcji
M(y). Jesli A = (ya,z4), to dla y < ya zbiér punktéw dopuszczalnych jest pusty i punkty
y < ya nie naleza do dziedziny funkcji perturbacji. Na prawo od punktu B funkcja perturbacji
jest stata. Jesli B = (yg, 2p), to min{f(x) : g(x) < yp} = min{ f(x) : g(x) <y}, dlay > yp.
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Twierdzenie 11.2.

1. Zbior Dy jest wypukly.
2. Funkcja M : Dy — R U {—o0} jest wypukla.

3. Jesli istnieje punkt x* € X, taki ze g;(x*) <0,i=1,...,m, toint Dp; # 0 1 0 € int D).

Dowdd. 7 wypuklosci kazdej sktadowej wektora g wynika nastepujaca implikacja (zapis nie-
rownosci dla wektoréw oznacza, ze zachodzi ona dla wszystkich odpowiednich wspotrzednych
wektorow):

gx) <z, gx*)<z? = vAe[0,1] gOhx'+(1-Nx?) <Azt + (1 -z (11.7)

Bedziemy korzystaé z tego spostrzezenia wielokrotnie w dowodzie.

(1) Niech z!,22 € Dy i A € (0,1). Wéwezas istnieja x!', x2 € X takie ze g(x!) < z' i g(x?) < z°.
Z wzoru (11.7) dostajemy g(Ax!+(1—X)x?) < Az'+(1—\)z?, skad wynika Az +(1—X)z? € Dy,.
(2) Niech z!,2% € Dy i X € (0,1). Woéwcezas

1 B 2y _ : 1 . B 2
M) + (- VME) = nt (FG) L nt (- 050)
_ : 1 B 2
- xleX, g(xl)gzglECQGX, g(x2)<z? (Af(X ) + (1 )\)f(X ))
S : 1 w2
xleX, g(xl)gzgliQGX, g(x2)<z2 f()\X + (1 A)X )
> f(x),

inf
x€X, g(x)<Azl4+(1-2)z2
gdzie pierwsza nier6wno$¢ wynika z wypuklosdci f, za$ ostatnia — z wlasnosci (11.7):

D H(1-0x%: xt e X, g(x!) <z', x* € X, g(x?) <2*} C {xeX: g(x) <Az +(1-N)z?}.

(3) Musimy udowodnié, ze zbiér dopuszczalny W, jest niepusty dla z z pewnego otoczenia
0 € R™. Wiemy, ze istnieje punkt x* € X, taki ze ¢;(x*) < 0, ¢ = 1,...,m. Wezmy a =

min{—g;(x*) : i = 1,...,m}. Wéwczas dla kazdego z € [—a,a]™ mamy x* € W,. Zatem
[—a,a]™ C Dyy. ]
Uwaga 11.1.

1. Jesli M(z) = —oo dla pewnego z € Dy, to z wypukloéci M mamy Az + (1 — \)z = —o0
dla dowolnego z € Dys i A € (0,1).

2. Jesli M(z) = —oo dla pewnego z € Dy, to M(z) = —oo dla z € int Dy;. Wynika to
wprost z powyzszej uwagi.

3. Jedli istnieje z € int Dy taki ze M(z) > —oo, to M(z) > —oo dla kazdego z € D). Inaczej
mieliby$my sprzeczno$é z punktem (2).

Twierdzenie 11.3. Jesli w problemie optymalizacji wypuklej istnieje punkt x* € X, taki Ze
gi(x*) <0,i=1,...,m, oraz M(0) > —oo, to M(z) > —oo dla kazdego z € Dy oraz istnieje
wektor p € [0,00)™ wyznaczajacy hiperplaszczyzne podpierajacg M :

M(z) > M(0) — u’'z,  z€ Dy
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Dowdd. 7 tw. 11.2 wynika, ze M jest funkcja wypuklg i O € int Dj;. Zatem na mocy ostatniej
z powyzszych uwag mamy M (z) > —oo dla z € D). Istnienie plaszczyzny podpierajacej wynika
7 tw. 3.8:
M(z) > M(0) — p'z,  z€ D,

dla pewnego p € R™. Udowodnimy teraz, ze wszystkie wspoélrzedne p musza byé nieujemne.
Przypu$émy przeciwnie, tzn. p; < 0 dla pewnego ¢ € {1,...,m}. Poniewaz 0 € int Dj;, to dla
dostatecznie matego a > 0 punkt z = [0,...,0,q,0,... ,O]T, gdzie a jest na i-tej pozycji, nalezy
do Dj;. Korzystajac z ujemnosci p; mamy

M(z) > M(0) — pja > M(0).

Z drugiej strony Wo C W3 (bo z > 0), czyli M(z) < M(0). To daje sprzecznosé, czyli dowiedli-
smy, ze pu € [0,00)™. O

Wektor p nazywamy wektorem wrazliwo$ci dla problemu (11.4). Z tw. 3.8 wynika, ze jesli funkcja
M jest rézniczkowalna w punkcie 0, to = — (DM (0))T. Zatem p oznacza szybko$é i kierunek
zmian warto$ci minimalnej f przy zmianie ograniczen, podobnie jak w przypadku ograniczen
réwnosciowych omawianych wcze$niej w tym rozdziale.

Zbadajmy teraz relacje pomiedzy wektorem wrazliwosci a punktem siodlowym i warunkiem
pierwszego rzedu. Zauwazmy, ze powiazanie punktu siodlowego z wektorem wrazliwosci nie
wymaga wypuklosci problemu optymalizacyjnego.

Twierdzenie 11.4.
1. Jesli (x, ) jest punktem siodlowym funkcji Lagrange’a na zbiorze X x [0,00)™, to i jest

wektorem wrazliwosci (tzn. wyznacza plaszczyzne podpierajoce). Teza ta nie wymaga za-
tozenia o wypuklosci problemu optymalizacyjnego.

2. Zatozimy, ze funkcje f,q1,...,9m Sq rozniczkowalne w X, i wypukte. Jesli w X spelniony
jest warunek pierwszego rzedu z mnoznikami Lagrange’a i € [0,00)™, to i jest wektorem
wrazliwosct.

Dowdd. (1) Oznaczmy przez L,(x, 1) funkcje Lagrange’a dla problemu zaburzonego. Wéwczas
m
Ly(x, 1) = f(x) + D pi(gi(x) — 21) = L(x, 1) — p' 2
i=1

Z faktu, ze (X, 1) jest punktem siodlowym wynika, ze

M(0) = L(%, i) = inf L(x, 7).

Zatem
. N _ _T . _ _T
M(0) = inf L(x, 1) = inf (La(x, 1) + 1" 2) = inf Ly(x, i) + 1" 2. (11.8)

Zauwazmy, ze dla dowolnego x € W, i u € [0,00)"™ mamy f(x) > Ly(x, 1), czyli, w szczegdlnosci,
M(z) = inf > inf Ly(x, i) > inf Ly(x, fi).
(z) = inf f(x)> inf La(x,f1) > inf Ly(x, )
Wstawiajac ta zaleznosé do (11.8) otrzymujemy
M(0) < M(z) + i’ z.

(2) Z lematu 10.1 wynika, iz punkt (X,f) jest punktem siodlowym funkcji Lagrange’a. Teze
dostajemy z pierwszej czesci niniejszego twierdzenia. O
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11.3 Zadania

Cwiczenie 11.1. Udowodnij, ze przy zalozeniach tw. 11.1 macierz

D2L(x,)\), (Dh(x))"
Dh(x), 0

jest nieosobliwa.
Cwiczenie 11.2. Dla problemu
2% + 273 — min,
3 + 23 <0,
1 < 0.
1. Znalezé Dyy.
2. Znalez¢ wektor wrazliwosci.

3. Znalez¢ funkcje perturbacji.

Wskazéwka. Umieszezenie ograniczenia x2 + x2 < 0 bylo intencja autora zadania.
g 1 2 Y Jq

Cwiczenie 11.3. Znajdz funkcje perturbacji i wektor wrazliwosci dla problemu

22 + 22 — min,
r1 + 22 < 0.

Cwiczenie 11.4. Zalézmy, ze w zadaniu optymalizacyjnym (11.4) funkcje f i g; sa klasy C!
oraz X = R". Czy funkcja perturbacji musi byé¢ wéwczas klasy C'? Udowodnij lub podaj
kontrprzyktad.

Cwiczenie 11.5. Zalézmy, ze w zadaniu optymalizacyjnym (11.4) funkcje f i g; sa ciagte oraz
X = R”. Czy funkcja perturbacji musi by¢ wéwczas ciagta? Udowodnij lub podaj kontrprzyktad.

Cwiczenie 11.6. Rozwazmy problem producenta. Dysponuje on budzetem b > 0, ktéry moze
spozytkowaé¢ na wytworzenie dwoch rodzajow towardow. Pierwszy z towaréw sprzedaje po cenie
p1 > 0, zas§ drugi — po cenie po > 0. Cena produkcji opisana jest funkcja c(x1,x2), gdzie
wektor x opisuje wielko$é produkcji kazdego z towardw. Celem producenta jest maksymalizacja
przychodéw ze sprzedazy bez przekroczenia budzetu produkcyjnego:

P1Z1 + P22 — max,
c(z1,22) <.

1. Podaj warunki konieczne istnienia rozwiazania powyzszego problemu.

2. Zalézmy, ze c jest funkcja wypukita. Jak nalezy zmodyfikowaé wielkoéé produkeji, jesli
budzet produkcyjny b wrosnie nieznacznie?

Cwiczenie 11.7. Rozwazmy funkcje f : [0,00) — R zadana wzorem

ft) = miefﬁ%{exky +y? - 2® +at - 22y + 3y° <t}
:I/"y

Uzasadnij, ze funkcja f jest dobrze okreslona i wypukla.



Rozdziat 12

Wprowadzenie do numerycznych
metod optymalizacji

W poprzednich rozdziatach budowaliSmy teorie stuzaca rozwiazywaniu probleméw optymali-
zacyjnych. By by¢ bardziej precyzyjnym, dowiedliémy twierdzen, ktére ulatwiajg znalezienie
kandydatéw na rozwigzania oraz stwierdzenie, czy ktorys z nich jest rozwigzaniem. Niestety
w obu tych krokach musimy rozwiazywaé uklady réwnan nieliniowych. W praktycznych za-
daniach optymalizacyjnych uklady te moga nie mie¢ ”tadnych” rozwigzan lub po prostu nie
jesteSmy w stanie ich znalezé w spos6b analityczny. Pozostaje wéwczas zastosowanie metod
numerycznych, ktére pozwola na przyblizenie rozwiazania. W tym i kolejnych rozdzialach opi-
szemy kilka takich algorytmoéw numerycznych. Algorytmy te beda raczej atakowaly problem
optymalizacyjny bezposrednio (tzn. nie bedziemy sie starali znalezé zbioru punktéw spelnia-
jacych warunek konieczny pierwszego rzedu). Beda one krok po kroku tworzyly ciag punktéw
zbiegajacy do rozwiazania. Nie oznacza to jednak, ze mnozniki Lagrange’a i metody dualne sa
nieprzydatne przy tworzeniu algorytméw numerycznych. Wrecz przeciwnie. W przypadku ogra-
niczen réwnosciowych klasyczne podejscie wiedzie wlagnie poprzez mnozniki Lagrange’a (tzw.
metoda mnoznikéw Lagrange’a), patrz monografie Bazaraa, Sherali, Shetty [3] oraz Bertsekas
[1, 5]. My jednak pdjdziemy inna droga, gdyz mozemy poswieci¢ optymalizacji z ograniczeniami
zaledwie jeden rozdzial. Na kolejnych stronach bedziemy opisywaé algorytmy optymalizacyjne
oraz analizowa¢ ich dzialanie.

Rozpoczniemy od ogdlnych definicji.

Definicja 12.1. Procesem iteracyjnym nazywamy czworke (Q,1,Q,h), gdzie @ jest pewnym
zbiorem, h : ) — @Q odwzorowaniem w tym zbiorze, I C @, 2 C Q, przy czym odwzorowanie h
jest identycznoscig na 2. Ta czworka reprezentuje proces obliczeniowy: I jest zbiorem danych
poczatkowych, Q jest zbiorem wynikéw a h opisuje proces prowadzenia obliczen, tj. startujac
ze stanu poczatkowego x € I generuje ciag

1 =2, xpr1=h(zx), k=1,2,...

Mowimy, ze proces iteracyjny konczy sie w m krokach, jesli x,, € Q (zgodnie z definicja odwzo-
rowania h, jesli z,, € Q, to xy4+1 tez jest w Q). Algorytmem nazywamy proces iteracyjny, ktéry
koniczy sie w skonczonej liczbie krokow.

W zadaniach optymalizacyjnych interesowa¢ nas bedzie stosowanie algorytméw numerycznych

do zadan, ktére posiadaja rozwigzania. Algorytmy dla takich probleméw powinny spetniaé¢ na-
stepujace warunki:

110
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1. Poprawnosé algorytmu, czyli warunek, ze dla kazdych dopuszczalnych danych poczat-
kowych z € I dostaniemy poprawng odpowiedz. Dla naszych probleméw bedziemy ten
warunek formutowali jako warunek zbieznoéci do rozwiazania.

2. Warunek konca, czyli kryterium rozstrzygajace, kiedy kolejne przyblizenie jest juz w zbio-
rze wynikéw €2, tzn. kiedy mozemy przerwaé¢ wykonywanie algorytmu, poniewaz znaleziony
punkt jest dostatecznie blisko rozwigzania.

3. Efektywno$é¢ algorytmu. W naszych problemach bedzie to pytanie o szybko$é zbieznosci
algorytmu do rozwiazania.

W tym rozdziale opiszemy ogélne wtasnosci metod optymalizacyjnych. Beda one wykorzystane
przy implementacji algorytméw optymalizacyjnych, ktérymi zajmiemy si¢ w roz. 13 dla zadania
bez ograniczen oraz w roz. 14 dla zadania z ograniczeniami.

12.1 Wlasnosci algorytméw optymalizacyjnych

Zanim przejdziemy do dyskusji wlasciwych algorytméw, sformutujmy Scisle problem optymali-
zacyjny:
{ f(x) — min,

x € X CR"™.

Uwaga 12.1. W zadaniach optymalizacyjnych do poprawnego dzialania algorytmu potrzebne
sa zwykle procedury pozwalajace oblicza¢ w punktach x; wartosci funkcji f(xy) oraz jej po-
chodnych D f(x), D?f(xy), itd. Obliczanie tych wartoéci nie jest czescig algorytmu. Zaktada sie
zwykle, Ze sg to zewnetrzne procedury dostarczajace wymienione wartosci z dowolng wymagana
dokladnoscia (méwi sie o nich, ze sa dostarczane przez ”wyrocznie” (oracle)).

Obecnie zdefiniujemy jakie moga by¢ warunki zatrzymania algorytmu (warunki konca).

Definicja 12.2. Niech x* bedzie rozwiazaniem zadania optymalizacyjnego a f* = f(x*). Kry-
teria zatrzymania algorytmu przy warunku bezwzglednej tolerancji optymalnosci przy poziomie
tolerancji € > O:

Analogicznie mozna sformutowaé kryteria zatrzymania dla wzglednej tolerancji optymalnosci:

D 1f &) = fH/F < &
13— x* 1/ 11" < &

|f(Xky1) — fx)/1f(xi)] < &

k1 = x|/ Ikl < e

11
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)
)
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Zauwazmy, ze podane w obu powyzszych przypadkach kryteria i) oraz ii), mimo ze sg najbardziej
poprawnymi kryteriami zatrzymania, maja mala przydatno$¢ praktyczna (nie znamy przeciez
punktu x* a tym samym takze wartosci f*). W praktyce obliczeniowej stosujemy raczej pozostate
kryteria, chociaz nie gwarantuja one zatrzymania algorytmu dostatecznie blisko rzeczywistego
rozwigzania problemu.

Na koniec zajmijmy sie¢ problemem szybkosci zbieznosci algorytmu.

Definicja 12.3. Jedli
[xrq1 — X7 < ellxp — 17,

gdzie p jest najwieksza liczba, przy ktorej ¢ > 0, a oszacowanie zachodzi dla kazdego k wigkszego
od pewnego kg > 1, to méwimy, ze algorytm posiada rzqd zbieznosci p.

Uwaga 12.2. 7 tej definicji takze trudno skorzystaé¢ w praktyce, bo nie znamy x*. Zwykle rzad
zbieznosci wyznacza sie z nastepujacego kryterium przyblizonego

lim sup —HXHI — el _

=c>0
D A 1 |Lo ’

jesli taka granica istnieje (choéby na podciagu).

12.2 Optymalizacja bez uzycia pochodnych

Zanim przejdziemy do dyskusji wlasciwego algorytmu, wprowadzimy pojecie funkcji $cisle quasi-
wypuklej i jej wlasnosci.

Definicja 12.4. Niech W C R" bedzie zbiorem wypuklym. Funkcje f : W — R nazywamy
Scisle quasi-wypuklq, jesli dla dowolnych x,y € W, x # y oraz X € (0, 1) zachodzi

fFOx+ (1= Ny) <max (f(x), f(¥))-

Dowdd ponizszych wlasnosci funkcji quasi-wypuklych pozostawiamy jako éwiczenie.

Lemat 12.1.

1. Funkcja Scisle quasi-wypukia ma co najwyzej jedno minimum (lokalne i globalne).
2. Funkcja $cisle wypukia jest scisle quasi-wypukla.

3. Funkcja okreslona na prostej lub otwartym przedziale jest Scisle quasi-wypukia jesli jest
Scisle malejgca, Scisle rosngea lub istnieje punkt T w jej dziedzinie o tej wilasnosci, Ze
funkcja jest Scisle malejgca dla x < T i $cisle rosngea dla x > .

Okazuje sie, ze wlasno$c¢ Scistej quasi-wypuklosci pozwala na skonstruowanie algorytmu znaj-
dowania minimum funkcji na domknietym odcinku bez wykorzystania pochodnych. Gléwna
obserwacja znajduje sie w ponizszym lemacie:

Lemat 12.2. Niech f : [a,b] — R bedzie funkcjq Scisle quasi-wypuklg i a < x <y < b.
1. Jesli f(x) > f(y), to f(z) > f(y) dla kazdego z € |a,x).
2. Jesli f(x) < f(y), to f(z) > f(z) dla kazdego z € (y,b].
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€ €
m’\/\—"\'\A——\
14 + 532 {
a+b
2

Rysunek 12.1: Podzial odcinka.

Dowdéd. Udowodnimy punkt (1) przez sprzecznosé. Przypusémy, ze istnieje z € [a,z) o te]
wlasnosci, ze f(z) < f(y). Wéwczas z quasi-wypuklosci f wynika, ze f(z) < max (f(z), f(y)) =
f(y), co przeczy zalozeniu, ze f(z) > f(y). Dowéd punktu (2) jest analogiczny. O

Bazujac na lemacie 12.2 mozna skonstruowaé wiele algorytméw minimalizacji funkcji Scisle
quasi-wypuktlej. Rozpoczniemy od opisu algorytmu podziatu dychotomicznego. Idea algorytmu
jest bardzo prosta. Szukajac minimum funkcji $cisle quasi-wypuklej f : [a, b] — R wybieramy we
wnetrzu przedziatu [a, b] dwa punkty A i p, takie ze A < p. Korzystajac z lematu 12.2 zauwazamy,
ze jesli f(N\) < f(p), to przedzial w ktérym funkcja f ma minimum mozna ograniczy¢ do [a, ],
a kiedy f(A) > f(u), to do przedziatu [\, b]. Optymalna strategia polega oczywiscie na wybraniu
tak punktow A i p, aby otrzymany przedziat byl jak najmniejszy. Poniewaz a priori nie wiemy,
w ktérym punkcie wartosé funkceji f jest wieksza, powinniSmy uwzglednié¢ najgorszy przypadek,
czyli zminimalizowa¢ maksimum z dwéch liczb (p—a) oraz (b—\). To minimum jest osiagane dla
nw=A= "TH’. Poniewaz takie rozwigzanie nie daje dwoch réznych punktéw, dlatego wybieramy
malty € > 0 i poréwnujemy wartoéci funkcji w punktach polozonych symetrycznie wzgledem
drodka przedziatu 3% —e i %2 +¢ (patrz rys. 12.1). Jedli f(%2 —¢) > f(%EL +¢), to minimum
znajduje sie w przedziale [‘%rb —e&,b]. W przeciwnym przypadku jest ono w przedziale |a, GT‘H’—HS} .
Algorytm wyglada nastepujaco:

Inicjalizacja: Wybierz 0 < g1 < aT*b. Potéz 1 = a, y1 = b.

Krok k-ty:

Obliczamy A = % — &k oraz pp = Ik;‘yk + &g

1.
2. Jedli f(Ag) < fpr), 10 Tpy1 = T 1 Yp1 = -

3. Jedli f(Ar) = f(pr), to Tpg1 = g Oraz ypi1 = Yk
4.

Ek+1 — Ek/Q.

Koniec: yi+1 — xx+1 < 1, gdzie 1 jest zalozona doktadnoscia algorytmu.

Zalézmy, ze istnieje minimum Z funkcji f na przedziale [a, b] (tak by¢ nie musi, patrz zadanie
12.2). Na mocy lematu 12.2 minimum to lezy w przedziale [zy,yi] dla kazdego k. Dlugosé
tego przedzialu dazy do zera, co pociaga zbiezno$¢ zaréwno (zy) jak i (yx) do rozwiazania .
Dowiedliémy zatem poprawnosci algorytmu.

Jedli zatrzymamy sie w kroku k-tym, to dokltadnos$é wyznaczenia punktu minimum zadana jest
przez dlugosé przedziatu (xg41,yr+1). Uzasadnia to wybdér warunku konca.

W zadaniu 12.3 pokazemy, ze dlugosé przedziatu (zy, yi) zmniejsza sie¢ wyktadniczo szybko, tzn.
istnieje stala ¢ € (0,1), taka ze

Ypt1 — Thr1 < (b— a)ck.

Pamietajac, ze rozwiazanie T lezy w tym przedziale dla kazdego k, wnioskujemy, iz zbieznoscé
x 1 yi do rozwigzania T jest wykladnicza.
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Algorytm podziatu dychotomicznego wymaga policzenia w kazdym kroku iteracyjnym wartosci
funkcji f w dwéch punktach A\g oraz py. Znacznie efektywniejszy jest algorytm zlotego podziatu,
ktory wymaga w kazdym kroku policzenia tylko jednej wartosci funkcji. Idea algorytmu jest
bardzo podobna do poprzedniego. W kolejnych krokach iteracyjnych wyznaczamy punkty A
oraz y, a nastepnie zmniejszamy przedzial [z, yi] do przedziatu [z, pg] lub [Ag, yi| w zaleznosci
od wartoéci funkcji f w punktach Ag i pg. Przy wyborze punktow A\, oraz ui kierujemy sie jednak
innymi regutami niz dla algorytmu podziatlu dychotomicznego:

1. Dlugo$é przedziatu [xgi1, yx+1] jest niezalezna od wyniku poprzedniej iteracji, czyli relacji
miedzy f(Ag) a f(ur). Wynika stad, ze yx — A\, = pg — 2. Jesli Ag przedstawimy w postaci

)\k :xk—l—(l—r)(yk—xk), (12.1)
gdzie 7 € (0,1), to puj dana jest wyrazeniem
pr = i + 7(Yp — k). (12.2)

Wynika stad, ze
Ykt1 — Thy1 = T(Yk — Tg)- (12.3)
2. Punkty Ag41 oraz pgq1 wybieramy w taki sposéb, aby Agxi1 = pg albo pgrq = Ag. Taki
wybor tych punktéw gwarantuje, ze w kolejnym kroku iteracyjnym oblicza sie tylko jedna

warto$¢ funkcji f.

Rozwazmy jakie sa konsekwencje tych regul. Jesli f(A\x) > f(uk), to Tx+1 = Mk, Yp+1 = Yg Oraz
Ae+1 = p- Korzystajac z réwnosei (12.1) mamy

e = A1 = T1 + (1= 7)(Yrt1 — Tet1) = A + (1 — 7)Yk — Ak)-
Podstawiajac Ag i p z wyrazen (12.1) i (12.2) otrzymujemy réwnanie
?+7r—-1=0. (12.4)

Jesli f(A\x) < f(pr), to analogiczne rachunki prowadza takze do réwnania (12.4). Réwnanie

V5-1
2 9

(12.4) ma jeden pierwiastek dodatni 7 = ktorego wartoéé jest stosunkiem zlotego podziatu

(stad nazwa algorytmu).

Algorytm zlotego podzialu sktada sie z nastepujacych krokéw:
Inicjalizacja: Wez 7 = @ Pot6z x1 = a, y1 =b. Oblicz A\ = 21+ (1 — 7)(y1 — 1) i
= z1+7(y1 —x1).

Krok k-ty:

L Jedli f(Ar) < f(ur), t0 Thg1 = Tk i Ypy1 = pi. Ponadto przyjmij ppi1 = A i
M1 = Tg1 + (1 = 7)(Yog1 — Zp41) oraz oblicz f(Apt1).

2. Jedli f(Ax) > f(uk), to xxr1 = \i oraz yrr1 = yg. Ponadto przyjmij Agi1 = pk i
Mg+l = Tk+1 + T(Yk+1 — Tko1) oraz oblicz f(ugy1).

Koniec: yi+1 — xx+1 < 7, gdzie 1 jest zalozona doktadnoscia algorytmu.
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Nieco bardziej skomplikowany jest algorytm Fibonacciego. Algorytm ten wykorzystuje ciag Fi-
bonacciego zdefiniowany rekurencyjnie

Fry1 = Fg + Fr1,

(12.5)
Fy=F =1.

W algorytmie opartym o ciag Fibonacciego ustalamy na poczatku docelowa liczbe iteracji n.
Nastepnie, wykorzystujac liczby Fibonacciego, definiujemy iteracyjnie punkty Ay oraz pg:

Fhfkfl

AL =X + (yp —zx), k=1,...,n—1, (12.6)
Fr ki1

e =g+ =2 e —2), k=1,...,n— 1. (12.7)
P%—k+1

Jesli f(A\g) > f(ug), to jako przedzial [zri1,yr+1] przyjmujemy przedzial [Ag, yr]. Wtedy

Frn k1
Ykl — Thyl =Yk — N = Yk — T — (yr — =)
Fh—k+1
(12.8)
k(g — )
= K — Tk
Fr ki1

Analogicznie, jesli f(Ax) < f(ur), to jako przedzial [zjy1,yr+1] przyjmujemy przedzial [z, (]
i otrzymujemy
P%—k

Ykt1 — Thal = Pk — Th = (yk — k). (12.9)

Ph—k+1
Pokazemy teraz, ze dla iteracji algorytmu Fibonacciego zachodzi jedna z dwoch réwnosci Ap 1 =
prk lub pgr1 = Ag. Niech f(Ag) = f(ur). Wtedy zrp11 = \p oraz ypr1 = yr. Wykorzystujac
réwnosé (12.6) otrzymujemy

Fo g2
F%—k

Fo_
(Uk41 — Thg1) = Mp + ; k: (Yk — Ak)-
L

A1 = Tha1 +

Podstawiajac do tej rownosci A\; ze wzoru (12.6) mamy

Akt1 = Tg + 11::::]]:: (yr — z) + F;;:Q <1 - ZL:E) (yr — ).
Poniewaz z definicji ciagu Fibonacciego wynika tozsamosé
1 Pkt Fok
Fok+1 Fakgr’
wiec
N1 = Tp + Fnohot = Fnoho (Yx — 7).

P%—k+1

Korzystajac ponownie z definicji ciagu Fibonacciego oraz réwnosci (12.7) otrzymujemy

n—k

Ait1 = Tp + (Yr — k) = pi-

n—k+1

Podobnie dla f(Ag) < f(ug) dostajemy

Mkl = Ak
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Zauwazmy, ze z réownan (12.6) 1 (12.7) wynika dla k =n — 1

Tn—1+ Yn—1

2
Oznacza to niemozliwo$¢ wykonania kolejnego kroku iteracyjnego. Aby dokonaé jeszcze jednej
iteracji nalezy przesunaé¢ A\,_1 w lewo lub pu,_1 w prawo o € > 0. Takie postepowanie pozwala
zmniejszy¢ dlugos$é koncowego przedziatu, w ktérym znajduje sie minimum funkeji f do wielkosci
(yn—l - xn—l)/Q'
Ostatecznie algorytm Fibonacciego sktada si¢ z nastepujacych krokdw:

An—1 = Hn—1 =

Inicjalizacja: Wybierz liczbe iteracji n oraz € > 0. Poltéz x1 = a, y; = b. Oblicz \; =

T+ FEQ (y1—x1) i =21+ F};I (y1 — x1).
Krok k-ty:
L. Jedli f(Ax) < f(px), to Tp41 = g 1 yp41 = pg. Ponadto przyjmij ppi1 = A a
Aet1 = Tho1+ F}’Zz (Yk+1 — Tpr1) oraz oblicz f(Agr1). Jedli k = n —2 idZ nastepnie

do punktu 3.
2. Jesli f(Ar) = f(ug), to xx4r1 = Ak oraz yg1 = yg. Ponadto przyjmij Api1 = ug a

Fpn_k—1
Pht1 = Tyl + —F

do punktu 3.

(Yk+1 — Tky1) oraz oblicz f(pr+1). Jesli kK = n —2 idZ nastepnie

3. Przyjmij A\, = Ap—1 oraz iy, = Ap—1+¢. Jesli f(Ag) = f(pr), 10 T = Ap 8 Y = Yn—1-
Jesli f(>‘k) < f(uk)a to xp = Tp—1 2 Yn = An

Koniec: Gdy k = n. Wtedy minimum funkcji f lezy w przedziale [z, yn]-

Trudno$é inicjalizacji tego algorytmu zwigzana jest z wyborem wlasciwej wartosci statej €. Musi
by¢ ona dostatecznie mala, aby punkt \,_1 + ¢ lezal wewnatrz przedziatu [x,—1,yn—1]. Wyboér
wlasciwej stalej jest zwiazany liczba krokéw algorytmu n (patrz zadanie 12.4).

12.3 Zadania

Cwiczenie 12.1. Udowodnij lemat 12.1.

Cwiczenie 12.2. Znajdz przyklad funkeji écisle quasi-wypuklej okreglonej na przedziale do-
mknietym, ktora nie przyjmuje swojego infimum, czyli zadanie minimalizacyjne nie ma rozwia-
zania.

Cwiczenie 12.3. Wykaz, ze w metodzie optymalizacji bez uzycia pochodnych dlugosé prze-
dziatu [xp, yi] zmniejsza sie w sposéb wykladniczy, tzn. istnieje stala ¢ € (0, 1), taka ze

k
Ykt+1 — Tht1 < (b—a)c”.
Oszacuj stala ¢ z géry mozliwie najlepiej, tzn. znajdz najmniejsza warto$¢ gbrnego oszacowania.

Cwiczenie 12.4. Wykaz, ze w algorytmie poszukiwania minimum w oparciu o ciag Fibonac-
ciego dtugosé przedziatu, w ktérym znajduje sie rozwigzanie dana jest wzorem
b—a

E,

Yn — Tn =

Korzystajac z tego zwiazku znajdz gorne oszacowanie na stalag ¢ gwarantujace poprawnoscé
algorytmu.
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Cwiczenie 12.5. Korzystajac z wyniku zadania 12.3, wzoru (12.3) oraz wyniku zadania 12.4
ocen, ktory z omawianych algorytméw: podzialu dychotomicznego, ztotego podzialu oraz Fi-
bonacciego zbiega najszybciej, tj. w ustalonej liczbie iteracji daje przedzial, w ktérym istnieje
minimum funkcji f, o najmniejszej dtugosci.



Rozdziat 13

Metody spadkowe

W tym rozdziale przyjrzymy si¢ wielowymiarowym metodom optymalizacji bez ograniczen. Za-
ktadamy, ze f : R® — R jest funkcja klasy C'. Naszym celem jest znalezienie jej minimum.
Wszystkie opisywane metody zbudowane sa w oparciu o nastepujacy ogélny schemat. Startu-
jemy z punktu poczatkowego xi, ktéry w naszym przekonaniu znajduje sie¢ blisko minimum.
W kolejnych krokach generujemy xa,x3,... w ten sposéb, aby f(xxi1) < f(Xg). Spodziewamy
sie, ze w ten sposéb dojdziemy az do minimum f. Moze si¢ jednak okazaé, ze punkty skupienia
ciagu (xi) nie beda rozwiazaniami. Na kolejnych stronach tego rozdzialu zajmiemy sie opisem
réznych metod konstrukeji ciagu (xj) i ich zbieznoscia do rozwiazania. Wszystkie wyniki tego
rozdzialu w oczywisty sposdb przenosza sie na przypadek funkcji okredlonych na zbiorach otwar-
tych w R". Metody spadkowe beda rowniez graly pierwsze skrzypce w nastepnym rozdziale, przy
optymalizacji numerycznej z ograniczeniami.

Sformutujmy Scisle problem optymalizacyjny:
£(x) = min,
x € R™.
Metodami spadkowymi nazywamy takie algorytmy, w ktérych kolejny punkt xj;; zadany jest

wzorem

Xk+1 = Xg + apdy,
gdzie a > 0 oraz dy, jest kierunkiem spadku, tzn.

Df(xx)dr <0, jedli Df(xx)# 0,

dk = 0, jeéli Df(Xk) =0.
Zauwazmy, ze dla dostatecznie malych aj mamy f(xxy1) < f(xx) (patrz zadanie 13.1). Mo-
zemy wiec liczy¢, ze przy dobrym doborze «y ciag punktéw (xj) bedzie zbiegal do minimum.
Niestety bez dodatkowych informacji o zadaniu nie mozemy zagwarantowaé, ze bedzie to mini-

mum globalne, ale bedziemy staraé sie znalezé sposdb na zapewnienie zbieznosci do minimum
lokalnego.

13.1 Metody najwiekszego spadku

W tym podrozdziale skupimy si¢ na metodach najwickszego spadku, czyli takich ze dj jest
réwnolegle do (Df(xk))T
Algorytm opisujacy metody najwiekszego spadku jest dosé prosty:

118
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Inicjalizacja: Wybierz punkt poczatkowy x;.
Krok k-ty:

1. Wybierz krok ay.
2. Poldéz xp41 = x5, — o, (Df(xk))T

Koniec: gdy ||Df(xg1)] < e.

Pozostaje doprecyzowanie regul znajdowania kroku ayj. Reguly te sa stosowane dla dowolnych
kierunkéw spadku dg, i w takiej formie je prezentujemy. Czytelnik powinien pamietaé, ze w przy-
padku metod najwiekszego spadku dj = —(Df(xk.))T.

o regula (dokladnej) minimalizacji: wybierz oy, takie ze

f(xg + apdy) = I;lggf(xk + ady).

e regula ograniczonej minimalizacji: ustalmy A > 0. Wybierz oy, takie ze

f(xg + agdy) = min _ f(xg + adg).

a€l0,A]

o regula Armijo: ustalmy s > 01i 3,0 € (0,1). Polézmy ay = 8™*s, gdzie my, jest najmniej-
sza liczba catkowita m spelniajaca nieréwnosé

f(xi) — f(xg +0Msdy) > —of™s Df(xy)dy.

Oznacza to, ze dla my — 1 zachodzi juz nieréwno$é¢ przeciwna

f(xi) = f(xp + ™ tsdy) < —o ™ Ls Df(x;)dy.

Stala s > 0 nazywana jest krokiem, /3 reguluje szybkos$¢ zmniejszania kroku (czym mniej-
sza warto$¢, tym szybciej krok si¢ zmniejsza), zas o odpowiedzialna jest za ostro$é wa-
runku: mniejsza warto$¢ ostabia warunek. Dla metody najwiekszego spadku, gdzie d, =
—(Df(xk))T, warunek wyznaczania my upraszcza sie nieznacznie, poniewaz D f(x)dx =
—[1Df ()11

FOxk) = fxi = B™s (DF(xx))") > aB™s|| D f(xi)1> (13.1)
Ilustracja dziatania metody Armijo w tej wersji znajduje si¢ na rysunku 13.1. Jej imple-
mentacja jest bardzo tatwa. Startujemy z punktu x;—s (D f (xk))T i sprawdzamy, czy spet-
niony jest w nim warunek (13.1). Jesli nie, to rozwazamy punkty x; — s (Df(xk))T7 X) —
B3%s (Df(xk))T, itd. Jesli warunek (13.1) jest spelniony w punkcie x;—s (Df(xk))T, spraw-
dzamy czy pozostaje on spelniony w punktach x;— 3" 's (Df(xk))T, x,— 3 2s (Df(xk))T,
itd. W zadaniu 13.2 pokazemy, ze w skonczonej liczbie krokéw znajdziemy punkt spelnia-
jacy warunek (13.1) dla m i nie spelniajacy go dla m — 1, jesli dj # O.

Reguta doktadnej minimalizacji jest dobrze okreélona, jesli minimum po prawej stronie istnieje.
Ze wzgledu na nieograniczonos¢é przedziatu, na ktérym poszukujemy minimum, reguta doktadnej
minimalizacji nie zawsze musi by¢ dobrze okreslona. W dalszym ciagu podamy zalozenia, ktére
beda gwarantowaly poprawno$¢ dziatania tej reguty. Ograniczenie przedzialu poszukiwan kroku
ay do [0, A] ma dwie zalety. Po pierwsze zadanie to ma zawsze rozwiazanie, gdyz minimalizujemy
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x>l DY(x,) 2

x> o [l DY ()2

FZ

"

7
X > _f(xk)- .F(Xk- x (Df(x)" )

®
i)
d A= -

Rysunek 13.1: Tlustracja dziatania metody Armijo. Dla krokéw a = s i a = (3s warunek (13.1)
nie jest spetniony. Krok o = 3%s jest pierwszym, dla ktérego (13.1) zachodzi, wiec ap = (3%s.

funkcje ciagla na zbiorze zwartym. Po drugie, mozemy zastosowaé szybsze metody poszukiwania
minimum.

W zadaniu 13.1 dowodzimy, ze obie reguly minimalizacyjne wyznaczaja krok o tej wlasnosci,
ze f(xky1) < f(Xk). Z nieréwnosci (13.1) wynika, ze takze dla regulty Armijo f(xg+1) < f(xx).
Pozostaja jednak dwa pytania: czy warunek kohca jest poprawny i czy ciag (xx) zbiega do
minimum.

Ponizej dowodzimy, ze kazdy punkt skupienia ciagu (x;) utworzonego metoda najwiekszego
spadku jest punktem krytycznym, tzn. zeruje si¢ w nim pochodna. Nie jest jednak w ogdlnosci
prawda, ze musi w nim by¢ minimum lokalne. Dopiero zalozenie, ze funkcja f jest pseudo-
wypukia daje nam pewno$é, ze w znalezionym punkcie jest minimum, ktére dodatkowo jest
globalne.

Twierdzenie 13.1. Niech (x1) bedzie ciggiem skonstruowanych przy pomocy metody najwiek-
szego spadku z requtq minimalizacji, reqgutq minimalizacji ograniczonej lub requtq Armijo. Wow-
czas kazdy punkt skupienia tego ciggu jest punktem krytycznym.

Dowdd. Niech x bedzie punktem skupienia, za$ (xy,) podciagiem do niego zbieznym. Dowdd
przeprowadzimy przez sprzeczno$é zakladajac, ze Df(x) # 07,

Dla reguty minimalizacji i minimalizacji ograniczonej gléwnym pomystem dowodu bedzie poka-
zanie, ze jedli Df(X) # 0T, to istnieje stata v > 0, taka ze dla dostatecznie duzych n, tzn. dla
Xy, dostatecznie bliskich x, zachodzi nier6wnosc¢

Xk, 1) < f(%k,) =,

czyli mozliwe jest zmniejszenie wartoéci funkcji f w kroku k,, o co najmniej . Pamietajac, ze
funkcja f maleje wzdluz ciagu (xj) mamy

FXkpyn) < f(Xkpt1) < f(Xk,) — -
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Przechodzac do granicy z n — oo i korzystajac z faktu, ze X jest punktem skupienia oraz
cigglosci f dostajemy sprzecznosé z dodatniodcia 7.

Do zakonczenia dowodu pozostaje nam udowodnienie istnienia stalej dodatniej . Na mocy
ciagloéci pochodnej (przypomnijmy, ze w tym rozdziale zakladamy, ze f jest klasy C) istnieje
otoczenie V punktu X, takie ze

|IDf(x) -=Dfy)ll _1 <
Di Sz Yxvev (13.2)

Gléwnym spostrzezeniem pozwalajacym na uzasadnienie powyzszej nieréwnosci jest to, ze na
pewnym otoczeniu X norma pochodnej f jest Scidle oddzielona od zera.

Wezmy § > 0, takie ze B(%,20) C V oraz 6 < Ainfxcy [|[Df(x)||, gdzie A jest stala z definicji
reguly minimalizacji ograniczonej (zauwazmy, ze infxcy ||[Df(x)| > 0 na mocy (13.2)). Dla

X € B(x,6) punkt x — (Df (X))T nalezy do B(x,20), a wiec réwniez do V. Ponadto,

5
[IDf ()l

w przypadku reguly minimalizacji ograniczonej

5 Ainfxev [[DF| _
il S il St

czyli m € [0, A]. Z twierdzenia o wartosci Sredniej dostajemy

] o o

_ x T — X T
109~ 1<~ o7 (P0") = 2507y (P0") = gy PO

gdzie 0 jest punktem posrednim, a wiec nalezy do V. Zajmijmy si¢ teraz produktem pochodnych:

D(O)(Df(x)" = (Df(x)+ Df(6) - Df(x))(DF(x))"

= IDF(x)|? + (Df(8) - Df(x))(Df(x))"
> |Df()I — IDF(0) — D)D)

Wstawiamy to oszacowanie do poprzedniego wzoru:

J

169 1 (x~ 157607 P

f(x)) ) > 0|IDf()| = ol Df(O) = Df()l

= sl (1 - PPHD =2t

)
> SIDSG,

gdzie ostatnia nier6wno$¢ wynika z (13.2). Powyzsze oszacowanie jest prawdziwe dla dowolnego
x € B(x,0), a wiec dla xi, dla dostatecznie duzych n

0
F00,) = F000,40) > £ = f (30, = 757

T 0
m(Df(an)) ) > S IDf (e, -

Mozemy zatem przyjaé

7= ek HDf( )|-

1\3\04

Dla reguly Armijo zastosowanej do metody najwiekszego spadku mamy nieréwnosé

fxi) = f(xis1) = o] Df(xi)|1?,
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z ktorej wynika, ze ciag (f(xx)) jest monotonicznie malejacy, czyli albo zbiezny albo rozbiez-
ny do —oo. Poniewaz f(xp,) — f(X), wiec f(xx) — f(xx+1) — 0. Wynika stad, ze takze
ag||Df(xx)||? — 0. Poniewaz Df(xy,) — Df(x) # 07, wiec ay, — 0.

7 drugiej strony wartosci o, w regule Armijo sa dobierane optymalnie, tzn.

FOxr) — f (x5 — a/BDF(xp))") < oan/B]Df (xi)]|.

Stosujac twierdzenie o wartosci éredniej do lewej strony tej nieréwnosci dostajemy

Fxi) = f(xi — ar/B(Df(x)") = Df (xi — e/ B(Df(xx)) )/ B(Df (x1) "

wiec nieréwnos¢ przyjmuje postac

Df(xi — an/B(Df(x0)) ") (DF (x1)" < ollDf (i) ||

Przechodzac do podciagu (k,) mamy

Df (x, — G, /B(Df(xx,))" ) (Df(x0,))" < o Df ()12

Jedli teraz w ostatniej nier6wnosci przejdziemy do granicy, to zauwazmy, ze ay,, € [0, ag, ], czyli
&y, — 0 bo ag, — 0. W granicy ostatnia nieréwnos$é ma postaé ||Df(%)|? < o||Df(%)|? czyli
(1 — 0)|[Df(x)||*> < 0. Poniewaz (1 — o) > 0 prowadzi to do sprzecznosci z zalozeniem, ze
Df(x) # o7, O

Okazuje sig, ze przy nieco wzmocnionych zalozeniach D f(x;) — 0 dla calego ciagu wygenerowa-
nego algorytmem najwiekszego spadku, a nie tylko na podciggu posiadajacym punkt skupienia.

Rozpocznijmy od nastepujacego pomocniczego lematu.

Lemat 13.1. Niech f bedzie funkcjq klasy C' ograniczong z dotu. Niech (xi) bedzie ciggiem
skonstruowanych przy pomocy metody najwiekszego spadku. Jesli istnieje stala ¢ > 0 niezalezna
od k, taka Ze

fxp +apdy) < f(xi) —c|Df(xp)|?, dlak=1,.... (13.3)

Wéwczas albo istnieje K, takie ze Df(xr) = 0T, albo cigg (Df(xx)) zbiega do zera.

Dowdd. Przypadek stopu po skonczonej liczbie krokéw jest oczywisty. Przyjmijmy wiec, ze ist-
nieje nieskonczony ciag (xx) skonstruowany przy pomocy metody najwiekszego spadku. Z nie-
réwnosci (13.3) wynika, ze ciag (f(xx)) monotonicznie maleje. Poniewaz jest on ograniczony z
dotu, wiec jest zbiezny, czyli f(xx) — f(Xg+1) — 0. Poniewaz z nieréwnosci (13.3) wynika

Fxr) = f(xpe1) > ellDf ()1,
wiee | Df (xp)]| — 0. 0

Twierdzenie 13.2. Niech funkcja f bedzie ograniczona z dolu a gradient funkcji f bedzie
funkcjq spetniajgcq warunek Lipschitza ze stalq L na zbiorze poziomicowym S = Wyx,)(f).
Niech (xy) bedzie ciggiem skonstruowanych przy pomocy metody najwickszego spadku z regulq
Armijo, requlq dokladnej minimalizacji, ktéra jest dobrze okreslona w kazdym kroku (poprawnosé
dokladnej reguly minimalizacji w kazdym kroku gwarantuje w szczegdlnosci zalozZenie zwartosci
zbioru S) lub minimalizacji ograniczonej, dla ktérej A > ﬁ Wowczas albo istnieje K, takie Ze
Df(xk) =0, albo cigg (Df(xy)) zbiega do zera.



Korzystaj. Nie kopiuj. Nie rozpowszechniaj. 123/143

Dowdd. Dowdd przeprowadzimy przez wykazanie, ze przy zalozeniach twierdzenia spelnione sg
zalozenia lematu 13.1.

Rozpoczniemy od dowodu dla metody Armijo. Niech oy = s8™* bedzie krokiem wyznaczonym
w metodzie Armijo. Wtedy

f(Xk + Ozkdk) < f(Xk) + O'Oszf(Xk)dk. (13.4)

Poniewaz o, zostalo wyznaczone optymalnie, czyli wybrano najmniejsza potege (3, przy ktorej
zachodzi powyzsza nieréwno$é, to dla nizszej potegi S zachodzi nieréwnosé odwrotna

Flxp+ B awdy) > f(xx) + 0B LoD f(xy)dg. (13.5)

Poniewaz Df(x;)dr < 0, to z faktu, ze x; € S oraz nieréwnosci (13.4) wynika xz11 € S.
7 twierdzenia o wartosci éredniej dostajemy

f(Xpq1) = f(xx) = f(xp + arpdy) — f(xx) = apD f(x)dy,

gdzie x jest wypukla kombinacja xj 1 Xpi1q oraz x € S (jesli x; € S i xpy1 € S, tow S
sa takze wszystkie punkty na odcinku miedzy tymi dwoma punktami, co wynika z algorytmu
minimalizacji w kierunkach spadkowych). Wykorzystujac fakt, ze kierunek dj jest kierunkiem

najwiekszego spadku, czyli dj, = —(Df(xk))T, dostajemy

F(xpt1) — f(xi) =axDf(R)dy = —ag(Df(xi) — Df(xx) + Df(X)) (Df(xx)" =
— | Df )2 + (D f (x1) - Df ) (Df(xi))" <
— ail|DF(xp)||2 + k| DF (xx) = DEEIIDF ()]

Poniewaz x; € S, dla kazdego k > 1, a tym samym takze kazdy x € .S, to z warunku Lipschitza
dla gradientu funkcji f na S mamy oszacowanie

IDf(xx) — Df(X)|| < Llxx — x|| < L|Ixx — xp11l| = L ag||[Df(xx)]]-

Wstawiajac to oszacowanie do wczesniejszej nieréwnosci dostajemy

F(xp1) = f(xp) < =l Df(xp)|P(1 = ax L) (13.6)

Z oszacowania (13.6) wynika, ze (13.4) zachodzi jesli 1 — axL > o. Niech m, bedzie taka
potega B, ze 1 — sB™ L > o a dla potegi § mniejszej niz m, zachodzi nierownos¢ przeciwna
1 —spm L[ < 0. Wynika stad, ze

o(l— a)ﬂ'

osf™me > i3

Z drugiej strony m, nie musi by¢ potega optymalna, dla ktérej sa spelnione nieréwnosci (13.4)
i (13.5). Reguta Armijo gwarantuje jednak, ze my < m,, bo my, jest najmniejsza potega [ przy
ktorej jest spelniona nier6wnosé (13.4). Stad

o(l— O'),B.

osf™ > osfMe > 7

Wstawiajac powyzsze oszacowania do nieréwnosci (13.4) oraz wykorzystujac fakt, ze dy jest
kierunkiem najwickszego spadku dostajemy nieréwnosé

TL=9)B) b o) |2

F o + ardy) — f(xx) < —osB™ | Df(xp)[|* < —os5™ || Df(xp)]|* < — 7
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czyli nieréwnosé (13.3) z lematu 13.1.

W przypadku reguly dokladnej minimalizacji zakladamy, ze w kazdym kroku regula ta jest
dobrze okreslona, czyli istnieje zawsze skonczone ay, ktére minimalizuje f(x + ady) dla o > 0.

Postepujac podobnie jak w dowodzie dla reguly Armijo dostajemy oszacowanie
F(xpp1) = f(xr) < —al|Df () [IP(1 — ax L) (13.7)

. . . . . iy 1 .
Prawa strona tego oszacowania osigga najmniejszg wartos¢ dla ap = 5. Wynika stad oszaco-
wanie

Fsien) = F0s) < 11D SRR,

czyli nieréwnoséé (13.3) z lematu 13.1.

W przypadku reguly ograniczonej minimalizacji dowod jest analogiczny jak dla reguty dokladnej
minimalizacji. Musimy jedynie zalozyé, ze przedzial [0, A] na ktérym poszukujemy oy zawiera
punkt i minimalizujacy prawa strone nieréwnosci (13.7). O

Powyzsze twierdzenie dowodzi poprawnoséci metod najwiekszego spadku, lecz nie méwi nic
o szybkosci zbieznosci i o warunku konca. Wzmacniajac zalozenia bedziemy mogli dowiesé,
ze zbieznos$é jest liniowa oraz warunek konca jest poprawny.

Zdefiniujmy zbiér S = {x € R" : f(x) < f(x1)}, gdzie x; jest punktem poczatkowym.
Oznaczmy przez m(x) najmniejsza wartoéé wlasng macierzy drugich pochodnych D?f(x), za$
przez M(x) — jej najwieksza warto$¢ wlasna.

Lemat 13.2. Zalézmy, Ze zbior S jest wypukly i zwarty a funkcja f jest klasy C? na S oraz
m = infxegm(x) > 0. Wowczas punkt X bedgcy granicg ciggu (Xj) wyznaczonego metodq naj-
wiekszego spadku nalezy do S i jest minimum funkcji f na S oraz dla dowolnego x € S

=%l < LIDF fx) — F(%) < - [ D)

Dowéd. Poniewaz m = infycgm(x) > 0 wiec macierz D?f(x) jest dodatnio okreélona na S.
Z wypuklosci S wynika, ze f(x) jest funkcja wypukta na S.
Poniewaz zbior S jest zwarty, to funkcja f jest ograniczona z dotu i jej gradient spelnia warunek
Lipschitza. Z twierdzenia 13.2 wynika, ze D f(x;) — 0, czyli X € S. Poniewaz funkcja f jest
wypukta na S, to punkt krytyczny jest punktem minimum.

Na zbiorze S mamy ze wzoru Taylora

Wstawiajac pierwsze rownanie do drugiego otrzymujemy

rD*f(%) + D*f (%)

Df(x)(x —x) + (x — %) >

(x —x)=0.
Wynika stad oszacowanie

r D) + D)
2

Df(x)(x — %) = (x ) —%) > [x - x|Pm.
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Co daje
D)% = x| > [Ix — x| *m.

Dzielac ostatnia nieréwnos¢ stronami przez m||x — X|| dostajemy
%= < D7)
x—X| < — x)]|.
S m

Wykorzystujac ponownie wzor Taylora oraz wypuktosé funkcji f na S otrzymujemy oszacowanie
1

5 &= x)TD?f(%)(x —x) > f(x) + Df(x)(x — %).

f&x) = fx) + Df(x)(x—x) + 5

Stad
f(x) = f(x) < Df(x)(x — %),
czyli .
F(x) = f®) = () = FR)] < [IDFE)Ix - %] < —[Df()]*
O

Lemat 13.3. Zaléimy, ze zbior S jest wypukly i zwarty a funkcja f jest klasy C? na S oraz
m = infycgm(x) > 0. Oznaczmy M = sup,cg M (x). Wowczas M < 400 a dla ciggu (xj,) wy-
generowanego przy pomocy metody najwiekszego spadku z regulq dokladnej minimalizacji mamy

Foian) = F®) < (1= 577 ) (Fx0) = F(R)),

za$ dla requly minimalizacji ograniczonej

Flocinn) = £8) < (1= my+ 500 (F(a) — £(3).
gdzie
) 1
~ = min <M’ A).

Dowdd. Rozwazmy przypadek regulty minimalizacji bez ograniczen. Na mocy wzoru Taylora,
dla § > 0, mamy

Fxr = 8(DF(xi))") < F(xi) + Df (xi) (— 8(Df(x))T) + 52%\\Df(x;€)\\2 (13.8)
= f(xp) — 8| Df(xi)|? + 62%”1)1?()%)”2.

Minimum po prawej stronie przyjmowane jest dla 6 = 1/M, patrz rys. 13.2. Przypomnijmy
rowniez, ze Xiy1 realizuje minimum po o > 0

f(%e1) = inf f(xr — a(Df (i) ")

Zatem

Flokin) < (o~ - (DF ) ") < Flok) = 5y IDFGeo)]

Odejmijmy od obu stron f(X) i zastosujmy nieréwnosé | Df(xx)||> = m(f(xx) — f(X)) wynika-
jaca z lematu 13.2:
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Rysunek 13.2: Wykres funkcji 6 — %52 —9.

Po prostym przeksztalceniu dostajemy teze.

Zajmijmy sie regula minimalizacji ograniczonej. Woéwczas Xy realizuje minimum dla a €
[0, A). Minimum po prawej stronie w (13.8) przy ograniczeniu § € [0, A) realizowane jest przez
0 = ~. Postepujac teraz identycznie jak powyzej dostajemy teze. O

Podsumujmy. Na mocy lematu 13.2 wiemy, ze warunek konca sformutowany jako ograniczenie
na norme gradientu funkcji f jest poprawny i daje ograniczenia zaréwno na odleglosé przybli-
zenia xj1 od punktu minimum, jak i na doktadnos¢ wyznaczenia wartosci minimalnej funkcji.
Zwroémy uwage, ze czym ”bardziej” écisle wypukta jest funkcja na otoczeniu X, tj. czym wiek-
sze m, tym ostrzejsza zalezno$¢ miedzy norma gradientu a odlegloscig od punktu X. Lemat
13.3 sugeruje, ze zbieznos¢ wartosci funkcji jest najszybsza, jesli funkcja podobnie zachowuje sie
we wszystkich kierunkach, czyli wartosci wlasne macierzy drugich pochodnych leza dos¢ blisko
siebie. Wéwczas iloraz m/M jest najwiekszy, co korzystnie wplywa na wspélezynnik kontrakeji
1 —m/(2M). A zatem algorytm najwiekszego spadku, podobnie jak wszystkie inne metody
spadkowe, bedzie najlepiej pracowal na takich funkcjach, ktére majg stosunkowo duzy iloraz
m/M, lub inaczej, m jest tego samego rzedu co M.

Dla reguty Armijo poprawno$é¢ warunku stopu algorytmu pozostaje w mocy, gdyz Lemat 13.2
nie zalezy od reguty wyboru dtugoéci kroku. Teza lematu 13.3 wymaga pewnych zmian, pozo-
stawiajac jednak wykladnicza zbieznos$¢ (patrz zadanie 13.3).

Jakie zatem sa zalety reguly Armijo? Otéz, jak wspomniane zostalo wyzej, jest ona prosta
w implementacji i nie wymaga stosowania metod optymalizacji funkcji jednej zmiennej. Koszt
tego uproszczenia nie jest zwykle réwniez duzy, lecz zalezy od parametrow s, 8, 0. Nie ma niestety
regut doboru tych parametréw — pozostawia sie to do$wiadczeniu i intuicji uzytkownika.

13.2 Metoda Newtona

Metody spadkowe, ktére opisalidémy dotychczas, poszukiwaly kierunku kolejnego przyblizenia
minimum funkcji f bazujac na rozwinieciu pierwszego rzedu

f(x+d) = f(x)+ Df(x)d.
W metodzie Newtona kierunek poszukiwan wybieramy w oparciu o przyblizenie drugiego rzedu

w rozwinieciu Taylora funkcji f. Zalézmy, ze funkcja f : R™ — R jest dwukrotnie rézniczkowal-
na. Przyblizamy ja wokél punktu x za pomoca wielomianu Taylora drugiego stopnia

Flx+d) ~ f(x) + DI + "D F(x)d.
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Zamiast minimalizowa¢ funkcje f szukamy minimum jej przyblizenia, czyli prawej strony powyz-
szego wyrazenia. Aby miato to sens musimy zalozyé, ze hesjan D?f(x) jest dodatnio okreslony.
Poniewaz f(x) jest ustalone, problem sprowadza si¢ do nastepujacego zadania:

h(d) = £d" D*f(x)d + D f(x)d — min,
d € R".

Poniewaz zatozylismy, ze hesjan D? f(x) jest dodatnio okreslony, to zadanie to posiada rozwig-
zanie dane wzorem

d=—(D*f(x)) ' (Df(x)".

Zauwazmy, ze jeSli w punkcie x zeruje sie¢ pochodna D f(x), to d = 0, czyli jesteSmy w punkcie
krytycznym funkcji f. Algorytm metody Newtona wyglada nastepujaco:

Inicjalizacja: Wybierz punkt poczatkowy x; i doktadno$é¢ € > 0.
Krok k-ty: xp11 = xi + dg, gdzie di = —(D2f(xk))_1(Df(xk))T.

Koniec: gdy |Df(xr41)] < e.

Powyzszy algorytm niesie ze soba wiele watpliwosci. Po pierwsze, nie jest wcale jasne, czy ciag
(x) ma granice. Co wiecej, latwo znalezé niezdegenerowany przyktad, zeby byl on rozbiez-
ny. Rozumiemy przez to, ze funkcja przyjmuje minimum globalne w pewnym punkcie, lecz
nieodpowiedni wyboér punktu poczatkowego x; moze spowodowadé, ze ciag (xj) zbiega do nie-
skoniczonosci. W ponizszym twierdzeniu pokazujemy warunek dostateczny, aby taki przypadek
nie mial miejsca.

Twierdzenie 13.3. Zaléimy, e f jest funkcjq klasy C® na otoczeniu minimum lokalnego X
oraz hesjan D?f(X) jest dodatnio okreslony. Wéwczas istniejg stale ¢ i 6 > 0, takie Ze dla
xi € B(x,0) mamy

k1 — x| < eflxy, — x|%.

Dowéd. 7 ciagloéci D?f na otoczeniu X oraz z dodatniej okreélonoéci D? f(X) wynika istnienie
§ > 0, takiej ze dla x € B(%,d) normy || D?f(x)|| oraz || (sz(x))71|| sq ograniczone oraz wigksze
niz r > 0.

Rozwijajac gradient funkcji f we wzor Taylora w otoczeniu punktu x; mamy
(Df (i +1))" = (Df(xx)) "+ D*f(xi)h -+ O(| ).
Biorac w powyzszej rownosci h = —hy, gdzie hy = (x; — X), otrzymamy
(DF(x))" = D2f(xiby + O(|Ibi|[*) = (Df ()" = 0.
Niech x;, € B(%,0). Mnozac powyzsze réwnanie przez (DQf(Xk))_1 dostajemy
0= (D*f(xt))  (Df(xx))" — g+ O(||hg]|?) = —dy — by, + O([hy||*) = ~hgs1 + O(Hh(klllgz)é)

Ostatnia réwnos¢ wynika z nastepujacego ciagu tozsamosci

—di —hp =xK — Xpy1 — (Xk — }_() = _(Xk+1 — }_() = —hp.
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Z réwnania (13.9) wynika istnienie stalej ¢ > 0, dla ktérej
[y < el

czyli kwadratowa szybkosé zbieznosci algorytmu.

Jedli xj, € B(x,%) dla « € (0,1), takiego ze ¢ < 4, to z ostatniego oszacowania dostajemy
!
] < e [l = afhg,

co oznacza geometryczna zbieznosé ciagu hy do zera. O

Uwaga 13.1.

1. Zauwazmy, ze jesli punkt x; jest daleko od rozwiagzania X to hesjan w punkcie x; moze
nie by¢ dodatni.

2. Jesli hesjan jest dodatnio okreélony w punkcie xg, to wyznaczony w tym punkcie kierunek
dy, jest kierunkiem spadku funkcji £, tzn. Df(xz)dy, < 0, body, = —(D2f(xz)) " (Df(xx)) ",
czyli

-1 T
Df(x)dy = —Df(xx)(D*f(xx)) (Df(xx))" <O.

3. Nawet kiedy hesjan jest dodatnio okreslony w punkcie X, to nie ma pewnosci, ze f(Xg+1) <
f(xx), gdyz w metodzie Newtona nie ma minimalizacji kierunkowej. Oznacza to, ze poru-
szamy sie¢ w kierunku spadku, ale wybrany krok di moze by¢ za dtugi i wtedy moze by¢

f(Xkr1) = f(xp +di) > f(xk).

Bolaczka metody Newtona jest to, iz zbiega ona do punktu krytycznego, ktéry moze réowniez
wyznaczaé¢ maksimum lokalne lub punkt przegiecia. Zalozenie pseudowypuktosci funkcji f gwa-
rantuje, ze punkt krytyczny jest minimum. W pozostalych przypadkach nalezy zbadaé¢ zacho-
wanie funkcji w otoczeniu znalezionego numerycznie punktu krytycznego i na tej podstawie
ustali¢, czy jest w nim minimum, maksimum lub punkt przegiecia.

Zwroémy uwage, ze wszystkie matematyczne wyniki dla metody Newtona zakladaja dodat-
nio$¢ hesjanu, a zatem Scista wypuklosé. W pozostalych przypadkach ocena wynikéw i dobér
parametréw Xip,e pozostaje powierzy¢ intuicji i do$wiadczeniom. Nie przeszkadza to wszakze
w powszechnym stosowaniu metody Newtona i jej roznych modyfikacji. Zainteresowany czytel-
nik znajdzie duzo wiecej informacji w monografii D. Bertsekasa [1].

13.3 Metoda kierunkéw i gradientéw sprzezonych

Definicja 13.1. Niech dana bedzie dodatnio okreslona symetryczna macierz H wymiaru n X n.
Niezerowe wektory di,...,d, nazywamy sprzezonymi wzgledem macierzy H, jesli

dfHd; =0, dlai#j, 4,j=1,...,n.

Latwo jest zauwazyé, ze jesli wektory dy,...,d,, sa sprzezone wzgledem macierzy H, to sa one
liniowo niezalezne.

Rozwazmy teraz funkcje kwadratowa f(x) = %XTH x 4+ b''x + ¢ z symetryczna dodatnio okre-
$long macierzg H. Znalezienie minimum tej funkcji metoda kierunkow sprzezonych polega na
znajdowaniu kolejnych przyblizen rozwigzania metoda dokladnej minimalizacji w kierunkach be-
dacych kierunkami sprzezonymi wzgledem macierzy H. Niech dy,...,d, beda tymi kierunkami
sprzezonymi, wtedy algorytm metody kierunkéw sprzezonych przebiega nastepujaco:
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Inicjalizacja: Wybierz punkt poczatkowy x;.
Krok k-ty:

1. Wybierz kierunek dy.

2. Poloz xp+1 = xi +txdy, gdzie t znajdowany jest z warunku dokladnej minimalizacji
tr = Argmin{ f(x; +tdy) : t > 0}.

Koniec: gdy [ Df (x11)] = 0.

Twierdzenie 13.4. Metoda kierunkow sprzezonych z doktadng minimalizacjg zastosowana do
funkcji kwadratowej f : R™ — R z dodatnio okreslonym hesjanem H wyznacza minimum po co
najwyzej n iteracjach.

Dowdd. Zauwazmy, ze funkcja kwadratowa ma postaé f(x) = %XTHX +bTx +c.

Wprowadzmy oznaczenie g = D f(x). Latwo zauwazy¢ nastepujaca tozsamosé
grr1dy =0, k=1,....,n—1. (13.10)

Wynika ona z rozwazenia funkcji h(t) = f(xx + tdg). Funkcja h osiaga minimum w punkcie ¢
(warunek dokladnej minimalizacji), wiec h'(t;) = 0. Z drugiej strony h'(t) = D f(xx + tdx)dg,
czyli h'(t) = gr+1di.

7 postaci funkcji kwadratowej f dostajemy zwiazek

T T
g1 — 8k = Df(xk41) — Df(xi) = (Hxpy1) — (Hxp) = trdi H. (13.11)
Wykorzystujac ten zwigzek udowodnimy indukcyjnie rownosé
git1d; =0, dlak=1,....,n—-1, 5=1,... k. (13.12)

Dla k = 1 ré6wnosé¢ ta zostala juz udowodniona (jako réwnanie (13.10)). Zalézmy teraz, ze
zachodzg réwnosci gid; =0dla j =1,...,k — 1. Wtedy mamy

gri1d; = (gr + tpdf H)d; = gpd; + td} Hd;j = 0,

dla j = 1,...,k — 1, bo grd; = 0 z zalozZenia indukcyjnego, a dZde = 0 bo sa to kierunki
sprzezone. Poniewaz g 1d; = 0 z réwnania (13.10), wiec réwnosé (13.12) zostata udowodniona.
Z réwnosci (13.12) wynika, ze funkcja f ma w punkcie x;1 zerowe pochodne kierunkowe w kie-
runkach di,...,dg

Df(Xk_H)d =0, de Lin(dl, R ,dk).

Niech
Kk = Xk+1 + Lin(dl, Ce ,dk) = X1+ Lin(dl, ey dk)

Niech F = f| Ky Funkcja F' jest wypukta, bo funkcja f jest wypukta oraz zbiér K}, jest wypukty.
Poniewaz zerowanie sie wszystkich pochodnych kierunkowych jest warunkiem wystarczajacym
dla istnienia minimum funkcji wypuktej to

Xg+1 = Argmin{F(x) : x € Ki} = Argmin{f(x) : x € x; + Lin(dy,...,dg)}.
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Opisana w poprzednim twierdzeniu metoda znajdowania minimum funkcji kwadratowej jest
bardzo efektywna (znajdujemy minimum co najwyzej w n krokach). Jej staboscia jest jednak ko-
niecznos$¢ wyznaczenia na poczatku catego zbioru kierunkéw sprzezonych (mozna to oczywiscie
zrobié¢ znajdujac wektory wlasne hesjanu H). Opisana ponizej metoda gradientéw sprzezonych
pozwala wyznaczaé kierunki sprzezone sukcesywnie w trakcie obliczania kolejnych krokéw algo-
rytmu iteracyjnego. Metoda ta nazywa sie metodq gradientow sprzezonych Fletchera-Reevesa.

Algorytm gradientéw sprzezonych Fletchera-Reevesa:

Inicjalizacja: Wybieramy punkt poczatkowy x;.

Krok pierwszy: d; = —g!, czyli wybieramy kierunek najwickszego spadku;
Krok k-ty:
1. Znamy juz kierunki dy,...,dg_1;

2. Wybieramy kierunek d; = —gg + Br_1dg_1;
3. Dobieramy F;_1 € R, tak aby kierunek dj byt sprzezony do dy,...,dg_1,

T
297328
Br—1 = k

= ——n. (13.13)
k1851

4. Obliczamy punkt kolejnej iteracji xx+1 = Xp + txdy, gdzie tp, = Argmin{ f(xy +tdy) :
t > 0}.

Koniec: gdy [[Df (xi1)] = 0.

Twierdzenie 13.5. Metoda gradientéow sprzeionych Fletchera-Reevesa z dokladng minimali-
zacjqg zastosowana do funkcji kwadratowej f : R® — R z dodatnio okreslonym hesjanem H
wyznacza kierunki sprzezone wzgledem H

d/Hd; =0, i=1,...,n, j=1,...,i—1. (13.14)
Ponadto dla i < m = max{i : g; # 07} zachodzq réwnosci
gig, =0, j=1,...,i-1 (13.15)

oraz
gid; = —gigl, i=1,...,n. (13.16)

Dowdd. Jedli m = 0, to punkt startowy x; jest rozwiazaniem zadania minimalizacji. Niech wiec
m > 1. Dowdd przeprowadzimy przez indukcje wzgledem 1.

Dla ¢ = 1 tylko réwnosé (13.16) wymaga dowodu. Jest ona oczywista z uwagi na inicjalizacje
algorytmu kierunkiem najszybszego spadku.

Przypuséémy, ze rownosci w twierdzeniu zachodza dla pewnego i < m. Pokazemy, ze zachodza
one dla i + 1.

7 dowodu twierdzenia 13.4 wiemy, ze dla funkcji kwadratowej f zachodza réwnosci
T
gi+1 — 8i = Df(Xi+1) — Df(XZ) = (H(Xi+1 — Xl)) = tzd;rH (1317)
Wykorzystujac powyzsza tozsamos$é oraz réwnosé (13.10) dostajemy

0=gi1d; = gid; + t;dj Hd,,
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co pozwala wyznaczy¢ t;
_ gid; _ gigl
d’Hd; dIHd;’

gdzie w ostatniej réwnosci skorzystali$émy z zalozenia indukeyjnego i réwnosci (13.16).

t = (13.18)

Zatem dla j < ¢ mamy na mocy zalozenia indukcyjnego i kroku 2 algorytmu
gi+18, =gig; + tid; Hg] =gig, — t;d] H(d; — B;_1d;_1) =
gig, — tid] Hd; + t;8;_1d] Hd;_1 =0,
bo pierwszy sktadnik ostatniej sumy jest réwny zero z zalozenia indukcyjnego i réwnosci (13.15)
a drugi i trzeci skladnik sumy, z zalozenia indukcyjnego i réwnosci (13.14).
Dla 7 = ¢« mamy po podobnych przeksztalceniach, korzystajac z zalozenia indukcyjnego oraz

réwnosei (13.14) 1 (13.18)
gi+18) = 8i+18 =gig — tid] Hd; +t;8i_1d] Hd;_1 =

T
T gi8g; T _
Udowodnilismy wiec, ze
git1g) =0, dlaj=1,...,4 (13.19)

co jest krokiem indukcyjnym dowodu réwnosci (13.15).

Obecnie przejdziemy do dowodu réwnosci (13.14) czyli pokazania, ze wyznaczone przez algorytm
kierunki sa kierunkami sprzezonymi. Korzystajac z réwnosci (13.17) oraz algorytmu wyznacza-
nia d;4; dostajemy

1
dfy Hd; = — g1 Hd; + ,d] Hdj = 7 8it+1(8 — gj+1) + Gid] Hd; =
/ (13.20)
1 T T
- tfjgi+1gj+1 + Bid; Hd;.
Dla j < ¢ dostajemy natychmiast
dz'T+1de =0
bo giﬂg};l = 0 z réwnosci (13.19) a d7 Hd; = 0 z zalozenia indukcyjnego i réwnosci (13.14).
Dla j = i, korzystajac z wzoru na t; oraz wzoru (13.13) na f3;, dostajemy z réwnania (13.20)
1 8i+181;
d;ﬂ-lHdi =- ;gi+1giT+1 + 2= . :ZFJrl dZTHdi =
) 18
gi+1gz‘7:4-1 gigZT

=0.
gigl t;

1
- ;gz’+1giT+1 +
(A

Otrzymalismy wigec dowdd, ze
df Hd; =0, dlaj=1,...,i.

Pozostaje nam jeszcze dowdd réwnoscei (13.16). Korzystajac z algorytmu wyznaczania d; 41 oraz
réwnosei (13.10) wynikajacej ze stosowania dokladnej minimalizacji dostajemy

git1dit1 = 8ir1(—811 + Bidi) = —gi+181 11 + Bigi+1di = —8it18111-
Tym samym udowodnili$my, ze
git1dit1 = —8i+181 11,
czyli krok indukcyjny w dowodzie réwnosci (13.16). O
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Kiedy funkcja f nie jest funkcja kwadratowa, metoda gradientéw sprzezonych Fletchera-Reevesa
musi ulec pewnej modyfikacji:

Inicjalizacja: Wybieramy punkt poczatkowy x; oraz dokladnosé € > 0.

Krok pierwszy: d; = —g!, czyli wybieramy kierunek najwickszego spadku;
Krok k-ty:
1. Znamy juz kierunki dy,...,dg_1;

2. Wybieramy kierunek d; = —g:kr + Br_1di_1;
3. Dobieramy F;_1 € R, tak aby kierunek dj byt sprzezony do dy,...,dg_1,

T
grS
Bpg = —k —. (13.21)
8rk-181_1

4. Obliczamy punkt kolejnej iteracji xx1+1 = Xj + trpdg, gdzie tr, = Argmin{ f(xx +tdg) :
t>0}.

Koniec: gdy |Df(xr41)] < e.

Poniewaz wyznaczanie (3; ze wzoru (13.21) nie gwarantuje, ze otrzymane kierunki beda kierun-
kami spadku, stosuje sie wiec rézne modyfikacje tego wzoru. Zalecana w literaturze modyfikacja
dajaca lepsze wyniki niz oryginalna metoda Fletchera-Reevesa wyglada nastepujaco

gr(gr —gr-1)"
gk71g£_1

Br-1=

13.4 Zadania

Cwiczenie 13.1. Udowodnij, ze jedli d jest kierunkiem spadku w punkcie x, to istnieje § > 0,
taka ze dla o € (0,60) mamy

f(x+ad) < f(x).

Cwiczenie 13.2. Wykaz, ze jedli dj, # 0, to wartoéé¢ oy, z reguly Armijo mozna wyznaczy¢
w skoniczonej liczbie krokéw (choé réznej dla kazdego xy).

Wskazowka. Skorzystaj z definicji pochodnej na poczqtku rozdziatu 2. Zastanow sie, dlaczego
teza nie jest poprawna dla o > 1.

Cwiczenie 13.3. Zmodyfikuj teze i dowéd lematu 13.3 tak, aby stosowal sie on do metody
Armijo.

Cwiczenie 13.4. Udowodnij, ze w metodzie najwiekszego spadku z regula minimalizacji (bez
ograniczenia) kolejne kierunki dj sa do siebie prostopadte.

Cwiczenie 13.5. Udowodnij, ze teza lematu 13.2 moze zosta¢ wzmocniona bez zmiany zalozen:
Fx) — F(%) < 5| D)
x)— f(x) < — x)||°.
S 2m

Wskazowka. PrzeprowadZ dowdd bez uzycia oszacowania na |x—X|. Skorzystaj oczywiscie z twier-
dzenia Taylora.
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Cwiczenie 13.6. Opracuj szybki algorytm minimalizowania funkcji wypuktej f : R — R klasy
Cct.

Cwiczenie 13.7. Podaj przyklad funkcji f : R — R oraz punktu startowego g, takich zeby
ciagg generowany przez metode Newtona nie mial granicy. Dodatkowo wymagamy, aby funkcja
f miala minimum globalne w 0.

Wskazowka. Rozwaz funkcje malejgcg przy x dgzgcym do nieskoriczonosci.



Rozdziat 14

Metody optymalizacji

Z ograniczeniami

W tym rozdziale skupimy sie na metodach numerycznych rozwiazywania probleméw optyma-
lizacyjnych z ograniczeniami nieréwnosciowymi. Pokazemy problemy z zastosowaniem metody
najwiekszego spadku i jej naiwnych modyfikacji oraz zaproponujemy skuteczne, aczkolwiek bar-
dziej skomplikowane podejscie.

Problem optymalizacyjny na nastepujaca postaé:

f(x) — min,
9i(x) <0, i=1,...,m, (14.1)
x € R",

gdzie f,91,...,9m : R" — R. A zatem zbior punktéw dopuszczalnych jest zadany przez
W={xeR":gi1(x)<0,...,9m(x) <0}. (14.2)

W rozwazaniach tego rozdzialtu bedziemy odwolywaé sie czesto do pojecia zbioru kierunkdéw
dopuszczalnych zdefiniowanego nastepujaco

F(x) ={d € R": d # 0 oraz istnieje A\* > 0 taka ze x + \dd € W VX € [0, \"]}.

14.1 Algorytm Zoutendijka dla ograniczen afinicznych

Rozwazmy bardzo prostg modyfikacje algorytmu najwiekszego spadku. Ot6z jesli punkt znajduje
sie wewnatrz zbioru W, to istnieje mozliwo$é¢ poruszania sie wzdluz kierunku najwickszego
spadku az do uderzenia w brzeg. Jesli punkt juz jest na brzegu, to naturalne jest wybraé¢ taki
kierunek ruchu, by pozwalal on na jak najwiekszy spadek wartosci funkcji celu, a jednoczesnie
na ruch w jego kierunku. Kierunek taki nazywamy dopuszczalnym kierunkiem spadku w punkcie
x i definiujemy jako kierunek dopuszczalny d, taki ze D f(x)d < 0.

Okazuje sig¢, ze pomyst ten dziala catkiem dobrze, jesli ograniczenia sa liniowe i nosi nazwe
algorytm Zoutendijka. Przypomnijmy, ze liniowo$¢ ograniczen znacznie upraszcza problem, co
pozwoli nam na rozszerzenie analizy w tym podrozdziale do zagadnien z ograniczeniami nieréw-

134
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nosciowymi i rownosciowymi, tzn.
f(x) — min,
Ax < b,
QX = a7

x € R™.

(14.3)

Tutaj A jest macierza m x n, @ jest macierza [ x n, zaé b € R™ i a € R!. Ponizszy lemat cha-
rakteryzuje zbiér dopuszczalnych kierunkéw spadku. Jego dowdd pozostawiamy jako ¢wiczenie.

Lemat 14.1. Niech x bedzie punktem dopuszczalnym dla zagadnienia (14.3) i zaléimy, Ze
macierz A i wektor b mogq byc podzielone w zaleinosci od aktywnosci ograniczen na Ay, Ao
i b1,by (z dokladno$cig do przenumerowania ograniczen), tzn. A1x = by oraz Asx < ba.
Wektor d € R™ jest kierunkiem dopuszczalnym w x, jesli Ard < 0 oraz Qd = 0. Jesli, ponadto,
Df(x)d <0, to d jest dopuszczalnym kierunkiem spadku.

Jak wybraé najlepszy dopuszczalny kierunek spadku w punkcie x? Najprosciej byloby rozwiazaé
zagadnienie
Df(x)d — min, de F(x), |d|<1. (14.4)

Ograniczenie na norme wektora d jest konieczne. Jesli bysmy je opuscili, to dla dowolnego do-
puszczalnego kierunku spadku d jego wielokrotnosé Ad, A > 0, jest réwniez kierunkiem spadku.
Co wiecej, Df(x)d < 0, czyli limy o, Df(x)Ad = —o0 i problem powyzszy nie ma jednoznacz-
nego rozwiazania.
Korzystajac z rozkladu macierzy A w lemacie 14.1 zagadnienie (14.4) mozna zapisaé¢ jako

Df(x)d — min,

A1d <0,

Qd =0,

d’d < 1.
Zauwazmy, ze jedyna nieliniowosé zwiazana jest z ograniczeniem na norme wektora d. W prak-
tyce, bez wiekszych strat dla jakosci algorytmu, zamienia sie jg na ograniczenia liniowe, ktére
pozwalaja skorzystaé z szybkich metod optymalizacji liniowej (np. algorytmu sympleks — patrz
monografie Bazaraa, Jarvisa, Shetty [2], Gassa [8] lub Luenbergera [9]). Najpopularniejsze sa
nastepujace dwa zamienniki normy euklidesowej ||d||:

e norma [, tzn. sup; |d;| < 1, co zapisuje si¢ jako
-1<d; <1, j=1,...,n.

e norma [', tzn. > |d;| <1, co zapisuje sie jako

Z?:l 7]] < 17
gdzie 1y, ...,m, sa nowymi zmiennymi (pomocniczymi).
W dalszej czesci wyktadu rozpatrywaé bedziemy problem z wykorzystaniem normy [*°

D f(x)d — min,
A;d <0,

Qd =0,
~1<d; <1, j=1,...,n.

(14.5)
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Pelny algorytm ma wtedy nastepujaca postac:

Inicjalizacja: Wybierz punkt poczatkowy x;.
Krok k-ty:
1. Majac dany punkt x; dokonaj rozktadu macierzy A na macierze A; i Ao oraz wektora
b na wektory by i bg, tak aby A;x; = by i Aoxy < by (podobnie jak w lemacie 14.1).

2. Wybierz kierunek ruchu dj jako rozwiazanie problemu optymalizacyjnego:

D f(xx)d — min,

A1d <0,

Qd =0,

-1<d; <1, j=1,...,n.

(14.6)

3. Jesli Df(xi)dr = 0, to zakoncz dzialanie algorytmu. Punkt xj; spelnia warunek
konieczny pierwszego rzedu. W przeciwnym przypadku kontynuuj.

4. Pol6z ay, = argmin,cp 4,1 f(Xx+adg), gdzie Ay jest najwigksz liczba o tej wlasnosci,
ze odcinek laczacy xp i xp + Ardy zawarty jest w W.

5. Polbz Xp+1 = Xg + apdy.

Przyjrzyjmy si¢ doktadniej wyborowi kierunku dy. Wektor d = 0 spelnia wszystkie ograniczenia,
a zatem optymalna warto$¢ funkcji celu D f(xj)dy jest co najwyzej réwna zeru. Wéwczas punkt
X spelnia warunek konieczny pierwszego rzedu, czego dowodzimy w nastepujacym lemacie.

Lemat 14.2. W x;, spelniony jest warunek konieczny pierwszego rzedu dla problemu (14.3)
wtw, gdy rozwigzanie problemu (14.6) spelnia warunek D f(xx)dy =0 .

Dowdd. Przypomnijmy, ze w punkcie x; jest spelniony warunek konieczny pierwszego rzedu
wtw, gdy istnieja wektory u € [0,00)™ i A € R!, takie ze

Df(xy) +pT A +2TQ = 0T,

gdzie macierz A; ma wymiar my X n i odpowiada ograniczeniom aktywnym w punkcie x; dla
problemu (14.3).

7 lematu Farkasa 5.3 wynika, ze jesli powyzszy uklad rownan posiada rozwiazanie, to uktad

Df(xz)d < 0,
Ad <o, (14.7)
Qd =0,

nie posiada rozwiazan. Poniewaz zauwazyliémy wczesniej, ze d = 0 jest rozwiazaniem problemu
jaki otrzymamy z uktadu (14.7) zastepujac nieréwnosé¢ D f(xy)d < 0 réwnoscia D f(xx)d = 0,
to dowodzi to implikacji w prawo.

Aby udowodnié¢ implikacje w lewo zauwazmy, ze jesli D f(xx)dy = 0, to di nie jest rozwiazaniem
uktadu (14.7). Stosujac ponownie lemat Farkasa zauwazamy, ze spelniony jest wtedy opisany
wczesniej warunek konieczny pierwszego rzedu. O
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14.2 Algorytm Zoutendijka dla ograniczen nieliniowych

Zastanéwmy sie, czy algorytm Zoutendijka dziata réwnie dobrze dla ograniczen nieliniowych:

Inicjalizacja: Wybierz punkt poczatkowy x;.
Krok k-ty:

1. Dany jest punkt x.

2. Wybierz kierunek ruchu dj jako rozwiazanie problemu optymalizacyjnego:
Df(x;)d — min, de F(xg), |d|<1.

3. Jesli Df(xi)dr = 0, to zakonhcz dziatanie algorytmu. Punkt xj; spelnia warunek
konieczny pierwszego rzedu. W przeciwnym przypadku kontynuuj.

4. Poléz o = argminae[O,Ak}f(xk—kadk), gdzie Ay, jest najwieksza liczbg o tej wlasnosci,
ze odcinek laczacy xp i xp + Ardy zawarty jest w W.

5. Poléz xp 11 = xp, + axdg.

Rysunek 14.1: Tlustracja szybkiej zbieznosci metody najwiekszego spadku.

—p ¥z TT

D.r(fl)r' b4
- - -

Rysunek 14.2: Tlustracja zakleszczenia metody najwickszego spadku dla zbioru niewypuktego.

W ponizszych przyktadach rozwazamy minimalizacje funkcji f(z1,x2) = —221 — x2 na réznych
zbiorach. Punkt minimum oznaczamy zawsze przez X. Na rysunku 14.1 widaé, ze juz w kroku
drugim osiggamy minimum. Jedli zbiér W nie jest wypukty algorytm prowadzi nas w kozi rog,
z ktérego juz nie mozemy si¢ uwolnié, patrz rysunek 14.2. Jest to niestety cecha wszystkich
algorytméw tego typu, wiec musimy zawsze wymagaé, by zbior punktéw dopuszcezalnych byt
wypukly. Czy to juz wystarczy? Niestety nie. Na rysunku 14.3 mozemy zobaczy¢, ze nawet
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Rysunek 14.3: Ilustracja problemu ze znalezieniem kierunku dopuszczalnego najwiekszego spad-
ku.

w przypadku zbioru wypuklego algorytm nie dziata. Problem wyboru kierunku d; nie ma roz-
wiazania, gdyz zbiér F(x;) nie jest domkniety. Intuicyjnie tatwo jest podaé rozwiazanie tego
problemu. Nalezy wybraé taki kierunek dy, aby nie tylko spadek byt jak najwiekszy, ale rowniez,
zeby dosé duzy fragment poélprostej poprowadzonej w tym kierunku zawieral sie w zbiorze W.
Co wiecej, zalezy nam na prostocie, czytaj liniowosci, zagadnienia optymalizacyjnego wyzna-
czajacego kierunek di. Rozwiazanie podpowiada nastepujacy lemat.

Lemat 14.3. Niech x bedzie punktem dopuszczalnym. Jesli f,g;, i € I(x) sq rézniczkowalne
wx ag,i¢ I(x) sq ciggle w x, to kierunek d € R™ spelniajocy D f(x)d < 0 i Dg;(x)d < 0,
i € 1(x), jest dopuszczalnym kierunkiem spadku.

Dowdd. W pierwszym kroku dowodu pokazemy, ze kierunek d jest kierunkiem dopuszczalnym,
tzn. dla dostatecznie matego A > 0 punkt x4+ Ad € W. Dla ograniczen nieaktywnych wynika to
z ciaglodci funkcji g;, @ ¢ I(x), bo jesli g;(x) < 0, to dla malego A takze g;(x + A\d) < 0.
Dla ograniczen aktywnych i € I(x) mamy

gi(x + Ad) = gi(x) + ADg;(x)d + o(Ad).
Poniewaz g;(x) = 0, Dg;(x)d < 0 a o(Ad) — 0 dla A — 0, wiec g;(x + Ad) < 0 dla dostatecznie
malego A.

Pokazalismy wiec, ze kierunek d jest dopuszczalny. 7 zalozen lematu wynika teraz, ze jest to
takze dopuszczalny kierunek spadku. Zauwazmy ponadto, ze

f(x+Ad) = f(x) + ADf(x)d + o(Ad).
Z zalozen lematu wynika wiec, ze f(x + Ad) < f(x) dla dostatecznie maltych A, czyli wartosé

funkcji celu w kierunku d zmniejsza sie. O

Lemat 14.3 podaje tylko warunek dostateczny. Latwo znalezé przyklad zagadnienia optymali-
zacyjnego z ograniczeniami nieréwnosciowymi, dla ktérego jeden z dopuszczalnych kierunkdw
spadku nie spelnia zalozen lematu (éwiczenie 14.4).
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Znalezienie wektora d € R™ spelniajacego Df(x)d < 01 Dg;(x)d < 0, ¢ € I(x) sprowadza si¢
do rozwigzania zagadnienia

max {Df(x)d, Dg;(x)d, i € I(x)} — min,
1<d; <1, j=1,....n.

Trudng w implementacji funkcje celu mozna sprowadzi¢ do znacznie prostszej formy problemu
optymalizacji liniowej:

7 — min,
Df(x)d <, (14.8)
Dg;(x)d <n, ie€l(x),

1<dj <1, j=1,...,n

Optymalizacji dokonuje sie tutaj wzgledem dwéch zmiennych: d € R™ oraz n € R. Zauwazmy, ze
n < 0, gdyz parad = 0, n = 0 rozwiazuje powyzszy uktad. Jesli wartos¢ funkcji celu jest mniejsza
od zera, to na mocy lematu 14.1 rozwigzanie jest dopuszczalnym kierunkiem spadku. Jesli n = 0
jest rozwigzaniem oraz w punkcie x spelniony jest warunek liniowej niezalezno$ci ograniczen, to
w x zachodzi warunek konieczny pierwszego rzedu. Prawdziwa jest réwniez odwrotna implikacja.

Lemat 14.4. Jesli w punkcie dopuszczalnym x spelniony jest warunek liniowej niezaleznosci
ograniczen i rozwigzaniem problemu (14.8) jest n = 0, to w x zachodzi warunek konieczny
pierwszego rzedu. I odwrotnie, jesli w x spetniony jest warunek konieczny pierwszego rzedu, to
rozwigzaniem (14.8) jest n =0 (nie jest tu konieczne zaloZenie o reqularnosci punktu x).

Dowdéd. Jedli n = 0 jest rozwigzaniem, to uktad Ad < 0, gdzie A sklada si¢ wierszowo z
gradientéw D f(x) i Dg;(x), ¢ € I(x), nie ma rozwiazania. Na mocy lematu 6.3 istnieje y > 0,
y # 0, dla ktérego ATy = 0. Polézmy (fig, fii,i € I(x)) =y ifi; =0, ¢ I(x). Réwnosé
ATy = 0 zapisa¢ mozna w nastepujacy sposéb:

foD f(x) + Z aiDgi(x) = o”.
i€l(x)

7 zalozenia o liniowej niezaleznosci gradientéw ograniczen aktywnych wnioskujemy, ze fig # 0.
Ktadac p; = f1;/fi0, i = 1,...,m, dostajemy wektor mnoznikéw Lagrange’a z warunku koniecz-
nego pierwszego rzedu.

Aby dowie$é implikacji odwrotnej, zauwazmy, ze jesli w x spelniony jest warunek konieczny
pierwszego rzedu, toy = (1, ui, i € I(x)) spelnia nastepujace warunki: y > 0,y #0i ATy = 0.
Na mocy lematu 6.3 nie istnieje d € R", dla ktorego Ad < 0. A zatem rozwiazaniem 14.8 jest
n = 0. O

Zapiszmy w pelni algorytm zaproponowany przez Zoutendijka dla probleméw z nieliniowymi
ograniczeniami nieréwnosciowymi:

Inicjalizacja: Wybierz punkt poczatkowy x;.
Krok k-ty:

1. Dany jest punkt xj.
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2. Wybierz kierunek ruchu dj jako rozwiazanie problemu optymalizacyjnego

7 — min,

Df(xp)d <,

Dg;(xp)d <mn, i€ I(xg),
-1<d; <1, j=1,...,n

3. Jesli n = 0, to zakoncz dzialanie algorytmu. Punkt x; spelnia warunek konieczny
pierwszego rzedu. W przeciwnym przypadku kontynuuj.

4. Poldz oy, = argminae[O,Ak]f(xk—i-adk), gdzie Ay, jest najwieksza liczbg o tej wlasnosci,
ze odcinek taczacy xi i xp + Ardy zawarty jest w W.

5. Potéz Xkp+1 = Xg + ady.

Przyktad 14.1. Rozwazmy problem optymalizacji z ograniczeniami nieliniowymi:
295% + 23:% — 2x1290 — 421 — 629 — min,

T1 + dxo <

Qx% —T9 <

Il > 07

5,
0,

2 > 0.

=

Pokazemy, jak generowane sg iteracje metody Zoutendijka. Wezmy punkt startowy x; = (0,0.75)7".
Dostajemy nastepujacy cigg punktéw:

xp = (0.2083,0.5477)T,  x3 = (0.5555,0.8889)7

x4 = (0.6479,0.8397)T, x5 = (0.6302,0.8740)7 .
Widzimy, ze ciag ten dos¢ znacznie oscyluje w zbiorze punktéw dopuszczalnych, patrz rys. 14.4.

Jest to charakterystyczne zachowanie metody kierunkéw spadku dla probleméw z ograniczenia-
mi.

Rysunek 14.4: Oscylacja ciagu generowanego przez metode Zoutendijka.
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Rysunek 14.5: Tlustracja zbieznosci algorytmu Zoutendijka do punktu nie bedacego rozwiaza-
niem.

Algorytm Zoutendijka moze polec nawet na dos¢ prostych problemach optymalizacyjnych. Roz-
wazmy minimalizacje funkcji liniowej f(x) = —2x; — z2 na zbiorze zaznaczonym na rysunku
14.5. Minimum znajduje si¢ w punkcie X = (1,1)”. Rozpoczynajac od punktu x; = (—1,0)7,
kolejne iteracje algorytmu Zoutendijka wygeneruja ciag punktéw zbiegajacy do (1,0)T. Algo-
rytm ten nie pozwoli nam na przyblizenie wladciwego rozwiazania x. Co wiecej, wartos¢ funkcji
celu w punkcie (1,O)T wynosi —2, w poréwnaniu do f(X) = —3. W nastepnym podrozdziale
pokazemy jak mata modyfikacja pozwoli poprawié¢ algorytm Zoutendijka.

14.3 Modyfikacja Topkisa-Veinotta

Topkis i Veinott zaproponowali w roku 1967 niewielka modyfikacje wyznaczania kierunku dg
w algorytmie Zoutendijka:

7 — min,
D d <,
f(x)d <n (14.9)
Dgl(x)dgn_gl(x)ﬂ 2_17 , 1M,
-1<d; <1, j=1,...,n

Nieréwnosé dotyczaca warunku na gradienty ograniczen obejmuje teraz wszystkie ograniczenia.
Dla ograniczen aktywnych, i € I(x), mamy g;(x) = 0, a wiec warunki te sa identyczne jak
w (14.8). W przypadku ograniczen nieaktywnych ¢;(x) < 0, czyli prawa strona jest wieksza niz
7. O ile dla duzych wartosci g;(x) ograniczenie takie jest prawie niezauwazalne, to dla ograniczen,
ktoére sa " prawie aktywne”, odgrywa znaczng role. Poza tym, z punktu widzenia implementacji,
rozwiazuje to kwestie znajdowania zbioru ograniczen aktywnych (ze wzgledu na niedokladnosci
zapisu liczb, prawie nigdy nie bedzie spelniony warunek g;(x) = 0).

O skutecznosci modyfikacji (14.9) $wiadczy nastepujace twierdzenie, ktére podajemy bez dowo-
du:
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Twierdzenie 14.1. Zaléimy, ze f,g;, i = 1,...,m, sq klasy C*. Jesli cigg (x1) wygenerowany
przez algorytm Zoutendijka z modyfikacjg Topkisa-Veinotta posiada punkt skupienia, w ktérym
spetniony jest warunek liniowej niezaleznosci, to zachodzi w nim warunek konieczny pierwszego
rzedu.

14.4 Podsumowanie

Metody numeryczne opisane w tym rozdziale pozwalaja na znalezienie aproksymacji punktéw,
w ktérych spelniony jest warunek konieczny pierwszego rzedu. Dopiero twierdzenie 7.6 zagwa-
rantuje optymalnosé tych punktéw. W szczegdlnodci, jesli ograniczenia sa liniowe, to wystarczy
zatozy¢ pseudowypukloéé funkeji f. Zwréémy uwage, ze wymagaliSmy podobnych zatozen w po-
przednim rozdziale, dla optymalizacji bez ograniczen. Wymoég wypuklosci okazuje sie bardzo
naturalnym i, co wiecej, koniecznym dla sprawnego dzialania tych metod.

14.5 Zadania

Cwiczenie 14.1. Znajdz graficznie zbiér dopuszczalnych kierunkéw spadku w punkcie x =
(2,3)T dla zagadnienia

(r1 — 6)% + (22 — 2)? — min,

—x1 + 222 < 4,

3x1 + 222 < 12,

z1 20, x92>0.

Cwiczenie 14.2. Udowodnij lemat 14.1.

Cwiczenie 14.3. Rozwiaz nastepujace zagadnienie optymalizacyjne z ograniczeniami liniowy-
mi:
295% + 2x% — 2x1290 — 421 — 629 — min,

$1+{D2<2,
T + 929 < 9,
:L'1>0, 332>O.

Zastosuj algorytm Zoutendijka i wez jako punkt poczatkowy x; = 0.

Wskazowka. Algorytm koticzy sie w trzeciej iteracji (optymalna wartosé funkcji celu w zagad-
nieniu poszukiwania kierunku di wynosi wowczas 0).

Cwiczenie 14.4. Podaj przyklad problemu optymalizacyjnego z ograniczeniami nieréwnoscio-
wymi, dla ktérego istnieje dopuszczalny kierunek spadku, ktéry nie spetnia zatozen lematu 14.3.
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