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Wprowadzenie

Celem niniejszej dokumentacji jest opisanie ,,PDE engine”, czyli uniwersalnego kodu pozwalajacego liczy¢ ceny
szerokiej klasy opcji na rynku Equity za pomoca rozwiazywania réwnan rézniczkowych czastkowych. Kod stworzo-
ny jest do liczenia cen opcji skalibrowanych do rzeczywistej struktury danych rynkowych, tj. np. do korzystania z
rzeczywistych krzywych dyskontowych oraz réznych rodzajéw zmiennoSci (implied volatility czy local volatility). W
pierwszym rozdziale opiszemy algorytm wyceniajacy opcje europejskie - zarowno waniliowe, jak i barierowe (z ba-
riera europejska oraz amerykariska). W kolejnej czgsci przedstawimy metode liczenia cen opcji amerykanskich (takze
z barierami). W ostatnim rozdziale zaprezentujemy wyceng waniliowych opcji europejskich w modelu Hestona przy
uzyciu metody ADI.

1 Opcje europejskie

Mikotaj Stelmach

1.1 Opis problemu

Zadanie polega na wycenie metoda réznic skoniczonych réznych opcji typu europejskiego z ewentualnymi barie-
rami. Poza pojedynczymi opcjami rozpatrzymy takze niektore strategie opcyjne np. risk-reversal. Algorytm wyliczy
rowniez podstawowe parametry greckie.

1.2 Uniwersalna wycena dla opcji europejskich
1.2.1 Opcje waniliowe

W standardowym modelu Blacka-Scholesa ze statymi parametrami zaktadamy, ze mamy dane dwa instrumenty
podstawowe - jeden bezryzykowny, ktérego ewolucje mozna opisa¢ za pomoca réwnania B; = e”, oraz drugi bedacy
procesem stochastycznym spetniajacym nastgpujace stochastyczne réwnanie rézniczkowe (przy mierze martyngato-
wej):

dSt = (T - d) Stdt + O'Stth,

gdzie r jest stalg stopa procentowa, d - stopa dywidendy, za$ o - zmienno$cia instrumentu.

Rozwigzanie problemu wyceny opcji europejskich w modelu Blacka-Scholesa za pomoca réwnan rézniczkowych
czastkowych opiera si¢ na spostrzezeniu, ze cena w momencie ¢ instrumentu finansowego dajacego w momencie 7'
wyplate X = h(St) jest postaci V (Sy;t), gdzie V' : (0;00) x [0;T] — R jest funkcja spetniajaca nastepujace
rOéwnanie, zwane rOwnaniem rézniczkowym Blacka-Scholesa

oV (s;t) oV (s;t) n 10232 02V (s;t)
ot 0s 2 0s?
z warunkiem koficowym V' (s;T) = h(s). Dowéd powyzszego twierdzenia mozna znalezé w [8]. Znalezienie ceny
polega teraz na rozwiazaniu rOwnania (1) za pomoca metod numerycznych, co przedstawione zostanie w podpunkcie
1.2.4.

Najpopularniejszymi opcjami waniliowymi sa opcje call oraz put, dla ktérych wspomniana wyzej wyptata wynosi
odpowiednio & (s) = (s — K) " i h(s) = (K — s)" dla ustalonego K > 0. Ponadto, powyzsze twierdzenie pozwala
wyceni¢ wigksza liczbe opcji, bedacych np. stategiami opcyjnymi ztozonymi z odpowiednich pozycji w opcjach call
i put. W wigkszosci tych przypadkow istnieja analityczne wzory na ceny opcji; istota podej$cia za pomoca réwnan
rézniczkowych czastkowych jest jednak to, ze za pomoca (1) mozna wycenia¢ numerycznie dowolne opcje, i taki tez
algorytm numeryczny przedstawiony zostanie w niniejszej dokumentacji.

+(r—d)s —rV (s;t) =0, (1)



1.2.2 Opcje barierowe

Opcje barierowe 16znig si¢ tym od standardowych opcji europejskich, ze wyptata nastgpuje dla nich jedynie w
przypadku, gdy cena instrumentu bazowego dotknie (nie dotknie) barierg¢ (bariery), czyli zadany poziom cen. Jest wiele
rozdzajow opcji barierowych, z ktérych najpopularniejszymi sa opcje jednobarierowe, typu out (przekroczenie bariery
przez opcj¢ powoduje, ze staje si¢ ona bezwartosciowa) lub in (przekroczenie bariery przez opcje powoduje, ze staje si¢
ona standardowa opcja europejska. Opcje takie mozna potaczy¢ teoretycznie z dowolnym rodzajem wyptaty zadanym
przez funkcje h. Dodatkowo, mozemy mie¢ do czynienia z r6znymi rodzajami barier w zalezno$ci od okresu w jakim
one obowiazuja: przy barierze europejskiej cena opcji powinna by¢ sprawdzona jedynie w momencie realizacji opcji,
za$ przy barierze amerykanskiej cata trajektoria instrumentu bazowego musi dostosowac si¢ do ograniczen natozonych
przez barierg. Przyktadami takich opcji sa:

e Europejska opcja kupna (call) z barierg down-and-out typu amerykanskiego: w momencie 7' dostajemy stan-
dardowa wyptate z opcji call, ale jedynie pod warunkiem, ze cena opcji nie spadta w calym okresie trwania
opcji ponizej poziomu ustalonego przez bariere B. W zwiazku z tym, wyptlata z takiej opcji wynosi f (S) =
(S — K)* Liin,c (i So>B-

e Europejska opcja sprzedazy (put) z bariera up-and-in typu amerykanskiego: w momencie 7' dostajemy stan-
dardowa wyptate z opcji put, ale jedynie pod warunkiem, zZe cena opcji wzrosta w calym okresie trwania opcji
powyzej poziomu ustalonego przez bariere B (nie musi utrzymaé si¢ powyzej tego poziomu do momentu 7).
W zwiazku z tym, wyptata z takiej opcji wynosi f (S) = (K — S7) " Lmax,cjrir) S.>B-

1.2.3 Parametry greckie

Og6lnym terminem parametry greckie okre§la si¢ wartosci pochodnych cen opcji po parametrach, od ktérych ceny
te zaleza. Pochodne te oznacza si¢ zwyczajowo literami greckiego alfabetu, stad ich nazwa - parametry greckie. Sa
one stosowane w celu analizy wrazliwosci instrumentu pochodnego, tj. analizy zmian wartosci tego instrumentu, ktére
nastepuja wskutek zmian warto$ci innych danych rynkowych. Przyklady takich parametréw greckich widaé juz w
rownaniu (1), sa to w szczeg6lnoSci:

e Delta: A = % czyli pochodna ceny opcji po cenie instrumentu podstawowego.

2 M . .o . .
e Gamma: ' = 2 gs(f ’t), czyli druga pochodna ceny opcji po cenie instrumentu podstawowego.
o Teta: © = % czyli pochodna ceny opcji po chwili czasu, w ktérej wyznaczamy warto$¢ instrumentu

pochodnego.

Istnieje jeszcze wiele innych parametréw greckich, ich obszerne zestawienie znaleZz¢ mozna w [13].

1.2.4 Algorytmy - uniwersalna metoda

Przejdziemy teraz do opisu numerycznych metod rozwiazania réwnania (1). Przedstawione réwnanie obowiazuje
dla (s;t) € (0;00) x [0; T, wigc pierwszym krokiem jest ograniczenie przestrzeni dla zmiennej s: ustalamy, ze przyj-
muje ona wartosci w przedziale (Zymin; Tmaz), 2dzie Tpmip jest niewielkie (czesto réwne 0), zas Xy,q, 0odpowiednio
duze. Nastepnie, nalezy ustali¢ tzw. warunki koficowe i brzegowe dla danego typu opcji.

Warunek koncowy, jak juz wczesniej zostato stwierdzone, implikowany jest przez wyptate z opcji w momencie
T'. Warunki brzegowe to wartosci opcji dla cen S = Zpin 0raz S = Zyq,; moga one wynika¢ np. z rozwazan
ekonomiczno-finansowych i ich ustalenie jest niezbgedne do prawidtowego rozwiazania réwnania Blacka-Scholesa.
Przyktadowo dla standardowej opcji put mozemy mie¢ do czynienia z ponizszymi warunkami koficowym i brzegowy-
mi: V(s;7) = (K —8)" 5V (2mins t) = Ke " TV (210005 ) = 0.

Przedzialy (€.min; Tmaz) 1 [t; T] dzielimy na, odpowiednio, M, i M; odcinkéw, w ktérych poszukiwaé bedziemy
ceny opcji. WprowadZmy za [14] powszechnie przyjete oznaczenie V;” = V (s;;t,,). Rownanie (1) rozwiazujemy za
pomoca przyblizenia nieznanych w nim wartoSci poprzez réznice skoriczone. Pochodne V' po zmiennej s zapisujemy
za pomoca réznic centralnych jako



oV (sistn) Vi — Vi

Os 28s ’ 5
OV (siitn) Vi, —2V0 + Vi, @
852 - (65)2 ’

gdzie ds oznacza krok przestrzenny, tj. odlegto§¢ migdzy punktami s; a s; 1. W przypadku pochodnej po ¢ mozemy
mie¢ do wyboru tzw. backward differences lub forward differences, czyli kolejno

. n n—1 . n+1 n
8V(s,t)%Vi -V 1ub 8V(s,t)zVi -V ’ 3)
ot ot ot ot

gdzie z kolei dt oznacza krok czasowy, tj. odlegtos¢ migdzy punktami ¢,, a ¢,,41. Skorzystanie jedynie z forward
differences daje nam metod¢ rozwiazywania rownan rézniczkowych czastkowych znang jako schemat niejawny (im-
plicit), zas polaczenie obu metod na pochodng po ¢ daje schemat Cranka-Nicolsona (wprowadzony przez wskazanych
autoréw przy okazji rozwiazywania réwnania ciepta w [3]). Podstawienie do réwnania (1) wartoSci przyblizonych za

pomoca (2) oraz (3) daje nam te dwie metody, ktére skrétowo mozna przedstawié za [12] w facznej postaci

AVIT 4+ BV + GV = iV + 0V + eV, (4)

przy czym parametry wskazane w powyzszym réwnaniu wynosza:

(0%i® — (r —d) i) 06t,
(02i2 + r) 04t,
(6%* + (r — d) i) 6,

2
a; = % (0% — (r—d)i) (1 —0)dt,
1— (o%* +7) (1-6)dt,

1

gdzie 6 oznacza wlasnie wybér metody - dla schematu niejawnego podstawiamy 6 = 1, za$ dla schematu Cranka-
Nicolsona 6 = % Posiadajac dane na temat cen opcji w momencie ¢, (wartosci Vi"H) rekurencyjnie obliczamy
ceny w momencie ¢, az dojdziemy do konca zadanego przez nas okresu (wartosci w okresie ¢,s, = 1" 53 znane z wa-
runkéw koricowych, dzigki czemu otrzymujemy pierwszy krok w rekurencji). Aby skoriczyto si¢ to sukcesem, nalezy
rozwiaza¢ uktad rownan (4) dla¢ = 1;...; M, — 1 oraz skorzysta¢ jednoczesnie z wartosci V" i Vy;  zapisanych w
warunkach brzegowych.

Przedstawiona powyzej metoda cechuje si¢ dos¢ wysokim uniwersalizmem. Podajac jedynie trzy elementy: jeden
wektor warunkéw koncowych (a wigc de facto wyplate z opcji) oraz dwa wektory warunkéw brzegowych mozemy
w ten sposéb obliczy¢ ceny szerokiej klasy opcji europejskich. Bezposrednie zastosowanie metody pozwala m.in.
na latwe wycenienie wielu opcji waniliowych. Pewne drobne i tatwe do zaimplementowania modyfikacje pozwalaja
dostosowaé powyzsza metode do wielu innych opcji - przyktad takiego dostosowania do opcji barierowych z bariera
amerykanska opisany zostat w punkcie 1.2.5.

1.2.5 Algorytmy - przyklad dostosowania do wyceny opcji barierowych

Dostosowanie uniwersalnej metody wyceny opcji europejskich do wyceny opcji barierowych z bariera amerykan-
ska polega przede wszystkim na odpowiednim dobraniu warunkéw brzegowych (a takze, co wlasciwie wynika jedno
z drugiego, granic Z,in 1 Tmas). Warunek koricowy jest niemalze taki sam - wynika on z wyptaty opcji w momencie
T'; nalezy jednak pamigtac, ze w odréznieniu od np. opcji put, wyptata z takiej opcji musi by¢ skorygowana o spraw-
dzenie bariery w momencie koficowym, tj. np. przemnozenie wyplaty dla danego typu opcji przez czynnik 1g,>p
(analogicznie do 1.2.2, tylko okres [¢; T'] skraca nam si¢ w tym przypadku do {T'}).



Odpowiednie dobranie warunkéw brzegowych opiszemy na dwdéch przyktadach - jednym opcji out i jednym opcji
in. Wezmy najpierw pierwsza z nich, dla przyktadu down-and-out opisang wcze$niej. W przypadku, gdy cena instru-
mentu podstawowego Sy, dla ktérej chcemy obliczy¢ biezaca warto$¢ opcji, jest ponizej bariery B, to opcja wygasta
i cena wynosi 0. Nie musimy wtedy wykonywa¢ zadnych dodatkowych obliczen. Jesli za$ cena instrumentu podsta-
wowego jest powyzej bariery B, to na prawym krandcu - x,,,, mozna ustawi¢ warunek brzegowy taki, jak dla zwyktej
opcji europejskiej waniliowej. Z kolei za lewy kraniec nalezy przyjaé warto$¢ bariery x,,;, = B i ustawi¢ tam waru-
nek brzegowy réwny 0 - gdyz doktadnie tyle bedzie warta opcja w momencie dotknigcia bariery.

Wezmy teraz opcj¢ up-and-in; podobnie jak poprzednio, wystarczy rozpatrze¢ tylko przypadek, gdy Sy < B.
Wtedy w lewym krancu ustawiamy warto$¢ O - poniewaz jesli cena znajduje si¢ w jego poblizu, niemalze na pewno
nie przekroczy bariery z dotu do géry. Prawy kraniec za§ ustawiamy na barier¢ x,,,, = B 1 przyjmujemy w nim
warto$¢ opcji europejskiej w danym momencie t,, i dla danej ceny B - wynika to stad, ze w momencie dotknigcia tej
bariery opcja staje si¢ opcja europejska. Oznacza to jednak takze, ze aby uzyska¢ podany warunek brzegowy, nalezy
najpierw rozwigzac zagadnienie opcji europejskiej waniliowej i znalez¢ dla niej ceny dla wartosci Sy = B.

1.2.6 Algorytmy - parametry greckie

Jak juz bylo wczesniej napisane, parametry greckie wystgpuja w samym réwnaniu (1). Oznacza to w takim razie,
ze rozwiazujac je dla funkcji V' przy okazji obliczamy parametry korzystajac z réznic skoiczonych. Po zakoniczeniu
rekurencyjnej metody przedstawionej w podpunkcie 1.2.4 mozna je tatwo znaleZ¢ korzystajac z wektorow cen opcji w
pierwszym oraz drugim momencie czasowym w algorytmie. Sprawdzajac wzory przedstawione w 1.2.3, widzimy, ze
za pomocy (2) przybliza¢ mozna deltg oraz gamme opcji. Z kolei, korzystajac ze sposobu forward differences w (3),
mozemy obliczy¢ tetg opcji.

1.3 Implementacja algorytméw
1.3.1 Uniwersalny kod do opcji europejskich

Gtéwna zaimplementowang funkcja wcielajaca w zycie idee przedstawione w 1.2.4 jest

function [V_out] = BS_solve (SO, t, K, T, r0, rl, SC, Mt, Mx,
xmin, xmax, V, left_boundary, right_boundary,
vect_prices = false)

ktérej uzycie zostato przedstawione w Tablicy 1. Funkcja ma stuzy¢ jako ,,PDE engine”, czyli uniwersalny kod po-
zwalajacy liczy¢ ceny szerokiej klasy opcji w wersji jednowymiarowej. Funkcja zwraca ceng¢ opcji dla podanych wa-
runkéw koricowego i brzegowych, ktére zostaty okreslone jako konieczne w 1.2.4. Dzigki temu, mozna ja dostosowaé
do liczenia zaréwno cen opcji waniliowych, jak i barierowych, zgodnie z opisem przedstawionym w 1.2.5. Przyktady
wszystkich rodzajéw opcji, do jakich powyzsza funkcja zostata zaimplementowana, przedstawione zostang w 1.3.2.
BS_solve jest takze otwarta na zastosowania do wyceny innych skomplikowanych instrumentéw pochodnych, ta-
kich jak np. opcje dwubarierowe typu double-knock-out lub knock-in-knock-out. Jest to jeden z dwéch mozliwych
sposob6éw rozwoju i dalszego wykorzystania niniejszego projektu.

Uzycie w funkcji dwéch zmiennych r0 oraz r1 pozwala w tatwy sposéb zmienié opisywany tutaj rynek Equity na
rynek FX, przyjmujac, ze r1 oznaczal bedzie zagraniczng stopg procentowa. Dodatkowo, te dwie zmienne wystepuja
w funkcji w postaci wektoréw, co pozwala wylicza¢ ceny opcji przy parametrach skalibrowanych do rynku, gdzie
ciagte stopy procentowe migdzy dwoma punktami wyliczono na podstawie czynnikéw dyskontowych. W koricu, przy
wyliczaniu zmienno$ci funkcja korzysta z zewngtrznej funkcji, ktéra moze zwracaé réwniez skalibrowang do rynku
zmienno$¢ implikowana lub lokalna.

1.3.2 Liczenie cen opcji waniliowych, barierowych oraz parametréw greckich

Kod przedstawiony w punkcie 1.3.1 zostal nastgpnie uzyty do stworzenia kodu, ktéry pozwala na wyceng wielu
opcji waniliowych oraz barierowych, korzystajac z pomystéw zaczerpnigtych w 1.2.5. Jest to mianowicie funkcja

Funkcjonalno$¢ zwracania calego wektora cen dla wszystkich okreséw czasowych wprowadzona zostata, by mozna byto otrzymaé warunki brze-
gowe dla niektérych opcji barierowych.



Tabela 1: Gléwna funkcja uzyta w programie

Nazwa BS_solve
Parametry | SO Poczatkowa cena aktywa

t Moment w czasie, w ktérym jesteSmy

K Kurs(y) wykonania opcji

T Moment zapadalnosci opcji

r0 Wektor (diugosci Mt ) stop procentowych w kolejnych okresach

rl Wektor (dtugosci Mt ) stop dywidend w kolejnych okresach

SC Wybrana metoda: 0. 5 dla schematu Cranka-Nicolsona,
1 dla schematu niejawnego

Mt Liczba okreséw czasowych

Mx Liczba przedziatléw w podziale osi cen

xmin Lewy kraniec, dla ktérego liczone sa ceny opcji

xmax Prawy kraniec, dla ktérego liczone sa ceny opcji

v Wektor warunkéw koricowych (wyptat w momencie T)

left_boundary Wektor warunkéw brzegowych dla xmin

right_boundary | Wektor warunkéw brzegowych dla xmax

vect_prices Zmienna binarna: dla false funkcja zwraca ceng w momencie t wraz
z parametrami greckimi, dla t rue zwraca wektor cen dla SO
dla wszystkich okreséw czasowych!

Wynik V_out Wektor zawierajacy ceng i parametry greckie (kolejno: delte, forward

deltg, gamme, forward gamme, tetg) w momencie t lub ceny dla
wszystkich okresow czasowych

function y = calculate_price (SO, t, K, T, SC, Mt, Mx, xmin, xmax,
name, dom_rate_type, for_rate_type, B)

ktorej uzycie przedstawione zostato w Tablicy 2, w sposéb analogiczny, co wczesniej uzycie funkcji BS_solve.
Ponizej wymienione sa wszystkie mozliwosci, jakie mozna wybrac jako zmienng name do programu. Do kazdego

z tych typéw opcji zostaly w programie uzupetnione warunki brzegowe, co réwniez zostato uwzglednione w spisie.
Opcje waniliowe:

e Call
Warunek koricowy V (s;T) = (s — K) ™,
Warunki brzegowe V (s;¢) $=9 0; L&t 5297 ¢
e Put

Warunek koricowy V (s;T) = (K — s)",

Warunki brzegowe V (s;t) =% Ke—"(T=D,V (s;¢) =2 0.
e Straddle

Warunek koricowy V (s;7) = (s — K)© + (K — s)T,

Warunki brzegowe V' (s;¢) *=3 Ke— (1), @ —F 1.

e Cash-or-nothing call
Warunek koiicowy V (s;T) = 14>k,

Warunki brzegowe V (s;t) =0 0; V (s;t) ST o—r(T—t)

e Cash-or-nothing put
Warunek koricowy V (s;7T) = 1<k,
§— 00

Warunki brzegowe V (s;t) =3 e~ "(T=9). V/ (s 1) "= 0.

2Dla kazdego typu opcji jako xmin oraz xmax mozna wziaé szeroki przedziat racjonalnych wartosci, w jakich moze znalez¢ sig cena aktywa, tj.
dla opcji barierowych nie trzeba dokonywa¢ dostosowania kraficow do barier, jak zostato opisane w 1.2.5 - jest to juz wykonywane przez program.



Tabela 2: Funkcja zwracajaca ceny opcji

Nazwa calculate_price
Parametry | SO Poczatkowa cena aktywa
t Moment w czasie, w ktérym jesteSmy
K Kurs(y) wykonania opcji
T Moment zapadalnosci opcji
scC Wybrana metoda: 0. 5 dla schematu Cranka-Nicolsona,
1 dla schematu niejawnego
Mt Liczba okreséw czasowych
Mx Liczba przedzialéw w podziale osi cen
xmin Lewy kraniec, dla ktérego liczone sa ceny opcji
xmax Prawy kraniec, dla ktérego liczone sa ceny opcji?
name Typ opcji. Wszystkie mozliwosci typéw, dla jakich funkcja liczy ceny,
przedstawione sa w dalszej czgsci punktu
dom_rate_type | Typ czynnikéw dyskontowych (bid lub ask) branych do stép procentowych
for_rate_type | Typ czynnikéw dyskontowych (bid lub ask) branych do stép dywidend
B Bariera (zmienna moze zosta¢ pominigta w przypadku opcji bez bariery)
Wynik y Wektor zawierajacy ceng i parametry greckie (kolejno: deltg, forward
delte, gamme, forward gamme, tetg) w momencie t

e Asset-or-nothing call
Warunek koricowy V (s;T) = slgs k.,
Warunki brzegowe V' (s; ) =00, @ =F 1.
e Asset-or-nothing put
Warunek koricowy V' (s;T) = sl <k,
S§—00

Warunki brzegowe V' (s; ) =0 v (s;t) — 0.

e Risk reversal
Warunek koricowy V (s;T) = — (K1 — s) " 4 (s — Ky) ™,
Warunki brzegowe V' (s;¢) =3 — K e~"(T—); @ .
e Strangle
Warunek koricowy V (s;T) = (K1 — s)* + (s — K») ™,
Warunki brzegowe V' (s;t) 20 Ker(T-1), @ gy
e Butterfly
Warunek koficowy V (s;T) = (s — (K1 4+ K2)) " + (s — (K, — K»)) " —2(s — K1),
Warunki brzegowe V' (s;t) =00V (s;t) =2 0.
e Seaqgull
Warunek kosicowy V (s;T) = — (K, — s)" + (s — Ko)* — (s — K3)™,

Warunki brzegowe V' (s;t) =5 — K e~"(T—1); V(j;t) =3 0.

Opcje barierowe z barierg typu europejskiego:

e DownAndOutCallWithEuropeanBarrier
Warunek koficowy V (s;T) = (s — K) " 1,25,
Warunki brzegowe V (s;t) =00, @ I

e UpAndOutCallWithEuropeanBarrier
Warunek kosicowy V (s;T) = (s — K)* 1,2,

§— 00

Warunki brzegowe V' (s;t) =00V (s;t) — 0.



DownAndInCallWithEuropeanBarrier
Warunek koricowy V (s;T) = (s — K)" 1,5,
Warunki brzegowe V (s;t) 200V (s;t) ==0.
UpAndInCallWithEuropeanBarrier
Warunek kosicowy V (s;T) = (s — K) " 1,55,
Warunki brzegowe V' (s;t) =00, @ =F .
DownAndOutPutWithEuropeanBarrier

Warunek kosicowy V (s;T) = (K — s)* 1,55,

Warunki brzegowe V' (s; 1) =00 v (s;t) =X 0.
UpAndOutPutWithEuropeanBarrier

Warunek koricowy V (s;T) = (K — s)" 1.,

Warunki brzegowe V (s;t) =% Ke="(T=9,V (s;) "= 0.

DownAndInPutWithEuropeanBarrier
Warunek koiicowy V (s;T) = (K — s)" 1,25,
Warunki brzegowe V (s;t) =2 Ke—"(T=D,V (s;¢) =2 0.

UpAndInPutWithEuropeanBarrier
Warunek kosicowy V (s;T) = (K — s)* 1,55,

s—0 s§—00

Warunki brzegowe V (s;t) — 0; V (s;¢t) — 0.

Opcje barierowe z bariera typu amerykarskiego:

DownAndOutCallWithAmericanBarrier
Warunek koricowy V (s;T) = (s — K)" 1,5,
Warunki brzegowe V' (B;t) = 0; @ 1.
UpAndOutCallWithAmericanBarrier
Warunek kosicowy V (s;T) = (s — K)* 1,2,
Warunki brzegowe V' (s;t) =00V (B;t) =0.
DownAndInCallWithAmericanBarrier
Warunek koricowy V (s;T) = (s — K)" 1,2,
Warunki brzegowe V' (B;t) = C (B;t); V (s;t)

=o0.
UpAndInCallWithAmericanBarrier

Warunek koficowy V (s;T) = (s — K) " 1,55,

Warunki brzegowe V' (s;t) 00V (B;t) = C(B;t).
DownAndOutPutWithAmericanBarrier

Warunek kosicowy V (s;T) = (K — s)* 1,55,

Warunki brzegowe V' (B;t) = 0; V (s;t) == 0.
UpAndOutPutWithAmericanBarrier

Warunek koricowy V (s;T) = (K — s)" 1,2,

Warunki brzegowe V' (s;¢) =3 Ke~"(T=8); V (B;t) = 0.
DownAndInPutWithAmericanBarrier

Warunek korficowy V (s;T) = (K — s)" 1,25,

Warunki brzegowe V (B;t) = C (B;t);V (s;t) == 0.



Tabela 3: Funkcje wyptat

Nazwa payoff_European
Parametry | K Kurs(y) wykonania opcji
Mx Liczba przedziatéw w podziale osi cen

xmin | Lewy kraniec, dla ktérego liczone sa ceny opcji

xmax | Prawy kraniec, dla ktérego liczone sg ceny opcji

name | Typ opcji

B Bariera (zmienna moze zosta¢ pominigta w przypadku opcji bez bariery)
Wynik % Wyptata z opcji

Tabela 4: Funkcja zwracajace warunki brzegowe

Nazwa boundaries
Parametry | t Moment w czasie, w ktérym jesteSmy
K Kurs(y) wykonania opcji
T Moment zapadalnosci opcji
r0 Wektor (dtugosci Mt ) stop procentowych w kolejnych okresach
rl Wektor (dhugosci Mt ) stép dywidend w kolejnych okresach
scC Wybrana metoda: 0. 5 dla schematu Cranka-Nicolsona,
1 dla schematu niejawnego
Mt Liczba okreséw czasowych
Mx Liczba przedziatéw w podziale osi cen
xmin Lewy kraniec, dla ktérego liczone sa ceny opcji
Xmax Prawy kraniec, dla ktérego liczone sg ceny opcji
name Typ opcji
B Bariera (zmienna moze zosta¢ pominigta w przypadku opcji bez bariery)
Wynik left Warunki brzegowe dla lewego kranca
right | Warunki brzegowe dla prawego krarica

e UpAndInPutWithAmericanBarrier
Warunek kosicowy V (s;T) = (K — s)" 1,5,
Warunki brzegowe V (s;t) =00, v (B;t) = C(B;t),

gdzie C (s;t) oznacza ceng odpowiadajacej opcji waniliowej dla ceny s i momentu ¢. Do zwracania warunkéw kori-
cowych i brzegowych dla danego typu opcji zostaly stworzone w pliku dwie dodatkowe funkcje, odpowiednio

function y = payoff_European (K, Mx, xmin, xmax, name, B)
oraz

function [left, right] = boundaries (t, K, T, r0, rl, SC, Mt, Mx,
xmin, xmax, name, B)

Ich opisy znajduja si¢ w Tablicach 3 i 4. Jest to druga droga rozwoju opisanego w niniejszej pracy kodu: uzupetnia-
jac dla nowego typu opcji jedynie funkcje payoff_European oraz boundaries bez zmieniania reszty programu
mozemy w tatwy sposéb otrzymywac wyceng kolejnych nowych typéw opcji.

Zauwazmy jeszcze, ze zgodnie z opisami w Tablicach 1 i 2 funkcje te zwracaja od razu parametry greckie. Zostato
to zaimplementowane w sposéb opisany w 1.2.6 i zwracane sa wszystkie parametry opisane w 1.2.3.

1.3.3 Kalibracja do danych rynkowych

Jak juz wczesniej wspomniano, wszystkie powyzsze funkcje i algorytmy zaimplementowane zostaty w taki sposéb,
by mozna byto z ich pomoca liczy¢ ceny opcji - dotyczy to zar6wno liczenia z danych rynkowych st6p procentowych,
jak i zmiennoSci dla opcji. Kalibracja zmiennoS$ci zostata przedstawiona w oddzielnej dokumentacji. Tutaj opiszemy
jedynie sposob, w jaki z krzywych dyskontowych wyliczany jest wektor stop procentowych w kolejnych okresach.

Do tego celu stuzy funkcja



Tabela 5: Funkcja zwracajace ciagte stopy procentowe

Nazwa make_rates
Dane wejsciowe | start_date Poczatek okresu
DCC Day Count Convention dla opcji
DSQ_Bid Czynniki dyskontowe bid dla stép procentowych
DSQ_Ask Czynniki dyskontowe ask dla stép procentowych
DSQ_Ave Czynniki dyskontowe ave dla stép procentowych
DSB_Bid Czynniki dyskontowe bid dla stép dywidend
DSB_Ask Czynniki dyskontowe ask dla st6p dywidend
DSB_Ave Czynniki dyskontowe ave dla stép dywidend
interp_method | Metoda interpolacji czynnikéw dyskontowych
Parametry Mt Liczba okreséw czasowych

t Moment w czasie, w ktérym jesteSmy
T Moment zapadalnosci opcji
type Typ czynnikéw dyskontowych (bid lub ask) branych do stép procentowych
market Rynek (domestic lub foreign), dla ktérego liczymy stopy procentowe

Wynik r Wektor (dtugosci Mt ) stép procentowych w kolejnych okresach

function r = make_rates (Mt, t, T, type, market)

ktérej opis przedstawiony zostat w Tablicy 5. Po jej wywotaniu otrzymamy wektor stop procentowych w kapitali-
zacji ciaglej, zadanego rozmiaru. Przy liczeniu korzysta ona z wczeSniej zdefiniowanych krzywych dyskontowych,
zawartych w plikach DSQ_Bid.m, DSQ_Ask.m,DSQ_Ave.m,DSB_Bid.m, DSB_Ask.m, DSB_Ave.m.

2 Opcje amerykanskie

Piotr Sulewski

2.1 Tres¢ zadania

Zadanie polega na wycenie opcji amerykanskich, w tym barierowych, z arbitralne zadana funkcja wyptaty. Wyce-
na nastapi poprzez rozwigzanie réwnania rézniczkowego czastkowego Blacka-Scholesa. Ponadto, zostana wyliczone
wspotczynniki wrazliwosci: Delta, Delta Forward, Gamma, Gamma Forward oraz Theta.

Rozpatrzymy nastgpujace opcje amerykanskie:

e bez bariery z wyplata X; = f(S;)

e down-and-out z wyptata X; = f(S;)L(v, ., 5.>B)}
e up-and-out z wyptata X; = f(Si)Lv,_, s, <B}

e down-and-in z wyptata X; = f(S;)1(3,_, s,<B}
e up-and-in z wyptata X; = f(St)ﬂ'{augt S.>B}s

gdzie f jest funkcja wyptaty opcji waniliowej, a B to bariera.

2.2 Rownanie Blacka-Scholesa i problem swobodnych granic

Zdyskontowana cena instrumentu pochodnego typu europejskiego jest martyngatem w mierze wolnej od ryzyka.
Zatem stosujac wzor Ito, mozna wyprowadzi¢ réwnanie rézniczkowe czastkowe Blacka-Scholesa:

IV (s,t) OV (s,t) 1 , ,0%V(s,t) B
9 +rs s + 308 T ha T rV(s,t) =0 (5)
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W przypadku instrumentu typu amerykarnskiego cena jest rozwiagzaniem nastgpujacego problemu o granicach swo-
bodnych (free-boundary problem, linear complementarity problem LCP)

Spetnione jest réwnanie (5) lub V'(s,t) = f(s,t)

V(s t) > f(s,1)

2
W) |y e | 1222V (s <0

odpowiednie warunki koficowe i brzegowe, wyznaczone na podstawie typu opcji
W szczeg6lnosci, dla opcji barierowych (B - bariera) warunki brzegowe maja postaé
e dla opcji ’"down-and-out’

0 ,S=B

warunek brzegowy V(S,t) = . e
warunek brzegowy dla opcji waniliowej ,S — oo

warunek koficowy V(S,T) = f(S)1s>py
e dla opcji 'up-and-out’

0 .S=B

warunek brzegowy V' (S,t) = .. e
warunek brzegowy dla opcji waniliowej ,S5 — 0

warunek koficowy V (S, T) = f(S)1{s<B}
e dla opcji ’"down-and-in’
warunek brzegowy V (S, ) = {cena opcji amerykanskiej (bez barier) ,S5 =B
warunek koficowy V' (S,T) = f(S)1{s<py
e dla opcji 'up-and-in’

cena opcji amerykariskiej (bez barier) ,S =
0 , S =0

warunek koficowy V (S, T') = f(S)1s>my

warunek brzegowy V' (S,t) = {

Niestety, nie ma analitycznych wzoréw na wyceng barierowych opcji amerykanskich, jak to jest w przypadku
opcji europejskich. Do wyceny nalezy zastosowa¢ metody numeryczne. Standardowe techniki rozwiazywania réwnan
rézniczkowych czastkowych nie daja dobrych rezultatéw dla LCP. Z tego powodu do zastosowalem tak zwana metode
wspolczynnika kary (penalty method), polegajacej na rozpatrzeniu nastgpujacego rownania:

oV (s, t oV(s,t) 1 0V (s,t
(,(;’ ) +rs 8(? ) + 20252% —rV (s, t) + pmax(f(s,t) — V(s,t);0) =0, (6)
gdzie p jest dodatnim wspoétczynnikiem kary. Mozna pokazac, ze dla p —oo rozwiazanie powyzszego rownania spetnia
V' > f. Metoda ta jest tutaj bardzo uzyteczna, gdyz przyspiesza ona rozwiazywanie LCP, gdy znany jest warunek
koncowy, czyli tak jak w przypadku opcji. Ponadto, mozna ja uogélni¢ réwniez na przypadek wielowymiarowy. Wada
jest natomiast zbieznos¢ tylko pierwszego rzedu.
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2.3 Numeryczne rozwiazanie

Do rozwiazania réwnania (6) uzylem dwoéch schematéw réznic skoiiczonych: schemat implicit - niejawna metoda
Eulera (6 = 0) oraz schemat Cranka - Nicolsona (6 = %)
Po zastosowaniu schematu réznic skoficzonych réwnanie (6) sprowadza si¢ do

V;n—&-l o V;n _ (1 o 9) <AT Z (ijn—l-l . Vvin—i-l) . TATV;n—Q—l)

j=it1

(A X g+ 807 - V)~ rarvy) ?
j=it1
+PI(I(S) - V),

gdzie T =T —t oraz

pr+l {P VI < (8,

0 ,wp.p.
025?
T 1S5 — Sil(Sit1 — Si-1)
G 0282 (i - )IS; - Sil >0,

Bij =
28, (j—i) \ T w
Sit1—Si—1 W PP
gdzie j = ¢ &+ 1. Forsyth i Vetzal w [5] dowiedli nastgpujace twierdzenie o zbiezno$ci penalty method.

Twierdzenie. Jezeli
Yij + Bij 2 0,
2—0(AT Y (yi + Biy) +rAT) >0,
j=i+l

AT
— < const.

AS
AT, AS — 0, gdzie AS = min;(Si+1 — i),

to schemat (7) rozwiqzuje zagadnienie LCP dla opcji amerykariskiej z ostabionym warunkiem

VI p(S) > —%,

C
[Vt — £(S;)| < =, gdy nie jest spetnione réwnanie (5),
P
gdzie C' - stata dodatnia niezalezna od p, A1, AS.

2.4 Dokumentacja programu

Bardzo wazng zaleta kodu jest to, ze mozna go tatwo rozbudowywaé. Dolozenie nowego typu opcji wymaga je-
dynie dopisania kilku linijek kodu do funkcji *warunki_brzegowe’, *warunek_koncowy’ oraz ewentualnie "ustalenie’,
jesli doktadaliby$my jeszcze nowy typ barier.
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241

wycena_opcji_amerykanskiej

Gtéwna funkcja obliczajaca ceng amerykanskiej opcji z ewentualng bariera jest

wycena_opcji_amerykanskiej(SO,K,typ,Mx,Mt,xmin,xmax,B,opcja,wybor,t, T,dom_rate_type,for_rate_type)

Argumenty funkcji

SO - cena poczatkowa instrumentu bazowego

K - cena wykonania opcji

typ - typ bariery; mozliwe wartoSci: *up-and-out’, ’"down-and-out’, ’up-and-in’, ’"down-and-in’, ’vanilla’
Mx - liczba odcinkéw na siatce przestrzennej

Mt - liczba odcinkéw na siatce czasu

xmin - dolna granica cen instrumentu bazowego

xmax - gérna granica cen instrumentu bazowego

B - bariera; dla opcji bez bariery warto$¢ pomijana przez funkcje

opcja - wybor rodzaju opcji; *call’ lub "put’

wybor - wyb6r schematu metody réznic skoriczonych; 0 dla schematu niejawnego (implicit), 0.5 dla schematu
Cranka - Nicolsona

t - moment w czasie, na ktéry wyceniamy opcje
T - czas zycia opcji liczony w latach
dom_rate_type - typ czynnikéw dyskontowych (bid lub ask) branych do stép procentowych

for_rate_type - typ czynnikéw dyskontowych (bid lub ask) branych do stép dywidend

Wartosci funkcji

cena - interpolowana cena opcji w punkcie SO; poza weztami interpolacja splajnami stopnia 3; skalar
delta - delta danej opcji; skalar

deltaForward - delta forward danej opcji; skalar

gamma - gamma danej opcji; skalar

gammaForward - gamma forward danej opcji; skalar

theta - theta danej opcji; skalar
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2.4.2 americanPDE

Zadaniem poprzedniej funkcji jest przygotowanie argumentdéw dla funkcji americanPDE, ktéra zwraca wektor
uzywany przy interpolacji ceny oraz liczenia parametrow greckich.

americanPDE(s,B,K, T,Mt,r,d,tol,xmin1,xmax 1 ,Mx,opcja,wybor,typ,lewy,prawy,koniec)
Powtarzajace si¢ argumenty funkcji znacza to samo, co wyzej. Pozostate to:
e s - wektor cen instrumentu bazowego (o dtugosci Mx+1 oraz s(1) = xmin, s(Mx+1) = xmax)
o 1 - wektor (dlugosci Mt) stop procentowych w kolejnych okresach
e d - wektor (dlugosci Mt) stép dywidend w kolejnych okresach

e xminl - dolna granica cen instrumentu bazowego po uwzglednieniu typu opcji (np. dla ’down-and-out’ xminl
=B)

e xmax] - gérna granica cen instrumentu bazowego po uwzglednieniu typu opcji (np. dla ’up-and-out’ xmax1 =
B)

e lewy - lewy warunek brzegowy dla opcji

e prawy - prawy warunek brzegowy dla opcji

e koniec - warunek koricowy dla opcji
Wartosci funkcji:

e cena - wektor cen opcji dla réznych cen instrumentu podstawowego (od xminl do xmax1)

2.4.3 warunki_brzegowe

warunki_brzegowe(s,xmin,xmax,r,d,K,typ,opcja,Mt,t,T,tol,B,Mx,wybor)

Argumenty funkcji - jak wyzej. Ta funkcja zwraca dwa wektory, ktére sa argumentami funkcji americanPDE - lewy i
prawy.

o lewy - wartos$¢ opcji dla SO = xmin w kolejnych momentach czasu

e prawy - warto$¢ opcji dla SO = xmax w kolejnych momentach czasu

2.4.4 warunek_koncowy
warunek_koncowy(s,K,B,typ,opcja)
Argumenty funkcji - jak wyzej. Ta funkcja zwraca wektor, ktéry sa argumentem funkcji americanPDE - koniec.

e koniec - wyplata z opcji z uwzglednieniem barier
2.4.5 wycena_na_barierze
wycena_na_barierze(T,Mt,r,d,tol,xmin,xmax,B,K,Mx,opcja,wybor)

Argumenty funkcji - jak wyzej. Ta funkcja zwraca wektor cen opcji amerykanskiej (bez bariery) dla SO = B w
kolejnych momentach czasu. Jest ona potrzebna do tworzenia warunkéw brzegowych w opcjach typu knock-in’.

e wycena - wektor o dlugosci Mt+1 z interpretacja jak wyzej
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2.4.6 DeltaPDE
DeltaPDE(cena,S0,ds,s,r,d, T,Mt)
Argumenty
e cena - wektor cen opcji - wynik dziatania funkcji americanPDE
e +dS - zmiana ceny instrumenty bazowego

Pozostate - jak wyzej. Zwraca delt¢ i forward delte.

24.7 GammaPDE
GammaPDE(cena,S0,ds,s,r,d, T,Mt)
Argumenty
e jak DeltaPDE

Zwraca gamme i forward gamme.

24.8 Theta
ThetaPDE(S0,cena,dt,s, T,Mt,r,d,tol,xmin,xmax,B,K,Mx,opcja,wybor,typ,lewy,prawy,koniec)
Argumenty
e +dt - zmiana czasu

Pozostate - jak wyze;.

2.4.9 Funkcje pomocnicze
Powyzsze funkcje odwotuja si¢ do kilku pomocniczych funkcji.

e payoff_American(S, K, opcja)
Funkcja wyptaty. Przyjmuje i zwraca wektory.

e Value(y,x,w)
Funkcja interpolujaca warto$ci wektora w z x na y. Wektory = i w musza by¢ tej samej dtugosci. Wektor/skalar
y - dowolny.

e ustalenie(typ,B,xmin,xmax)
Funkcja zmieniajaca granice ceny instrumentu bazowego w zaleznosci od typu opcji. Zwraca xminl i xmaxl1.

o VoI(S,t,K,T)
Funkcja wyliczajaca zmienno$¢.

e iteracja(V,i,tol,M,wybor,g,Mx,rho,dt,lewy,prawy,gamma,betaPlus,betaMinus)
Funkcja uzywana w gtéwnej petli *for’ wyceniajacej opcje.
2.5 Testy programu
Wyniki dziatania naszego algorytmu poréwnaliSmy z wynikami zaczerpnigtymi z
e [14] dla opcji down-and-out call, obliczone algorytmem penalty method
e [1] dla opcji down-and-in put, obliczone zmodyfikowanym algorytmem dwumianowym dla 2000 okresé6w

e [6] dla opcji up-and-out put, obliczone metoda Ritchkena
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2.5.1 down-and-in put

Ceny dla parametréw: K = 100, r = 0.06, sigma = 0.2, T = 0.5, zmin = 0, xmax = 200, Mz = 500,
Mt =500

Zrodto/Metoda SO B Cena CPU (sec)
[1] 75 70 17.3004
penalty implicit 75 70 17.2935 11.58
penalty Crank-Nicolson 75 70 17.3001 11.99
[1] 110 90  1.2532
penalty implicit 110 90 1.2526 13.30
penalty Crank-Nicolson 110 90 1.2534 13.48
[1] 100 90 4.1178
penalty implicit 100 90 4.1164 12.97
penalty Crank-Nicolson 100 90  4.1189 13.11
[1] 85 80 12.4360
penalty implicit 85 80 12.4318 11.56
penalty Crank-Nicolson 85 80 12.4359 11.53
[1] 100 80  1.7849
penalty implicit 100 80 1.7842 11.44
penalty Crank-Nicolson 100 80 1.7850 11.5

2.5.2 down-and-out call

Ceny opcji down-and-out call dla parametréw: SO = 100, K =100, r = 0.1, sigma =0.2, T = 0.5, B =99.9

Zrodto/Metoda Mx Mt Cena CPU (sec)
[14] 0.164

penalty implicit 200 200 0.16480 0.65
penalty implicit 500 500 0.16482 4.82
penalty Crank-Nicolson 200 200 0.16483 0.64
penalty Crank-Nicolson 500 500 0.16484 4.84

2.5.3 up-and-out call
Ceny opcji up-and-out put dla parametréow: K =45, r = 0.0488, sigma = 0.2, T = 0.5, B=50
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Zrodto/Metoda SO Cena CPU (sec)

(6] 45 1.9375
penalty implicit 45 1.9364 493
penalty Crank-Nicolson 45 1.93745 4.86
(6] 40  5.1881
penalty implicit 40  5.1875 5.89
penalty Crank-Nicolson 40  5.1880 5.34
[6] 495  0.1613
penalty implicit 495 0.1611 4.87
penalty Crank-Nicolson 49.5 0.16128 491

Delty opcji up-and-out put dla parametréw: K = 45, r = 0.0488, sigma = 0.2, T = 0.5, B=50

Zrodto/Metoda SO Delta
[6] 45  -0.4893
penalty implicit 45 -0.48917
penalty Crank-Nicolson 45  -0.4892
[6] 40  -0.8299
penalty implicit 40 -0.83018
penalty Crank-Nicolson 40  -0.8299
[6] 495  -0.3270
penalty implicit 495  -0.3267

penalty Crank-Nicolson 49.5 -0.32698

3 Wycena waniliowych opcji europejskich w modelu Hestona

Maria Pawlowska

3.1 Model Hestona
W modelu Hestona dynamike ceny instrumentu bazowego i jego zmiennoSci opisuja nastgpujace rownania:

dSy = rSidt + /v, Sy dW?
dvy = k(0 — v)dt + o/ /v dWY
Oznaczmy przez U(S, v, t) ceng opcji europejskiej z terminem zapadalnosci T, dla ktérej w chwili ¢ cena instru-

mentu bazowego to .S a jego zmienno$¢ to v. Z modelu Hestona wynika, ze tak zdefiniowane U spelnia nastgpujace
réwnanie: 5 92 e e 5 5
v 1 U u 1 U U U
U= —+-5%v—— Sy + 0% —d)S— —U)
r + 55 Vo TP gga, T3 Vg T dSgg TRl =g
gdzie:
e U - cena opcji
e 0<t<T-czas

e S > 0 - cena instrumentu bazowego
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e v > ( - zmienno$¢ ceny instrumentu bazowego

e 1 > 0 - wspodtczynnik szybkosci powrotu do §redniej v

1 > 0 - dlugoterminowa §rednia zmienno$¢ S

e 0 > (- zmienno$¢ v

p € [—1,1] - korelacja migdzy procesami Wienera okreSlajacymi ceng instrumentu bazowego i jej zmienno$¢

T - stopa procentowa

d - stopa dywidendy

3.2 Metoda ADI

Czastkowe rownanie rézniczkowe dla modelu Hestona mozemy zapisaé jako:

0= %—(Z+DUSU+DUU+DSU
dla
82
Dys = poSv—a—
S = POV 5 S
0? 0
_ 2, 7 )= _
D, 20 U(“)vz + k(n U)av r
1 0? 0
DS 55 U@ + (T d)S%

Nastepnie, zgodnie z metoda ADI, przypisujemy réznym elementom momenty ¢ + At, ¢ + %At it.

Uttat _ Ut+%At + Ut+%At _ Ut
0=
At

Jr% [DSUH%N JrDvUtJrAt JrDSUtJr%At JrDUUt + QDSUUHAt

Dzielimy réwnanie na dwie czg¢sci, ktére bede kolejno rozwigzywane.

1 1
{1 + QAth, + AtDSv} Uttat — {1 - 2AtDS} Uttaat (8)

1 1
{1 + 2AtDS} Uttsat — {1 - 2AtDv] Ut 9)
Mieszana pochodna bedziemy przybliza¢ wzorem:

U1J+A1),S+AS - U1)+AU,S—AS - UU—A1),S+AS + UU—AU,S—AS
4AvAS

Pochodne pierwszego rzgdu:
Uv+Av - UU—A'U
2Av
Pochodne drugiego rzedu:
Uu+Av — 2Uv + U'U—A'U
Av?

Wzory dla S bgda analogiczne. Podstawiamy je do réwnan (8) i (9). Dla uproszczenia dzielimy przez % 1 porzadku-
jemy ze wzgledu na U. n jest iteracja czasu, ¢ zmiennosci v, a j to iteracja S.
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n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
a; U + U0 + UM+ diy (U0 — U = U + Uz'—l,j—l)

_ n+t3 4 n+3% n+3
= _€i7jUi,j+1 + (E - fi«,j)Ui,j - gi,jUi,jfl’

Jrl +l +l 4
eiJU:jfl + fi,jU:j ’ +9iJUz‘T,Lj31 =—a;Ul,; + (E —0)UP; — eiUj
dla nastgpujacych parametréw:
2. s
0 = olv; +Ii(’r] v,)7
2Av2 2Av
2 o2v;
b = — — -,
At Av?
o2v; k(n — v;)
= —
T 2A02 2Av
g = poS;v;
YN

o= viS} N (r—d)S;
7 2AS2 2AS
2 us
fii = X T Age
viS}  (r—d)s;

i = 5a52 29AS

Na brzegach siatki te parametry beda wygladac nastgpujaco:

K(n — v
ar =0,a0 = %;
2 K(n—wg) 2 k(p—wo)
br = At Av rbo = At Av "
k(n—wv
cr = _(WTUI%CO =0;
dr; = doj = d;, 5 =d;0 = 0;
r—d)S
ei,g =0,e0= r=d)5 AS) 2
2 (r—d)Sy 2 (r—d)So
fi,g = At + Tsvfz,o =Al T AS
r—d)S
Gi,g = —%79@0 =0;

3.3 Opis funkcji

Gtowna funkcja obliczajaca ceng opcji oraz parametry greckie jest Heston:

[premium,delta,gamma,theta,fdelta,fgamma] = Heston(years, sigma, kappa, eta, rho, rate, div, strike, spot, vol_0O,
MS, My, type)

Argumenty funkcji:

e years - czas do wygasnigcia opcji
e sigma - ¢ z modelu Hestona, zmienno$¢ v

e kappa - k z modelu Hestona, wspdtczynnik szybkosci powrotu do $redniej v
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e cta - n z modelu Hestona, dtugoterminowa Srednia zmienno$¢ S

e rho - p z modelu Hestona, korelacja migdzy procesami Wienera okreslajacymi ceng instrumentu bazowego i jej
zmienno§¢

e rate -  z modelu Hestona, stopa procentowa
e div - d z modelu Hestona, stopa dywidendy
e strike - cena wykonania opcji
e spot - cena instrumentu bazowego w momencie 0
e vol_0 - zmienno$¢ w momencie O
e MS - iloé¢ krokéw w kierunku S
e My - ilo$¢ krokéw w kierunku v
e type - typ opcji, 1 - call, 2 - put
Wartosci funkcji:

e premium - cena opcji w chwili 0

delta - A opcji

gamma - I" opcji

theta - © opcji

fdelta - A forward opcji
e fgamma - I forward opcji

Funkcje pomocnicze to:

e X = SV_explicit(rho, sigma, S, v, temp, MS, My, dS, dv)
Funkcja ta odpowiada za t¢ czgs$¢ rownania, w ktérej wystgpuje pochodna mieszana.

e X = V_explicit(Myv, v, dt, rate, eta, sigma, dv, kappa)
Funkcja odpowiada za resztg lewej strony réwnania (8).

e X = V_implicit(Myv, v, dt, rate, eta, sigma, dv, kappa)
Funkcja odpowiada za prawa strong réwnania (9).

e X =S_explicit(U, MS, My, S, v, dS, dt, rate, div)
Funkcja odpowiada za prawa strong réwnania (8), jej wynikiem jest rozwigzanie rownania (8).

e X =S_implicit(U, MS, My, S, v, dS, dt, rate, div)
Funkcja odpowiada za lewa strong réwnania (9).
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