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Opis projektu

Zadaniem projektu jest opracowanie oprogramowania do wyceny szerokiej klasy obiek-
téw na rynku FX oraz Equity metoda Monte Carlo. Kod zostat przystosowany do ko-
rzystania z danych rynkowych i rzeczywistych dat zwigzanych z zyciem opcji (data
rozpoczecia, data wygasnigcia, daty, w ktérych monitorowana jest bariera). Opracowa-
na zostata wycena szerokiej klasy opcji, w tym opcji barierowych: zaréwno europej-
skich jak i amerykanskich. Przy wycenie tych drugich wykorzystana zostata metoda
Longstaffa-Schwartza. Projekt jest efektem pracy uczestnikow seminarium w réznych
latach. Poczatkowo zostal stworzony kod wyceniajacy opcje waniliowe europejskie i
amerykanskie metoda Monte Carlo oraz opcje z bariera monitorowana jedynie w mo-
mencie wygasnigcia. Ten projekt zostal poszerzony o mozliwosci wyceny o kontrakty,
w ktorych bariera jest monitorowana podczas catego zycia opcji lub w konkretnych
momentach - a nie jedynie w momencie wygasnigcia. W projekcie zostaty zaimple-
mentowane dwie mozliwos$ci wyboru wspétczynnikéw regresji w modelu Longstaffa
- Schwartza: standardowa metoda OLS (Ordinary Least Squares), metoda TLS (Total
Least Squares) oraz nieobcigzony estymator wartosci oczekiwanej. Metoda Longstaffa-
Schwartza zostala zmodyfikowana i pozwala na stworzenie efektywnej implementacji
wyceny opcji przy ograniczonej ztozonosci pamigciowej, co umozliwia przeprowadze-
nie symulacji z duzg liczba Sciezek i punktéw czasowych.

Na koncu pracy zaprezentowane sa wyniki poréwnania réznych metod liczenia ce-
ny i sformutowane wnioski.

1 Wstep teoretyczny
1.1 Model rynku

Niech (€2, , (F¢)¢ejo,7], P) bedzie przestrzenia probabilistyczna, na ktérej mamy zada-
ny proces Wienera W. o-cialo F; interpretujemy jako wiedze uzyskana do chwili .
Wiedze w naszym modelu czerpiemy jedynie z procesu cen akcji, a zatem F = F~.
Powszechnie przyjmuje sig¢, ze ceny akcji mogg byé modelowane przez nastgpujace
stochastyczne rownanie rézniczkowe (SDE):

dS; = rSidt + odW;. D
* S - warto$¢ aktywa
* r - stopa procentowa zalezna od czasu
* o0 - zmienno$¢ instrumentu
» W, - proces Wienera

Stad tez F° = FW, zatem zaktadamy, ze filtracja jest uzupetiona filtracja procesu
Wienera W.



1.2 Wycena opcji metoda Monte Carlo

Metoda Monte Carlo jest jedna z najwazniejszych metod (obok drzewa dwumiano-
wego 1 réwnan rézniczkowych czastkowych) stosowanych przy algorytmach nume-
rycznych wyceny opcji. Dla prostoty, skupimy si¢ na opcjach europejskich. Model
Blacka-Scholesa zaklada, ze zwroty z akcji maja rozktad zgodny z przedstawionym
wyzej stochastycznym réwnaniem rézniczkowym. Zgodnie z zatozeniem o braku arbi-
trazu, musza by¢ one réwnowazne Sredniej wyptacie z opcji, zdyskontowanej do chwili
obecnej za pomocg stopy bezryzykownej r. Przez symulacje Monte Carlo rozumiemy
proces, w ktérym generujemy duza liczbe $ciezek, ktdre zachowuja si¢ zgodnie z dy-
namika zadana przez (1). Nastgpnie obliczamy wyptatg z opcji dla kazdej ze Sciezek,
po czym bierzemy Srednia arytmetyczna owych wyptat, aby otrzymad sprawiedliwa
warto$¢ opcji.

W bardziej Scistym jezyku: w modelu dyskretnym uczciwa cena opcji to

EqXB;1,

gdzie QQ jest miarg martyngatowa na rynku, réwnowazna wyjsciowej mierze P, X jest
wyplata z opcji, a T' jest momentem zapadalnosci. Korzystamy z Prawa Wielkich Liczb
w nastepujacy sposob: jesli Xi, X, ..., Xy sa probkami z danego rozkladu, to dla
dostatecznie duzych M, ﬁ Ziw X, jest dobrym estymatorem EX. Teraz korzystajac
z tego, ze cena ma rozktad lognormalny, mozemy zasymulowaé M S$ciezek i usred-
ni¢ wyniki na tych $ciezkach, otrzymujac dobre przyblizenie zdyskontowanej wartosci
oczekiwanej wyplaty.

Dla opcji amerykariskich sprawa nieco si¢ komplikuje, poniewaz z zatozenia o ra-
cjonalno$ci inwestora, wybiera on moment, gdy warto$¢ oczekiwana jego wyplaty jest
najwigksza. Algorytm wyliczenia ceny opcji jest zatem bardziej skomplikowany i opi-
szemy go pdZniej.

1.3 Wycena opcji amerykanskich

Wycena ciaglej opcji amerykanskiej moze by¢ sformutowana przez zdefiniowanie pro-
cesu U; dla t € [0,T], bedacego procesem catkowalnym z kwadratem, adaptowanym
do filtracji (F)¢e[o, 1) ktory okresla zdyskontowana wyptate z opcji z momentu ¢ po-
staci U (t) = h(X), gdzie h jest funkcjg borelowska.

Zdefiniujmy dodatkowo klas¢ moment6éw stopu 7 € T; r o wartosciach z przedzia-
tu [t, T]. Niech T bedzie momentem wygasnigcia opcji. Przez warto$é opcji w chwili
0 oznaczamy

Vo = suprerr U,

Przez warto$¢ opcji w chwili ¢ oznaczamy
Vi = supret, » EU;

Aby podjacé si¢ wyceny opcji, w dalszych rozwazaniach musimy uciec si¢ do dys-
kretyzacji rozwazanej przestrzeni 2. Zaktadamy skoriczony horyzont czasowy [0, T,
gdzie przestrzen stanéw (2 jest zbiorem wszystkich mozliwych stanéw rynku pomig-
dzy 0 i T'. Zaktadamy, ze w € (2 reprezentuje mozliwg trajektori¢ procesu cen. Aby



dostatecznie dobrze przybliza¢ wartoSci opcji, musimy ustali¢ dostatecznie gesta siat-
ke momentéw %1, to, ..., tar. Korzystajac z zatozenia o braku arbitrazu, zaktadamy, ze
istnieje rownowazna z wyj$ciowa miara martyngatowa QQ dla tego rynku. Mozna udo-
wodnié, ze wartos$¢ opcji amerykanskiej moze by¢ przedstawiona w postaci obwiedni
Snella, jak ponizej.
Formutujemy teraz problem wyceny opcji amerykariskiej jako problem programo-

wania dynamicznego, przyjmujac, ze:

Vi = Ur

Vi = maX(Ut,EQ(Vi—ﬂ}—t))

1.4 Metoda Longstaffa-Schwartza

Podstawa metody Longstaffa-Schwartza jest zasada programowania dynamicznego
Vr =Ur
Vi = max(Uy, E(Viia|Fy)) 2)
W jezyku momentéw stopu 7 = {k > t|Uy = Vj } zasadg t¢ mozemy zapisaé jako
=T,
7 =tly,>pw,,,,|7) T trlu<ew,,, |17 dlat € 0,7 —1] ®)
Migdzy innymi z wtasnoS$ci procesu Markowa procesu X; mamy rdwno$¢ (dowdd [11])
B(Ur 1 [Ft) = E(Ur,,, | Xe)
Woéwecezas
7 =T, @

T = tlUt,ZE(UTt+1|Xt,) + Tt+11Uf,<]E(UTt+1|Xt) dlat e [O,T — 1]

W praktyce uzywa sig¢ Sciezek in - the- money, co ma swoje uzasadnienie w wigk-
szej efektywnosci obliczeniowej algorytmu. W takim wypadku, zdefiniowane wyzej
momenty stopu maja postac
T ="1T,

Tt = LU, >E s, ,, X0} {U >0} T Ter1 LU, <k, , Ixopoive>op dlat € [0,T — 1.

&)

1.5 Opis algorytmu
1. Krok 1.

Pierwszym krokiem konstrukcji ceny opcji metody Longstaffa-Schwartza jest
rzut ortogonalny procesu X; na przestrzef funkcji mierzalnych od X, gdzie ey, :
E — R jest ciagiem tych funkcji spetniajacych warunkidlat € {0, 1,... T —1}



o er(Xy) jest zupelny w L2 (0(Xy)),
edlam>1Y7", Birer(Xy) =0pn.= By, =0dlak € {1,...,m}.

Gléwna idea metody Longstaffa - Schwartza jest aproksymowanie wartosci ocze-
kiwanej z (2) uzywajac ciagu m + 1 funkcji e, w kazdym z krokéw ¢

E(Vi1|Fi) = E(Viga | X:) §:ﬂmkat 6)

Postulowana w pracy Longstaffa-Schwartza rodzing funkcji spetniajaca powyz-
sze warunki, sa wazone wielomiany Laguerre’a. Ich postaé to

eo(x) = exp 3
er(z) = exp (1 - 2)
(N

dk

-z k_—x
€L = € 2 e
kXD k! et )

W praktyce, uzywa si¢ niewazonych wielomiandéw Laguerre’a w zwiazku z szyb-
sza zbieznoscia ceny uwarunkowang stopniem wielomianéw, ktéry jest ustalony.
Opis zbiezno$ci algorytmu w [11].

. Krok 2.

Krokiem drugim metody Logstaffa - Schwartza jest wyznaczenie parametrow
B¢ 1 (6) poprzez minimalizowanie warto$ci oczekiwanej kwadratu réznicy

(wm& Z&MXJ ®)

Po zminimalizowaniu otrzymywane sa nastgpujace macierze

(Mee)k,l = E(ek(Xt)el(Xt))ﬂ

My = BE(Via | Xo)ex (X)) ®
W zwiazku z mierzalnoscig ey (X;) wzgledem X; mozemy zapisaé
Mye)k = E(E(Vitrer(Xe)[ X))
Wektor 3; rtéwny [Bt,0, Bt1,---» Bt,m] jest postaci
B =M_'My. (10)

W algorytmie bedziemy generowaé IV $ciezek aktywa bazowego. Wowczas esty-
matorami wyzej zdefiniowanych macierzy beda

(Mee)g = Nzek XP),

(Myo)x Z Vitier(X,

an



a estymatorem wektora 3; w kroku ¢ jest
. ~e
Bt = Mee MVe

Wéweczas algorytm w pseudokodzie wyglada nastgpujaco

Algorithm 1 Longstaff-Schwartz Algorithm

Ensure: N, T, Xy, mis set
generate N paths of T timesteps of underlying asset
set Vip .= h(XT)
fort =T —1to1ldo

(Mee)ki = % Yoneo er(XP)er(X])
(Mye)r = % Yoneo Vitien(X7)
Bt = MQQIMVC
Cy = Z;nzo Bt,kek(Xt)
if Ct > h(Xt) then
set V; = e " Vi
else
set V; = h(Xy)
end if
end for

W przypadku obliczeit wykorzystujacych liczby losowe, algorytm Longstaffa-
Schwartza (jako opierajacy si¢ o ruch wstecz w czasie) wymaga przechowywania pet-
nych $ciezek przeprowadzonej symulacji. Prowadzi to do oczywistego problemu z ilo-
$cia wymaganej pamigci: przeprowadzenie symulacji wykorzystujacej np. 10® $ciezek
0 10 punktéw czasowych bytoby niemozliwe na przecietnym komputerze osobistym
(ponad dekad¢ od publikacji algorytmu).

W symulacjach komputerowych zazwyczaj wykorzystywany jest generator liczb pseu-
dolosowych. Podstawowa cecha takiego generatora jest mozliwo$¢ powtérnego wyge-
nerowania sekwencji liczb losowych, jesli zainicjujemy go takim samym stanem po-
czatkowym. Mozna zatem odzyska¢ kazdy wczesniejszy stan instrumentu bazowego
przechowujac jedynie pewna stalg liczbe danych (stan poczatkowy - seed).

Oczywiscie przeprowadzanie pelnej symulacji w kazdym kroku czasowym (7" razy)
nie jest akceptowalne z punktu widzenia ztozonosci obliczeniowej. Prostym rozwiaza-
niem tego problemu jest zapisanie nie tylko jednego stanu poczatkowego, ale calego
wektora standw wystepujacych w trakcie symulacji.

Implementacja zostala oparta o propozycj¢ opisana w [2]. Autorzy sugeruja nastgpuja-
cy schemat symulacji:

1. Krok 1.
Stwérz wektor U przechowujacy stan losowanego procesu stochastycznego (su-
me kolejnych liczb losowych w kazdej ze Sciezek).
Stwérz wektor S przechowujacy stany generatora. Umies¢ w nim poczatkowy
seed.



2. Krok 2.
Wylosuj liczby dla wszystkich Sciezek symulacji (caty krok czasowy) i dodaj je
odpowiednio do U.
Jesli osiagnates koniec symulacji (chwilg wygasnigcia opcji) przejdz do kroku 4.

3. Krok 3.
Dopisz aktualny stan generatora do S.
Przejdz do kroku 2.

4. Krok 4.
Zakonicz generowanie liczb losowych.

Po zakoriczeniu losowania otrzymujemy wektor U potrzebny do obliczenia ceny
instrumentu bazowego w chwili wygasnigcia opcji. Wykorzystujac zapisane w S stany
generatora liczb pseudolosowych, mozemy odtworzy¢ dowolng warto§¢ w symulacji.
W catym programie kazde z losowan przeprowadzamy tylko 2-krotnie (optymalnie z
punktu widzenia ztozonosci obliczeniowej ! ).

W efekcie unikamy wyjsciowej ztozonosci pamigciowej O(T'N) i otrzymujemy algo-
rytm klasy O(T + N) (przy czym zazwyczaj T < N).

1.6 Total Least Squares

W klasycznym ujeciu do aproksymacji metoda najmniejszych kwadratéw uzywany
jest algorytm Ordinary Least Squares (OLS). Wzorujac si¢ na [12] zaimplementowano
réwniez metode Total Least Squares (TLS) i przeprowadzono poréwnanie rezultatéw
numerycznych obu metod.

Na poczatek zalézmy, ze mamy macierz danych A wymiaru m X n oraz wektor
obserwacji y dlugosci m. Problem OLS mozna sformutowa¢ nastgpujaco:

lly — Az||2 =4 min
Jednoznaczne rozwiazanie problemy OLS dane jest wzorem:
zors = (ATA)~1 ATy,
W roku 1980 Golub i VanLoan opisali metode TLS, formutujac nastepujacy problem:
[|A|r||lF —a,r min

gdzie ||.|| oznacza norme Frobeniusa czyli ||.||7. = >, > j |b;;|%. Gdy otrzyma-
my rozwiazanie minimalizujace [A | 7], wowczas Vz : (A + E)x = y + 7, x jest
réwniez rozwigzaniem problemu TLS. Niech §,, bedzie najmniejsza wartoscia wlasna
macierzy [A] i s,+1 bedzie najmniejsza warto$cia wlasng macierzy [A | r]. Wéwczas

IRzeczywista szybkos¢ algorytmu mozna poprawié przy wykorzystaniu obliczefi réwnolegtych. Jesli
podczas pierwszego losowania IV Sciezek w pewnym kroku czasowym ¢ zapiszemy wigcej standw genera-
tora, w drugim losowaniu bedziemy mogli skorzystac z kilku procesorow.



z twierdzenia o rozdzielaniu s,, > s,4+1. Gdy §,, jest §ci§le wigksza od s, 1, istnieje
jednoznaczne rozwiazanie problemu TLS i dane jest ono wzorem:

zrrs = (ATA—s2 1) T ATy.

Zatem problem TLS jest réwnowazny z problemem rozwiazania problemu minimali-
zacji ||(A+ E)x — (b4 7)|]2.

1.7 Estymator nieobciazony

W pracy [9] zwrécono uwage, ze wyznaczany za pomoca powyzszych metod estyma-
tor jest obcigzony. Wobec tego rozwazano wprowadzenie kolejnej modyfikacji zapro-
ponowanej przez autora wspomnianego artykulu. Mianowicie zamiast jednej, nalezy
wykonaé dwie serie symulacji Sciezek. Pierwsza z nich wykorzystuje si¢ wytacznie
do obliczenia wspdtczynnikéw regresji liniowej (OLS oraz TLS). Nastgpnie, zamiast
oblicza¢ warto$ci dopasowane na hiperplaszczyznie regresji, do otrzymanych funkcji
wstawia si¢ ceny instrumentu bazowego pochodzace z drugiej serii symulacji. Uzysku-
je sie w ten sposdb nieobciazony estymator warto$ci oczekiwanej. ten pomyst nie zostat
w efekcie uwzglgdniony w ostatecznej wersji kodu, poniewaz nie mozna go uzgodnic¢
z pomystem uzywanie $ciezek in-the-money.

2 Wyznaczenie parametrow greckich

W przypadku opcji waniliowych, portfeli takich opcji oraz opcji z bariera europejska
(takie opcje rozwazano tylko w wersji opcji europejskich) poza cena opcji, zwracane
sa takze wartoSci parametréw greckich, ktére obliczamy wraz z cena opcji. Korzy-
stamy przy tym z wnioskéw pochodzacych z [9]. W pracy tej opisano dwie metody
wyznaczania parametrow greckich dla opcji amerykanskich: metoda rézniczkowania
po trajektoriach oraz metoda wspdtczynnika wiarygodnosci.

W metodzie rézniczkowania po trajektoriach zauwazamy, ze dla ceny aktywa ba-
zowego w chwili ¢ danego funkcja S, dla opcji V; z funkcja wyptaty f oraz parametru
n, od ktérego zalezy cena opcji, mamy:

OVo(So)

“on =E <exp(—rd7')

af(5-(n)) 0S+(n)
oS, on ) ’ (12)

gdzie T nazywamy czasem zatrzymania (dtugoscia czasu do momentu realizacji opcji)
a rq jest krajowa stopa procentowa. Mozliwe jest zatem obliczenie parametru grec-
kiego poprzez usrednienie pewnej funkcji (iloczynu 2 pochodnych czastkowych) po
realizacjach na $ciezkach symulacji Monte Carlo. Wystarczy wycenié¢ t¢ funkcje tak,
jak wyceniamy wartosci realizacji opcji w kolejnych §ciezkach symulacji.

Pierwsza pochodna w tym iloczynie jest zalezna nie od tego, ktéry parametr grecki
obliczamy, a jedynie od funkcji wyptaty. Moze by¢ zatem zaimplementowana nieza-
leznie od algorytmu przeprowadzajacego symulacje. Jedyny warunek to istnienie po-
chodnej funkcji wyptaty f(S). Dla wielu opcji waniliowych (np. call lub put) funkcja
wyplaty nie jest r6zniczkowalna, ale brak r6zniczkowalno$ci w jednym punkcie mozna



zignorowaé (prawdopodobienstwo trafienia na ten punkt w symulacji jest bardzo ma-
fe). Dla pewnych opcji (np. opcji binarnych) brak rézniczkowalnosci w jednym punkcie
uniemozliwia bezposrednie zastosowanie przedstawionego podejscia (sposobem na po-
radzenie sobie z takim problemem moze by¢ zastapienie prawdziwej funkcji wyptaty
pewnym jej wygtadzeniem).

Druga pochodna w tym iloczynie nie zalezy od funkcji wyptaty i dla modelu Blacka-
Scholes moze by¢ w wielu wypadkach obliczona analitycznie

66;7577) :8377(Soexp((m_rf_02/2)T+0WT)). (13)

We wzorze tym 74 jest krajowa stopa procentowa a 7y stopa procentowa zagraniczng
(stopa dywidendy dla rynku Equity).

Dobrym przyktadem poprawnego obliczenia analitycznej pochodnej jest policzenie
parametru A, czyli pochodnej po poczatkowej wartosci akcji Sy. Mamy wtedy

05,
0S50

= exp((rd —rp—o?/2)T + O’WT> = :z—;.

Takze parametr p, czyli pochodna po stopie procentowej ry mozna policzyé ze wzoru
(12). Mamy wtedy

) — b (v expl-ran) (1) + exp(-rar) 2 552 )
gdzie
0S5, ,
=T =75, eXP((Td —rf—0 /2)7 + gWT)
8rd
Aby znaleZ¢ parametr Vega, czyli pochodna po zmiennosci o rézniczkujemy for-
malnie o5
- = = (W, —o01)So exp((rd —rp—02)2)T + OWT),
o

Takie formalne postgpowanie jest dopuszczalne, poniewaz w symulacjach nie mamy
procesu stochastycznego W, ale realizacje zmiennej losowej &1/, gdzie ¢ jest wzigte
z rozktadu A/(0, 1).

Podobnie znajdujemy parametr ©, czyli pochodng po czasie ¢ (wykorzystujemy
fakt,ze 7 =T — 1)

oVo(Sy) of(S;) 0S-
5 — B (raexp(oran) £(5) + exp(-rar) 2B O )
gdzie
857— o 1 2 1 WT 2
L T (O

W tym ostatnim wzorze wyrazenie %WT /T jest zapisem r6zniczkowania wyrazenia

&/TporT.
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Metoda rézniczkowanie po trajektoriach jest wlasciwa takze dla parametréw grec-
kich bgdacych pochodnymi ceny opcji rzgdu wyzszego niz 1, ale wymagatoby to ob-
liczenia odpowiedniej pochodnej funkcji wyptaty. Jednak ze wzgledu na zazwyczaj
nieciagla pochodng funkcji wyptaty po cenie aktywa, nie da si¢ w ten sposéb obliczy¢
np. parametru gamma.

W tym celu skorzystamy z drugiego pomystu opisanego w [9] - metody wspot-
czynnika wiarygodnosci (ang. "likelihood radio"). W tej metodzie obliczenie parame-
tru greckiego sprowadza si¢ do wyceny opcji w kroku czasowym S; oraz obliczenia
wazonej Sredniej tych wycen. Ceng opcji mozna zapisa¢ wzorem

VO(SO) = E(exp(—rdAT)V1(51)|So) = /eXp(—T‘dAT)Vl(Sl)gl(So,Sl)dS1,

gdzie g1 (So, S1) jest gestoscia S1 pod warunkiem Sy, czyli gestoscia przejscia ze stanu
Sp do S1 a AT jest czasem przejscia ze stanu Sy do S7.

Jesli F(S1) = exp(—rqAT)V1(S1) jest zdyskontowana na chwile 0 wartoscia
opcji w chwili 1, to greckie parametry dane sa wzorem

Vo(So) O
Tl — 2 [ F(s)a(sn s,
OF(S 5
(14)
JF (S o1
:/< 3(771) +F(S)) gigl) (50, 5135,
— OF(51) Olog g1
IE< 5 T ES) )

W obliczenia parametru I" potrzebujemy policzenia drugiej pochodne;j

_OA(So) 9?log g1 dloggi >

Poniewaz funkcja gq(So,S1) dla rynku Blacka-Scholes dana jest wzorem anali-

tycznym, ta metoda moze by¢ wykorzystana do liczenia wszystkich greckich parame-

tréw. Nalezy jedynie policzy¢ odpowiednie pochodne: 81{;’753091 do obliczenia parametru

delta 212591 o obliczenia parametru vega i 210591
do ot

pochodna %51).

Wykorzystujac wzor na funkcje gestosci

do obliczenia parametru theta oraz

1 2
91(S0,51) = m exp (— (1og(51/50)—(rd—rf—az/Z)AT) /202AT>,
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otrzymujemy odpowiednie wzory na pochodne:
0 log g1 _ d(S1)
950 Soo/AT'
dO*loggr _d(S1)o VAT +1

0S¢ S2a2AT
810gg1 N dQ(Sl) — d(S1)O’ AT —1
do o '
dloggr  Ologgr 1 2 (ra —ry —o?/2)VAT
ot — OAT **2AT(d (51) +2d(5,) o *1)’
gdzie
d(s) = log(S/S0) — (ra —ry — 0% /2)AT
oVAT '
Korzystajac z funkcji dyskontowych mozna pochodna dlog g1 l(fd% 91 zapisaé nastgpujaco
dloggr 1 9 disFac

gdzie disFac i disFacF oznaczajg czynniki dyskontowe na okres AT, odpowiednio
krajowy i zagraniczny (czynnik implikowany przez stope dywidendy dla rynku Equity).

Dla opcji europejskich metoda rézniczkowania po trajektoriach daje dobre wyniki
jedynie dla opcji call i put. Dla opcji binarnych oraz opcji z bariera europejska wyniki
sa niepoprawne bo funkcja wyptaty jest nieciagta. W tych przypadkach dla opcji eu-
ropejskich stosowa¢ mozna metodg wspétczynnika wiarygodnosci. Obliczanie ta me-
toda parametréw greckich daje dobre wyniki, bo stan .S; to moment realizacji opcji a
AT to czas do momentu zapadalnosci opcji. Wynika z tego, ze F/(S1) = F(St) =
exp(—rqT) f(St), gdzie f jest funkcja wyptaty z opcji. Wynika stad, ze pochodna
?‘TZ jest réwna zero z wyjatkiem przypadku obliczania parametrow rho oraz theta. Dla
parametru theta mamy

%—}; = —g—g =ryF = —log(disFact)/TF.

Jednak dla opcji amerykanskiej policzone metoda wspoétczynnika wiarygodnosci
warto$¢ parametrow greckich obarczona jest duzym btgdem. Wynika on z faktu, ze
dla opcji amerykanskiej stan S; to krok czasowy symulacji, w ktérym tylko na nie-
licznych trajektoriach nastgpuje realizacja opcji. W efekcie, aby otrzymac wynik z ma-
lym bledem nalezatoby wykona¢ symulacje dla bardzo duzej liczby trajektorii. Dlatego
wszystkie parametry, dla ktérych jest to mozliwe zostaly policzone metoda rézniczko-
wania po trajektoriach. Poniewaz parametru I nie mozna policzy¢ rézniczkujac po
trajektoriach obliczanie tego wspéiczynnika dla opcji amerykanskich wykonano in-
na metoda. Metoda rézniczkowania po trajektorii obliczono wartosci wspdtczynnika
A(Sp + ds) oraz A(Sy — ds). Wspétezynnik T" obliczono z tych wartosci metoda réz-

nic skoriczonych
A(So +ds) — A(Sp — ds)
= .
2ds
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3 Opcje barierowe (barrier options)

Opcje barierowe sa szczegdlnym typem instrumentéw zaleznych od trajektorii. Wypla-
ta z opcji barierowej zalezy od tego, czy w ustalonych momentach czasu lub podczas
catego zycia opcji, cena instrumentu podstawowego spadnie ponizej lub przekroczy
pewna ustalong wielko$¢ zwana bariera. Opcje barierowe dzielimy na opcje wyjscia
(knock-out) i wejscia (knock-in). Te pierwsze dezaktywuja sig, gdy cena instrumentu
podstawowego przekroczy barierg, za$ drugie w chwili przekroczenia bariery aktywuja
si¢. Opcje te mozemy taczyé z dowolnym typem wyptaty zadanej przez funkcje S; i
dowolnym typem wykonania.
W zaleznosci od sposobu monitorowania bariery rozrézniamy nastgpujace opcje:

* z bariera monitorowana w sposob ciagly (tzw. bariera amerykanska) - spraw-
dza sig, czy w zadnej chwili zycia opcji, cena instrumentu podstawowego nie
osiagnela bariery;

* z bariera monitorowana w sposéb dyskretny - cena instrumentu podstawowe-
go jest monitorowana w wybranych momentach wyszczegdlnionych w kontrak-
cie opcyjnym (np. codziennie lub w kazdy drugi wtorek miesiaca)

* 7 bariera europejska - cena instrumentu podstawowego monitorowana jest tyl-
ko w momencie wygasnigcia

» window barrier option - cena monitorowana jest pomigdzy ustalonymi z géry
datami

Ze wzgledu na to, kiedy opcja zaczyna istnie¢ lub wygasa pod wplywem zdarzenia
barierowego mozemy wyrdzni¢ nastgpujace opcje:
e up-and-in - opcja zaczyna istnie¢, gdy cena przekroczy barierg, wéwczas wy-
plata jest réwna:
X = f(ST)]l{ mazi<,S¢>B}

* up-and-out - opcja wygasa, gdy cena przekroczy barierg, wowczas wyptata jest
réwna:
X = f(5) Y maz,<.5.<B}

* down-and-out - opcja wygasa, gdy cena spadnie ponizej bariery, wowczas wy-
plata jest rowna:
X = f(ST)ll{ min,<,Sy>B}

¢ down-and-in - opcja zaczyna istnie¢, gdy cena spadnie ponizej bariery, wowczas
wyplata jest réwna:
X = f(ST)]l{ min;<, Sy <B}

Ponadto, mozemy rozwazaé opcje dwubarierowe:

* double-knock-out - opcja wygasa, gdy cena spadnie ponizej B; lub przekroczy
barierg B , wowczas wyplata jest rowna

X = f(S7)Wviejo,r] By>5,>Bo}
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* up-in-up-out - opcja zaczyna istnie¢, gdy cena przekroczy B; i wygasa, gdy
spadnie ponizej Bs , wéwczas wyplata jest réwna

X = f(ST)]l{ maxi<rqSe>B1 N {min, <i<r St >Ba2}

* down-in-down-out - opcja zaczyna istnie¢, gdy cena spadnie ponizej B; i wy-
gasa, gdy spadnie ponizej By , wowczas wyplata jest rtowna

X = f(S7) U min,<,y 80 <Bi}n{min,g << Si> B}

* double-no-touch - opcja wygasa, jesli jej cena dotknie jednej z barier, wéwczas
wyplata jest réwna

X = f(S:) gy, e(0,7) Bi>S,>Ba}»

gdzie 7 jest momentem wykonania opcji - dla opcji europejskiej jest to 7', za$ dla opcji
amerykariskich to dowolny moment stopu z przedziatu [0, 7], a 79 € [0, 7] jest pew-
nym momentem stopu. W spos6b analogiczny mozna zapisa¢ wyptate z opcji z bariera
monitorowana w sposéb dyskretny, z tym, ze zamiast rozpatrywac¢ powyzsze indyka-
tory, maksima i minima V¢ € [0, 7T rozpatrujemy je dla t € {t,ts,...,t,}, gdzie
t1,t2, ..., t, sa ustalonymi w kontrakcie momentami czasu. Podobnie zapisujemy wy-
plate z opcji z bariera monitorowang w oknie czasowym, zastepujac znéw indykator
lub ekstremum po calym zbiorze, indykatorem po zbiorze ¢ € [71, 73], gdzie 71, 72 sa
ustalonymi w kontakcie opcyjnym momentami rozpoczecia i zakoniczenia monitoro-
wania bariery.

3.1 Wycena opcji z bariera obserwowana w sposob dyskretny, mo-
dyfikacja dla bariery okienkowej

Metody wyceny opcji europejskich z bariera obserwowana w sposéb dyskretny sa,
z doktadnoscia do postaci funkcji wyplaty, identyczne dla wszystkich typéw barier.
Wobec tego w niniejszym podrozdziale przedstawiony zostanie wzor jedynie dla przy-
ktadowo wybranej opcji: up-and-out. Cena, czyli estymator warto$ci zdyskontowane;j
wyptaty wyraza si¢ w tym przypadku przez warto$¢ oczekiwang nastgpujacej zmien-
nej:

Vo = F(S(T)Ymaxier, .0, S(t)<B}s (16)
gdzie f(S(t)) jest potencjalna zdyskontowang wyptata z odpowiedniej opcji wanilio-
wej, gdyby byta wykonana w chwili t, T" jest momentem zapadalnosci opcji, t1, ..., t,,
sa momentami obserwacji bariery, za$§ B - jej wartoScia. Wzory na ceny opcji o pozo-
statych typach bariery powstaja w analogiczny sposéb, przez wstawienie odpowiednich
dla nich funkcji indykatorowych. Wazny jest jedynie fakt, ze wartosci tych funkcji za-
leza jedynie od zachowania sig¢ ceny aktywa bazowego w stosunku do bariery w pewnej
skoficzonej liczbie momentéw czasu.

Metoda Monte Carlo postuzyta autorkom do symulowania Sciezek cen instrumentu
bazowego. Dokonana zostata ocena, na ktérych $ciezkach instrument bazowy przekro-
czyl bariere oraz ostatecznie obliczona zostata §rednia warto§¢ zdyskontowanej wy-
platy przy uwzglednieniu wszystkich $ciezek oraz po sprowadzeniu do zera wartoSci
wyplaty na tych Sciezkach, gdzie opcja okazala si¢ nie by¢ aktywna.
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W prezentowanym algorytmie w celu wyboru momentéw czasu, w ktérych obser-
wowana jest bariera, postuzono si¢ wektorem monitoringGrid bgdacym jednym z wy-
nikéw zwracanych przez funkcje discountCalculate zaimplementowana w pliku calcu-
late_functions. Jest to wyznaczony za pomoca funkcji kalendarzowych wektor o licz-
bie wspoétrzednych réwnej liczbie rozwazanych punktéw na siatce czasu. Warto$¢ 1 na
wspotrzednej tego wektora oznacza, ze w danym punkcie czasowym (wegzle) obserwo-
wana jest bariera. W przeciwnym przypadku odnotowywana jest warto$¢ 0. Stosowany
w programie algorytm dla monitorowania dyskretnego, zanim poréwna warto$¢ ak-
tywa z wielkoScia bariery w danym momencie czasu, ma za zadanie sprawdzié, czy
odpowiednia wspoirzedna wektora monitoringGrid ma wartos¢ 1 (bariera jest obser-
wowana). Za pomoca jedynie drobnej modyfikacji autorki przeszty do wyceny opcji z
bariera okienkowa. Skorzystano mianowicie ze zmiennych nodeWindow_start i node-
Window_end (rdwniez tworzonych przez funkcje discountCalculate), ktére wyznacza-
ja odpowiednio pierwsza i ostatnia wspotrzedna na siatce czasu, dla ktérych obserwo-
wana jest bariera. Przeksztalcono zmienna monitoringGrid tak, by przyjmowata 0 na
wszystkich wspoétrzednych o numerach mniejszych niz node Window_start i wigkszych
niz nodeWindow_end.

3.2 Wycena opcji z bariera obserwowana w sposob ciagly

Przypadek opcji z bariera obserwowang w sposéb ciagly jest nieco trudniejszy. Pro-
blem stanowi fakt, ze przeprowadzajac symulacje Monte Carlo, mozliwe jest wygene-
rowanie §ciezek cen instrumentu bazowego jedynie dla skoniczenie wielu wegztéw na
kazdej trajektorii czasu. W ten sposéb, biorac pod uwagg Sciezke, na ktérej cena akty-
wa nie przekracza bariery w zadnym z powyzszych wezléw, nie mozna mie¢ pewnosci,
ze takie zdarzenie nie nastapito pomiedzy weztami. Stosujac zatem wzory takie jak 19,
czy 16, mozna uzyskac jedynie estymatory obciazone cen opcji. Eliminacja obciazenia
w prezentowanym przez autorki algorytmie odbywa si¢ za pomoca techniki tzw. mo-
stu Browna (Brownian bridge). Polega on na estymacji prawdopodobienistw, ze bariera
nie zostanie przekroczona na zadnym z odcinkéw czasu pomigdzy weztami. Dla opcji
jednobarierowych analityczne, proste w implementacji wzory sa znane (por. [3] 1 [8]) i
wyrazaja si¢ w nastepujacy sposob:

P[M™ < BIS(™ gm+h] =1 _¢m)(p), (17)

PILO™ > p|S™), §mF1] = 1 — £lm)(p), (18)

gdzie B jest bariera gérna, b dolna, M (™) = max{S(t) : t € [tm, tm+1]},
L™ =min{S(t) : t € [tym,tmi1]}

Jesli przez P(™) oznaczymy P[M (™) < B|S(™) S(m+1)] (dla bariery gérnej) lub
P[L(™) > b|S(™), §(m+D] dla bariery dolnej, to nieobcigzonym estymatorem ceny
opcji typu knock-out bedzie warto$¢ oczekiwana zmienne;j:

M
Vo = F(S(M) N maxscr, .., s<ny || P™, (19)

.....

m=1
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gdzie min[S0™), S(mHD] > b, maz[S0™, S D] < B,

m € € m
€M () = exp < —2In (S(m)) In (S(m+1)>/g( )5tm>.

Skoro zawarty we wzorach iloczyn Hi\f:l P oznacza prawdopodobieristwo, ze na
zadnym z odcinkéw czaséw pomigdzy obserwowanymi weztami nie zostanie przekro-
czona bariera, prawdopodobieristwem przekroczenia bariery na co najmniej jednym z
takich odcinkéw jest liczba 1 — H%zl P(™) | wobec czego mozna tatwo wyznaczyé
ceng opcji typu knock-in jako warto$¢ Srednia zmienne;j:

M
Vo :f(S(T))]l{maXtEtl ,,,,, t, S(t)<B} (1 - H P(m))

m=1

+ f(S(T))]l{maxtetl

Dla opcji dwubarierowych nieobcigzone estymatory odpowiednich prawdopodobieristw
wyrazaja si¢ przez sumy nieskonczonych szeregdw ([3]). W ([8]) zaproponowano jed-
nak dobre oszacowania tych liczb, wykorzystujace tzw. ograniczenia Frechet’a. Dla
opcji typu double-knock-out wyrazaja si¢ one nastgpujaco:

tn S(t)>B}-

pm > Pém) =max[1 — (£"™(B) +£(b)), 0],

P < pi™ — min1 — ¢™)(B), 1 — £ (b))

W ([8]) powyzsze ograniczenia przedstawione sa dla opcji opiewajacej na wiele in-
strumentéw bazowych. Wéwczas rozwazane sa rézne typy barier dla r6znych instru-
mentéw. Stwierdza sig, ze oszacowanie gérne jest blizsze szukanemu prawdopodobieri-
stwu, gdy zdarzenia méwiace o przekroczeniu rozwazanych barier sa dodatnio skore-
lowane, za$ oszacowanie dolne jest blizsze prawdziwej warto$ci w przypadku ujemnej
korelacji. W sytuacji ograniczenia si¢ do opcji typu double-knock-out lub double-no-
touch dla jednego instrumentu, mozna natychmiast zauwazy¢, ze zdarzenia przekro-
czenia gornej i dolnej bariery sa skorelowane ujemnie, przez co wlasciwsza jest dolna
warto$¢ oszacowania. Gérne oszacowanie, blizsze niz Py prawdziwej wartoS$ci moze
by¢ wyznaczone przez liczbg:

M

P =TI - @i - o),

m=1

odpowiadajaca prawdopodobienistwu nieprzekroczenia bariery gérnej ani dolnej, w
przypadku gdyby byty to zdarzenia niezalezne. W tej sytuacji ostatecznie przybliza-
my liczbe P("™) przez rednia oszacowania gérnego i dolnego:

(Pp + Pr)/2.

W prezentowanym programie opcje z pojedyncza bariera oraz barierami typu double-
knock-out i double-no-touch wyceniane sa przez wyestymowanie warto$ci $rednich
omawianych w niniejszym rozdziale zmiennych i przemnozenie ich przez odpowied-
nie mosty Browna. Trudniejszy okazat si¢ przypadek opcji typu knock-in-knock-out.
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Postugujac si¢ technika analogiczna do wyzej opisanej, wyznaczono przyblizone praw-
dopodobienistwa, ze w danym odcinku czasu pomigdzy weztami cena instrumentu ba-
zowego przekroczy barierg aktywujaca opcje (o ile nie stato si¢ to wczesniej) 1 jedno-
cze$nie nie przekroczy bariery dezaktywujacej, a takze prawdopodobienstwo, ze po-
migdzy danymi weztami przekroczona zostanie bariera dezaktywujaca, jesli na wezle
poczatkowym opcja jest aktywna. Z powodu katastrofalnie narastajacej liczby mozli-
wych przypadkéw, autorki nie podjety si¢ jednak rozwazania wszelkich mozliwych
zdarzen za pomoca funkcji indykatorowych i przemnazania ich przez odpowiednie
prawdopodobienstwa méwiace o aktywnym stanie opcji.Zamiast tego zostata zasto-
sowana technika opisana w ([7]). Mianowicie otrzymane prawdopodobieristwa poréw-
nano z prébka wylosowana z rozkladu jednostajnego. Jesli prawdopodobiefistwo prze-
kroczenia bariery na danym odcinku bylo wigksze niz odpowiednia liczba z prébki,
uznawano, ze bariera zostata przekroczona. W tej sytuacji, posiadajac juz dane nie tyl-
ko o zachowaniu ceny instrumentu bazowego na weztach siatki czasu, lecz rowniez po-
migdzy nimi, mozna bylo zastosowac¢ standardowy wzor na wyptate dany w rozdziale
1., dokonujac dyskontowania i obliczenia wartosci §redniej z symulowanych Sciezek.

4 Wyznaczanie parametrow greckich dla barierowych
opcji europejskich

4.1 Metody wyznaczania parametrow greckich

Kolejng istotng kwestia przy wycenie opcji jest badanie jej wrazliwosci na mate zmia-
ny parametréw. Zauwazmy, ze funkcja wyceny opcji jest zalezna od jej aktualnej ceny,
czasu do zapadalnos$ci, zmiennosci oraz stopy procentowej. Rézniczki funkcji wyce-
ny po tych parametrach nazywamy wspoétczynnikami greckimi. W sposéb szczegdlny
interesowac nas tu bgdzie Delta § = % oraz Gamma ¢ = ‘2)25‘5. Przypomnijmy, ze
bedziemy rozwazaé europejskie opcje barierowe, gdzie wyplata ® to

®(max Sy, min Sy, St)
t<T U 4<T

Rozrézniamy trzy podstawowe metody obliczania Grekéw. Sa to:

1. Metoda roznic skoriczonych - opiera si¢ na obliczaniu wyceny dla parametru o
nieznacznie zmienionej wartosci - w przypadku opcji barierowych jest mato do-
ktadna, generuje obciazone estymatory i jest kosztowna, jesli symulujemy duza
liczbe Sciezek w wielu momentach czasu.

2. Rozniczkowanie po trajektoriach - polega na przejsciu z rézniczkowaniem pod
znak warto$ci oczekiwanej. Niestety w przypadku opcji barierowych jest bezu-
zyteczna ze wzgledu na brak regularnosci funkcji wyptaty (nierézniczkowalno$é
indykatora).

3. Likelihood method / Score method - opiera si¢ na rézniczkowaniu wzgledem
rozkladu wyptaty, a nie samym rézniczkowaniu funkcji wyplaty. Bedziemy z
niej korzystaé, zatem poSwigcimy jej wigcej uwagi.
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4.2 Rachunek Malliavina

Jak juz zostalo wspomniane, w naszych obliczeniach bedziemy korzystaé z trzeciej
metody. Opiera si¢ ona na rachunku Malliavina. Malliavin odkryl, ze zmienne losowe,
bedace rozwiazaniami réwnan stochastycznych, mozna w odpowiednim sensie (sensie
Malliavina) rézniczkowaé. Chcacych zaglebic si¢ bardziej w ta tematyke odsytamy do
[1]. Jak wiadomo, cena w chwili zero opcji jest réwna E(exp(—rT)®). Korzystajac
z metody calkowania przez czg¢sci zaproponowanej przez Malliavina, mozna otrzymac
wagi H takie, ze A i I’ moga by¢ przedstawione jako E(exp(—rT)®H ). Autorki opie-
raly si¢ tu na pracy [5], korzystajac z przedstawionych tam wyprowadzen. Po pierwsze,
autorki rozwazyty transformacje procesu S; taka, ze X; = A(S;), gdzie A jest Scisle
rosnaca funkcja i A(y) = [V —2%-. Wéwczas

—J1 uo(u)

t
Xt:x+/ h(Xs)d$+Wt,
0

gdzie x = A(So) a h(u) = (r/o(y) — (yo(y))'/2)|y=a-1(u)- Odpowiada to loga-
rytmicznej zmianie w modelu Blacka - Scholesa. Przyjmujemy réwniez nastgpujace
oznaczenia: My = maxs<iserXs Oraz my = MiNg<t se1Xs. leraz korzystajac z
rachunku Malliavina mozemy zapisaé

A = 0, E(D((My, me, X1)) = E(®(M;, my, X7)Hy)

I'= ag,rE((p((Mta mthT)) = E(CI)(Mta mthT)HQ)

dla pewnych zmiennych losowych H;, Hs. Przy pewnych zalozeniach mozemy uzy-
skaé¢ dane explicité wyrazenia powyzszych zmiennych. Zaktadamy teraz, ze istnie-
je a > 0 takie ze funkcja ®(M,n, z) nie zalezy od zmiennych (M, m) dla kazdych
(M, m, z) takich,ze 0 < M —x < alub 0 < x —m < a. Jesli funkcja wyplaty zalezy
tylko od maksimum lub minimum, powyzsze zalozenie moze by¢ uproszczone:

* dla pewnego a > 0, funkcja ®(M, z) nie zalezy od M jesli0 < M — z < a lub
* dla pewnego a > 0, funkcja ®(m, z) nie zalezy od m je§li0 <z —m < a

Zatozenie to nie jest tak restrykcyjne dla wigkszosci rozwazanych opcji barierowych.
Podamy teraz wyrazenia na a dla poszczegdlnych opcji barierowych.

1. Opcje z jedng bariera

e up-and-out: a = B — z,

* down-and-in:a =z — D,
2. Opcje dwubarierowe
* przyjmujemy: ¢ = min(B; — x,x — Bs),

Aby wypisa¢ wspomniane formuty, konieczne jest jeszcze wprowadzenie procesu do-
minujqcego X, przez ktéry rozumiemy niemalejacy, adaptowany, prawostronnie ciagly
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proces (Yz)o<i<r, taki, ze Vier | Xy — 2| < Y;. Do konstrukeji procesu Y wrdci-
my pod koniec tego paragrafu. Proces Y musi by¢ gladki w sensie Malliavina, za-
tem poddajemy go transformacji funkcja ¥ € Cp°. Funkcja ta powinna spehiac:
U :[0,00) — [0,1] oraz U(z) = 1,dlaz < a/21i ¥(z) = 0, dlaz > 2. Autorki
skorzystaty tu z pewnej transformacji funkcji transportowej przyjmujac

1 dlax < g
\I’(:L‘) = eXp(—% + 1) dlax € [%,a]
0 dlaz > a.

Ponizej przytoczymy wzory na H; oraz Hy przytoczone przez autoréw ([5]).

s ZT
Hy = 6(— 1 w(Y)) + 0,H,,
S w(yy)dt

edzie 8, Zr = Zr [} W (x + Vi)(dVy — h(z + Vi)ds), 6(u) = [ w;dW;, za$ Zp =
%#T = exp(foT h(XdV, — & fOT h?(X,)ds), co definiuje miarg Q, w ktérej proces
Vi = X; — x jest standardowym ruchem Browna. Wzory te sa dos¢ skomplikowane,
ale jesli funkcja dryfu h(x) = p (tak jak to jest w modelu Blacka - Scholesa), wzory
si¢ upraszczaja:

1
H,y
o = 5(WW(Y.)) + 0. H;.

Ostatnia kwestia jest konstrukcja procesu dominujacego. Rozwazamy dwa przypadki:
1. I jest catym przedziatem [0, T7].
2. S sktada si¢ ze skoriczonej liczby momentéw.

Na poczatek ograniczymy si¢ do przypadku (1). Najprostszym procesem dominujacym
jest wowczas proces

Y, = mgux(XS —z) — min(X, — x).
s<t

s<t

Spetnia on konieczne zatozenia, jednak jego wada jest fakt, ze Y; ¢ D?P, zatem nie
moze by¢ uzywany do obliczania I' i wyzszych pochodnych. Innym pomystem na kon-
strukcje procesu dominujacego jest:

t t|X _Xlry
Y, :=8(4 =8 vl dsd
st [ [ s a0t

2

dla pewnej parzystej liczby v oraz 0 < m < 3 — 2. Proces ten speinia wymagane
warunki i jest wystarczajaco gtadki do obliczania wyzszych pochodnych.
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W drugim przypadku znalezienie procesu dominujacego o odpowiednich wiasno-
Sciach jest tatwiejsze. Znowu mozemy skorzystac z 'extrema proces’

Y, = X, — — i X, —
p=p e (X —o) - min (X —2),

jednak znéw postuzyé on moze jedynie do obliczania A. Dla wyzszych r6zniczek uzy-
wamy tutaj procesu

Yi= [N Y (X - )2

1<i<N:#;<t

4.3 Wygladzanie barriery

Obliczanie greckich parametréw metoda rézniczkowania po trajektoriach jest nie moz-
liwe gdy funkcja wyptaty nie jest wystarczajaco regularna. Aby wykorzystac t¢ metodg
dla opcji barierowych potrzebne jest wygtadzenie bariery. WeZmy dla przyktadu opcje
call z bariera down-out. Wyptate z takiej opcji mozna opisac nastgpujaco:

P(ST, Srnvn) = R(ST - K)H(Snnln - B)

Gdzie:
R(z) = min(z,0)

H(z) = Lz>0y

Zastapmy powyzsze funkcje przez:

H = }[tanh( )+ 1]

€T
€

2
Rez/” H.(z)de
— 00

dla pewnego parametru epsilon. Dla tak zdefiniowanej wyptaty mozemy juz tatwo
liczy¢ greki. (szczegdty w [13])

Problemem jest wybor parametru epsilon. Kiedy jest on zbyt duzy wyptata jest
przyblizana zbyt niedoktadnie, kiedy zbiega do zera wariancja estymatora dazy do nie-
skoficzono$ci. W zwiazku z tym narzucajacym si¢ rozwiazaniem jest wybranie epsi-
lona na podstawie variancji estymatora, niestety estymacja tej wariancji dla bardzo
niskich epsilonéw zawiedzie. Rozpatrzmy to na uproszczonym przykladzie - zatézmy
ze wyplata z opcji jest réwna:

P(STasmzn) = He(l - szn)

dla bardzo matego epsilona. Pochodna tej funkcji jest bliska zeru prawie wszg-
dzie i ekstremalnie wysoka w waskim obszarze wokét 1. W zwiazku z tym jesli nie
wylosujemy zadnej probki dostatecznie blisko 1 estymacja delty bedzie bliska zeru -
tak jakbySmy prébowali zastosowaé metode rézniczkowania po trajektoriach bez wy-
gladzania. Jednocze$nie wariancja z probki réwniez bedzie bliska zeru, podczas gdy
prawdziwa wariancja jest bardzo wysoka.

20



Na ponizszym wykresie jest pokazana wartosci estymatora delty w zaleznosci od
epsilona: (prawdziwa warto$¢ oznaczona pozioma kreska)

N

delta
T
L

04 L L L L
1e-8 1e-6 le-4 1e-2 1e+0 1e+2

epsilon

Jak wida¢, dla bardzo matych epsilondw wartoSc estymatora stabilizuje si¢ na bigdnej
warto$ci. Ponizej warto§¢ doktadnosci estymatora (a doktadniej jego odchylenie stan-
dardowe szacowane z prébki). Przy wycenie opcji waniliowej za pomoca Monte Carlo
powinno by¢ bliskie zeru, tutaj jednak wygtadzanie barriery prowadzi do wysokiej wa-
riancji - ktéra ro§nie wraz z malejacym epsilonem, niestety dla tych bardzo matych nie
jestesmy tego w stanie wywnioskowac na podstawie probki.
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W zaimplementowanym kodzie zostala przyjeta nastgpujaca strategia:
1) Trajektorie sa losowane tylko raz, aby zachowac realny czas obliczen.
2) Dla tych trajektori sa liczone estymatory dla r6znych epsilonéw. Startowym para-
metrem jest epsilon = 1, jesli (prébkowa) wariancja estymatora jest odpowiednio mata,
sprawdzany jest kolejny, mniejszy parametr epsilon. Procedura jest powtarzana az wa-
riancja prébkowa zrobi si¢ zbyt duza.

Powyzsza strategia ma swoje uzasadnienie w fakcie ze estymowana wariancja naj-
pierw znaczaco ro$nie, by dopiero potem zbiec do falszywej wartosci. Jesli nie prze-
kroczy pewnego progu niezaleznie od epsilona to oznacza to ze barriera nie ma duzego
znaczenia dla wyceny opcji - prawie nigdy nie jest przekraczana. W takim wypadku
wycena oparta na epsilon = 0 nie zaburza znaczaco wyniku. Cata metoda sprowadza
si¢ do kontrolowania btgdu wariancji estymatora przy jednoczesnym minimalizowaniu
btedu wygladzenia (zaburzenia funkcji wyplaty). Metoda ta ma wigc z géry ustalong
optymistyczna doktadno$é, dla delty jest to max(0.01, delta/100), dla gammy max(0.1,
gamma/10). Uzycie jedynie wzglednego bledu prowadzi czgsto do przedwczesnego
zastopowania powyzszego algorytmu (zbyt wysokiego parametru epsilon) - gdy esty-
macja (dla pewnego epsilona) jest bliska zeru. R6zne state dla gammy i delty wynikaja
z realnych mozliwosci doktadnosci estymacji.

W kodzie sa zaimplementowane metody liczenia greckich parametréw opcji jedno
barrierowych, double-knock-out, i innych dwu barrierowych. W obecnym stanie meto-
da liczenia tych ostatnich nie jest uzywana, zamiast tego sa one liczone przez ztozenie
opcji jednobarrierowych.
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5 Opis produktu

Wynikiem projektu jest stworzenie silnika do symulacji Monte Carlo wedtug modelu
Longstaffa - Schwarza, majacego na celu wyceng opcji europejskich i amerykanskich
oraz ich greckich parametréw. Wycena ta ma uzywac¢ danych rynkowych takich jak
czynniki dyskontowe, kalendarz réznych gield i lat oraz status dnia - roboczy badz nie.

Zaimplementowane typy opcji sa wymienione ponizej. Doktadny opis funkcji wy-
ptat ponizszych opcji jest opisany w dokumentacji [10].

Wyceniane sa nastgpujace opcje europejskie i amerykariskie oraz obliczane ich
greckie parametry:

1. Opcje waniliowe call oraz put,

2. Strategia cash-or-nothing,
Strategia asset-or-nothing,
Strategia Straddel,

Strategia Risk Reversal,

Strategia Butterfly,

N AW

Strategia Strangle.

Précz tego mozna wycenié barierowe opcje europejskie z bariera typu europejskie-
go oraz wyliczy¢ ich greckie parametry:

1. Opcje z bariera europejska down-and-out,
2. Opcje z bariera europejska up-and-in,

3. Opcje z bariera europejska up-and-out,

4. Opcje z bariera europejska down-and-in.

Wyceniane sa takze opcje europejskie i amerykarniskie z bariera amerykariska moni-
torowana w nastgpujace sposoby: ciagle monitorowanie przez czas zycia opcji, ciagte
monitorowanie w oknie czasowym, dyskretne monitorowanie przez czas zycia opcji,
dyskretne monitorowanie w oknie czasowym. Dla wszystkich tych opcji obliczana jest
tylko cena opcji. Greckie parametry nie sg obliczane. Wycena jest zrobiona dla naste-
pujacych opcji europejskich i amerykanskich:

1. Opcje down-and-out,
. Opcje up-and-in,
. Opcje up-and-out,

. Opcje double-knock-out,

2
3
4. Opcje down-and-in,
5
6. Opcje up-in-up-out,
7

. Opcje down-in-down-out.
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6 Dokumentacja

W tej czgsci przedstawimy opisy zaimplementowanych funkcji wyliczajacych ceny
poszczegdlnych opcji amerykanskich i europejskich w modelu Longstaffa-Schwartza.
Dokumentacja opisuje program gtéwny zawarty w pliku SO_MC_barrier.msktada-

jacy sig z funkcji gtéwnej calculate_MC, ktdra oblicza ceny opcji amerykanskich i
europejskich przez wywotanie potrzebnych funkcji pomocniczych oraz funkcji pomoc-

niczych. Obliczenia dla opcji europejskich sa realizowane przez funkcje EuropeanOptionPrice
a dla opcji amerykanskich, przez funkcje LSModel.

6.1 Opisy funkcji
6.1.1 brownianBridge

1. Opis: Funkcja pomocnicza obliczajaca wartosci odpowiednich mostéw Browna
dla danego odcinka czasu.

2. Input: prev_assetPrice - cena aktywa bazowego w poprzednim wezle; assetPri-
ce; B; sigma; dt_i - dtugo$¢ odcinka czasu pomigdzy poprzednim a kolejnym
weztem; barrier_type

3. Output: bB - dla opcji jednobarierowych jest to przyblizona warto$¢ prawdo-
podobienstwa nieprzekroczenia bariery na odcinku czasu pomigdzy dwoma we-
ztami. Dla opcji typu double-knock-out i double-no-touch jest to analogiczne
przyblizone prawdopodobienistwo nieprzekroczenia zadnej z barier. W przypad-
ku opcji typu knock-in-knock-out zwracany jest wektor o dwoch wspdtrzednych
- pierwsza mowi, z jakim prawdopodobienstwem w danym odcinku czasu prze-
kroczona zostanie bariera aktywujaca i jednoczes$nie nie zostanie przekroczona
bariera dezaktywujaca (dla opcji, ktére nie byly jeszcze aktywne). Druga wsp6t-
rzgdna wykorzystywana jest dla opcji aktywnej i oznacza prawdopodobienstwo,
ze na danym odcinku czasu nie zostanie ona zdezaktywowana.

6.1.2 generateAssetBase_barrier

1. Opis: Funkcja pomocnicza, ktéra w celu optymalizacji kodu oblicza jednocze-
$nie kilka istotnych, wykorzystywanych w pézniejszych etapach pracy programu
zmiennych.

2. Input: SO; B; discountDelta; discountDeltaF; sigma; number_of _paths; grid; dt;
monitoring_type; barrier_type; monitoringGrid; nodeWindow_start; nodeWin-
dow_end

3. Output: RNGSeeds - macierz ziarna pozwalajaca podczas powtérnego losowa-
nia otrzymac¢ identyczne prébki z rozktadu normalnego, wykorzystywane do sy-
mulacji Sciezek cen aktywa bazowego; stoping_time - wektor momentow za-
trzymania, tj. numeréw wezldw na siatce czasu, dla ktérych na poszczegdlnych
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6.1.3

6.14

6.1.5

Sciezkach po raz pierwszy przekroczono bariere, zmodyfikowany przez poréw-
nanie obliczonych mostéw Browna z warto$ciami prébki rozktadu jednostajne-
go; ST - wektor uzyskanych w wyniku symulacji cen aktywa bazowego w chwili
zapadnigcia opcji, z - suma wylosowanych wektoréw z rozkladu normalnego
(obecna we wzorze na ceng instrumentu bazowego w chwili 7).

generateAssetBase_barrier_eur

. Opis: Funkcja pomocnicza, ktéra w celu optymalizacji kodu oblicza jednocze-

$nie kilka istotnych zmiennych, wykorzystywanych w péZniejszych etapach ob-
liczen dla opcji europejskich.

. Imput: SO; B; discountDelta; discountDeltaF; sigma; number_of_paths; grid; dt;

monitoring_type; barrier_type; monitoringGrid; nodeWindow_start; nodeWin-
dow_end

. Output: stoping_time_eur - wektor momentéw zatrzymania, tj. numeréw we-

zY6w na siatce czasu, dla ktérych na poszczegélnych Sciezkach po raz pierwszy
przekroczono barierg; ST - wektor uzyskanych w wyniku symulacji cen akty-
wa bazowego w chwili zapadnigcia opcji; bridgewhole - iloczyn prawdopodo-
biefistw nieprzekroczenia bariery na odcinkach czasu pomiedzy wszystkimi we-
ztami (potrzebny do odliczenia ceny opcji europejskie;j.

updateStoping time

. Opis: Funkcja pomocnicza, ktéra w ¢-tym weZle na siatce czasu sprawdza, na

ktérych Sciezkach zostata przekroczona bariera. Wéwczas wybiera te §ciezki ¢
jesli do tej pory nie zostat dla nich wyznaczony moment przekroczenia bariery,
przypisuje mu warto$¢ . W przypadku ciagtego monitorowania bariery zostaje
za kazdym razem uwzgledniony most Browna - prawdopodobienstwo nieprze-
kroczenia bariery na odcinku [i — 1, 4] - jego warto$¢ poréwnywana jest z prébka
z rozktadu jednostajnego. Jesli jest wigksza - uznaje sig, ze bariera nie zostata
przekroczona.

. Input: stoping_time; i; prev_assetPrice; assetPrice; B; sigma; Mx; barrier_type;

condition - zmienna logiczna méwiaca, czy bariera zostala przekroczona; dt;
monitoring_type; nodeWindow_start; nodeWindow_end

. Output: sroping_timeNew - zaktualizowany (na moment ¢-ty) wektor momen-

tow zatrzymania. Uwaga: dla opcji knock-in-knock-out stoping_time jest macie-
rz3 o dwdéch kolumnach: w pierwszej z nich znajduje si¢ moment przekroczenia
bariery aktywujacej opcje, w drugiej - dezaktywujacej.

updateStoping time_eur

. Opis: Funkcja pomocnicza, ktéra w ¢-tym weZle na siatce czasu sprawdza, na

ktérych Sciezkach zostata przekroczona bariera. Wéwczas wybiera te §ciezki ¢
jesli do tej pory nie zostat dla nich wyznaczony moment przekroczenia bariery,
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przypisuje mu warto$¢ ¢. Przy aktualizowaniu moment6éw stopu nie jest uwzgled-
niany Brownian bridge, jednak zamiast tego wczytywany wektor bridgewhole
(iloczyn mostéw Browna dla odcinkéw migdzy dotychczasowymi weztami) zo-
staje przemnozony o warto$¢ kolejnego mostu.

2. Input: stoping_time_eur; i, prev_assetPrice; assetPrice; B; sigma; Mx; bar-
rier_type; condition; dt, monitoring_type; nodeWindow_start; node Window_end,
bridgewhole.

3. Output: stoping_time_eurNew; bridgewholeNew - zaktualizowane wartosci upda-
teStoping_time_eur i bridgewhole.

6.1.6 EuropeanOptionPrice

1. Opis: Funkcja obliczajaca cene europejskiej opcji barierowej. To jest funkcja
gléwna, ktéra wywotuje funkcje pomocnicza EuropeanOptionPrice_ wy-
konujaca wtasciwe obliczenia. W tej funkcji obliczenia dla opcji knock-in-knock-
out sg sprowadzane do kombinacji liniowej prostszych opcji.

2. Input: SO; K; B; name; issue_date; expire_date; grid; discountCurve; discount-
Delta; discountCurveF; discountDeltaF; tgrid; dt; discountOSO; discountPPO,;
monitoring_type; monitoringGrid; nodeWindow_start; nodeWindow_end;, bar-

rier_type.

3. Output: y - wektor kolumnowy o 7 wierszach zawierajacy cen¢ europejskiej
opcji barierowej oraz greckie parametry (dla opcji z bariera amerykarska wszyst-
kie greckie parametry maja warto$¢ zero).

6.1.7 EuropeanOptionPrice_

1. Opis: Wtasciwa funkcja obliczajaca ceng europejskiej opcji barierowej. W tej
funkcji robione sa osobne obliczenia dla opcji z bariera obserwowana w spos6b
ciagly, bariera obserwowana na odcinku czasu (Window), bariera obserwowana
w dyskretnych momentach czasu oraz opcji, dla ktérych brak bariery lub bariera
jest typu europejskiego (obserwowana tylko w momencie zapadalnosci opcji).

2. Input: SO; K; B; name; issue_date; expire_date; grid; discountCurve; discount-
Delta; discountCurveF; discountDeltaF'; tgrid; dt; discountOSO; discountPPO,
monitoring_type; monitoringGrid; nodeWindow_start; nodeWindow_end; bar-

rier_type.

3. Output: y - wektor kolumnowy o 7 wierszach zawierajacy ceng europejskiej
opcji barierowej oraz greckie parametry (dla opcji z bariera amerykanska wszyst-
kie greckie parametry maja warto$¢ zero).
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6.1.8
1.

6.1.9

LSMmodel

Opis: Funkcja oblicza ceng oraz greckie parametry dla opcji amerykanskiej wg
modelu Longstaffa-Schwartza dla wybranego rodzaju opcji barierowych. Obli-
czane s takze wartosci dla opcji, dla ktérych brak bariery. Funkcja potrafi takze
wyliczy¢ wartosci dla opcji z bariera typu europejskiego (obserwowana tylko w
momencie zapadalnosci opcji), ale takie opcje jako opcje amerykarskie nie maja
sensu finansowego.

. Imput: SO, K, B, name, issue_date, expire_date, grid, discountCurve, discount-

Delta, discountCurveF, discountDeltaF, workingGrid, tgrid, dt, discountOSO,
discountPPO, monitoring_type, monitoringGrid, nodeWindow_start, nodeWin-
dow_end, order, barrier_type,OLS_TLS - wyb6r metody (COLS’ albo *"TLS’) ob-
liczania warunkowej wartosci oczekiwanej przysztej wyptaty, domys$lnie *OLS’.

. Output: textity - wektor kolumnowy o 7 wierszach zawierajacy ceng amerykan-

skiej opcji barierowej oraz greckie parametry (dla opcji z bariera amerykarska
wszystkie greckie parametry maja warto$¢ zero).

CheckIfActive

. Opis: Funkcja pomocnicza sprawdzajaca czy w danej chwili i opcja barierowa

jest aktywna.

. Input: stoping_time, i, barrier_type

. Output: condition - wektor logiczny tej samej dtugosci co stopping_time, w

ktérym True oznacza, ze opcja barierowa aktywowata si¢ najpdZzniej w chwili %
(odpowiednio: nie dezaktywowata si¢ wczesniej lub w chwili 7).

6.1.10 CheckIfHappened

1.

Opis: Funkcja pomocnicza sprawdzajaca czy w danej chwili i cena instrumentu
bazowego przekroczyta bariere.

Input: assetPrice, B, barrier_type

Output: condition - wektor logiczny tej samej dtugosci co assetPrice, w ktérym
True oznacza, ze cena instrumentu podstawowego przekroczyta barier¢ (odpo-
wiednio: jedna z barier dla opcji double-knock-out). Dla opcji knock-in-knock-
out tworzony jest wektor o dwoch kolumnach (kazda o tej samej dlugosci co
assetPrice). Pierwsza kolumna podaje warunek przekroczenia bariery dolnej, a
druga bariery gérne;j.

6.1.11 rozszerzony ExpectedValueCoef

1.

Opis: Funkcja pomocnicza obliczajaca wspdtczynnik regresji. Ta funkcja nie
jest wykorzystywana w obecnej wersji programu.
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2. Input: inTheMoney, assetPrice, order, optionPrice, OLS_TLS.

3. Output: Coef - wspdtczynnik regresji przeprowadzonej metoda Ordinary Least
Squares (zgodnie z oryginalnym algorytmem Longstaffa-Schwartza) albo Total
Least Squares (zgodnie ze zmodyfikowanym algorytmem Longstaffa-Schwartza
TLSQM).

6.1.12 rozszerzony CalculateExpectedValue
1. Opis: Funkcja pomocnicza obliczajaca warto$¢ oczekiwanag opcji z regres;ji.

2. Input: inTheMoney, assetPrice,order, optionPrice, OLS_TLS.

3. Output: expectedValue - warto$¢ oczekiwana obliczona metoda OLS lub TLS.

6.1.13 LaguerrePolyMatrix

1. Opis : Funkcja pomocnicza obliczajaca macierz wielomianéw Laguerre’a dla
zadanego stopnia order.

2. Input : wektor X, order,

3. Output : wynikiem jest macierz PolyMatrix, gdzie w kolumnach znajduja si¢
wartoSci dla kazdego wielomianu Laguerre’a stopnia od 0 do order a argumen-
tem kazdego z nich jest wektor X;

6.1.14 EurGreeks

1. Opis: Funkcja wylicza greckie parametry — delt¢ oraz gamme dla barierowych
opcji europejskich. Ta funkcja nie jest wykorzystywana, poniewaz zawiera biedy.

2. Input: SO, RNGSeeds, K, B, name, dt, tgrid, T, barrier_type, monitoring_type,
discountCurve, discountDelta, discountCurveF, discountDeltaF, sigma, monito-
ringGrid, grid, Mx.

3. Output: Delta, Gamma.

6.1.15 dXcalculate

1. Opis: Funkcja pomocnicza wyliczajaca przyrost logarytmu ceny instrumentu
podstawowego dla danej chwili czasu.

2. Input: RNGSeed, dt, disFacDelta, disFacDeltaF, Mx, sigma

3. Output: dX
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6.1.16 Psi

1. Opis: Funkcja klasy C*° wzgledem Y, przyjmujaca warto$¢ 1dlaY < a/2, za$
0OdlaY > a.

2. Input: ¥, a
3. Output: PsiValue

6.1.17 CalculateMC

1. Opis: Funkcja obliczajaca ceny opcji europejskiej lub amerykarskiej dla réz-
nych strategii. To jest funkcja gtéwna wywotujaca CalculateMC_, ktéra jest
funkcja pomocnicza wykonujaca wiasciwe obliczenia. W tej funkcji obliczenia
dla portfeli sa sprowadzane do kombinacji liniowej prostszych opcji.

2. Input: name; K, B, issue_date, expire_date, DF_QUOT, DF_BASE, exercise_type
— “American’ dla obliczenia wartosci opcji amerykanskiej lub *European’ dla
opcji europejskiej, monitoring_type, window_start_date, window_end_date, MF
— czestotliwo$¢ (w dniach) dyskretnego monitorowania bariery, OLS_TLS.

3. Output: y - wektor kolumnowy o 7 wierszach zawierajacy ceng¢ opcji barierowej
oraz greckie parametry dla opcji amerykanskiej lub europejskiej w zaleznosci od
wybranego exercise_type.

6.1.18 CalculateMC

1. Opis: Wiasciwa funkcja obliczajaca ceny opcji europejskiej lub amerykanskiej
dla réznych strategii. T

2. Input: name; K, B, issue_date, expire_date, DF_QUOT, DF_BASE, exercise_type
— “American’ dla obliczenia warto$ci opcji amerykanskiej lub European’ dla
opcji europejskiej, monitoring_type, window_start_date, window_end_date, MF
— czgstotliwos$¢ (w dniach) dyskretnego monitorowania bariery, OLS_TLS.

3. Output: y - wektor kolumnowy o 7 wierszach zawierajacy ceng opcji barierowej
oraz greckie parametry dla opcji amerykanskiej lub europejskiej w zaleznosci od
wybranego exercise_type.

6.1.19 1log_two_cosh

1. Opis: Wylicza log(2*cosh(x)) radzac sobie z faktem ze cosh(x) = Inf dla abs(x)
> 700

2. Input: x
3. Output: y
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6.1.20 generateSmoothFunc_all

1. Opis: Zwraca funkcje stuzace do wyceny greckich parametréw. Ef - wyptata
z put lub call, Bf - czynnik barriery - przyjmuje wartosci z przedziatu [0, 1] (
np. Heaviside), B2f - (jedynie dla double-out) czynnik drugiej barriery. Prefix
’d’ oznacza pochodng (ze wzglgdu na S0), ’d2’ druga pochodna. Dla opcji dwu-
barrierowych innych niz double-knock-out w Bf jest zawarta poprawka na obie
barriery.

2. Input: barrier_type, smooth_parameter, K, B, callput
3. Output: Bf, dBf, d2Bf, Ef, dEf, d2Ef, B2f, dB2f, d2B2f

6.1.21 smoothed price_and greeks

1. Opis: Oblicza ceng, delte i gamme, dobierajac dla nich wtasciwe parametry ep-
silon.

2. Input: assetMin, assetMax, assetPrice, barrier_type, SO, K, B, callput, discount-
Curve, discountCurveF

3. Output: price, delt, gamm, deviations, smooth_parameters

6.1.22 smoothed_price_and_delta

1. Opis: dobiera parametr wygladzajacy dla delty i zwraca deltg¢ (oraz ceng przy
tym samym parametrze)

2. Input: assetMin, assetMax, assetPrice, barrier_type, SO, K, B, callput, discount-
Curve, discountCurveF

3. Output: price, delt, deviation_price, deviation_delta, smooth_parameter

6.1.23 smoothed gamma
1. Opis: dobiera parametr wygtadzajacy dla gammy i zwraca gamme

2. Input: assetMin, assetMax, assetPrice, barrier_type, SO, K, B, callput, discount-
Curve, discountCurveF

3. Output: gamm, deviation, smooth_parameter

6.1.24 smoothed price_and greeks_

1. Opis: oblicza greki przy zadanym parametrze wygtadzajacym. Parametry cout-
Price, countDelta, countGamma wyznaczaja ktére warto$ci maja faktycznie by¢
obliczone (domy$lnie wszystkie)

2. Input: assetMin, assetMax, assetPrice, barrier_type, SO, K, B, callput, smo-
oth_parameter, discountCurve, discountCurveF, countPrice=1, countDelta=1,
countGamma=1
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3. Output: price, delt, gamm, deviations

6.1.25 barrier_opt_price_and_greeks_from_asset_double_out
1. Opis: wykonuje rzeczywiste obliczania dla opcji double-knock-out

2. Input: assetMin, assetMax, assetPrice, barrier_type, SO, K, B, callput, smo-
oth_parameter, discountCurve, discountCurveF,countPrice=1, countDelta=1, co-
untGamma=1

3. Output: price, delt, gamm, deviations

6.1.26 barrier_opt_price_and_greeks_from_asset
1. Opis: wykonuje rzeczywiste obliczania dla opcji r6znych od double-knock-out

2. Input: assetMin, assetMax, assetPrice, barrier_type, SO, K, B, callput, smo-
oth_parameter, discountCurve, discountCurveF,countPrice=1, countDelta=1, co-
untGamma=1)

3. Output: price, delt, gamm, deviations
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