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1 Wstep

Celem niniejszego projektu jest implementacja algorytméw wyceny opcji barierowych
paryskich metoda oparta na rozwigzywaniu rowania Blacka-Scholesa. Na podstawie
danych rynkowych oraz charakterystyk opcji napisany w Octave program wyznacza
parametry réwnania Blacka-Scholesa wraz z odpowiednimi dla danego kontraktu wa-
runkami brzegowymi i koicowymi, a nastgpnie rozwiazuje to réwnanie metoda réznic
skoniczonych (schemat Crank-Nicholson lub schemat niejawny). Poza ceng opcji ob-
liczane sa takze parametry greckie: delta spot, delta forward, gamma spot, gamma
forward, theta, oraz vega.

2 Opcje paryskie

Jednobarierowe opcje paryskie sa kontraktami, w ktérych wtasnosci in lub out jest
aktywowana nie w momencie dotknigcia bariery lecz po pewnym ustalonym z géry
czasie przebywania ceny instrumentu bazowego nad lub pod bariera (czas barierowy).
Opcje typu paryskiego dzieli si¢ na dwie klasy:

e Parisian - W momencie, gdy cena akcji jest r6wna barierze, czas przebywania
nad/pod barierg jest zerowany.

e Parasian - Czas przebywania nad/pod bariera jest suma wszyskich przebywan
poza bariera

Wyptata z opcji jest réwna wypltacie z opcji europejskiej po spetnieniu warunkéw za-
leznych od typu bariery (analogicznie do tradycyjnych opcji barierowych) i zero w
przeciwnym przypadku.

2.1 Uklad PDE dla opcji paryskich

W dalszym ciagu zajmiemy sie wytacznie opcjami Parisian. Rozpocznijmy od zde-
finiowania zmiennej 7, ktéra opisuje czas spgdzony nad/pod bariera, ktary nazwiemy
czasem wypadu. Przyrost tego czasu dla opcji typu out dany jest wyrazeniem

0 S<B,
dr =
{dt S > B,

gdzie B jest bariera. Dla opcji typu in nieréwnoSci maja przeciwny kierunek.

Warunek barierowy jest spetniony, kiedy czas wypadu 7 osiagnie ustalona z géry
warto§é T’ zwana czasem barierowym.

Niech V' bedzie ceng opcji paryskiej w modelu rynku Blacka-Scholesa. Kiedy cena
instrumentu bazowego S jest po tej stronie bariery, po ktérej czas wypadu nie przyrasta,
cena opcji jest wytacznie funkcja zmiennych (S, ¢) a odpowiednie réwnanie réznicz-
kowe ma postaé
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Kiedy cena instrumentu bazowego S jest po tej stronie bariery, po ktérej czas wypadu
przyrasta, cena opcji jest funkcja zmiennych (S, ¢, 7) a odpowiednie réwnanie réznicz-
kowe ma postac
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Aby otrzyma¢ zamkniety uktad nalezy te dwa réwnania uzupetni¢ odpowiednimi
warunkami granicznymi. Dla uproszczenia rozwazan na temat warunkéw granicznych
przyjmijmy w dalszym ciagu, ze rozpatrywana bariera jest typu up-and-out. Wtedy w
obszarze A; = {S < B} obowiazuje pierwsze réwnanie a w obszarze Ay = {S > B}
drugie réwnanie. Zauwazmy, ze obszar A; jest obszarem dwuwymiarowym A; =
{(S,t): t €10,T],S € [0, B]}, bo zmienna 7 jest w nim stale réwna zero, a obszar Az
jest obszarem tréjwymiarowym Ay = {(S,t,7): t € [0,T],7 € [0,T], S € [B,00)}.
W obszarze A; warunek koricowy ma postaé

V(S,T) = vanilla option end condition.
Takze warunek na brzegu S = 0 jest oczywisty

éin%) V' (S, t) = vanilla option boundary condition.
—

Nie mamy warunku brzegowego na brzegu S = B. Ten problem zostanie oméwiony
pdZniej.
W obszarze Ay warunek koricowy ma postaé

V(S,T,7)=F(S,7), 0<7<T,

gdzie F' moze opisywaé skomplikowane wyptaty (np. wyptaty zalezne od czasu ja-
ki cena instrumentu bazowego spedzita ponad bariera B). W przypadku waniliowych
opcji paryskich F'(S,T) jest niezalezna od 7 oraz réwna wyplacie ze standardowej
opcji waniliowej (call lub put).

Warunek brzegowy dla S — +o00 jest zalezny od czasu ¢ oraz czasu wypadu 7. Jezli
(I'—7) < (T—t),todla S — +oc cena instrumentu bazowego bedzie ponad bariera B
do czasu osiagnigcia czasu barierowego T'. Oznacza to, ze warunek barierowy zostanie
spetniony

Slgrgo V(S,t,7) =0, dla(T—7)<(T—1). 3)

Jeili (T —7) > (T —t), to nie ma dostatecznrej ilosci czasu aby czas wypadu osiagnat
czas barierowy. Wtedy

Slim V(S,t,7) = vanilla option boundary condition at infinity, ~dla (7T—7) > (T—t).
—00
“

Warunki brzegowe na brzegu S = B wynikaja z warunkéw ciaglosci trajektorii
procesu cen instrumentu bazowego S;. Ten warunek ciagtosci daje

Sl% V(S,t) = Sh\% V(S,t,7 =0). Q)



Dodatkowo w obszarze Az na ptaszczyZnie S = B mamy warunek “reset condition”:
zawsze, gdy cena S osiagnie od géry warto$¢ B, to czas wypadu 7 jest zerowany

V(B,t,7) =V(B,t,0). ©)

Warunek ciaglosci (5) nie wystarcza do wyznaczenia ceny opcji na granicy S = B.
Dodatkowo postuluje si¢ warunek ciagtosci delty (continuous hedge)
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Po tym uzupetnieniu optrzymujemy zamkniety uktad réwnan.
W obszarze A; mamy nastgpujace zagadnienie graniczne

ov
L LLY =
D +LV =0,

V(S,T) = vanilla option end condition, ®)

5lvim0 V(S,t) = vanilla option boundary condition.
—

W obszarze A, mamy zagadnienie graniczne

v oV

677' + E +LV = 0,

V(S,T,7)=F(S,7), 0<7<T,

V(B7t7 T) = V(B’t7 0)7 (9)

lim V(S,t,7) =0, dla(T—71)<(T-1t),
S—o0

Slim V(S,t,7) = vanilla option condition at infinity, ~dla (T — 7) > (T — t).
— 00

Dodatkowo mamy warunki zgodnosci rozwiazan w obszarach A; i As
lim V(S,t) = lim V(S,t,7 =0),
S B S\.B

p V(S L OV(S.t,0) (10)
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2.2 Schemat numeryczny

Wyprowadzony uktad réwnan jest rozwiazywany metoda réznic skoriczonych.
Uzytkownikowi pozostaiony jest wybdr migedzy schematem Crank-Nicolsona a sche-
matem niejawnym. Dla stabilnosci obliczeniowej ustalamy t¢ sama dyskretyzacje zmien-
nych odnoszacych sig do czasu (6¢) = (07). Niech V", bedzie warto$cia opcji w punk-
cie V (i(6S), n(6t), j(6t)) wtedy

e i=0,1,.., 4,...imax Wyznacza wezly zwiazane z poziomem ceny, a i(6S) = (5.9)
jest ceng barierowa,



* n=0,1, .., @ wyznacza wezly zwiazane z czasem do zapadalno$ci T — t = n(dt)
z wartoscia graniczng m(0t) = T bedaca momentem zawarcia kontraktu. Co
wigcej niech 4 = 7 — j okre§la ostatni momentem, w ktérym z dodatnim praw-
dopodobienistwem moze nastapi¢ knock-out, jesli cena nie przekracza bariery.

* j=0,1, .., j wyznacza wezly zwigzane z czasem czasem wypadu tj. T—1 = j(0t)
z wartoscig graniczna j(dt) = T wyrazajaca oddalenie od knock-out’u o cato$é
czasu barrierowego.

Algorytm przechodzi rekurencyjnie wstecz poczynajac od wezta 1 w dwéch krokach:

1. Na poczatku obliczane sa wartosci brzegowe dla prostokata wyznaczonego przez

nastgpujace punkty
Vﬁ—l Vﬁ -~
imazsJ Tmazx,J
A—1 A
V€+1*—1 it+1,5—1
n—1 ‘/:ﬁ—
Wj 0,3
Vn; 1 Vﬁf
0,7 0,5

Cztery wartosci wyznaczajace prostokat sa dane przez zagadnienie graniczne.
Dlan = 7 — 1,4 < 4 oraz j = j cena opcji paryskiej jest réwna cenie opcji
waniliowej, poniewaz w razie ewentualnego przekroczenia bariery zostanie za
malo czasu na osiagnigcie czasu barierowego. W celu obliczenia wartosci dlaz >
i orazn = f — 1 nalezy obliczyé ceny aktywnej opcji paryskiej sterowana przez
zagadnienie (9), ktéra w chwili n wkracza ponad cene barierowa. Obliczenie
ich jest mozliwe poniewaz mamy komplet warunkéw brzegowych. Jesli cena
powrdci do poziomu ceny barierowej to bedzie ona tyle samo warta co opcja
europejska, w przeciwnym razie nastapi knock-out z powodu osiagniecia T lub
warunku S — oo.

2. W drugim kroku, dla wszystkich wezléw précz i = i, stosowana jest metoda
réznic skoficzonych w celu stworzenia uktadu réwnan obliczajacego VZ_”E dlai =

1, .., (bmaz — 1) czyli iq. — 1 niewiadomych. To pozwala uzyskaé i,,4, — 2



réwnai. Ostatnie réwnanie jest uzyskiwane dzigki warunkowi na ciaglo$¢ delty
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Obliczenia dla kazdych kolejnych n wynikaja z mozliwosci wyznacznia warunkéw
brzegowych z wartosci uzyskanych w poprzednim kroku. Dla i < i poprzez przepisa-
nie oraz dla i > 7 dzigki mozliwo$ci wyliczenia ceny aktywnej opcji paryskiej, ktéra
w chwili n wkracza ponad cene barierowa. Jest to skutkiem ’reset condition’, ktéry
pozwala zaktualizowaé wartoSci zagadnienia brzegowego dla powrotu ceny do ceny
barierowe;.

2.3 Uniwersalna funkcja dla opcji paryskkich z wyplata typu eu-
ropejskiego

Funkcja parisian_option jest w pelni zintegrowna z silnikiem PDE !. Oblicza ona opcje
typu knock: up-and-out, up-and-in, down-and-out oraz down-and-in z wyplata typu eu-
ropejskiego dla opcji call lub put.

function [y] = parisian_option (S0, K,price_barrier,
name, time_barrier_days, issue_date, expire_date, Mx=1000,
SC, DF_QUOT, DF_BASE, vect_full = true),

* SO ? poczatkowa cena instrumentu bazowego,
e K - strike,
* price_barrier - bariera cenowa,

* name - nazwa opcji tj. pdoeucall, pdieucall, puoeucall, puieucall, pdoeuput, pdieu-
put, puoeuput, puieuput, gdzie druga litera okresla down lub in, a trzecia up lub
out,

* time_barrier_days - bariera czasowa mierzona w dniach,
* issue_date - data wystawienia opcji

* expire_date - data zapadalnos$ci opcji,

* Mx - liczba przedzialéw w podziale osi cen,

* SC - wybrany schemat numeryczny 0.5 dla schematu Cranka-Nicolsona, 1 dla
schematu niejawnego,

* DF_QUOT - krzywa dyskontowa dla waluty kwotowania,

Iw szczeg6lnosci discountsCalculate(), BS_solve(), results(),vol() oraz PayoffFunction() sa niezbedne
do wykonania funkcji



* DF_BASE - krzywa dyskontowa waluty bazowej (stopy dywidendy),

» vect_full - zmienna binarna: dla true zwraca petny wektor cen dla daty wysta-
wienia opcji, dla false zwraca wektor [VO ,delta, forward_delta, gamma, for-
ward_gamma, theta] tj. cene opcji dla SO oraz wspéiczynniki greckie.



