I kolokwium ze Wstepu do Logiki,
r. ak. 2002,/2003

1. Ile podalgebr ma algebra Z = (Z,,, +%,0%), gdzie

(a) p,q sa liczbami pierwszymi,
(

b) Zps =A{0,....pq— 1},
(c) +Z to dodawanie modulo pq,
(d) 0

2. Niech ¥ bedzie sygnatura, w ktorej X1 = {f}, za§ X; = 0 dlai # 1. Mowimy, ze algebra
A = (A, fA) jest algebrg prostg, gdy dla dowolnego a € A i dowolnego naturalnego
n > 0 mamy f4"(a) # a (¢g" oznacza n-krotne wykonanie operacji g na elemencie, np.
g*(a) = g(g(a))). Ktore z nastepujacych stwierdzen sa prawdziwe?

a) Kazda algebra prosta jest nieskoniczona.

(
(b) Podalgebra algebry prostej jest zawsze algebra prosta.
(c
(d

(e

)
)
) Produkt dowolnej rodziny algebr prostych jest algebra prosta.
) Klasa algebr prostych jest rownosciowo definiowalna.

)

W klasie algebr prostych istnieja algebry wolne nad dowolng niezerowa liczba
wolnych generatoréow.

(f) Istnieje algebra prosta A i kongruencja r rézna od identycznosci taka, ze A1 A/r
sa izomorficzne.

(g) Dla dowolnych algebr prostych A, B, z ktorych kazda jest generowana przez 1
element, algebra A x B jest generowana przez co najmniej 2 elementy.

3* Niech ¥ bedzie sygnaturg jak w zadaniu 2. Algebre A = (A, f*) nazwiemy algebrq z
kotkiem, gdy
e istnieje taki element a € A oraz liczba naturalna n > 0 takie, ze f4"(a) = a oraz

e dla kazdego elementu a o powyzszej wlasnosci, jesli istnieje b € A oraz liczba
naturalna m > 0 takie, ze f*™(b) = a, to istnieje liczba naturalna k > 0 taka, ze

f(a) =
Czy w klasie algebr z kotkiem istnieje podklasa K o tej wlasnosci, ze dla kazdego zbioru
G istnieje algebra, ktora jest
e wolna w klasie K nad zbiorem wolnych generatoréw GG oraz jednoczesnie

e ma co najmniej Ny kongruencji, dla ktorych algebra ilorazowa nalezy do K.

Wszystkie odpowiedzi nalezy uzasadni¢. Kazde rozwigzanie nalezy spisa¢ na oddzielne]
kartce. Za kazde zadanie jest 10 punktow. Zdobycie 20 punktéw odpowiada uzyskaniu pigtki.
Czas trwania kolokwium: 90 minut. Powodzenia!



