IT kolokwium ze Wstepu do Logiki,
r. ak. 2002/2003

Uwaga: w razie watpliwosci konwencje nawiasowania formul znajduja sie na stronie 2.

1. Udowodni¢ w wybranym systemie dowodzenia nastepujace schematy tautologii

(a) (= B) = (v = B) = (aVy) =B,
(b) ((aVpB)V~7y) = -a— ((6Vy) A-a) (w przypadku tej tautologii mozna skorzystac z
zaltozenia, ze w wybranym systemie mamy dowod «, -« + 3 dla dowolnych « i ).

2. Czy spemnialne sa nastepujace formuty rachunku zdan:

(a) (PAQ)V(p—4q)—(pVa),
(b) ((pVa) = r)A(=(p—=r)A=(g—r))?
3. Sygnatura ¥ okreslona jest tak, ze X1 = {f}, za§ X; = () dla ¢ # 1. Napisa¢ 2 formuly bez
zmiennych wolnych ¢, z ktoérych
e jedna jest spetnialna w modelu A, w ktorym nosnik jest rowny N, zas fA(n) =n +1, a
nie jest spetnialna w modelu B z nognikiem N i f5(n) = 2" 4+ n mod 2;
e druga jest spelnialna w modelu A, okreslonym jak powyzej, a nie jest spelnialna w modelu

C z noénikiem N i

n/min{p | p jest pierwsze i dzieli n} dlan > 1,
ffn)y=< 1 dla n =0,
1 dlan =1.

4. Niech P,Q, R, S beda jednoargumentowymi symbolami relacyjnymi. Ktoére z nastepujacych
formut sa spelnialne, ktore sg tautologiami:

(a) (FyvzP(y) — Q(2)) — (FyP(y) — V2Q(2)),
(b) (VzR(z))V (VxS(z)) — (VzR(z) V S(z)).

5% Niech bedzie dana sygnatura X taka, ze

20 = {07 1}7
X = {f’ (')_17 _(')}7
Yo = {+7 *}7

21:®d131>2

Pokazaé, ze nie istnieje teoria T zawierajaca aksjomaty teorii cial, taka ze algebra A jest
modelem dla T wtedy i tylko wtedy, gdy f# jest jakim$ wielomianem. Dla przypomnienia
aksjomaty cial to:

VaVyx +y=y+z VaVyVz (x+y)+ 2z =2+ (y + 2)
VaVy x vy =y *x VaVyVz (x xy) 2 = x % (y * 2)
Verx+0=2x Vex+—(z)=0

Vezxxl==x Vzax(z) =1

VaVyVz xx (y+2)=zxy+ax*xz -0=1

Wielomianem jest funkcja g : A — A wyrazajaca sie jakim§ wzorem postaci: f(z) = apx™ + -+ +
a1 + ag.

Wszystkie odpowiedzi nalezy uzasadni¢. Kazde rozwiazanie nalezy spisa¢ na oddzielnej kartce. Za
kazde zadanie jest 5 punktéw. Zdobycie 20 punktéw odpowiada uzyskaniu piatki. Czas trwania
kolokwium: 90 minut. Powodzenia!



System naturalnej dedukcji dla logiki zdaniowe]

Aksjomaty
(A0) A a bt a
Reguly dowodzenia

Aakp Ara— 0, Aba

e
(A — intro) A "Acr_, . fg B (A — elim)% (A — elim)w
(\/—intro)m (v-intro)m (v_ehm)Akavﬁ; AA,C::% A, By

Konwencje nawiasowe

Zasieg kwantyfikatora obejmuje od jego wystapienia do nawiasu zamykajacego podwyrazenie, w
ktorym wystapil kwantyfikator, lub do korica formuly, czyli zapis Vxa — [ oznacza, ze = jest
zwiazane w « 1 f3, za$ zapis (Vza) — (3, ze tylko w . W przypadku — fromuta o« — § — v
oznacza « — (3 — ). Spojniki A, V wiaza mocniej od strzalki, czyli na przyktad o — B A~ oznacza
a — (B A7). Spojnik — wiaze mocniej niz A, V, czyli ~a V 3 to (—a) V 3.



System gentzenowski dla logiki zdaniowe}

Aksjomaty

(A0) Aab a,Ty

Reguly dowodzenia
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System hilbertowski dla logiki 1. rzedu

Aksjomaty
Dowolne generalizacje nastepujacych sekwentéw:
A0
Al) AFa— 00—
A2) AF(a=B—=7)—(a@—=p8) = a—
A3
Ad) A+ (Vea — () — (Vza) — (Vaf)
A5) AFa — Vza,oile z € FV(a);
A6) A+ (Vza) — a(o/z), o ile o jest dopuszczalny dla x w «;
A7) Az =u;
A8
A9
Cl) AF(aNp) = ~(a— 0);
(o= =8) = (A B);
AF (aVB) = (~a — B)
Ak (ma— ) = (aVB);

F (Jza) — —Vo—a;
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(E1) A
(E2) A+ =(Vz—a) — Jza.

Regula dowodzenia

Abzi=y1— 2=y — = Tp=yn — flz1,...,25) = fv1,...

AbFzi=y1—2a=Yys— = Tp=Yp = r(x1,...,2,) = r(y1,...

vyn) dla f € 57,n > 0;

) dlar € B n > 1;



