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Uwaga: w razie w¡tpliwo±ci konwencje nawiasowania formuª znajduj¡ si¦ na stronie 2.

1. Udowodni¢ w wybranym systemie dowodzenia nast¦puj¡ce schematy tautologii

(a) (α → β) → (γ → β) → (α ∨ γ) → β,

(b) ((α ∨ β) ∨ γ) → ¬α → ((β ∨ γ) ∧ ¬α) (w przypadku tej tautologii mo»na skorzysta¢ z
zaªo»enia, »e w wybranym systemie mamy dowód α,¬α ` β dla dowolnych α i β).

2. Czy speªnialne s¡ nast¦puj¡ce formuªy rachunku zda«:

(a) ((p ∧ q) ∨ (p → q)) → (p ∨ q),

(b) ((p ∨ q) → r) ∧ (¬(p → r) ∧ ¬(q → r))?

3. Sygnatura Σ okre±lona jest tak, »e Σ1 = {f}, za± Σi = ∅ dla i 6= 1. Napisa¢ 2 formuªy bez
zmiennych wolnych φ, z których

• jedna jest speªnialna w modelu A, w którym no±nik jest równy N, za± fA(n) = n + 1, a
nie jest speªnialna w modelu B z no±nikiem N i fB(n) = 2n + n mod 2;

• druga jest speªnialna w modelu A, okre±lonym jak powy»ej, a nie jest speªnialna w modelu
C z no±nikiem N i

fC(n) =


n/ min{p | p jest pierwsze i dzieli n} dla n > 1,
1 dla n = 0,
1 dla n = 1.

4. Niech P,Q,R, S b¦d¡ jednoargumentowymi symbolami relacyjnymi. Które z nast¦puj¡cych
formuª s¡ speªnialne, które s¡ tautologiami:

(a) (∃y∀zP (y) → Q(z)) → (∃yP (y) → ∀zQ(z)),

(b) (∀xR(x)) ∨ (∀xS(x)) → (∀xR(x) ∨ S(x)).

5∗ Niech b¦dzie dana sygnatura Σ taka, »e

Σ0 = {0, 1},
Σ1 = {f, (·)−1,−(·)},
Σ2 = {+, ∗},
Σi = ∅ dla i > 2.

Pokaza¢, »e nie istnieje teoria T zawieraj¡ca aksjomaty teorii ciaª, taka »e algebra A jest
modelem dla T wtedy i tylko wtedy, gdy fA jest jakim± wielomianem. Dla przypomnienia
aksjomaty ciaª to:

∀x∀y x + y = y + x ∀x∀y∀z (x + y) + z = x + (y + z)
∀x∀y x ∗ y = y ∗ x ∀x∀y∀z (x ∗ y) ∗ z = x ∗ (y ∗ z)
∀x x + 0 = x ∀x x +−(x) = 0
∀x x ∗ 1 = x ∀x x ∗ (x)−1 = 1
∀x∀y∀z x ∗ (y + z) = x ∗ y + x ∗ z ¬0 = 1

Wielomianem jest funkcja g : A → A wyra»aj¡ca si¦ jakim± wzorem postaci: f(x) = anxn + · · · +
a1x + a0.

Wszystkie odpowiedzi nale»y uzasadni¢. Ka»de rozwi¡zanie nale»y spisa¢ na oddzielnej kartce. Za
ka»de zadanie jest 5 punktów. Zdobycie 20 punktów odpowiada uzyskaniu pi¡tki. Czas trwania
kolokwium: 90 minut. Powodzenia!
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System naturalnej dedukcji dla logiki zdaniowej

Aksjomaty

(A0) ∆, α ` α;

Reguªy dowodzenia

(→ −intro) ∆, α ` β

∆ ` α → β
(→ −elim)

∆ ` α → β; ∆ ` α

∆ ` β

(∧ − intro)
∆ ` α; ∆ ` β

∆ ` α ∧ β
(∧ − elim)

∆ ` α ∧ β

∆ ` α
(∧ − elim)

∆ ` α ∧ β

∆ ` β

(∨ − intro)
∆ ` α

∆ ` α ∨ β
(∨ − intro)

∆ ` β

∆ ` α ∨ β
(∨ − elim)

∆ ` α ∨ β; ∆, α ` γ; ∆, β ` γ

∆ ` γ

(PS)
∆,¬α ` ⊥

∆ ` α

Konwencje nawiasowe

Zasi¦g kwanty�katora obejmuje od jego wyst¡pienia do nawiasu zamykaj¡cego podwyra»enie, w
którym wyst¡piª kwanty�kator, lub do ko«ca formuªy, czyli zapis ∀xα → β oznacza, »e x jest
zwi¡zane w α i β, za± zapis (∀xα) → β, »e tylko w α. W przypadku → fromuªa α → β → γ
oznacza α → (β → γ). Spójniki ∧,∨ wi¡»¡ mocniej od strzaªki, czyli na przykªad α → β∧γ oznacza
α → (β ∧ γ). Spójnik ¬ wi¡»e mocniej ni» ∧,∨, czyli ¬α ∨ β to (¬α) ∨ β.
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System gentzenowski dla logiki zdaniowej

Aksjomaty

(A0) ∆, α ` α, Γ;

Reguªy dowodzenia

(LN)
Γ ` α, ∆

Γ,¬α ` ∆
(PN)

Γ, α ` ∆
Γ ` ¬α, ∆

(LC)
Γ, α, β ` ∆

Γ, α ∧ β ` ∆
(PC)

Γ ` α, ∆; Γ ` β, ∆
Γ ` α ∧ β, ∆

(LA)
Γ, α ` ∆; Γ, β ` ∆

Γ, α ∨ β ` ∆
(PA)

Γ ` α, β, ∆
Γ ` α ∨ β, ∆

(LI)
Γ ` α, ∆; Γ, β ` ∆

Γ, α → β ` ∆
(PI)

Γ, α ` β, ∆
Γ ` α → β, ∆

(ci¦cie)
Γ ` α, ∆; Γ, α ` ∆

Γ ` ∆
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System hilbertowski dla logiki 1. rz¦du

Aksjomaty

Dowolne generalizacje nast¦puj¡cych sekwentów:

(A0) ∆, α ` α;

(A1) ∆ ` α → β → α;

(A2) ∆ ` (α → β → γ) → (α → β) → α → γ;

(A3) ∆ ` ¬¬α → α;

(A4) ∆ ` (∀xα → β) → (∀xα) → (∀xβ)

(A5) ∆ ` α → ∀xα, o ile x 6∈ FV(α);

(A6) ∆ ` (∀xα) → α(σ/x), o ile σ jest dopuszczalny dla x w α;

(A7) ∆ ` x = x;

(A8) ∆ ` x1 = y1 → x2 = y2 → · · · → xn = yn → f(x1, . . . , xn) = f(y1, . . . , yn) dla f ∈ ΣF
n , n ≥ 0;

(A9) ∆ ` x1 = y1 → x2 = y2 → · · · → xn = yn → r(x1, . . . , xn) → r(y1, . . . , yn) dla r ∈ ΣF
n , n ≥ 1;

(C1) ∆ ` (α ∧ β) → ¬(α → ¬β);

(C2) ∆ ` ¬(α → ¬β) → (α ∧ β);

(D1) ∆ ` (α ∨ β) → (¬α → β);

(D1) ∆ ` (¬α → β) → (α ∨ β);

(E1) ∆ ` (∃xα) → ¬∀x¬α;

(E2) ∆ ` ¬(∀x¬α) → ∃xα.

Reguªa dowodzenia

(MP)
∆ ` α; ∆ ` α → β

∆ ` β
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