
Egzamin poprawkowy ze Wst¦pu do logiki
r. ak. 2002/2003

Uwaga: w razie w¡tpliwo±ci konwencje nawiasowania formuª znajduj¡ si¦ na stronie 2.
Kolejno±¢ rozwi¡zywania dowolna. Wszystkie odpowiedzi nale»y uzasadni¢. Ka»de rozwi¡zanie nale»y

spisa¢ na oddzielnej kartce. Przy ka»dym zadaniu podana jest maksymalna liczba punktów, jak¡ mo»na za
nie uzyska¢. Zdobycie 60 punktów odpowiada uzyskaniu maksymalnej oceny. Czas trwania egzaminu: 180
minut. Powodzenia!

1. (10 pkt.) Niech sygnatura Σ b¦dzie okre±lona tak, »e ΣF
1 = {f}, za± ΣF

i = ∅ dla i 6= 1. Niech
n ∈ N b¦dzie ustalon¡ liczb¡ naturaln¡ wi¦ksz¡ od 0. Niech klasa Kn algebr b¦dzie okre±lona tak, »e
dla ka»dej algebry A ∈ Kn i ka»dego elementu a ∈ A (gdzie A jest no±nikiem A) mamy fAn(a) = a
oraz dla ka»dego k ∈ N, je±li 0 < k < n, to fAk(a) 6= a (fn(a) oznacza n-krotne zaaplikowanie funkcji
f do elementu a, np. f2(a) = f(f(a))). Czy dla ka»dego n tak okre±lona klasa jest równo±ciowo
de�niowalna?

2. (10 pkt.) Udowodni¢ w wybranym systemie dowodzenia nast¦puj¡ce schematy tautologii rachunku
zda«:

(a) (α → β → γ) → (α ∧ β) → γ,

(b) ((α → β) → α → γ) → (β → α → β) → β → α → γ.

3. (10 pkt.) Okre±l, które z poni»szych formuª nad odpowiednimi sygnaturami s¡ speªnialne i które s¡
tautologiami:

(a) (∃xP (x) → Q(x)) → (∀xP (x)) → (∃xQ(x)),

(b) (∀xQ(x)) ∧ ¬(∃xP (x)) ∧ (∃xQ(x) → P (x)).

4. (15 pkt.) Niech Σ b¦dzie sygnatur¡ skªadaj¡c¡ si¦ wyª¡cznie z dwóch symboli relacyjnych dwuargu-
mentowych ≡ i =. Dla poni»ej podanych wªasno±ci albo

• napisa¢ zdanie φ w j¦zyku logiki pierwszego rz¦du prawdziwe dokªadnie tylko w tych modelach A,
w których ≡A jest relacj¡ równowa»no±ci na A i speªnia dan¡ wªasno±¢, albo

• dowie±¢, »e takie zdanie nie istnieje; w tym przypadku zastanowi¢ si¦, czy istnieje zbiór zda«
wyra»aj¡cy dan¡ wªasno±¢.

Wªasno±ci:

(a) ≡A ma klas¦ abstrakcji o co najmniej dwóch elementach,

(b) ≡A ma jednoelementow¡ klas¦ abstrakcji,

(c) ≡A ma dokªadnie 3 jednoelementowe klasy abstrakcji,

(d) ≡A ma niesko«czenie wiele jednoelementowych klas abstrakcji,

(e) ≡A nie ma jednoelementowych klas abstrakcji,

(f) ≡A nie ma niesko«czenie wielu jednoelementowych klas abstrakcji.

5. (7 pkt.) Niech T b¦dzie teori¡ nad sygnatur¡ Σ tak¡, »e {=, E} ⊆ ΣR
2 i ka»de ΣR

i oraz ΣF
i dla

i ∈ N jest przeliczalne. Tego rodzaju teorie mog¡ sªu»y¢ do opisywania ró»nych klas grafów. Pokaza¢,
»e je±li dla ka»dego n istnieje graf mocy 2n, b¦d¡cy modelem teorii T , to istnieje równie» graf mocy
przeliczalnej b¦d¡cy modelem T .

6. (8 pkt.) Dla ka»dej z ni»ej wymienionych algebr poda¢ moc zbioru wszystkich jej podalgebr.

(a) 〈Q,+〉, której no±nikiem jest zbiór liczb wymiernych, a + jest dodawaniem w Q,

(b) 〈P fin(N), {ui, di | i ∈ N, i ≥ 1}〉, w której no±nikiem jest zbiór P fin(N) sko«czonych podzbiorów
zbioru N liczb naturalnych, a operacje ui, di odpowiadaj¡ odpowiednio usuni¦ciu ze zbioru ele-
mentów wi¦kszych od i oraz dodaniu do zbioru i kolejnych elementów wi¦kszych od najwi¦kszego
elementu zbioru, np.:

u1({1, 3}) = {1} u2({1}) = {1} d3({1, 3, 5}) = {1, 3, 5, 6, 7, 8}
d2(∅) = {0, 1}

(Uwaga: w tym podpunkcie jest niesko«czenie wiele operacji; przypadek specjalny dla di(∅) wyja-
±nia przykªad.)

7.∗ (7 pkt.) Dla algebr jak w zadaniu (6) poda¢ moc zbioru kongruencji.
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System naturalnej dedukcji dla logiki zdaniowej

Aksjomaty

(A0) ∆, α ` α;

Reguªy dowodzenia

(→ −intro) ∆, α ` β

∆ ` α → β
(→ −elim)

∆ ` α → β; ∆ ` α

∆ ` β

(∧ − intro)
∆ ` α; ∆ ` β

∆ ` α ∧ β
(∧ − elim)

∆ ` α ∧ β

∆ ` α
(∧ − elim)

∆ ` α ∧ β

∆ ` β

(∨ − intro)
∆ ` α

∆ ` α ∨ β
(∨ − intro)

∆ ` β

∆ ` α ∨ β
(∨ − elim)

∆ ` α ∨ β; ∆, α ` γ; ∆, β ` γ

∆ ` γ

(PS)
∆,¬α ` ⊥

∆ ` α
.

Konwencje nawiasowe

Zasi¦g kwanty�katora obejmuje od jego wyst¡pienia do nawiasu zamykaj¡cego podwyra»enie, w którym
wyst¡piª kwanty�kator, lub do ko«ca formuªy, czyli zapis ∀xα → β oznacza, »e x jest zwi¡zane w α i β, za±
zapis (∀xα) → β, »e tylko w α. W przypadku → fromuªa α → β → γ oznacza α → (β → γ). Spójniki ∧,∨
wi¡»¡ mocniej od strzaªki, czyli na przykªad α → β ∧ γ oznacza α → (β ∧ γ). Spójnik ¬ wi¡»e mocniej ni»
∧,∨, czyli ¬α ∨ β to (¬α) ∨ β.
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System gentzenowski dla logiki zdaniowej

Aksjomaty

(A0) ∆, α ` α, Γ;

(A⊥) ∆,⊥` Γ.

Reguªy dowodzenia

(LN)
Γ ` α, ∆

Γ,¬α ` ∆
(PN)

Γ, α ` ∆
Γ ` ¬α, ∆

(LC)
Γ, α, β ` ∆

Γ, α ∧ β ` ∆
(PC)

Γ ` α, ∆; Γ ` β, ∆
Γ ` α ∧ β, ∆

(LA)
Γ, α ` ∆; Γ, β ` ∆

Γ, α ∨ β ` ∆
(PA)

Γ ` α, β, ∆
Γ ` α ∨ β, ∆

(LI)
Γ ` α, ∆; Γ, β ` ∆

Γ, α → β ` ∆
(PI)

Γ, α ` β, ∆
Γ ` α → β, ∆

(ci¦cie)
Γ ` α, ∆; Γ, α ` ∆

Γ ` ∆
.
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System hilbertowski dla logiki 1. rz¦du

Aksjomaty

Dowolne generalizacje nast¦puj¡cych sekwentów:

(A0) ∆, α ` α;

(A1) ∆ ` α → β → α;

(A2) ∆ ` (α → β → γ) → (α → β) → α → γ;

(A3) ∆ ` ¬¬α → α;

(A4) ∆ ` (∀xα → β) → (∀xα) → (∀xβ);

(A5) ∆ ` α → ∀xα, o ile x 6∈ FV(α);

(A6) ∆ ` (∀xα) → α(σ/x), o ile σ jest dopuszczalny dla x w α;

(A7) ∆ ` x = x;

(A8) ∆ ` x1 = y1 → x2 = y2 → · · · → xn = yn → f(x1, . . . , xn) = f(y1, . . . , yn) dla f ∈ ΣF
n , n ≥ 0;

(A9) ∆ ` x1 = y1 → x2 = y2 → · · · → xn = yn → r(x1, . . . , xn) → r(y1, . . . , yn) dla r ∈ ΣF
n , n ≥ 1;

(C1) ∆ ` (α ∧ β) → ¬(α → ¬β);

(C2) ∆ ` ¬(α → ¬β) → (α ∧ β);

(D1) ∆ ` (α ∨ β) → (¬α → β);

(D2) ∆ ` (¬α → β) → (α ∨ β);

(E1) ∆ ` (∃xα) → ¬∀x¬α;

(E2) ∆ ` ¬(∀x¬α) → ∃xα.

Reguªa dowodzenia

(MP)
∆ ` α; ∆ ` α → β

∆ ` β
.
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