Egzamin poprawkowy ze Wstepu do logiki
r. ak. 2002/2003

Uwaga: w razie watpliwosci konwencje nawiasowania formut znajduja sie na stronie 2.

Kolejnosé rozwigzywania dowolna. Wszystkie odpowiedzi nalezy uzasadnié. Kazde rozwiazanie nalezy
spisa¢ na oddzielnej kartce. Przy kazdym zadaniu podana jest maksymalna liczba punktéw, jaka mozna za
nie uzyskaé. Zdobycie 60 punktéw odpowiada uzyskaniu maksymalnej oceny. Czas trwania egzaminu: 180
minut. Powodzenia!

1. (10 pkt.) Niech sygnatura ¥ bedzie okreSlona tak, ze X' = {f}, za§ I = () dla i # 1. Niech
n € N bedzie ustalona liczba naturalng wieksza od 0. Niech klasa KC,, algebr bedzie okreslona tak, ze
dla kazdej algebry A € K, i kazdego elementu a € A (gdzie A jest nosnikiem A) mamy fA"(a) = a
oraz dla kazdego k € N, jesli 0 < k < n, to f**(a) # a (f"(a) oznacza n-krotne zaaplikowanie funkcji
f do elementu a, np. f%(a) = f(f(a))). Czy dla kazdego n tak okreslona klasa jest réwno$ciowo
definiowalna?

2. (10 pkt.) Udowodni¢ w wybranym systemie dowodzenia nastepujace schematy tautologii rachunku
zdan:

(a) (a—=B—=7)—=(aAB) =,
b) ((a—=p0)—a—y)—=B—-a—p)—F—a—n1.

3. (10 pkt.) Okresl, ktore z ponizszych formut nad odpowiednimi sygnaturami sa spelnialne i ktore sa
tautologiami:

(a) (BzP(x) — Q(x)) — (VzP(z)) — (J2Q(x)),
(b) (VzQ(z)) A =(FzP(x)) A (FzQ(x) — P(x)).
4. (15 pkt.) Niech ¥ bedzie sygnatura skladajaca sie wylacznie z dwoch symboli relacyjnych dwuargu-
mentowych =i =. Dla ponizej podanych wtasnosci albo

e napisac zdanie ¢ w jezyku logiki pierwszego rzedu prawdziwe dokltadnie tylko w tych modelach A,
w ktorych =4 jest relacja réwnowaznosci na A i spetnia dang wlasnosé, albo

e dowies$¢, ze takie zdanie nie istnieje; w tym przypadku zastanowié sie, czy istnieje zbiér zdan
wyrazajacy dang wlasnosé.
Wtasnosci:

) =4 ma klase abstrakcji o co najmniej dwoch elementach,

A ma jednoelementows klase abstrakcji,

IS

)
(c)
d)
)
)

ma doktadnie 3 jednoelementowe klasy abstrakcji,

IS

(a
(b
(

ma nieskoniczenie wiele jednoelementowych klas abstrakeji,

b

nie ma jednoelementowych klas abstrakcji,

(e
(f

A nie ma nieskonczenie wielu jednoelementowych klas abstrakcji.

5. (7 pkt.) Niech T bedzie teoriag nad sygnatura ¥ taka, ze {=, E} C X[ i kazde ©F oraz ©F dla
1 € N jest przeliczalne. Tego rodzaju teorie moga stuzy¢ do opisywania réznych klas grafow. Pokazaé,
ze jesli dla kazdego n istnieje graf mocy 2", bedacy modelem teorii 7, to istnieje rowniez graf mocy
przeliczalnej bedacy modelem 7.

6. (8 pkt.) Dla kazdej z nizej wymienionych algebr podaé moc zbioru wszystkich jej podalgebr.

(a) (Q,+), ktorej nosnikiem jest zbior liczb wymiernych, a + jest dodawaniem w @,

(b) (Pi(N), {u;,d; | i € N,i > 1}), w ktorej nosnikiem jest zbior Pin(N) skoriczonych podzbioréw
zbioru N liczb naturalnych, a operacje u;, d; odpowiadaja odpowiednio usunieciu ze zbioru ele-
mentéw wiekszych od ¢ oraz dodaniu do zbioru i kolejnych elementéw wiekszych od najwiekszego
elementu zbioru, np.:

ur({1,3}) = {1} wa({1}) = {1} ds({1,3,5}) ={1,3,5,6,7,8}
da (@) = {Oa ]-}
(Uwaga: w tym podpunkcie jest nieskoriczenie wiele operacji; przypadek specjalny dla d;(0) wyja-
$nia przyktad.)

7.* (7 pkt.) Dla algebr jak w zadaniu (6) poda¢ moc zbioru kongruencji.



System naturalnej dedukcji dla logiki zdaniowej
Aksjomaty

(A0) A,af a;

Reguly dowodzenia

AFa—p03; AFa
AFpS

Aabpg
ArFa—pf

(— —intro) (— —elim)

AtFta; ARP
AFaNp

AFaNp
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AFanp

(A — elim) AF D

(A — intro) (A — elim)
AFaVvp; Aab~vy ASBE~Y
AF~y

At a v — intro) A5
AFavg M)A v B

(V — intro) (V — elim)

Konwencje nawiasowe

Zasieg kwantyfikatora obejmuje od jego wystapienia do nawiasu zamykajacego podwyrazenie, w ktorym
wystapil kwantyfikator, lub do korica formuty, czyli zapis Vra — (§ oznacza, ze x jest zwigzane w « i 3, za$
zapis (Vxa) — [, ze tylko w . W przypadku — fromuta o — 8 — 7 oznacza o — (8 — 7). Spojniki A,V
wiaza mocniej od strzalki, czyli na przyktad @ — G Ay oznacza o — (8 A ). Spojnik — wiaze mocniej niz
AV, ezyli ma vV B to (ma) V S.



System gentzenowski dla logiki zdaniowej

Aksjomaty

(A0) Ayak a,T;
(AL) A LFT.

Reguly dowodzenia
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(ciecie) .

r-A



System hilbertowski dla logiki 1. rzedu

Aksjomaty

Dowolne generalizacje nastepujacych sekwentow:

At (anB) = =(a— =p);
At =(a = —8) = (aApP);
At (aVp) = (ma— B);
At (ma— B) = (aVp);
At (Gza) — Voo

A b =(Vz-a) — Jzo.

Regula dowodzenia

Atoa; AFa—p
AL g

(MP)

Abzy=y1 o za=Yys— - > Tp=yn — f(z1,...,2n) = f(y1,...

Abzi=y —ma2=ys— > Tp =Yn = 1(x1,...,2n) = 7(Y1,...

) dla f € XF n>0;

Jyn) dlar € BE n > 1;



