Egzamin pisemny ze Wstepu do logiki
r. ak. 2002/2003

Uwaga: w razie watpliwosci konwencje nawiasowania formul znajduja sie na stronie 2.

1. (10 pkt.) Niech sygnatura X bedzie okreslona tak, ze = = {f}, zas £ = () dla i # 1 oraz
YR ={=}i%f =0dai+#2 Czyklasa K algebr A takich, ze f* jest funkcja ,na” jest
rownosciowo definiowalna?

2. (10 pkt.) Udowodni¢ w wybranym systemie dowodzenia nastepujace schematy tautologii
rachunku zdan

(a) (aAf =)= (an=) = b,
(b) (V) =) = (@—=)V(E—=))

3. (10 pkt.) Okredl, ktore z ponizszych formut nad odpowiednimi sygnaturami sg speknialne,
ktore sa tautologiami:

(a) (VzP(f(x))V Q(x)) A (FxVy—-P(y) A =Q(x)),
(b) (VaVy(R(z,y) — z =y) A (R(y,z) =z =y)) — (VaVyR(z,y)).

4. (15 pkt.) Niech X bedzie sygnatura skladajaca sie wylacznie z dwoch symboli relacyjnych
dwuargumentowych < i =. Dla ponizej podanych wtasnosci albo
e napisa¢ zdanie ¢ w jezyku logiki pierwszego rzedu prawdziwe dokladnie tylko w tych
modelach A, w ktorych < jest czesciowym porzadkiem na A i spelnia dana wtasnosé,
albo
e dowieé¢, ze takie zdanie nie istnieje; w tym przypadku zastanowié sie, czy istnieje zbiér
zdan wyrazajacy dana wtasnosé.
Wtasnosci:

(a) A ma element najmniejszy,

5. (7 pkt.) Niech 7 bedzie teoria nad skonczona sygnatura X, ktora dla kazdego n € N ma
model mocy wiekszej od n. Pokazaé, ze taka teoria ma réwniez model mocy przeliczalne;j.

6. (8 pkt.) Dla kazdej z nizej wymienionych algebr poda¢ moc zbioru wszystkich podalgebr
danej algebry.

(a) (@N]0,1],-), ktorej nosnikiem jest zbior liczb wymiernych z przedziatu domknietego [0, 1],
a - jest mnozeniem w @,

(b) ({0,1}*,{uw;, 2i,7: | i € N,i > 1}), w ktorej nosnikiem sa skoniczone stowa nad alfabetem
ztozonym z 0 i 1, a operacje u;, 2;, j; odpowiadaja odpowiednio obcieciu stowa po i-tej
literze, dopisaniu na koiicu stowa ¢ zer, dopisaniu na kornicu stowa ¢ jedynek, np.:

u1(1010) =1 wy(1) =1 23(101010) = 101010000
j2(101010) = 10101011
(Uwaga: w tym podpunkcie jest nieskoriczenie wiele operacji.)

7.* (7 pkt.) Dla algebr jak w zadaniu (6) poda¢ moc zbioru kongruencji.

Kolejnosé¢ rozwiazywania dowolna. Wszystkie odpowiedzi nalezy uzasadni¢. Kazde rozwiazanie na-
lezy spisa¢ na oddzielnej kartce. Przy kazdym zadaniu podana jest maksymalna liczba punktow, jaka
mozna za nie uzyskaé. Zdobycie 60 punktéw odpowiada uzyskaniu pigtki. Czas trwania kolokwium:
180 minut. Powodzenia!



System naturalnej dedukcji dla logiki zdaniowe]

Aksjomaty
(A0) A a bt a
Reguly dowodzenia

Aakp Ara— 0, Aba

e
(A — intro) A "Acr_, . fg B (A — elim)% (A — elim)w
(\/—intro)m (v-intro)m (v_ehm)Akavﬁ; AA,C::% A, By

Konwencje nawiasowe

Zasieg kwantyfikatora obejmuje od jego wystapienia do nawiasu zamykajacego podwyrazenie, w
ktorym wystapil kwantyfikator, lub do korica formuly, czyli zapis Vxa — [ oznacza, ze = jest
zwiazane w « 1 f3, za$ zapis (Vza) — (3, ze tylko w . W przypadku — fromuta o« — § — v
oznacza « — (3 — ). Spojniki A, V wiaza mocniej od strzalki, czyli na przyktad o — B A~ oznacza
a — (B A7). Spojnik — wiaze mocniej niz A, V, czyli ~a V 3 to (—a) V 3.



System gentzenowski dla logiki zdaniowe}

Aksjomaty

(A0) Aab a,Ty

Reguly dowodzenia
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System hilbertowski dla logiki 1. rzedu

Aksjomaty
Dowolne generalizacje nastepujacych sekwentéw:
A0
Al) AFa— 00—
A2) AF(a=B—=7)—(a@—=p8) = a—
A3
Ad) A+ (Vea — () — (Vza) — (Vaf)
A5) AFa — Vza,oile z € FV(a);
A6) A+ (Vza) — a(o/z), o ile o jest dopuszczalny dla x w «;
A7) Az =u;
A8
A9
Cl) AF(aNp) = ~(a— 0);
(o= =8) = (A B);
AF (aVB) = (~a — B)
Ak (ma— ) = (aVB);

F (Jza) — —Vo—a;
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(E1) A
(E2) A+ =(Vz—a) — Jza.

Regula dowodzenia

Abzi=y1— 2=y — = Tp=yn — flz1,...,25) = fv1,...

AbFzi=y1—2a=Yys— = Tp=Yp = r(x1,...,2,) = r(y1,...

vyn) dla f € 57,n > 0;

) dlar € B n > 1;



