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Streszczenie

Badamy stabilno$¢ punktéw przestrzeni moduli Mpz (7, ¢, c2) snopéw semistabilnych na P2
rangi r z klasami Cherna c¢; i co wzgledem dziatania grupy automorfizméw plaszczyzny. Po-
dajemy kryterium na niestabilno$é [F] w terminach hY(F (=) i h! (Fi1.)- Wykorzystujac
je wskazujemy przyktady stabilnych wiazek wektorowych, ktére odpowiadaja punktom nie-
stabilnym ze wzgledu na dzialanie SL(3) na przestrzeni moduli. Konstruujemy morfizm z
Mp2(2,—1,n) do p(3)-1 przyporzadkowujac kazdemu snopowi jego krzywa prostych skoku
drugiego typu. Dzigki niemu dowodzimy, ze zbiér punktéw stabilnych Mp2(2, —1,n)° jest
niepusty.

Stowa kluczowe
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Wprowadzenie

Niech V' bedzie 3—wymiarowa przestrzenig wektorowa nad algebraicznie domknietym cia-
tem k charakterystyki 0. Niech PGL(V') bedzie grupa automorfizméw plaszczyiny rzutowej
P2 = P(V). Dzialanie PGL(V) na P? indukuje dzialanie PGL(V) na przestrzeni moduli
Mpz2(r, c1, c2) snopéw semistabilnych rangi r z klasami Cherna ¢y i ¢o. Naturalnym zagadnie-
niem w geometrycznej teorii niezmiennikéw jest badanie, ktére snopy odpowiadaja punktom
semistabilnym lub stabilnym tego dziatania. Aby odpowiedzieé na to pytanie, dzialanie grupy
PGL(V) rozszerzymy do dzialania SL(V'). Karnik w swojej pracy [Ka] badal ten problem
w przypadku ¢; = 0. Przy takim zalozeniu, kazdemu snopowi semistabilnemu F rangi 2
mozna przyporzadkowaé krzywa prostych skoku. Jest to krzywa w (P?)” stopnia co(E). Przy-
porzadkowanie to daje tzw. morfizm Bartha z przestrzeni moduli Mp2(2,0,¢2) do p(% 7)1,
Karnik uzyl tego morfizmu by pokazaé, ze zbiér punktéw stabilnych dzialania SL(V) na
Mp2(2,0,c2) jest niepusty wzgledem pewnej linearyzacji. Podal tez kryterium na to kiedy
punkt [E] € Mp2(2,0,c2), odpowiadajacy snopowi E, jest niestabilny. W drugiej czesci swej
pracy Karnik zajal sie przestrzeniami moduli dla snopéw wyzszej rangi pozostajac jednak
przy zalozeniu c¢; = 0. Znalazt podobne kryterium na niestabilno$é¢ i prébowal udowodnié
stabilno$é ogdlnego punktu. Dowdd ten okazal sie jednak btedny.

W niniejszej pracy pozbywamy sie zalozenia ¢; = 0. Dla » = 2 pozostaje do rozpatrzenia
przypadek ¢; = —1. W tej sytuacji morfizm Bartha zastepujemy morfizmem Hulka, ktéry
przyporzadkowuje snopowi jego krzywa prostych skoku drugiego typu. Otrzymujemy twier-
dzenie analogiczne do wyniku Karnika:

Twierdzenie 1 Niech F' bedzie stabilng wigzkq wektorowqgrangi 2 z klasami Cherna ¢q(F') =
—1 i co(F) = n, gdzie n > 2. Zaléimy, ze istnieje prosta L C P? taka, Ze Fp =
Or(d) ® Or(—d — 1), gdzie d > @ Wtedy [F| € Mp2(2,—1,n), odpowiadajecy wigz-
ce F, jest punktem niestabilnym ze wzgledu na odpowiednio zlinearyzowane dzialanie SL(V)
na Mpz2(2,—1,n). Ponadto, jesli n > 3 to zbior punktéw stabilnych (Mp2(2,—1,n))° tego
dziatania jest otwarty i niepusty.

Takze dla r > 2 zalozenie ¢; = 0 okazalo sie niepotrzebne, by znalez¢ kryterium na
niestabilnosé. Ustalmy r > 2 oraz ci,co takie, ze —r < ¢; < 0. Niech n = ¢y — %01(01 +1).
Zachodzi nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 2 Niech F bedzie semistabilnym snopem rangi v z klasami Cherna ¢1(F) = ¢1
i co(F) = cy. Jezeli istnieje prosta L C P? taka, Ze

(rt ) b (F (1)) = eah () > § (rn+2¢t + 2rer ), (1)

to punkt [F] € Mps (1, c1, c2), odpowiadajgcy snopowi F, jest punktem niestabilnym ze wzgledu
na odpowiednio zlinearyzowne dziatanie SL (V') na Mp2 (1,¢1,¢2).



Niestety, pokazanie, ze ogblny punkt tego dzialania jest stabilny nie powiodlo sie. Pozostaje
jednak nadzieja, ze dalsza analiza tego problemu doprowadzi do jego rozwigzania. Plan pracy

wyglada nastepujaco:
W rozdziale 1 gromadzimy podstawowe informacje o snopach semistabilnych i o ich prze-
strzeniach moduli. Wprowadzamy takze pojecia z geometrycznej teorii niezmiennikéw.

Rozdzial 2 poswiecony jest konstrukeji morfizmu Hulka z Mp2(2,—1,n) do przestrzeni
2n

p(%)-1 parametryzujacej krzywe stopnia 2(n — 1) w (P?)*. Morfizm Hulka polega na tym, ze
snopowi semistabilnemu przyporzadkowuje si¢ pewne wyrdznione proste, nazywane prostymi
skoku drugiego typu. Punkty w (P?)", odpowiadajace tym prostym, tworza krzywa stopnia
2(n — 1), ktéra jest obrazem naszego snopa.

W rozdziale 3 opisujemy wiazki Hulsbergena, dla ktérych tatwo jest wypisa¢ wzor na
krzywa prostych skoku drugiego typu. Dostarczaja one nam przyktadéw wiazek, ktérych
krzywe prostych skoku drugiego typu maja punkt dowolnej krotnosci < 2(n — 1). Mozemy
tez znalez¢ wéréd nich takie wiazki, dla ktérych zbiér punktéw osobliwych krzywej prostych
skoku drugiego typu stanowi (g) punktéw krotnosci 2, bedacych petlami.

Morfizm Hulka wykorzystujemy w rozdziale 4 do pordéwnania stabilnoéci punktéw
Mp2(2,—1,n) oraz p(3)-1 wzgledem dzialania grupy SL(V) . Podajemy kryterium na sta-
bilnosé¢ i niestabilno$é¢ punktu odpowiadajacemu krzywej stopnia k& w terminach krotnosci
punktéw do niej nalezacych. Dowodzimy, ze Mp2(2, —1,n)° jest niepusty.

W rozdziale 5 badamy stabilno$é punktéw Mpz2(r, c1,c2) dla r > 2 wykorzystujac kon-
strukcje przestrzeni moduli jako ilorazu przestrzeni monad przez odpowiednia grupe. Dla
snopa F' takiego, ze [F| € Mp2(r,c1,c2) znajdujemy kryterium wystarczajace na niestabil-
nos$¢ wzgledem dziatania SL(V') z odpowiednia linearyzacja. Konstruujemy przyklady wiazek
wektorowych, ktére na mocy tego kryterium sa SL(V')—niestabilne. Opisujemy tez bledy, kté-
re zrobil Karnik w [Ka] dowodzac stabilnosci ogélnego punktu Mp2(r, c1, c2).

Podziekowania: Chcialbym podziekowaé mojemu promotorowi dr Adrianowi Langerowi za
mozliwo$¢ czestych spotkan i dyskusji, za wyrozumialtosé i wszelka pomoc. Dzigkuje moim
rodzicom za wsparcie w czasie catego okresu studiéw. Dziekuje mojej narzeczonej za doda-
wanie otuchy w chwilach zniechecenia.



Oznaczenia

Wszystkie wystepujace w pracy rozmaitosci i schematy sa okreslone nad algebraicznie do-
mknietym ciatem k charakterystyki 0. Bedziemy takze utozsamiaé ze soba wiazki wektorowe
i odpowiadajace im snopy lokalnie wolne. W calej pracy bedziemy stosowaé nastepujace ozna-
czenia:

V tréjwymiarowa przestrzen wektorowa

e P2 = P(V) jest plaszczyzna rzutows parametryzujaca dwuwymiarowe podprzestrzenie
liniowe w V'

*

e Przez L oznaczamy prosta w P2, a przez | odpowiadajacy jej punkt w (P?)

o Mup2(r,c1,co) oznacza przestrzen moduli klas S-réwnowaznosci snopéw semistabilnych
rangi r na P? z klasami Cherna ¢ i ¢

° /\/l]leg (r,c1,¢2), Mﬂi}é (r,c1, ) oznaczaja analogiczne przestrzenie moduli dla odpowied-
nio semistabilnych i stabilnych wiazek wektorowych (snopéw lokalnie wolnych)

e Jezeli E jest semistabilnym snopem rangi r z klasami Cherna ¢; i c2 to przez [E] €
Mpz2(r, 1, ¢2) oznaczamy odpowiadajacy mu punkt w przestrzeni moduli.

e (5, oznacza grupe multiplikatywna ciala k






Rozdziatl 1

Podstawowe fakty i definicje

Na poczatek zgromadzimy kilka potrzebnych informacji na temat snopéw na P?. Bazujemy
gléwnie na ksiazce Le Potier [LP1].

Definicja 1.1 Niech E bedzie dowolnym snopem koherentnym na P?. Snop E* =
Homo,, (E, Op2) nazywamy snopem dualnym do E, a snop E** = (E*)* nazywamy jego
refleksywizacja.

Przypomnijmy, ze refleksyfizacja snopa koherentnego na P? jest snopem lokalnie wolnym.
Definicja 1.2 Snop F rangi r nazywamy unormowanym, jesli —r < c¢1(F') < 0.

Dla kazdego snopa F istnieje takie k, ze F'(k) jest unormowany. Nasz problem mozemy zatem
zredukowa¢ do badania przestrzeni moduli snopéw unormowanych.

Przez x(P?, E) = h°(E) — h'(E) + h?(E) oznaczamy charakterystyke Fulera-Poincaré
snopa E. Twierdzenie Riemanna-Rocha na P? méwi nam, ze dla snopa rangi » zachodzi:

X2, B) =1 + 5e1(B) (e1(B) +3) — ea(B).

Definicja 1.3 Niech E bedzie snopem koherentnym rangi r na P? . Wielomianem Hilberta
snopa E nazywamy taki wielomian Pg, Ze dla kazdego m € Z zachodzi Pg(m) = x(P?, E(m)).
Wielomian pp = Pg/r nazywamy zredukowanym wielomianem Hilberta.

Wielomian Hilberta istnieje dla dowolnego F. Rozwazmy porzadek leksykograficzny na wie-
lomianach.

Definicja 1.4 Snop koherentny E rangi r > 0 na P? nazywamy semistabilnym (odpowiednio
stabilnym), jezeli jest beztorsyjny oraz dla kazdego koherentnego podsnopa E' C E rangi
0 < v’ < r spetniony jest warunek ppr < pg (odpowiednio pp < pg).

W literaturze czesto powyzsza stabilno$é(semistabilno$é) mnosi nazwe  stabilno-
Sci(semistabilnosci) w sensie Giesekera. Jezeli F' i G sa snopami semistabilnymi takimi, ze
pr > pg to na mocy stwierdzenia 1.2.7 w [HL] mamy Hom(F,G) = 0. Na P? mozemy
zredukowany wielomian Hilberta przedstawi¢ w postaci

2
putm) = 3>+ (3 4o (8)) o+ XEEL



gdzie u(E) = @ jest nachyleniem snopa E. Jezeli w powyzszej definicji zastapimy nierdw-
no$é ppr < pp przez u(E') < p(E), to taki snop E nazywamy p-semistabilnym. Analogicznie
dostajemy definicje snopa u-stabilnego. Latwo mozna sprawdzi¢ nastepujace implikacje:

p-stabilny = stabilny = semistabilny = p-semistabilny

W tym miejscu odnotujmy nastepujacy fakt: jezeli F jest p-semistabilnym snopem rangi 2 z
pierwsza klasa Cherna ¢q (E) = —1, to jest on u-stabilny; zatem wszystkie powyzsze implikacje
sg rownowazno$ciami. Semistabilno$¢ snopa narzuca duze ograniczenia na wymiary jego grup
kohomologii.

Lemat 1.1 Niech F bedzie nietrywialnym unormowanym snopem semistabilnym na P?. Wte-
dy H°(F(i)) = H*(F(i)) =0 dla i € {—2,—1,0}.

Dowdéd. Jezeli ¢ (F(i)) <0 to p(F (7)) < 0= pu(Op2) i mamy Hom(F (i), Op2) = 0. Zatem i
HO(F(i)) = 0. Z dualnoéci Serre’a mamy H?(F(i)) ~ H°(F*(—i — 3))* = Hom(F, Opz2(—i —
3))*. Poniewaz F' jest unormowany to pu(F) > —1 > p(Op2(—i — 3)), wiec Hom(F, Op2(—i —
3))* takze si¢ zeruje. Pozostaje tylko do udowodnienia, ze H°(F) = 0 jesli ¢1(F) = 0. Z tego
co juz udowodniliémy, wiemy, ze x(F(—1)) = —dim H'(F(—1)) < 0. Z drugiej strony mamy
X(F(=1)) = —co(F). Zatem c2(F') > 0. Jedynym snopem semistabilnym z zerowymi klasami
Cherna jest Op2 wiec mamy co(F) > 0. Wyraz wolny w Po,, jest rowny 1, a w pp wynosi
-1t

T

. Dostajemy zatem po_, > pr i HO(F) = 0.
O
Jezeli F jest semistabilnym snopem na P2, to istnieje filtracja Fp =0 C Fy C ... C F, =
F taka, ze ilorazy F;/F;_1 sa snopami stabilnymi z zredukowanym wielomianem Hilberta
réwnym pp. Niech gr(F) = @ F;/F;—1. Mozna pokazaé, ze gr(F') jest niezalezne od wybranej
filtracji. Semistabilne snopy F' i G nazywamy S—réwnowaznymi jesli gr(F) ~ gr(G). Na
snopach stabilnych warunek ten redukuje sie do izomorfizmu snopéw. Ustalmy 7, ¢; i ¢
takie, ze —r < ¢; < 0. Niech Mp2 bedzie funktorem z kategorii schematéw skonczonego
typu nad k do kategorii zbioréw takim, ze Mp2(.S) jest zbiorem klas izomorfizmu S-plaskich
rodzin snopéw semistabilnych rangi r z klasami Cherna c¢; i ¢y. Le Potier w [LP1] podaje
nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 1.2 Istnieje przestrzen moduli Mp2(r,c1,c2) bedaca obiektem koreprezentujq-
cym funktor Mp2 taka, Ze:

1. Mp2(r,c1,c2) jest rozmaitoscig rzutowgq.

2. Punkty domkniete Mp2(r,c1,c2) sq w bijekcji z klasami S-réwnowaznosci snopéw se-
mistabilnych rangi r z klasami Cherna ¢y i co.

3. Zbior klas izomorfizmu snopow stabilnych moze byé utozsamiony z otwartym podzbiorem
rozmaitosci Mpz(r, c1,c2).

Ponadto Drezet i Le Potier pokazali, ze przestrzen Mpz2(r,cq,c2) jest nierozkladalna i
normalna. Mamy tez:

Z jesli cg =7,

Pic (Mp2(r, c1,c2)) = { Z®7Z jedlicg #r.

Definicja 1.5 Afiniczna grupa algebraiczna G nazywamy rozmaitos$é afiniczng ze strukturg
grupy takq, Ze przeksztalcenia mnozenia i : G X G — G i brania odwrotnosci 8 : G — G sq
reqularne.
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Definicja 1.6 Algebraicznym dziataniem grupy G na X nazywamy dziatanie o : Gx X — X,
ktore jest przeksztalceniem regularnym.

Niech G bedzie reduktywna grupa algebraiczng dziatajaca na rozmaitosci X. Niech 7 :
L — X bedzie wigzka liniowa na X

Definicja 1.7 Dzialanie ¢ : G X L — L nazywamy G—linearyzacjqg L jezeli spelnia nastepu-
jace warunki:

1. Diagram
Gx LT[
iml l
GxX-ZT—X

jest przemienny.
2. Cliecie zerowe L jest G—niezmiennicze.

Nie kazda wiazka liniowa dopuszcza G—linearyzacje. W dalszych rozwazaniach ograniczymy
sie tylko do szerokich wiazek liniowych.

Definicja 1.8 Niech L bedzie G—zlinearyzowang szerokq wigzka liniowg na X i niech x € X ;

1. Punkt x nazywamy semistabilnym (wzgledem L), jesli istnieje m > 0 i s € HO(LZ™)E
takie, s(x) # 0.

2. Punkt x nazywamy stabilnym (wzgledem L), jezeli jest semistabilny i ponadto stabili-
zator G, jest skonczony.

3. Punkt x nazywamy niestabilnym (wzgledem L), jesli nie jest semistabilny.

Zbiér punktéw semistabilnych wzgledem L(odpowiednio stabilnych, niestabilnych) bedziemy
oznacza¢ przez X} (X7, X}"). Czesto bedziemy pomijaé¢ wypisywanie £, jesli jasne bedzie
wzgledem jakiej G—zlinearyzowanej wiazki liniowej chcemy badaé stabilno$é punktow. Dla
kazdej szerokiej wiazki liniowej £ istnieje k takie, ze LZF jest bardzo szeroka. Jesli £ dopuszcza
G—linearyzacje to LZ* tez. Daje nam ona zanurzenie X < P™ oraz liniowa reprezentacje
p: G — GL(n+1). Dzialanie G na AMtD dane przez ta reprezentacje daje nam dzialanie G
na P, ktore obciete do X jest naszym oryginalnym dzialaniem. W dalszym ciagu bedziemy
zakladali, ze grupa G jest reduktywna (por. [Do], str.42). Grupy SL(m) i PGL(m) sa takimi
grupami.

Definicja 1.9 Nietrywialny homomorfizm G}, — G nazywamy jednoparametrowa podgrupa
grupy G.

Niech z* € W bedzie reprezentantem punktu x € P(W). Wybierzmy sobie jednoparametrowa
podgrupe G i rozpatrzmy dzialanie indukowane przez ztozenie. W odpowiednich wspélrzed-
nych na W dzialanie to wyglada nastepujaco:

A)z" = (t"™0xg, ..., """ xy).

Definiujemy
w(A, x) = max{—m; : z; # 0}.

Jest ono dobrze okreslone i1 zachodzi:

11



Twierdzenie 1.3 (kryterium Hilberta-Mumforda) Niech reduktywna grupa G dziala
na rozmaitosci rzutowej X i niech L bedzie szerokq wigzkq liniowq z G—linearyzacjg. Roz-
patrzmy liniowe dziatanie grupy G na przestrzeni wektorowej W, odpowiadajgce wigzce LZF,
ktora jest bardzo szeroka. Wtedy x € X C P(W) jest semistabilny (odpowiednio stabilny)
wzgledem G wtedy i tylko wtedy, gdy u(x,\) > 0 (odpowiednio > 0) dla wszystkich jednopa-
rametrowych podgrup A w G.

Niech PGL(3) dziala na rozmaito$ci normalnej X. Nie kazda wiazka liniowa dopusz-
cza linearyzacje wzgledem tej grupy. Jednak kazda wiazka liniowa postaci N' = £%3 ma
PGL(3)—linearyzacj¢ (por.[MF],Wniosek 1.6 oraz [Do], Uwagi 7.3). Niech SL(3) — PGL(3)
bedzie standardowa izogenia, tj. surjekcja z jadrem bedacym grupa skonczong. Indukuje ona
dzialanie SL(3) na X. Jest ono linearyzowalne dla kazdej wiazki liniowej. Zachodzi wte-
dy XX(PGL(3)) = X)(SL(3)) = X} (SL(3)). Gwiazdka oznacza, ze te réwnosci zachodza
dla zbioréw kazdego typu. Zatem pelna informacje o zbiorach X3,(PGL(3)) mozemy dostaé
znajac zbiory X/ (SL(3)). W naszej pracy te strategie zastosujemy do dziatania PGL(3) na
Mpz2(r, c1,c2), okreslonego tak, ze dla g € PGL(3) i [F] € Mp2(r, c1,c2) mamy g[F] = [¢g*F].
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Rozdziat 2

Konstrukcja morfizmu Hulka

Niech E bedzie unormowana wiazka wektorowa rangi 2, a L prosta w P?. Z twierdzenia
Grauerta-Miilicha wiemy, ze dla ogdlnej prostej L mamy
B, — O, & Oy, jesli Cl(E) =0,
L7 Op®0L(-1) jedli ¢ (E) = —1.

Proste, na ktérych E rozszczepia sie¢ inaczej nazywamy prostymi skoku. Zauwazmy, ze wa-
runek ten mozna poda¢ w terminach kohomologii. Mianowicie, L jest prosta skoku wtedy i
tylko wtedy, gdy h'(E(—c; — D)) # 0. W ten sposéb mozemy méwic o prostych skoku dla
dowolnego snopa semistabilnego.

Barth w [Bal] pokazal, ze dla stabilnej wiazki wektorowej E takiej, ze [E] € M3(2,0,n)
zbiér

J(E) = {l € P*" : | jest prosta skoku} C P**

moze by¢ w naturalny sposéb utozsamiony z nosnikiem dywizora Dg stopnia n. Ponadto
pokazal on, ze w istocie dostajemy morfizm z M31(2,0,n) do P(HO(P*",0(n))*) (czyli do
przestrzeni krzywych stopnia n w (P?)"). Maruyama w [Ma] uogélnil ten wynik pokazujac, ze
analogiczny dywizor jest dobrze okreslony na klasach S—réwnowaznosci snopow semistabil-
nych z pierwsza klasa Cherna réwna 0 i ze morfizm Bartha mozna rozszerzy¢ do Mp2(2,0,n).

W przypadku ¢; = —1 Hulek w [Hu] uzyskal wynik podobny do rezultatu Bartha. Dla
stabilnej wiazki wektorowej E rangi 2 na P? z pierwsza klasa Cherna c;(E) = —1 zdefinio-
wal on prostq skoku drugiego typu. Jest to taka prosta [ € (P2)", dla ktérej hO(E|2L) £ 0.
Wygodniej nam jednak bedzie postugiwaé sie kryterium podanym w terminach h'. Z ciggu
doktadnego

0— E(-2) — E — Ejp, — 0

dla wiazki wektorowej E dostajemy x(2L; Ejpr,) = x(P?%; E) — x(P?; E(—2)). Korzystajac z
postaci wielomianu Hilberta na P2 wyliczamy, ze x (2L; Ej31) = 0. Zatem hO(E‘QL) = hl(E‘QL)
i mozemy uog6lni¢ definicje Hulka w nastepujacy sposob:

Definicja 2.1 Niech E bedzie stabilnym snopem rangi 2 z c¢1(E) = —1. Prostg | € (P?)"
nazywamy prosta skoku drugiego typu dla E wtedy 1 tylko wtedy gdy hl(E|2 ) #0.

Dla E lokalnie wolnego Hulek pokazal, ze podobnie jak J(E), zbiér

C(E) = {l € (P*)" : [ jest prosta skoku drugiego typu} C (P?)"
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moze by¢ w naturalny sposéb utozsamiony z no$nikiem dywizora D stopnia 2(ce(E) — 1).
Mamy takze, cho¢ Hulek nie pokazal tego w swej pracy, analogiczny morfizm z .Mgg (2,—1,n)
do P(HO(P?**,0(2n — 2))*). Naszym celem bedzie rozszerzenie go do Mp2(2, —1,n). Tutaj
nalezy sie pare stéw wyjasnienia odnosnie tego problemu. Podwdéjna prosta 2L jest szczegdl-
nym przypadkiem stozkowej w P2. Definicje prostej skoku drugiego typu mozna rozszerzy¢ na
dowolng stozkows C' C P2. Méwimy, ze C jest stozkowq skoku dla E jesli hl(E‘C) # 0. W tym
wypadku zbiér stozkowych skoku moze by¢ traktowany jako no$nik dywizora w przestrzeni
P° = P(H°(P?, Op2(2))*), parametryzujacej krzywe stopnia 2 w P2, Z pracy [St] wynika, ze
istnieje morfizm z Mp2(2, —1,n) do P(H°(P°, O(n — 1))*). Proste podwéjne sa parametryzo-
wane przez obraz S drugiego przeksztalcenia Veronese (P?)" < P°. Uzywajac tego wlozenia
mamy przeksztalcenie obciecia

HO (195, O(n — 1)) — HY(S,04(n — 1)) ~ H° ((PZ)*, O@2n — 2)) ,

ktére indukuje przeksztalcenie wymierne P(HO(P?, O(n — 1))*) —-» P(H (P2, 0(2n — 2))*).
Rozpatrzmy zlozenie o a0 tak jak na ponizszym diagramie.

Mp2(2,—1,n) ——=P(H(P°, O(n — 1))*)
5
N

P(H(P?", 0(2n — 2))*)

Pokazemy (zob. twierdzenie (2.7)), ze jest ono morfizmem. Bedziemy go nazywaé morfizmem
Hulka. Zakladajac rezultat Stromme [St], fakt ten wynika z tego, ze przeciecie S z dywizorem
stozkowych skoku jest krzywa. My pokazemy to nie uzywajac [St].

Podstawa rezultatu Hulka jest pokazany przez niego fakt, ze dla stabilnej wiazki wekto-
rowej E rangi 2 z ¢1(E) = —1 ogdlna prosta nie jest prosta skoku drugiego typu. Pokazemy,
ze tak jest takze dla stabilnych snopoéw.

Przypomnijmy, ze na powierzchni refleksywizacja snopa beztorsyjnego E jest lokalnie
wolna. Ponadto mamy kanoniczny krétki ciag doktadny:

0—F —FE"—T—0,
gdzie T jest snopem o nosniku w skonczonej liczbie punktéw x1, ..., z;.

Lemat 2.1 Niech L bedzie prostg w P? nie przechodzqcg przez zaden z punktow i, ..., x;.
Wiedy Ejpp, @ E|*2*L sq izomorficzne.

Dowdd. Niech z = 0 bedzie réwnaniem prostej [. Wystarczy rozpatrzyé teraz nastepujacy
diagram przemienny:

0 0 0
0— E(-2) — E**(-2) —= T(-2) —0
22 22 ~ |2
0 E E** T 0
Ejr B 0
0 0
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Z lematu o wezu stwierdzamy, ze Fjpf, ~ E\*2*L

Jezeli zastosujemy wynik Hulka do E** i uzyjemy powyzszego lematu to dostaniemy:

Whniosek 2.2 Niech E bedzie stabilnym snopem z pierwszq klasq Cherna cq(E) = —1. Wtedy
dla ogélnej prostej | € (P?)" mamy hO(Ejsr) = W (Ejar) = 0.

Niech [0, 21, 22] 1 [25, 21, #5] beda wspStrzednymi na P? i (P?)" odpowiednio. Niech F2 C P2 x
P2 bedzi¢ niezredukowana rozmaitoécia flag dana przez réwnanie (220 + 2721 + 2529)2 = 0.
Dostajemy nastepujacy diagram:

]FQ —p> IP)Z
Js
(B?)"
Rozwtéknienia p i ¢ sa lokalnie trywialne. Jezeli [ € (P2)" to p obciete do ¢ 1(I) jest izomor-
fizmem na 2L C P? i mamy réwnoéé Hi(p*E‘q—l(l)) = Hi(E‘QL) dla i > 0. Ponadto, poniewaz
wlékna ¢ sa jednowymiarowe to na mocy wniosku 11.2 w rozdziale III w [Hal], wiemy ze

R%q,(G) = 0 dla dowolnego snopa G na F2. Z tego faktu bedziemy czesto korzystaé bez
wyraznego zaznaczenia. Zauwazmy, ze

C(B) = {l € (F)" : hM(Elor) # 0} = {1 € (B : b (p" By ay) > 1)

zatem z twierdzenia o pélciaglodci [Hal] (III 12.8) i wniosku 2.2 zbiér C'(E) jest domknietym
podzbiorem (P?)" wymiaru < 1.
Dywizor prostych skoku drugiego typu Dg zdefiniujemy za pomoca snopa R'q.p*(E).

Lemat 2.3 Nosnikiem R'q.p*(E) jest C(E).
Dowéd. Niech [ € (P?), Z ciaggu
0— Jy-1) — Op2 — Op-1) — 0

dostajemy
0 —p'E® Jq—l(l) —p'E — p*Eq—l(l) — 0
7 dtugiego ciaggu kohomologii dostajemy surjekcje:
qu*p*(E) — qu*(p*qu(l)) — 0 (2.1)

Ponadto ¢|q~ (1) idzie w [ = Spec(k(l)) czyli rozmaitosé¢ afiniczna wiec na mocy twierdzenia
I11.8.5 w [Hal] stwierdzamy, ze qu*(p*Eq_l(l ) = Hl(E‘QL) ® O

Jezeli obetniemy (2.1) do punktu I € (P2)", co sprowadza si¢ do tensorowania przez k(l),
dostaniemy surjekcje

R'q.p"E @ k(l) — H'(Eja) — 0,

ktéra pokazuje, ze C(E) C supp(R'q.p*(E)).

Rozwazmy teraz otwarty zbior U = {l € (P?)" : h!(Ejy) = 0} = (P2)"\C(E). Odwzoro-
wanie ¢ = qg-1(vy ¢ 1 (U) — U, jest rzutowe i funkcja

W1, p*E) = dimgyH' (¢ (U), (p"E))
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jest stata na punktach domknietych | € U
W' (1, p*E) = dimy H' (¢ (U)1, (p*E)) = ' (p*Ejg-14)) = ' (Epp) =0

Ponadto jest ona pélciagla z gory ([Hal] twierdzenie 12.8, rozdzial III) wiec jest stala na
catym U. Z twierdzenia Grauerta ([Hal], wniosek 12.9, rozdziat III) mamy R'¢.p*E = 0 co
daje nam qu*p*E‘U = 0. Stwierdzamy wiec, ze réwniez C(E) D supp(R!q.p*(F)) co konczy
dowdd.
]
Strukture dywizora na C(F) wprowadzamy za pomoca zerowego ideatu Fittinga F =
Fitto(R'qup*E) — O(p2)* W nastepujacy sposéb:

Dg = (C(E), Opzy- / F)
Aby policzy¢ stopien D skonstruujemy rezolwente
0— Ey — Ey — R'q.p'E — 0

taka, ze F1 i Ey s snopami lokalnie wolnymi. Poniewaz R'q.p*E jest torsyjny, wiec E; i Ey
sg tej samej rangi. Wtedy

F = det(Ey) @ det(E3) = O(c1(Ey) — c1(Ey))

oraz
deg Dp = —Cl(El) + Cl(EQ) (22)

W szczegdlnodci, jezeli pokazemy, ze deg D # 0, to udowodnimy, ze wprowadzona struktura
schematu na C(E) jest krzywa Cohena-Macaulaya (tzn. niepustym schematem wymiaru 1
bez wlozonych 0—wymiarowych sktadowych).

Na mocy twierdzenia Serre’a dla m << 0 snop E(—m) jest globalnie generowany zatem
istnieje surjekcja @!_; O — E(—m) — 0. Po stensorowaniu przez O(m) otrzymujemy ciag
doktadny

t
O—>E/—>@(’)(m)—>E—>O (2.3)
=1
gdzie m < 0. Stwierdzenie 1.1 w [Ha2] zapewnia nam, ze E’ jest refleksywny. Ale snopy reflek-

sywne na P? sa lokalnie wolne, wiec E’ lokalnie wolny. Ponadto z dtugiego ciggu doktadnego
dla (2.3) dostajemy H°(E') = 0.

Lemat 2.4 ([OSS], Lemat 2.2.2) Niech G bedzie semistabilng wigzkq wektorowq rangi 2
na P? z pierwszq klasg Cherna c1(G) = 0. Wtedy istnieje rezolwenta

0— ETBO(/{Z) — é(’)(lj) — G(-1) —0
i=1 j=1

taka, Ze k;,1; < 0.
Zalozenia tego lematu mozna jednak ostabi¢. Z jego dowodu widaé, ze do istnienia takiej

rezolwenty dla G(—1) wystarczy tylko by G(—1) bylo wiazka wektorowa na P? i HO(G(—1)) =
0. Takie zalozenia spelnia E’ wiec mamy takze rezolwente

0— é(’)(k),) — é@(lj) — FE —0 (2.4)
i=1 j=1
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gdzie k;, 1; < 0.

Z plaskosci p wnioskujemy, ze p*(E) jest beztorsyjne. Zatem i q.p*(F) jest beztorsyjny.
Z wniosku (2.2) wiemy, ze hO(E|2L) = ho(p*(E)|q71(l)) = 0 dla ogdlnej prostej. Zbiér otwarty
U=1¢c (P : hO(E‘QL) = 0 jest wiec niepusty. Argumentujac tak samo jak w lemacie (2.3)
stwierdzamy, ze ¢.p*E|y = 0. Ale ¢.p*FE jest beztorsyjny, wie¢ ¢.p*E = 0. Zatem z (2.3) 1z
plaskosci p mamy nastepujacy krotki ciag doktadny:

0 — p*(E") — p* (P O(m)) — p*(E) — 0.
=1

Uzywajac go dostajemy krétki ciag doktadny:

0 — Rlq.p*(E') — qu*p*(@ O(m)) — Rlq.p*(E) — 0. (2.5)

i=1
Ponadto ¢.p*(E') — q.p*(Di_; O(m)) = 0 wiec z (2.4) podobnie dostajemy takze:
0 — R'q.p" (P O(k:)) — Rla.p* (P O))) — R'a.p™(E') — 0. (2.6)
i=1 j=1

Pokazemy teraz, ze ciag (2.5) jest lokalnie wolna rezolwenta R'q.p*(E). Ciag (2.6) postuzy
nam do policzenia c;(R'q.p*(E")).
Rozpatrzmy nastepujacy diagram przemienny:

0
0 0 ker a
0——0(-2) O Oy, 0
0——0(-1) @) OZ 0

Op(—1) —=0— cokera —=0

0
Z lematu o wezu stwierdzamy, ze ker v >~ O (—1) oraz coker o ~ 0. Dostajemy zatem ciag:
0— On(-1) — Oy, — O, — 0

Przetensorujmy go przez O(k) i przyjrzyjmy si¢ poczatkowemu fragmentowi dlugiego ciagu
doktadnego kohomologii:

0 — HY(Op(k — 1)) — H*(Oar(k)) — HO(OL(K)).
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Jezeli k < 0 to stwierdzamy, ze H°(Oar(k)) ~ H°(Op(k — 1)) = 0. Pamigtajac o tym, ze
takze H(Oqp(k)) = 0 dla i > 1 stwierdzamy, ze h'(Osr(k)) = —x(2L, O21(k)). Z wezesniej
rozwazanego ciagu

0— O(k—2) — O(k) — Osr(k) — 0

mamy

X(2L, 021 (k) = x(P?, O(k)) — x(P*,O(k — 2))

czyli  h'(O(k)pr) Jjest niezalezne od wyboru L. Zatem R'q.p*(@i—; O(ks)),
Rlq.p*(@5=, O(l;)) oraz R'q.p*(Bj—, O(m)), sa lokalnie wolne na mocy twierdzenia
Grauerta. Podobnie, jezeli pokazemy, ze H O(E|’2L) = 0 to identyczne argumenty pozwola

nam stwierdzié, ze R'q.p*(E’) jest lokalnie wolny. Przetensorujmy ciag (2.3) przez Osp.
Poniewaz Tor'(@i_, O(m),Osr) = 0 to mamy:

t
0 — Tor'(E,0a1) — Efy, — € Ozr.(m) — Ejpr, — 0.
i=1

Poniewaz E\Iz ; jest lokalnie wolny to 7 or'(E, Osp) jako snop na 2L jest beztorsyjny. Zauwaz-
my, ze dla dowolnego punktu € L mamy (Tor'(E,Oar))s = Tor%glp2 (Ey, Oar z). Ale jezeli

E jest lokalnie wolny w 2 to E, ~ Opz ,®Op2 , i (Tort(E,Oa1)), = 0 wice Tor' (E, Oz1) = 0.
Zatem E|’2L jest podsnopem @;_; Oar,(m) i dostajemy HO(E|’2L) = 0.

Twierdzenie 2.5 Stopien dywizora Dg jest réwny 2(ca(E) — 1).

Aby udowodnié to twierdzenie bedzie nam potrzebny nastepujacy:

—(k—1)k jedli k <0,

1 * —
Lemat 2.6 ¢y (R q.p*Op2(k)) = { 0 jesli k > 0.

Dowéd. Niech O(a, b) oznacza produkt tensorowy p*Opz (a) @ Op2 (b), gdzie p : P2 x (P2)" —
P2, G : P2 x (P?)" — (P?)" sg rzutowaniami. Oczywiscie p = pjp2 1 ¢ = qp2. Rozwazmy [F?
jako dywizor w P? x (]P’Q)*. 7Z tego jak okredlilismy F? wynika, ze odpowiadajaca mu wiazka
liniowa to Oz = O(2,2) i mamy ciag doktadny

0 — O(=2,-2) — Op2y(p2y» — Oz — 0.
Przetensorujmy go przez O(k,0) i zrzutujmy na (P?)". Nastepujacy ciag jest doktadny:

R'G.(O(k,0)) — R'G(p*Op2(k) ® Op2) — R*G(O(k —2,-2)) —
— R*q.(O(k,0)) — R*q.(p*Op2(k) @ Op2) (2.7)

Dzigki formule rzutowania wiemy, ze
Rig.(0(a.b) = R'a.(5"Opa(a)) © Oppaye (b).

Z twierdzenia o zmianie bazy ([Hal], stwierdzenie 9.3, rozdzial III) mamy takze:
R'7.(p"Op2(a)) = H'(P?,0p2(a)) @ Op2)-.

Korzystajac jeszcze z réwnosci

R'q,(p*Op2(a) @ Opz) = R'q,p* Opz2(a)
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z ciagu (2.7) dostajemy ciag
0— qu*p*0p2(k‘) I HQ(PQ, OPQ (kﬁ - 2)) & O(]P)Q)*(—2) — HZ(PZ, OP2(k‘)) & O(]P)Q)* — 0.
Zatem

c1(R'qup*Opa(k)) = (=2) - B*(P?, Op2(k — 2)) = { (;(k — 1k, dlak<0

dlak>0 -
Dowéd. [twierdzenia 2.5] Z (2.3) i (2.4) mamy nastepujace zaleznosci:
tm = c1(E") + c1(E) = a1 (E') — 1,
t
(2) m? = ¢2(E') + &2(E) + c1(E")er (B) = co(E') + e2(E) — e1(E),
Cl(El) = Z lj — Z k‘i,
j=1 i=1
aB)= 3 Llj— Y kikj—c(B)O k).
1§i<j<s 1<i<y<sr i=1
Uzywajac ich i powyzszego lematu obliczamy
t
cl(qu*p*(@ O(m))) = —t(m* —m) = tm — tm? = tm + t(t — 1)m? — (tm)? =
i=1
=c1(E) =1+ 2(c2(E') + c2(E) — c1(E")) — (c1(E") = 1)? =
= 2(CQ(E) — 1) + (E/) + QCQ(E/) — (Cl(E,))z.
Dzieki rezolwencie (2.6) wykonujac podobne obliczenia mamy
a(R'qp"(E) = a(R'ap* (@ O())) — e1(Rlap™ (D O(k:))) =
= i=1
= =D (P =)+ (ki
i=j i=1
= ZkiQ — Zl]’Q + Cl(E/) =
i=1 i=j
= (Z ki Zl + 202 E/ —|— 2cq (E/)(Z kl) + (El) =
i=1 i=1
= (Z k‘z Zk‘ —|—Cl —|—2CQ(EI) +261 El Zk‘ +61(El)
i=1 =1
= 2c3(E') + Cl(E ) — (aa(B)*.
Ostatecznie z rezolwenty (2.5) dostajemy
t
deg Di = c1(R'q.p* (@ O(m))) — e1(R'q.p*(E')) = 2(c2(E) - 1),
i=1
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Twierdzenie 2.7 Istnieje morfizm z Mp2(2, —1,n) do P(HO(P2", O(2n—2))*) taki, ze [F]
Dp.

Tak jak wcze$niej ustaliliémy, morfizm z powyzszego twierdzenia bedziemy nazywaé morfi-
zmem Hulka.

Dowdd. Niech S bedzie dowolnym schematem skonczonego typu nad k. W szczegdlnosci S
jest neotherowski. Niech E bedzie S-plaskim snopem koherentnym na P% = P? x, S takim, ze
dla kazdego domknietego punktu s € S snop E,=FE X 0g k() jest stabilnym snopem na P? z
klasami Cherna ¢; (Es) = —1 i ¢o(E;) = n. Skoro przestrzen moduli Mpz2(2, —1,n) jest obiek-
tem koreprezentujacym funktor Mp2 to wystarczy sprawdzié, ze istnieje relatywny dywizor

Cartier D na (P?)g = (P?)" x;. S taki, ze (Dz)s = Dy . Mamy nastepujace rzutowania

P%L).S

-
]P>2
Jezeli potraktujemy P% jako schemat nad S to wprost z definicji dostajemy, ze (’)Pgs (1) ~

77 (Op2(1)) jest snopem mo-bardzo szerokim. Analizujac dowdd stwierdzenia 2.1.2, rozdzial
IIT w [Hal] mozna stwierdzié¢, ze do réwnowaznosci i) oraz ii) nie jest potrzebne zalozenie

o calkowitosci. Zatem dla m << 0 snop E = ma,(E(—m)) jest lokalnie wolny. Ponadto,
zmniejszajac m w razie potrzeby, z twierdzenia 8.8a, rozdzial III w [Hal] mamy surjekcje:

7o (E(=m)) — E(—m) — 0.
Zatem mamy nastepujacy ciag doktadny
0 — E' — 13(E)(m) — E — 0

gdzie E jest snopem lokalnie wolnym na S i m < 0. Na wldéknie Pz( 5) nad domknietym
punktem s € S dostajemy rezolwente

n
O—>E’S—>@O(m)—>E5—>O
=1

analogiczna do (2.3).
Niech F% = F? x;, S. Rozpatrzmy diagram

* p
(P?); F§ ——P%
Y
q
(P?)s

Niech y =1 x s € (Pz)’; bedzie punktem domknietym, a F' snopem koherentnym na IP’%.
Wtedy ‘ ‘ '
H'((F%)y, (0" F)y) = H'((F)1, (55" Fo)i) = H'((F)jar)-
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Zatem dla domknietych punktow y € (IP)Z) korzystajac z obliczen wykonanych przed twier-
dzeniem 2.5 mamy

H'((F%)y, (B"F)y) =0

dlai # 1 oraz F = E' i F = w5(E)(m). Analogiczny argument jak na koncu lematu 2.3
gwarantuje nam te réwnos¢ takze dla punktéw, ktére nie sa domkniete. W naszej sytuacji
nie mozemy skorzystaé z twierdzenia Grauerta poniewaz zalozenie catkowitosci bazy (Pz)g
nie jest spelnione (por. [Hal] wniosek 12.9, rozdzial III oraz [EGA] stwierdzenie 7.8.4 e).
Jednak to co przed chwila pokazahsmy na mocy wniosku 7.9.9 w [EGA] pozwala nam stwier-
dzi¢, ze snopy By = R'Gp*(F') oraz Ey = R'Gp*(n3(E)(m)) sa lokalnie wolne. Ponadto
dowdd stwierdzenia 7.9.7 i twierdzenle 7.7.5 w [EGA] pokazuja, ze przy zmianie bazy danej
diagramem

2 F%,
bk
(B?), — (P?)g

naturalne przeksztalcenie

jest izomorfizmem. Niech s € S bedzie punktem domknigtym. Poniewaz iip* = ps*i§ mamy
nastepujacy diagram przemienny

~ —~

(E)S — Rlé]vs*ﬁs*(Els)

| l

(Ep)s — R'Gups" (D7 O(m))

Z wezesniejszych rozwazan wynika, ze snopy po prawej stronie tego diagramu s wigzkami
wektorowymi tej samej rangi. Zatem E1 i By maJ@ tez taka sama range. Tak jak wczedniej
definiujemy dywizor D za pomoca det(El) ®det(E1 ) Ponadto powyzszy diagram daje nam
(DE) s = D= R wige D Jest relatywnym dywizorem Cartier. To konczy dowdd.

0
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Rozdziat 3

Wiagzki Hulsbergena

W tym rozdziale przyjrzymy si¢ szczegdlnym przypadkom unormowanych wiazek wektoro-
wych rangi 2, dla ktérych tatwo bedzie znalez¢ réwnanie krzywej prostych skoku lub prostych
skoku drugiego typu.

Definicja 3.1 Niech F bedzie unormowang wigzkq wektorowq rangi 2 na P2. Jezeli istnieje
nierozszczepialny krotki cigg doktadny

0— Ope — F(1) — I(2+ c1(F)) — 0,

gdzie Z C P? jest 0—wymiarowym domknietym podschematem to F nazywamy wigzkq Huls-
bergena.

Po przetensorowaniu przez O(—1) z diugiego ciagu kohomologii dostajemy HY(F) ~
HYZ7(1 + ¢1(F))). Zatem H°(F) # 0 wtedy i tylko wtedy gdy c1(F) = 0 oraz Z jest
zawarty w jakiejs prostej. DostaliSmy wiec proste kryterium na stabilno$¢ takich wiazek.

Stabilne wiazki Hulsbergena mozna otrzymadé uzywajac konstrukeji Serre’a. Ustalmy naj-
pierw § € {—1,0}. Liczba ta bedzie wyznaczala pierwsza klase Cherna konstruowanej wiazki.
Niech Z sklada sie z N réznych punktéw z1,...,zx € P2. Jezeli § = 0 to zadamy dodatkowo
by Z nie byt zawarty w jednej prostej. Niech F’ bedzie dany przez rozszerzenie:

0— Op2 — F' — T7(2+6) — 0,

ktére sie nie rozszczepia. Takie rozszerzenia sg parametryzowane przez niezerowe wektory
przestrzeni wektorowej

N
Ext'(Zz(2+ ), Op2) ~ @ O, (1 4 6)
=1

Jezeli wybierzemy rozszerzenie odpowiadajace wektorowi, ktérego wszystkie sktadniki w su-
mie prostej @f\il Oy, (14 0) sa niezerowe to F’ jest lokalnie wolne. W takim przypadku F :=
F’(—1) jest stabilna wiazka Hulsbergena z klasami Cherna ¢ (F) = § i co(F) = N+1+0. Przy
takiej konstrukcji tatwo mozna opisaé¢ krzywa prostych skoku lub krzywa prostych skoku dru-
giego typu dla F'. To o ktéra krzywa chodzi zalezy od § w oczywisty sposob. Niech L1, ..., Ly
beda formami liniowymi odpowiadajacymi réwnaniom prostych z7,...,z} € (P2)". Definiuje-
my f; = Hj#L}_‘S. Sa one liniowo niezalezne jako wektory w HO((P?)*, O((1 — 6)(N — 1))).
Niech W oznacza rozpieta przez nie podprzestrzen. Hulsbergen w [Hb] i Hulek w [Hu] pokaza-
li, e istnieje izomorfizm o : Ext!(Op2, T7(2+0)) — W taki, ze jezeli e € Ext!(Op2,Z7(246))
przechodzi na o(e) = Zf\il a; f; to snop F' definiowany przez niego jest wiazka wektorowa
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wtedy i tylko wtedy gdy wszystkie a; # 0. W takim przypadku réwnanie Zfil a;fi =0
definiuje w zaleznosci od & krzywa prostych skoku lub krzywsa prostych skoku drugiego ty-
pu. Dazieki takiemu opisowi tych krzywych mozemy znalez¢ takie stabilne wiazki wektorowe,
ktorych krzywa prostych skoku jest gtadka lub ktérych osobliwosci krzywej prostych skoku
drugiego typu sa petlami krotnosci 2. Wybierzmy punkty zi,...,xy, tak by zadne trzy nie
byty wspoétliniowe, a przez l;; € (P2)" oznaczmy punkt odpowiadajacy prostej przechodzacej
przez x; oraz ;. Na mocy twierdzenia Bertiniego dla ogélnych ay,...,an jezeli § = 0 to krzy-
wa prostych skoku dla F' jest krzywa gtadka, a dla § = —1 krzywa prostych skoku drugiego
typu jest krzywa majaca osobliwosci tylko w punktach [;; i sa to petle krotnosci 2.

Z drugiej strony mozemy takze otrzymaé wiazki, ktére maja zadany typ rozktadu na
prostej L. Zatézmy, ze L zawiera dokladnie d punktéw z Z. Wtedy Zz 1, = Or(—d) i mamy
surjekcje Fjy, — Op(1—d+3d) — 0. Skoro F jest lokalnie wolny to jadrem tego przeksztalcenia
musi by¢ O(d — 1), Ciag

0—Op(d—=1) — F — Or(1-d+4d) —0
rozszczepia sig jezeli 2d —2—¢6 > —2 i mamy wtedy Fi;, = O[L(d—1)©OL(1—d+0d). W tym
miejscy mozemy zauwazyc, ze jezeli § = —1 to dostajemy wiazki, ktére maja tylko skonczenie

wiele prostych skoku. Sa to proste, ktére przechodza przez co najmniej dwa punkty sposréd
L1y.eey TN -

24



Rozdziat 4

Dzialanie SL(3) na przestrzeni
moduli snopéw semistabilnych
rangi 2

Morfizm Hulka postuzy nam do powiazania zagadnienia stabilnosci punktéw przestrzeni
Mp2(2,—1,n) wzgledem dziatania SL(V') ze stabilnoécia punktéw wzgledem dzialania tej
samej grupy na przestrzeni krzywych stopnia 2(n — 1) na (P?)". Skorzystamy w tym celu z
nastepujacego twierdzenia Mumforda-Reichsteina (por. [Re|, Twierdzenie 2.1):

Twierdzenie 4.1 Niech X @Y bedg rozmaitosciami rzutowymsi, na ktérych dziata grupa
reduktywna G. Przez L i M oznaczmy szerokie wigzki liniowe linearyzujgce dzialanie grupy
G na X iY odpowiednio. Niech f : X — Y bedzie przeksztatceniem G-niezmienniczym. Niech
L., = f*M®™ ® L. Dla m >> 0 mamy:

1. Jezeli f(x) =y iy jest niestabilny, to x jest niestabilny wzgledem linearyzacji Ly, .
2. Jezeli f(x) =y iy jest stabilny, to x jest stabilny wzgledem linearyzacji L.

Rozwazany przez nas morfizm spelnia oczywiscie zalozenia tego twierdzenia. Zbadajmy
zatem stabilno$é punktéw wzgledem dziatania SL(V') na przestrzeni krzywych plaskich usta-
lonego stopnia k.

Twierdzenie 4.2 Rozwaimy dzialanie SL(V') na p(*37)-1 jako dziatanie indukowane na
przestrzeni krzywych stopnia k na (P?)*. Niech [C] € P(kf)*l, wtedy:

k42 1

2

1. Jesli wszystkie punkty C majg krotnosé < %, to [C] jest punktem stabilnym p("27)-1,

k+2
2. Jesli C' ma punkt krotnosci > %, to jest [C|] jest punktem niestabilnym p("27)-1,

Dowéd. Zatézmy, ze wszystkie punkty na krzywej C' sa krotnoéci < % oraz, ze punkt

[C] € P(kf)*l jest niestabilny. Z kryterium Hilberta-Mumforda wynika, ze istnieje jedno-
parametrowa podgrupa A : G, — SL(V) taka, ze u(\, [C]) < 0. Pokazemy, ze na C' jest
punkt krotnosci > % Ustalmy torus maksymalny 77 C SL(V) i wybierzmy wspdlrzedne
To, 21, T2 tak, by dziatanie torusa na A® bylo diagonalne. Wtedy istnieje takie o € SL(V) ,
ze

te 0 0
at)a=t=1 0 1 0
0 0 ¢



gdzie r; € Z, rg = r1 = 19, 719 + 71 + 179 = 0. Ponadto r¢g > 01i ry < 0, poniewaz A jest
nietrywialna. Skorzystamy z wlasnosci u, ktéra mozna znalezé¢ w [MF] po definicji 2.2

plara™,aC]) = u(A, [C)) (4.1)

Oznaczmy [C'] = a[C], N = ala~!. Zauwazmy, ze N (t)r; = t "iz;. Wynika to z faktu, ze
r; € k[A3], a na tej algebrze mamy indukowane dziatanie SL(V) w nastepujacy sposéb:
go(v) = ¢(g ) dla g € SL(V), ¢ € k[A%] i v € A3. Zatem

X(t):cg*(iﬂ)x’ix% _ t—(k—(i—i—j))ro—irl—jrgxlof*(“rj)xilx%

Niech F' = o<t j<k aijxlg_(iﬂ )lex% bedzie réwnaniem krzywej [C']. Wtedy

p(N,[C']) = max{(k — (i + j))ro +ir1 + jr2 : 0 < i+ j < k,a;; # 0}.

Z zalozenia i z (4.1) mamy p(N,[C']) < 0. Chociaz nie znamy dokladnie 7o, 71 1 r2 to,
korzystajac z zaleznosci miedzy nimi, dla niektérych par (i,j) mozemy oszacowaé liczbe
(k— (i4j))ro + iry + jre. Rozpatrzmy przypadek ¢ > j oraz k > 2i + j.Wtedy:
(k—(i47))ro+iri+jre = (k—(2i+7))ro+i(ro+ri+re)+(j—i)re = (k—(2i+j))ro+(j—i)re > 0
Jezeli © < j oraz n > 3j, to:
(k—(i+7))ro+iri+jre = (k—(i4+27))ro+(i—j)ri+j(ro+ri+re) = (k—(i+25))ro+(i—j)r1 =
(k—3j))ro+(t—7)(r1 —m9) >0

Zatem skoro u(XN,[C']) < 0, to dla kazdych i,j rozpatrywanych w powyzszych przypad-
kach a;; = 0. W szczegblnosci mamy to dla i+ j < % i punkt [1,0,0] € C’ jest krotnosci > %
Whioskujemy z tego, ze i na C jest taki punkt. Sprzecznosé.

Zalézmy teraz, ze na C' istnieje punkt krotnosci krotnosci > % Wybierzmy takie
a € SL(V), ktére przeprowadza go na punkt [1,0,0]. W pierwszej czesci dowodu najpierw
wybralismy jednoparametrows podgrupe A i do niej dobraliSmy «. Teraz postepujemy odwrot-
nie: mozemy wybraé¢ taka jednoparametrowa podgrupe A, ze ro = 2, r; = ro = —1. Pozostajac
przy wezesniej wprowadzonych oznaczeniach pokazemy, ze (X, [C]) = pu(N, [C']) < 0. Punkt
[1,0,0] € C" ma krotno$é¢ > % wiec a;j =0dlai+j < % Zatem

pN,[C']) =max{(k— (i +7))2—i—j:0<i+j<k,ay#0} =max{(2k —3(i +j): 0 <
i+j</<:,aij7é0}<0

Z kryterium Hilberta-Mumforda stwierdzamy, ze [C] jest punktem niestabilnym.
O
Uwagi.

1. Udowodnilismy, ze gladka krzywa stopnia k& > 4 jest punktem stabilnym. Mumford w
[MF] udowodnit to dla k > 3.

2. Powyzsza twierdzenie pokazuje, ze jesli wszystkie punkty krzywej stopnie k maja krot-
nosé¢ < 2, to krzywa ta jest stabilna dla k > 7. Jezeli zalozymy, ze sa to osobliwosci
bedace petlami to uzyskujemy stabilnosé¢ dla k > 4. Dowdd przebiega analogicznie -
wystarczy zauwazyé, ze agy = a19 = ag1 = a9 = a1 = 0 i rozwazy¢ dwa przypadki:
agz = 01 agy # 0. Stwierdzamy, ze [1,0,0] € C’ jest punktem krotnosci > 3 lub jest to
punkt krotnosci 2 typu bedacy ostrzem i dostajemy sprzecznosé¢ dowodzaca stabilnosci

C.

Karnik (zob. [Ka],Twierdzenie 20) uzywajac twierdzen 4.1 i 4.2 oraz morfizmu Bartha udo-
wodnit nastepujace twierdzenie:
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Twierdzenie 4.3 Niech F bedzie semistabilng wigzkq wektorowq takq, ze [F] € Mp2(2,0,n),
gdzie n > 3. Zaldzmy, ze istnieje prosta L C P* taka, ze Fi;, = O(d) ® O(—d) gdzie d > 2
Wtedy [F| jest punktem niestabilnym ze wzgledu na odpowiednio zlinearyzowane dzialanie
SL(V) na Mp2(2,0,n). Ponadto zbior punktow stabilnych (Mp2(2,0,n))* tego dzialania jest
otwarty 1 niepusty.

Mozemy teraz udowodnié twierdzenie analogiczne do wyniku Karnika w przypadku gdy c¢; =
—1:

Twierdzenie 4.4 Niech F bedzie stabilng wigzkq wektorowq takq, ze [F] € Mp2(2,—1,n)
gdzie n > 2. Zaldzimy, Ze istnieje prosta L C P? taka, Ze Fj = O(d) & O(—d — 1) gdzie
d > Q(n—;l) Wtedy [F] jest punktem niestabilnym ze wzgledu na odpowiednio zlinearyzowa-
ne dziatanie SL(V) na Mp2(2,—1,n). Ponadto, jesli n > 3 to zbior punktéow stabilnych

(Mp2(2,—1,n))® tego dzialania jest otwarty i niepusty.

Dowéd. Niech L C P taka, ze Fj;, = O(d) ® O(—d — 1) gdzie d > Q(n—?jl) Hulek w [Hu] poka-
zal, ze w takim przypadku [ jest punktem krotnosci 2d na krzywej prostych skoku drugiego
typu Dp, ktora ma stopien 2n — 2. Nieréwnos¢ d > @ zapisana w postaci 2d > W
i twierdzenie 4.2 pozwala nam stwierdzié, ze [Dp]| jest punktem niestabilnym. Na mocy twier-
dzenia Reichsteina F jest takze punktem niestabilnym przy odpowiedniej linearyzacji, o ktérej
mowa w twierdzeniu. Zalozmy, teraz, ze n > 3. Przestrzen moduli Mp2(2, —1,n) jest nieroz-
ktadalna zatem aby pokazaé, ze zbiér punktéw stabilnych jest niepusty wystarczy wskazaé
jeden taki punkt. W poprzednim rozdziale wskazaliémy takie wiazki Hulsbergena, ktérych
krzywe prostych skoku drugiego typu maja doktadnie (g) punktéw osobliwych i wszystkie
te punkty sa petlami krotnosci 2. Stopien tych krzywych jest rowny 2n — 2 > 4, zatem na
mocy uwag po twierdzeniu 4.2 krzywa [Dp| dla takiej wiazki jest punktem stabilnym. Punkt
[F] € Mp2(2,—1,n) jest wigc takze stabilny.

O
Uwagi. Gdy n = 2 kazda wiazka wektorowa F' ma dokladnie jedna prosta skoku. Krzywa
prostych skoku drugiego typu sktada si¢ z dwoch réznych prostych w (IF’2)* przecinajacych sie
w jednym punkcie odpowiadajacym prostej skoku. Jest to krzywa niestabilna, wiec wszystkie
takie wiazki wektorowe sg niestabilne.
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Rozdziat 5

Dzialanie SL(3) na przestrzeni
moduli snopéw semistabilnych

W tym rozdziale opiszemy konstrukcje przestrzeni moduli Mp2 (r, ¢, c2) podana przez Le
Potier w [LP2]. Opiera sie ona na mozliwosci przedstawiania snopéw jako kohomologii mo-
nad. Podamy takze kryterium na niestabilno$é¢ punktéw przestrzeni moduli Mps2 (7, ¢q, c2)
wzgledem dziatania SL (V).

Definicja 5.1 Monada nazywamy kompleks snopow

0— Ey — Ey — E3 — 0,
ktory jest doktadny w E1 oraz Es.
Mamy nastepujace twierdzenie Beilinsona [Be]:

Twierdzenie 5.1 Niech F bedzie unormowanym snopem semistabilnym na P? rangi r z kla-
sami Cherna ¢y i co. Istnieje kompleks

0—=H' (F(-2)®0(-1)——=H' (F(-1)®Q(1) —= H' (F) ® Op —0,
ktory jest monadg. Ponadto jej srodkowa kohomologia jest izomorficzna z F.

Ustalmy sobie snop F' taki jak w powyzszym twierdzeniu. Niech

1
n:02—§cl(cl+1),

oraz H = H' (F (-1)), P = H' (F(-2)), Q = H' (F). Wtedy dimH = n, dim P = n + ¢,
dim @ = n — (r 4 ¢1). Dzieki monadzie Beilinsona oraz naturalnym utozsamieniom

Homo,, (P® O (-1),H®Q(1)) = Hom(P,H®V),
Homo,, (H®Q(1),Q®0) = Hom(H®V*,Q),
mozemy traktowaé¢ P jako podprzestrzen wymiaru n + ¢ przestrzeni H ® V| natomiast )

jako przestrzen ilorazowa wymiaru n — (r + ¢1) przestrzeni H ® V*. Ponadto przeksztalcenia
te odpowiadaja mnozeniom:

H' (F(-2))® V" — H' (F(-1))

HY(F (~1) & V* — H!(F). (5-1)
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Odwrotnie, ustalmy najpierw n—wymiarows przestrzen wektorows H. Potézmy
B(r,c1,¢) = Grassyie, (H® V) x Grass"~ 1) (H @ V*),

gdzie pierwszy czynnik to grassmannian podprzestrzeni wymiaru n + c¢1, a drugi czynnik to
grassmannian przestrzeni ilorazowych wymiaru n — (r + ¢;). Punktowi (P, Q) € B(r,c1,¢2)
mozemy przyporzadkowaé przeksztalcenia

PR0O(-1)—=HaQ(1)——=Qx0. (5.2)

Niech 9Mon(r, 1, ¢2) bedzie domknietym podschematem rozmaitosci B(r, 1, ¢2) danym réw-
naniem vu = 0. Grupa Picarda B(r, c1, ¢2) jest izomorficzna z Z2. Jej generatorami sa wiazki
liniowe indukowane z O (1) przy zanurzeniu kazdego z grassmanianéw w przestrzen rzutowa
przy pomocy zanurzenia Pliickera.

Twierdzenie 5.2 Rozpatrzmy dzialanie SL (H) na Mon(r, c1,ca) z linearyzacjq dang przez
O{(r+c)m—n,—cym+n). Dla m >> 0 zachodzi:

o Jezeli (P,Q) € Mon(r,cy,c2) jest semistabilnym punktem ze wzgledu na to dzialanie,
to kompleks (5.2) jest monada, ktdrej srodkowa kohomologia jest snopem semistabilnym
rangi r z klasami Cherna c¢1 1 co.

e Niech Mon(r, c1,c2)%® bedzie otwartym podzbiorem IMon(r, c1,ce) zloZonym z punktéw
semistabilnych. Mamy izomorfizm

Mon(r,c1,c2)*/SL(H) — Mp2 (r,¢1,¢2) .

Na DMon(r,c1,c2) mozemy rozpatrze¢ dziatanie grupy SL(H) x SL(V). Snop
O({(r+c)m—n,—cym+n) linearyzuje takze to dzialanie. Przyjmijmy konwencje, ze
wypisujac teraz podzbiory punktéw niestabilnych lub semistabilnych przez dopisanie po nim
nazwy grupy bedziemy zaznaczaé¢ wzgledem ktérej grupy rozpatrujemy stabilnosé. Niech
o Mon(r,c1,c2)**(SL(H)) — Mp2 (r,c1,c2) bedzie przeksztalceniem ilorazowym. Wtedy
na Mp2 (r,c1, co) dostajemy szeroka wiazke liniowa E,, taka, ze

7 (Em) = (O ((r+c¢1)m—n,—cym + n))%l]:lon(r,chcz)ss(SL(H))
dla pewnego k > 0. Ponadto E,, linearyzuje dziatanie SL(V') na Mp2 (r,c1,c2). Niech
U = Mon(r,c1,c2)"" (SL(H) x SL(V)) NMon(r, c1,c2)°*(SL(H)).

Wtedy ze stwierdzenia 14 w [Ka] mamy 7(U) = Mp2 (r,c1,c2)"" (SL(V)). Zamiast wy-
znaczania zbioru Mon(r,c1, )" (SL(H) x SL(V)) tatwo mozemy znalezé jego podzbidr
Mon(r, c1, )" (SL(V)).

Przyjmijmy nastepujace oznaczenia. Dla podprzestrzeni V' C V i punktu (P,Q) €
B(r,c1,cz) definiujemy P = PN (H ® V). Niech W* bedzie jadrem surjekcji V* — V'™,
Kojadro przeksztalcenia H ® W* — @Q oznaczamy przez Q.

Lemat 5.3 (por. wniosek 29 w [Ka]) Niech SL(H) x SL(V) dziala na Mon(r,c1,c2)
z linearyzacjg O (p,q). Punkt (P,Q) € Mon(r,c1,cz) jest niestabilny wzgledem indukowa-
nego dziatania grupy SL (V) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje podprzestrzern V' C V taka,

Ze
pdim P’ + ¢ dim Q’ - pdim P + ¢dim Q

dim V'’ dimV
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Whiosek 5.4 Rozpatrzmy dziatanie SL(H) x SL(V) na 9Mon(r,c1,c2) z linearyzacjq
O((r+c)m—n,—cim+n) dla ustalonego m >> 0. Niech (P,Q) € Mon(r,c1,c2). Za-
{6zmy, Ze istnieje podprzestrzen dwuwymiarowa V' C 'V taka, ze

2
(r+cy)dim P’ — ¢; dim Q" > 3 (rn + 21 + 27“01) (5.3)
Wtedy (P, Q) jest punktem niestabilnym wzgledem indukowanego dzialania grupy SL (V).

Dowéd. Zbadamy roznice

dim V'
pdim P’ + ¢dim Q' — dlir; o7 (pdim P+ gdim Q) (5.4)
dlap=(r+c¢1)m—n,q=—cym+nidanego w zalozeniach V'. Przedtem jednak zauwazmy,

ze z nieréwnodci (5.3) wynika, ze
2 1
(r+cp)dim P’ — ¢; dim Q' — 3 (rn +2¢2 + 27"01) > 3

Po podstawieniu odpowiednich zmiennych i po uporzadkowaniu, réznica (5.4) wynosi

m ((T+c1)dimP’ — o dimQ - (rn+2¢} + 2re¢y) + 2 (dimQ/ —dim P’ + 32 (7“’_201))) >
(32 (A a3+ 20)

Wartosé n (dim Q' — dim P’ + % (r+ 201)) mozemy oszacowaé z gory i z dotu dla wszystkich
punktéw Mon(r, c1, cz) jednoczeénie. Zatem dla m >> 0 mamy

n 2 1
— (dim Q' — dim P' + = 2 ) -
m(1 Q i +3(r+ 1) <3

i badana réznica jest dodatnia. Na mocy lematu (5.3) stwierdzamy, ze punkt (P, Q) jest
niestabilny wzgledem indukowanego dzialania grupy SL (V).
([l

Twierdzenie 5.5 Niech F bedzie semistabilnym snopem takim, zZe [F] € Mp2 (r,c1,¢2).
Ustalmy m >> 0. Jezeli istnieje prosta L C P? taka, ze

(r+c1) h° (F(—l)‘L) — bt (F‘L) > g (rn—i— 2c3 + 27”01) ) (5.5)

to [F] jest punktem niestabilnym ze wzgledu na dzialanie SL (V') na Mp2 (1, c1, c2) z lineary-
zacjg Ep,.

Dowéd. Zatézmy, ze L C P? spelnia zalozenia twierdzenia. Niech (P, Q) bedzie punktem
Mon(r, ¢y, c2)®®, ktéry definiuje F. Wystarczy pokazaé, ze punkt (P, Q) jest niestabilny przy
dziataniu SL (V') na Mon(r, 1, c2) z linearyzacja O ((r 4+ ¢1) m — n, —cym + n). Wykazemy
to postugujac sie wnioskiem (5.4). Prosta L definiuje nam dwuwymiarowa podprzestrzen
V' c V. Twierdzimy, ze dim P’ = hY (F (—1)|L) oraz dim Q' = h' (F|L) Rozwazmy dwa
ciagi

0—F(=2) —=F(-1) —= F(=1), —0

0—— F(-1) F Fp 0
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Wiedzac, ze h? (F (1)) = h® (F) = h? (F (=2)) = h? (F (-=1)) = 0 (zob. lemat (1.1)) mamy:

00— H° (F(—l)‘L) P H i (F(—1)|L) — 0

0

HO (Fy) H—=Q H' (L)

Przeksztalcenia ¢, i 1y, sa mnozeniem (5.1) przez element | € V* odpowiadajacy prostej L.
Mnozenia te dawaly nam injekcje P <— H ® V oraz surjekcje H ® V* — Q. Niech p € P.
Przedstawmy go w postaci p = > h; ® v;. Wtedy ¢r, (p) = Y. 1 (v;) hy. Zatem jezeli ponadto
wiemy, ze p € P/ = PN H ® V' to ¢ (p) = 0 bo [ anihiluje V'. Stwierdzamy wiec, ze
P cH° (F (—1)|L). Przestrzen H° (F (—1)|L) traktujemy oczywiscie jako podprzetrzen P.
Zalézmy, ze ¢, (p) = 0. Wektor p mozemy przedstawié¢ w postaci p = hy @ vy +ha @va+hs Q@vs
gdzie vy, v9 € V. Z zalozenia wiemy, ze [ (v3) hg = 0 zatem vs € V' lub hg = 0. Stwierdzamy
wiec, ze takze H° (F (—1)|L) C P'. Mamy zatem P’ = H° (F (—1)|L). Podobnie postepujemy
dla 1. Zauwazmy, ze | € V* generuje wezesniej zdefiniowane W* (por. sposéb okreslenia Q).

Zatem kojadrem przeksztalcenia 17, jest Q. Mamy wiec Q' = H'! <F|L) To konczy dowdd.

Uwagi. Jezeli Fj;, = @, O(d;) ® PY_, Cy, gdzie C; sa snopami strukturalnymi punktu, to
proste obliczenia daja nam

hO(F(—1)|L) = Y di+p
d;>0

Kl (F|L) = 3 (~di-1)

d;<—1

Dla unormowanych wiazek wektorowych rangi 2 kryterium na niestabilno$¢ z powyzszego
twierdzenia jest identyczne jak to w twierdzeniach (4.3) i (4.4).

Wskazemy teraz przyktady wiazek wektorowych rangi r > 2 z pierwsza klasa Cherna
réwna 0 lub —1, ktore sa SL(V')—niestabilne. Niech F' bedzie unormowana stabilna wiazka
wektorowsg rangi 2 spelniajaca dla pewnej prostej L C P? warunek

W (F(-1)) > g(cz(p) +ei(F)) (5.6)

Réwnowaznie Fi, = O (=d + ¢1(F)) ,©0 (d),, gdzie d > % (ca(F) + c1(F)). Przyklady takich
wiazek mozemy znalez¢é wsréd wiazek Hulsbergena tak jak to zostalo opisane w rozdziale 3.
Przyjmijmy oznaczenie ¢; = ¢;(F'). Ze stabilnosci F' wynika, ze 2 < ¢ + co (por.[LP1],
stwierdzenie 9.1.3 oraz 9.1.4). Zauwazmy ponadto, ze

W(FL) =h (F(-1)) — e -1

wigc nieréwnosé (5.6) jest réwnowazna nieréwnosci (5.5). Zatem dla m >> 0 punkt [F] €
Mp2 (2,¢1,c2) jest niestabilny wzgledem dzialania SL(V) z linearyzacja E,,. Niech So(F')
oznacza jednoelementowy zbiér zawierajacy F. Dlar > 2 definiujemy S, (F') jako zbiér wszyst-
kich snop6w, bedacych nietrywialnym rozszerzeniem Op2 przez jakis snop F._q1 € S,_1(F).
Oczywiscie kazdy snop F,. € S,.(F) jest lokalnie wolny rangi r z ¢1(F}.) = c1, c2(F,) = ¢a. Po-
nizsze twierdzenie jest uogélnieniem twierdzenia Langera (por. [Lal, stwierdzenie 6.2), ktérego
spos6b dowodu powtarzamy.
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Twierdzenie 5.6 Zbior S, (F) jest niepusty wtedy i tylko wtedy, gdy r < ca—cy. Jezeli S, (F)
jest niepusty to dla kazdego F, € S.(F) zachodzi:

(a) Jezelicy =0, to F, jest stabilny.
(b) Jezelicy = —1, to F, jest u—stabilny.
(c) F, spelnia nierownosé (5.5).

Dowdd. Dowdd przeprowadzimy indukcyjnie. W przypadku r = 2 wszystkie tezy twierdzenia
sa prawdziwe na mocy zalozenia o F. Zalézmy, ze tezy twierdzenia sa prawdziwe dla rangi
mniejszej niz r. Najpierw zauwazmy, ze ext! (Opz2, F) = h' (F) = c3 — 2 — ¢;. Niech F,_; €
Sy—1(F). Mamy nastepujacy ciag dokladny

0—F —F_1 — Op° — 0. (5.7)

Skoro F,_; jest stabilny to Hom(Ope, F._1) = H°(F,_;) = 0. Przyktadajac funktor
Hom(Op2, ) do ciagu (5.7) dostajemy

0 — Hom (Op2, Op;*) — Ext! (Opa, F) — Ext! (Ope, Fr_1) — 0

Mamy wiec ext! (Opz2, Fy_1) =cg—2—c1—r+3 =cy—c1 —r+ 11 S,.(F) jest niepusty wtedy
i tylko wtedy gdy r < co — ¢;. Ponadto postepujac podobnie dla ciagu 0 — F,._1 — F, —
Op2 — 0 otrzymujemy ciag doktadny

0 — Hom (Op2, F.) — Hom (Opz2, Op2) — Ext! (Op2, F,_1).

Bralidmy tylko nierozszczepialne rozszerzenia wiec ostatnie przeksztalcenie jest niezerowe,
skad mamy Hom (Op2, F,.) = H°(F,) = 0.

Teraz dowiedziemy stabilnosci F,.. Na mocy uwag po lemacie 1.2.12 w [OSS] aby to zrobié¢
wystarczy wykazaé, ze dla dowolnego snopa G C F, takiego, ze 0 < rkG < rk F, oraz
F./G jest beztorsyjne zachodzi pg < pr,. Zauwazmy, ze skoro F,/G jest beztorsyjne, to
G jest wiazka wektorowa. Mozemy ponadto zalozy¢, ze wiazka G jest stabilna. Rozpatrzmy
nastepujace przypadki.

L. w(G) < 0. Wtedy pu(G) < —-15 < =1 < p(F).

T

2. u(G) > 0. Skorzystamy z ciagu 0 — F — F, — (’)H’;,;2 — 0. Przez ¢ oznaczmy zlozenie
przeksztalcen G — F, — (’)17};2_2. Poniewaz ,u((’)ﬁ;g_z) = 0 wiemy, ze ¢ jest zerowe i G C F.
Ze stabilnosci F' mamy p(G) < u(F) < 0. Sprzecznosé.

3. u(G) = 0. Jezeli ¢ = 0 to postepujemy jak w poprzednim przypadku. Mozemy wiec
zalozyé, ze im ¢ C (’)];;2 jest nietrywialnym snopem beztorsyjnym. Wtedy ker ¢ C F
jest wiazka wektorows rangi 0, 1 lub 2.

(a) rk(ker @) = 0.Wtedy G jest izomorficzne z im ¢, wiec mamy wlozenie G C (917};2_2.
Zatem G* jest globalnie generowana i ¢;(G*) = 0. Na mocy wniosku z twierdzenia
3.2.1 w [0SS] stwierdzamy, ze G* = Ob, dla pewnego 0 < I < r — 2. Zatem takze
G = Ofpg. Zatozylismy, ze G jest stabilna wiec G = Op2 i dostajemy sprzecznoscé z
HY(F,) =0.

(b) rk(ker ¢) = 1. Ze stabilnosci F' mamy pu(ker¢) < 0. Z drugiej strony takze
wu(im @) < 0 wiec u(ker ¢) > 0. Ostatecznie ker ¢ = Op2 i dostajemy sprzecznosé z
HO(F) =0.
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(c) rk(ker ¢) = 2. Tak samo jak poprzednio pokazujemy p(ker ¢) = 0 oraz pu(im ¢) = 0.
Jezeli ¢; = —1 to dostajemy sprzecznosé. W przeciwnym wypadku ker¢p = F.
Zalozylidmy, ze F, /G jest beztorsyjny. Dzigki nastepujacemu diagramowi

0 0 0
0 F G im ¢ 0
0 F: F, Ops° 0
0—F/G—0p?/im¢ —0

0 0

stwierdzamy, ze (9;;,;2 /im ¢ takze jest beztorsyjny. Zatem im ¢ jest lokalnie wolny
i tak jak w (3a) stwierdzamy, ze im¢ = Ok, dla jakiego§ 0 < I < r — 2. Mamy
wiec ciag

0—>F—>G—>(9]lpg — 0,

ktory pozwala nam stwierdzi¢, ze pc = pr_, < PF,., gdzie Fi12 jest dowolnym
elementem Spio(F).

Jezeli ¢ = —1, to zalozenie u(G) > 0 zawsze prowadzilo do sprzecznosci. W przypadku
w1(G) < 0 pokazaliSmy, ze zachodzi u(G) < p(F;). To dowodzi u—stabilnosei F,. dla ¢ = —1.
Do konca dowodu pozostalo jeszcze wykazanie, ze réznica

(r +¢1) h° (Fr (—1)|L) —cht (FTIL) — ; (rn + 263 + 27“01) (5.8)

jest dodatnia. Zwréémy uwage, ze dla ¢; € {—1,0} zachodzi n = ¢o. Ponadto z ciagu

0 — Fra(~1), — Fr(~1) — Op(~1) — 0

dostajemy h° (Fr_l (_1)\L) = hY (Fr (—1)‘L). Z morfizmu krétkich ciagéw dokladnych

0 Fr—l Fr O]p2 0
0—— r—1|L Fr|L OL 0

mamy nastepujacy diagram przemienny

0 H° (Op2) — H' (F,_1) H(F,) 0

o P,

HO (FT‘L) —— HO (Or) — H! (Fr—1|L) —H' (Fr|L) LHl (Or)
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Przeksztalcenie o jest surjekcja gdyz jego kojadrem jest H? (F.(—1)) = 0. Zatem 8 = 0
i mozliwe sa dwa przypadki: albo mamy kroétki ciag doktadny

00— H°(O) — H! (F,,,M) S (F,,‘L) — 0

albo H' (F,,,l‘L) ~ H! (F,,‘L). Zatem dostajemy oszacowanie h' (Fr—l\L) —h! (Fr|L) <1
Wyrazenie (5.8) przepisujemy wykorzystujac udowodnione zaleznoéci i szacujemy uzywa-
jac kolejno zalozenia indukcyjnego oraz zalozenia (5.6)

((r=1) +e)h® (B (-1)) = erht (Fooyr) = 3 ((r = Dn+ 23 +2(r — Der) +
R0 (F (—1)|L) T (h1 (Fr_”L) s (FHL)) —2(n+2¢1) >
> O (F(—1)|L) teor—2(n+20) =10 (F(—1)|L) —2(n+c)+ia>1+3a >0

To konczy dowdd.
]
Korzystajac z twierdzenia (5.5) dostajemy

Whniosek 5.7 Dla m >> 0 i dla kazdego F, € S,(F) punkt [F,] € Mps2 (r,c1,c2) jest niesta-
bilny wzgledem dziatania SL(V') z linearyzacjg Ey,.

Uwagi. Karnik w [Ka] podal twierdzenie, ktére méwilo, ze Mp2(r,0,c2)® jest niepusty dla
linearyzacji E,, i m >> 0. Niestety jego dowdd zawiera szereg bledéw. Po pierwsze nie
wyjasnia dokladnie jak otrzymuje stabilny punkt w 9on(2,0,c;) ze wzgledu na dzialanie
SL(H) x SL(V) z linearyzacja O (2m — c2,¢3). To prawda, ze Mp2(r,0,c2)® jest niepu-
sty przy linearyzacji L., opisanej w twierdzeniu (4.1). Dzieki temu twierdzeniu umiemy
tez coé powiedzie¢ o stabilnosci wzgledem linearyzacji O (2my — ca,c2) ®@ T (L, )®* dla
kE >> 0 na Mon(r,0,c2). Ale my chcemy wykorzystaé linearyzacje O (2m — ca,c2). Na-
stepny etap dowodu to krok indukcyjny. Przy zalozeniu, ze snop G daje stabilny punkt
P(G),Q(G) € Mon(r — 1,0,c2) Karnik twierdzi, ze jesli 0 - G — F — Opz — 0 jest
nierozszczepialnym rozszerzeniem to punkt (P(F),Q(F)) € Mon(r,0,cy) jest takze punk-
tem stabilnym ze wzgledu dzialanie SL(H) x SL(V') z linearyzacja O(rm — ca, c2). Aby tego
dowies¢ ustala on sobie 1—parametrowa podgrupe A C SL(H) x SL(V'). Z zalozenia induk-
cyjnego wiemy, ze dla m >> 0

pm ((P(G),Q(G)),A) = ((r = 1)m — c2) p (P (G), A) = np(Q(G) , A) >0,

gdzie u(P(G),\) i p(Q(G),\) pochodza od dziatania SL(H) x SL(V) na odpowied-
nich grassmanianach z linearyzacja O(1). Karnik stwierdza, ze zatem p (P (G),\) > 0.
Btad! Dostajemy oszacowanie tylko nieostre. IdZzmy jednak dalej. L.atwo mozna pokazaé,
ze w(P(G),\) = p(P(F),\), ale nie wiemy jak dokladnie wyglada zalezno$¢ miedzy
w(Q(G),A) i p(Q(F),\). Karnik prébowal to ominaé w ten sposéb, ze jesli wiemy, ze
p(P(G),A) >0todam>>0

fm (P (F),Q(F)), A) = (rm — c2) p (P (F) , A) = np (Q (F) ,A) > 0.

Niestety oprocz wspomnianego wezeéniej btedu nie dostajemy zadnego szacowania na m.
Aby dostaé stabilnosé punktu (P(F'), Q(F') musielibySmy znalezé takie m, ktére jest dobre
dla wszystkich 1—parametrowych podgrup jednocze$nie. Pozostaje jednak nadzieja, ze do-
kladniejsza analiza dzialania SL(H) x SL(V) na 9Mon(r,c1, ca) pozwoli na rozstrzygniecie
czy twierdzenie podane przez Karnika jest w rzeczywistosci prawdziwe.
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