
ZADANIA Z WAS – 10

1. Obliczyć
∫ t

0
Wn

s dWs, n = 1, 2, . . .

2. M ∈ M2,c
loc, M0 = 0; dla λ ∈ R definiujemy U

(λ)
t = eλMt− 1

2 λ2〈M〉t.
a) Pokazać, że U (λ) spe lnia równanie dU

(λ)
t = λU

(λ)
t dMt (dok ladniej: U

(λ)
t = 1+λ

∫ t

0
dU

(λ)
s dMs).

b) Pokazać, że jeśli E(
∫ t

0
e2λMsd〈M〉s) < ∞, t ≥ 0, to U (λ) ∈ M2,c.

3. Niech X be
↪
dzie procesem prognozowalnym, takim że E

∫ T

0
X2m(s)ds < ∞ dla pewnych m ≥ 1,

T < ∞. Oznaczmy M =
∫

XdW . Pokazać, że

EM2m
T ≤ (m(2m− 1))mTm−1E

∫ T

0

X2m(s)ds.

Wsk. Skorzystać z wzoru Ito, nierówności Höldera i z lokalizacji.

4. D ⊂ Rd jest otwarty i ograniczony, h : Rd → R jest funkcja
↪

klasy C2, harmoniczna
↪
w D (tzn.

∆h(x) =
∑d

j=1 ∂2h(x)/∂x2
j = 0, x ∈ D). W jest procesem Wienera w Rd. Dla ustalonego

x ∈ D definiujemy τ = inf{t : Wt + x 6∈ D}. Pokazać, że (h(Wt∧τ + x))t∈R+ jest martynga lem.
Wsk. Zastosować wzór Ito do h(Wt + x).

5. W jest procesem Wienera w R3, a ∈ R3 jest ustalone 6= 0.
a) Pokazać, że (1/|Wt−a|)t∈R+ jest martynga lem lokalnym jednostajnie ca lkowalnym, ale nie jest

martynga lem (wzgle↪dem filtracji (FW
t )t∈R+).

b) Pokazać, że P (∃t Wt = a) = 0, limt→∞ |Wt| = ∞ p.n.
Wsk. Zdefiniować τn = inf{t : |Wt − a| = 1

n
}, σn = inf{t : |Wt − a| = n}, skorzystać z faktu,

że funkcja x → 1/|x− a| jest harmoniczna w R3 \ {a} oraz z Zad. 4.

6. W jest procesem Wienera w R2, a ∈ R2 \ {0}. Pokazać, że z prawdopodobieństwem 1 W
dochodzi do każdego otoczenia a, ale z prawdopodobieństwem 0 do samego a.
Wsk. Funkcja − log |x−a| jest harmoniczna w R2\{a}, skorzystać także z τn, σn zdefiniowanych
j.w.

7. Udowodnić wielowymiarowa↪ wersje↪ tw. Lévy’ego: M1, . . . , Md ∈ Mc
loc, Mj(0) = 0, j = 1, . . . , d.

(M1, . . . , Md) jest procesem Wienera w Rd wtedy i tylko wtedy, gdy 〈Mj , Mk〉t = δj,kt, j, k =
1, . . . , d.


