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Uwaga: ze wzgl¦du na inn¡ liczb¦ zaj¦¢ ±rodowych i pi¡tkowych, zadania z tej serii

przeznaczone s¡ dla osób maj¡cych ¢wiczenia w ±rody

1. Dokonujemy stukrotnego pomiaru pewnej wielko±ci �zycznej. Bª¦dy zwi¡zane z kolejnymi
pomiarami s¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi o ±redniej 0 i wariancji 0, 1. Korzystaj¡c z
nierówno±ci Czebyszewa-Bienaymé, oszacowa¢ z góry prawdopodobie«stwo tego, »e warto±¢
bezwzgl¦dna sumarycznego bª¦du przekroczy 10.

2. Korzystaj¡c z nierówno±ci Bernsteina, oszacowa¢ z góry prawdopodobie«stwo tego, »e
przy trzystukrotnym rzucie prawidªow¡ kostk¡ szóstka wypadnie co najmniej 60 razy.

3. Obserwujemy w ci¡gu 100 kolejnych dni ceny akcji pewnej spóªki. Niech Xi oznacza
wzgl¦dny wzrost ceny w ci¡gu i-tego dnia (porównujemy kursy zamkni¦cia z i-tego oraz i− 1-
szego dnia), i = 1, 2, . . . , 100. Przykªadowo, równo±¢ X54 = −0, 01 oznacza, i» w stosunku
do ceny zamkni¦cia z 53 dnia, cena pod koniec 54 dnia zmalaªa o 1%. Zakªadamy, »e zmienne
X1, X2, . . ., X100 s¡ niezale»ne i maj¡ ±redni¡ 0, 01%. Korzystaj¡c z nierówno±ci Czebyszewa,
oszacowa¢ z góry prawdopodobie«stwo tego, »e w ci¡gu 100 dni cena akcji wzro±nie ponad
dwukrotnie.
4. Zmienne losowe X1, X2, . . . s¡ nieskorelowane, przy czym dla n ≥ 1 zmienna Xn ma

rozkªad jednostajny na przedziale [−1/n, 1/n]. Czy ci¡g

X1 + X2 + . . . + Xn

n
, n = 1, 2, . . . ,

jest zbie»ny wedªug prawdopodobie«stwa?

5. Zmienne losowe X1, X2, . . . s¡ nieskorelowane, przy czym dla n ≥ 1 zmienna Xn ma
rozkªad P(Xn = −n) = P(Xn = n) = 1/2. Rozstrzygn¡¢, czy ci¡g

X1 + X2 + . . . + Xn

n
, n = 1, 2, . . . ,

jest zbie»ny wedªug prawdopodobie«stwa.

6. Zmienne losowe X1, X2, . . . s¡ niezale»ne i maj¡ rozkªad wykªadniczy z parametrem 2.
Zbada¢ zbie»no±¢ p.n. ci¡gu

X1 + X2 + . . . + Xn + 3

n + 31
, n = 1, 2, . . . .

7. Z odcinka [0, 3] losujemy w sposób niezale»ny kolejno punkty A1, A2, . . .. Dla ka»dego n,
niech Sn oznacza liczb¦ tych punktów spo±ród A1, A2, . . ., An, które wpadªy do odcinka [0, 1].
Sprawdzi¢, »e Sn

n
→ 1

3
p.n.

Przykªadowe zagadnienia na kartkówk¦

1. Sformuªowa¢ nierówno±¢ Czebyszewa i nierówno±¢ Bernsteina.

2. Rzucono 100 razy prawidªow¡ monet¡. Korzystaj¡c z nierówno±ci Bernsteina, oszacowa¢
prawdopodobie«stwo tego, »e orzeª pojawi si¦ w ponad 60% rzutów.

3. Zmienne losowe X1, X2, . . . s¡ nieskorelowane, przy czym dla n ≥ 1 zmienna Xn ma
rozkªad P(Xn = −n) = P(Xn = n) = 1/(2n2), P(Xn = 0) = 1− 1/n2. Rozstrzygn¡¢, czy ci¡g

X1 + X2 + . . . + Xn

n
, n = 1, 2, . . . ,

jest zbie»ny wedªug prawdopodobie«stwa.

4. Zmienne X1, X2, . . . s¡ niezale»ne i maj¡ rozkªad U([0, 1]). Udowodni¢, »e ci¡g

X1 + X2 + . . . + Xn

n
, n = 1, 2, . . . ,

jest zbie»ny p.n. i wyznaczy¢ jego granic¦.


