Egzamin z Rachunku Prawdopodobienstwa, 4.02.2014r.

Instrukcja: Wersja 1

Uwaznie przeczytaj tresci zadan. W szczegdlnosci zwrdé uwage jakie polecenia sa do wykonania w danym zadaniu.
Aby uzyska¢ maksimum punktéw, nalezy rozwigzaé¢ 7 wybranych zadan z 8. Kazde zadanie oceniane jest na skali 0-10 pkt.

Rozwiazanie kazdego zadania nalezy pisa¢ na osobnej kartce, nalezy oddaé¢ 8 kartek. Kazda kartka musi byé podpisana
czytelnie i DRUKOWANYMI literami imieniem i nazwiskiem, numerem indeksu i opatrzona numerem wersji i zadania, np.:
wZad. 3. Wersja I”.

W rozwiazaniu zadania nalezy przedstawié¢ wszystkie obliczenia i objasni¢ kluczowe kroki rozumowania (w szczegdlnosci opisaé
rozwazane w rozwiazaniu zdarzenia, itp.), przywolaé (z nazwy) uzywane fakty i wzory, etc. Za rozwiazanie zawierajace sam
wynik konicowy nie bedg przyznawane zadne punkty.

Nie wolno korzysta¢ z notatek, ksiazek czy kalkulatoréw.

Czas pisania egzaminu: 150 minut

. Zmienna X ma rozklad o gestosci gx (z) = 2e7*"1( 1o0)(2), za$ zmienna Y — rozklad o gestosci gy (y) =

3e*3y1(0,+00) (y), 1 zmienne te sa niezalezne. Wyznaczy¢ rozklad zmiennej X + 3Y.

. Zmienna losowa (X,Y’) ma rozktad o gestosci g(z,y) = cxyl(gy)(2)10,1)(¥)-

(a) Wyznaczy¢ stala ¢ (2 pkt);
(b) Wyznaczy¢ rozklady brzegowe X i Y (3 pkt);
(¢) Wyznaczy¢ E(X|Y) (5 pkt).

Wektor losowy (X,Y) ma rozklad normalny o $redniej (1, 1) i macierzy kowariancji l _22 _32 ]

(a) Obliczy¢ wspoltezynnik korelacji liniowej zmiennych X i 2X + Y (5 pkt).
(b) Wyznaczy¢ rozktad zmiennej 2X + Y + 15 (3 pkt).
(c) Wyznaczy¢ E(E(2X +Y +15|Y)) (2 pkt).

Ze zbioru {1,2,...,12} losujemy ze zwracaniem 2 liczby. Niech zmienna losowa X opisuje ile razy wylosowano
liczbe podzielng przez 3, zas Y — przez 6. Wyznaczy¢ kowariancje X 1Y (5 pkt) oraz E(Y|X) (5 pkt).

. W jajkach z niespodzianka moze by¢ jedna z 6 zabawek (zawartos$¢ roznych jajek jest niezalezna). Kupujemy

jajka do czasu, az zbierzemy wszystkie 6 zabawek. Niech X oznacza liczbe jajek, jakie trzeba kupic¢ a a wartosé
Srednig X . Korzystajac z nieréwnosci Czebyszewa lub jej pochodnych oszacowaé z gory prawdopodobienstwo,
ze liczba zakupionych jajek wyniesie co najmniej 2a (5 pkt) oraz ze liczba zakupionych jajek odchyli sie od
a o wiecej niz trzy odchylenia standardowe X (5 pkt).

Gasienica zyje na kukurydzy, ktora sktada sie z trzech segmentow: szczytu, srodka i korzeni. Gasienica moze
przebywac na kazdym z segmentow. Kazdego dnia, niezaleznie, z prawdopodobienistwami 1/3 i 2/3 albo pada
deszcz albo $wieci storice. Jesli padat deszcz, to gasienica ma tendencje do schodzenia w dét: z prawdopodo-
biefistwem 2/3 przesuwa sie na nizszy segment rosliny a z prawdopodobieristwem 1/3 na wyzszy (jesli ruch
nie jest mozliwy to pozostaje na danym segmencie). Jesli zas $wieci storice, gasienica ma tendencje do ruchu
w gore: z prawdopodobienstwem 1/4 przesuwa sie na nizszy segment rosliny a z prawdopodobienstwem 3/4
na wyzszy (jesli ruch nie jest mozliwy to pozostaje na danym segmencie). Jesli gasienica spedzi dwa kolejne
dni na szczycie to zmienia si¢ w motyla i odlatuje. Natomiast jesli spedzi trzy kolejne dni w w korzeniach
to ginie. Zaproponuj tancuch Markowa modelujacy zycie gasienicy (4 pkt). Dla gasienicy bedacej w srodku
oblicz prawdopodobieristwo zamiany w motyla (6 pkt).

Gracz A rzuca 420 razy szesScienng kostka do gry, zas gracz B rzuca 420 razy symetryczna moneta. Korzystajac
z centralnego twierdzenia granicznego, oszacowaé prawdopodobieristwo, ze:

(a) sumaryczna liczba oczek wyrzucona przez gracza A bedzie mniejsza niz 1540 (5 pkt);

(b) sumaryczna liczba oczek wyrzucona przez gracza A bedzie wigksza niz pomnozona przez 7 liczba ortow
wyrzuconych przez gracza B (5 pkt).

Zmienne X, Xy, ... sa niezalezne i maja rozklad jednostajny na odcinku (0,1). Zbada¢ zbieznosé¢ prawie na
pewno ciagow

(a) Y, = nXithXodednXn (5 514y Wskazowka. Jesli X ma rozktad jednostajny na odcinku (0,1), to

n
—In X ma rozktad wyktadniczy z parametrem 1.

(b) Zp = (X1 Xo--- Xn)/™ (5 pkt). Wskazowka. Skorzystaé z poprzedniego podpunktu.

B(1) ~ 0,841, B(1,5) ~ 0,933, (2) ~ 0,977, B(2,5) ~ 0,994, B(3) ~ 0,9987, B(4) ~ 0,99997



Egzamin z Rachunku Prawdopodobienstwa, 4.02.2014r.

Instrukcja: Wersja 11

Uwaznie przeczytaj tresci zadan. W szczegdlnosci zwrdé uwage jakie polecenia sg do wykonania w danym zadaniu.
Aby uzyska¢ maksimum punktéw, nalezy rozwigzaé 7 wybranych zadan z 8. Kazde zadanie oceniane jest na skali 0-10 pkt.

Rozwiazanie kazdego zadania nalezy pisa¢ na osobnej kartce, nalezy oddaé¢ 8 kartek. Kazda kartka musi byé podpisana
czytelnie i DRUKOWANYMI literami imieniem i nazwiskiem, numerem indeksu i opatrzona numerem wersji i zadania, np.:
wZad. 3. Wersja I”.

W rozwiazaniu zadania nalezy przedstawié¢ wszystkie obliczenia i objasni¢ kluczowe kroki rozumowania (w szczegdlnosci opisaé
rozwazane w rozwiazaniu zdarzenia, itp.), przywolaé (z nazwy) uzywane fakty i wzory, etc. Za rozwiazanie zawierajace sam
wynik konicowy nie bedg przyznawane zadne punkty.

Nie wolno korzysta¢ z notatek, ksiazek czy kalkulatoréw.

Czas pisania egzaminu: 150 minut

. Zmienna X ma rozklad o gestosci gx (z) = 4 %1 ;o0\ (2), zas zmienna Y — rozklad o gestosci gy (y) =

e*y1(07+oo)(y), i zmienne te sa niezalezne. Wyznaczy¢ rozktad zmiennej 4X + Y.

. Zmienna losowa (X,Y’) ma rozktad o gestosci g(x,y) = ca:2y1(07x) (¥)1o,1) ().

(a) Wyznaczy¢ stala ¢ (2 pkt);
(b) Wyznaczy¢ rozklady brzegowe X i Y (3 pkt);
(¢) Wyznaczy¢ E(Y'|X) (5 pkt).

Wektor losowy (X,Y) ma rozklad normalny o $redniej (2,2) i macierzy kowariancji l _12 _52 ]

(a) Obliczy¢ wspoltezynnik korelacji liniowej zmiennych X 1 X — Y (5 pkt).
(b) Wyznaczy¢ rozktad zmiennej X —Y + 7 (3 pkt).
(¢) Wyznaczy¢ E(E(X —Y +7|Y)) (2 pkt).

Ze zbioru {1,2,...,16} losujemy ze zwracaniem 2 liczby. Niech zmienna losowa X opisuje ile razy wylosowano
liczbe podzielng przez 4, zas Y — przez 8. Wyznaczy¢ kowariancje X i Y (5 pkt) oraz E(Y|X) (5 pkt).

. W jajkach z niespodzianka moze by¢ jedna z 5 zabawek (zawartos$¢ roznych jajek jest niezalezna). Kupujemy

jajka do czasu, az zbierzemy wszystkie 5 zabawek. Niech X oznacza liczbe jajek, jakie trzeba kupic¢ a a wartosé
Srednig X . Korzystajac z nieréwnosci Czebyszewa lub jej pochodnych oszacowaé z gory prawdopodobienstwo,
ze liczba zakupionych jajek wyniesie co najmniej 3a (5 pkt) oraz ze liczba zakupionych jajek odchyli sie¢ od
a o wiecej niz dwa odchylenia standardowe X (5 pkt).

Gasienica zyje na kukurydzy, ktora sktada sie z trzech segmentow: szczytu, srodka i korzeni. Gasienica moze
przebywac na kazdym z segmentow. Kazdego dnia, niezaleznie, z prawdopodobienistwami 1/2 i 1/2 albo pada
deszcz albo $wieci storice. Jesli padat deszcz, to gasienica ma tendencje do schodzenia w dét: z prawdopodo-
biefistwem 2/3 przesuwa sie na nizszy segment rosliny a z prawdopodobieristwem 1/3 na wyzszy (jesli ruch
nie jest mozliwy to pozostaje na danym segmencie). Jesli zas $wieci storice, gasienica ma tendencje do ruchu
w gore: z prawdopodobienstwem 1/4 przesuwa sie na nizszy segment rosliny a z prawdopodobienstwem 3/4
na wyzszy (jesli ruch nie jest mozliwy to pozostaje na danym segmencie). Jesli gasienica spedzi trzy kolejne
dni na szczycie to zmienia si¢ w motyla i odlatuje. Natomiast jesli spedzi dwa kolejne dni w w korzeniach
to ginie. Zaproponuj tancuch Markowa modelujacy zycie gasienicy (4 pkt). Dla gasienicy bedacej w srodku
oblicz prawdopodobieristwo zamiany w motyla (6 pkt).

Gracz A rzuca 105 razy szesScienng kostka do gry, zas gracz B rzuca 105 razy symetryczna moneta. Korzystajac
z centralnego twierdzenia granicznego, oszacowaé prawdopodobieristwo, ze:

(a) sumaryczna liczba oczek wyrzucona przez gracza A bedzie wieksza niz 385 (5 pkt);

(b) sumaryczna liczba oczek wyrzucona przez gracza A bedzie mniejsza niz pomnozona przez 7 liczba ortow
wyrzuconych przez gracza B (5 pkt).

Zmienne X1, Xo, ... sa niezalezne i maja rozktad jednostajny na odcinku (0,1). Zbadaé¢ zbieznosé¢ wedlug
prawdopodobienstwa ciagow

(a) Y, = mXithXodednXn (5 pp4)  Wskazowka. Jesli X ma rozktad jednostajny na odcinku (0,1), to

n
—In X ma rozktad wyktadniczy z parametrem 1.

(b) Zp = (X1 Xo--- Xn)/™ (5 pkt). Wskazowka. Skorzystaé z poprzedniego podpunktu.

B(1) ~ 0,841, B(1,5) ~ 0,933, (2) ~ 0,977, B(2,5) ~ 0,994, B(3) ~ 0,9987, B(4) ~ 0,99997



Egzamin z Rachunku Prawdopodobienstwa, 4.02.2014r.

Instrukcja: Wersja 111

Uwaznie przeczytaj tresci zadan. W szczegdlnosci zwrdé uwage jakie polecenia sg do wykonania w danym zadaniu.
Aby uzyska¢ maksimum punktéw, nalezy rozwigzaé 7 wybranych zadan z 8. Kazde zadanie oceniane jest na skali 0-10 pkt.

Rozwiazanie kazdego zadania nalezy pisa¢ na osobnej kartce, nalezy oddaé¢ 8 kartek. Kazda kartka musi byé podpisana
czytelnie i DRUKOWANYMI literami imieniem i nazwiskiem, numerem indeksu i opatrzona numerem wersji i zadania, np.:
wZad. 3. Wersja I”.

W rozwiazaniu zadania nalezy przedstawié¢ wszystkie obliczenia i objasni¢ kluczowe kroki rozumowania (w szczegdlnosci opisaé
rozwazane w rozwiazaniu zdarzenia, itp.), przywolaé (z nazwy) uzywane fakty i wzory, etc. Za rozwiazanie zawierajace sam
wynik konicowy nie bedg przyznawane zadne punkty.

Nie wolno korzysta¢ z notatek, ksiazek czy kalkulatoréw.

Czas pisania egzaminu: 150 minut

. Zmienna X ma rozklad o gestosci gx (z) = 2e7*"1( 1o0)(2), za$ zmienna Y — rozklad o gestosci gy (y) =

3e*3y1(0,+00) (y), 1 zmienne te sa niezalezne. Wyznaczy¢ rozklad zmiennej X + 3Y.

. Zmienna losowa (X,Y’) ma rozktad o gestosci g(z,y) = cxyl(gy)(2)10,1)(¥)-

(a) Wyznaczy¢ stala ¢ (2 pkt);
(b) Wyznaczy¢ rozklady brzegowe X i Y (3 pkt);
(¢) Wyznaczy¢ E(X|Y) (5 pkt).

Wektor losowy (X,Y) ma rozklad normalny o $redniej (1, 1) i macierzy kowariancji l _22 _32 ]

(a) Obliczy¢ wspoltezynnik korelacji liniowej zmiennych X i 2X + Y (5 pkt).
(b) Wyznaczy¢ rozktad zmiennej 2X + Y + 15 (3 pkt).
(c) Wyznaczy¢ E(E(2X +Y +15|Y)) (2 pkt).

Ze zbioru {1,2,...,12} losujemy ze zwracaniem 2 liczby. Niech zmienna losowa X opisuje ile razy wylosowano
liczbe podzielng przez 3, zas Y — przez 6. Wyznaczy¢ kowariancje X 1Y (5 pkt) oraz E(Y|X) (5 pkt).

. W jajkach z niespodzianka moze by¢ jedna z 6 zabawek (zawartos$¢ roznych jajek jest niezalezna). Kupujemy

jajka do czasu, az zbierzemy wszystkie 6 zabawek. Niech X oznacza liczbe jajek, jakie trzeba kupic¢ a a wartosé
Srednig X . Korzystajac z nieréwnosci Czebyszewa lub jej pochodnych oszacowaé z gory prawdopodobienstwo,
ze liczba zakupionych jajek wyniesie co najmniej 2a (5 pkt) oraz ze liczba zakupionych jajek odchyli sie od
a o wiecej niz trzy odchylenia standardowe X (5 pkt).

Gasienica zyje na kukurydzy, ktora sktada sie z trzech segmentow: szczytu, srodka i korzeni. Gasienica moze
przebywac na kazdym z segmentow. Kazdego dnia, niezaleznie, z prawdopodobienistwami 1/3 i 2/3 albo pada
deszcz albo $wieci storice. Jesli padat deszcz, to gasienica ma tendencje do schodzenia w dét: z prawdopodo-
biefistwem 2/3 przesuwa sie na nizszy segment rosliny a z prawdopodobieristwem 1/3 na wyzszy (jesli ruch
nie jest mozliwy to pozostaje na danym segmencie). Jesli zas $wieci storice, gasienica ma tendencje do ruchu
w gore: z prawdopodobienstwem 1/4 przesuwa sie na nizszy segment rosliny a z prawdopodobienstwem 3/4
na wyzszy (jesli ruch nie jest mozliwy to pozostaje na danym segmencie). Jesli gasienica spedzi dwa kolejne
dni na szczycie to zmienia si¢ w motyla i odlatuje. Natomiast jesli spedzi trzy kolejne dni w w korzeniach
to ginie. Zaproponuj tancuch Markowa modelujacy zycie gasienicy (4 pkt). Dla gasienicy bedacej w srodku
oblicz prawdopodobieristwo zamiany w motyla (6 pkt).

Gracz A rzuca 420 razy szesScienng kostka do gry, zas gracz B rzuca 420 razy symetryczna moneta. Korzystajac
z centralnego twierdzenia granicznego, oszacowaé prawdopodobieristwo, ze:

(a) sumaryczna liczba oczek wyrzucona przez gracza A bedzie mniejsza niz 1540 (5 pkt);

(b) sumaryczna liczba oczek wyrzucona przez gracza A bedzie wigksza niz pomnozona przez 7 liczba ortow
wyrzuconych przez gracza B (5 pkt).

Zmienne X, Xy, ... sa niezalezne i maja rozklad jednostajny na odcinku (0,1). Zbada¢ zbieznosé¢ prawie na
pewno ciagow

(a) Y, = nXithXodednXn (5 514y Wskazowka. Jesli X ma rozktad jednostajny na odcinku (0,1), to

n
—In X ma rozktad wyktadniczy z parametrem 1.

(b) Zp = (X1 Xo--- Xn)/™ (5 pkt). Wskazowka. Skorzystaé z poprzedniego podpunktu.

B(1) ~ 0,841, B(1,5) ~ 0,933, (2) ~ 0,977, B(2,5) ~ 0,994, B(3) ~ 0,9987, B(4) ~ 0,99997



Egzamin z Rachunku Prawdopodobienstwa, 4.02.2014r.

Instrukcja: Wersja IV

Uwaznie przeczytaj tresci zadan. W szczegdlnosci zwrdé uwage jakie polecenia sa do wykonania w danym zadaniu.
Aby uzyska¢ maksimum punktéw, nalezy rozwigzaé¢ 7 wybranych zadan z 8. Kazde zadanie oceniane jest na skali 0-10 pkt.

Rozwiazanie kazdego zadania nalezy pisa¢ na osobnej kartce, nalezy oddaé¢ 8 kartek. Kazda kartka musi byé podpisana
czytelnie i DRUKOWANYMI literami imieniem i nazwiskiem, numerem indeksu i opatrzona numerem wersji i zadania, np.:
wZad. 3. Wersja I”.

W rozwiazaniu zadania nalezy przedstawié¢ wszystkie obliczenia i objasni¢ kluczowe kroki rozumowania (w szczegdlnosci opisaé
rozwazane w rozwiazaniu zdarzenia, itp.), przywolaé (z nazwy) uzywane fakty i wzory, etc. Za rozwiazanie zawierajace sam
wynik konicowy nie bedg przyznawane zadne punkty.

Nie wolno korzysta¢ z notatek, ksiazek czy kalkulatoréw.

Czas pisania egzaminu: 150 minut

. Zmienna X ma rozklad o gestosci gx (z) = 4 %1 ;o0\ (2), zas zmienna Y — rozklad o gestosci gy (y) =

e*y1(07+oo)(y), i zmienne te sa niezalezne. Wyznaczy¢ rozktad zmiennej 4X + Y.

. Zmienna losowa (X,Y’) ma rozktad o gestosci g(x,y) = ca:2y1(07x) (¥)1o,1) ().

(a) Wyznaczy¢ stala ¢ (2 pkt);
(b) Wyznaczy¢ rozklady brzegowe X i Y (3 pkt);
(¢) Wyznaczy¢ E(Y'|X) (5 pkt).

Wektor losowy (X,Y) ma rozklad normalny o $redniej (2,2) i macierzy kowariancji l _12 _52 ]

(a) Obliczy¢ wspoltezynnik korelacji liniowej zmiennych X 1 X — Y (5 pkt).
(b) Wyznaczy¢ rozktad zmiennej X —Y + 7 (3 pkt).
(¢) Wyznaczy¢ E(E(X —Y +7|Y)) (2 pkt).

Ze zbioru {1,2,...,16} losujemy ze zwracaniem 2 liczby. Niech zmienna losowa X opisuje ile razy wylosowano
liczbe podzielng przez 4, zas Y — przez 8. Wyznaczy¢ kowariancje X i Y (5 pkt) oraz E(Y|X) (5 pkt).

. W jajkach z niespodzianka moze by¢ jedna z 5 zabawek (zawartos$¢ roznych jajek jest niezalezna). Kupujemy

jajka do czasu, az zbierzemy wszystkie 5 zabawek. Niech X oznacza liczbe jajek, jakie trzeba kupic¢ a a wartosé
Srednig X . Korzystajac z nieréwnosci Czebyszewa lub jej pochodnych oszacowaé z gory prawdopodobienstwo,
ze liczba zakupionych jajek wyniesie co najmniej 3a (5 pkt) oraz ze liczba zakupionych jajek odchyli sie¢ od
a o wiecej niz dwa odchylenia standardowe X (5 pkt).

Gasienica zyje na kukurydzy, ktora sktada sie z trzech segmentow: szczytu, srodka i korzeni. Gasienica moze
przebywac na kazdym z segmentow. Kazdego dnia, niezaleznie, z prawdopodobienistwami 1/2 i 1/2 albo pada
deszcz albo $wieci storice. Jesli padat deszcz, to gasienica ma tendencje do schodzenia w dét: z prawdopodo-
biefistwem 2/3 przesuwa sie na nizszy segment rosliny a z prawdopodobieristwem 1/3 na wyzszy (jesli ruch
nie jest mozliwy to pozostaje na danym segmencie). Jesli zas $wieci storice, gasienica ma tendencje do ruchu
w gore: z prawdopodobienstwem 1/4 przesuwa sie na nizszy segment rosliny a z prawdopodobienstwem 3/4
na wyzszy (jesli ruch nie jest mozliwy to pozostaje na danym segmencie). Jesli gasienica spedzi trzy kolejne
dni na szczycie to zmienia si¢ w motyla i odlatuje. Natomiast jesli spedzi dwa kolejne dni w w korzeniach
to ginie. Zaproponuj tancuch Markowa modelujacy zycie gasienicy (4 pkt). Dla gasienicy bedacej w srodku
oblicz prawdopodobieristwo zamiany w motyla (6 pkt).

Gracz A rzuca 105 razy szesScienng kostka do gry, zas gracz B rzuca 105 razy symetryczna moneta. Korzystajac
z centralnego twierdzenia granicznego, oszacowaé prawdopodobieristwo, ze:

(a) sumaryczna liczba oczek wyrzucona przez gracza A bedzie wieksza niz 385 (5 pkt);

(b) sumaryczna liczba oczek wyrzucona przez gracza A bedzie mniejsza niz pomnozona przez 7 liczba ortow
wyrzuconych przez gracza B (5 pkt).

Zmienne X1, Xo, ... sa niezalezne i maja rozktad jednostajny na odcinku (0,1). Zbadaé¢ zbieznosé¢ wedlug
prawdopodobienstwa ciagow

(a) Y, = mXithXodednXn (5 pp4)  Wskazowka. Jesli X ma rozktad jednostajny na odcinku (0,1), to

n
—In X ma rozktad wyktadniczy z parametrem 1.

(b) Zp = (X1 Xo--- Xn)/™ (5 pkt). Wskazowka. Skorzystaé z poprzedniego podpunktu.

B(1) ~ 0,841, B(1,5) ~ 0,933, (2) ~ 0,977, B(2,5) ~ 0,994, B(3) ~ 0,9987, B(4) ~ 0,99997



