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1 Podstawowe pojecia teorii kategorii

1.1 Kategorie, funktory, transformacje naturalne
Bedziemy uzywaé nastepujacych poje¢ i przyktadéw dotyczacych kategorii:

kategorie, obiekty, morfizmy, izomorfizmy

funktory,

transformacje naturalne funktoréw,

funktory dotaczone (sprzezone).

Kategorie oznaczamy naogdét literami A, B, C a zbiory morfizméw miedzy obiektami X, Y € ob (C)

oznaczamy C(X,Y) lub Mor¢(X,Y). Przez C°P oznaczamy kategorie przeciwna do kategorii C,
czyli taka, ze ob C°? = ob (C) a dla dowolnych A, B € ob C° definiujemy C?(A, B) := C(B, A).

Przyktady:

S — kategoria zbioréw i ich dowolnych przeksztalcen,

S, — kategoria zbioréw z wyréznionym punktem i przeksztalcen zachowujacych te punkty,
G — kategoria grup i homomorfizméw; A C G podkategoria grup abelowych,

R1 — kategoria pierscieni z 1 i homomorfizméw,

T — kategoria przestrzeni topologicznych i przeksztalcen ciaglych,

7T, — przestrzeni topologicznych z wyréznionym punktem i przeksztalcen cigglych zachowujacych
te punkty,

Tn, — kategoria homotopii przestrzeni w ktérej obiekatami sa przestrzenie topologiczne a morfi-
zmami klasy homotopii. Istnieje naturalny funktor ”ilorazowy” 7 — 7,

Th« — kategoria homotopii przestrzeni z wyréznionym punktem. Obiekty: przestrzenie z wyrdz-
nionym punktem; morfizmy: punktowane klasy punktowanych homotopii odwzorowan. Istnieje
naturalny funktor ”ilorazowy” 7, — ZT.p.

Kategori¢ C nazywamy malg jesli klasa obiektéw ob (C) jest zbiorem. Zbiory czeSciowo uporzad-
kowane i grupy (ogdélniej monoidy taczne z jednoscia) mozna traktowaé jako przyklady matych
kategorii a przeksztalcenia zachowujace porzadek oraz homomorfizmy jako funktory miedzy od-
powiednimi kategoriami.



Definicja 1.1. Funktor F' : C — D nazywamy réwnowazno$cia kategorii jesli istnieje funktor
G :D — Ctaki, ze Go F = ide i F oG = idp, gdzie ~ oznacza naturalng rownowaznosé
funktorow.

Wiele twierdzen klasyfikacyjnych w matematyce jest w istocie stwierdzeniem, ze pewne dwie
kategorie sa réwnowazne. To, czy dany funktor jest réwnowaznoécia kategorii pomaga rozstrzygnaé
nastepujace:

Zad. 1. Funktor F': C — D jest réwnowaznos$cia kategorii wtedy i tylko wtedy, gdy
1. F: Mor¢(A, B) — Morp(F(A), F(B)) jest bijekcja dla dowolnych A, B € ob C.

2. kazdy obiekt Y € ob D jest izomorficzny z obiektem F'(A) dla pewnego A € ob C.

Przyklad. Kategoria skonczenie wymiarowych przestrzeni wektorowych nad cialem k jest réwno-
wazna swojej pelnej podkategorii ztozonej z przestrzeni liniowych postaci k™, n € N.

Zad. 2. Mala kategoria w ktorej miedzy dowolnymi dwoma obiektami jest co najwyzej jeden
morfizm jest réwnowazna (ale nie identycznal!) z kategoria definiowana przez poset (zbiér czedciowo
uporzadkowany).

Zad. 3. Jesli w malej kategorii kazdy morfizm jest izomorfizmem oraz miedzy kazdymi dwoma
obiektami istnieje morfizm, to ta kategoria jest réwnowazna kategorii definiowanej przez grupe.
Podaj (nietrywialne) przyktady takich kategorii.

Zad. 4. Niech Cat oznacza kategorie, ktorej obiektami sa male kategorie (tzn. takie, w kt6rych
obiekty tworza zbiér) a morfizmami funktory miedzy nimi. Zauwazy¢, ze kategoria grup i kategoria
zbioréw czesciowo uporzadkowanych sa réwnowazne pewnym podkategoriom w Cat.

1.2 Funktory reprezentowalne

Definicja 1.2. Dla X € ob C definiujemy funktory:
hx :C— S, hx(U) = Mor¢(X,U)
X .c®? -8,  h*(U) = More(U, X)

Definicja 1.3. Funktor F' : C°? — S nazywamy reprezentowalnym wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje obiekt X € C oraz izomorfizm funktoréw hX — F. Analogicznie dla funktora kowariant-
nego.

Twierdzenie 1.4 (Lemat Yonedy). Niech F : C — S bedzie funktorem. Wowczas przyporzqdko-
wanie ® ~ ®(X)(idx), gdzie ® : WX — F jest naturalng transformacjq, definiuje bijekcje zbioru
transformacji naturalnych funktora h w funktor F i zbioru F(X).

Wnhiosek 1.1. Przyporzedkowanie f ~ ¢, 7¢(h) = f o h definiuje bijekcje zbioru More(X,Y) w
2bidr transformacji naturalnych funktora h w funktor hY .

Whniosek 1.2. Jezeli funktor F': C — S jest reprezentowalny, to obiekt go reprezentujgcy jest
wyznaczony jednoznacznie z dokladnoscig do izomorfizmu.

Zad. 5. Niech S¢” oznacza kategorie, ktérej obiektami sg funktory z C° w S, a morfizmami
transformacje naturalne. Sprawdzi¢, ze lemat Yonedy méwi, ze przyporzadkowanie X ~» h¥
definiuje funktor, ktéry jest réwnowaznoscig kategorii C z pelna podkategoriag S zlozona z
funktoréw reprezentowalnych.

Analogiczne stwierdzenia sa oczywiscie prawdziwe dla funktoréw kowariantnych.



1.3 Funktory sprzezone

Definicja 1.5. Funktory F' : C — D i G : D — C nazywamy sprzezonymi wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieje naturalna rownowaznosé funktoréw na kategorii C? x D o wartoéciach w S

More(-,G(-)) — Morp(F'(-),- ).

Méwimy, ze funktor F' jest lewo-sprzezony do funktora G, a G jest prawo-sprzezony do funktora
F.

Zad. 6. Pokazaé, ze funktor sprzezony do danego funktora, o ile istnieje, to jest wyznaczony
jednoznacznie z dokladnoscia do izomorfizmu funktorow.

Zad. 7. Skonstruowaé funktor prawo-sprzezony do funktora Hom(V, - ) : Vecty — Vecty.

Zad. 8. Pokazaé, ze jezeli funktor F': C — D jest rownowaznosScia kategorii, to istnieje funktor
G : D — C sprzezony do F' zaréwno z prawej jak i lewej strony.

1.4 Produkty i koprodukty, granice i kogranice

Definicja 1.6. Produktem (kartezjanskim) obiektéw X i Y w kategorii C nazywamy obiekt Z
wraz z morfizmami Z 5 X i 72 25 v, ktéry ma nastepujaca wlasnosc uniwersalnosci: dla

dowolnych morfizméw W Lxiwsy istnieje doktadnie jeden morfizm W LNy , dla ktérego
pxoh=fipyoh=yg.

Definicja 1.7. Koproduktem obiektéw X i Y w kategorii C nazywamy obiekt S wraz z morfizma-
mi X 25 51V 25 S, ktéry ma nastepujaca whasnosc uniwersalnosci: dla dowolnych morfizméw
x L wivLw istnieje doktadnie jeden morfizm S LR W, dla ktorego hoix = fihoiy =g.

Uwaga. Koproduktem obiektéw X i Y w kategorii C jest produktem w kategorii C°P.
Zad. 9. Podaé definicje produktu i koproduktu dowolnej rodziny obiektéw {X;}icr

Zad. 10. Zbadaé istnienie produktéw i koproduktéw (skonczonych i nieskoficzonych) w znanych
kategoriach.

Zad. 11. Dla obiektéw X i Y kategorii C rozpatrujemy funktor F(-) = hX(:) x hY (-), gdzie x
oznacza produkt kartezjanski zbioréw. Funktor F' jest reprezentowalny wtedy i tylko wtedy gdy
istnieje produkt X x Y i jest to obiekt go reprezentujacy.

7 poprzednich rozwazan wynika, ze produkt, o ile istnieje, to jest wyznaczony jednoznacznie z
doktadnoscia do izomorfizmu.

Definicja 1.8. Niech 7 bedzie mala kategoria. Diagramem w kategorii C modelowanym na Z
nazywamy dowolny funktor F': Z — C.

Wazne przyklady matych kategorii na ktérych modelowane bywaja diagramy (kropki oznaczaja
rézne obiekty, nie zaznaczamy morfizméw identycznosciowych)

e —=eo o — 0 — ..
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Niech F' : 7 — C bedzie diagramem, za§ W € ob C. Powiemy, ze rodzina morfizméw {f; : W — F(j)}jer
jest zgodna jezeli dla kazdego o : ¢ — j morfizmu w I, F(oy;) o fi = fj.

Definicja 1.9. Granicg (lub granica odwrotna) diagramu F' : Z — C nazywamy obiekt L w C
(oznaczamy go limzF') wraz ze zgodna rodzing morfizméw p; : L — F(j), ktéry posiada naste-
pujaca wlasnosé uniwersalnosci: dla kazdego obiektu W i zgodnej rodziny {f; : W — F(j)},ecs
istnieje dokladnie jeden morfizm g : W — L, dla ktérego p; o g = f; dla kazdego j € ob I.

Jezeli odwrécimy strzalki dostaniemy dualne pojecie granicy prostej (zwanej tez kogranica) dia-
gramu.

Definicja 1.10. Kogranicg (lub granica prosta) diagramu F' : Z — C nazywamy obiekt C' € C
(oznaczamy go colim7F') wraz ze zgodna rodzinag morfizméw s; : F(j) — L, ktéry posiada
nastepujaca wlasnos¢ uniwersalnosci: dla kazdego obiektu W i zgodnej rodziny {f; : F(j) —
W} e istnieje doktadnie jeden morfizm g : C' — W, dla ktérego gos; = f; dla kazdego j € ob I.

Zad. 12. Granica (odp. kogranica) diagramu modelowanego na kategotii dyskretnej (tzn. w
ktorej istnieja tylko morfizmy identycznosciowe) jest izomorficzna z produktem (odp. korpduktem)
rodziny obiektow.

Zad. 13. Granica i kogranica diagramu, o ile istnieje, to tylko jedna z dokladno$cia do izomor-
fizmu.

Zad. 14. Jesli kategoria I ma obiekt poczatkowy ig € ob Z (odpowiednio koficowy i, € 0b Z, to
dla dowolnego diagramu F': Z — C mamy limz F' = F(ip) (odpowiednio colim7 F' = F(ix)).

Zad. 15. Niech F': Z — C bedzie dowolnym diagramem. Udowodnij, ze obiekt C € 0bC jest
granicg odwrotna diagramu F wtedy i tylko wtedy, gdy reprezentuje funktor Gg: C — Set dany
wzorem Gp(X) = colim ¢ More (X, F(—)) (colim w kategorii S).

Definicja 1.11. Granice diagramu w C modelowanego na kategorii

l

e — o

nazywa sie produktem wiéknistym (inaczej pull-back), za$ kogranice diagramu modelowanego na

kategorii
e — @

l

nazywa sie koproduktem kowldknistym (inaczej push-out).

Produkt wiéknisty, o ile istnieje, to jest wyznaczony jednoznacznie z doktadnoscia do izomorfizmu.
Oznaczamy go symbolem X X7 Y a koprodukt kowldknisty odpowiednio X Lig Y.



Zad. 16. Sprawdz, ze powyzsza definicja produktu widknistego jest rownowazna nastepujacej:

Produktem witdknistym morfizméw X LT orany &1 nazywamy obiekt Z wraz z morfizmami
Z 2 X 1z 25y, dla ktérych przemienny jest diagram:

7z XX

ST

y -4, 8§

i ktory spelnia nastepujacy warunek uniwersalnosci: dla kazdego obiektu W i morfizméw W b x
iw Ly takich, ze f o h = g o k istnieje dokladnie jeden morfizm W 5 Z, taki ze px or = f i
pyor=g.

Zad. 17. Zbadacd istnienie granic i kogranic w znanych kategoriach.

Definicja 1.12. Granice diagramu modelowanego na kategorii 0 = 1 (czyli dwéch morfizméw
miedzy tymi samymi obiektami) nazywamy ekwalizatorem tych morfizméw, a kogranice ich ko-
ekwalizatorem.

Zad. 18. Jedli w kategorii C istnieja ekwalizatory dla dowolnej pary morfizméw oraz produkty
dowolnej (skonczonej) rodziny obiektéw, to istnieja w niej granice (odwrotne) dowolnych (skon-
czonych) diagraméw. Analogicznie dla kogranic.

Zad. 19. Funktor dolaczony z lewej (prawej) strony zachowuje kogranice (granice) diagraméw.
Tzn. jesli funktor G : C — D jest lewo dotaczony do pewnego funktora, to dla dowolnego diagramu
F : 7 — C to naturalny morfizm colim¢(G o F') — G(colim¢ F') jest izomorfizmem.

1.5 Kategorie morfizméw

Dla dowolnej kategorii C mozna rozwazaé kategorie jej morfizméw Mor(C) ktérej obiektami sa
morfizmy w C a morfizmami miedzy nimi przemienne diagramy:

X X'
f !
Y Y’

Moéwimy, ze morfizm f: X — Y jest ortogonalny z lewej strony do f: X' — Y’ jedli dla kazdego
morfizmu (diagramu) miedzy nimi istnieje przekatna X — X’. Odpowiednio méwimy, ze f’ jest
ortogonalny do f z prawej strony. Jesli M C Mor(C) jest klasa obiektéw w Mor(C) (tzn. morfi-
zméw w C), to klase morfizméw do nich prostopadtych z prawej strony oznaczamy M=, a z lewej
strony +M.

Zauwazmy, ze w dowolnej kategorii C mozna méwié¢ o retraktach: powiemy, ze obiekt ¢ jest re-
traktem obiektu d jesli istniejg morfizmy ¢ — d — ¢ ktérych zlozenie jest identycznoscia id,.

Lemat 1.1. Dia dowolnej klasy morfizméw M klasy morfizméw ortogonalnych *M i M+ sq
zamkniete ze wzgledu na retrakcje.



Dla ustalonego obiektu A mozemy rozwazaé pelng podkategorie C4 kategorii morfizméw, ktérej
obiektami sa morfizmy o wartoéciach w A, a morfizmami diagramy w ktérych dolna strzatka jest
identycznoscia. Morfizmy mozemy wie¢ utozsamic z tréjkatami przemiennymi

f

N

A

X

Y

Dualnie rozwaza sie kategorie morfizméw wychodzacych z A, oznaczana C4, ktérej obiektami sg

morfizmy A 1, X a morfizmami sg takze diagramy przemienne:

SN

X !

Y

Kategorie C4 nazywa sie kategoria obiektéw nad A, a kategorie C4 nazywa sie kategorig obiektéw
pod A.

Zad. 20. Produkt widknisty morfizméw X ENE 4 oraz Y & T w kategorii C jest izomorficzny
z ich produktem w kategorii Cr. Odpowiednio koprodukt kowldknisty morfizméw S 1, X oraz

S Ly w kategorii C jest izomorficzny z ich koproduktem w kategorii Cg

Zad. 21. Zbada¢ istnienie produktéw widknistych i koproduktéw kowtdknistych w znanych ka-
tegoriach.

Jedli kategoria C jest kategoria pewnych przestrzeni topologicznych, to w kategoriach C4 i C4
mozemy w oczywsty sposob zdefiniowaé¢ homotopie przeksztatcen. Morfizmy i homotopie w Cy
nazywamy przeksztalceniami (homotopiami) rel (A), natomiast morfizmy i homotopie w C4 na-
zywamy przeksztalceniami (homotopiami) nad A lub widknistymi.

1.6 Struktury algebraiczne w kategoriach

Pokazemy, ze o strukturach algebraicznych takich jak monoid i grupa mozna méwi¢ w dowolnej
kategorii. Niech M oznacza kategorie tacznych monoidéw z jednoscia, a G kategorie grup (grupa

to monoid posiadajacy odwrotnosci). Istnieja oczywiste funktory zapominania G — M Zs.

Definicja 1.13. Struktura monoidu (odp. komonoidu) na obiekcie X € ob C nazywamy pod-
niesienie funktora hX:C — S (odp. hx)do kategorii monoidéw . Oznacza to, ze istnieje funktor
hX : C — M taki, ze diagram

C My

2N i
S

jest przemienny. Jesli zastapi¢ kategorie M kategoria G, to méwimy o strukturze grupowej (odp.
kogrupowej) na obiekcie X.



Zad. 22. Zalézmy, ze na obiektach X,Y € C zadane sa struktury monoidu. Kiedy morfizm
f X — Y nazwiemy homomorfizmem tych struktur?

Zad. 23. Zbada¢ zwiazek definicji grupy (topologicznej) z pojeciem obiektu grupowego w katego-
rii zbioréw (przestrzeni topologicznych) i kategorii zbioréw z wyréznionym punktem (przestrzeni
z wyréznionym punktem). Zbadaé istnienie struktur ko-monoidu w tych kategoriach.

Jedli w kategorii istnieja produkty oraz obiekt koncowy, to definicje struktury grupowej na X
mozna wyrazi¢ réwnowaznie w postaci blizszej tradycyjnej definicji grupy.

Zad. 24. Zaktadamy, ze w kategorii C istnieja produkty dowolnych obiektéw oraz obiekt poczat-
kowy P. Pokazac, ze struktury grupowe na X sa w bijekcji z tréjkami morfizmoéw w C:

w:X x X — X (dzialanie grupowe),
1. X — X (branie elementu odwrotnego),

e : P — X (jedynka), ktére spelniaja odpowiednie warunki (te warunki prosze wypisa¢ samo-
dzielnie - to nic innego jak aksjomaty grupy napisane przy pomocy przemiennych diagraméw).
Wykazaé analogiczne stwierdzenie dla obiektéw kogrupowych.

Zad. 25. Jezeli morfizmy v : X — X ][ X zdaje strukture kogrupowa, za§ p : ¥ XY — Y
zadaje strukture grupowa w kategorii C i te dwie struktury maja wspélny element neutralny, to
struktury grupy wyznaczone na zbiorze Morc(X,Y) przez v i przez p pokrywaja sie i ponadto
otrzymana grupa jest przemienna.

2 Wprowadzanie topologii w zbiorach. Przestrzenie odwzorowan
cigglych.

2.1 Podbazy topologii, topologia indukowana przez rodzine podzbioréw

Definicja 2.1. Niech X bedzie zbiorem a U pewna rodzing jego podzbioréw. Topologia indu-
kowang (generowang) przez U nazywamy najmniejsza topologie w X zawierajaca rodzine U.
Oznaczamy ja 7 (U).

Zad. 26. Niech X, U beda jak wyzej. Pokaz, ze baza topologii 7 (U) jest rodzina wszystkich
skoniczonych przecieé zbioréw z rodziny U (czyli U jest podbaza topologii 7 (U)). Uwaga: przeciecie
pustej rodziny podzbioréw X to X.

Zad. 27. Niech X, Y beda przestrzeniami topologicznymi, przy czym topologia na Y jest induko-
wana przez rodzing Y. Udowodnij, ze f: X — Y jest ciagla wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego
U € U zbiér f~1(U) jest otwarty w X. Uwaga: wynika stad, ze gdy na Y jest dana topologia
indukowana, nie musimy rozpatrywaé przeciwobrazow wszystkich zbioréw otwartych sprawdzajac
ciaglosé przeksztalcenia.

2.2 Topologia wprowadzana przez rodzine odwzorowan

Zaczniemy od opisania ogdlnej konstrukeji wprowadzania topologii w zbiorze na ktérym okreslone
sa przeksztalcenia o wartosciach w przestrzeniach topologicznych.

Niech X bedzie zbiorem a F = {f; : X — Y;}iesr rodzina przeksztalcen o wartodciach w
przestrzeniach topologicznych (Y;,7;). Definiujemy topologie 7r w zbiorze X jako najmniejsza



topologie w ktorej wszystkie odwzorowania f; : X — Y; sa ciagle. Latwo zauwazy¢, ze baza
tej topologii sg zbiory postaci {fijl(Uil) N...N f;l(Uzk)} gdzie U;, € T;,, k € N. Nastepujace
twierdzenie charakteryzuje topologie 7r.

Stwierdzenie 2.1. Niech Z bedzie przestrzeniq topologiczng. Odwzorowanie g : Z — X jest

ciggte wtedy i tylko wtedy gdy dla kazdego i € I zloZenie Z 9 x Iy Y, jest ciggle.

Przyklad. Jesli A C X jest podzbiorem przestrzeni topologicznej, to topologia podprzestrzeni w
A jest zadana przez odwzorowanie zanurzenia i : A C X.

Przyklad. Jezeli { X;}ier jest rodzing przestrzeni topologicznych, to topologia w produkcie [ ;< X;
jest zadana przez rodzine rzutowan {p; : [[;c; Xi — Xi}tier.

Podobnie mozemy zdefiniowaé topologie w zbiorze Y jedli zadana jest rodzina odwzorowan
F :={fj: Xj = Y},es z przestrzeni topologicznych (X;,7;) do Y. Topologie 7 definiujemy jako
najwigkszg topologie w Y taka, ze wszystkie odwzorowania f; : X; — Y sa ciggte. Latwo widziec,
zeTr={UCY: VjleJ-_l(U) € 7;}. Podobnie jak powyzej, topologia ta jest scharakteryzowana
przez nastepujaca wiasnosc.

Stwierdzenie  2.2. Niech Z  bedzie przestrzenig  topologiczng. Odwzqmwame
g Y — Z jest ciggle wtedy i tylko wtedy gdy dla kazdego j € J zlozenie X; Sy Lz
jest ciggle.

Definicja 2.2. Niech {X};c; bedzie rodzing przestrzeni topologicznych. Zdefiniujmy zbiér X =
[jes Xj == Ujes Xj x {j} Dla dowolnego j € J mamy zanurzenie i; : X; C X. Zbiér X z to-
pologia zadana przez rodzine odwzorowan {i;};cs nazywamy sumgq rozlgczng (lub koproduktem)
przestrzeni topologicznych {Xj}.

Zauwazmy, ze jesli Vje; Xj = X to [[;e; X;j = X x J gdzie w zbiorze wskaznikéw J rozpatrujemy
topologie dyskretna.

2.3 Topologia ilorazowa

Bardzo waznym szczegdlnym przypadkiem rozwazanej wyzej konstrukcji jest wprowadzanie topo-
logii w zbiorze klas abstrakcji relacji rownowaznosci. Zauwazmy,ze jest to konstrukcja w pewnym
sensie dwoista do definicji podprzestrzeni.

Definicja 2.3. Niech (X, 7") bedzie przestrzenia topologiczna, R relacja réwnowaznosci w zbiorze
X, aq: X — X/R przeksztalceniem przypisujacym punktowi jego klase abstrakcji. W zbiorze
X/R definiujemy topologie wprowadzona przez przeksztalcenie ¢, ktéra nazywamy topologia ilo-
razowa, a przestrzen X /R przestrzenia ilorazowa.

T/R:={UcCX/R: ¢ '(U)eT}.

Definicja 2.4. Przeksztalcenie ciaglte ¢ : X — Y bedace surjekcja nazywamy ilorazowym, jezeli
dla dowolnego przeksztalcenia f : Y — Z z ciaglosci zlozenia f o q :— Z wynika ciaglosé
przeksztatcenia f. [

Zad. 28. Jesli surjekcja f: X — Y jest przeksztalceniem otwartym lub domknietym, to jest
przeksztatceniem ilorazowym. Uwaga. Nie kazde przeksztalcenie ilorazowe musi byé otwarte lub
domkniete.



Zad. 29. Rozpatrzmy ciggly surjekcje f: X — Y i relacj¢ Ry na X okreSlong nastgpujaco
zRx’ <= f(x) = f(2'). Udowodnij, ze

a) f jest przeksztalceniem ilorazowym wtedy i tylko wtedy, gdy przeksztalcenie f': X/Ry — Y
dane wzorem f([z]) = f(z) jest homeomorfizmem;

b) jesli Y jest przestrzenia Hausdorffa, to réwniez X/R; jest przestrzenia Hausdorffa.

Przyktad 1. Jezeli A C X, to przez X/A oznaczamy wyposazona w topologie ilorazowa.przes-
trzen klas abstrakeji relacji zRx’ <= x =2/ lub x,2’ € A. Méwimy, ze jest to przestrzen X z
podzbiorem A zgniecionym do punktu.

Przyklad 2. Jezeli A jest przestrzenia topologiczna, to (niezredukowanym) stozkiem nad A nazy-
wamy A x I/A x {1}, gdzie I oznacza odcinek [0, 1] z topologia euklidesowa.

Przyklad 3. Niech (X;, z;), i € I beda przestrzeniami topologicznymi, z wyréznionymi punktami.
Niech X := [[;c; X; bedzie koproduktem za$§ A = J;cr{zi} x {i} € X. Wowczas X /A nazywa-
my bukietem przestrzeni X; oznaczamy \/,;c; X;. Bukiet skofczonej liczby przestrzeni oznaczamy
takze X7V Xo...V X,,.

Zad. 30. Zauwazyé¢, ze przestrzen X VY jest homeomorficzna =z podzbiorem
(X x{yo}) U ({xo} xY) C X xY. Czy taki homeomorfizm zachodzi tez dla nieskonczonych bu-
kietéw?

Kolejny przyklad jest tak wazny, ze wyodrebnimy go jako definicje.

Definicja 2.5. Niech A C X i niech f : A — Y bedzie przeksztalceniem ciaglym. Wéwcezas
doklejeniem przestrzeni X do Y wzdluz przeksztalcenia A nazywamy przestrzen ilorazowa (X U
Y)/R, gdzie tRy <= x=ylubxec Ai f(x) =y i oznaczamy ja symbolem X Uy Y. Mamy
nastepujacy przemienny diagram:

A — X

T
Yy - Xupy
w ktérym i oraz 7 sa wlozeniami.

Zauwazmy, ze przestrzen X z podzbiorem A zgniecionym do punktu jest szczegdlnym przy-
padkiem powyzszej konstrukcji — jezeli Y = {x} jest przestrzenia jednopunktowa, to przestrzen
X Uy {*} jest homeomorficzna z X/A.

Zad. 31. Torus i butelka Kleina powstaja z bukietu dwdch okregéow przez doklejenie dysku 2-
wymiarowego wzdhuz jego brzegu. Dowolny precel powstaje z bukietu okregéw przez doklejenie
dysku 2-wymiarowego wzdluz jego brzegu.

Zad. 32. Produkt kartezjanski dwoch sfer S™ x S™ powstaje z bukietu S™ V S™ przez doklejenie
dysku D™"t™ wzdhiz jego brzegu.

Przestrzen ilorazowa przestrzeni spéjnej (lukowo spéjnej) jest oczywiscie spéjna (tukowo spdjna),
gdyz jest jej obrazem przy przeksztalceniu ciaglym. Jednak wiele innych wlasnosci topologii
przestrzeni nie zachowuje sie przy przechodzeniu do przestrzeni ilorazowej. Nie sa zachowywane
aksjomaty oddzielania, istnienia przeliczalnej bazy, czy tez przeliczalnej bazy w punkcie. przes-
trzen ilorazowa przestrzeni metrycznej moze nie by¢ metryzowalna.



Zad. 33. Niech Z C R bedzie zbiorem liczb catkowitych. Przestrzen R/Z (Uwaga: R/Z to liczby
rzeczywiste ze zgniecionym do punktu zbiorem Z, a nie grupa ilorazowal!), ktéra jest homeomor-
ficzna z bukietem przeliczalnej liczby okregéw, nie ma przeliczalnej bazy w punkcie bukietowym.

2.4 Uzwarcenie Aleksandrowa przestrzeni lokalnie zwartej

Definicje p. Uzwarcenie Aleksandrowa. Uzwarcenie Aleksandrowa' przestrzeni X oznaczamy X 7.
Istnieje kanoniczne wlozenie X C X .

Zad. 34. Sfera S™ jest homeomorficzna z uzwarceniem Aleksandrowa przestrzeni R™.

Zad. 35. Plaszczyzna rzutowa RP(2) jest homeomorficzna z uzwarceniem Aleksandrowa otwartej
wstegi Moebiusa.

Zad. 36. Dla przestrzeni lokalnie zwartych X, Y istnieje naturalny homeomorfizm (X x Y)* ~
XT AY™T bedacy identycznodciag na X x Y. Wynika stad, ze S™ A ™ ~ S™m,

2.5 Przestrzenie zwarcie generowane

Niech dana bedzie przestrzen topologiczna (X, 7) i rozwazmy rodzine jej podzbioréw zwartych
{K}. Zapomniawszy o wyjsciowej topologii w X, a pamietajac o topologii w podzbiorach zwartych
mozna wprowadzi¢ w zbiorze X nowa topologie przez rodzing wlozen zbioréw zwartych: {K C
X | K — zwarty}. Otrzymana przestrzen topologiczna oznaczamy (kX,k7), lub w skrécie kX.
Identycznosé id : kX — X jest oczywiscie przeksztalceniem cigglym; jesli jest homeomorfizmem,
to X nazywamy przestrzeniq zwarcie generowang lub krétko k-przestrzenig.

Zad. 37. Przestrzen lokalnie zwarta jest k-przestrzenia.
Zad. 38. Przestrzen metryczna jest k-przestrzenia.

Zad. 39. Przestrzen Hausdorffa jest zwarcie generowana wtedy i tylko wtedy gdy jest przestrzenia
ilorazowa przestzeni lokalnie zwartej, w szczegolnosci przestrzen ilorazowa k-przestrzeni jesli jest
Hausdorffa jest k-przestrzenia.

Uwaga. Zainteresowanym polecam notatki: Neil Strickland The category of CGWH spaces, w kto6-
rych rozpatrywane sa compactly generated weakly Hausdorff spaces, co pozwala uwolnié¢ sie od
zaktadania wlasnosci Hausdorffa i nadaé¢ wielu twierdzeniom dot. k-przestrzeni bardziej eleganc-
ka forme (w szczegdlnodcei dot. przestrzni odwzorowan - p.nizej).

2.6 Topologia zwarto-otwarta w przestrzeni odwzorowan ciggltych

Definicja 2.6. Dla przestrzeni topologicznych X,Y przez Map (X,Y) oznaczamy zbiér prze-
ksztalcen ciaglych X — Y wyposazony w topologie zwarto-otwarta tzn. generowang przez zbiory
postaci {(A, W) | A C Xzwarty, W C Yotwarty}, gdzie (A, W) := {f € Map (X,Y) |f(4) C W}.

Zad. 40. a) Niech B = {W,} bedzie podbaza przestrzeni Y (w szczegélnosci baza lub nawet
cala topologia!). Wtedy rodzina {(A, W) | A C X zwarty, W € B} jest podbaza topologii zwarto-
otwartej na Map (X,Y).

b) Niech F = {C,} bedzie rodzina zwartych zbioréw w X z nastepujaca wlasnoscia: dla kaz-
dego zwartego A i otwartego U D A istnieje skoniczenie wiele C; € F spelniajacych A C J} C; C U.

'Pawet S. Aleksandrow (1896 — 1982)
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Wtedy rodzina {(C,W) | C € F,W € B} jest réwniez podbaza topologii zwarto-otwartej w
Map (X,Y).

Zad. 41. Zbiory (A x B,W) gdzie A C X, B C Y sa zwarte a W C Z otwarty sa podbaza
topologii zwarto-otwartej w Map (X x Y, 7).

Zad. 42. Jedli f : X — X' oraz g : Y — Y’ s3 odwzorowaniami cigglymi, to odwzorowania
indukowane f* : Map (X',Y) — Map (X,Y) oraz g. : Map (X,Y) — Map (X,Y”) sa ciagle w
topologii zwarto-otwartej.

Definicja 2.7. Dla dowolnego przeksztatcenia h: X x Y — Z definiujemy h: X — Map (Y, Z)
wzorem h(x)(y) := h(z,y).

Twierdzenie 2.8. Jesli Y jest jest lokalnie zwarta, to przeksztalcenie
Map (X x Y, Z) — Map (X, Map (Y, Z))
zdefiniowane jako f — fjest bijekcjq (a nawet homeomorfizmem).

Uwaga. Zaltozenie lokalnej zwarto$ci mozna ostabié¢ rozwazajac wspomniane wyzej przestrzenie
zwarcie generowane lub nawet compactly generated weakly Hausdorff spaces. Kategoria takich
przestrzeni nieco rézni sie od kategorii wszystkich przestrzeni (np. topologia w produkcie i w
przestrzeni odwzorowan musi by¢ zdefiniowana nieco inaczej), ale jest bardzo wygodna na uzytek
abstrakcyjnej teorii homotopii. Zobacz: Neil Strickland Compactly generated spaces.

2.7 Przestrzenie odwzorowan i przeksztalcenia ilorazowe

Zad. 43. Jedli ¢ : X — Y jest przeksztalceniem ilorazowym a Z przestrzenia lokalnie zwarta, to
przeksztatcenie ¢ X id: X X Z — 'Y X Z tez jest ilorazowe.

Zad. 44. Niech Q i Z beda odpowiednio zbiorami liczb wymiernych i catkowitych z topologia
odziedziczona z przestrzeni euklidesowej R. Rozwazamy przeksztalcenie ilorazowe p: Q — Q/Z
(Q/Z to przestrzen liczb wymiernych z utozsamionym do punktu zbiorem Z a nie grupa ilorazo-
wal). Pokaz, ze id X p: Q x Q — Q x Q/Z nie jest przeksztalceniem ilorazowym.

2.8 Odwzorowania przestrzeni z wyr6znionym punktem

Definicja 2.9. Dla przestrzeni punktowanych (X, xo) i (Y, y) oznaczamy Map ,(X,Y) := {f €
Map (X,Y) | f(zo) = yo} oraz X AY := X x Y/X VY. Przestrzen X AY nazywamy smash
produktem (X, zg) i (Y, yo)

Zad. 45. Z bijekcji zbioréw Map (X x Y, Z) = Map (X, Map (Y, Z)) wywnioskuj bijekcje zbioréw
morfizméw w kategorii punktowanej Map (X AY, Z) = Map (X, Map ,(Y, Z)). Udowodnij, ze
jesli X, Y sa zwarte to odwzorwanie to jest homemorfizmem.

Zad. 46. W przypadku Y = S! dostajemy bijekcje Map (XX, Z) = Map ,(X,QY), gdzie XY
oznacza zredukowane zawieszenie a (1Y przestrzen petli na Y zaczynajacych sie w punkcie ba-
zowym. Udowodnij, ze dla dowolnych przestrzeni X, Z istnieje bijekcja zbioréw klas homotopii
przeksztalcen (XX, 7], = [X,QZ]..
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3 Rozwldknienia i korozwldknienia

3.1 Walce i ko-walce
Definicja 3.1. Niech X bedzie przestrzenia topologiczna.

o Walcem (lub cylindrem) o podstawie X nazywamy wlozenie X D, X x I

o Kowalcem (lub kocylindrem) nad X nazywamy projekcje P(X) ¥% X gdzie P(X) := X! =

Map (I, X) oraz po(w) := w(0).

Konstrukcje walca i kowalca sa do siebie dualne, co znajduje wyraz w bijekcji (a nawet home-
omorfizmie) Map (X x I,Y) ~ Map (X, P(Y)).

Definicja 3.2. Walcem (lub cylindrem) przeksztalcenia f : X — Y nazywa sie przestrzen Z(f)
z wlozeniem ig : Y — Z(f) zdefiniowanym jako push-out diagramu:

f

X Y

i0 10

X x I ——=Z(f)

Definicja 3.3. Kowalcem (lub kocylindrem) przeksztalcenia f, nazywa sie przestrzen P(f) wraz
z projekcja po : P(f) — X zdefiniowane jako pull-back diagramu :

P(f) —L—P(v)
Po Po
X j Y

Zad. 47. Wypisaé explicite definicje walca i kowalca przeksztalcenia f.

Konstrukcje walca i kowalca przeksztalcenia sg funktorialne ze wzgledu na morfizmy prze-
ksztalcen. Dowolny diagram

X X'
f f
Y Y’

indukuje odwzorowania Z(f) — Z(f') oraz P(f) — P(f’) dla ktérych odpowiednie diagramy sa
przemienne.
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3.2 Retrakcje

Pojecie retrakeji mozna zdefiniowaé w dowolnej kategorii C. Retrakcjg morfizmu A Ix nazwiemy
morfizm X 5 A taki, ze zlozenie A Lxmoa jest identycznoscia.
Zad. 48. Jesli morfizm w kategorii przestrzeni topologicznych f : A — X posiada retrakcje, to

f jest zanurzeniem homeomroficznym A w X. Je$li X jest przestrzenia Hausdorffa, to podzbior
f(A) C X jest domkniety.

W dalszym ciagu ograniczamy sie wiec do wlozen podzbiordw.

Definicja 3.4. Niech A C X bedzie podprzestrzenia przestrzeni X a iq : A — X oznacza
wlozenie.

1. Przeksztalcenie r : X — A nazywa sie retrakcjg X na A, jezeli r o ig = id. Podzbiér A
nazywa si¢ retraktem X

2. Retrakcja r : X — A nazywa sie retrakcjg deformacyjng, jezeli ztozenie i o r jest homoto-
pijne z idx; podzbiér A C X nazywa sie wtedy retraktem deformacyjnym X.

3. Retrakcja r : X — A nazywa sie silng retrakcjq deformacyjng, jezeli ztozenie i4 o r jest
homotopijne z idx wzgledem A; podzbiér A C X nazywa sie wtedy silnym retraktem de-
formacyjnym X.

3.3 Korozwldéknienia i rozwldknienia

W kategorii 7 wyr6zniamy dwie wazne klasy przeksztalcen: rozwldknienia i korozwldknienia.
Opisane wyzej konstrukcje walca i kowalca przeksztalcenia pozwalaja roztozyé dowolne prze-
ksztalcenie na superpozycje korozwtdknienia i homotopijnej réwnowaznosci oraz homotopijnej
rownowaznosci i rozwléknienia. Rozwtdknienia i korozwtdknienia odgrywaja ogromna role w ba-
daniu homotopijnych wtasnosci przestrzeni topologicznych.

Twierdzenie 3.5. Dla przeksztalcenia j: A — X nastepujgce warunki sq réwnowazne.

1. Dla dowolnego przemiennego kwadratowego diagramu odwzorowan cigglych istnieje przekgt-

na.
A—2E - Py)
7
J Po
X ———>Y

2. Odwzorowanie j: Z(j) — Z(id) = X x I indukowane przez morfizm:

J

A X
j id
X X

id
posiada lewg odwrotnosé r: X x I — Z(j), czyli Z(j) jest retraktem walca X x I - r nazywa
sie funkcjg retrahujgcg korozwloknienia j;
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3. j: A — X ma whasnoéé rozszerzania homotopii (HEP ?) tzn. dla dowolnego warunku
poczgtkowego fo : X — Y i homotopii ' : Ax I — Y do_F_1 : X x I =Y, spelniajgcej
warunek fo(i(a)) = F(a,0) dla a € A istnieje rozszerzenie F': X x [ —Y.

Ax1IT

F

A x {0} Y

X x 1T

fo

X x0

Definicja 3.6. Przeksztalcenie j : A — X spelniajace jeden z warunkéw poprzedniego stwier-
dzenia nazywa sie korozwlcknieniem. Korozwldknienia takie, ze j(A) C X jest podzbiorem do-
mknietym nazywamy domknietymi korozwléknieniami lub parami Borsuka .

Zad. 49. Jedli j: A — X jest korozwldknieniem, to j: A — j(A) jest homeomorfizmem na obraz
(a wiec j jest réznowartosciowe). Jesli X jest przestrzenia Hausdorffa to j(A) C X jest domkniety.

Zad. 50. Wlozenie podzbioru domknietego A — X jest korozwloknieniem wtedy i tylko wtedy
gdy X x {0} U A x I jest retraktem X x I.

Zad. 51. Wlozenie S"! C D" jest korozwitéknieniem.
Twierdzenie 3.7. Dla przeksztalcenia p : E — B nastepujgce warunki sqg réwnowazne.

1. p ma witasno$é podnoszenia homotopii (HLP *) tzn.dla dowolnego przemiennego diagramu
cigglych strzalek:

x—r . p
7

20 p

X xI—B

istnieje strzalka przerywana (podniesienie) F.

2. Odwzorowania p: P(E) — P(p) indukowane przez diagram:

E—Y . F
id p
E———>B

ma prawg odwrotnosc tzn. s: P(p) — P(E) takie, ze pos = idp(y) - odwzorowanie s nazywa
sie funkcja podnoszgcq drogi rozwloknienia p;

2Homotopy Extension Property
3Karol Borsuk (Warszawa 1905 — 1982 Warszawa)
4Homotopy Lifting Property
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3. Dla diagramu

B

Ppo

w ktérym p(w) = pow i przeksztalcen F @ X — P(B) oraz f : X — E caynigeych
odpowiednie diagramy przemiennymi, istnieje odwzorowanie F : X — P(FE) dla ktorego
odpowiednie diagramy sg przemienne.

Definicja 3.8. Przeksztalcenie p : ' — B spelniajace jeden z warunkéw poprzedniego stwier-
dzenia nazywa sie rozwitéknieniem Hurewicza, ° lub krétko rozwidknieniem .

Zauwazmy, ze warunki nr 2 w definicjach korozwtoknienia i rozwldknienia sa ”wewnetrzne”
tzn nie odwoluja sie do innych przestrzeni i odwzorowan.

Zad. 52. Jedli p: E — B jest rozwléknieniem, to p(E) jest suma pewnych sktadowych tukowej
spojnoéci B.

Zad. 53. Dla dowolnych przestrzeni projekcja B x F — B jest rozwldknieniem a wlozenie
X C X]IY jest korozwldknieniem.

Stwierdzenie 3.1. Nastepujgce konstrukcje zachowugjg klasy (ko-)rozwldknien:

1. Przeksztalcenie izomorficzne w kategorii Mor(7) z (ko- )rozwldknieniem jest (ko-)rozwldknieniem;
2. Zlozenie (ko-)rozwldknier jest (ko-)rozwldknieniem;

3. Pull-back (push-out) rozwléknienia (ko-rozwldknienia) jest rozwiéknieniem (ko-rozwldknieniem);
4. Retrakt (ko-)rozwldknienia w kategorii Mor(7T) jest (ko-)rozwléknieniem;

5. Koprodukt i produkt (ko-)rozwloknien jest (ko-)rozwioknieniem.

Zad. 54. Udowodnij ostatnie stwierdzenie, uzywajac do poszczegdlnych tez najodpowiedniejszego
z réwnowaznych warunkéw definiujacych (ko-)rozwléknienie.

Nastepne twierdzenie powiada, ze kazde przeksztalcenie mozna z homotopijnego punktu
widzenia zamieni¢ zaréwno na rozwitoknienie jak i korozwldknienie.

Twierdzenie 3.9. Dla dowolnego przeksztatcenia f: X — Y istnieje przemienny diagram, funk-
torialnie zalezgcy od przeksztalcenia f (tzn. morfizm przeksztalcen indukuje morfizm diagraméw):

X —=—=P(f)

if by

Z(f) —> Y

w ktorym: ig(x) = [z,1], ro[z,t] == f(x), 7r0(y) =y, so(r) = wsw), prlr,w) = w(l).
Odwzorowania sy i ro s¢ homotopijnymi réwnowaznosciami; iy jest korozwloknieniem, a py jest
rozwloknieniem.

®Witold Hurewicz (Lédz 1904 — 1956 Uxmal, Mexico)
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Dowod. Wykazemy, ze przeksztalcenie iy jest korozwidknieniem. Poniewaz OI C I jest korozw-
t6knieniem, wiec X x 0I C X x I jest korozwléknieniem. Mamy push-out diagram, w ktorym
utozsamiamy X x 0 = X [[ X

£1T4d
X x 0l 1

YIIX

7 if

X x I ——=Z(f)

Przeksztalcenie iy jest zlozeniem X — Y[ X — Z(f).

Dualnie, dowiedziemy ze py jest rozwloknieniem: Poniewaz 01 C I jest korozwtdknieniem,
wiec na mocy twierdzenia Borsuka odwzorowanie P(Y) = Map (I,Y) — Map (01,Y) =Y x Y
jest rozwldknieniem. Rozpatrzmy pull-back diagram:

Fxid

W PY)
Po,1 Po,1
X xY Tid Y xY

i zauwazmy, ze W = {(z,y,w) |w(0) = f(z),w(l) = y} = {(z,w)|w(0) = f(2)} = P(f)
Zlozenie P(f) — Y x X — Y jest wiec rozwléknieniem. O

Zad. 55. Sprawdzi¢, ze ig oraz r sg homotopijnymi réwnowaznosciami.
Definicja 3.10. Niech f : X — Y bedzie dowolnym odwzorowaniem.
e Homotopijnym widknem f nad yo € Y nazywamy przeciwobraz F(f,yo) := p}l(yg),
e Homotopijnym kowldknem f lub stozkiem f nazywamy przestrzen ilorazowa C(f) := Z(f)/X.

W1ékno i kowldkno homotopijne wpisuja sie w diagram:

F(f.y0) :=p}" (v0)

X = P(f)
if 4 pr
Z(f) - Y
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Dualno$é¢ miedzy korozwtdknieniami i rozwidknieniami, ktora mozna zauwazyé juz w po-
przednich zadaniach, opisuje nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 3.11 (K.Borsuk). Jesli j : A — X jest korozwlcknieniem i X jest lokalnie zwarta,
to j* : Map (X,Y) — Map (A,Y) jest rozwldknieniem. Jesli j jest homotopijng réwnowaznosciq,
to j* tez jest homotopijng rownowaznosciq.

Dowdd. Niech Z(j) Loxx1 5 Z(j) bedzie retrakcja walca nad X na walec f. Zastosujmy
do tych przestrzeni funktor Map (—,Y) i stosujac tw. .... otrzymujemy przemienny diagram w
ktorym pionowe strzatki sa homeomorfizmami:

Map (Z(j),Y) <2— Map (X x I,Y) <"— Map (2(j),Y)

|

P(j*) L P(Map (X,Y)) <" P(j*)

Homeomorfizm Map (Z(5),Y) ~ P(j*) wynika stad, ze funktor Map (—,Y") przeprowadza diagram
push-out definiujacy walec w diagram pull-back definiujacy ko-walec:

Map (A,Y) — Map (X,Y)
J
i i

Map (A x 1,Y) <

*

Map (£(7),Y)
Pamietajmy, ze P(Map (A,Y)) ~ Map (A x 1,Y). O

Przyktad 4. Odwzorowania obciecia Map (D™, Y) — Map (S"1,Y) sa rozwléknieniami. Jesli
wlozenie {z¢} C X jest korozwléknieniem, to ewaluacja ev : Map (X,Y) — Y, ev(f) := f(=zo)
jest rozwldoknieniem.

3.4 Lokalny opis korozwtéknien i rozwtdéknien

Ponizsze twierdzenie opisuje w terminach wewnetrznych i lokalnych kiedy podprzestrzen jest
korozwtdknieniem.

Twierdzenie 3.12. Dla domknietego podzbioru A C X nastepujgce warunki sq rownowazne:
1. A C X jest korozwtdknieniem;
2. X x {0} UA X I C X x1I jest silnym retraktem deformacyjnym;

3. Istnieje deformacjarel A, D : X x I — X (tzn. homotopia taka, ze D(x,0) = x, D(a,t) =
a), funkcja ¢ : X — I taka, ze A= o '(1) oraz D(p=1((0,1]) x {1}) C A;

4. Istnieje otoczenie U D A deformowalnerel (A) w X do A (tzn. istnieje homotopia H : U x I — X

taka, ze H(z,0) = =z, H(a,t) = a, H(x,1) C A) oraz funkcja ¢ : X — 1 taka, Ze
A= ' (1) ipx)=0dlaxzec X \U.

Jesli korozwloknienie A C X jest acykliczne (tzn. A C X jest homotopijna réwnowaznoscig), to
istnieje deformacjarel A, D : X x I — X taka, ze D(X x {1}) C A.
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Dowdd. [1. = 3.] Poniewaz A C X jest korozwléknieniem, istnieje retrakcja r : X x I — X X
{0} U A x I, ktéra postuzy nam do konstrukeji D i ¢. Niech 1 : X X I — X oraz mo : X X [ — [
beda projekcjami i zdefiniujmy ¢ : X — I wzorem p(z) := sup{||t — mor(z,t)|| |t € I} [sprawdzié
ciggloéé] oraz D : X x I — X wzorem D(x,t) = mr(x,t). Mamy ¢~ 1(0) = A bowiem ¢(z) =0
oznacza, ze r(z,t) € A x I dlat > 0 a stad takze r(z,0) € A x I gdyz A x I C X x I jest
podzbiorem domknietym.

[3. = 1.] Przy pomocy D i ¢ definiujemy retrakcje r : X xI — X x{0YUAXI: r(z,t) = (D(x,t),0)
dla t < p(x) oraz r(x,t) = (D(z,t),t — p(z)) dla t > ¢(x).
[1. & 2] Niech r : X xI — X x{0}UA x I, r(z,t) = (ri(x,t),r2(z,t)) bedzie retrakcja.
Zdefiniujmy G : X x I x I — X x I wzorem:

G((z,t),s) = (r1i(z, (1 — 8)t), (1 — s)ra(z,t) + ts).

Latwo widaé, ze G jest homotopia pomiedzy id a retrakcja r i ponadto dla x € A i dowolnego
sel, G((x,t),s) = (z,(1 — s)t +ts) = (z,1). O

Uwaga 1. Zauwazmy, ze jesli X jest przestrzenia metryzowalna, to majac deformacje D funkcje
 mozna zawsze skonstruuowaé. Daje to bardzo intuicyjny warunek na to, by wlozenie A C X
bylo korozwloknieniem: wystarczy, zeby istnialo otoczenie U O A deformujace sic w X do A.
Mozna stad tatwo wydedukowaé, ze wlozenia podrozmaitosci domknietej w rozmiatoéé gtadka
lub podwieloscianu w wieloécian sa korozwldknieniami.

Whniosek 1. Dowolne acykliczne korozwidknienie j : A — X jest retraktem walca ig: X C X x I.
Dowolne acykliczne rozwldknienie p : E — B jest retraktem kowalca py: P(E) — E.O

Dowdd. Skonstruujemy diagram:

A—TL sx— T .4
J i1 J
X— o xx1— o x

w ktorym zlozenia goérnych i dolnych strzalek sa identycznosciami. Niech D : X x I — X bedzie
deformacja rel (4) a ¢ : X — I funkcja taka, ze ¢~ 1(0) = A. Definiujemy i(x) := (x, ¢(x)) oraz
homotopi¢: H(x,t) := D(x,1 — min (t/¢(x),1)). Homotopia H jest ciggla (sprawdzié!) oraz

Hoj(z) = D(z,1 — min (p(x)/¢(z),1)) = D(x,0) = z.

Latwo sprawdzié¢, ze powyzszy diagram jest przemienny, stad j : A — X jest retrakcja walca
ig: X — X x I. O

Zad. 56. Jezeli A C X i B C Y s3 parami Borsuka, to wtozenia A x B C X x BUA XY oraz
X XBUAXY C X xY sg parami Borsuka.

Zad. 57. Jedli p: E — B jest przeksztalceniem takim, ze dla pewnego numerowalnego pokrycia
otwartego {U;}ies obciecia p: p~1(U;) — U; sa rozwléknieniami, to p jest rozwléknieniem. W
szczegdlnodei jesli p: E — B jest przeksztalceniem lokalnie trywialnym, a B jest parazwarta (np.
metryzowalna), to p jest rozwléknieniem.°

5p. Albrecht Dold " Partitions of Unity in the Theory of Fibrations’ Annals of Mathematics, Vol. 78, No. 2 (1963),
pp. 223-255 lub Neil Strickland Local fibrations, [Spanier] Tw. 2.7.12., [May] rozdz.7.4
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3.5 Korozwléknienia, rozwldknienia i homotopijne réwnowaznosci

Trzy klasy przeksztalcen: rozwldknienia, korozwtdknienia i homotopijne réwnowaznosci w pew-
nym sensie "generuja”’ wszystkie przeksztalcenia i sg miedzy soba powiazane. Wprowadzmy na-
stepujace oznaczenia klas morfizméw w 7

1. Cof — korozwldknienia;
2. Fib — rozwlbéknienia;
3. Eq — homotopijne réwnowaznosci.

(Ko-)rozwloknienia, ktére sa jednoczesnie homotopijnymi réwnowaznos$ciami nazywamy acyklicz-
nymi i stosujemy oznaczenia: AC'f := Cof N Eq oraz AFb := FibN Eq. Nastepne twierdzenie
opisuje jak klasa Fq i kazda z dwdch klas Fib i Cof wyznacza trzecia.

Twierdzenie 3.13. Zachodzq nastepujgce rownosci klas przeksztalcen:
1. Fib = ACof+
2. AFib = Cof*
3. Cof = LAFib
4. ACof = L Fib

gdzie (-)* (odp. +()) oznacza klase odwzorowar prostopadlych z prawej (odp. z lewej) strony do
klasy (-). [p. Rozdzial 1.5]

Dowdd. [1.] ACoft = Fib Poniewaz walec ig: X C X x I nalezy do ACf, wiec ACf+ C
Fib. Poniewaz dowolne rozwldoknienie jest prawo ortogonalne do walca, a dowolne acykliczne
korozwloknienie jest retraktem walca, wiec poniewaz klasa ACfL jest zamknieta na retrakty
mamy takze ACf+ > Fib.

[2.]Coft = AFib Poniewaz walec ig: X C X x I nalezy do Cof, wiec Coft C Fib. Trzeba
sprawdzié, ze dowolne odwzorowanie p : E — B € Cof' jest homotopijng réwnowaznoscia.

Poniewaz dowolne acykliczne rozwldknienie jest retraktem kowalca py : P(Y) — Y, wiec mamy
tez inkluzje Cof+ > AFbD.

[3.] Cof = L AFb Poniewaz kazde korozwldknienie jest lewo ortogonalne do kowalca, jest tez
lewo ortogonalne do dowolnego acyklicznego rozwitéknienia. Mamy wiec Cof ¢ +AFb Odwrotna
inkluzja wynika z definicji korozwloknienia.

[4]ACof = +Fib Walec nalezy do “Fib i do ACf, a poniewaz dowolne acykliczne korozw-
l6knienie jest jego retraktem, wiec ACf C L+Fib. Odwrotnie, niech j €+ Fib. Wtedy j jest
korozwldknieniem. Trzeba pokazac, ze jest homotopijng réwnowaznoscia....

O]

3.6 Relatywne homotopijne réwnowaznosci

Dla dowodu nastepnego bardzo waznego twierdzenia wygodnie jest wprowadzi¢ dalsza termino-
logie kategoryjna. Dla ustalonej przestrzeni A rozwazmy kategorie 7°/4 bedaca podkategoria w
T4 sktadajaca sie z korozwloknien. W kategorii 74 mamy relacje homotopii przeksztalcen rel A
i odpowiednie kategorie homotopii oznaczamy (7°°f4), c (T4),. Funktor zapominania 74 — 7
indukuje funktor zapominania na odpowiednich kategoriach homotopii.
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Twierdzenie 3.14. Jesli funktor zapominania przeprowadza pewien morfizm w kategorii (T°F4),
na izomorfizm w Ty, to jest on izomorfizmem w (T<f4),. Oznacza to,ze jesli w diagramie prze-
miennym przestrzeni topologicznych

SN

odwzorowania i ,j sq¢ korozwidknieniami a f homotopijng réwnowaznoscig to f jest homotopijng
réwnowaznosciq rel (A).

X

Dowdéd twierdzenia poprzedzimy kilkoma lematami o charakterze kategoryjnym.

Lemat 3.1. Jesli klasa morfizmow M w kategorii C jest zamknieta ze wzgledu na ztozZenia i kazdy
morfizm w M ma w M lewostronng (odp. prawostronng) odwrotnosé, to kazdy morfizm w M jest
izomorfizmem.

Dowdd. Dla kazdego morfizmu f € M istnieje g € M taki, ze gf = id. Z zalozenia istnieje
f € M taki, ze f'g = id. Poniewaz lewo- i prawostronna odwrotno$¢ muszg byc réwne, mamy
f = f" astad g jest obustronng odwrotnoscia f. O

Lemat 3.2. Niech F' : C — D bedzie funktorem. Zaléimy, ze dla kazdego endmorfizmu e € C
takiego, ze F(e) = id istnieje lewa (odp. prawa) odwrotnosé w C. Wtedy dla dowolnego morfizmu
f € C takiego, Ze istnieje g € C takie, Ze F(gf) = id w D istnieje lewa (odp. prawa) odwrotnosé
w C.

Dowdd. Rozwazmy endomorfizm gf € C. Na mocy zalozenia istnieje € € C taki, ze €/(gf) = id.
Stad €’g jest lewg odwrotnoécia morfizmu f € C. O

Lemat 3.3. Jedli A5 X oraz AL Y sq korozwloknieniami a w diagramie

A
SN
7 Y
przeksztalcenie f jest zwyklq homotopijng réwnowaznosciq, to istnieje przeksztatcenie

SN

g

X

Y

X

takie, ze gf ~ idx

Dowéd. Niech Y 45 X bedzie lewg odwrotnoscia f. Wtedy jg ~ i i oznaczmy H : A x [ — X
homotopig miedzy nimi. Ta homotopia, wraz z przeksztalceniem ¢': Y — X - dzieki temu, ze j

jest korozwl6knieniem - rozszerza si¢ do homotopii H:Y xI — X, takiej, ze H(y,0) = ¢'(y) oraz
H(j(a),1) =i(a), a wigc g1 := H(—, 1) jest szukanym przeksztalceniem. O
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Dowdéd. (Twierdzenia). Dzieki poprzednim lematom wystarczy skonstruowaé lewa odwrotnosé

rel (A) dla dowolnego endomorfizmu X X rel (A) homotopijnego (zwykle) z identycznoscia.
Niech H: f ~ id bedzie homotopig miedzy f i identycznoscig. Poniewaz ¢ jest korozwloknieniem,
jej obciecie k := H o (i x id) : A x I — X z warunkiem poczatkowym id: X x {0} — X rozszerza
sie do K: X x I — X takiej, ze K(z,0) = = oraz K(i(a),1) = a, czyli przeksztalcenie e(x) :=
K(x,1) jest przeksztalceniem rel (A) homotopijnym z idx. Udowodnimy, ze jest szukang lewa
odwrotnoécia, konstruujac homotopie ef ~ idx rel (A).

Rozwazmy kompozycje dwéch homotopii: G := H ™' K o (f xid) : X x I — X. 7 definicji
homotopii H, K wynika, ze dla kazdego a € A droga Go(j(a),—) = H '(j(a),—) * H(j(a),—)
jest kanonicznie homotopijna ze stala. Definiujemy wiec (podwdjna) homotopie G : A x I x I —
X taka, ze G(a,t,0) = Go(a,t) oraz G(a,0,t) = G(a,1,t) = G(a,t,1) = i(a). Homotopi¢ te
rozszerzamy do G : X x I x I — X z warunkiem poczatkowym danym Gj. Szukana homotopia
ef ~ idx rel (A) dana jest jako kompozycja obcie¢ homotopii G do trzech bokéw kwadratu:
(GIX x0xI)* (G| X x I x1)% (G| X x1xI)~L O

Whniosek 2. Jesli A C X jest acyklicznym korozwldknieniem, to A jest silnym retraktem defor-
macyjnym X.

Dowdd. Stosujemy poprzednie twierdzenie do diagramu:

N

%

A

X

O]

Twierdzenie 3.15. Niech A = X bedzie korozwldknieniem. Kazdej homotopii F : A x I — Y
odpowiada homotopijna réwnowainosé hy : Y Ugy X ~ Y Uy Xrel(Y), przy czym homotopii
trywialnej odpowiada id a kompozycji homotopii odpowiada (z dokladnoscig do homotopii) zlozenie
homotopijnych réwnowaznosci.

Dowdd. Niech F : A x I — Y bedzie homotopig miedzy fy i fi. Wykazemy, ze oba wlozenia
XUp Y C (X xI)UpY dla k = 0,1 sa retraktami deformacyjnymi. Ze wzgledu na symetrie
wystarczy ograniczy¢ si¢ do k = 0. Zauwazmy oczywisty homeomorfizm, wynikajacy z definicji
doklejania:

XUpY=(Xx{0JUAXT)UpY C (X xI)UfpY.

Niech r: X x I — X x {0} U A x I bedzie silna retrakcja deformacyjna za$ G homotopia definiu-
jaca silng deformacje. Ktadac identycznosé na przestrzeni Y retrakcje r rozszerzamy do retrakeji
ro: (X xI)UpY — X Uy Y . Poniewaz homotopia G jest stata na X x {0} U A x I, to rozszerza
sie w oczywisty sposéb do homotopii G ktadac identycznosé na przestrzeni Y. O

Whniosek 3. Jesli j : A C X jest parg Borsuka oraz A jest zbiorem Sciggalnym, to projekcja
X — X/A jest homotopijng réwnowaznoscig. Dla dowolnej pary Borsuka j : A C X projekcja
C(f) = Z(f)/X x {1} — X/A jest homotopijng réwnowaznoscig, czyli homotopijne kowldkno
korozwloknienia jest homotopijnie rownowazne z przestrzenig tlorazowq.

Zad. 58. Udowodnié¢ ostatni wniosek bezposrednio z definicji korozwldknienia.
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Zad. 59. Jeslij : A C X jest para Borsukai X jest Sciagalna, to przestrzen X /A jest homotopijnie
réwnowazna z zawieszeniem Y (A).

Ostatni wniosek jest poteznym narzedziem dowodzenia nieoczywistych homotopijnych réw-
nowaznosci.[p.Zadania rézne.|

Zachodzi takze nastepujaca wersja Tw.3.14 dotyczaca morfizméw miedzy dwoma korozwidk-
nieniami zdefiniowanymi na réznych przestrzeniach.

Twierdzenie 3.16. Jesli w diagramie
A2 B
li lj-
x Ly
i,7 sq korozwloknieniami, a f oraz d sqg homotopijnymi réwnowaznosciams, to (f,d) jest homo-
topyng réwnowaznosciq par.
3.7 Wilbkniste homotopijne ré6wnowaznosci

Udowodnimy wtasnosci rozwitdknien, dualne do wtasnosci rozwidknien opianych w poprzednim
rozdziale.

Twierdzenie 3.17. Jesli w diagramie przemiennym przestrzeni topologicznych

odwozrowania p ,p’ sq rozwldknieniami a odwzorowanie f jest (zwyklq) homotopijng réwnowaz-
nodciq, to f jest widknistq homotopijng réownowaznosciq.

Zad. 60. Sformutowaé Twierdzenie 3.17 w terminach kategoryjnych, analogicznie do Twierdzenia
3.14

Dowdd. Dowody odpowiednikéw lematéw 1-3 poprzedzajacych dowdd Tw. 3.14 pozostawiamy ja-
ko ¢éwiczenie. Wykazemy, ze jeSli f ~ idg jest wloknistym endomorfimem rozwltoknienia E 2B ,
to jest f posiada prawa wloknistg homotopijng odwrotnosé. Niech H:ExI—FE homotopia
miedzy f a id. Zeby skonstruowa¢ wloknista prawg homotopijng odwrotnosé f rozpatrzmy pdnie-
sienie G : E x I — E homotopii G := pH : E x I — B z warunkiem poczatkowym E x 0 “4 .
Zdefiniujmy g(e) := G(e,1); wykazemy, ze id ~p fg.

Zdefiniujmy homotopie Ky = H'« (fo G) id ~ fg irozwazmy pK = H™' %« G. Ta
homotopia rozszerza sie na kwadrat do homotopii K : Ex I xI — B takiej, ze K(e,t,0) = Ky(e, t)
oraz K(e,0,t) = K(e,1,t) = K(e,t,1) = p(e). Podniesmy ja do K : E x I x I — E z warunkiem
poczatkowym Ky:Ex0— E. Kompozycja homotopii otrzymanych przez obciecie K do trzech
"wolnych” bokéw kwadratu definiuje homotopie id ~p fg (p.dowdd tw. 0.1). O

Twierdzenie 3.18. Jesli E 2 B jest rozwloknieniem oraz X ER B dowolnym przeksztalceniem,

to pull-back f*E £ X jest rozwldknieniem.
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Twierdzenie 3.19. Niech E & B bedzie rozwtoknieniem. Kazda homotopia X x 1 5B wy-
znacza klase homotopijnych rownowaznosci rozwtoknien indukowamych fE ~x f{E, przy czym
homotopii trywialnej odpowiada identycznosé, a kompozycji homotopii odpowiada ztoZenie réwno-
waznosci. Dwa przeksztalcenia Fy, Fy : X x I — B homotopijne rel (X x {0,1}) wyznaczajq te
sama klase widknistych rownowaznosci

Dowdd. Przy pomocy homotopii F' mozna przeciaggnaé rozwldknienie p nad walec X x I'; wystarczy
wiec pokazaé jak rozwldoknienie F L XxI wyznacza wldknista homotopijna réwnowaznosé obcieé
do dolnej i gérnej podstawy. Oznaczmy dla k = 0, 1 przez Ey, := p~}(Ex{k}) = i} E. Utozsamienie
Fy z E; polega na ”przeniesieniu” wilékien Ey wzdluz tworzacych walca do Ej.

Zdefiniujmy homotopie Eg x I X T i jej podniesienie P : Eyx 0 — E z warun-
kiem poczatkowym Ey x 0 C E. Oczywiscie, dla kazdego t € I mamy P(—,t) : Eg x 1 — Ej.
Kompozycji homotopii mozna przyporzadkowaé ztozenie tych przeksztatcen. Trzeba sprawdzié,
ze klasa wloknistej homotopii nie zalezy od wyboru podniesienia P. Wykazemy od razu wiecej -
ze dwa przeksztalcenia Fpy, F} : X x I — B homotopijne rel (X x {0, 1}) wyznaczaja te sama klase
wloknistych réwnowaznosci. Niech go : Eg x I — FyE oraz g1 : Ey x I — F|'E beda homotopiami
skontruowanymi wedlug powyzszego przepisu. Rozwazmy homotopie F': Fy ~ Fjrel (X x {0,1})
i rozwloknienie przeciagniete F*E — X x I x I oraz homotopie

po XidXid: Egx I xI— X xIxI.
Podnoszac H := pg X id X id z warunkiem poczatkowym okreslonym na ”korytku”:
Hivo:EoxIx0— E, Hryle,t,0)=ec EyC F*E

Hoyxr: Egx0x 1 — E, Hyxr(e,0,t) = gole,t) € FfE C F*E
Hiy;:Eyx1x1—E, Hiyle,1,t) = gi(e,t) € FfE C F*E

otrzymujemy homotopie H : EyxIxI — E, ktorej obciecie I;T|E0 x 1 x I zadaje szukana
wléknista homotopie. O

Whniosek 3.1. Niech p : E — B bedzie rozwtdknieniem. Istnieje funktor z grupoidu podstawo-
wego G(B) przestrzeni B do kategorii homotopii przestrzeni topologicznych przypisujecy kazdemu
punktowi b € B wlokno nad nim p~1(b) a klasie homotopii drogi w : I — B klase homotopii
hie) 1~ (w(0)) — p~H(w(1))

Dowdd. Traktujemy droge w : I — B jako homotopie miedzy wlozeniami punktéw koncowych i
stosujemy twierdzenie 3.7 O

Whiosek 3.2. Jesli p : E — B jest rozwloknieniem, to istnieje wioknista homotopijna réwno-
wazinosé¢ B ~p Py, gdzie P, — B jest kocylindrem odwzorowania p. W szczegolnosci dla kazdego
puntu b € B widkno p~1(b) i homotopijne wlokno Fib(f,b) sq homotopijnie réwnowazne.

Dowdd. Z konstrukcji kocylindra wiemy, ze istnieje przeksztalcenie widkniste s : £ — P,, ktoére
jest zwykla homotopijna réwnowaznoscia. Skoro p jest rozwldéknieniem, z twierdzenia 3.17 wynika,
ze s jest wloknista homotopijna rownowaznoscia. O

Zad. 61. Jesli p : E — B jest rozwldoknieniem nad przestrzenia tukowo spdjna, a przestrzen F
jest éciagalna to istnieje homotopijna réwnowaznosé: p~1(bg) ~ (B, by). (Jest to dualna wlasnosé
do Przykladu 59 .)
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4 Zadania rdézne

4.1 Retrakty

Zad. 62. Poda¢ przyklad wlozenia A — X, ktére jest homotopijng réwnowaznodcig i takiego, ze
A nie jest retraktem deformacyjnym X.

Zad. 63. Poda¢ przyklad retraktu, ktory nie jest retraktem deformacyjnym. Podaé przyktad
retraktu deformacyjnego, ktéry nie jest silnym retraktem deformacyjnym.

Zad. 64. Pokazaé, ze przeksztalcenie f : X — Y jest homotopijng réwnowaznoscia wtedy i tylko
wtedy, gdy X = X x {1} C Z(f) jest retraktem deformacyjnym.

Zad. 65. Jesli A C X jest silnym retraktem deformacyjnym, to dla dowolnego przeksztalcenia
f:A—=Y wlozenie Y C X Uy Y tez jest silnym retraktem deformacyjnym.

4.2 Walce i kowalce

Zad. 66. Opisa¢ walec i kowalec identycznosci idx : X — X przeksztalcenia stalego X — pt
oraz wlozenia punktu pt — X.

Zad. 67. Walec o podstawie X jest korozwiéknieniem. Kowalec nad X jest rozwléknieniem.

4.3 Homotopijne ré6wnowaznosci

Zad. 68. Istnieja nastepujace homotopijnie réwnowaznosci:
1. §7/Sk ~ §n v Gk+l
2. (8™ x S™)/(S™ x {sp}) ~ ST\ SM
3. B(S" x §™) ~ Gntly gmAly gnimil

4. Y.P,, gdzie P, jest preclem genusu g, jest homotopijnie réwnowazne z bukietem 2g egezem-
plarzy sfer S? i sfery S°.

Wskazowka: Dla dowolnej punktowanej przestrzeni (X, xg) i przestrzeni Y istnieje homeomorfizm
X xY/{zo} xY =2 X AYT gdzie YT := Y [[{+}. W szczegblnosci dla dwéch niepunktowanych
przestrzeni X, Y mamy X TAY T ~ (X x V)T,

Zad. 69. Jesli X jest przestrzenia Sciagalna to stozek przeksztalcenia f :Y — X jest homoto-
pijnie rownowazny z zawieszeniem X.Y.
4.4 Rozwlbknienia i korozwldéknienia

Zad. 70. Niech V, W beda rzeczywistymi skonczenie wymiarowymi przestrzeniami liniowymi (z
naturalna topologia w ktérej dzialania sa ciagte).

1. Dowolny monomorfizm j : V' — W jest korozwldoknieniem;
2. dowolny epimorfizm p: W — V jest rozwldknieniem;
3. Jedli V. C W jest podprzestrzenia liniowa a U C W podzbiorem otwartym, to wlozenie

V NU C U jest korozwtdknieniem.
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Zad. 71. Jesli X = AU B gdzie A, B sg podzbiorami domknietymi oraz A N B C A jest para
Borsuka, to wlozenie A C X jest parg Borsuka.

Zad. 72. Jezeli A C X jest para Borsuka, to X x {0} UA X TUX x {1} C X x I jest takze para
Borsuka.

Zad. 73. Para Borsuka i : A — X jest homotopijna réwnowaznoécig wtedy i tylko wtedy gdy A
jest silnym retraktem deformacyjnym X.

Zad. 74. Jesli p: E — B jest rozwloknieniem z wléknem F', to dla dowolnej przestrzeni loklal-
nie zwartej X odwzorowanie indukowane p,: Map (X, E) — Map (X, B) jest rozwléknieniem.
Zbadaé jego widkno.

Zad. 75. Podaé przyktad dwoch przeksztalcen widknistych, ktére sag homotopijne, ale nie sa
witdkniscie homotopijne.

Zad. 76. Czy homotopijne przeksztalcenia musza mie¢ homotopijnie réwnowazne homotopijne
wlékna i homotopijne kowtékna?

Zad. 77. Niech p : F — B bedzie rozwldknieniem nad tukowo spdjng przestrzenia.
1. Jezeli istnieje b € B takie, ze p~1(b) jest tukowo spdjne, to E jest takze hukowo spéjna;
2. Jezeli E jest tukowo spdjna zas B jednospdjna, to widkna p sa tukowo spéjne.

Zad. 78. Skonstruowaé rozwléknienie E — B takie, e B =& CP>®, E ~ 52, za$ wlékno jest
homotopijnie réwnowazne z S3.

5 Ciagi zbioréw klas homotopii

W tym rozdziale rozpatrujemy przestrzenie z wyrdznionym punktem i odwzorowania zachowujace
punkt wyrézniony, czyli pracujemy w kategorii 7, oraz 7,;. Wyrdznianie punktu ma charakter
techniczny, utatwiajac wprowadzanie pomocniczych struktur algebraicznych. Bedziemy zakltadac,
ze wlozenie punktu wyrdéznionego w przestrzen jest korozwildknieniem. Takie przestrzenie nazy-
wamy dobrze punktowanymi. Poniewaz bedziemy rozwazaé tylko przestrzenie dobrze punktowane,
wiec stowo ”dobrze” bedziemy z reguly pomijaé¢. Bedziemy tez czesto pomija¢ w oznaczeniach
punkt wyrézniony, piszac X zamiast (X, zg).

W tym rozdziale bardzo wazna role bedzie odgrywaé¢ pojecie dokladnosci ciagu zbioréw,
zbioréw z wyrdznionym punktem lub grup.

Definicja 5.1. Diagram odwzorowan zbiorow

E—'.8 —= T

nazwiemy dokladnym jesli Vs € S takiego, ze f(s) = g(s) Je € E taki, ze i(e) = s. Ciag zbioréw
z wyréznionymi punktami (E,eq) - (S, so) ER (T, tp) nazywa sie doktadnym jesli i(E) = f~1(to).
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Poznane w poprzednich rozdziatach konstrukcje walca, stozka, zawieszenia itp. maja swoje
odpowiedniki w kategorii punktowanej, okreslane przymiotnikiem ”zredukowane”. Walec zredu-
kowany o podstawie X to X A I, stozek zredukowany to X A I/ X x 1 zawieszenie zredukowane
ST A X. Wedlug tej samej zasady definiujemy stozek odwzorowania punktowanego. Zauwazmy, ze
jesli przestrzen jest dobrze punktowana to projekcja z konstrukcji niezredukowanej na zreduko-
wang, jest homotopijna réwnowaznoécia, bo polega na $ciaganiu do punktu podzbioru Sciagalnego
(jednej tworzacej).

W przypadku kowalca, kostozka itp. przejécie do kategorii punktowanej polega jedynie na
wyrdznieniu punktu bazowego.

Zad. 79. Podaé¢ odpowiednia definicje i pokazaé, ze jesli zakladamy, ze przestrzenie sa do-
brze punktowane, to kazde (ko-)rozwldknienie ”zwykle” jest takze po wyrdznieniu punktu, (ko-
Jrozwl6knieniem punktowanym.

5.1 Ciagi kowldkniste i widkniste

Przypomnimy, w kontekécie punktowanym, definicje homotopijnego kowldkna i homotopijnego
wlékna znane z Rozdzialu 3.3.

Definicja 5.2. Dla przeksztalcenia przestrzeni punktowanych f: A — B definujemy stozek punk-
towany przeksztalcenia (homotopijne kowldkno) jako push-out w kategorii przestrzeni punktowa-
nych:

A—1 op (1)
P
C(A) —C(f)

gdzie i : A — C(A) jest wlozeniem na podstawe zredukowanego stozka. Réwnowaznie, stozek
mozemy zdefiniowaé jako przestrzen ilorazowa zredukowanego walca odwzorowania:

O(f) = Z/A x {1}.
Ciag przeksztalcen przestrzeni punktowanych X — Y — Z nazywamy homotopijnie kowlokni-

stym jesli jest homotopijnie réwnowazny z ciagiem A EIRy N C(f) tzn. istnieje homotopijnie
przemienny diagram w Z,p:

f .
A——=B—>C(f)
X—Y—>7
w ktérym pionowe przeksztalcenia sg punktowanymi homotopijnymi réwnowaznosciami.

Definicja 5.3. Ko-stozek punktowany przeksztalcenia (homotopijne widkno) F(f) definiujemy
jako pull-back:




gdzie P(B,by) :={w € P(B)|w(0) = by} oraz p;(w) := w(1) lub réwnowaznie:
F(f) = {(a,w) € Prlw(l) =bo}.
z punktem wyréznionym (ag,wp,)-

Ciag punktowanych przeksztalcen X — Y — Z nazywamy homotopijnie wicknistym jesli jest

homotopijnie réwnowazny z ciagiem F'(f) oaloB tzn. istnieje homotopijnie przemienny
p /
F(f) —A——

diagram w Z,p:
A B

X—Y—7
w ktorym pionowe przeksztalcenia sa homotopijnymi réwnowaznosciami.

Ciag odwzorowan punktowanych ... — X; 1 — X; — X, 11 — ... nazwiemy (ko-) widknistym
jesli kazde kolejne dwa przeksztalcenia X;—1 — X; — X;11 sa ciagiem (ko-) wldknistym.

Zad. 80. Powyzsza definicja wtékna homotopijnego pokrywa sie z podana w Rozdziale 3.3.

Przyktad 5. Jesli j : A — X jest para Borsuka to ciag A — X — X/A jest kowldknisty. Jesli
p: E — B jest rozwl6knieniem to ciag F — E — B, gdzie F := p~!(bg) jest wiéknisty. (p.Rozdz.
3.613.7)

Zad. 81. Opisa¢ homeomorfizmy C(Xf) ~ XC(f) oraz F(Qf) ~ QF(f).

Lemat 5.1. Jesli cigg X — Y — Z jest kowloknisty, to cigg XX — XY — X7 tez jest kowlok-
nisty. Jesli cigg X —Y — Z jest wicknisty, to cigg QX — QY — QZ tez jest wicknisty.

Dowod. Zadanie. O

Twierdzenie 5.4. [D. Puppe "] Dla dowolnego punktowanego odwzorowania f: A — B istnieje
kowldknisty cigg odwzorowan

AL BLo)saZl e 2 vo) - ..
zwany prawym ciggiem Puppe odwzorowania f, oraz dualny wioknisty cigg

R oA ot rn b al B
zwany lewym ciggiem Puppe odwzorowania f.

Dowdd. Zaczniemy od prawego ciagu Puppe. Odwzorowanie C(f) LN jest zdefiniowane ja-
ko zlozenie projekcji C(f) — C(f)/B i homeomorfizmu C(f)/B ~ ¥A. Na mocy Lematu 5.1
wystarczy pokazaé ze kowldkniste sa krétkie ciagi rozpoczynajace sie do A, B, C(f).

Cigg A EX > B 5 C(f) jest kowldéknisty z definicji.

Ciag B - C(f) 9 54 jest homotopijnie réwnowazny B — C( ) LNYe!
wlozeniem B na podstawe stozka C(f), czyli korozwléknieniem, a wiec C'(7) =~

/) bowiem i jest

(1
C(f)/i(B) ~ £A

"Dieter Puppe (£6dz 1930 — 2005 Heidelberg)
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Rozwazmy ciag C(f) Syva X ovBi zauwazmy, ze istnieje homeomorfizm stozka ¥4 —
C(9) z walcem YA — Z(Xf). Ponizsze rysunki® pokazuja stozek C(C(f)), ktéry doklejamy przy
pomocy § do X A: (Uwaga: na rysunku powinno byé¢ X = A, Y = B)

oraz efekt tego przyklejenia, czyli przestrzen homeomorficzng z walcem Z(Xf).

Sktadajac wlozenie YA — Z(Xf) z retrakcjg deformacyjna Z(Xf) - B otrzymujemy
przemienny diagram, w ktérym pionowe strzalki sa homotopijnymi réwnowaznosciami:

A-tep o) Lana—00) ~ 2(5f)

S

C(f) YA YB

Podobnie dowodzimy wloknisto$¢ lewego ciagu Puppe. Pierwsze dwa przeksztalcenia sg z
definicji ciagiem wtéknistym. Pozostaje sprawdzié, ze ciagi QB 9, F(f) 2, Aoraz QA 2L B 2,
F(f) sa wldkniste. Rzutowanie F(f) &> A jest rozwlGknieniem, a jego wiéknem jest

p~*(a0) = {(a0,w) [w(1) = by, w(0) = f(ao) = bo} = QB.

8rys. Pawel Ciosmak
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Odwzorowanie QB % F(f) jest wlozeniem O(w) := (ag,w). Dualnie do poprzedniego przypadku
istnieje przemienny diagram:

F(9) = Poy —= QB —2~ F(§)

|, e, L

0A OB F(f)

w ktérym pionowe strzatki sa homotopijnymi rownowaznosciami. Utozsamienie F'(9) = Pqoy otrzy-
mujemy wypisujac definicje obu przestrzeni:

Fy:={(7,[)[v€QB,T'({t) = (7)), f(t) = 7(0), (7(0),70) = (ao,bo), (¥(1),71) = (ao,7)}

Pay :={(7, M) |7 € QA, A(t) =y, 1(0) =%(1) = bo, f7 =10}

Parze (v,T") € Fy w ktorej v € QB, I'(t) = (3(t), v:)przypisujemy pare (7,A) gdzie A(t) :=
Tt O

5.2 Homotopijne koekwalizatory i ekwalizatory

Definicja 5.5. Homotopijny koekwalizator dwoch punktowanych przeksztalcen f,g: A — B :
B 5 T(f,g) definiujemy jako push-out w kategorii 7:

AvatY . p

-

Uwaga. Stozek zredukowany (homotopijne kowldkno) punktowanego przeksztalcenia f: A — B
jest homeomorficzny z homotopijnym koekwalizatorem f i przeksztalcenia stalego w by.

Zad. 82. Wlozenie i: B — T(f, g) ma nastepujace wlasnosci:
e Tof~iog,

e dla dowolnego h: B — Z spelniajacego ho f ~ hog istnieje (niekoniecznie dokladnie jedno)
rozszerzenie h: T(f,g) — Z takie, ze hoi = h.

e Dla dowolnej przestrzeni Z ponizszy ciag jest doktadny:

[T(f,9)). Z).*—[B, ). ::: (A, Z]..

Definicja 5.6. Homotopijny ekwalizator dwdch punktowanych przeksztalcen f,g: A — B :
p: F(f,g) — A definiujemy jako pull-back w kategorii 7,:

F(f,9) — P(B)

lp J/(POJH)
A il Bx B
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Zad. 83. Projekcja p : F(f,g9) — A ma nastepujace wlasnosci:
e fop~gop,

e dla dowolnego h: Z — A spelniajacego foh ~ goh istnieje (niekoniecznie doktadnie jedno)
podniesienie h: Z — F(f,g).

e Dla dowolnej przestrzeni Z ponizszy ciag jest dokladny:

f:
2.5(1,9)). 12, 4. ==, B).

Przyktad. Dla id : A — A mamy homeomorfizm T'(id, id) ~ A x S'/ag x S', stad dla dowolnego
fy T(f, f) nazywane bywa torusem przeksztalcenia f.

Zad. 84. Skonstruowaé¢ naturalne odwzorowanie T'(f,g) — Coeq(f, g) gdzie Coeq oznacza ko-
L.

ekwalizator w kategorii przestrzeni punktowanych (czyli kogranice diagramu A — B) oraz
g

Eq(f,9) — F (f,q), gdzie Eq oznacza ekwalizator w kategorii punktowanych przestrzeni topolo-

gicznych (czyli granice diagramu A —Z B).
g

Zad. 85. Homotopijnym pushout’em dwéch odwzorowan f; : A — X; dla i = 1,2 nazwamy
homotopijny koekwalizator przeksztatcen f;: A — X; V Xo. Mamy nastepujacy homotopijnie
przemienny diagram:

A fi X,

A

Xy — 2 T(f1, f2)

z nastepujaca staba wlasnoscia uniwersalng: Dla kazdej pary punktowanych przeksztalcen g; :
X; — Z takich, ze g o fi ~ go o f istnieje przeksztalcenie g : T'(f,g) — Z takie, ze go f; ~ fi.
Jedli jedno z przeksztalcen f; jest korozwldknieniem, to rzutowanie z homotopijnego pushoutu na
zwykly pushout (p. zad. 84) przeksztalcen jest homotopijng réwnowaznoscia.

Zad. 86. Zdefiniowa¢ homotopijny pull-back i udowodni¢ analogiczne wtasnosci jak w zad. 85.

5.3 Funktory pétdokladne

Definicja 5.7. Funktor kontrawariantny F': T,, — Si, okre$lony na kategorii homotopii prze-
strzeni z wyrdéznionym punktem o wartosciach w kategorii zbioréow z wyrédznionym punktem,
nazywa sie poldokladny jesli

e (MV) Dla dowolnych dwéch przeksztalcen f,g: X — Y funktor F przeprowadza ciag
X —=Y 5 T(f,g) na ciag dokladny

F(T(f,9)) = FY)—=F(X)

tzn. taki, ze jesli FI(f)(y) = F(g)(y) to istnieje element ¢ € F(T(f, g)) taki, ze F(j)(t) = v.
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e (Add)Dla dowolnej rodziny przestrzeni { X} jc ; homomorfizm obciecia F'(\V ; X;) — [1; F(X;)
jest izomorfizmem.

Przyktad 6. Najwazniejszymi funktorami pétdoktadnymi sg funktory reprezentowalne na kategorii
Tih, czyli dla ustalonej przestrzeni punktowanej Y zadane formula: F(X) := [X,Y],. Kazdy
funktor példoktadny, ograniczony do potkategorii " porzadnych” przestrzeni punktowanych (C'W-
komplekséw - p. Rozdz. 5) jest reprezentowalny.”

Uwaga. Jesli F' ma wartosci w kategorii grup abelowych, to warunek (MV) mozna zastapi¢ wa-

runkiem, ze dla dowolnego przeksztalcenia X Ly 4, C(f) ciag F(C(f)) LilON F(Y) £, F(X)
jest doktadny.

Zad. 87. Zdefiniowa¢ kowariantne funktory poétdokladne- najwazniejszy przykiad kowariantny
funktor reprezentowalny na 7.,

Uwaga 2. Dla dowolnego kontrawariantnego funktora F': 7., — S, spelniajacego warunek Add i
homotopijnej kogrupy X kodziatanie v : X — X V X definiuje dziatanie grupowe

F(v): F(X)x F(X) — F(X). Podobnie dla dowolnej homotopijnej grupy Y i funktora kowa-
riantnego G: 7, — S, zachowujacego produkty dzialanie p : Y x Y — Y definiuje dzialanie
grupowe G(u) : G(Y) x G(Y) — G(Y).

Uwaga 3. Jedli nie prowadzi to do nieporozumien, wartos¢ funktora kontrawariantnego na morfi-
zmie f bedziemy oznaczali f* a kowariantnego f, lub fu w przypadku kowariantnych funktoréw
na Ikh~

Twierdzenie 5.8. Niech f: A — B bedzie punktowanym przeksztatceniem.

1. Dla kontrawariantnego funktora potdokladnego F': T, — Sy poniiszy ciqg zbioréw z wyrdz-
nionym punktem (zwany kontrawariantnym ciggiem Puppe) dokladny:

=N*

E5 Fep) B85 Fea) S Fe) S Fm) L Fa)

-— F(EC()))
2. Dla kowariantnego funktora pétdokladnego G: T, — Sk poniiszy cigg zbioréw z wyrdinio-
nym punktem (zwany kowariantnym ciggiem Puppe) jest dokladny:

- = GOQF()) 2 qa) 25 qa) & arn) B a) o)

Dowdd. Ciagi otrzymujemy stosujac funktory F'i G do ciagéw Puppe z Twierdzenia 5.4 i korzy-
stajac z definicji funktoréw pétdoktadnych. O

Zauwazmy, ze w ostatnim twierdzeniu wykorzystywalismy wlasnos¢ (MV) z definicji funktora
pétdoktadnego jedynie w przypadku, gdy odwzorowanie g jest state. Teraz opiszemy, kiedy dla
elementéw z, 2’ € F(C(f)), i*(z) = i*(2') € F(B), wykorzystujac w dowodzie warunek (MV) w
wiekszej ogdlnosci.

Zaczniemy od zdefiniowania homotopijnego kodzialania ¥ A na przestrzeni C(f), czyli od-
wzorowania

C(f) L C(f)VIACC(f) x ZA
wzorem v(b) = (b, [ao, 1] oraz v([a,t]) = ([a, 2t], [ao, 1]) dla 0 < ¢t < 1/2 oraz v([a,t]) = (bo, [a, 2t —
1) dla1/2<t<1.

9p. E. H. Spanier Topologia Algebraiczna, Rozdz. 7, gdzie funktory pétdoktadne nazywaja sie funktorami
homotopijnymi.
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Zad. 88. Poda¢ definicje homotopijnego kodziatania homotopijnej kogrupy S na przestrzeni
punktowanej X, czyli sformulowaé¢ odpowiednie warunki na odwzorowanie v : X — X V S oraz
zauwazy¢, ze dla dowolnego kontrawariantnego funktora F': 7., — S, spelniajacego warunek
Add odwzorowanie v* : F(X) x F(S) — F(X) jest dzialaniem grupy F(S) na zbiorze F(X).
Sprawdzié¢, ze C(f) % C(f) V XA jest homotopijnym kodziataniem.

Stwierdzenie 5.1. Dla dowolnego f: A — B i kontrawariantnego funktora poéldokiadnego F
odwzorowanie indukowane przez zdefiniowane powyzej v : C(f) — C(f) VXA definiuje dzialanie
grupy F(XA) na F(C(f)). Dla elementéw ¢, € F(C(f)) zachodzi réwnosé F(i)(c) = F(i)(c) €
F(B) wtedy i tylko wtedy gdy ¢, nalezq do tej samej orbity dziatania grupy F(XA).

Dowdd. Pokazemy najpierw, ze jesSli ¢ = ca dla a € F(XA) to F(i)(c) = F(i)(c'). Niech
Jj: C(f) — C(f)V XA bedzie wlozeniem. Odwzorowania indukowane F(j) : F(C(f)) x F(XA) —
F(C(f)) jest projekcja na pierwszy czynnik F(C(f). Z definicji v mamy, ze voi = joi a wiec dla
dowolnego elementu (c,a) € F(C(f)) x F(XA) zachodzi réwnosé: F(i)(ca) := F(i)F(v)(c,a) =
F()F(j)(c,a) = P(i)(c).

Pokazemy teraz, ze jesli F(i)(c) = F(i)(¢') to istnieje element a € F(XA) taki, ze ¢ =
F(v)(c,a). Zauwazmy, ze istnieje homotopijna réwnowaznosé h : T'(v,j) — C(f) V X A taka, ze
nastepujacy diagram jest homotopijnie przemienny: [udowodni¢]

B

|

C(f) —=Twj) \

\\

C(f) VA

c(f)

%
)

i

poniewaz F jest funktorem na Ty, wiec F(h): F(C(f)V ZA) = F(T(v,7)) i diagram

sk

F(Y) —— F(C(f)

jest "stabym” push-out’em zbioréw: tzn. jesli F(i)(c) = F(i)(c/) to istnieje element (¢’,a) taki,
ze F(j)(",a) =" =coraz F(v)(c,a) =ca= . O

Zad. 89. Odwzorowanie §* w kontrawariantnym ciagu Puppe jest dane wzorem ¢6*(a) = cpa gdzie
cop € F(C(f)) jest punktem wyrdznionym.

Zad. 90. Skonstruowa¢ homotopijne dziatanie p: QB x F(f) — F(f) i udowodni¢ odpowiednik
ostatniego stwierdzenia dla kowariantnego ciagu Puppe.

Kontrawariantny ciag Puppe zastosowany do homotopijnego push-out’u nazywa sie ciggiem
doktadnym Mayera-Vietorisa ' i odgrywa olbrzymia role w topologii algebraicznej. Absolwentom
Topologii II powinien sie kojarzy¢ z twierdzeniem van Kampena.

%L eopold Vietoris (Radkersburg 1891 — 2002 Innsbruck)
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Whniosek 5.1. Dia funktora potdoktadnego F o wartoSciach w kategorii grup abelowych i homo-
topynego pushoutu

ALXl

lfz \L
Xog——=T
istnieje cigg dokladny Mayera-Vietorisa

Fa) L5 poxy e Fixy) A2 pery < psa) S ECER pex) e FEX) .
gdzie i, X, — X sq inkluzjami.

Nastepny wniosek wiaze wartosci funktora potdoktadnego na bukiecie, produkcie i smash-
produkcie dwéch przestrzeni.

Whniosek 5.2. Niech ix: X — X1V Xo, pp: X1V Xo — Xi dla k = 1,2 oznaczajg wloZenia i
rzutowania ¢ F' bedzie funktorem poldokladnym o wartoSciach w grupach abelowych. Wtedy istnieje
cigg dokladny

0—>F(X1/\X2)—>F(X1 XXQ)—>F(X1) XF(XQ)—>O

Dowdd. Zadanie. Wskazowka: Przeksztalceniem odwrotnym do izomorfizmu obciecia
(F(Zl), F(Zg)) F(Xl V XQ) = F(Xl) X F(XQ) jest F(pl) + F(pz). ]

7 ostatniego wniosku wynika kolejny, uogolniajacy wczesniejsze zadania o zawieszeniu pro-
duktu sfer:

Whniosek 5.3. Dia dowolnych przestrzeni X,Y istnieje homotopijna rownowaznosc

S(X xY)~EXVEY VE(XAY).

5.4 Granica systemu odwrotnego grup i jej funktor pochodny

Zad. 91. Granica odwrotna lim{A4;} ciggu grup (niekoniecznie abelowych!) G £ Gy &2 Gy &4
. (traktowanego jako funktor) jest naturalnie izomorficzna ekwalizatorowi homomorfizméw

id
p

gdzie p(g1, 92,93, ) := (P1(92), P2(93), ---)-

W przypadku gdy G; = A; sa abelowe, granica lim{A4;} jest izomorficzna z jadrem []; A; £ IL A,
gdzie gdzie p(ay,as,as,...) = (a1 — pa(az), a2 — ps(as),as — ps(aq),...).

Definicja 5.9 (Funktor pochodny granicy odwrotnej lim!'{G;}). Definiujemy dziatanie grupy
[I; Gi na zbiorze [[; G; wzorem

(91,92, 93, - - - ) * (h1, ha, hs,...) = (g1hapa(g2) "', gahops(gs) ™', gshapa(ge) L. . )

i definiujemy lim'{A4;} jako zbiér orbit tego dzialania z punktem wyréznionym, ktérym jest
orbita [e, e, . ..]. Morfizm ciagéw grup {G; — H;} indukuje odwzorowanie funktoréw pochodnych
lim'{G;} — lim'{H;}.
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Zad. 92. Wykazaé, ze jedli G; = A; sa grupami abelowymi, to lim'{A;} ~ coker(u) = (TT; 4:)/u(I1; As),
a wiec jest grupa abelowag i mamy ciag doktadny:

0 —lim{4;} — [, 4 —2~ 1, A lim'{4;} —=0.

Zad. 93. Rozpatrzmy ciag grup abelowych A; &= Ay, &£ A; &£ . Udowodnij nastepujace
fakty:

o jesli Jig Vi > ip homomorfizm p; jest izomorfizmem, to lim{A4;} = A;, oraz lim'{A;} =0,

e jesli Jig Vi > 99 homomorfizmy p; sa epimorfizmami, to lim*{4;} = 0,

e jesli Vi dn; takie, ze VN, N’ > n; zachodzi réwnosé obrazéw im{G;+ y — G;} = im{G;; n» — G},
to lim'{4;} = 0,

e usuniccie poczatkowych wyrazéw ciggu nie zmienia lim{A4;} oraz lim'{4;}; ogdlniej, jesli
zastapimy ciag {G;} dowolnym jego podciagiem {Gy, }, to lim oraz lim! pozostana takie
same.

5.5 Lemat Milnora

Zad. 94. Dla ciagu odwzorowan f := {X; ELN X5 ELN ...} zdefiniujemy jego teleskop jako

Tel(f) := X1 x [0,1] Uy, Xo x [1,2] Uy, ...; (w przypadku punktowanym Sciagamy do punktu
tworzaca przechodzaca przez punkt wyrézniony xg.) Jesli wszystkie odwzorowania sa korozwlél-
nieniami to rzutowanie Tel(f) — colim {X; — X2 — ...} jest homotopijna réwnowaznoscia.
Zad. 95. Niech X; oraz Tel beda jak wyzej, przy czym rozpatrujemy teleskop punktowany.

e T jest homotopijnym pushoutem diagramu: 71,75,

fodd
Vi Xi —V,; X211 (2)
\Lfe/u l
V,; Xo; T

e Homotopijny koekwalizator wlozenia \/; X; <— T jest homotopijnie réwnowazny z
T/(V; Xi) = V; XX

e jesli F jest kontrawariantnym funktorem pétdoktadnym, to przeksztalcenie w ciagu Mayera-
Vietorisa (Zad.5.1 ) F'(\V; X2i11) @ F(V; X2;) — F(V X;) w ciagu Mayera-Vietorisa (Zad.
5.1 ) jest dane wzorem
(a1,a3,...) ® (az,a4,...) = (a1 — F(f1)(a2), —az + F(f2)(as), a3 — F(f3)(as),...)
gdzie a; € F(X;)) oraz f,: X, — Xpi1.
Twierdzenie 5.10. [Lemat Milnora ''] Niech X; oraz Tel bedg jak w zadaniu 9. Dla dowolnego
kontrawariantnego funktora potdokliadnego F istnieje krotki cigg dokladny zbioréw z wyrdznionym

punktem:
0 — lim'F(2X;) — F(Tel) — lim F(X;) — 0.

Dowdd. Zadanie. Wsk. Wykorzystaj ciag Mayera-Vietorisa dla pary 11, T5. 0

" John Willard Milnor (Orange, NJ (USA) 1931 - )
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6 Grupy homotopii, homotopijne r6wnowaznosci CW-komplekséow

6.1 Absolutne grupy homotopii

W badaniu zbioréw klas homotopii [X, Y], i homotopijnych réwnowaznosci szczegélna role od-
grywaja funktory kowariantne na kategorii homotopii punktowanych przestrzeni topologicznych
T.h, reprezentowane przez sfery (S™,1) dla n = 1,2... zwane funktorami grup homotopii.

Definicja 6.1. Dlan = 0,1, 2... na kategorii 7, funktor kowariantny reprezentowany przez sfere
(S™,1) oznaczamy 7y(X, zo) := [(5%,1), (X, z0)]x i dla n > 0 nazywamy n-ta grupa homotopii
przestrzeni punktowanej (X, z¢), a dla n = 1 takze grupa podstawowa. my(X, o) jest zbiorem z
wyréznionym punktem.

Przypomnijmy, ze zbiory [S?, X]. posiadaja strukture grupowa, bowiem na sferze S™ istnieje
komnozenie v : S — S™ Vv S". Dla n = 1 jest ono zadane dobrze znanym wzorem:

V(z) = {(22, 1) gdy Im(2)
(1,2%) gdy Im(2)

Dla zdefiniowania komnozenia v : S™ — S VvV S" dla sfer wyzej wymiarowych korzystamy z
ustalonego homeomorfizmu S™ ~ ¥"~1S! i przemiennosci zawieszenia zredukowanego z suma
bukietowa. Ko-jednoscia jest oczywiscie odwzorowanie stale (S™,1) — (S™,1).

>0
<0

Stwierdzenie 6.1. Funktory m, majg wartosci kategorii grup, a dla n > 2 w kategorii grup
abelowych.

Dowdd. Dowodd wynika natychmiast z Rozdz.1.8 zad.21 i Rozdz. 1.6 zad. 25. O

Poniewaz 5S¢ ~ D?/S% wiec elementy m,(X,z9) mozna utozsamia¢ z klasami homotopii
[(D4,58771) (X, )], czyli odwzorowaniamiu z dysku stalymi na sferze, lub dzigki homeomorfi-
zmowi (I1%,017) ~ (D%, 8971) 7 [(14,019), (X, z0)], czyli odwzorowaniami okre$lonymi na kostce,
stalymi na jej brzegu.

Zad. 96. Zdefiniowaé wprost dziatanie w zbiorze [(19,019), (X, x)] i zdefiniowaé izomorfizm grup
mq(X, o) >~ [(I%,017), (X, z0)]. Pokaza¢ wprost, ze to dzialanie dla ¢ > 2 jest przemienne.

Zad. 97. Dla dowolnych punktowanych przestrzeni X,Y projekcje na wspotrzedne
Y —XxY—X
zadaja izomorfzim grup
Tg(X X Y, (20, 40)) — g(X, 20) X mg(Y, y0).
Opisaé izomorfizm odwrotny.

Zad. 98. Dla dowolnej H-przestrzeni G, w szczegolnosci grupy topologicznej, grupa podstawowa
71(G, e) jest przemienna.

Definicja 6.2. Niech n bedzie liczba naturalna. Odwzorowanie f : X — Y nazywamy n-réwnowaznoscia
jesli Voex fi : mg(X,2) — my(Y, f(x)) jest izomorfizmem grup homotopii dla ¢ < n i epimorfi-
zmem dla ¢ = n. Przesten punktowana nazywa sie n-spojna, jesli wlozenie punktu wyrdznioengo

jest n-réwnowaznoscia, czyli m,(X,z9) = 0 dla ¢ < n.
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6.2 Punktowane i wolne klasy homotopii

W praktyce geometrycznej interesujg nas homotopijne réwnowaznosci przestrzeni, a wyrdznianie
punktu ma charakter techniczny, utatwiajac wprowadzanie pomocniczych struktur algebraicz-
nych. W tym rozdziale zbadamy relacje miedzy zbiorami klas homotopii przy réznych wyborach
punktu wyréznionego oraz zbiorem punktowanych klas homotopii i wolnych klas homotopii. Niech
(X, 10) bedzie ustalona, przestrzenia dobrze punktowana 2, a Y dowolng przestrzenia. Niech
II(Y) oznacza grupoid podstawowy przestrzeni Y 1%

Stwierdzenie 6.2. Przyporzqgdkowanie II(Y) > y ~ [(X,x0), (Y,y)] € S« wyznacza funktor
kontrawariantny z grupoidu podstawowego do kategorii zbiorow z wyroznionym punktem. Jesli
(X, ) jest homotopijng kogrupa, to ma on wartosci w kategorii grup.

Dowdd. Punktem wyréznionym w zbiorze [(X,xz¢), (Y,y)] jest klasa przeksztalcenia stalego w
y € Y. Dla dowolnej drogi w : I — X laczacej yo z y1 zdefiniujemy odwzorowanie

h[w] : [(X71'0)7 (K yO)] - [(X7 xo), (Y7 yl)]'

Majac dane f : (X, z9) — (Y, yo) zdefiniujmy F : X xOUzox I — Y wzorem: F(z,0) := f(z) oraz
F(zo,t) := w(t). Korzystajac z tego, ze przestrzen jest dobrze punktowana mozemy rozszerzyé

F do homotopii F' : X x I — Y. Definiujemy h,,[f] := [F|X x 1]. Pozostaje sprawdzié, ze
definicja hy,) nie zalezy od dokonanych wyboréw, ze h(, jest homomorfizmem grup oraz hi,., =
h[n] (e] h[w] ]

Whiosek 6.1. Dia dowolnej drogiw wY odwzorowanie hy,, : [(X, o), (Y, y0)] — [(X,z0), (Y, y1)]

jest bijekcja, w szczegélnodci zadaje izomorfizm grup homotopii hy,) : 74(Y, yo) = (Y, y1)].

Stwierdzenie 6.3. Niech (Z, zy) bedzie przestrzeniq punktowang i F' : Z x I — 'Y bedzie homoto-
pig. Oznaczmy w(t) := F(29,t) oraz w(0) = yo i w(1l) = y1. Nastepujacy diagram jest przemienny:

[(X’ 330)’ (K yO)]

[(Xa IL‘()),(Z, ZO)] [(X7 xO)v (K yl)]

bp

Whiosek 6.2. Jesli f : Y — Y’ jest homotopijng réwnowaznoscig (niepunktowang!), to odwzoro-
wanie indukowane f; : (X, x0), (Y, v0)] — [(X,z0), (Y, f(v0))] jest bijekcjg, w szczegolnosci grupy
homotopii tukowo spdjnych przestrzeni homotopijnie réwnowaznych sq izomorficzne (niezaleznie
od wyboru punktéw wyréznionych).

Nastepny wniosek jest pozytecznym kryterium trywialnoéci elementu w grupach homotopii,
ktory warto tez udowodni¢ bezposrednio nie odwotujac sie do powyzszych twierdzen.

Whniosek 6.3. Dia odwzorowania o : (5%,1) — (X, xg) nastepujgce warunki sq rownowazne:
1. [a] =0 wmy(X, x0);

2. anr~cgyrel(l) (cz, 0znacza odwzorowanie state w xo);

2Tzn. wlozenie {zo} — X jest korozwloknieniem
13 A Bojanowska, S.Jackowski Topologia Il, Rozdziat 4
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3.~ Cpy;
4. « rozszerza sig na dysk tzn. & : DI — X takie, e @|S9 = a.

Ustalmy teraz punkt wyr6zniony yo € Y. Odwzorowania hy,) zadaja dzialanie grupy m (Y, 50)
na zbiorze klas homotopii [(X, zo), (Y, v0)]:

(X, 20), (Y,90)] x m1(Y,90) — [(X,20), (Y, %0)]-

Zad. 99. Jesli (X,z9) = (S',1) to powyzsze dzialanie jest dziataniem grupy (Y, o) na niej
samej przez automorfizmy wewnetrzne.

Zad. 100. Zauwazyé, ze powyzsze dzialanie jest indukowane przez kodziatanie v : X — X v S1
kogrupy S' na przestrzeni X skonstruowane w nastepujacy sposéb: Definiujemy odwzorowanie
X x0Uzox I — X VS jako identycznoéé na X x 0 i nawiniecie odcinka g x I na okrag. Poniewaz
(X, x0) jest dobrze punktowana wiec to odwzorowanie rozszerza sic do X x I — X v S', ktérego
obciecie do gérnej podstawy X x 1 jest kodzialaniem v : X — X Vv S1.

Stwierdzenie 6.4. Jesli przestrzen Y jest tukowo spdjna, to zapominanie o punkcie wyroznionym
zadaje bijekcje:
[(Xa wO)? (K yO)]/ﬂ-l (Y7 yO) — [Xv Y]

Stwierdzenie 6.5. Jesli (Y,yo) jest H-przestrzeniq, to dla dowolnej przestrzeni (X, xo) dzialanie
m1(Y,yo) na zbiorze [(X,xo), (Y, yo)] jest trywialne.

Dowdd. Niech p: Y xY — Y bedzie (homotopijnym) mnozeniem w Y oraz [f] € [(X, zo), (Y, v0)]
a [w] € m(Y,yo). Wzor H(z,t) := u(f(x),w(t)) definiuje homotopi¢ miedzy f a f , ktéra na
tworzacej {zo} x I jest droga [w]. Wynika stad, ze hy,,[f] = [f]. O
6.3 Relatywne grupy homotopii

Grupy homotopii moga by¢ zdefiniowane dla dowolnego odwzorowania f : (X, x¢) — (Y, o) jako

o (f,w0) := mg-1 (F(f), (0, wyo ))-

Zauwazmy, ze mq(f,zo) jest grupa dla ¢ > 2, abelowg dla ¢ > 3.

Poniewaz dowolne odwzorowanie mozna homotopijnie zastapi¢ korozwloknieniem, szczegol-
nie wazny jest przypadek gdy f jest wlozeniem podzbioru. Niech (X, A, ag) bedzie punktowana
para tzn ag € A — X. Definiujemy 74(X, A, ag) := mg—1(F(—), (a0, wq,))- Z definicji homotopij-
nego wiokna:

F(—)={we P(X)|w(0) € A, w(1) = ap}.

Grupy relatywne pary maja tez bardziej geometryczng interpretacje w terminach odwzorowan
dyskéw w X [RYSUNEK]:

Stwierdzenie 6.6. Istnieje naturalna bijekcja zbioréw m, (X, A, ag) ~ [(D?, 8771, 1), (X, A, ag)].
Dowdd. Zauwazmy, ze z definicji

Map (597", F(—)) C Map (59", Map (I, X)) ~ Map (59" A IT, X))
oraz

SITLATH ~ 897 T/{1}y x T
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Obrazem Map , (S9!, F(—)) w Map (S9! x I/1 x I jest podzbiér

{f: (ST % T —X|f(1xI)=ag, fF(ST'x1)=ag, f(ST'x0)C A}~
~ Map ,(a: ST x I1/8971 x 0 — X | f(1,t) = ag, (ST x0)C A) ~
~ Map,(a: D! — X | f(1,t) = ag, f(ST1) C A)

Po przejéciu do klas homotopii, pamietajac, ze wlozenie odcinka I C D9 ~ S9=1 x [/S971 x 0
jest korozwtéknieniem, otrzymujemy bijekcje:

TFQ(XvAvaU) = [(Sqilv 1)7 (F(;))v (a07wa0))] = [(qusqilv 1)’ (Xv A,ao)].

Whiosek 6.4. 7,(X, ag, ap) ~ 74(X, ap)

Zad. 101. Opisaé strukture grupowa w terminach odwzorowan (D7, 8971 1) — (X, A4, ao), tak
zeby bijekcja w Stwierdzeniu 6.6 byla izomorfizmem grup.

Zad. 102. Element [a : (D9,59711) — (X, A, a0)] € my(X, A, ap) jest trywialny wtedy i tyl-
ko wtedy gdy istnieje homotopia H : (D?,S97Y) x I — (X, A) taka, ze H(p,0) = a(p) oraz
vpqu H(p, 1) S A.

Zad. 103. Opisaé strukture grupowa w zbiorze klas homotopii przeksztalcen [(17,019,0,19), (X, A, ap)]
gdzie I jest kostka g-wymiarowa a 0119 := 014 \ Int(197!) x {1} [RYSUNEK] tak, aby zachodzit
izomorfizm grup

Wq(Xa A7a0) = [(Iq)a-[qval]q)a (XvAaaﬂ)]'

Relatywne grupy homotopii sa funktorem zdefiniowanym na kategorii punktowanych par
przestrzeni topologicznych. Projekcja na przestrzen ilorazowa X — X /A zadaje naturalng trans-
formacje funktoréw (X, A, ag) — my(X/A, [ag]), ktéra jednak na ogél nie jest izomorfizmem
(nawet dla par Borsukal).

Podobnie jak w przypadku absolutnym, oméwimy zaleznosé relatywnych grup homotopii
m¢(X, A, a) od wyboru punktu wyréznionego a € A. Dla dowolnej drogi w : I|toA mozna zdefi-
nowa¢ homomorfizm hy,) : 74(X, A, ap) — 74(X, A, a1) nastepujacym wzorem, w ktérym punkty
dysku DY sa parametryzowane punktem sfery S9! oraz odlegloécia od érodka, czyli odcinkiem I
[RYSUNEK]:

I\ ol

hola](p,t) = {

a(p,2t) gdy 0 <
1
2

<
w(2t —1) gdy t

t
< 1

Stwierdzenie 6.7. Przyporzqdkowanie II(A) 3 a ~ my(X, A,a) € S, wyznacza funktor kontra-
wariantny z grupoidu podstawowego podprzestrzeni A do kategorii grup.

Z ostatniego stwierdzenia wynika natychmiast, ze homomorfizmy hy, : (X, A,a0) —
7¢(X, A, a1) sa izomorfizmami oraz grupa 7 (A, ag) dziala na grupach m4(X, A, ag).
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6.4 C(CW-kompleksy

Definicja 6.3. Przestrzen topologiczna Hausdorffa nazywamy C'W-kompleksem jesli jest w niej
wyrézniony wstepujacy ciag podprzestrzeni domknietych: X© ¢ XM < .. c X < ... taki,
ze X = [JX™ i topologia w X jest slaba ze wzgledu na podprzestrzenie X (™. Podprzestrzenie
X ™) zwane szkieletami powstaja przez doklejanie do poprzedniej dyskoéw n-wymiarowych wzdtuz
brzegu (sfery), a dokladniej:

o X jest przestrzenia dyskretna,

e Vn istnieje zbiér (dyskretny) J, oraz x : S™ x Ju41 — X takie, ze istnieje homeomorfizm
(D" X Jpy1) Uy X o X (4D pe] X (),

Skladowe spéjne zbioru X (™ \ X (n=1) nazywaja sie n-wymiarowymi komdrkami kompleksu X.
CW-kompleks X jest n-wymiarowy jesli n jest najmniejszg liczbg taka, ze w X nie ma komérek
m-~-wymiarowych dla m > n.

Jedli X, Y sa CW-kompleksami to przeksztaltcenie ciaglte f : X — Y nazywamy komdrkowym jesli
Vn f(XM) c Y™, Kategorie CW-komplekséw i przeksztalcen komérkowych oznaczamy CW.

Uwaga 4. X ™ \X("_l) = [l e, Cj gdzie Cj ~ Int D" tzn. kazda sktadowa jest homeomorficzna z
wnetrzem n-wymiarowego dysku, a domkniecie sktadowej C'j w X jest homeomorficzne z x;(D")
gdzie x; : D" — X () jest rozszerzeniem Xj - Sn=1 — X(=1  Odwzorowanie X; nazywa si¢
odwzorowaniem doklejajacym komérke C; a x; odwzorowaniem charakterystycznym komoérki C;.

Definicja 6.4. Podkompleksem A C X nazwywamy taki podzbiér domkniety, ze filtracja
A c AW ¢ c AW ¢ .. gdzie A™ = AN X™ gpelnia warunki 1. i 2. z definicji CW-
kompleksu.

W szczegolnosei szkielety sa oczywidcie podkompleksami w X.

Uwaga 5. 7 definicji podkompleksu wynika, ze A™ \ A®=1 = (X \ X~y A jest suma
pewnej rodziny n-wymiarowych komérek w X ().

Zachodzi nastepujace wazne twierdzenie o aproksymacji komérkowej, ktére udowodnimy w
Rozdziale 7:

Twierdzenie 6.5. Jesli f : X — Y jest odwzorowaniem CW-komplekséw, A C X podkomplek-
sem na ktorym f jest komorkowe, to istnieje komorkowe odwzorowanie g : X — Y takie, Ze
f~grel A.

Twierdzenie 6.6. Wilozenie podkompleksu w CW -kompleks jest parq Borsuka.

Stwierdzenie 6.8. Jednowymiarowy spojny CW -kompleks jest homotopijnie réwnowazny z bu-
kietem okregow. Spojny CW -kompleks jest homotopijnie rownowazny z kompleksem posiadajgcym
tylko jedng 0-wymiarowq komorke.

Dowdd. Jedli X jest spéjnym CW kompleksem, to jego 1-szkielet X (V)| ktéry jest grafem - musi
by¢ spdjny (dlaczego?). Wybierzmy drzewo maksymalne w tym grafie 7 C X (1), Rozwazmy
projekcje q : X — X/T. Przestrzen Y := X/T jest CW-kompleksem, w ktérym YO = pt a
Y jest bukietem okregéw. Poniewaz wlozenie T C X1 jest korozwl6knieniem, wiec ¢ jest
homotopijna réwnowaznoscia. O
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Whniosek 6.5. Punktowany, spojny CW-kompleks X jest homotopijnie réwnowazny z punktowa-
nym CW-kompleksem'Y takim, ze Y () =y oraz wszystkie odwzorowania doklejajgce komdrki sq
punktowane, czyli x : \/jEJnH(S”, 1) — (Y(”),yo).

Powyzszy wniosek ma wazne uogdlnienie:

Stwierdzenie 6.9. Punktowany, k-spojny CW-kompleks X jest homotopijnie réwnowaziny z
punktowanym CW-kompleksem Y takim, ze Y %) = {yo} oraz wszystkie odwzorowania dokleja-
jace komorki sq punktowane, czyli x : \/ S™. 1) — (Y g0).

Dowdd. Postepujemy indukcyjnie. Dla n = 0 twierdzenie zostalo udowodnione. Zatézmy, ze dla

jEJn+1(

q < n zbudowalismy réwnowazno$¢ homotopijng X ~ Y, gdzie Y}l(q) = {yo}. Skonstruujemy
kompleks Y,1 oraz homotopijng réwnowaznos¢ Y, — Y,y1. Zauwazmy, ze szkielet qu+1 jest
homeomorficzny z bukietem sfer \/; ST, przy czym wlozenie \/; ST «— X jest Sciagalne, a
wige rozszerza si¢ do przeksztalcenia f :\/; D2 — X. Na mocy twierdzenia o aproksymacji
komérkowej 9.9 mozemy zalozy¢, ze \/; S9! — X+ Dokleimy dyski \/; D73 do X prazy
pomocy odwzorowania f okreslonego na dolnych pélsferach g2 ograniczajacych poszczegdlne
D3, Otrzymana w ten sposéb przestrzen Yq’ 11 jest CW-kompleksem: dodajemy komorki w
wymiarach ¢ + 2 i ¢ + 3. Zauwazmy, ze Yq’\/j Sg’_“ C Yq'+1 oraz \/; S_qﬁl jest podkompleksem
$ciggalnym [RYSUNEK]. Definiujemy Y11 := Y,/ V; Sfrl. Szukana homotopija réwnowaznosé
jest dana jako zlozenie Y, — Yq’ 11 — Ygy1. Zadbanie o punktowane odwzorowania doklejajace
pozostawiamy Czytelnikowi. O

Na zakoniczenie wspomnimy o nietrudnym, ale pozytecznym pojeciu relatywnego CW-kompleksu.

Definicja 6.7. Relatywny CW-kompleks to para (X, A) gdzie A C X jest domknieta podprze-
strzenia oraz wyrdzniony wstepujacy ciag podprzestrzeni domknietych: (X, A)(O) C (X, A)(l) C
. C(X,A)M ... C X taki, ze X = J(X, A)™ i topologia w X jest staba ze wzgledu na pod-
przestrzenie (X, A)™. Podprzestrzenie (X, A)("), zwane szkieletami powstaja przez doklejanie do
poprzedniej dyskéw n-wymiarowych wzdtuz brzegu (sfery). W szczegdlnosci (X, 4)© = AV,
gdzie V jest przestrzenia dyskretna (wierzchotki CW-kompleksu (X, A)).

Uwaga 6. Jesli A C X jest podkompleksem CW-kompleksu X, to para (X, A) jest relatywnym
CW-kompleksem, dla ktérej (X, A)™ = X U A,

6.5 Twierdzenie J.H.C. Whiteheada

Twierdzenie 6.8. Niech n bedzie liczbg naturalng. Jesli transformacja naturalna funktorow pot-
doktadnych ®: F — G jest taka, ze ®(S*) jest bijekcjg dla 0 < k < n oraz surjekcjg dla k = n,
to ®(X) jest bijekcjq dla kazdego spdjnego CW -kompleksu wymiaru < n oraz surjekcjq jesli
dim X = n.

Dowdéd twierdzenia poprzedzimy lematem odgrywajacym kluczowa role w wielu dowodach w
topologii algebraiczne;j.

Lemat 6.1 (Lemat o 5 Odwzorowaniach). Niech bedzie dany przemienny diagram zbioréw punk-
towanych i punktowanych przeksztatcen, w ktorym wiersze sq dokladne:

as [e %} (6% a2

G5 G4 53 SQ Sl

\L'YS J{"ﬂl l’YZS l’Y? \L'Yl
al o, o, o

e B B
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oraz
1. Dlai=4,5, G;, G} sq grupami i y4, 5 s¢ homomorfizmami grup;

Gy dziala na Ss, Gy dziala na S5;

V3 8 7y jest ekwiwariantne tzn. v3(gas3) = y4(ga)y3(s3);

as(s3) = ag(ts) wtedy i tylko wtedy gdy g4 € Gy taki, Ze s3 = gats;

v e e

as(sh) = oh(th) wtedy i tylko wtedy gdy Ig), € Gy taki, ze sh = gjth.
Wtedy
1. Jesli vo and v4 sq surjekcjami a y1 jest injekcjq, to v3 jest surjekcjg;

2. Jesli 2 and 4 sq injekcjami, ¥ s3 € S3, Ya: (Ga)ss — (GY)y(s) Jest epimorfizmem, s jest
surjekcjg, to v3 jest injekcjq.

Dowdd. Dla i € {1,2,3} oznaczamy punkty bazowe *; € S;, *, € S..

Dowdd Tezy 1. Dla danego s4 € S5 musimy znalezé s3 € Ss taki, ze vy3(s3) = s5. Niech
aj(sh) = sh. Poniewaz 7y, jest surjekcja, istnieje so € Sy taki, ze v2(s2) = s5. Z dokladnosci dol-
nego ciagu mamy a4(sh) = *}. Poniewaz v; jest injekcja, to aa(s2) = *1, a wiec ts € S3 taki, ze
as(ts) = sa. Stad af(y3(ts)) = a4(sh). Zalozenie 5 gwarantuje, ze gy € Gy taki, ze gjv3(ts) = s5.
Poniewaz 74 jest epimorfizmem, wiec 3g4 € G4 v4(94)73(t3) = s5 = v3(gats). Stad gats = s3.

Dowdd Tezy 2. Niech ss,t3 € S3 beda takie, ze v3(t3) = 73(s3) = s4. Z przemiennosci
diagramuotrzymujemy, ze: a5v3(t3) = aby3(s3) 1 yeas(ts) = y2cs(s3). Poniewaz o jest injekcja
a3(t3) = as(s3) i dlatego dg4 € G4 13 = gas3. Stad v4(94)¥3(s3) = 13(9453) = 13(t3) = 3(s3).
Zalozenie dodane w Tezie 2. daje implikacje:

14(94) € (Gh)s, = 94 € (Ga)s, = 83 = 13.
O
Dowdd Twierdzenia 6.8. Dowodzimy twierdzenie przez indukcje ze wzgledu na wymiar CW-kompleksu

X.

Jesli dim X < 1, to X jest homotopijnie réwnowazny z bukietem okregéw (Stw. 6.8), a wiec
®(X) jest bijekcja (odp. surjekcja).

Niech dim X = ¢ dla 1 < ¢ < n. Na mocy Wniosku 6.9 X ~ C(f) gdzie
f: \/Jq Sa=1 — X491, Oznaczmy bukiet BI~! := VJq S94~1. Rozpatrzmy morfizm kontrawariant-
nych ciagéw Puppe indukowany przez transformacje ®:

FExety 2 pepely L px) - p(xety L p(Bet
@(zxq—l)l @(qu—l)l @(X)l :l :l

cExry 2 gty L qx) —F gty L gy
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zeby wywnioskowad, ze srodkowe odwzorowanie jest izomorfizmem (odp. epimorfizmem) skorzy-
stamy z Lematu o Pieciu 6.1. Na mocy twierdzenia o kontrawariantnym ciagu Puppe oba poziome
ciagi spelniajg warunki 1-5.

Surjektywnosé ®(X). Poniewaz 1 < ¢ < n wiec ®(XB7!) na mocy zalozenia jest surjekcja, a
®(X971) oraz ®(B471) sa bijekcjami. Zatem z konkluzji 1. Lematu o Pigciu 6.1 wynika, ze ®(X)
jest surjekcja.

Injektywnosé ®(X). Zakladamy, ze 1 < ¢ < n—1 wiec ®(X B 1), ®(X971), ®(BI!) sg bijekcjami
a (XX jest surjekcja. Wystarczy zatem pokazaé, ze jedli ®(X)(z*) = z* to

OB F(EBI ), = G(EBITY) .

W tym celu skorzystamy z opisu grup izotropii. Niech X Y, X vyBI-l bedzie odpowiednio
ko-dzialaniem i wlozeniem X. Niech

X —Z XvEBr L T(v,i)
J

bedzie homotopijnym ko-ekwalizatorem tych odwzorowan. Wtedy
Im F(j) = {(z,a) € F(X) x F(EBI™) | za = z}
oraz mamy przemienny diagram:

F(v),F(i)

FO . px) x P(sBrt) EZEO pxy

@(T)l l@(X)X@(EBq_I) l

G(T(vi) 9 G(x) x Gy 20, Gx)
Na mocy zatozenia indukcyjnego ®(T') jest surjekcja. Stad wynika, ze ®(X) x ®(XBI!) prze-

prowadza epimorficznie Im F'(j) na Im G(j), co nalezalo wykazac. O

Twierdzenie 6.9. [J.H.C. Whitehead '*] Niech f : Y — Z bedzie n-réwnowazinoscig (1 < n <
o0 ). Wtedy dla dowolnego CW-kompleksu X odwzorowanie indukowane

fo [ XY = [X, Z]s

jest surjekcjg jesli dim X < n oraz jest injekcjg jesli dim X < n. W szczegolnosci jesli Y, Z sq
spojnymi CW -kompleksami i n = oo, to f jest homotopijng réwnowaznosciq.

Zad. 104. W przypadku kompleksow skonczenie wymiarowych, wywnioskuj tw. Whiteheada z
tw. 6.8. Zauwaz, ze zgodnie z tym twierdzeniem wystarczy zakladac, ze f; jest izomorfizmem w
skonczenie wielu wymiarach!

Ponizej podamy inny dowdd twierdzenia Whiteheada 6.9 obejmujacy przypadek, gdy n = oco.
Zaczniemy od waznego i z innych powodéw twierdzenia o podnoszeniu odwzorowan ze wzgledu
na rozwitdknienia, ktérych widékna maja trywialne grupy homotopii wnieskich wymiarach.

4 John Henry Constantine Whitehead (Chennai (Indie) 1904 — 1960 Princeton (USA))
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Twierdzenie 6.10. Zaloimy, ze F' — E 2 B jest rozwldknieniem takim, zZe mp(F,ep) = 0
dla k < n. Niech (X, A) bedzie relatywnym CW-kompleksem wymiaru < n. Wtedy wlozZenie
j: A= X jest lewo-prostopadie do FE 2B (tzn. dowolny przemienny kwadratowy diagram jak
nizej ma przekgtng):

A—1 o5
A

J P

x—! .p

Lemat 6.2. Jezeli dla kazdego q < n < oo Twierdzenie 6.10 zachodzi dla pary dysk-sfera
(D1, 8971, to zachodzi dla dowolnego relatywnego CW-kompleksu (X, A) wymiaru < n.

Dowdd twierdzenia 6.10. Na mocy Lematu wystarczy wykazaé¢ twierdzenie dla pary (X, A) =

(D9, 8971 gdzie ¢ < n. W tym celu rozpatrzmy rozwiéknienie indukowane (pull-back): f*E LN
D". Odwzorowanie f : S9~! — E definiuje przekréj s : S91 — f*E rozwléknienia p’ nad sferg
S9! dane wzorem s(z) := (z, f(x)). Rozszerzenie tego przekroju na dysk D? wyznaczy podnie-
sienie f

Poniewaz dysk jest przestrzenia Sciggalna, wiec na mocy Rozdz. 3 Tw. 7.3 rozwldknienie nad
nia jest homotopijnie widkniscie trywialne, czyli istnieje widknista homotopijna réwnowaznosé:

D x F

Zlozenie go s : ST71 — DY x F jest przekrojem, a wiec jest postaci: (g o s)(z) = (z,a(z)) gdzie
a: 897t — F. Poniewaz m(F,ep) = 0 dla k < n a wiec a rozszerza si¢ do odwzorowania dysku
a:D? — Fiwzor §(x) = (z,a(z)) zadaje rozszerzenie g o s. Zlozenie h o § jest przekrojem p’
nad dyskiem takim, ze 5/S9°! = hogo s i to niekoniecznie jest réwne s, ale wiéknista homo-
topia h o g ~pa idf.p definiuje widknistq homotopie przekrojow 58971 ~pq s, ktéra oznaczmy
H: 8971 x I — f*E. Rozpatrzmy diagram:

H

D1x0uUSItxI [TE
7

, [ ,

j p

DI x [ —2° D1
w ktérym pp jest rzutowaniem na dysk, j - wlozeniem (”pustej szklanki w pelng”), a H(x,0) :=
5(xz), H(z,t) := H(z,t) Poniewaz p’ jest rozwldknieniem istnieje podniesienie pp. Szukane roz-
szerzenie przekroju s jest dane wzorem: §(z) := pp(z, 1). O

Dowdd twierdzenia Whiteheada 6.9. Niech f : Y — Z bedzie n -réwnowaznoscia (1 < n < o0).
Zastepujac przestrzen Y kowalcem mozna zakladaé, ze f jest rozwidknieniem z wloknem ozna-
czanym F. 7 dlugiego ciggu dokladnego rozwldknienia wnioskujemy, ze zalozenie iz f jest n-
réwnowaznoscia jest réwnowazne znikaniu grup homotopii wiékna: 7 (F,z9) = 0 dla k < n.
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Trzeba pokazaé, ze dla CW-kompleksu X odwzorowanie indukowane fyu : [X, Y], — [X, Z], jest
surjekcja jesli dim X < n oraz jest injekcja jesli dim X < n.

Dla pokazania surjektywnosci fy zastosujemy twierdzenie 6.10 do CW-pary (X, z¢) i dowol-
nego k: X — Z:

{wo} ——>y
7
X - Z

Oczywiscie f#([l%]) = [f o k] = [k]. Zalbzmy teraz, ze dim X < n przypus¢my teraz, ze Fu([k] =
f#([K']. . Niech H : X x I — Z bedzie punktowang homotopia f o k ~ f o k'. Zastosujemy tw.
6.10 do CW-pary (X x I,S) gdzie S := X x {0} U{zo} x TUX x {1}

kUyoUE/
7
i o f

X><'17' l

VA

Podniesienie H : X x [ — Z jest szukana homotopia k~E. O

7 Zadania rozne

7.1 Homotopie punktowane

Zad. 105. Niech (X, zg), (Y, yo) beda tukowo spéjnymi przestrzeniami z wyréznionym punktem
i niech X bedzie dobrze punktowana. Pokazaé, ze:

1. Kazde przeksztalcenie f: X — Y jest homotopijne z przeksztalceniem g: X — Y, takim ze
9(zo) = vo-

2. podaé przyklad przestrzeni i dwéch homotopijnych przeksztatcen f,g : X — Y, takich ze
g(zo) = f(xo) = yo, ale nie istnieje homotopia zachowujaca punkt bazowy.

3. Pokazaé, ze jezeli Y jest takze dobrze punktowana i f : (X, z9) — (Y, yo) jest homotopijna
rownowaznoscia, to f jest homotopijng réwnowaznoécia z zachowaniem punktu bazowego.

Zad. 106. Jezeli (X, x) jest przestrzenia dobrze punktowang to jej zawieszenie zredukowane i
niezredukowane przestrzeni sa homotopijnie réwnowazne.

Zad. 107. Jezeli X jest lukowo spdjna i pary (X, zg) i (X, x1) sa dobrze punktowane, to istnieje
homotopijna réwnowaznos$¢ f : (X, z9) — (X, x1).

Zad. 108. a Jezeli (X, () jest dobrze punktowana H-przestrzenia z dziataniem p: X x X — X
to istnieje dziatanie p/, p' ~ p i p/(x,29) = p/(zg,2) = x dla dowolnego z € X. ( to znaczy
kazde H-dziatanie z homotopijng jedynka mozemy z doktadnoscia do homotopii zastapi¢ przez
dzialanie, ktére ma $Scista jedynke).
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7.2 Lemat o pieciu homomorfizmach

Zad. 109. Z Lematu 6.1 wywnioskuj lemat o 5 homomorfizmach w kategorii grup. Rozwazamy
przemienny diagram grup i ich homomorfizméw, w ktérym wiersze sa ciagami dokladnymi:

as Qg as g

Gs Gy Gs Go G1

l% lm l% lw ln
ol o, o, o

Gy Gy Gy Gy

Wtedy
1. Jesli 7o, v4 sa epimorfizmami i ; jest monomorfizmem to 73 jest epimorfizmem;

2. Jesli v2, 4 sa monomorfizmami i 5 jest epimorfizmem, to 3 jest monomorfizmem.

8 Ciagi dokladne grup homotopii

8.1 Ciag dokladny rozwloknienia i ciagg dokladny pary
Niech f : A — B bedzie przeksztalceniem (dobrze) punktowanych przestrzeni. Podstawiajac w
kowariantnym ciagu Puppe G(—) := [S°, —]« otrzymujemy dtugi cigg homotopii odwzorowania f:

= (), 80) o ma(A,a0) T ma(B,00) 2 maa (F(£),00) 5

L (B (), a0) 2 m(A, ag) 25 mi(BLbo) L mo(F,ag) 2 mo(A, ag) 22 mo(B, bo).

gdzie ag := (ag,ws,) € F(f) jest punktem wyréznionym.
Definiujac grupy homotopii przeksztatcenia my(f) := mg—1(F(f), Go) mozemy ten ciag prze-
pisa¢ w postaci:

o it (F) S (A, a0) T (B bo) — ma(f,0) S T (A, ag) T

Dtugi ciag doktadny grup homotopii odwzorowania ma dwa bardzo wazne szczegdlne przy-
padki: gdy odwzorowanie jest wlozeniem podzbioru A <— X oraz gdy jest rozwidknieniem E 2 B.

Twierdzenie 8.1 (Ciag doktadny pary). Dla dowolnej punktowanej pary X D A > ag istnieje
dtugi cigg homotopii

= Tat1(X, Ay ag) LR (A, ag) #, (X, bo) I#, (X, A, ap) LR Tn—1(4, ap) f—#>

gdzie (A, ag) - (X, a0) L (X, A, ag)
Dowdd. Wynika natychmiast z definicji grup relatywnych i ciggu Puppe. O

Niech F' := p_l(bg) —ELB bedzie teraz punktowanym rozwitéknieniem. Poniewaz w przypad-
ku rozwléknienia widkno homotopijne jest homotopijnie réwnowazne z przeciwobrazem punktu,
a wiec widknisty ciag Puppe ma postaé:

L aro o2 oS FrELB
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Twierdzenie 8.2 (Ciag dokladny rozwldéknienia). Dla punktowanego rozwidknienienia E 2B
istnieje diugi cigg dokladny:

> Ta(Fe0) s ma(B) 2 ma(B,b0) 2 i (F,e0) o ...

2 m1(B, bo) 2, mo(F, eo) i, mo(E, eo) T4, mo(B, bo)

Grupa w1 (B, by) dziala na zbiorze mo(F, eg) a przeksztalcenie mo(F, eo)/m1(F, ep) *, mo(E, ep) jest
roznowartosciowe.

Odnotujmy kilka bardzo prostych, lecz waznych wnioskéw z ciaggu doktadnego rozwitdknienia:
Whniosek 8.1. Niech F — E % B bedzie rozwloknieniem nad tukowo spdjng przestrzeniq B.

o Jesli my(F,eg) = 0 dla kazdego ¢ > n to py: mq(E,eq) — my(B,bo) jest izomorfizmem dla
q > n it monomorfizmem dla g = n;

o Jesli my(E,ep) = 0 dla kazdego ¢ > n to 0: my(B,by) — mq—1(F, eq) jest izomorfizmem dla
q > n i monomorfizmem dla g = n;

o Jesli my(B,by) = 0 dla kazdego g > n to iy: my(F,eq) — mq(E, eq) jest izomorfizmem dla
q > n i monomorfizmem dla ¢ = n.

Zad. 110. Sformutowaé analogiczny wniosek w przypadku gdy znikaja grupy homotopii w niskich
wymiarach.

Jesli co trzeci homomorfizm w diugim ciagu dokladnym jest zerowy, to diugi ciag dokladny
rozpada si¢ na krotkie ciagi doktadne. Np. jesli iy: 7 (F,eq) — mq(E,€g) jest trywialny dla
wszystkich ¢ > 0, to dla kazdego n > 0 otrzymujemy ciag doktadny:

0 — mn(E, e0) 25 (B, bo) 2 w1 (F,eq) — 0.

Stwierdzenie 8.1. Niech F — E . B bedzie rozwioknieniem. Jesli wlozenie F' — FE jest
homotopijne z przeksztalceniem statym, to dla kazdego n > 1 cigg

0 — m(E, eo) P, (B, bp) 3, Tn—1(F, e9) — 0.

jest dokladny i rozszczepialny. W szczegélnosci my (B, by) = mp(E, e0) X mn—1(F, eg) oraz w1 (F, ep)
jest abelowa.

Dowdd. Zadanie. Wsk. Homotopia H : F x I — FE definiuje homomorfizm rozszczepiajacy
Tn—1(F, e0) — mn (B, bo). O

Zad. 111. Przenanalizowaé ciag rozwtdknienia w przypadku gdy p : F — B jest nakryciem i w
tych terminach zrekonstruowaé twierdzenia o grupach homotopii nakryé¢ znane z Topologii IT '°.
W szezegblnosci korzystajac z nakrycia p : R — S wykazaé, ze m1(S1, 1) ~ Z oraz m,(S',1) =0
dla ¢ > 0.

15 A Bojanowska, S.Jackowski Topologia I
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8.2 Grupy homotopii sfer, przestrzeni rzutowych i grup liniowych

Grupy homotopii sfer S™ (poza przypadkiem n = 1) i przestrzeni pokrewnych sa dalece nietry-
wialne i stanowia jedna z najwigkszych zagadek topologii. W nastepnym rozdziale udowodnimy:

Twierdzenie 8.3. 7;(S™,1) =0 dla i < n oraz m,(S™, 1) jest wolng grupa abelowq generowana
przez [id : S™ — S™], a wiec m,(S", 1) ~ Z.

Pokazemy teraz jak rozwléknienia stuza znajdywaniu nietrywialnych odwzorowan sfer.

Wazne przyktady nietrywialnych odwzorowan sfer sa definiowane przy pomocy struktur mul-
typlikatywnych (mnozenia) na przestrzeniach kartezjanskich. Okazuje sie, ze dwuliniowe mnozenie
mozna ”sensownie” zdefiniowaé w R" tylko w przypadkach, gdy n = 1, 2,4, 8. To twierdzenie jest
jednym ze spektakularnych osiagnieé¢ topologii algebraicznej. ponizej fragment z materiatow do
wyktadu z Topologii Algebraicznej I w jezyku angielskim:

A structure of a normed associative and commutative R-algebra (i.e. a sensible multiplica-
tion) can be defined only on the caretesian spaces R"™ for n = 1,2 where R! = R - real numbers,
R? = C - complex numbers (pairs of real numbers.) A structure of an associative but not com-
mutative R-algebra can be defined for n = 4 on pairs of complex numbers R* = H - quaternions.
Further, if we omit the associativity assumption, then a R-bilinear multiplication can be defined
for n = 8 on pairs of quaternions R® = Q-octonions. Moreover, we have inclusions of R-algebras
R c CcC H C O and a conjugation on O restricts to the usual conjugation of quaternions
and complex numbers. A norm on O is defined as usual ||o||> = 0o* thus [|od|| = ||o/||¢|. If
F =R,C,H, O then any cartesian space F" carries a structure of an F-module (vector space) via
multiplications of coordinates and an F-valued (hermitian) scalar product is defined in the usual
way: (v,w) := ¥ v;w], where * denotes conjugation. Vectors of lenght 1 constitute a group for
F =R,C,H and an H-space for F = O (i.e. multiplication is not associative, but associative up
to homotopy) .

Niech F = R, C, H, O i oznaczmy dr := dimgF. Jednopunktowe uzwarcenie F bedziemy
utozsamiaé ze sfera S%. Definiujemy odwzorowania 2% —1 25, Fy {oo} ~ S% sa zadane przez
dzielenie par elementéw odpowiedniego ciala: pp(x1,x2) := x1/xy. Przeciwobrazy punktéow przy
odwzorowaniach pr sa homeomorficzne ze sferami S%~1. Odwzorowania pr sa nazywane wigzkami
Hopfa '°.

Zad. 112. pg jest homeomorficzne z dwukrotnym nakryciem py : St — S1, pa(2) = 22.
Zad. 113. Udowodnij, ze wiazki Hopfa sa lokalnie trywialne, a wiec sg rozwidknieniami.

Zad. 114. Korzystajac z ciagu dokladnego rozwitdknienia dla wiazek Hopfa i Stwierdzenia 8.1
wykaz nastepujace izomorfizmy grup homotopii sfer:
o m(S5?) ~
o m;(S3) ~ 7, (5?) dla i > 3, w szczegdlnoéci m3(S?) = Z (wskazaé generator 73(S5?)?)
o mi(SY) ~ (ST ®mi_1(S3) dlai >
o (%) ~m(SP) @ m_1(S7) dlai >

Wywnioskowaé stad, ze wiazki Hopfa nie sa homotopijne z odwzorowaniami statymi!

YHeinz Hopf (Graebchen k/Wroctawia 1894 — 1971 Zollikon k/Zurichu)
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Dla ciat F = R, C, H grupa multyplikatywna F* dziala wolno na F"*1\ {0} przez mnozenie
przez skalar na kazdej wspdlrzednej. Definiujemy n-wymiarowa przestrzen rzutowa nad ciatem FF
jako przestrzen orbit tego dzialania: FP(n) := (F"+1\ {0})/F*. Zauwazmy, ze S%~1 C F* jest
podgrupa, mnozenie przez elementy S% 1 zachowuje norme, mamy wiec S%(n+1)ds—1 /841 =
FP(n).

Zad. 115. Rzutowanie na przestrzen orbit py : Sdr(nt+1)-1 _, FP(n) jest przeksztalceniem lokalnie
trywialnym, a wiec rozwtdknieniem.

Rozwldknienia pg : Sde(n+1)=1 _, FP(n), ktérych widknami sg sfery S ~1 pozwalaja po-
wiazaé grupy homotopii sfer z grupami homotopii przestrzeni rzutowych.

Zad. 116. Oblicz m;(FP(n)) dla cial F = R, C,H i "malych” i.

Zad. 117. Udowodnij, ze m,(5?) = m,(S3 x CP(c0)) dla kazdego n. Udowodnij, ze S? nie jest
homotopijnie réwnowazne S3 x CP(c0). Jak pogodzié ten przyklad z twierdzeniem Whiteheada?

Dla cial F = R, C oznaczamy GL(n,F) grupe macierzy odwracalnych a O(n,F) C GL(n,F)
jej podgrupe skladajaca sie z odwzorowan zachowujacych norme (a wiec iloczyn skalarny na
F =R i iloczyn hermitowski dla F = C).

Zad. 118. O(n,F) C GL(n,TF) jest zwarta oraz jest silnym retraktem deformacyjnym. Wsk. Od-
wzorowanie odwrotne GL(n,F) — O(n,F) jest dane przez ortonormalizacje Gramma-Schmidta.

Definiujemy odwzorowania ev : O(n,F) — S"% =1 ey(A) := A(1,0,...,0). Istnieje homemomor-
fizm O(n,F)/O(n — 1,F) ~ S"%~1 przy ktérym projekcja ilorazowa odpowiada odwzorowaniu
ev.

Zad. 119. Odwzorowanie ev : O(n,F) — S™% 1 jest lokalnie trywialne, a zatem jest rozwiék-
nieniem. Wsk. Aby skonstruowaé trywializacje wystarczy znaleié przekrdj ev nad S™= =1\ {v}.

Zad. 120. Grupa liniowa GL(n,C) jest spojna, a GL(n,R) ma doktadnie dwie sktadowe spéjne.

Zad. 121. Niech i: O(n — 1,F) — O(n,F) bedzie zanurzeniem grup zdefiniowanym przez natu-
ralng incluzje F*~! C F*. Wykaz, ze i jest (ndp — 2)-réwnowaznoscig. Zauwaz, ze dla danej liczby
i > 0 i dostatecznie duzej liczby n grupy m;(O(n,F)) nie zaleza od n. Oblicz je dla ”malych” i.

8.3 Przestrzenie Eilenberga-MacLane’a

Przestrzeniami Eilenberga'” -MacLane’a'®

jedna grupa homotopii jest rézna od zera. Dokladniej:

nazywamy tukowo spdjne przestrzenie, ktérych tylko

Definicja 8.4. Niech 7 bedzie grupa a n liczbg naturalna. f.ukowo spdjna przestrzen X jest
przestrzenia Eilenberga-MacLane’a (EM) typu K (m, n) jesli m,(X, xo) ~ 7 oraz my(X, z9) = 0 dla
q # n. Mowimy, ze tukowo spdjna przestrzen X jest przestrzenia Eilenberga-MacLane’a (EM) w
wymiarze n je$li X jest typu K (mw,n) dla pewnej grupy .

Poniewaz grupy homotopii w wymiarze > 1 sa przemienne, wiec przestrzenie EM typu K (m,n)
dla n > 1 moga istnieé¢ tylko jesli 7 jest abelowa.

'"Samuel Eilenberg (Warszawa 1913 — 1998 New York)
'8Saunders MacLane (Taftville, CN, USA 1909 — 2005 San Francisco)
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Przyktad 7. Przyklady poznanych przestrzeni EM:
e Okrag S' jest przestrzenia EM typu K(Z,1)

e Rzeczywista nieskoficzenie wymiarowa przestrzen rzutowa RP(oco) jest przestrzenia EM
typu K(Zy, 1);

e Zespolona nieskoniczenie wymiarowa przestrzen rzutowa CP(0o) jest przestrzenia EM typu
K(Z,2).

e Jedli X jest przestrzenia EM typu K (7, n) to przestrzen petli QX jest przestrzenia EM typu
K(m,n—1).

Uwaga. Przestrzen rzutowa HP(oo) nie jest przestrzenia EM. Dlaczego?

Zad. 122. Jesli p : X - X jest nakryciem miedzy tukowo spdéjnymi przestrzeniami i jedna z
nich jest przestrzeniag EM w wymiarze 1, to druga tez jest. W szczegdlnosdci dowolna powierzchnia
M? (orientowalna lub nieorientowalna), poza sfera i plaszczyzna rzutowa, jest przestrzenig typu
K(m(M),1).

Uwaga. Dla kazdej grupy 7 mozna skonstruowaé przestrzen typu K (m, 1) korzystajac z prostych
wlasnosci przestrzeni nakrywajacych. Wystarczy w tym celu znalezé przestrzen Sciagalna Em na
ktorej grupa 7 dziala tak, aby projekcja na przestrzen orbit Em — (Ew)/m byla nakryciem (a
wiec rozwldknieniem). [Konstrukcja Milnoral

W Rozdziale 7 pokazemy jak zbudowaé przestrzenie EM takze w wyzszych wymiarach.

Jesli dwa CW-kompleksy sa typu K (7, n) to sg homotopijnie réwnowazne. W tym celu wyka-
zemy [P()ZNIEJ] ogdblniejsze twierdzenie Swietnie ilustrujace metode konstruowania odwzorowan
z CW-komplekséw.

Twierdzenie 8.5. Niech (X, xq) bedzie spdjnym punktowanym CW-kompleksem, a (Y, o) prze-
strzeniq punktowanq. Niech n > 0 bedzie takq liczbg, ze mi(X,x9) = 0 dlai < n oraz m(Y,yo) =0
dla i > n. Wtedy przyporzedkowanie

[X,Y]. > f~ fgp € Hom(m, (X, z0), (Y, y0))

jest bijekcjq.

9 Klasyfikacja homotopijna odwzorowan

9.1 Odwzorowania w sfery

Wykazemy, ze klasa homotopii odwzorowania z dowolnej przestrzeni w sfere zalezy od jego za-
chowania w otoczeniu przeciwobrazu wybranego punktu. Jesli pewien przeciwobraz jest pusty, to
odwzorowanie jest $ciagalne, bowiem jego obraz jest zawarty w $ciagalnym zbiorze S™ \ {yo}.

Twierdzenie 9.1. Niech X bedzie przestrzeniq parazwartq (np. metryzowalng), F C X jej pod-
zbiorem domknietym a fo, f1 : (X, X \ F) — (8™, 5™\ {yo}) dwoma odwzorowaniami takimi, Ze
dla pewnego otoczenia U D F obciecia fo, fr : (U, U\F) — (S™, 8"\ {yo}) sa homotopijne. Wtedy
fo, fi: (X, X\ F) — (8™, 8"\ {wo}) tez sq homotopijne (jako odwzorowania par!).
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Dowdd. Pare (S™, 5™\ {yo}) bedziemy utozasamiaé z para (R" U {oo}, R™), co utatwi nam zapis
homotopii. Niech Fyy : (U, U\ F)xI — (R"U{oo}, R™) bedzie homotopig par miedzy fo|U ~ f1|U
a

Fy\p(z,t) == (1 = t) fo(x) + tf1(z)
homotopia miedzy fo|(X\F) ~ f1|(X\F). Skleimy te dwie homtopie przy pomocy rozkladu jedno-
$ci dla pokrycia {U, X \ F'}. Niech ¢, : X — I beda funkcjami ciaglymi takimi, ze supp(¢) C U,
supp(y) C X \ F oraz ¢ + 1 = 1. Definujemy homotopie Fx : (X, X \ F) x I — (R"U{occ},R"):

¢(x)ﬂzn(x7 t) + ¢($)FU($, t) dlaz e X \ F
Fy(z,t) dlax ¢ supp(v)

Wzér ten definiuje ciagta homotopie, gdyz jest na ciagla na otwartych podzbiorach (X \ F) x I
i (X \ supp(v)) x I a takze pokrywa sie na ich czesci wspoélne;. O

Fx(x,t) :== {

9.2 Aproksymacja gltadka

W tym rozdziale pokazemy, ze badajac klasy homotopii odwzorowan miedzy rozmaitoéciami gtad-
kimi wystarczy ograniczaé¢ si¢ do odwzorowan gtadkich oraz gladkich homotopii miedzy nimi.
Dzieki temu mozemy korzystaé¢ z aparatu analizy matematycznej, a w szczegblnosci aproksymo-
waé lokalnie odwzorowania przez ich pochodne, a wigc odwzorowania liniowe.

Zaczniemy od wykazania, ze przeksztalcenia bliskie sa homotopijne, co pozwoli na skorzy-
stanie z twierdzenia Weierstrassa o aproksymacji przeksztalcen cigglych gtadkimi.

Twierdzenie 9.2. Niech Y — R" bedzie podzbiorem posiadajgcym otoczenie otwarte Y C U C
R™ retrahowalne na Y. Wtedy istnieje funkcja dodatnia € : Y — RT taka, Ze jesli dwa odwzoro-
wania fo, f1: X =Y sa e-bliskie tzn. Ve x d(fo(z), f1(x)) < e(fo(x)) to fo ~ fi.

Dowdéd. Definiujemy funkcje e(y) := dist(y, R™ \ U)/2. Poniewaz R™ \ U jest domkniety, wiec
e(y) > 0. Definiujemy homotopie liniowa F : X x I — R, F(x,t) := (1 — t)fo(x) + tfi(z)
Z bliskosci odwzorowan wynika, ze F(x,t) € U, wiec homotopie F' : X x I — Y definiujemy
sktadajac F z retrakcjg r: U — Y. O

Twierdzenie 9.3. Niech M, N bedqg gladkimi rozmaitosciami; oznaczmy [M, N 2bidr klas glad-
kiej homotopii gladkich odwzorowan M — N. Odwzorowanie zapominania [M, N]o — [M, N] jest
bijekcig.

Szkic dowodu. Twierdzenie wynika z: istnienia zanurzenia Y C RY i twierdzenia o otoczeniu tu-

bularnym, tw. 9.2, oraz twierdzenia Weierstrassa o niemal jednostajnej aproksymacji odwzorowan
ciaglych wielomianowymi. O

Bardzo wazny bedzie dla konsekwencja twierdzenia Sarda. Przypomnijmy, ze je$li f : M — N
odwzorowaniem gladkim miedzy rozmaitosciami, to punkt x € M nazywamy krytycznym jesli
Df, : TM, — TN, nie jest epimorfizmem. Punkt y € N nazywa sie wartosciqg reqularng jesli
Veer-1(y) Dfe : TMy — TN, jest epimorfizmem. zauwazmy, ze jezeli dim M < dim N, toy € N
jest regularny wtedy i tylko wtedy, gdy f~!(y) jest zbiorem pustym.

Twierdzenie 9.4 (A.B.Brown). ' Niech f : M — N bedzie odwzorowaniem gladkim miedzy roz-
maitosciami. Wtedy zbior wartosci reqularnych odwzorowania f jest otwartym, gestym podzbiorem

N.
YDowdd p. J.Milnor Topologia z rézniczkowego punktu widzenia, PWN Warszawa 1969, rozdz. 2,3
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9.3 Klasyfikacja homotopijna odwzorowan rozmaitosci w sfery
Zaczniemy od zbadania odwzorowan M* — S™ w przypadku gdy k < n:

Stwierdzenie 9.1. Niech M* bedzie k-wymiarowq, spéjng rozmaitosciq gladkq orazn > k. Woéw-
czas dowolne odwzorowanie M* — S™ jest sciggalne, czyli [MF*, S™] = x.

Dowéd. Niech M* — S™. Na mocy twierdzenia o aproksymacji gladkiej 9.3 mozemy zakladaé, ze
f jest gladkie. Z twierdzenia Browna 9.4 wnioskujemy, ze posiada wartos¢ regularna, czyli punkt
yo € SN o pustym przeciwobrazie. Stad wynika ze f jest $ciagalne. O

W dalszym ciagu bedziemy bada¢ klasy odwzorowan spdéjnych rozmaitosci n-wymiarowych
w sfery n-wymiarowe: [M™, S™].Pokazemy, ze w zbiorze [M", S™] mozna wprowadzi¢ naturalna
strukture grupy abelowej. Gdy n = 1 jest ona dana przez strukture grupy topologicznej w S?.
Zatézmy wiec, ze n > 1.
Lemat 9.1. Jeslin > 1 to dla dowolnej rozmaitosci M™ wiozenie j : SV S™ C S™ x S™ indukuje
odwzorowanie jy : [M™, 8™V S"] = [M™, S x S"| ktore jest bijekcjq jesli jesli m < 2n —1 oraz
surjekcjqg jesli m = 2n — 1, jest wiec (2n — 1)-réwnowaznosciq.

Dowdd. Niech f : M — S™ x 8™ z twierdzenia Browna 9.4 wynika, ze istnieje y = (yo,y1) ¢
f(M) U (S™ Vv S™). Bukiet sfer S™ vV S™ jest retraktem deformacyjnym produktu z usunietym
punktem. Zlozenie f z retrakcja deformacyjna S™ x S™\ {(yo,y1)} — ™V S™ dowodzi, ze jyu jest
surjekcja. Podobnie, korzystajac ponownie z tw. Browna, je$li m < 2n — 1 dowolna homotopie
F:MxI— 8" xS mozemy ”"wcisnaé” w S™ vV S™. O

7 ostatniego lematu wynika wazny wniosek dotyczacy grup homotopii bukietéw sfer:

Whniosek 4. Dia n > 1 wlozenie S™V ---V 8™ — 8™ x .- x 8" jest (2n — 1)-réwnowaznoscig;
w szezegdlnodci mp(S™V -+ -V S™) =~ m, (S™) B - - - B m, (S™).

Przypomnijmy [Topologia II], ze w przypadku bukietu okregéw mamy izomorfizm: m1(V,c; S L~
F(I) , gdzie F(I) oznacza grupe wolna generowang przez zbior I, natomiast wyzsze grupy homo-
topii bukietu znikaja.

Zad. 123. Sformutuj i udowodnij wariant Wniosku 4 w przypadku nieskonczonego bukietu.

Niech M bedzie n-wymiarowa rozmaitoscia gladka. Dzialanie grupowe w [M, S™| definiujemy
jako zlozenie:

(idVid) 4
_—

[M,S"] x [M,S"™] ~ [M,S"™ x S| = [M,S"™ Vv S"] (M, S™]

Zad. 124. Jednoscig tego dziatania jest odwzorowanie stale, a odwrotnoscia M — S zlozenie
tego przeksztalcenia z odbiciem R : S™ — S™. [M, S™] jest grupa abelowa.

Skonstruujemy teraz homomorfizm Z — [M, S™], o ktérym pokazemy nastepnie, ze jest sur-
jekcja. Zaczniemy od definicji ”odwzorowania babla” b: M — S, ktére okaze sie by¢ generatorem
grupy [M, S™]. [RYSUNEK] Wybierzmy dowolny punkt z¢ € M oraz dyfeomorfizm ¢ : U = R"
taki, ze ¢(zg) = 0. Zdefiniujmy odwzorowanie by : M — S™ jako zlozenie:

ML M/M\ ¢~ '(int D") & R™/(R" \ int D") ~ S"
Dla dowolnego k € Z definiujemy by : M — S™ jako k-krotna wielokrotno$é by w grupie [M, S™].
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Zad. 125. [by| = [(k - idgn) o b1], gdzie k - idgn oznacza k-krotna wielokrotno$é odwzorowania
idgn : S™ — S™ w mp(S™).

Zad. 126. Niech py, : S* — S! bedzie potegowaniem: py(2) := zF. Wykazaé, ze X" 1py ~ k-idgn

Stwierdzenie 9.2. Niech M"™ bedzie n-wymiarowq, spojng, zwartg rozmaitoscig gladkg. Klasa
homotopii odwzorowania bgbla [b1] generuje grupe [M, S™], przy czym jesli M jest nieorientowalna,
to 2[()1] =0.

Dowdd poprzedzimy dwoma lematami:

Lemat 9.2. Niech 0 € U C R" oraz f : (U, U\ {0}) — (R",R™\ {0}) bedzie dyfeomorfizmem.
Wtedy istnieje otoczenie U’ 3 0 takie, ze f ~ Dfy: (U, U\ {0}) — (R™,R™\ {0}).

Dowdd. Zdefiniujemy homotopie H : Dfy ~ f na dowolnym dysku U’ C U o $rodku w 0 € U’
przy pomocy ilorazu réznicowego:

f(tv)/t dla t>0

Hv,1) = {Dfo dla t=0

O

Lemat 9.3. Dowolny izomorfizm liniowy A : (R™,R™\ {0}) — (R™,R™\ {0}) jest homotopijny z
identycznoscig I : (R™,R™\ {0}) — (R™,R™\ {0}) lub odbiciem w hiperpowierzchni
R:(R",R"\{0}) — (R",R"\ {0}).

Dowdd. Wystarczy przypomnieé, ze grupa liniowa GL(n,R) ma dwie sktadowe tukowej sp6jnosci
sktadajace sie¢ odpowiednio z macierzy o wyznaczniku dodatnim i ujemnym. O

Uwaga 7. 7 ostatnich dwdch lematéw wynika, ze odwzorowanie ”babla” zalezy od wyboru mapy
jedynie z doktadnoscia do znaku. Poniewaz dla spdjnej rozmaitoéci gtadkiej istnieje dyfeomorfizm
przeprowadzajacy zadany punkt na dany inny punkt?’, klasa homotopii [b1] nie zalezy takze od
wyboru punktu.

Dowdd Stw. 9.2. Niech f: M — S™ bedzie odwzorowaniem; dzicki tw. o aproksymacji 9.3 i tw.
Browna 9.4 mozemy zaktadad, ze f jest gtadkie a yg € S™ jest jego wartoscia regularna. Bedziemy
rozwazaé odwzorowanie par f : (M, M\ f~(yo)) — (S, 8™\ {yo}). Wéwczas, poniewaz M jest
zwarta, f~1(yo) = {1,..., 71} jest skoficzonym, domknietym podzbiorem M oraz

Vi ise; fIU: Ui = F(U)

oraz U;NU; = 0 dlai # j [RYSUNEK]. Rozwazmy obciecie f : [1(U;, Ui \ {z;}) — (S™, S™\{yo})
i skorzystamy z Tw.9.1 oraz lematéw o pochodnej 9.2, 9.3. Wynika z nich, ze odwzorowanie f
jest homotopijne ze zlozeniem

ML MM (U Up) 2 Sy ooy 87 IV.VIVRV.VR  gn

29Dowéd p. J.Milnor Topologia z réiniczkowego punktu widzenia PWN Warszawa 1969, Rozdz.4, Lemat o jedno-
rodnosci
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Zauwazmy, ze diagram:

b1

ML gny...ygn

jest homotopijnie przemienny, a wiec z definicji dziatania w 7, (S™), f ~ b, gdzie r = #(I) — #(R)).

Jesli M jest rozmaitoScig nieorientowalna, to dla danego x € M istnieje izotopijny z iden-
tycznoscia dyfeomorfizm h : M — M [ODSYLACZ: Hirsch?] taki, ze h(x) = z natomiast
Dhy : TM, — TM, zmienia orientacje w punkcie = (globalnej orientacji nie mal)?!. Stad wy-
nika, ze by ~ hob; ~ Ro by, a wigc 2[b;] = 0. O

Stwierdzenie 9.3. Niech M" bedzie n-wymiarowq, spojng niezwartg rozmaitoscig gladkg. Wow-
czas dowolne odwzorowanie M™ — S™ jest $ciggalne, czyli [M*,S"] = x.

Szkic dowodu. 7 zatozenia, iz M nie jest zwarta, na mocy tw. Browna 9.4 istnieje wartosé¢ re-
gularna yg € S™ taka, ze f~!(yo) C M jest domknietym podzbiorem dyskretnym (skonczonym
lub nieskoficzonym). Zbiér ten ma domknigte otoczenie U homeomorficzne z D"~ ! x R [RYSU-
NEK]. Na mocy Tw. 9.1 przeksztalcenie f jest homotopijne ze zlozeniem M LM /M\U ~
D! x R/S™2 x R L. 7. Poniewaz D" x R/S"2 x R ~ S"! a wigc na mocy Tw. 9.1
odwzorowanie f, a wiec i f jest $ciagalne. O

Nastepne twierdzenie w pelni opisuje klasyfikacje homotopijna odwzorowan rozmaitosci w
sfery tego samego wymiaru:

Twierdzenie 9.5 (H.Hopf). Niech M bedzie n-wymiarowa, spdjna rozmaitoscig. Wowczas ist-
niejg nastepujgce izomorfizmy grup:

Z  jesli M jest zwarta 1 orientowalna
[M,S"| ~ (Zy jesli M jest zwarta i nieorientowalna

0 jesli M jest niezwarta

Dowdd. Gdy M jest nieorientowalna, twierdzenie jest tozsame z Stw. 9.3. W pozostatych przy-
padkach Stw 9.2 pozwala zdefiniowa¢ epimomorfizm z grupy cyklicznej do grupy klas homotopii.
Pokazemy, ze jest on izomorfizmem korzystajac z konstrukcji stopnia odwzorowania. Jedli rozma-
ito§¢ M ma wybrana orientacje jest to homomorfizm deg : [M, S™| — Z; w przypadku nieorien-
towalnym deg : [M,S™] — Zy. Konstrukcja i wlasnosci stopnia sa pieknie opisane w cytowanej
ksiazce J.Milnora 22. Wystarczy teraz zauwazyé, ze deg(by) = 1. O

9.4 Aproksymacja komérkowa

Dla dowodu twierdzenia o aproksymacji komérkowej i doklejaniu komérki wygodnie bedzie roz-
wazac relatywne rozmaitosci i odwzorowania gladkie miedzy nimi.

21Kazda nieorientowalna rozmaitoéé zawiera jako podzbiér otwarty uogélniona wstege Moebiusa. Taki dyfoeomor-
fizm wstegi oczywiscie istnieje i ”wygaszajac” go przy brzegu wstegi mozna go rozszerzy¢ jako identyczno$é na cata
rozmaito$é

223 Milnor Topologia z rézniczkowego punktu widzenia PWN Warszawa 1969, Rozdz. 4,5
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Definicja 9.6. Pare przestrzeni topologicznych (X, A) nazywamy relatywng rozmaitoscig jesli
A C X jest domknietym podzbiorem, a X \ A jest rozmaitoscia rézniczkowa. Odwzorowanie
f:(X,A) — (Y, B) nazywamy gladkim, jedli f : X \ f~}(B) — Y \ B jest gladkie.

Bardzo waznym dla nas przyktadem relatywnych rozmaitosci sg pary szkieletéw CW-kompleksow
(XM x =1y ho X\ X1 jest suma rozlgczna otwartych dyskéw n-wymiarowych. Ogodlniej,
jesli (M, 0M) jest rozmaitoécig z brzegiem oraz f : OM — A jest odwzorowaniem, to (M Uy A, A)
jest relatywna rozmaitoscia. Jesli (M,0M) = (D", 8"~ 1) to taka relatywna rozmaitoéé nazywa-
my relatywng n-wymiarowqg komorkg. O relatywnych komoérkach mozna mysleé¢ jako o stozkach
odwzorowan sfer S"~! — A. Oczywiécie para (S™, 1) jest relatywna komoérka!

Definicja 9.7. Odwzorowanie relatywnych komérek f : (X, A) — (Y, B) nazywa sie regularne
jedli istnieje punkt yo € Y \ B taki, ze dla kazdego punktu z € f~'(yo), f: X\ f(B) - Y \ B
jest gladkie na pewnym otoczeniu punktu z i pochodna Df, jest epimorfizmem (tzn. yo jest
wartodcia regularna).

Twierdzenie 9.8. Dia dowolnego odwzorowanie relatywnych komdrek f : (X, A) — (Y, B) ist-
nieje odwzorowanie reqularne g : (X, A) — (Y, B) takie, Ze g ~ frel A.

Dowdéd. Dow6d?® opiera sie na tw. Weierstrassa i tw. Sarda i przebiega metoda ”koncentrycznych
dyskéw”. [RYSUNEK] O

Korzystajac z Tw. 9.8 udowodnimy twierdzenie o homotopijnej aproksymacji komoérkowej
odwzorowan miedzy CW-kompleksami.

Twierdzenie 9.9. Jesli f : X — Y jest odwzorowaniem CW-kompleksow, A C X podkomplek-
sem na ktorym f jest komérkowe, to istnieje komorkowe odwzorowanie g : X — Y takie, Ze

f~grel A.

Dowdd. Odwzorowanie g konstruujemy rozszerzajac je na kolejne szkielety g, : X — Y.

Odwzorowanie komérkowe gy : X(@ — Y konstruujemy laczac drogami punkty ze zbio-
ru f(X©) z wybranymi wierzchotkami, czyli elementami Y. Drogi te definiuja homotopie
Go: X x I — Y miedzy f a go.

Zalézmy, ze dane jest juz odwzorowanie komérkowe g,_1 : XY — Y oraz homotopia
Gpo1: X Dx1 Y miedzy f a gn—1. Chcemy rozszerzyé¢ odwzorowanie g,—1 do odwzorowania
komérkowego g, : X — Y © Y i homotopie G,_;. Poniewaz wlozenie (X (n=1) = X(™) jest
korozwléknieniem, wiec g,_1 rozszerza sie do odwzorowania g,_1 : (X, X(=1) — (v, y(»—1)
przy czym gn—1 ~ f|X () Poprawimy pozostajac w klasie homotopii odwzorowanie g,_1 do
odwzorowania g, : X(™ — Y™ zmieniajac je komérka po komérce. Niech (D",S" 1) =
(X () x (”_1)) bedzie odwzorowaniem charakterystycznym pewnej komorki n-wymiarowej i roz-
patrzmy zlozenie (D™, §71) & (X, x(n=1y 2L, (y y (n—1)) Poniewaz dysk D™ jest zwarty,
a wiec jego obraz (g,_1 o @)(D") jest zawarty w pewnym szkielecie Y* C Y. Wystarczy pokazaé,
ze jesli k > n to mozna homotopijnie zepchnaé g,—; o @ do Y *~1) . Korzystajac ponownie ze
zwartosci dysku, wnioskujemy, ze (g,—1 o @)(D"™) przecina si¢ tylko ze skoniczong liczba komérek
k-wymiarowych, czyli € Y*~DUa, (D")U---Uda,(D"). Z Tw. 9.8 wynika, ze mozemy homotopij-
nie rel S”~! po kolei mozemy zmienié¢ odwzorowanie g,_1 o& do odwzorowania takiego, ze w danej
komoérce a;(D™) jest wartosé regularna, czyli poniewaz k > n punkt nie lezacy w (gn—10a;)(D™),

mozemy wiec ”zepchnaé¢” homotopijnie odwzorowanie z tej komorki do Y *=1), O

23M.M.Postnikov Lekcji po algebraiczieskoj topologii, Teorja kljetocznych prostrantw. Mir, Moskwa 1985, Lekcja 2
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9.5 Efekt doklejenia komérki na grupach homotopii

Twierdzenie 9.10. Niech (X, A) bedzie n 4+ 1-wymiarowq relatywng komdrke (n > 1), a
X : (8™ 1) = (A, ap) odwzorowaniem doklejajgcym. Wlozenie j: A — X jest n-réwnowaznosciq,
przy czym ker{jy : mi(A, ao) — mi(X,a0)} jest w1 (A, ap)-modulem generowanym przez klase [x]

Uwaga 8. W przypadku n = 1, ker{jy : mi(A4,a9) — m1(X,a0)} jest podgrupa normalna gene-
rowana przez klase [«]. Ponizszy dowdd obejmuje tez te sytuacje; inny dow6d opiera sie na tw.
Seiferta - van Kampena [TOPOLOGIA II]

Lemat 9.4. Niech (X, A) bedzie n+1-wymiarowq relatywng komorkg (n > 1). Grupa mp4+1(X, 4, ap)
jest wolnym (A, ag) modulem generowanym przez odwzorowanie charakterystyczne komorki:
x: (D" 8" 1) — (X, A, ap).

Dowéd. Niech o :: (D", S™ 1) — (X, A, ag) bedzie dowolnym odwzorowaniem; na mocy Tw. 9.8
mozemy zakladaé, ze jest regularne zo € X \ 4 jest wartoécia regularng oraz o~ (zo) = {p1, .-, px }-
Rozpatrzmy diagram, w ktérym skracamy oznaczenia (D, S, 1) := (D", 8" 1):

(D,D\A{p1,.,px},1)

/

(D,S,1) = (X, A, ap)

«

Zauwazmy, ze przeksztalcenie indukowane na grupach homotopii przez wtozenie j mozemy
wpisaé w nastepujacy sposéb w ktérym 0 oznacza homomorfizm brzegu w ciagu odpowiedniej
pary, a pozostate homomorfizmy sa indukowane przez odpowiednie wlozenia:

@ ni1(D, D\ {ps}, 1) — 2> @ (D \ {ps}, 1)

’:i#

i1 (D, D\ Ap1, oo, pr} 1) —2—> (D \ {p1, -, i}, 1)

J# J#

Trn-‘rl(D? 57 1)

R

(S, 1)

Ten diagram pozwala nastepujaco rozlozy¢ au:

@ﬂ'n-i-l(D? D \ {ps}v 1)

J
/ ‘/Gaas#
O

7Tn+]_(D,S, ]-) 7Tn+1(X7 A,CLO)

Zauwazmy, ze jy([id]) = @ hy,)[Ds, Ss,ys] gdzie [Ds, Ss,ys] oznacza dowolnie maty dysk
wokol ps, ys € Ss a w jest droga ltaczaca w D \ {ps} 1 z ys [RYSUNEK]. Wystarczy teraz
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zauwazyc, ze jesli wybierzemy Dy tak maly, aby «|Ds bylo dyfeomorfizmem, to korzystajac z
Lematu 9.3 otrzymujemy, ze cshi,[Ds, Ss,ys] = £hjgow)[X]. UdowodniliSmy w ten sposéb, ze
Tnt1(X, A, ag) jest m1(A, ap)-modulem z jednym generatorem, co wystarcza nam do wykazania
twierdzenia o doklajaniu komérki. Zeby pokazaé, ze jest to modul wolny, trzeba skorzystac z teorii
nakry¢. O

Dowdéd Tw. 9.10. Rozpatrzmy ciag dokladny grup homotopii pary (X, 4, agp):

- 7Ti+1(X, A, ao) i Wi(A,ao) i Wi(X, bo) ji> Wi(Xa A, GO) i

ktory jest ciagiem (A, ag)-modutéw. Tw. 9.8 natychmiast implikuje, ze m;(X, A,ap) = 0 dla
i < n, awiec jy : (A, ag) — m (X, ap) jest izomorfizmem dla ¢ < n i epimorfzimem dla i = n.

Z dokladnosci ciagu pary wynika, ze ker{jx : mi(4, ap) — m(X, ap)} = im{0 : m,11(X, 4, ap) —
(A, ap)}. Teza wynkika wiec natychmiast z Lematu 9.4, bowiem 9[x] = [x]. O

Zad. 127. Dla danej grupy (abelowej) 7 i liczby n > 10 (n = 1) skonstruowaé metoda doklejania
komérek CW-kompleks typu K (m,n).
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