Statystyka

Wojciech Niemiro !

Wersja Robocza: 16 stycznia 2011

"Wydzial Matematyki i Informatyki, Uniwersytet Mikotaja Kopernika,
Torun oraz Instytut Matematyki i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski,
wniem@mat.uni.torun.pl, wniem@mimuw.edu.pl






Spis tresci

I Podstawy

1 Proébkowe odpowiedniki wielkoSci populacyjnych
1.1 Rozklad empiryczny . . . . . .. ...
1.2 Momenty i kwantyle z probki. . . . .. ... .. ... ... ..
1.3 Estymatory gestoSci. . . . . . . . .. ... oL

1.4 Zadania . . . . . . . ..

2 DModele statystyczne
2.1 Przestrzenie statystyczne . . . . . . ... ... L.
2.2 Statystykiiich rozktady . . .. ... ... 000
2.3 DostatecznoS¢ . . . . . ..o

2.4 Zadania . . . . . ...

II Estymacja

3 Estymacja punktowa

3.1 Metody heurystyczne . . . . . . . .. ... ... L.

16
19
24

25
25
29
34
37

39

41



4 SPIS TRESCI

3.2 WiarogodnoS¢ . . . . . . . ..o
3.3 Btad sredniokwadratowy . . . . . ... o000
3.4 Informacja Fishera i nier6wno$¢ Craméra-Rao . . . . . . .

3.5 Zadania . . . . . ..

4 Asymptotyczne wlasnosci estymatorow

4.1 Zgodno$¢ . . ...
4.2  Asymptotyczna normalno$¢ . . . . .. .. ... ... L.
4.3 EfektywnoS¢ . . . . . . .o

4.4 Zadania . . . . .. ..,

5 Przedzialy ufnosci

5.1 Przyktady . . . . ... o
5.2 Asymptotyczne przedziaty ufnogci . . . . ... ...

Nieparametryczne przedzialy ufnosci dla kwantyli . . . . .

Przedzialy ufnosci i metoda najwiekszej wiarogodnosci

5.3 Zadania . . . . . . ..o

III Testowanie hipotez statystycznych

6 Testy istotnosci

6.1 Podstawy heurystyczne . . . . . . . ... ...
6.2 Kilka typowych testow . . . . .. ..o

Test proporcji . . . . . . ..o



SPIS TRESCI

Test chi-kwadrat . . . . . . .. ... ... 0o
Test Kolmogorowa-Smirnowa . . . . .. .. ... ... ....
Testy dla dwoch probek . . . . . . 00000

Testowanie zgodnosci z typem rozktadu . . . . . .. . ... ..

7 Teoria testowania hipotez

7.1

7.2

7.3

7.4

7.5

7.6

Definicje . . . . . . . .
Lemat Neymana-Pearsona . . . . .. ... ... ... .....
Parametryczne testy istotnosci . . . . . . . .. ... L.
Test ilorazu wiarogodnosci . . . . . . . . ... ...
Rozktad asymptotyczny . . . . . . . . .. ...
Zgodno$é testow . . . ... L.

Zadania . . . . . ...,

IV  Regresja

8 Regresja liniowa

8.2

Prosta regresja liniowa . . . . . . .. ... ... .00
Regresja liniowa wieloraka . . . . . . ... .. ... ... ...

Estymacja w modelu liniowym . . . . ... ... ... .....

96
108
113

117

121
121
124
130
131
136
138

140

141

143



6 SPIS TRESCI

Geometria ENK . . . . .. ... oo 154
Testowanie hipotez . . . . . . .. ... ... ... ... .... 162

Analiza wariancji . . . . . .. ... 165
Hipoteza o braku zaleznosei . . . . . ... ... ... ..... 172

8.3 Losowa zmienna objasniajaca . . . .. .. .. ... ... ... 173
Prosta regresja liniowa . . . . . .. .. .. ... ... ... .. 174

84 Zadania . . . . ... 179

V Podejscie bayesowskie 181
9 Bayesowskie modele statystyczne 183
91 Wstep . . . . . o 183
9.2 Rozklady a priori i a posteriori . . . . . . ... ... ... .. 184
9.3 Warunkowa niezaleznos¢ i dostatecznos¢ . . . . . . . . .. .. 189

9.4 Zadania . . . . . . . 191



Czesc 1

Podstawy






Rozdziat 1

Probkowe odpowiedniki wielkosci
populacyjnych

1.1 Rozklad empiryczny

Statystyka matematyczna opiera sie na zalozeniu, ze dane s wynikiem pew-
nego ,doswiadczenia losowego”. Przypu$émy, ze dane maja postaé ciggu liczb

r1,%o,...,T,. Zakladamy, ze mamy do czynienia ze zmiennymi losowyms
X1, Xy, ..., X, okreSlonymi na przestrzeni probabilistycznej €2 i dane sa reali-
zacjami (wartosciami) tych zmiennych losowych, czyli 1 = X;(w),...,z, =

X, (w) dla pewnego w € Q. Nie znamy rozkladu prawdopodobienstwa P na
przestrzeni €2, ktory ,rzadzi” zachowaniem zmiennych losowych i chcemy sie
dowiedzie¢ czego$ o tym rozkladzie na podstawie obserwacji x1, o, ..., Zy,.
Rozwazmy najpierw prosta sytuacje, kiedy obserwacje sa realizacjami nieza-
leznych zmiennych losowych o jednakowym rozktadzie.

1.1.1 DEFINICJA. Proébkqg z rozktadu prawdopodobienstwa o dystrybu-
ancie F' nazywamy cigg niezaleznych zmiennych losowych X1, Xa, ..., X, 0
jednakowym rozktadzie, P(X; < x) = F(x) dla i = 1,2,...,n. Bedziemy
uzywali oznaczenia

XlaX27"'7Xn ~iid F.
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W powyzszej definicji dystrybuanta jest tylko pewnym sposobem opisu roz-
ktadu prawdopodobienistwa. Mowiac na przyktad o probee z rozkladu nor-
malnego, napiszemy X1, ... X,, ~iq N(u, 0?). Mowi sie takze, ze X1, Xo, ..., X,
jest probka z rozktadu fikcyjnej zmiennej losowej X ~ F.

1.1.2 Uwaga. W statystycznych badaniach reprezentacyjnych stosuje sie r6zne
schematy losowania z populacji skonczonej. W Definicji 1.1.1 zagdamy nieza-
leznodci, zatem ta definicja nie obejmuje probki wylosowanej bez zwracania.

1.1.3 DEFINICJA. Niech Xy, X1,..., X, bedzie probkq z rozktadu o dys-
trybuancie F'. Funkcje

nazywamy dystrybuantg empiryczng.

Gdy chcemy podkresli¢, ze probka ma rozmiar n, to piszemy F, zamiast F.
Traktujemy F' jako ,empiryczny odpowiednik” nieznanej dystrybuanty F'.

1.1.4 PRZYKLAD (Waga noworodkow). Powiedzmy, ze wylosowano 114 no-
worodkéw! w celu poznania cech fizycznych dzieci urodzonych w Warszawie
w roku 2009. Waga noworodkéw byta taka:

3080 3650 3250 4000 3180 3480 4140 3930 3950 2700
3720 3520 3200 3700 3500 3790 3900 3760 3740 3200
3280 3960 3300 2490 3260 3780 3600 3060 2850 3490
2620 3690 3200 3070 4640 3760 3190 3180 3760 3670
3310 3770 2580 2700 3740 2700 3760 3960 2800 3500
3460 3800 3394 3640 2680 3490 3000 2900 4320 3450
3200 3530 3330 2680 2700 3580 2500 2660 3600 3114
3760 3640 2780 2760 3480 2420 2110 2930 3160 3012
2900 3750 4010 3230 2570 3480 3340 3420 3330 2030
3730 3640 3420 4330 3790 3120 3890 3070 3270 2750
2470 3620 2740 3800 3440 3160 3620 3190 2380 3100
2400 2500 2540 3270

W istocie, dane pochodza z dwoch numeréw ,Gazety Wyborczej”, (,Gazeta Stoleczna”,
29 sierpnia 2009 i 5 wrzesnia 2009).
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Dane traktujemy jako probke z rozktadu prawdopodobieristwa zmiennej lo-
sowej X = ,waga noworodka losowo wybranego z populacji’. Na podstawie

tej probki mozemy narysowaé dystrybuante empiryczna F'.
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Rysunek zostal wykonany w R przez zastosowanie instrukcji plot.ecdf (noworodki) ;
rug(noworodki), gdzie noworodki jest wektorem zawierajacym 114 liczb.
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Dystrybuanta empiryczna jest funkcja pary argumentow (z,w), czyli F
R x Q@ — [0,1], ale wygodnie jest pomija¢ argument w. Dla ustalonego
w € Q dystrybuanta empiryczna jest funkcja R — [0, 1], ktora argumentowi
x przyporzadkowuje liczbe £ 37" I(X;(w) < z). Dla ustalonego a € R
warto$¢ dystrybuanty empirycznej jest zmienng losowq, F(a) : Q0 — [0,1].
Ciag indykatoréw odpowiada schematowi Bernoulliego z prawdopodobien-
stwem sukcesu F(a) i dlatego zmienna losowa F(a) ma nastepujacy rozklad

prawdopodobienstwa:

P(F(a) = k/n) = (Z)F(a)k(l —F@)"™  (k=0,1,...,n).

1.1.5 DEFINICJA. Rozwazmy probke X1, Xo, ..., X,. Dla kazdego w € (1,
niech Xi.,(w) < Xop(w) < -+ < Xyp(w) bedzie ciggiem liczb X;(w), Xa(w),

oy Xp(w) uporzgdkowanym w kolejnodci rosngceej.  Okreslone w ten spo-
s0b zmienne losowe Xi.,, Xowm, - . ., Xpnm nazywamy statystykami pozycyj-
nymi.

W szczegolnosci, Xi., = min(Xy,..., X,) 1 Xp = max(Xy, ..., X,); pierw-
sza i ostatnia statystyka pozycyjna to, odpowiednio, najmniejsza i najwieksza
obserwacja w probce.

Dystrybuanta empiryczna F jest funkcja ,schodkowg”™ jest stata na kazdym
z przedzialow pomiedzy statystykami pozycyjnymi [X;.,, Xii1.,[. Widaé, ze

A

dla z < Xy, mamy F(z) = 0;

dla X;., < x < X, 1., mamy F(x) _

-
n

dla =z > X,,.,, mamy F(x) =1.

W punktach X, funkcja F ma nieciaglosci (skacze w gore). Jesli teoretyczna
dystrybuanta F' jest ciagta, to P(X1., < Xo, < -++ < Xpn) = 1, a wiec, z
prawdopodobieristwem 1, mamy F(X;,) = i/n i kazdy skok dystrybuanty
empirycznej ma wielko$¢ 1/n. Jesli teoretyczna dystrybuanta jest dyskretna,
to z niezerowym prawdopodobienistwem niektore statystyki pozycyjne beda
sie pokrywaé i dystrybuanta empiryczna bedzie miata skoki wysokosci 2/n
lub 3/n i tak dalej.
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W ponizszym stwierdzeniu bedziemy mieli do czynienia z nieskoriczong probka,
czyli z ciggiem zmiennych losowych X, Xo, ..., X,,, ..., ktore sa niezalezne i

maja jednakowy rozktad prawdopodobienistwa. Mozemy sobie wyobrazi¢, ze

wcigz dodajemy do probki nowe zmienne losowe. Dystrybuanta empiryczna

E, jest okreslona tak jak w Definicji 1.1.3, to znaczy, zalezy od poczgtkowych

zmiennych Xy, ..., X,,. Rozpatrujemy teraz cigg dystrybuant empirycznych

Fi, By Fy, ..

1.1.6 Stwierdzenie. Jesli X1,...,X,,... jest probkq z rozktadu o dystrybu-
ancie F', to dla kazdego v € R,

Dowdd. Zmienne losowe I[(X; < z),...,[(X,, < z),... sa niezalezne i maja
jednakowy rozklad prawdopodobienstwa: I(X,, < x) przyjmuje wartos¢ 1 z
prawdopodobienstwem F'(x) lub wartos¢ 0 z prawdopodobieristwem 1— F(z).
Oczywiscie, EI(X,, < z) = F(z). Z Mocnego Prawa Wielkich (MPWL)
Liczb dla schematu Bernoulliego wynika, 7e zdarzenie lim, o F),(z) = F(x)
zachodzi z prawdopodobienstwem 1. To znaczy, ze ciag zmiennych losowych

F,(x) jest zbiezny prawie na pewno do liczby F(z). O

Istnieje mocniejsza wersja poprzedniego stwierdzenia, ktora przytoczymy bez
dowodu. Mozna pokazaé, ze zbieznos¢ F' — F' zachodzi jednostajnie z praw-
dopodobienstwem 1.

1.1.7 TWIERDZENIE (Gliwienko-Cantelli). Jezeli Xi,...,X,,... jest
probkq z rozktadu o dystrybuancie F' to

sup  [Fy(2) — F(2)] =pa. 0 (n — o0).

—oo<r<0o0

Jesli mamy mozliwo$¢ nieograniczonego powiekszania probki, to mozemy po-
znaé rozktad prawdopodobienstwa z dowolng doktadnoscia.
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Zamiast dowodu Twierdzenia Gliwienki-Cantelliego przytoczymy wyniki przy-
ktadowych symulacji komputerowych.

Fn(x)
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Na rysunku wida¢ dystrybuanty empiryczne Fig, Fbs, Fioo 1 F500, dla probki
z rozktadu normalnego N(0,1) — na tle teoretycznej dystrybuanty tego roz-
ktadu (ciagla, niebieska krzywa). Przy okazji wspomnijmy, ze probke ze
standardowego rozkladu normalnego mozna w R wygenerowa¢ (symulowac)
jedna prosta instrukcja:

X <- rnorm(n) lub bardziej jawnie X <- rnorm(n,mean=0,sd=1).

Skoncentrowaliémy uwage na dystrybuancie empirycznej, ale podobnie mozna
zdefiniowa¢ o empiryczny rozklad prawdopodobienstwa. Rozwazmy zbior
borelowski B C R i probke Xy, Xo,..., X, z rozkladu zmiennej losowej X.
Przyblizeniem nieznanej liczby P(X € B) jest prawdopodobieistwo em-
piryczne

. 1 &
P(B)=—-)>» I(X; € B).
B)= LI D
Okreslone w ten sposéb odwzorowanie P : B x  — R (B oznacza rodzine

zbioréow borelowskich nazywane jest empirycznym rozkladem prawdo-
podobienistwa. Dla ustalonego w € € jest to dyskretny rozktad prawdopo-

dobieristwa; jesli wartosci x1 = X (W), ..., x, = X, (w) sa roznymi liczbami
to P({z;}) =1/ndlai=1,2,...,n, czyli empiryczny rozktad prawdopodo-
bieristwa jest rozkladem rownomiernym na zbiorze {xi,...,z,}. Z drugiej

strony p(B)Ajest, dla ustalonego zbioru B, zmienng losowq (a nie liczba).
Oczywiscie, P(] — oo, z]) = F(z).

1.1.8 PRZYKLAD (Statystyczna kontrola jakosci). Producent chce sie do-
wiedzie¢, jaki procent wytwarzanych przez niego wyrobow jest wadliwych.
Sprawdza doktadnie pewng liczbe sztuk. Powiedzmy, ze badaniu poddano
50 sztuk i wyniki sa takie (zakodujemy ,wyréb prawidtowy” jako liczbe 17 i
swadliwy” jako ,07):

101111111011 1101111111111
1111110111111111011111111

Potraktujemy ten ciag jako probke z pewnego rozktadu prawdopodobienstwa
na zbiorze dwupunktowym {prawidlowy, wadliwy} = {1,0}. Producenta
interesuje liczba

P(0) = P(wadliwy) = % sztuk wadliwych wsrod wszystkich wyrobow.
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Na podstawie probki mozemy obliczy¢ prawdopodobienstwo empiryczne

A~

P(0) = P(wadliwy) = % sztuk wadliwych wéréd 50 zbadanych wyrobow

5

= — = 0.10.
50

Przyklad jest trywialny. Chodzi tylko o to, zeby podkresli¢ roznice miedzy
nieznang, interesujaca nas liczbg P(0) i znang ale losowq wielkoscia P(0).

1.2 Momenty 1 kwantyle z probki.

Okreslimy teraz probkowe odpowiedniki pewnych wielkoSci, zwigzanych z roz-
ktadem prawdopodobienistwa. Bedziemy postepowali w podobnym duchu
jak w definicji dystrybuanty empirycznej. Caly czas Xi,..., X, jest probka.
Srednia z prébki nazywamy zmienna losowa

_ 1 <&
X:EZZIXZ-.

Wida¢, ze X jest wartoscia oczekiwana rozktadu empirycznego. Podobnie,
wariancja z probki

n

_ 1 _ 1 <& _
SP==) (X;—X)P==-) X7-X?
jest niczym innym, jak wariancja rozkltadu empirycznego. Wyzszego rzedu

momenty z probki (zwyktle i centralne) oznaczymy przez ay i 1y

1 & 1 & _
A:—E Xk j :—E X; — X))~
ag n v i my n il( )
Sa to odpowiedniki momentow, czyli
ap =EX* my =E(X; - EX)".

Wielkosci ay, i my, zaleza od ,,prawdziwego”; teoretycznego rozktadu zmienne;j
losowej X, podczas gdy ax i my sa obliczone dla rozkladu empirycznego.
Oczywiscie, 41 = X i1y = S2, ale te dwa momenty spotykaé¢ bedziemy tak
czesto, ze zashuguja na specjalne oznaczenie. Zauwazmy jeszcze oczywisty
zwiazek 1y = Gy — a3.
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Kwantyle prébkowe okreslamy zgodnie z tym samym schematem. Po
prostu zastepujemy rozklad prawdopodobienstwa rozktadem empirycznym
i obliczamy kwantyle. Przypomnijmy najpierw definicje kwantyla. Niech
0<g<l Jesli P(X < &) = F(§—) < q¢< F(§) =P(X <¢&), to liczbe
§, nazywamy kwantylem rzedu ¢ zmiennej losowej X. Taka liczba zawsze
istnieje, ale nie musi by¢ wyznaczona jednoznacznie. Jedli istnieje doktadnie
jedna liczba &, taka, ze P(X < §,) = F(&,) = ¢ to oczywiscie &, jest ¢-tym
kwantylem. Podobnie jest w przypadku gdy F({,—) < ¢ < F(&). Jesli
jednak F'(a) = F(b) = ¢, to kazda z liczb z przedziatu [a, b] jest kwantylem.

Liczbe éq nazywamy kwantylem empirycznym rzedu ¢, jesli
F(fq_) <q< F(fq)'

Oczywiscie, statystyka pozycyjna Xy, jest kwantylem empirycznym rzedu
p ale niekoniecznie jedynym. Najlepiej wida¢ to na przykladzie mediany
(kwantyla rzedu ¢ = 1/2). Jesli rozmiar probki n jest liczba nieparzysta, to
statystyka pozycyjna o numerze (n+1)/2 jest mediang z probki. Jesli rozmiar
probki jest liczbg parzysta, to kazda z liczb z przedziatu [ X5, j2.n, Xnj241,0]) jest
mediang rozktadu empirycznego. W R iinnych pakietach statystycznych, dla
unikniecia niejednoznacznosci, zwykle podaje sie §rodek przedzialu median:
(Xn/2:n + X j241:m) /2. Przyjmiemy nastepujace oznaczenia na mediane i me-
diane z probki:

med(X) = &j5,  med = med(Xy, ..., X,) =& o
Kwantyle rzedu 1/4 i 3/4 nosza nazwe kwartyli i bywaja oznaczane @1 i Q3

1.2.1 PRZYKLAD (Waga noworodkow, kontynuacja). Dla naszej ,niemow-
lecej” probki z Przykladu 1.1.4 mamy

X = 3302.105, S = 502.5677

Jak juz zauwazyliSmy poprzednio, med = 3330. Kwartyle probkowe sg réwne
Q1 = E1ja = 29475 2 1 Q3 = 374 = 3697.5.

Mediane, kwartyle, minimum i maksimum S$wietnie wida¢ na tak zwanym
,wykresie pudetkowym?”, instrukcja boxplot (noworodki,horizontal=TRUE):

2Zgodnie z naszg, definicja 51/4 = X99:114 = 2930; okreslenie kwantyla w R nieco rézni
sie od naszego, ale nie ma to zasadniczego znaczenia.
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2000 2500 3000 3500 4000 4500

A tak wylada ,,podsumowanie” naszych danych:

summary (noworodki)
Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
2030 2948 3330 3302 3698 4640
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1.3 Estymatory gestosci

Na zakonczenie naszych wstepnych rozwazan zastanéwmy sie, co moze by¢
probkowym odpowiednikiem gestosci prawdopodobienstwa zmiennej losowej
X o rozkladzie absolutnie cigglym. Bezposredniego odpowiednika nie ma,
bo rozklad empiryczny jest dyskretny i nie ma gestosci wzgledem miary Le-
besgue’a. Mozemy (catkiem heurystycznie) przyjac, ze gesto$¢ zmiennej lo-
sowej X jest w przyblizeniu stala na pewnych przedziatach. Przyjmijmy, ze
a < X < bipodzielmy odcinek [a,b] na k odcinkow o koncach w punktach
a=cy<c <---<c,=Db Polozmy

A 1
f(x):—Z]ch 1< X; <cj) dla ¢j_1 <z <¢j.

n(CJ —Cj-1)

Funkcja f jest pewnym przybhzenlem gestosci f rozkladu, z ktérego pochodzi
probka. Widaé, ze F (¢;) f f Jdx. Graficzne przedstawienie funkcji f
jest znane pod nazwa histogramu.

W dalszym ciagu zatdézmy, ze przedziaty histogramu sa jednakowej szerokosci,
c;j—cj—1 = h dla wszystkich j. Sformutujemy odpowiednik Stwierdzenia 1.1.6
dla histogramow.

1.3.1 Stwierdzenie. Niech Xy, ..., X, bedzie probkq z rozktadu o gestosci
Ji, o rozmiarze rosngcym do nieskonczonosci, n — 0o. Rozpatrzmy histogram
fhist 2budowany na podstawie probki rozmiaru n i majgcy przedziaty jedna-
kowej szerokosSci h,,. Zatoimy, zZe h, — 0 i nh,, — oco. Dla kazdego punktu
x € R takiego, ze f jest ciggta w x mamy

fis —p f(x),  (n— o0).

Dowdd pominiemy, choé nie jest on trudny, poréwnaj Zadanie 11. Skomen-
tujmy zalozenia. Warunek h,, — 0 zapewnia, ze prostokaty histogramu sa
coraz wezsze i moga aproksymowac¢ funkcje ciagta f. Warunek nh, — 0
zapewnia, ze coraz wiecej punktéw wpada do pojedynczego przedziatu.
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Zamiast dowodu, zilustrujemy Stwierdzenie 1.3.1 rysunkiem. Wywotanie R-
owskiej funkcji ma posta¢ hist(X,breaks="FD",prob=TRUE), gdzie X jest
wektorem danych. Parametr "FD" wskazuje, ze szerokos¢ przedziatow h jest
dobierana zgodnie z algorytmem Friedmana - Diaconisa (domy$lnie, prze-
dzialy sa jednakowej szerokosci). Parametr prob=TRUE powoduje takie wy-
skalowanie osi pionowej, ze pole pod histogramem jest 1.
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Czesto sg uzywane jadrowe estymatory gestosci. Idea jest podobna jak dla
histogramow, ale w ciekawy sposob zmodyfikowana. Niech k& bedzie ustalong
gestoscia prawdopodobienistwa, to znaczy k(z) > 01 [~ k(z)dz = 1. Po-
wiedzmy, ze k jest funkcja parzysta z maksimum w zerze. Czesto uzywa sie
gestogci normalnej: k(z) = (27)"Y/2exp(—22/2), ale wybor jadra jest dosé
dowolny i nie ma znaczenia zasadniczego. Nazwijmy k jadrem. Zauwazmy,
ze dla dowolnego h > 0 funkcja k(x/h)/h jest tez gestoscia. Dla malych h ta
funkcja jest coraz bardziej ,skupiona wokot zera”. Niech teraz

fla) = n—lhziljk (“”_hX> |

Analogia z histogramem stanie sie widoczna, jesli wybierzemy ,,prostokatne”
jadro k(z) = I(-=1/2 < = < 1/2). Alternatywnie mozemy interpretowac
fn jako mieszanke n gestosci, z ktorych kazda aproksymuje rozktad jedno-
punktowy, skupiony w pojedynczym punkcie probki. Estymator jadrowy jest
ciaggla funkcja x, jesli tylko jadro jest ciagle. To jest ich zaleta w poréwnaniu
z histogramami. Niemniej, do pewnego stopnia wlasnosci tych estymatorow
sg podobne.

1.3.2 Stwierdzenie. Niech Xy, ..., X, bedzie probkq z rozktadu o gestosci
f,o0 rozmiarze rosngcym do nieskonczono$ci, n — oo. Rozpatrzmy estymator
jadrowy fX™ zbudowany na podstawie prébki rozmiaru n i majgcy szerokosé
pasma h,. Zatozmy, ze h, — 0 i nh, — oo. Dla kazdego punktu xr € R
takiego, ze [ jest ciggta w x mamy

A

frlz(em —P f(l‘), (TL—>OO)

Dowo6d w szczegolnym przypadku jadra prostokatnego jest naszkicowany w
Zadaniu 11. Ogo6lny przypadek nie jest wiele trudniejszy.

Ponizej widac wynik instrukeji hist (noworodki, prob=TRUE). Liczba prze-
dzialow histogramu zostala ustalona automatycznie, zgodnie z domyslnymi
ustawieniami funkcji hist. Dla poréwnania, obejrzyjmy rezultaty estyma-
cji gestosci metoda jadrowa (funkcja density). Wybor jadra (gaussian,
czyli gestosé rozkladu normalnego) oraz szerokosci pasma (bandwidth) sa
,domys$lne”.



22ROZDZIAL 1. PROBKOWE ODPOWIEDNIKI WIELKOSCI POPULACY.JNYCH

Histogram of noworodKki
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Kernel density estimate for noworodki
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1.4 Zadania

1. Obliczy¢ EF(z), VarF(z), Cov(F(z), F(y)).

2. Pokazac, ze ciag zmiennych losowych /n(F,(z) — F(z)) jest zbiezny do roz-
ktadu normalnego. Zidentyfikowa¢ parametry tego rozktadu.

3. Pokazaé, ze zmienna losowa Xy., ma dystrybuante

n

P(Xpn <2) =Y (?)F(m)i(l — F(z))"".

i=k

4. Jedli zmienne losowe X; maja gestos¢ f(x) = (d/dz)F(x), to k-ta statystyka
pozycyjna ma gestosé
d

n—1

L) f@F@ - Py

5. Obliczy¢ EUy.,, gdzie Ug., oznacza statystyke pozycyjnag z rozktadu jedno-
stajnego U(0,1).

6. Zbadaé zbieznosé wedtug rozktadu ciagu zmiennych losowych n(l — Uy.p),
gdzie Uy, oznacza ostatnig statystyke pozycyjna (maksimum z probki) z
rozktadu jednostajnego U(0,1).

7. Pokazaé, ze wektor statystyk pozycyjnych (Ui, ..., Up:p) z rozktadu jedno-
stajnego U(0, 1) ma laczny rozktad jednostajny na sympleksie {u: 0 < u; <
s Sup < 1)

8. Zalozmy (dla uproszczenia, to nie jest istotne), ze dystrybuanta F' jest funk-
cja ciagly i écigle rosnaca, a zatem istnieje funkcja odwrotna F =1 :)0, 1[— R.
Pokazaé, ze jesli U ~ U(0, 1) to zmienna losowa X := F~1(U) ma dystrybu-
ante F.

9. (Ciag dalszy). Pokaza¢, ze Xp.p = F = H(Upum).

10. Udowodni¢ nastepujace stwierdzenie z rachunku prawdopodobienistwa: Jesli
EX, — aiVarX, — 0 to X,, —p a (a jest liczba).

11. Rozwazmy estymator jadrowy z jadrem ,prostokatnym” danym wzorem k(x) =
I(—1/2 < 2 < 1/2). Obliczy¢ Efke™(z) i Var fX(z). Zbada¢ granice war-
tosci oczekiwanych i wariancji przy n — oo, przy zalozeniach Stwierdzenia
1.3.2.

Udowodni¢ Stwierdzenie 1.3.2 w przypadku prostokatnego jadra.



Rozdzial 2

Modele statystyczne

2.1 Przestrzenie statystyczne

Zaktadamy, ze obserwujemy pewne zmienne losowe Xi, ..., X, 0 nieznanym
(facznym) rozktadzie prawdopodobienstwa. Ciag X = (Xy,..., X)) mozemy
traktowac jako pojedyncza wielowymiarowa obserwacje. W Przyktadzie 1.1.8
zatozylidémy, ze proces kontroli jakosci stanowi schemat Bernoulliego. Niech
6 bedzie prawdopodobienistwem ,sukcesu” (tego, ze wyrob jest prawidlowy).
W statystyce mowi sie, ze € jest nieznanym parametrem rozktadu prawdopo-
dobienstwa. Musimy uwzgledni¢ wiele teoretycznie mozliwych wartosci 6 €
[0, 1]. Rozpatrujemy wiele roznych schematow Bernoulliego i nie wiemy ktory
z nich opisuje nasze doswiadczenie. Model statystyczny precyzuje rodzine
wszystkich branych pod uwage rozktadéw prawdopodobieristwa {Py; 0 € O}.
Zakladamy, ze nieznany rozktad PP, ktory ,rzadzi” zachowaniem obserwacji X,
nalezy do rozpatrywanej przez nas rodziny. Wiemy wiec, ze jest to rozktad
Py, dla pewnego 6y € O, tylko nie umiemy wskazac 6.

2.1.1 DEFINICJA. Model statystyczny okreslamy przez podanie rodziny
{Py; 6 € ©} rozktadow prawdopodobieristwa na przestrzeni prébkowej Q0 oraz
zmiennej losowej X : Q — X, ktorg traktujemy jako obserwacje. Zbior X
nazywamy przestrzeniq obserwacji zas © nazywamy przestrzeniq parametrow.

25
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2.1.2 Uwaga (Mierzalnos¢). Zaktadamy, ze przestrzen (2 jest wyposazona
w o-cialo F zdarzen losowych. Kazdy z rozktadéow prawdopodobienistwa [Py
wzyje” na F. Zmienna losowa X jest odwzorowaniem mierzalnym i przestrzen
X tez musi by¢ wyposazona w o-ciatlo. Pojecia teorii miary traktujemy mar-
ginesowo.

2.1.8 Uwaga (Kanoniczna przestrzen probkowa). Za przestrzen €2 wybieramy
zwykle zbior wszystkich mozliwych wynikow do$wiadczenia losowego, a wiec
zbior wartosci wektora ztozonego z interesujacych nas zmiennych losowych.
Jesli uwzgledniamy tylko obserwowane zmienne losowe, to mozemy przy-
ja¢é, ze @ = X i X(w) = w. Przy tej umowie, rozklad prawdopodobien-
stwa na przestrzeni probkowej jest po prostu rozktadem prawdopodobieri-
stwa obserwacji: Py(B) = Py(X € B), dla B C X. Standardowo nazywa sie
(X, F,{Py;0 € O} przestrzeniq statystyczng. Jesli chcemy uwzglednié row-
niez nieobserwowane zmienne losowe (na przyktad dotyczace przysztosci) to
nie mozna juz przyjaé, ze = X. Dlatego przyjeliSmy nieco ogblniejsza
Definicje 2.1.1.

2.1.4 Uwaga (Ciagle i dyskretne przestrzenie obserwacji). Ograniczymy roz-
wazania do nastepujacych dwoch typoéw modeli. Mowimy o modelu ciagtym,
jesli X jest czescia przestrzeni R” wyposaznona w o-ciato zbioréw borelow-
skich i n-wymiarowa miare Lebesgue’a. Model nazywamy dyskretnym, jesli
przestrzen X jest skonczona lub przeliczalna, wyposazona w o-ciato wszyst-
kich podzbioréw i miare liczaca.

Rozktad prawdopodobienistwa obserwacji X najczedciej opisujemy przez ge-
stosé¢ fy na przestrzeni X, zalezng od parametru 8 € ©. W zaleznosci od
kontekstu, postugujemy sie gestoscia wzgledem odpowiedniej miary. W skro-
cie piszemy X ~ fp. Jesdli zmienna X ma skorniczony lub przeliczalny zbior
wartosci X, to

(jest to gestos¢ wzgledem miary liczacej). Dla jednowymiarowej zmienne;
losowej X o absolutnie cigglym rozkladzie, fy jest ,gestoscia w zwyklym
sensie”, czyli wzgledem miary Lebesgue’a. Mamy wowczas dla dowolnego
przedziatu [a, b],

b
Pyla < X <b) = / fo(z)dz.

Jesli X = (Xy,...,X,) to rozumiemy, ze fy jest tgczng gestoscia prawdo-
podobieristwa na przestrzeni X = R". Dla dowolnego zbioru borelowskiego
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B CR~,

IP’Q(XEB):/Bfg(a:)d:c:/---/Bfg(ml,...,xn)dazl---dxn.

W szczegolnym przypadku, gdy zmienne Xi,..., X, sa niezalezne i maja
jednakowy rozktad, pozwolimy sobie na odrobine niescistosci, oznaczajac tym
samym symbolem fy jednowymiarowa gesto$¢ pojedynczej obserwacji i n-
wymiarowa gesto$¢ catej probki: fo(z1,...,z,) = fo(x1) -+ fo(zn).

Jesli T : X — R, to warto$¢ $rednia (oczekiwana) zmiennej losowej h(X)
obliczamy zgodnie ze wzorem

[y T(x)fo(x)dz  w przypadku ciaglym;
EoT(X) =

Y wex T'(x)fo(x)  w przypadku dyskretnym.

Jesli X C R”, to calka fX jest n-wymiarowa, dz = dx; ---dx,. Podobnie,
bedziemy uzywaé¢ symboli Varg, Covy i podobnych.

Przejdziemy teraz do przykladow, ktore wyjasnia sens (nieco abstrakcyjnej)
Definicji 2.1.1.

2.1.5 PRZYKLAD (Statystyczna kontrola jakosci, kontynuacja). Powroéémy
do Przykladu 1.1.8. Przestrzeniag obserwacji jest X = {0,1}". Obserwacje
Xq,..., X, sa zmiennymi losowymi o lacznym rozktadzie prawdopodobien-
stwa

Py(Xy =21,..., Xy =x,) = [[07(1 = 0)' " = 0™"(1— )",

=1

gdzie z; € {0,1} dlai = 1,...,n 1 > x; oznacza » . , ;. Przestrzenia
parametrow jest © = [0, 1].

2.1.6 PRZYKLAD (Badanie reprezentacyjne). Powiedzmy, ze populacja skla-
da sie r jednostek. Przedmiotem badania jest nieznana liczba m jednostek
,wyroznionych”. Na przyktad moze to by¢ liczba ,euroentuzjastow” w popu-
lacji wyborcow albo liczba palacych w populacji studentéw. Interesuja nas
wlasnosci calej populacji, ale pelne badanie jest niemozliwe lub zbyt kosz-
towne. Wybieramy losowo n jednostek sposrod r i obserwujemy, ile jednostek
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wyroznionych znalazto sie wsrod wylosowanych. Zat6zmy, ze stosujemy sche-
mat losowania bez zwracania *. Najlepiej wyobrazi¢ sobie losowe wybranie n
kul z urny zawierajacej r kul, w tym m czerwonych i » — m bialtych. Liczby
r i n sa znane. Liczba X kul bialych wsrod wylosowanych jest obserwacja.
Zmienng losowa X ma tak zwany hipergeometryczny rozktad prawdopodo-

bienstwa:
== (D)(22) /()

zalezny od parametru = m ze zbioru © = {0, 1,...,r}. Przestrzenia obser-
wacji jest zbior X = {0,1,...,n}.

Parametr 6 jest ,etykietka” identyfikujaca rozktad prawdopodobienistwa. Nie
zawsze 0 jest liczbg, moze wektorem lub nawet funkcjg.

2.1.7 PRZYKLEAD (Model nieparametryczny). Zgodnie 7z Definicja 1.1.1, ciag
obserwacji X1, ..., X, stanowi probke z rozkltadu o dystrybuancie F', jesli

Pe(Xy <x1,..., Xy <) = F(z1) - Fxy).

Symbol Pg przypomina, ze dystrybuanta F' jest nieznana i odgrywa role
,hieskoniczenie wymiarowego parametru”. Przestrzenia parametrow jest zbior
wszystkich dystrybuant. Przestrzenia obserwacji jest X = R".

2.1.8 PRZYKEAD (Wypadki). Liczba wypadkow drogowych w ciagu tygo-
dnia ma, w dobrym przyblizeniu, rozktad Poissona. Niech X;,..., X, ozna-
czaja liczby wypadkéw w kolejnych tygodniach. Jesli nic specjalnie sie nie
zmienia (pogoda jest podobna i nie zaczyna sie wlasnie okres wakacyjny) to
mozna przyjaé, ze kazda ze zmiennych X; ma jednakowy rozktad. Mamy
wtedy probke z rozktadu Poissona, czyli

92.’171'
fo(zr,. oo xn) =Po(Xy =21,..., Xy, = 2,) = e fn

xi!ay,!
n

Przestrzenia obserwacji jest X = {0,1,2,...}
© =|0, co[. Wiemy, ze EoX; = 6 i VaryX; = 6.

, a przestrzeniag parametrow

'Préobka wylosowana w ten sposob nie jest probka w sensie Definicji 1.1.1.
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2.1.9 PRZYKLAD (Cras zycia zarowek). Rozpatrzmy jeszcze jeden przyktad
z dziedziny statystycznej kontroli jakosci. Producent bada partie n zaroéwek.
Interesuje go czas zycia, to jest liczba godzin do przepalenia sie zarowki.
Zalozmy, ze czasy zycia Xi,...,X, badanych zaréwek stanowia probke z
rozktadu wyktadniczego Ex(0), czyli
fo(z, ... x,) = H(é’e_emi) = re0m,
i=1

Jest to typowe i do§¢ realistyczne zalozenie. Mamy tutaj X = [0, 00[" i
© =|0, co[. Zauwazmy, ze EgX; = 1/ i VaryX; = 1/6%

2.1.10 PRZYKLAD (Pomiar z btedem losowym). Powtarzamy niezaleznie n
razy pomiar pewnej wielkosci fizycznej p. Wyniki poszczegdlnych pomiarow
Xq,..., X, sa zmiennymi losowymi bo przyrzad pomiarowy jest niedosko-
naly. NajczeSciej zaklada sie, ze kazdy z pomiaréw ma jednakowy rozktad
normalny N(u,0?). Mamy zatem

fu,g(xl,...,xn):( ! )nexp{—%‘?z:(mi—u)ﬂ.

2ro

Tutaj role parametru 6 gra para liczb (u,0), gdzie —co < p < 0 i o >
0. Przestrzenia parametrow jest © = Rx]0,00[. Oczywiscie, przestrzenia

obserwacji jest X = R™. Wiemy, ze E, ,X; = pu i Var, ,X; = o°.

2.2 Statystyki i ich rozklady

2.2.1 DEFINICJA. Mierzalng funkcje T : X — T okreslong na przestrzeni
obserwacyi X nazywamy statystykg o wartosciach w przestrzeni T .

Obie przestrzenie X i 7 muszg by¢ wyposazona w o-ciala. Zwykle sa to
borelowskie podzbiory przestrzeni euklidesowych.

W Definicji 2.2.1 istotne jest to, ze statystyka jest wielkoScia obliczona na
podstawie danych i nie zalezy od nieznanego parametru 6. Bedziemy w
skrocie pisa¢ T = T'(X). Skupiamy uwage na przypadkach, kiedy przestrzen
7 ma wymiar znacznie mniejszy niz X: staramy sie obliczy¢ taka statystyke
T(X) ktora ma ,stresci¢ dane X7
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2.2.2 PRZYKLAD (Statystyki i inne zmienne losowe). W Przyktadzie 2.1.5
(Statystyczna kontrola jakosci), S = >, X;, a wiec liczba prawidlowych
wyrobow w probee jest statystyka. Oczywiscie, S : {0,1}" — {0,1,...,n}.
Statystyka S ma dwumianowy rozklad prawdopodobienstwa:

Py(S =s) = ( )65(1 —6)"s.
W skrocie napiszemy S ~ Bin(n, #). Zmienna losowa (S — n#)/+/né(1 — 0)

nie jest statystyka. Jej rozklad prawdopodobienstwa jest w przyblizeniu
normalny N(0, 1), jesli n jest duze a 6(1 — ) nie jest zbyt male.

n
S

W Przykladzie 2.1.8 (Wypadki) sumaryczna liczba wypadkow S = > " | X;
jest statystyka i ma rozktad Poiss(nf).

W Przykladzie 2.1.9 (Zaréwki) srednia X = (1/n) Y., X; jest statystyka i
ma rozktad Gamma(n, nf).

Model normalny, wprowadzony w Przyktadzie 2.1.10 zastuguje na wiecej
miejsca. Zalozmy, ze Xi,...,X, jest prébke z rozktadu N(u,o?). Wazng
role w dalszych rozwazaniach odgrywac¢ beda statystyki:

[ (X, - X)%, S=vs2

Zauwazmy, ze S2 rozni sie od wariancji z probki S2, o ktorej mowilismy w
poprzednim rozdziale: mnoznik 1/n zastapiliSmy przez 1/(n — 1). Rozklad
prawdopodobienstwa $redniej z probki jest w modelu normalnym niezwykle
prosty: X ~ N(u,0?/n). Zajmiemy sie teraz rozktadem statystyki S2.

Rozklad chi-kwadrat z k stopniami swobody jest to, z definicji, rozktad
zmiennej losowej
k
Y => 7,
i=1

gdzie Zy, ..., Z) sy niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie N(0,1).
Bedziemy pisali symbolicznie Y ~ x2(k).
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2.2.3 Uwaga. Rozklady chi-kwadrat sg szczeg6lnej postaci rozktadami Gamma,
mianowicie x*(k) = Gamma(k/2,1/2) (Zadanie 4). Jesli Y ~ x?(k) to
EY =k i VarY = 2k.

Wykresy gestosci kilku rozktadow y? sa pokazane ponize;.
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2.2.4 Stwierdzenie (Twierdzenie Fishera). W modelu normalnym, X i S
sq niezaleznymi zmiennymsi losowymd,

X ~ N(p,0°/n);

n—1
2

2 2
~ —1).
- S*~x(n—1)

Pominiemy dowdd, bo w Rozdziale 8§ udowodnimy twierdzenie znacznie ogdl-
niejsze. Niezalezno$é zmiennych losowych X i S? nie jest oczywista. Za-
uwazmy tez, ze pojawia sie rozklad chi-kwadrat z n — 1 stopniami swobody,
chociaz (n — 1)S5? jest sumg n kwadratow zmiennych normalnych.

2.2.5 Whniosek. E, ,S* = 0% i Var, ,5% = 20*/(n — 1).

Rozklad t Studenta z k stopniami swobody jest to, z definicji, rozkltad
zmiennej losowej

.
VY/k

gdzie Z i Y sa niezaleznymi zmiennymi losowymi, Z ~ N(0,1) i Y ~ x?(k).
Bedziemy pisali symbolicznie T' ~ t(k).

2.2.6 Wniosek. W modelu normalnym, zmienna losowa /n(X — p)/S ma
rozktad t(n — 1).

Rozklad F Snedecora z k i m stopniami swobody jest to, z definicji, rozktad
zmiennej losowej
_Y/k

R_U/m’

gdzie Y i U sa niezaleznymi zmiennymi losowymi, Y ~ x?(k) i U ~ x*(m).
Bedziemy pisali symbolicznie R ~ F(k,m).
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Dwa rozktady t oraz rozktad normalny sa pokazane na ponizszym rysunku.

t—Student

— 1)

0.3
|

density

0.1
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2.2.7 PRZYKELAD (Model dwoch probek). Zalozmy, ze obserwujemy nie-
zalezne zmienne losowe X,..., X, i Yy, ..., Y,,, przy tym X; ~ N(ux,o%)
iY; ~ N(uy,o%)dlai =1,...,n1j = 1,...,m. Statystyki X i 5% sa
okreslone tak jak poprzednio, dla probki Xi,..., X,,. Podobnie okreslamy
statystyki Y i SZ, dla probki Y7, ..., Y,,. Z tego, co powiedzielismy wczesniej
wynika, ze

Sko¥

~Fn—-1m-—1).
Zauwazmy, ze zmienna losowa S% 0% /(S%0%) nie jest statystykg, bo zalezy nie
tylko od obserwacji, ale i od nieznanych parameréw ox i oy. Jesli zalozymy,
ze 0% = 0% to statystyka S%/S% ma rozklad F(n —1,m — 1).

Podobnie, jedli 0% = 0% = 02 to

(k+m—2)~t(k+m—2).

X —Y — (ux — py) \/km
V(k=1)5% +(m—1)S3 VEk+m

2.3 Dostatecznosé

Rozwazmy model statystyczny. Zalézmy, ze rozktady prawdopodobieristwa
nalezace do rodziny {Py : § € ©} maja gestosci fy na przestrzeni obserwa-
cji X. Sa to, jak zwykle, albo gestosci wzgledem miary Lebesgue’a, albo
»gestosci dyskretne” fp(z) = Pp(X = x).

2.3.1 DEFINICJA (Wtlasnos¢ faktoryzacji). Statystyke T = T(X) nazy-
wamy dostateczna, jesli gestosci obserwacyi mozna przedstawi¢ w postaci

fo(z) = go(T'(z))h(x).

Sens tej definicji wyjasni w pewnym stopniu nastepujace stwierdzenie.

2.3.2 Stwierdzenie. Statystyka T = T(X) jest dostateczna wtedy i tylko
wtedy gdy warunkowy rozktad prawdopodobienstwa obserwacyi X przy danej
warto$ci statystyki T =t nie zalezy od parametru 6.
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2.3.83 Uwaga. W pewnym uproszczeniu, statystyka jest dostateczna, jesli
prawdopodobienstwo warunkowe

Py(X € BIT(X) =1) (*)

nie zalezy od 6, dla dowolnego (borelowskiego) zbioru B C X i (prawie)
kazdego t. Sciste sformulowanie Stwierdzenia 2.3.2 wymaga znajomosci ogol-
nego pojecia warunkowego rozktadu prawdopodobienstwa. Zwro¢my uwage,
ze elementarne podejécie poprzez gestosci warunkowe tutaj sie bezposrednio
nie stosuje, bo rozktad X przy danym T'(X) =t jest zazwyczaj skupiony na
,podprzestrzeni o nizszym wymiarze”, patrz Zadanie 12.

Jesli X jest przestrzenia dyskretna, to mozemy sie postuzy¢ elementarna
definicja prawdopodobienstwa warunkowego. Warunek (*) redukuje sie do
tego, ze

Py(X = 2|T(X) =1t) ()

nie zalezy od 6 dla dowolnego z.

Dowdd. Zeby uniknaé¢ trudnosci technicznych, udowodnimy Stwierdzenie 2.3.2
tylko w przypadku dyskretnej przestrzeni X. Jesli T'(z) =t to

Jo(x)
Zx’:T(x’):t f9 (‘Tl}

i oczywiscie Py(X = z|T'(X) = t) = 0 jesli T(x) # t. Jezeli spelniony jest
warunek faktoryzacji to natychmiast otrzymujemy, w przypadku T'(x) = t,

Py(X = 2[T(X) = t) = — 9e(Dh(@) _ h(z)

Zx/:T(a;/):t gg(t)h(l”) Zx’:T(a;’):t h(x,)

Odwrotnie, jesli Pp(X = z|T(X) = t) nie zalezy od 6 to mozemy przyja¢
h(z) =Po(X = 2|T(X) =1) 1 go(t) = D0 ()= So(2)- O

2.3.4 Uwaga. Warunek sformutowany w Stwierdzeniu 2.3.2 jest zazwyczaj
przyjmowany za definicje statystyki dostatecznej. Sens tego warunku wy-
jasni nastepujace ,doswiadczenie myslowe”. Wyobrazmy sobie, ze statystyk
zaobserwowal X = x, obliczyl i zapisal T'(z) = t, po czym...zgubil dane,
czyli stracit x. Moze jednak wylosowaé ,sztuczne dane” X’ z rozktadu wa-
runkowego obserwacji przy danym 7' = ¢, poniewaz ten rozklad nie wymaga

Po(X =2|T(X) =1) =
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znajomosci #. Skoro sztuczne dane X’ maja ten sam rozklad prawdopodo-
bienstwa co prawdziwe dane X, wiec nasz statystyk nic nie stracit zapisujac t
i zapominajac x. Stad wlasnie nazwa: statystyka dostateczna zawiera calos$c
informacji o parametrze zawartych w obserwacji.

2.3.5 PRZYKEAD (Ile jest kul w urnie?). Kule w urnie sa ponumerowane:
U=1{1,2,...,r} ale r jest nieznane. Pobieramy probke n kul, bez zwracania.
Niech S oznacza losowy zbior numeréw a max(S) — najwiekszy sposrod nich.
Prawdopodobienstwo wylosowania zbioru s C U jest rowne

I(r > max(s)) _ {1/(2) jesli r > max(s),
(") 0 jesli r < max(s).

Stad wida¢, ze max(S) jest statystyka dostateczna. W czasie IT wojny $wia-
towej alianci notowali seryjne numery zdobytych czolgéw niemieckich w celu
oszacowania liczby produkowanych przez nieprzyjaciela czotgdéw. Rozwazany
schemat urnowy jest uproszczonym modelem takiej sytuacji.

P.(S=s) =

2.3.6 PRZYKLAD (Statystyki dostateczne w poprzednich przyktadach). W
Przyktadzie 2.1.5 (Schemat Bernoulliego), liczba sukcesow S = > " | X; jest
statystyka dostateczna.

W Przykladzie 2.1.8 (model Poissona) suma obserwacji S = > 1 | X; jest
statystyka dostateczna.

W Przyktadzie 2.1.9 (model wykltadniczy) srednia X = (1/n)>°" | X; jest
statystyka dostateczna.

W Przyktadzie 2.1.10 (model normalny z nieznanymi p i o) (X,S?) jest
dwuwymiarowa statystyka dostateczna.

2.3.7 Uwaga. To co powiedzieliSmy w Uwadze 2.3.4 jest stuszne pod warun-
kiem, ze jesteSmy pewni poprawnosci modelu. W Przykladzie 2.1.5 (staty-
styczna kontrola jakosci), jesli proces obserwowania sztuk dobrych /wadliwych
jest rzeczywidcie schematem Bernoulliego, to wystarczy zapisaé¢ sobie liczbe
sztuk prawidtowych w probce i zapomnieé o ich kolejnosci pojawiania sie.
Ale wyobrazmy sobie, ze w trakcie obserwacji akurat maszyna sie zepsula i
prawdopodobienstwo wyrobu wadliwego zmienilo si¢ w pewnym momencie.
Obserwacje moga wyglada¢ tak:



2.4. ZADANIA 37

1011111110111101111111111
0010000001001000010000100

Kolejnosé zer i jedynek jest przydatna do weryfikacji adekwatnos$ci modelu
Bernoulliego.

2.4 Zadania

1. Rozpatrzmy proces statystycznej kontroli jakosci przyjmujac te same zatoze-
nia co w Przyktadzie 2.1.5 z ta réznica, ze obserwujemy kolejne wyroby do
momentu gdy natrafimy na k wybrakowanych, gdzie k jest ustalona z géry
liczba. Zbudowaé model statystyczny.

2. Obliczy¢ rozktad prawdopodobieristwa zmiennej losowej Z2, jesli Z ~ N(0, 1)
(obliczy¢ bezposrednio dystrybuante i gestosé rozktadu x2(1)).

3. Obliczy¢ rozktad prawdopodobienstwa zmiennej losowej Z7 + Z3, jezeli Z; ~
N(0,1) sa niezalezne dla i = 1,2 (obliczy¢ bezposrednio dystrybuante i ge-
sto$¢ rozktadu x2(2)).

4. Korzystajac z Zadania 2 oraz z wilasnodci rozktadéw gamma, udowodnié
Uwage 2.2.3: gesto$¢ zmiennej losowej Y ~ x2(k) ma postac

1
fy(y) = mywzfle*yﬂ, (y > 0).

5. Pokazaé, ze gestos¢ zmiennej losowej T ~ t(k) jest postaci

_ D(k/2+1/2) 1 23 ~(k+D)/2
o = = (%)

6. Udowodni¢ zbieznosé¢ rozktadow: t(k) — N(0,1) dla k — oo.

, (oo <t < o0).

7. Pokazaé, ze gestos¢ zmiennej losowej R ~ F(k, m) jest postaci

_ KFPmmPr (k24 1/2) M2
Jr(r) = ['(k/2)T(m/2) (kr 4+ m)(ktm)/2’

(r>0).

8. Udowodni¢ wzér dotyczacy rozktadu t-Studenta na koricu Przyktadu 2.2.7.
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. Niech X1, ..., X, bedzie probka z rozktadu Gamma(a, \). Znalezé, dwuwy-

miarowg statystyke dostateczng.

Niech Xj,..., X, bedzie schematem Bernoulliego z prawdopodobieristwem
sukcesu 6. Obliczy¢ warunkowy rozktad prawdopodobienistwa zmiennych
losowych Xi,..., X, przy danym S = s, gdzie S = Y I | X; jest liczba
sukcesow. Zinterpretowaé fakt, ze statystyka S jest dostateczna.

Niech Xi,..., X, bedzie probka z rozkladu Poiss(#). Obliczy¢é warunkowy
rozktad prawdopodobienistwa zmiennych losowych Xj,..., X, przy danym
S =s, gdzie S =" | X;. Zinterpretowaé fakt, ze statystyka S jest dosta-
teczna.

Niech Xj,..., X, bedzie probka z rozktadu wykltadniczego Ex(#). Obliczy¢
taczny rozkltad zmiennych losowych Ry, ..., R,—1, S, gdzie S = > | X;, zas
R; = X;/S. Znalez¢ rozklad warunkowy Ry,..., R,—1 przy danym S = s.
Zinterpretowad fakt, ze statystyka S jest dostateczna.
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Estymacja
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Rozdzial 3

Estymacja punktowa

W statystyce matematycznej zaktadamy, ze rozktad prawdopodobieristwa
opisujacy doswiadczenie nalezy do rodziny {Pp : 6 € O}, ale nie znamy
parametru ¢. Estymatorem parametru 6 nazywamy dowolng statystyke
T =T(X) o warto$ciach w zbiorze ©. Interpretujemy 7" jako przyblizenie 6.
Zwykle oznaczamy estymator ta sama literka, co wielko$¢ estymowang, do-
dajac ,daszek™ T = 0. Zaczniemy od przegladu prostych metod konstrukeji
estymatorow.

3.1 Metody heurystyczne

Podstawianie czesto$ci jest sposobem estymacji, ktory natychmiast sie
narzuca i jest zrozumiaty dla kazdego.

3.1.1 PRZYKLAD (Prawdopodobienstwo napotkania wadliwego wyrobu).
Rozpatrzmy jeszcze raz model statystycznej kontroli jakosci z Przyktadow
1.1.8 i 2.1.5. Przypomnijmy, ze parametr ¢ oznacza prawdopodobienstwo
pojawienia sie sztuki prawidlowej. Oczywistym estymatorem 6 jest

0=X=5/n,

gdzie S =Y X;, czyli frakcja prawidtowych sztuk w probee losowej. Zastapi-
liSmy nieznane prawdopodobieristwo przez prawdopodobienstwo empiryczne.
Na tym wtasnie polega metoda podstawiania czestoSci.

41
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Metoda podstawiania czestosci dopuszcza duza dowolnosé. Pokazuje to na-
stepny przyktad.

3.1.2 PRZYKLAD (Model Hardy’ego — Weinberga). W populacji mamy
osobnikow o trzech genotypach: 1, 2'i 3. Z rozwazan genetycznych wynika,
ze te trzy typy powinny wystepowa¢ w proporcji 62 : 20(1 — 6) : (1 — 0)%
Wybieramy losowo n osobnikéw, wérdd ktorych liczby poszcezegdlnych ge-
notypoéw sa, odpowiednio, Ny, Ny i N3s. Mamy do czynienia z rozktadem
wielomianowym: (Ny, Ny, N3) ~ Mult(n, p1, p2, p3):

n!

P0<N1 =ny, Ny = ng, N3 = n3) = ﬁp?lpgng?’-
ARIDHRE

Prawdopodobienstwa p; nie sa tu dowolnymi liczbami dodatnimi sumujacymi
sie do jedynki. Wiemy, ze
p=0%  pp=201-0), py=(1-0)"

Zadanie polega na estymacji #. Nasuwaja sie dwa rozwigzania. Z jednej
strony mamy 6 = ,/p; i za estymator mozemy przyja¢

X N
0=/p1 = 71

Z drugiej strony, § = 1 — ,/p3 i estymator

ézl—\/ﬁ_gzl—\/%

wydaje sie rownie rozsadny. Nie wiadomo, ktéry estymator wybrac.

Zagadka. Moze istnieje trzeci estymator, lepszy od dwoch podanych wyzej?
Trzeba jeszcze sprecyzowac, co to znaczy ,lepszy”.

Metoda momentdéw jest rownie prosta. Przyrownujemy momenty rozktadu
teoretycznego, zalezace od nieznanego parametru, do ich odpowiednikéw em-
pirycznych. 7 powstalych w ten spos6b rownan wyliczamy parametr. Naj-
czesciej uzywamy momentow centralnych i rownania wygladaja tak:

() = fi; my(0) = M,

gdzie p(0) = [zfy(zx)dz, mp(0) = [(x — p(0) fo(x)dz, i = X i ry, =
(1/n) > (X;—X)*. Ukladamy tyle rownari, ile jest niewiadomych parametrow
(wspohrzednych wektora 6).
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3.1.3 PRZYKEAD (Rozklad wyktadniczy). Niech Xi,..., X, bedzie proba
z rozkltadu Ex(0). Wiemy, ze p(0) = 1/0. Mamy jeden nieznany parametr,
wiec wystarczy jedno rownanie: 1/6 = X. Estymator otrzymany metoda
momentow jest rowny 6 = 1/X.

3.1.4 PRZYKLAD (Rozktad gamma). Niech X3, ..., X,, bedzie probka z roz-
kladu Gamma(a, A). Mamy dwa nieznane parametry, wiec wykorzystamy
dwa momenty: wartoé¢ oczekiwana p(a, \) = a/\ i wariancje o%(a, \) =
a /A2, Dostajemy uklad rownan

o - o ~
- X & a2
A ’ A2 5%

gdzie 52 jest wariancja z probki. Rozwigzanie jest nastepujace:

< X
)\:~—, @:~—
SZ

Metoda kwantyli. Jesli momenty sa trudne do obliczenia lub prowadza
do zbyt zawitych rownan, zamiast momentéw mozna uzy¢ kwantyli. Przy-
rownujemy kwantyle teoretyczne do empirycznych. Otrzymujemy réwnania
postaci &,(0) = &, lub, rownowaznie, Fg(fq) = q. Wybieramy tyle réznych g,
ile mamy niewiadomych i rozwiazujemy ukltad réownan wzgledem wspotrzed-
nych wektora 6.

3.1.5 PRZYKLAD (Rozktad Weibulla). Niech Xj,..., X, bedzie probka z
rozktadu o dystrybuancie

Fy(x) =1 —exp [—cmb] . (x>0),

gdzie ¢ > 01 b > 0 s3 nieznanymi parametrami. To sie nazywa rozklad
Weibulla. Momenty sa trudne do obliczenia. Poniewaz mamy dwa nieznane
parametry, utozymy réwnania dla dwoch kwantyli. Zdecydujmy sie na kwar-
tyle, to znaczy kwantyle rzedu 1/4 i 3/4. Wybor jest, oczywiscie, catkiem
arbitralny. FEstymatory parametréow c i b wyznaczamy rozwiazujac uktad
réwnan

1 —exp [—c . 5?/4] = 0.25;
1 —exp [—c . 53/4] = 0.75.
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Proste przeksztatcenia daja —c - élf/4 =log0.751 —c- %’/4 = log 0.25. Osta-
tecznie,

b = log 3/(log 53/4 —log 51/4), ¢ = exp(log4 — blog 51/4)-

Przejdziemy do opisu metody, ktora jest zazwyczaj lepsza niz dotychczas
przedstawione.

3.2 Wiarogodnos¢

Idea jest taka: wybieramy taki parametr 6, dla ktorego otrzymane wyniki
do$wiadczenia losowego sa ,najbardziej prawdopodobne”. Sformutujemy to
doktadniej. Niech fy(x) bedzie laczna gestoscia obserwacji.

3.2.1 DEFINICJA. Wiarogodno$é jest to funkcja L : © — R dana wzo-
rem

L(0) = fo(x).

Wiarogodnos$¢ jest wtasciwie tym samym, co gestos¢ prawdopodobienstwa,
ale rozwazana jako funkcja parametru 6, przy ustalonych warto$ciach obser-
wacji r = X (w).

3.2.2 DEFINICJA. Mowimy, ze § = 0(X) jest estymatorem najwickszej
wiarogodnosct parametru 0, jesl

fé(w)(x) = sup fy(z),
o
dla dowolnego x. Symbolicznie bedziemy pisaé § = ENW(6).

W skrocie, definicje ENW () zapiszemy w postaci
L() = sup L(6),

0cO

musimy jednak pamieta¢, ze zaréwno L, jak i 6 zaleza od obserwacji. Pomi-
niemy dyskusje na temat istnienia i jednoznacznosci ENW.
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3.2.3 PRZYKLAD (Liczenie ryb w jeziorze). W jeziorze ptywa pewna liczba,
powiedzmy 7, ryb. Zeby oszacowaé nieznana liczbe 7 bez osuszania jeziora,
musimy przywotaé na pomoc statystyke matematyczna. Najpierw odlawiamy
m ryb, znaczymy je i wpuszczamy z powotem do jeziora. Czekamy, az zna-
czone ryby ,wymieszaja sie¢” z pozostalymi. Nastepnie wylawiamy n ryb.
Stwierdzamy, ze jest wsrod nich k znaczonych (zlapanych powtornie). W tym
do$wiadczeniu, 7 jest nieznanym parametrem, m i n sg znanymi liczbami, zas
k jest znang wartoscig zmiennej losowej K, o rozktadzie hipergeometrycznym

o-r-n- (1) (23 /()

Wyznaczymy ENW(r). W tym celu trzeba znalez¢ maksimum

L(r) = max.

Przyjmijmy wygodne oznaczenie (n)y =n(n —1)---(n — k + 1). Poniewaz

Lr+1) (r+1—m),_ (") r+1-—m r—n+1

L) — +1n (r—m)as r-—m-n+k+1l r+1

bl

wiec L(r + 1) > L(r) wtedy i tylko wtedy gdy r < mn/k. Stad widaé, ze
L(r) osiaga maksymalng wartosé dla najmniejszej liczby catkowitej przekra-
czajacej mn/k. Innymi slowy,

Wynik jest zgodny ze zdrowym rozsadkiem.

Prosty chwyt czesto utatwia wyznaczenie ENW. Funkcja £(6) osiaga mak-
simum w tym samym punkcie, co jej logarytm. Niech

0(6) = log £(6).
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3.2.4 PRZYKLEAD (Rozklad wyktadniczy). Jesli X,..., X, jest probka z
rozkladu Ex(6), to wiarogodnos$¢ jest dana wzorem

n

£(0) =] (6™,

i=1
wiec
0(0) = nlogh — QZZEZ'.

Wystarczy teraz przyréownaé¢ pochodna do zera:

() :%—in = 0.

Latwo sie przekonac, ze £(0) osiaga maksimum w punkcie

A 1
0 — i = —.
Yoxg T
Zatem ENW (0) = 1/X. Metoda najwiekszej wiarogodnosci doprowadzita
do tego samego estymatora, co metoda momentow.

3.2.5 PRZYKLAD (Rozklad Poissona). Dla probki z rozktadu Poiss(6) mamy

0(0) = —0n +1og(0) > " — Y _log()),
wige £'(0) = —n + Y x;/0 = 0 dla 6 =} x;/n. Otrzymujemy znéw dobrze
znany estymator: ENW (0) = X.

Sposob obliczenia ENW w Przyktadach 3.2.4 i 3.2.5 jest bardzo typowy.
Jesli mamy probke z rozktadu o gestosci fg i zbior parametrow © C R jest
przedziatem, to

L(0) = fo(w1,...,70) = fo(z1) - folTn),

00) = log £(0) = D _log fo(w:)

ENW wyznaczamy zazwyczaj rozwigzujac rOwnanie

n

0
0(0) =) = log fo(xi) = 0.
= 09
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Przypadek wielu nieznanych parametréow wymaga tylko oczywistej modyfi-
kacji. Jesli mamy zbudowaé estymator wektora 6 = (0y,...,60;) € © C R¥,
to obliczamy pochodne czgstkowe logarytmu wiarogodnoéci. Rozwigzujemy
uktad k rownan z k£ niewiadomymi:

o "0 .
26, (0) = 2 a—ejlogfe(%) =0, (1=1,...,k).

3.2.6 PRZYKLAD (Rozklad normalny). Rozwazmy probke X, ..., X, z roz-
ktadu N(p, 0?), z nieznanymi parametrami u i o > 0. Mamy

1 1
log fuo(z) = 5 log(27) — logo — ﬁ@ — )%

Logarytm wiarogodnosci dla catej probki jest rowny
p1,0) = D108 fuolwi) = — 5 log(2m) — nlogo — —— > (i — u)?
i=1 i=1

czyli

1 2 2
l(p,0) = const —nlogo — 557 (sz —2u2xi+nu ) .

Uktad rownan przybiera postac

ol n 1 9 9
8—02—;4—; (Zl?z —Q,uin—i-n,u > = 0;
ol 1 nu
ol o? o?
Z drugiego rownania tatwo wyliczamy p = > x;/n. Podstawiajac do pierw-
szego rOwnania otrzymujemy ENW:

0.

~

f= T

6% = % (Zaz‘? — :EQ) = %Z(ml —7)%

Dobrze znane estymatory X i 52 okazuja sic by¢ ENW () i ENW(0?), od-
powiednio.
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3.2.7 PRZYKLAD (Rozklad Laplace’a). Mowimy, ze zmienna losowa X ma
rozklad Laplace’a z parametrami p i A, jesli ma gestos¢ dang wzorem

A

fu,A(fE) _ §e—>\\x—lt|.

Inaczej, taki rozktad nazywa sie rozkltadem podwdjnie wyktadniczym. Sym-
bolicznie, piszemy X ~ Lapl(u, A). Interesujacy jest ENW(u) dla probki z
rozktadu Laplace’a. Mamy

n A n
Up,\) = Zlogfu,A(xi) = —nlog2 + nlog A — 3 Z |z — pl.
=1 i=1

Popatrzmy na ¢(u, A) jak na funkcje p, przy ustalonym A. Funkcja ¢ jest
kawatkams liniowa 1 wklesta. Jej wykres jest tamana, ktorej wierzchotki maja
wspolrzedne 1 = z;. Pochodna (poza punktami nierdzniczkowalnosci) jest
rowna 90/0p = (A/2) > sign(p— ;). Widaé, ze funkcja jest rosngca na lewo
od mediany probkowej i malejaca na prawo od niej. Zatem

ENW (1) = med.

Dla parzystych n mediana probkowa, a wiec i ENW(u), nie sa wyznaczone
jednoznacznie. Najlepiej naszkicowaé wykres ¢(u) dla, powiedzmy, n = 4 i
n = 5. Wtedy powyzsze rozwazania stang sie jasne.

Po wyznaczeniu ENW (u), nietrudno znalez¢ ENW(A). Przyréwnujemy do
zera Of/OA i natychmiast dostajemy

ENW()) = 2n
S Jmed — 2|

3.2.8 PRZYKLAD (Rozklad jednostajny). Jesli Xi,..., X, jest probka z
rozkladu U(0, ), z nieznanym parametrem 6 > 0, to

0 w przeciwnym przypadku.
Wystarczy popatrzeé¢ chwile na ten wzor, zeby stwierdzié¢, ze

ENW(0) = max(Xy,...,X,).
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Metoda najwiekszej wiarogodnodci jest bardzo gietka i daje sie zastosowaé¢ w
roznych ,nietypowych” sytuacjach.

3.2.9 PRZYKLEAD (Dane cenzurowane). Przypusémy, ze interesuje nas roz-
ktad zmiennych losowych Xy, ..., X, ale obserwujemy tylko Yi,...,Y,, gdzie

Y; = min(X;, a),

dla pewnej znanej liczby a. Jest to najprostszy model ,cenzurowania”. Mozna
sobie wyobrazié¢, ze X; to ,czasy zycia” elementow zas a jest horyzontem ob-
serwacji”. Dla ustalenia uwagi zalézmy, ze Xq, ..., X,, jest probka z rozktadu
Ex(0). Pojedyncza zmienna losowa Y; ma rozktad, ktory nie jest ani absolut-
nie ciggly ani dyskretny. Niemniej, ten rozktad ma gesto$¢ wzgledem sumy
miary Lebesgue’a i miary o masie 1 skupionej w a:

Ge=% dlay < a,
foly) = {e(’y dla y = a.

Istotnie, w punkcie y < a gesto$¢ zmiennej Y; jest rowna gestos$ci zmiennej X;.
Dla y = a mamy fp(a) = Pe(Y; = a) = Py(X; > a) = e %. Wiarogodnos¢
jest dana wzorem

L(0) = 0™ exp (‘92yz‘> )

gdzie s = Y"1 | y; jest suma wszystkich obserwacji zas m = > I(y; < a)
oznacza liczbe obserwacji ,nieocenzurowanych”. Stad otrzymujemy wzér na

ENW: 6 = m/s.

3.2.10 PRZYKLAD. Rozwazmy probke X, ..., X, z rozktadu Gamma(a, A).
Estymatora najwiekszej wiarogodnosci parametru « nie da sie wyrazi¢ pro-
stym wzorem ale mozna tatwo obliczy¢ numerycznie w R przy uzyciu funkcji
nlm. Poréwnajmy ENW z estymatorem otrzymanym metoda momentow
w Przyktadzie 3.1.4. Probki rozmiaru n=25 byly generowane z rozkladu
Gamma(a, \) z a = 0.5. Estymowane byly oba parametry, ale przedstawimy
tylko wyniki dla ae. Do$wiadczenie byto powtorzone m = 1000 razy. Ponizszy
rysunek przedstawia wykresy pudetkowe otrzymanych oszacowan parametru
.
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Nastepny rysunek przedstawia histogramy otrzymanych oszacowar.
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Metoda Momentéw

30

r T T T 1
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

Oszacowania a

Metoda Najwiekszej Wiarogodnosci

r T T T 1
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

Oszacowania o

Wida¢ z rysunkow, ze estymatory ENW sa ,$rednio blizsze” estymowane;j
wielkosci o = 0.5!. Pojecia wprowadzone w nastepnym podrozdziale uscislaja
i kwantyfikuja pojecie ,Sredniego bltedu” estymacji.

W do$wiadezeniach symulacyjnych ,udajemy”, ze nie znamy « i obliczamy estymatory,
a p6zniej poréwnujemy z prawdziwa wartoscia. To typowa metodologia.
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3.3 Blad sredniokwadratowy

Zajmiemy sie bardziej systematycznie teorig estymacji. Zasadnicze pytania,
na ktore chcemy odpowiedzie¢ dotycza doktadnosci estymatorow. Jaki blad
popelniamy szacujac nieznany parametr? Co to znaczy, ze estymator jest
,dobry”? Ktory z konkurujacych ze soba estymatorow uzna¢ za ,lepszy”?
Czy mozna znalez¢ estymator ,najlepszy”?

Tak jak zwykle, rozwazamy model statystyczny, a wiec losowa obserwacje X
i rodzine {Py;0 € O} rozkladow prawdopodobienstwa. Zadanie estymacji
sformutujemy doktadniej niz w poprzednim podrozdziale. Przypus$émy, ze
chcemy estymowa¢ parametr 6 lub liczbe ¢(0), gdzie g : © — R jest znana
funkcja (ale argument 6 jest nieznany)?. Estymatorem g(6) moze by¢ dowolna
statystyka g : X — R. Staramy sie znalez¢ taki estymator, dla ktérego maty
jest ,blad przyblizenia”. Chcemy, zeby roznica

9(X) —9(0),

miala mozliwie maly wartos¢ bezwzgledna dla kazdego 6. Sa dwie trudnosci.
Po pierwsze, blad jest zmienng losowa. Po drugie, zalezy od parametru 6.
Jest sposOb na ominiecie pierwszej trudnosci. Skoro wielkos¢é btedu zalezy
od przypadku, to mozemy zadaé, zeby btad byl ,Srednio” mozliwie maty.
Trudno$¢ druga pozostaje: usredniony blad zalezy od parametru 6, ktory
jest przeciez nieznany.

3.3.1 DEFINICJA. Niech §(X) bedzie estymatorem g(0). Funkcje
R(0) = Eo(9(X) — 9(0))*, (0 €0),
nazywamy btedem Sredniokwadratowym (BSK ) tego estymatora.
3.3.2 Uwaga. BSK ma angielski skrot MSE (mean square error) i nazywa sie
takze funkcjg ryzyka przy kwadratowej funkcji straty. Ogolniejsza definicje

ryzyka i inne funkcje straty spotkamy pozniej. Na razie rozwazamy tylko
BSK.

2Na przyktad zalezy nam na dobrym przyblizeniu 62 albo e’, albo jednej ze wspotrzed-
nych w sytuacji, gdy 6 jest wektorem.
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3.3.3 DEFINICJA. Jedli statystyka g(X) jest estymatorem g(0) to
b(0) = Eo(9(X) —g(0)), (0 €O),

nazywamy obcigzeniem tego estymatora. Mowimy, ze estymator jest nie-
obcigzony, jesli b(0) =0, to znaczy dla kazdego 6 € ©,

Epg(X) = 9(0).

3.3.4 Stwierdzenie. Jesli R(0) jest BSK estymatora § i b(0) jest jego ob-
cigzeniem to
R(0) = Vargg(X) + b(6)*.

Dowdd. BSK jest, z definicji, rowny

Eo(3(X) — 9(0))* = Eo(9(X) — Epg(X) + Eog(X) — g(0))*
= Ep(§(X) — Epg(X))* + Ep(Eeg(X) — 9(0))*
+ 2E(g ( ) — Epg(X))(Eog(X) — g(0))
= Ep(§(X) — Eog(X))* + Eg(Eog(X) — g(0))*,

bo wartos¢ oczekiwana iloczynu mieszanego jest zerem. ]

Rozklad BSK na dwa skladniki: wariancje i kwadrat obciazenia wskazuje,
mowiac nieprecyzyjnie, na dwa odmienne 7rodta btedu estymacji.

3.3.5 PRZYKLAD (Nieporéwnywalne estymatory). Rozwazmy ciag obser-
wacji X1, ..., X, bedacy probka z rozkladu N(u,1). Wiemy, ze wariancja
jest rowna 1 i jedynym nieznanym parametrem jest p. Sprobujmy poréwnaé
,bardzo rozsadny” estymator ze ,zgadywaniem w ciemno”. Niech

fin =X, flo = 5.

Mamy, jak tatwo widzie¢, Ry(u) = 1/n i Ry(n) = (u — 5)% Estymator fiy
jest nieobcigzony, zas fio ma zerowag wariancje. Nie mozna twierdzié, ze jeden
z tych estymatoréw ma jednostajnie mniejszy BSK. Jednostajnie, to znaczy
dla wszystkich wartosci nieznanego parametru pu. Wykresy funkcji Ry i Ry
sie ,krzyzuja’.

Przyklad jest wyjatkowo jaskrawy ale nieporéwnywalnosé¢ estymatorow jest
raczej powszechnym zjawiskiem w statystyce.
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3.3.6 PRZYKLAD (Dwa estymatory wariancji rozktadu normalnego). Niech
X1,..., X, bedzie probka z rozktadu N(u,0?). Rozwazmy dwa estymatory
wariancji:

n—lZ:1
1 & _
63:52252(&—){)2

Pokazalismy juz wezesniej, przy okazji twierdzenia Fishera, ze E, ,5% = o2

i Var, ,5? = (2/(n — 1))o*. Estymator 62 ma wiec obciazenie by(6) = 0 i
ryzyko tego estymatora jest rowne

2
n—1

Rlz

Poniewaz 5? = S%(n — 1)/n, wiec wnioskujemy, ze E, ,S% = o%(n —1)/n i
Var,, ,5? = ((n —1)/n)?(2/(n — 1))o* = 2((n — 1) /n?)o*. Estymator 6 ma
wiec obcigzenie by(0) = —(1/n)o? i ryzyko

2n—1) , 1 4, 2n—1 ,

Ry=———0"+—0 0.
n? n? n?

Natychmiast mozna sprawdzi¢, ze zawsze mamy Rs < R;. Co prawda, S2
ma ujemne obcigzenie, czyli systematycznie zaniza wielko$¢ wariancji o2, lecz
z drugiej strony ma mmniejszqg wariancje niz S2, to znaczy mniejszy ,rozrzut
losowy”.

Chociaz estymator S? ma jednostajnie mniejszy BSK niz S2, przewaznie
uzywa sie nieobcigzonego estymatora wariancji S%. Wlasnosé nieobcigzonosci
jest uznawana za istotna zalete. Rzecz jasna, dla estymatora nieobciagzonego,
BSK pokrywa sie z wariancja:

R(H) = Vargg(X).

Ponizsze twierdzenie pokazuje jak mozna ,poprawiac¢” estymatory nieobcia-
zone.
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3.3.7 TWIERDZENIE (Rao-Blackwella). Jesli g(X) jest nieobcigzonym
estymatorem g(6) i T = T(X) jest statystykq dostateczng, to warunkowa
wartosé oczekiwana

9" (T) = Eo(3(X)|T)
jest nieobcigzonym estymatorem g(0) i nierdwnosé Varg(g*(T)) < Varg(g(X))
zachodzi dla kazdego 6.

Dowdd. Najpierw zauwazmy, ze g*(T) jest statystykq. Wynika to ze Stwier-
dzenia 2.3.2: poniewaz rozktad warunkowy X przy danym 7" = t nie zalezy
od 6, to wartos¢ oczekiwana definiujagca g*(7T') tez nie zalezy od 6. Nieobcig-
zono$¢ wynika ze wzoru na prawdopodobienstwo catkowite: EgEy(g(X)|T) =
E¢g(X) = g(0). Ze znanego wzoru na ,dekompozycje wariancji” wynika, ze
Vargg}(X) = VargEg(g(X)’T) + EgV&I‘g(f](X”T) 2 VaI'gEg(g(X)’T) ]

3.3.8 PRZYKEAD (Rozktad wykladniczy; ENMW (e=%¢)). Niech Xi,..., X,
bedzie probka z rozkladu Ex(). Interesuje nas estymacja funkcji g(0) =
e % =Ey(X; > a), dla danego a > 0. Estymator §(X;,...,X,,) = [(X; > a)
jest marny, ale nieobcigzony. Poprawimy go korzystajac z faktu, ze S =
Yo, X; jest statystyka dostateczna. Zadanie 12 pokazuje, ze rozklad wa-
runkowy (X1,...,X,_1) przy danym S = s jest jednostajny na sympleksie
{(@1,. . mpy) t 2 20,30 @ < s} Wobec tego g*(s) = Eg(g|S = s) =
Py(X; > alS=s)=(1—a/s)" ! dlas>aizerodla s < a. Ostatecznie,

n—1
. 1-2 dla s > q;
g°(s) = =5)
0 dla s < a.

Przyktad 3.3.5 dobitnie pokazal, ze poszukiwanie najlepszych estymatorow
jest zadaniem beznadziejnym. Jedli ograniczymy sie tylko do estymatorow
nieobcigzonych, sytuacja zmienia si¢ zasadniczo. W wielu ciekawych zada-
niach istnieje estymator najlepszy wsrod nieobcigzonych.

3.3.9 DEFINICJA. Statystyka g*(X) jest estymatorem nieobcigzonym
o minimalnej wariancgi (ENMW) wielkosci g(0), jesli
(i) g*(X) jest estymatorem nieobcigzonym g(0);

(1) dla kazdego nieobcigzonego estymatora §(X) spetniona jest nierdwnodé

Vargg*(X) < Vargg(X) dla kazdego 6 € ©.
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Estymator skonstruowany w Przyktadzie 3.3.8 w rzeczywistosci jest ENMW.
Pozostawmy ten fakt bez dowodu. Twierdzenie Rao-Blackwella czesto po-

zwala skonstruowaé¢ dobre estymatory nieobciazone, ale nie daje gwarancji,
ze s one ENMW.

3.4 Informacja Fishera i nierownos¢ Craméra-
Rao

3.4.1 DEFINICJA (Informacja Fishera). Niech X bedzie zmienng losowq
0 gestosci fg, zaleznej od jednowymiarowego parametru 6 € © C R. Funkcje

a 2
10) =FEy | =1 X
) =5 (g 108.000))
nazywamy informacjq Fishera zawartg w obserwacyi X.

Jak zwykle, gestosé fy w powyzsze]j definicji jest rozumiana w szerszym sensie,
obejmujacym rowniez zmienne dyskretne. Mamy wiec

P 2
I1(0) = / (% log fg(l’)) fo(x)dz dla zmiennej ciggtej;
(3.4.2)

2
1(0) = Z (% log fg(x)) fo(x) dla zmiennej dyskretnej.

Jezeli mowimy o informacji zawartej w wektorze obserwacji X = (Xi,...,X,)
to fp jest gestoscia laczna, zas calke nalezy rozumieé jako calke wielokrotna.

3.4.3 PRZYKLAD (Rozklady Poissona). Jesli

fo(x) =Pp(X =2x) = e_eg,

to log fo(xz) = —0 + xlog O — log(z!) i (0/00)log fp(x) = —1 + x/6. Mamy

wiec

(x=0,1,2,...)

o

m (2 f()2_2(§_1>2 0 _ 1y (X)_l
"\ gg B0 ) = 9 © T R M) Ty

=0

Ostatecznie, I(0) = 1/6.
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3.4.4 PRZYKLEAD (Rozktady wyktadnicze). Jesli
fo(x) = e, (x > 0)

to log fo(x) =logf — 0z i (0/00)log fo(x) = 1/0 — x. Teraz

o f()g—/oo L 29*9%1 =V (X)—l
9 aeog o\ T = . 0 Xz € I = VvVaryg —62.

Zatem 1(0) = 1/62.

3.4.5 Uwaga (Warunki regularnosci). Rodzina gestosci musi by¢ ,dostatecz-
nie regularna” aby pewne kroki rachunkowe w dalszych rozumowaniach byty

poprawne. Sciste sformutowanie potrzebnych zatozeni przekracza ramy na-
szego wykltadu. W duzym uproszczeniu zakladamy co nastepuje.

(i) Informacja Fishera jest dobrze okreslona. Zakladamy, ze © jest prze-
dzialem otwartym, istnieje pochodna (9/00) log fy, calka/suma we wzo-
rze (3.4.2) jest bezwzglednie zbiezna i 0 < I(f) < oo

(ii) Wszystkie gestosci fy maja ten sam ,no$nik”, to znaczy zbior {z € X :
fo(z) > 0} nie zalezy od 6.

(iii) Mozna ,przenosi¢ pochodna przed znak calki”, czyli zamieni¢ kolejnosé
operacji rozniczkowania (9/00) i catkowania [ - -du.

Sens mglistego sformutowania (iii) wyjasni sie czesciowo w trakcie dowodow.
W przypadku zmiennych dyskretnych, catke nalezy zastapi¢ przez sume.

3.4.6 PRZYKLAD. Rodzina gestosci jednostajnych:

1/ dla0 <z <80,
fe(rc)={/

0 w przeciwnym przypadku,

dla # € © =]0, 0o[. Ta rodzina nie spelia warunku (ii).
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3.4.7 Stwierdzenie. Jesli spelnione sq warunki regularnosci (3.4.5) to

(1) o log fofx) = 0,

(@) 100) = Voo (108 1) )

2

(iii) 1(0) = —Eq (% log fo(X )) :

Dowaod. Postuzymy sie uproszczona notacja, ktoéra powinna by¢ zrozumiata.
Pominiemy argumenty 6 i x, piszac f = fo(x). “Prim” oznacza wszedzie po-
chodna (0/00), za$ catkujemy wzgledem z. Teza (i) wynika z nastepujacego
rachunku:

By log fy(X) = / (log £ f

00
T fr-(]5) -

Piszac [(f') = (f f)/, zamieniliémy kolejnos¢ operacji (0/90) i [ ---du.
Punkt (ii) jest natychmiastowa konsekwencja (i). Dowdd (iii) jest podobny:

2
E,0log fo(X) = / (log /)" f

00?
S8 rhreo- ()
—— / (s ) ' = By (%bg fe(X>) ,

Zamiana kolejnosci operacji (0/00) i [ - - - dx jest tu potrzebna aby uzasadni¢
rownosé [ f = (f f)// =1"=0. m

3.4.8 Stwierdzenie. Niech X = (Xy,...,X,,) bedzie ciggiem niezaleznych
zmiennych losowych o jednakowym rozktadzie. Jezeli I,(0) jest informacjq
Fishera zawartq w n-wymiarowej obserwacji X, za$ I1(0) jest informacjq
zawartg w pojedynczej wspotrzednej Xy, to

1,(0) = nl,(6).
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Dowdd. Najtatwiej skorzystac¢ ze Stwierdzenia 3.4.7 (ii):

1(0) = ~Vary (5 You(C61) -+ (X))

= —Vary (% > log f9<Xi>>
=1

Oczywiscie, wynika to z niezaleznosci obserwacji i z faktu, ze gestos¢ kazde]
z nich jest jednakowa. [

3.4.9 TWIERDZENIE (Nierownos¢ Craméra-Rao). Zatdzmy, Ze model

spetnia warunki reqularnosci (3.4.5) i g(X) jest nieobcigzonym estymatorem
g(0). Wtedy dla kazdego 6 € ©,

Varg g(X) > o 9))2.

W szczegolnosci, jesli é(X) jest nieobcigzonym estymatorem parametru 6, to

Vargd(X) > 1/1(0).

Dowdd. Zastosujemy niero6wnos¢ Schwarza do zmiennych losowych ¢(X) i

(0/90)log fo(X):

Vary §(X) I(0) = Vary (X )Vary (% log fg(X))

> (cove <g<X>, &g fe(X)))2
= (& (3005 10500 )

_ ( [ (%Mg fe(x)) fe<x>dx)2 0

Skorzystaliémy kolejno: ze Stwierdzenia 3.4.7 (ii), nieréwnosci Schwarza i
Stwierdzenia 3.4.7 (i).
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[ i) (10 snt@)) piwrar)

- (0/00) fo() i
o)

/ %mx)fe(x)dmf _ (% / g(x)fe<x>dx)2
. (%E@(X))Q _ (%g@f.

Pierwsza réwno$¢ wynika ze wzoru (3.4.2), druga z ,przeniesienia pochod-
nej przed znak catki” na mocy warunku regularnosci (3.4.5) (iii). Wreszcie,
ostatnia réwnos$¢ wynika z zalozenia o nieobciazonosci estymatora. U

Nier6wno$¢ Craméra-Rao stwierdza, ze funkcja ryzyka kazdego nieobciazo-
nego estymatora nie moze nigdzie by¢ mniejsza od pewnej ustalonej funk-
cji. Istnieje granica jakosci nieprzekraczalna dla wszystkich estymatorow
nieobcigzonych. Jesli ryzyko jakiegos estymatora nieobcigzonego jest rowne
dolnemu oszacowaniu Crameéra-Rao, to jest oczywiste, ze jest to estymator
najlepszy wérod nieobcigzonych, a wiec ENMW.

3.4.10 Wniosek. Jesli g( X, ..., X,,) jest nieobcigzonym estymatorem g(0),
obliczonym na podstawie niezaleznej probki losowej X1, ..., X, to

Vargg (X, ..., Xn) > (s/[(le(?) ,

pod warunkiem, zZe spetnione sq zatozenia reqularnosci (3.4.5).

Jako$¢ nieobcigzonego estymatora parametru # mozna ocenié, poréwnujac
wariancje tego estymatora z dolnym ograniczeniem Crameéra-Rao. Wielkosé
1/1,(0) jest po prostu wygodnym punktem odniesienia. Co prawda warian-
cja ENMW czesto jest wieksza niz 1/1,(0), ale moze by¢ bardzo trudna do
obiczenia. Poza tym ENMW moze w ogole nie istnie¢. Te same uwagi doty-
cza nieco ogolniejszej sytuacji, kiedy estymujemy pewna funkcje parametru.
Dlatego przyjmiemy nastepujaca definicje:
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Efektywno$é nieobcigzonego estymatora ¢ wielkosci g(6) okreslamy jako

L (d)
*M9) = ars @) 0

Uzyteczne jest tez pojecie efektywnosci wzglednej dwoch estymatorow. Jesli
g1 1 g2 sa nieobciazone to
A Varg(gz)
ef(91,92) = 77
9592) = Vary(3)
nazywamy efektywnosciq estymatora ¢ wzgledem go. Oczywiscie, ef(g1, g2) =
ef(g1)/ef(ga).

Jesli spelniona jest nierownos$¢ Craméra-Rao, to ef(g) < 1 dla kazdego es-
tymatora nieobcigzonego. Jesli ¢ = ENMW(g) to moze sie zdarzyé, ze
ef(g) = 1 ale tez moze by¢ ef(§) < 1. Zwré¢my jeszcze uwage na to, ze
ef(g) jest na ogol funkcja parametru 6 (a nie liczba).

3.4.11 PRZYKLAD (Rozklad Poissona; ENMW(0)). Niech Xy,..., X, be-
dzie probka z rozkladu Poiss(6), gdzie 6 > 0 jest nieznanym parametrem.
Srednia z probki X jest ENMW (0). Istotnie, wiemy, ze I,,(6) = nI(0) = n/0.
Estymator X jest nieobcigzony i jego wariancja jest rowna dolnemu ograni-
czeniu Craméra-Rao, bo
_ 0 1
Varg(X) = — = ——.
aro(X) =2 = T

Kazdy inny estymator nieobciazony musi wiec mie¢ wariancje nie mniejsza,
niz wariancja X.

3.4.12 PRZYKLEAD (Rozklad wykladniczy; ENMW(1/6)). Niech Xi,..., X,
bedzie probka z rozktadu Ex(0), gdzie 8 > 0 jest nieznanym parametrem.
Srednia z probki X jest ENMW(1/6), bo

v 1 (/e

X)=— =",

Varg(X) YD 7.(0)

Stosujemy tu Wniosek 3.4.10 do funkcji g(6) = 1/6. Wiemy, ze I,(0) =
nl (6) = n/6%. Srednia z probki jest estymatorem efektywnym, to znaczy
ma efektywnosé 1.
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Twierdzenie 3.4.9 nie daje uniwersalnej metody sprawdzania, ze estymator
jest ENMW. Pokazuje to nastepny przyktad.

3.4.13 PRZYKLAD (Rozklad wykladniczy; ENMW(6)). Tak jak poprzednio,
niech X7, ..., X,, bedzie probka z rozkladu Ex(#). Naturalnym estymatorem
parametru 6 jest 1/X, ale jest to estymator obcigzony. W istocie, zmienna
losowa Y = > X; ma rozktad Gamma(n, ), wiec

1 >©1 o o on 0
E —_— = — n—1 —09yd = n—2 _Gyd - .
% /0 y(n—l)!y ¢ y /0 (n—l)!y ¢ y n—1

Widzimy, ze E¢(1/X) = n/(n — 1). Latwo zmodyfikowaé¢ nasz wyjsciowy
estymator tak, zeby “usuna¢ obciazenie™
n—1 n-1

0 — — _
Y nX

jest estymatorem nieobcigzonym. Co wiecej, § = ENMW(6), choé to trudnie]
pokazac. Zaakceptujmy ten fakt bez dowodu. Zbadajmy, jaka jest wariancja
f. Podobnie jak poprzednio, obliczamy

1 © 1 gn 92
E,— — - n—1 79yd — )
'y2 /0 2o-1Y ¢ YT Dm -2

Stad Eg(0%) = 602(n—1)/(n—2) i Vargd = 62/(n—2). Dla rodziny rozkladow
wyktadniczych znamy nformacje Fishera, I;(0) = n/6*. Mozemy teraz po-
roOwnaé wariancje z ograniczeniem wynikajacym z nieréwnosci Crameéra-Rao.

62 62 1

Var99:n_2 >E: Lo

Niero6wno$c jest ostra. ENMW nie osigga dolnego ograniczenia Craméra-Rao.

~

Mamy ef(f) =n/(n —2) < 1.
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3.5 Zadania

1. Samoloty bombowe przedzieraja sie przez dwie linie obrony przeciwlotniczej.
Kazdy samolot, niezaleznie od pozostatych, z prawdopodobieristwem 6 moze
zostaé stracony przez pierwsza linie obrony. Jesli pokona pierwsza linie, z
prawdopodobieristwem 6 moze zostaé¢ stracony przez druga linie. Prawdopo-
dobienistwo 6 jest nieznane. Sposrod n = 100 samolotow, K7 = 40 zostato
straconych przez pierwsza linie, a dalszych Ko = 20 zostato straconych przez
druga linie.

(a) Oblicz wiarogodnosé dla zaobserwowanych wartosci K i Ky, czyli £ =
Py( Ky = 40, K» = 20).

(b) Podaj estymator najwickszej wiarogodnosci parametru 6.

A~

2. W modelu Hardy’ego-Weinberga, Przyklady 3.1.2 i 4.2.4, pokazaé, 8 =
ENW(0) jest ENMW.

Wskazdwka: Obliczyé Varf i poréwnaé z dolnym ograniczeniem Craméra-
Rao.

3. Niech X1,...,X, bedzie probka z rozktadu N(u, 0?), z nieznanymi parame-
trami p i 0. Dobraé stata c tak, zeby & = ¢S byt estymatorem nieobcigzonym
odchylenia standardowego o. Jak zwykle, S? jest nieobcigzonym estymato-
rem wariancji (Przyklad 3.3.6), zas S = v/S2.

4. Niech X ~ Bin(n, #) bedzie liczba sukcesow w schemacie Bernoulliego. Ob-
liczy¢ i porownaé MSE dwoch estymatorow: ENW 6 = X/n oraz 6 =
(X+1)/(n+2).

Uwaga: W Czesci V okaze sie, ze 0 jest estymatorem Bayesowskim przy
jednostajnym rozktadzie a priori.
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Rozdzial 4

Asymptotyczne wlasnosci
estymatorow

Zajmiemy sie teraz sytuacja, kiedy rozmiar probki Xy, ..., X, jest duzy.
Wtiasnoéci asymptotyczne sa to, z matematycznego punktu widzenia, twier-
dzenia graniczne, w ktérych n dazy do nieskoriczonosci. W praktyce, te
twierdzenia opisuja w przyblizeniu zachowanie estymatorow dla ,dostatecznie
duzych” probek. Niestety, teoria asymptotyczna (przynajmniej w najprost-
szej swojej postaci) nie dostarcza informacji o tym, jek duza powinna by¢
probka, zeby przyblizenie byto dostatecznie dobre.

Wyobrazmy sobie (potencjalnie) nieskoniczony ciag obserwacji Xy, ..., X,,.. ..
Ograniczymy sie do rozpatrzenia sytuacji, kiedy obserwacje sa niezaleznymsi
zmiennymi losowymi o jednakowym rozktadzie (zaleznym, jak zwykle, od
nieznanego parametru). Przez estymator rozumiemy funkcje zalezaca od
poczatkowych n obserwacji Xi,...,X,. Faktycznie, moéwiac o ,estymato-
rze”’ bedziemy mieli na mysli cigg estymatorow g(Xy,...,X,), gdzie n =
1,2,.... Niekiedy bedziemy pisali g, = §(X1,...,X,), zeby uwidoczni¢ roz-
miar probki. Na przyktad,

o1& 1< - 1 o
Xn:ﬁ;Xis Sp=-> (Xi-X)%  Si= > (X=X,

i tym podobnie.

65
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4.1 Zgodnosé

4.1.1 DEFINICJA. Estymator §(X1,...,X,) wielkosci g(0) jest zgodny,
jesli dla kazdego 6 € O,

lim Py (|g(X1, ..., Xy) — g(0)] <€) =1,

n—0o0

dla kazdego € > 0. Estymator jest mocno zgodny, jesli

P, (hm G(X0, . X)) = g(9)> ~1. O

n—oo

Zgodnosé (mocna zgodnosé) znaczy tyle, ze
9( X1, ..., X)) — g(0), (n — o0)

wedlug prawdopodobieristwa (prawie na pewno). Innymi slowy, estymator
jest zgodny, jesli zmierza do estymowanej wielko$ci przy nieograniczonym po-
wiekszaniu probki. W $wietle twierdzenia Gliwienki-Cantelliego wydaje sie
jasne, ze od kazdego ,,rozsadnego” estymatora powinni§my oczekiwa¢ mocnej
zgodno$ci. W istocie, niemal wszystkie rozwazane przez nas estymatory sa
mocno zgodne (wyjatkami sa specjalnie dobrane ,glupie” estymatory kon-
struowane dla zilustrowania pewnych osobliwosci).

4.1.2 PRZYKEAD (Momenty z probki). Srednia z probki, X, jest mocno
zgodnym estymatorem wartosci oczekiwanej pu(0) = EyX; dla kazdej rodziny
rozktadow prawdopodobienistwa takiej, ze p(6) jest dobrze okreslone. Zbiez-
no$¢ X, —pn w(0) wynika po prostu z Mocnego Prawa Wielkich Liczh
(MPWL). Podobnie, S’Z i S2 s3 mocno zgodnymi estymatorami wariancji
0%(0) = VaryX,. Wystarczy zauwazy¢, ze S2 = SV X2/n — X2 i S2 =
S2n,/(n — 1) i znowu powolaé sie na MPWL.

4.1.3 PRZYKLEAD (Rozktady Pareto). Niech X, X,..., bedzie probka z
rozkladu Pareto(a, A). Z definicji, jest to rozklad o dystrybuancie F, \(x) =
1 —X¥/(x—XN)*dlax > 01i gestosci

aX/(x — Nt dla z > 0;
£ = { /(@ =X)
0 Wpp.
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Jesli @ > 1, to warto$¢ oczekiwana rozktadu Pareto jest rowna A/(a — 1).
Jedli a > 2, to wariancja jest rowna aA?/((a — 1)*(a — 2)). To latwo mozna
obliczy¢ metoda catkowania przez czesci. Dla o < 1, wartos¢ oczekiwana jest
nieskoniczona. Dla o < 2, wariancja nie istnieje.

Metoda momentéw prowadzi do nastepujacych estymatoréw parametrow v i
Al .
255 . A _
Ay = m, )‘n = (O(n — 1)Xn

Jesli ograniczymy sie do rozkladow Pareto majacych skonczona wariancje,
czyli rozpatrzymy rodzine {Pareto(a, \),a > 2, A > 0}, to estymatory sa
mocno zgodne: &, —pn o i j\n —pn. A. Wynika to z MPWL, podobnie
jak w poprzednim przyktadzie. Dla o < 2 sytuacja si¢ zmienia: wariancja
rozkladu Pareto nie istnieje i nie nalezy oczekiwaé, ze metoda momentow
da przyzwoite wyniki. W istocie, dla kazdego o < 2 mamy &, —p, 2
przy n — oo. (latwo to uzasadni¢ dla 1 < a < 2, bo wtedy S*g —p.
> i X, —pn M (a —1)). Podsumowujac, estymatory otrzymane metoda
momentow nie sq¢ zgodne, jeSli rozpatrujemy rodzine wszystkich rozktadow
Pareto {Pareto(a, A),a > 0, A > 0}.

Estymatory najwiekszej wiarogodnosci sg zazwyczaj mocno zgodne. Dowody
(mocnej) zgodnosci wykorzystuja (mocne) PWL, ale szczegoly moga byé
zmudne. Nie bedziemy sie przy tym zatrzymywali, bo zgodno$¢ (nawet w
mocnym sensie) nie jest specjalnie satysfakcjonujaca wlasnoscia estymatora.
Jest zaledwie minimalnym zadaniem, ktore powinien speliaé¢ kazdy ,przy-
zwoity” estymator.

4.2 Asymptotyczna normalnosé

4.2.1 DEFINICJA. Mowimy, zZe estymator §(Xi,...,X,) wielkosci g(0)
jest asymptotycznie normalny, jesli dla kazdego 0 € O istnieje funkcja
a2(0), zwana asymptotyczng wariancjq, taka ze

Vi (9(Xa, ..., X,) — g(0)) —a N(0,07(6)), (n — o00).
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Estymator jest asymptotycznie normalny, jesli

n—oo

lim Py (% (9(X1,....X,) —9(0)) < a> = ®(a).

Mowiac jeszcze inaczej, rozktad prawdopodobieristwa statystyki g( X7, ..., X,,)
jest dla duzych n zblizony do rozkladu

N <g(9), ”2729)> .

Jesli estymator jest asymptotycznie normalny, to jest zgodny, cho¢ nie musi
by¢ mocno zgodny. Zazwyczaj dla estymatora asymptotycznie normalnego
mamy

TLILIEO]EQQ(XM s aXTL) = g(e)a
lim nVarpg(Xi, ..., X,) = o*(0),

n—oo

(4.2.2)

ale te relacje nie wynikajg z Definicji 4.2.1. Chodzi o to, ze zbieznos¢ wedlug
rozkladu nie pociaga za soba zbieznosci wartosci oczekiwanych ani wariancji.
Kontrprzyktady maja jednak dos¢ “patologiczny” charakter i nie bedziemy ich
przytaczac.

Dlaczego oczekujemy, ze wariancja aproksymujacego rozkladu normalnego
jest odwrotnie proporcjonalna do rozmiaru probki n? Najprostsza statystyka
jest Srednia z probki. Centralne Twierdzenie Graniczne (CTG) mowi, ze

Vi(X, — p) —a N (0,07),

gdzie 111 02 oznaczaja warto$¢ oczekiwang i wariancje pojedynczej obserwacji
X;. Asymptotyczna wariancja 0?/n pokrywa sie w tu po prostu z wariancja
statystyki X. Dla wielu innych statystyk, asymptotyczna normalnoéé¢ wraz
z odpowiednig postacig asymptotycznej wariancji daje sie tez wywnioskowaé
z CTG. Pomocny jest nastepujacy lemat.

4.2.3 Lemat (Metoda delta). Jezeli dla ciggu zmiennych losowych T,, mamy
V(T —p) —a N(0,0%) prayn — oo i h : R — R jest funkcjq rézniczkowalng
w punkcie [, to

V(AT = b)) —a N(0,0* (1 (1))°).
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Dla uproszczenia odstapilismy chwilowo od notacji, jawnie wskazujacej na
zaleznos¢ rozktadow prawdopodobienstwa od nieznanego parametru. W za-
stosowaniach zaréwno p jak i 02 beda funkcjami parametru 6.

Dowdd. Rozwinimy funkcje h zgodnie ze wzorem Taylora, uwzgledniajac tylko
wyrazy rzedu zerowego i pierwszego. Reszte oznaczymy przez r(t):

h(t) = h(u) + K (p)(t — p) +7(t),  gdzie tr(t)

— 0, (t— p).

Wstawmy teraz zmienng losowa 7,, w miejsce ¢ i pomno6zmy rownanie przez
/n. Dostajemy

VI (h(Tw) = h(1)) = B (VAT — 1) + /ar(T). (+)
Bezposrednio z zalozenia wynika, ze
W (u)Vn(T, — 1) —a N(O, 02(h’(u))2)- ()

Pozostaje zaja¢ sie wyrazem zwigzanym z reszta we wzorze (). Pokazemy,
ze

Var(T,) = 0, (n— ) (35 )
Istotnie, )
r(T,
vor(T,) = T — M\/E(Tn — ).

Poniewaz T,, —p p, wiec r(1,)/(T, — ) —p 0. Z kolei \/n(T,, — ) —q
N(0,0?). Na mocy Lematu Stuckiego, iloczyn zmiennych losowych zbieznych
wedlug prawdopodobienstwa do zera i zmiennych zbieznych wedtug rozktadu

dazy wedtug prawdopodobienstwa do zera. Ostatecznie, teza lematu wynika
z (%), (%) 1 (k% %). O

4.2.4 PRZYKEAD (Model Hardy’ego-Weinberga). Wro¢my do Przyktadu
3.1.2. Obserwujemy trojke zmiennych losowych (Ny, Ny, N3) o rozkladzie
wielomianowym Mult(n, pi, ps, p3), gdzie p; = 6% py = 20(1 — 0) i p3 =

(1 —6)2: Niech
i— M
—.
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Asymptotyczna normalno$é¢ estymatora 6 wynika z zastosowania metody
delta do funkcji h(z) = /7, gdyz Va(Ni/n — p1) —a N0, pi(1 — p1)) na
mocy CTG. Poniewaz (h/(p1))? = 1/(4p1), wiec

1

V(0 — 0) —q N(o, L1- 92)).

4.3 Efektywno$é

4.3.1 TWIERDZENIE (Asymptotyczna normalnos¢ ENW). Rozwazmy
rodzine gestosci { fo : 0 € O} spetniajgcq warunki reqularnosci (3.4.5). Niech
X1,..., X, ... bedzie probkq z rozktadu o gestosci fo,. Zaktadamy, ze © C R
i Oy jest punktem wewnetrznym zbioru ©. Niech 6, = é(Xl, .., X,) bedzie
ciggiem estymatordw takich, ze Y\ (0/00)log f3 (X;) =0 i 0, —p Op.

Wtedy
Jn (én - 90) —a N(0,1/L,(60)),  (n— o).

Szkic dowodu. Jak zwykle, ,prim” oznacza¢ bedzie r6zniczkowanie wzgledem
parametru 6. Niech ¢'(0) = >"7(9/00)log fs(X;). Napiszmy rozwiniecie tej
funkcji wynikajace z wzoru Taylora: ¢'(0) = ¢'(6p) + ¢"(60)(0 — 6y) + r(0).
Biorac pod uwage zalozenie (i), mozemy napisaé

0="0(6,) = (00) + " (0) (0, — 00) + r(0,,).

Poniewaz 6, — 0y, wiec reszta T(én) jest mata w porOéwnaniu z pierwszymi
wyrazami rozwiniecia. Zaniedbujac reszte otrzymujemy przyblizong rownos¢
0, — 0p ~ —0'(00)/0"(0p). Innymi stowy,

; '(6o)/ v/

0, —0y) =~ ——————. *

\/ﬁ< 0) e;/(eo)/n ( )

Zarowno ('(0y), jak i £"(6y) sa sumami niezaleznych zmiennych losowych o
jednakowym rozkltadzie. Zastosujmy CTG do licznika we wzorze (x):

8/8‘9) 1Og f00 (XZ)
\/ﬁ

0'(60)/v/n = 2 —q N(0, I1(6y)),
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bo zmienne losowe (0/00) log fp,(X;) sa niezalezne, maja wartos¢ oczekiwana
zero i wariancje I;(6p) na mocy Stwierdzenia 3.4.7 (i-ii). Z kolei PWL, za-
stosowane do mianownika we wzorze (x), daje

n

(60)fn = (0 106 10 fo,(X.) — ~ (00,

1

na mocy Stwierdzenia 3.4.7 (iii). Prawa strona (%) zachowuje sie w granicy
tak, jak zmienna o rozktadzie N(0, [;(6y)) podzielona przez stata I;(6y). Ma
wiec graniczny rozktad N(0, I;(6y)7").

Idea dowodu jest prosta. Nieco zmudne jest tylko uzasadnienie tego, ze
rzeczywiscie mozna zaniedbaé reszte we wzorze Taylora. O]

Twierdzenie 4.3.1 obejmuje estymatory najwiekszej wiarogodnosci takie, ze
¢(6,) = 0. Wyklucza to ENW(0) w Przykladzie 3.2.8 (dla rodziny rozkla-
dow jednostajnych). Zadanie 6 w Rozdziale 1 pokazuje, ze ten estymator
nie jest asymptotycznie normalny. Estymator w Przykladzie 3.2.7 (rozklady

Laplace’a) jest asymptotycznie normalny, mimo nier6zniczkowalnosci funkcji

L.

~

Jesli rozwazamy estymacje wielkosci g(6) to przyjmujemy 2 definicji, ze g(0) =
ENW(g(0)), gdzie 8 = ENW(0). Z Twierdzenia 4.3.1 i Lematu 4.2.3 (delta)
otrzymujemy natychmiast asymptotyczna normalnos¢ tego estymatora:

4.3.2 Wniosek. Przy zaltozeniach Twierdzenia 4.3.1, jesli g jest funkcjq roz-
niczkowalng, to

Vi (9(0,) = 9(6)) —a N (o, ggfg) ) . (n—oo).

4.3.3 TWIERDZENIE (Asymptotyczna efektywnos¢ ENW). Rozwazmy
rodzine gestosci { fp: 0 € O} spetniajgcq warunki reqularnosci (3.4.5). Niech
Xi,..., Xn, ... bedzie probkq z rozktadu o gestosci fy. Niech g, = §(X1,...,X,)
bedzie ciggiem estymatorow rézniczkowalnej funkeji g(0). Jezeli dla kazdego

0

)

\/ﬁ(gn - 9(9)) —d N(ng2(6))’ (n - OO),
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to nieréwnosé

zachodzi dla wszystkich 0 z wyjgtkiem, byé moze, zbioru o mierze Lebesque’a
zero.

Pominiemy dowo6d. Poréwnajmy Twierdzenie 4.3.3 1 Wniosek 4.3.2. W pew-
nym uproszczeniu mowig one, ze estymatory najwiekszej wiarogodnosci maja
najmniejsza mozliwa wariancje asymptotyczng. Mowi sie, ze sg one asymp-
totycznie efektywne.

Niech g = g, = §(X1,...,X,) bedzie estymatorem asymptotycznie normal-
nym, \/n(g, — g(0)) —a N(0,0%()). Jego asymptotyczna efektywnosé
okreslamy jako

(9'(9))°

as.ef(g) = — VAGE

Jest to oczywista modyfikacja definicji ,zwyktej” efektywnoéci: role warian-
cji estymatora nieobciazonego przejeta asymptotyczna wariancja estymatora
asymptotycznie normalnego. Poniewaz zaktadamy, ze obserwacje Xq,..., X,
tworza ciag i.i.d. to zgodnie ze Stwierdzeniem 3.4.8 mamy I,,(0) = nl;(0).
Asymptotyczna efektywnosé wzgledna dwoch estymatorow jest okreslona ana-
logicznie. Jedli ¢ = gnl ig = QHQ) sa asymptotycznie normalne i maja
asymptotyczne wariancje odpowiednio o7 (6) i o5(f), to

6)
6)

Q
NN
—~

as.ef (g1, g2) =

Q
—N

Oczywiscie, as.ef(gr,ge) = as.ef(g1)/as.ef(g2). Pojecie wzglednej efektyw-
nosci asymptotycznej ma bardzo intuicyjna interpretacje. Wyobrazmy so-
bie, 7e as.ef(§1,G2) = 3. Wtedy estymatory 957 = g1(X1,..., Xn) i 45 =
Go(X1, ..., X3,) maja w przyblizeniu ten sam rozklad N(g(6),0%(0)/n) =
N(g(0),02(0)/(3n)). To znaczy, ze estymator go potrzebuje trzykrotnie wie-
cej danych niz g, zeby osiagna¢ podobng doktadnos¢. Krotko mowiac, jest
trzykrotnie mniej efektywny.
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4.3.4 PRZYKLAD (Estymacja prawdopodobienstwa braku szkod; rozklad
Poissona). Niech X7, ..., X, bedzie probka z rozkladu Poiss(6), gdzie 6 > 0.
W naukach aktuarialnych, rozklad Poissona czesto opisuje liczby szkod w
poszczegdlnych latach (dla pojedynczej polisy ubezpieczeniowej lub dla grupy
polis). Interesujaca wielkocia jest e™?, poniewaz jest to prawdopodobien-
stwo, ze w ciaggu roku nie bedzie zadnych szkéd. Zajmiemy sie zagadnieniem
estymacji funkcji
g(0) = e =Py(X; = 0).

Rozpatrzmy dwa estymatory:

_ liczba lat w ktorych nie bylo szkod
N liczba lat

)

1
== I(X;=0)
=1
go =e X = ENW(c ™).
Mamy

\/ﬁ(gl — g(@)) —q N(0, 0%), gdzie 0% = Vargl(X; =0) = e_e(l — e_e);
V(32— 9(0)) —a N(0,03),  gdzie 03 = (¢/(9))"VargX, = e 0.

Asymptotyczna normalno$é¢ g; wynika wprost z CTG dla schematu Bernoul-
liego (za sukces uwazamy obserwacje rowna zeru). Do g, mozemy zastosowac
Lemat 4.2.3. Estymator najwiekszej wiarogodnosci g, jest asymptotycznie
efektywny, as.ef(go) = 1. Wzgledna efektywnosé¢ asymptotyczna jest dana

wzorem ) o2 ;
o e
as.ef(§1, o) = —= = =
(91,92) o2 e f(l—e?) -1

i oczywiscie as.ef(g1) = as.ef(g1,g2) < 1. Dla malych 6 (czyli dla malej
czestosci szkod) efektywnosé obu estymatoréw jest zblizona: 6/(e? — 1) — 1
przy 6 — 0. Dla duzych 6 estymator gs jest wyraznie lepszy niz g;.

Nie nalezy pochopnie dyskwalifikowaé estymatorow mniej efektywnych. Moga
odznaczaé sie innymi zaletami. W rozpatrywanym modelu estymator g, jest
bardziej efektywny niz g;. Wyobrazmy sobie jednak, ze wysoko$é roszczen
ma rozktad inny, niz rozktad Poissona. Estymator g; bedzie w dalszym ciagu
zgodnym estymatorem Py(X; = 0), bo nie wykorzystuje zalozenia o postaci
gestosci. Natomiast go faktycznie estymuje wielko$é¢ exp(—EyX;), ktora jest
na ogot rozna od Py(X; = 0), jesli rozklad nie jest rozkladem Poissona.
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4.3.5 Stwierdzenie (Asymptotyczna normalno$é¢ kwantyli probkowych).
Niech X1, X, ... bedzie probkq z rozktadu cigglego o gestosci f(x). Zatdzmy,
ze & jest kwantylem rzedu p tego rozkladu, gestosé jest ciggta w & i f(€) > 0.
Jesl én jest kwantylem z probki to

SN (N (ET) R

Przypomnijmy, ze oznaczamy mediang symbolem med, a mediang z probki
symbolem med.

4.8.6 PRZYKEAD (Srednia czy mediana z probki?). Dla symetrycznych roz-
ktadéw prawdopodobieristwa warto$¢ oczekiwana pokrywa sie z mediana. Po-
wstaje pytanie, czy wybra¢ srednig z probki, czy mediane z probki, do es-
tymacji ,$rodka rozktadu”. Odpowiedz zalezy od rodziny rozktadow, z ktora
mamy do czynienia.

(i) Rozktady normalne. Rozwazmy probke z rozktadu N(u,0?). Tutaj u jest
warto$cig oczekiwang i jednocze$nie mediang. Mamy

V(X = 1) —a N (0,0%),  y/n(med — 5) —q N <0, %“2) ,

zgodnie ze Stwierdzeniem 4.3.5, bo gestos¢ rozkladu N(u,0®) w punkcie p
jest rowna (2m)"1/20~1. Srednia X jest ENW i jest estymatorem efektywnym,
as.ef X = 1. Efektywnos$¢ mediany jest mniejsza:

~ 2
as.ef(med) = — < 1.
7T

(ii) Rozktady Laplace’a. Rozwazmy probke prosta z rozkladu Lapl(u, \).
Jest to rozktad symetryczny, o wartosci oczekiwanej i medianie p. Nietrudno
przekona¢ sie, ze wariancja pojedynczej obserwacji jest réwna 2/A%. Mamy
teraz

Vii(X = 1) = N (0, %)  ifmed — ) —g N (0, %) .
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Wynika to, odpowiednio, z CTG i ze Stwierdzenia 4.3.5. Dla rozkladow
Laplace’a med = ENW(p) i as.ef(med) = 1 (Zadanie ?77). Srednia jest mniej
efektywnym estymatorem g niz mediana probkowa:

as.ef(X) = 1/2.

(iii) Rozktady Cauchy’ego. Dla probki z rozkladu Cauchy(a,d), mediana
z probki jest zgodnym i asymptotycznie normalnym estymatorem ,$rodka”
rozktadu, czyli a. Stwierdzenie 4.3.5 daje

N 472
vn(med —a) — N (O, ?) :
Zadanie 77 pokazuje, ze Srednia z probki ma taki sam rozktad jak pojedyncza
obserwacja: X ~ Cauchy(a,d). Zatem X nie jest zgodnym estymatorem a.
Oczywiscie, zwigzane jest to z faktem, ze rozktad Cauchy’ego nie ma wartosci
oczekiwanej ale ma mediane a.

4.4 Zadania

1. W modelu Hardy’ego-Weinberga, obliczy¢ asymptotyczng efektywnosé esty-
matoréow z Przyktadu 3.1.2.

2. Niech Xi,..., X, bedzie probka z rozktadu U(0, #), z nieznanym parametrem
6 > 0, Przykiad 3.2.8. Skonstruowac estymator nieobcigzony parametru ¢
postaci 0, = ¢, max(Xy,...,X,) z odpowiednio dobrang stalg c,,.

(a) Obliczy¢ Vargf, i limy,_,con®Vargf,,.

(b) Obliczy¢ Vargén i lim,,_oonVargf, dla innego nieobciazonego estyma-
tora, 0, = 2X,.

(¢) Poda¢ rozktady graniczne n(6,, —0) i v/n(6,,—6). Poréwnaj z Zadaniem
6 w Rozdziale 1.
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Rozdzial 5

Przedzialy ufnosci

Pojecie przedzialu ufnosci precyzuje idee estymacji z okreslona doktadnoscia.
Zamiast pojedynczego oszacowania nieznanego parametru, podajemy gorna
i dolnag granice oszacowania. Nie mozemy co prawda zagwarantowaé, ze
parametr lezy na pewno miedzy tymi granicami. Mozemy wymagac, by tak
byto z odpowiednio duzym prawdopodobienstwem.

5.0.1 DEFINICJA. Niech g(0) bedzie funkcjq nieznanego parametru. Roz-
wazmy dwie statystyki g = g(X) i g = g(X). Mowimy, ze [g,7] jest prze-
dziatem ufnosci dla g(0) na poziomie ufnosci 1 — «, jesli

Py (g(X) < 9(0) <g(X)) > 1-a

dla kazdego 6.

Typowo, « jest mala liczba, na przyktad 1 —a = 0.95 lub 1 — a = 0.99.
Zauwazmy, ze warunek Py(g(6) € [g9,9]) = 1 — a nalezy rozumie¢ tak: lo-
sowy przedzial [g, §] pokrywa nieznang liczbe g(6) z duzym prawdopodobien-
stwem”. Jesli obliczone z probki wartosci statystyk sa rowne, powiedzmy,
g =517 = 8, to nie ma sensu sformutowanie “wielkos¢ ¢(f) nalezy do
przedziatu [5,8] z prawdopodobieristwem 1 — o”! Doswiadczenie losowe juz
zostalo wykonane i zakonczyto sie albo ,sukcesem” (to znaczy zaszto zdarze-
nie losowe ¢(0) € [g,g]) lub ,porazka” (g(d) & [g,7]). Osobliwo$¢ sytuacji
polega na tym, ze nie wiemy, ktora z tych ewentualnosci ma miejsce.

7
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5.1 Przyktady

Rozpatrzymy typowe i wazne przyktady konstrukcji przedziatéw ufnosci w
modelu normalnym.

5.1.1 PRZYKEAD (Przedzial ufnosci dla $redniej w modelu normalnym).
Niech X1, ..., X, bedzie probka z rozktadu N(u,o?).

(i) Znana wariancja. Zaktadamy, ze znamy o2 i tylko u jest nieznanym
parametrem. Poniewaz -
X —p
o/vn
wiec jesli z jest kwantylem rzedu 1—«/2 standardowego rozktadu normalnego
N(0,1), to mamy P,(]\/n(X — p)/o| < 2) = ®(z) — &(—2) = 1 — o. Innymi
stowy,

~ N(0, 1),

- oz oz
Przedzial ufnoéci dla p ma zatem postaé¢ [X — oz//n, X + 0z/+/n], gdzie
2 =17Z1-a/2-

(ii) Nieznana wariancja. Zalozymy teraz, ze wariancja o rozktadu normal-
nego jest nieznana. Interesuje nas przedzial ufnosci dla p. Niech S? =
S (X;—X)?/(n—1) bedzie zwykle stosowanym nieobcigzonym estymatorem
wariancji i S = v/S2. Wiemy, ze

X—up
S/v/n

gdzie t(n — 1) jest rozkladem t-Studenta z n — 1 stopniami swobody (zobacz
Whiosek 2.2.6 w Rozdziale 2). Jesli wige ¢ jest kwantylem rzedu 1 — /2 to
P,o(lvn(X —p)/S| <t) =1— a. Innymi stowy,

~t(n—1),

IS .St
PM,U(X——<M<X+%):1—04.

Przedzial ufnoéci ma posta¢ [X —St/\/n, X +5t/y/n], gdzie t = t1_q/2(n—1).

Przedstawimy takie przedziaty dla 20 symulowanych probek.
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nr. do$wiadczenia  przedziat > p 7

1 [4.62, 5.16] 0
2 [4.59, 5.73| 0
3 [4.91, 5.46] 0
4 [4.59, 5.53] 0
5 [4.72, 5.51] 0
6 [4.86, 5.95] 0
7 [4.54, 5.64] 0
8 [4.40, 5.46] 0
9 [4.85, 5.61] 0
10 [4.48, 5.71] 0
11 [4.66, 5.73] 0
12 [4.68, 5.51] 0
13 [4.48, 5.75] 0
14 [4.16, 5.08] 0
15 [4.46, 5.38] 0
16 [4.42, 5.11] 0
17 [4.29, 4.94] 1
18 [4.79, 5.77] 0
19 [4.47, 5.44] 0
20 [4.86, 5.63] 0

Probki rozmiaru n = 20 byly generowane z rozktadu N(u,0?). Prawdziwe
wartosci parametrow uzyte w symulacjach to u =510 = 1. Na 20 do$wiad-
czen pokazanych w tabelce, raz zdarzylto sie (dla 17-tej probki), ze przedzial
nie zawieral pu.

Rysunek przedstawia 100 do$wiadczen, wérdd ktorych zdarzyto sie sze$é ,,po-
razek”. Sa one wyr6znione przerywana linig i kolorem czerwonym.
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Przedzialy ufnosci t—Studenta na poziomie 95%
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5.1.2 PRZYKLAD (Przedzial ufnodci dla wariancji). Rozwazamy ten sam
model, co poprzednio. Mamy probke X7, ..., X, z rozktadu N(u,o?) z nie-
znanymi parametrami p i 0. Zajmiemy sie teraz konstrukcja przedzialu
ufnosci dla o2, Wiemy, ze

(n—1)52

o2 NX2(n_ 1)

(Twierdzenie Fishera, 2.2.4). Niech ¢; i ¢ beda kwantylami rzedu, odpowied-
nio, /2 i 1 — a/2 rozkladu chi-kwadrat z n — 1 stopniami swobody. Mamy
P,o,(c1 < (n—1)S%*/0? < ¢3) = 1 — a. Inaczej,

_ 2 o 2
P, (M<02<M> o
Co C1

m,o

Przedziatem ufnosci jest [(n — 1)S5?/ca, (n — 1)5%/¢1], gdzie ¢; = Xi/Q(n —1)

Leg= X%—a/z(n —1).

5.1.3 PRZYKLEAD (Przedzial ufnosci dla ilorazu wariancji). Rozwazmy dwie
niezalezne probki Xi,..., Xy ~ N(ux,0%) i Y1,..., Y, ~ N(uy,0%). Nie-
znanymi parametrami sa jx, 0%, py i 0. Chcemy zbudowaé przedzial
ufnoéci dla of /o%. Wyobrazmy sobie, ze X; i Y; sa wynikami pomiarow
dokonanych przy uzyciu dwoch przyrzadoéw. Stosunek wariancji pozwala na
poréwnanie doktadnosci obu przyrzadow (przy tej interpretacji naturalne jest
zatozenie, ze uyxy = py; nie jest ono jednak potrzebne w dalszych rozwaza-
niach). Wiemy, ze

Sxov

207 ~Flk—1,m-1)
(zobacz Przyklad 2.2.7). W powyzszym wzorze, S% i St oznaczaja standar-
dowe nieobcigzone estymatory wariancji obliczone, odpowiednio, dla probki
X-6w i1 Y-6w. Niech f; i fo beda kwantylami rzedu, odpowiednio, «/2 i
1 — a/2 rozkltadu F-Snedecora z k — 1 stopniami swobody licznika i m — 1
stopniami swobody mianownika. Mamy P(f; < S%0%/(S20%) < f2) = 1—a.

Inaczej,
2

Sz o S2

P XX R ) =1-a.
(5t <5 <0

Rzecz jasna, P oznacza tu rozkltad prawdopodobienstwa zalezny od wszyst-

kich parametrow modelu, a wiec P, 4 ov.0y. Przedzialem ufnosci jest

[flS}Z//Sg{v fQS%//Sg{]a gdZie fl = Fa/Q(k_lam_]-) 1 f2 = Flfa/Q(k_lam_]-)'
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5.2 Asymptotyczne przedzialy ufnosci

Czasami wyznaczenie doktadnego przedziatu ufnosci jest trudne i musimy sie
zadowoli¢ rozwigzaniami przyblizonymi. Przyblizenia, o ktorych bedziemy
mowié sg uzasadnione w przypadku duzej licznosci probki.

5.2.1 DEFINICJA. Rozwazmy nieskoriczony cigg obserwacyi X1, Xa, ... @
dwie statystyki: g = g(X1,....Xy) 1 g, = g(X1,...,Xn). Powiemy, Ze
[gn,gn] jest asymptotycznym przedziatem ufnosci dla g(0) na poziomie
ufnosci 1 — «, jesli

lim P, (g(Xl, LX) < g(0) <g(Xy,. .. ,Xn)) >1—«

n—oo —

dla kazdego 6.

W praktyce, jesli n jest ,odpowiednio duze”, oczekujemy, ze warunek Py(g(6) €
[9.,Gn] = 1 — o jest w przyblizeniu spetniony.

5.2.2 PRZYKLAD (Przedzial ufnosci dla prawdopodobieristwa sukcesu w
schemacie Bernoulliego). Niech S,, ~ Bin(n, ). Jesli liczba prob n jest duza,
S, ma w przyblizeniu rozktad normalny N(nd,nf(1 — 0)). Innymi stowy,

VIS =0 _ N Lo s
m(wgz)_cp() B(—2).

Wezmy za z kwantyl rzedu 1 — «/2 standardowego rozktadu normalnego:
®(2) — ¢(—2) = 1 — a. Mozemy teraz ostatni wzor przepisa¢ w postaci

P, (229(1 —0) = n(Sy/n — 9)2) ~1—a.

Niero6wno$¢ w nawiasie jest kwadratowa wzgledem 6 i mozemy ja rozwigzac
w standardowy sposob. Wnioskujemy, ze

22 \/Sn(n—Sn)+z_2 Sn+z_2+z\/3n(n—5n)+z_2
n 4 n n 4

n 4+ 22 n 4+ 22

jest przyblizonym (asymptotycznym) przedziatem ufnosci dla 6.
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Nieparametryczne przedzialy ufnosci dla kwantyli

Niech Xj,..., X, bedzie probka z rozktadu o dystrybuancie F'. Interesowaé
nas bedzie estymacja kwantyla rzedu p tego rozktadu. Zatézmy, ze dystrybu-
anta F jest ciagla i §ciSle rosnaca w pewnym otoczeniu punktu &, 1 F/(§,) = p.
Niech Xi., < --- < X,,..,, beda statystykami pozycyjnymi. Sprobujemy zbu-

dowa¢ dla &, przedzial ufnosci postaci [Xg.,, X7.,], gdzie 0 < k£ < k < n.
Zauwazmy, ze

P (w6 < X0,) = 3 (1) (¥

i=k

Symbol Pg przypomina, ze Xi,..., X, jest probka z rozkladu o dystrybu-
ancie . Aby uzasadni¢ rownosé¢ (x) rozwazmy schemat Bernoulliego, w
ktorym i-te doswiadczenie konczy sie ,sukcesem”, jesli X; < &, lub ,porazka”,
jesli X; > &,. Prawdopodobieristwo we wzorze (x) jest rowne

Pp(k < L, <k), gdze L, =Y I(X; <§).
=1

Wzér (x) mozna wykorzysta¢ do zbudowania przedziatu ufnosci na zadanym
poziomie 1 — a. Trzeba po prostu tak dobra¢ k i k, zeby prawa strona byla
co najmniej réwna 1 — a. Zalezno$é k i k od n jest, niestety, dosé¢ skompli-
kowana. Jesli n jest duze, to mozna postuzy¢ sie przyblizeniem normalnym.
Wybierzmy dwa ciagi k, i k,, w taki sposob, zeby

p—k,/n lim k"/n__ P _ (%)

lim = 2z, i =z,
n—o0/p(1 —p)/n n=o0/p(1 —p)/n

gdzie z = z;_,/2. W praktyce mozna przyja¢ na przyklad

k, = [np — zv/np(1 = p)];

k
k =k, = [np+ 2v/np(1 — p)],
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gdzie symbol ,,[a]” oznacza zaokraglenie liczby a do najblizszej liczby caltko-
witej. Jesli zachodzi warunek (*x), to

lim P (X < & < X7,,)
— 1im Pr(k, < Ly < F)
En/n_p < Ln_np g kn/n_p
VoL =p)/n ~ /np(l—p) p(1—p)/n

L, —
:hmPF(—Z < o D < Z)

=P(z) —P(—2)=1—q,

n—00

na mocy twierdzenia de Moivre’a-Laplace’a. SkonstruowaliSmy asympto-
tyczny przedzial ufnosci [Xp.,, Xz, dla kwantyla §,. Zwroémy uwage, ze
zakltadaliSmy bardzo mato o nieznanej dystrybuancie F'. Nasze rozwazania
mialy charakter “nieparametryczny”, to znaczy nie wymagaliSmy, by dystry-
buanta byta dana wzorem o jakiej$ szczego6lnej postaci.

5.2.3 PRZYKEAD. Znajdziemy przedzial ufnosci na poziomie 0.9 dla me-
diany. Z tablic rozktadu normalnego odczytujemy kwantyl z = zg 95 = 1.645
i ktadziemy

n  1.645 — n  1.645
ko~ ———— k~—+4——/n.
ko5 ———Vh, 5+t Vn
Jesli, powiedzmy, n = 400 to mozemy przyja¢ k = 183 (zaokraglenie liczby

200 — 16.45) i k = 217. Zatem,
P(Xis3.400 < med X < Xoi7.400) 2 0.9

dla probki z rozktadu zmiennej losowej X.

Przedzialy ufnosci i metoda najwiekszej wiarogodnosci

Jesli & = ENW(6) i spelnione sa zalozenia Twierdzenia 4.3.1, to zgodnie z
Whioskiem 4.3.2,

Vi (5(6,) = 9(6)) —a N <o, e ) ,
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dla dowolnej rozniczkowalnej funkcji g(6). Mamy wiec

le Py (\g(én) _’:Z/(fe))‘“ nhi() < z) =®(z) — P(—2).

Dla z = z;_q/2, prawa strona staje si¢ rowna 1 — a. Z Lematu Stuckiego
wynika, ze powyzszy wzor pozostanie stuszny, gdy zastapimy po lewej stronie
L(0) i ¢'(0) przez I,(0,) i ¢'(f,). Wynika to ze zgodnosci ENW: § —p 6,
przy zatozeniu ciaglosci funkeji I; i ¢’. Podsumowujac, stwierdzamy, ze (przy

pewnych zalozeniach)

lim Py (g(én) — M < g(0) < g(0,) + M) =1-a.
)

e nl(6,) nl (6,

W ten sposob otrzymaliémy bardzo ogélny sposob konstrukeji asymptotycz-
nych przedziatow ufnosci. Niestety, w praktyce ten sposob nie zawsze jest
zadowalajacy, bo wynikajace z asymptotycznych rozwazan przyblizenie moze
okazac sie dostatecznie dobre dopiero dla bardzo duzych probek.

Stabilizacja wariancji jest sposobem budowania asymptotycznych prze-
dzialow ufnosci o lepszych wlasnosciach (to jest dajacych zazwyczaj lepsze
przyblizenia dla umiarkowanych licznosci probek). Metoda opisana poprzed-
nio wymagala zastgpienia nieznanego parametru 6 przez estymator 6, W wy-
razeniu na asymptotyczng wariancje ENW. Dla odpowiednio dobranej funkcji
g(0) mozna tego unikna¢. Jesli funkcja g(#) spelnia rownanie rézniczkowe

g'(0)/+/11(0) = ¢ = const,

to asymptotyczna wariancja (¢'(0))* /I;(0) = ¢ nie zalezy od 0. Dla takiej
funkcji mamy po prostu

i By (5(6) - 55 < 906) <) - 52 ) =10,

dla 2 = z1_q/2. Jesli g(0) jest funkcja rosnaca, to przedzial ufnosci dla g(6)
mozemy bez trudu ,przerobi¢” na przedzial ufnosci dla samego parametru 6
(i odwrotnie). Pokazemy to na przyktadzie.
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5.2.4 PRZYKLAD (Przedzialy ufnosci dla rozkladu Poissona). Zastosujmy
metode stabilizacji wariancji, biorac za wyjsciowy estymator ENW(0) = X,,,
dla probki z Poiss(#). Poniewaz I1(0) = 1/6, wiec funkcje g(0) dobieramy tak,
zeby ¢'(0) = ¢/v/0. Stad otrzymujemy g(6) = /0, przyjmujac dla wygody
¢ =1/2. Mamy

Vit (900) = 9(0)) —a N (0,1/4).

Natychmiast wnioskujemy, ze

lim PP (\/)_(n—2\z/ﬁ§\/§< \/X’”Lﬁ) —1—a.

Stad wynika, ze asymptotyczny przedziat ufnosci dla 6 (a nie dla \/5) mozna
napisa¢ w takiej postaci:

5.3 Zadania

1. Niech X7, ..., X, bedzie probka z rozktadu U(0, 6), z nieznanym parametrem
60 > 0, Przyktad 3.2.8. Skonstruowaé¢ przedziat ufnosci dla parametru 6
postaci [My,, ¢, M,], gdzie M,, = max(Xy,...,X,). Dobrac¢ stala ¢, tak, aby
prawdopodobieristwo pokrycia byto réwne 1 — a.

2. Pokaza¢, ze [én — 24/ 0,(1 — 0,)/ /7, 0 + 24/ 0, (1 — én)/\/ﬁ} , gdzie 0, =

Sn/n, Sp ~ Bin(n,0), jest asymptotycznym przedziatem ufnosci dla praw-
dopodobienistwa sukcesu § w schemacie Bernoulliego.

3. Skonstruowa¢ asymptotyczny przedziat ufnosci dla prawdopodobienstwa suk-
cesu  w schemacie Bernoulliego metoda stabilizacji wariancji.
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Testowanie hipotez statystycznych
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Rozdzial 6

Testy istotnosci

W tym rozdziale sprobujemy wyjasni¢, na czym polega zagadnienie testo-
wania hipotez statystycznych. Pokazemy, jak konstruuje sie tak zwane testy
istotnosci. Skoncentrujemy sie na kilku waznych i typowych przyktadach.
Nasze rozwazania beda mialy charakter wstepny i heurystyczny. Bardziej
systematyczng teorie przedstawimy w podrozdziale nastepnym.

6.1 Podstawy heurystyczne

Matematyczny model zjawiska losowego sprowadza sie do okreslenia rozktadu
prawdopodobienstwa P obserwacji X na przestrzeni X. Przez hipoteze sta-
tystyczng rozumiemy, najogolniej mowiac, pewna wypowiedz na temat roz-
ktadu prawdopodobienistwa ,rzadzacego” zjawiskiem, ktore nas interesuje.
Zajmiemy sie najprostsza sytuacja. Rozwazamy na razie jeden, ustalony roz-
ktad P. Pytamy, czy opisuje on poprawnie przebieg doswiadczenia losowego.
Stawiamy hipoteze: nasz model probabilistyczny jest zgodny z rzeczywisto-
Scia. Ogolna zasada, wykraczajaca daleko poza statystyke, jest taka: powin-
nismy odrzuci¢ hipoteze, jesli rezultaty doswiadczenia okaza sie sprzeczne z
przewidywaniami wynikajacymi z modelu. Specyfika modeli probabilisty-
cznych polega jednak na tym, ze potrafimy przewidzie¢ tylko prawdopo-
dobieristwo poszczeg6lnych wynikow. Zmodyfikujemy wiec ogdlna zasade.
Powinniémy odrzuci¢ hipoteze, jesli wynik doSwiadczenia jest bardzo mato

89
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prawdopodobny, to znaczy model przewiduje taki wynik z malym prawdo-
podobieristwem. Innymi stowy, wybieramy pewien zbior K C X taki, ze
P(X € K) < a, gdzie a jest odpowiednio ,mala” liczba, zwana poziomem
istotnosci. Jesli w wyniku doswiadczenia stwierdzimy, ze zaszlo zdarzenie
»,X € K7, to powinni$my zwatpi¢ w poprawnos¢ naszego modelu, czyli ,,0d-
rzuci¢ postawiong przez nas hipoteze statystyczna’. Zbior K nazywamy ob-
szarem krytycznym testu, za$ cala procedura nosi nazwe testu istotnosci.

6.1.1 PRZYKEAD (Czy prawdopodobienistwo ,jedynki” jest rowne 1/67).
Wykonujemy 300 rzutéow kostka do gry. Jesli kostka jest symetryczna i rzuty
wykonujemy rzetelnie, to zmienna losowa X = N; réwna liczbie wyrzuco-
nych ,,jedynek” ma rozklad dwumianowy Bin(300, 1/6). Mamy jednak pewne
watpliwosci, czy kasyno nie uzywa obcigzonej kostki, w ktorej jedynka ma
prawdopodobienistwo mniejsze niz 1/6. Jesli w wyniku doswiadczenia ani
ani razu nie otrzymamy jedynki, musimy podejrzewac, ze co$ jest nie w po-
rzadku. Moze kostka ma w ogoble nie ma $ciany oznaczonej jedna kropka?
Co prawda, zdarzenie , X = 0”7 w modelu symetrycznej kostki jest mozliwe
ale skrajnie mato prawdopodobne, P(X = 0) = (5/6)3% ~ 1.76 * 1072*. Nie
jestesmy sklonni wierzyé¢ w tak wyjatkowy traf. Odrzucamy, bez wielkiego
wahania, hipoteze o zgodno$ci modelu. Jak postapi¢ jesli otrzymamy, po-
wiedzmy, 33 jedynki, nie jest az tak jasne. Czy to wynik zgodny z hipoteza
o rzetelnosci kostki, czy tez jest podstawa do odrzucenia tej hipotezy?

Rozpatrzymy sprawe bardziej systematycznie. Stawiamy hipoteze
Hp : X ~ Bin(300,1/6).
Zdecydujemy sie na taki przepis postepowania:

jesli X < c to odrzucamy Hy;
jesli X > ¢ to pozostajemy przy Hy,

dla pewnej liczby ,progowej” c. testu. Prog c ustalimy w nastepujacy sposob.
Wybierzmy poziom istotnosci, powiedzmy a = 0.01. Uznamy, ze zajScie zda-
rzenia o prawdopodobienstwie mniejszym niz « jest dostatecznym powodem
do odrzucenia Hy. Powinnismy wiec wybra¢ ¢ tak, aby P(X < ¢) < 0.01.
Mamy przy tym na mysli prawdopodobienistwo obliczone przy zalozeniu, ze
Hy jest prawdziwa. Latwo przekona¢ sie, ze P(X < 36) = 0.00995 < 0.01, a
wiec ostatecznie nasz test na poziomie istotnosci 0.01 jest nastepujacy:
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Odrzucamy Hy jesli X < 36.

Obszarem krytycznym naszego testu jest podzbior K = {0,1,...,35} prze-
strzeni obserwacji X = {0, 1,...,300}.

Jezeli wynikiem do$wiadczenia sg 33 jedynki, to opisana powyzej reguta de-
cyzyjna odrzuca Hy. Inne spojrzenie na ten sam test jest nastepujace. Obli-
czamy prawdopodobienistwo otrzymania wyniku takiego jak 33 lub gorszego
(za ,gorszy” uznajemy zbyt malg liczbe jedynek), przy zalozeniu Hy. Mo-
wimy, ze p-wartosé (lub poziom krytyczny testu) jest w naszym przypadku
rowna p = P(X < 33) = 0.00379. Poréwnujemy p-warto$¢ z zalozonym
poziomem istotnosci.

Odrzucamy Hj jesli p < 0.01.

Obie reguly sa rownowazne, to znaczy prowadza do takiej samej decyzji.
Niemniej obliczanie p-wartosci stwarza mozliwosé (lub pokuse) ,mierzenia
stopnia przekonania” o nieprawdziwosci Hy.

Zwroémy uwage, ze nasz test ,reaguje na odstepstwa od prawdopodobienstwa
1/6 tylko w dolt”. Mowimy, ze jest to test hipotezy zerowej

Hy : prawdopodobienstwo jedynki = 1/6
przeciwko hipotezie alternatywnej
H; : prawdopodobienistwo jedynki < 1/6.

Jesli rozwazymy inng ,,jednostronng’ alternatywe, Hy: prawdopodobienstwo
jedynki > 1/6, to test powinien odrzucac¢ Hy jesli X > ¢, dla odpowiednio do-
branego c. Wybér ¢ = 65 prowadzi do testu na poziomie istotnosci o = 0.01,
bo P(X > 65) = 0.00990. Mozna rowniez skonstruowac test Hy przeciwko
,dwustronnej” alternatywie H;: prawdopodobienistwo jedynki # 1/6. Do tej
dyskusji jeszcze wrocimy. U

Podsumujmy rozwazania z powyzszego przyktadu. Test hipotezy Hy na po-
ziomie « spetnia postulat

P( odrzucamy Hy) < «,
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gdzie prawdopodobieristwo jest obliczone przy zalozeniu prawdziwosci Hy.
Konstrukcja testu istotnosci dopuszcza duza dowolnosé. Wybor obszaru kry-
tycznego zalezy od tego, ,przed jaka ewentualno$cig chcemy sie zabezpieczy¢”,
czyli jaka jest hipoteza alternatywna H;. Sposob obliczania p-wartosci tez
zalezy od wyboru H; (bo musimy sprecyzowaé, jakie wyniki uznajemy za
wgorsze”, bardziej swiadczace przeciw Hy).

Jesli hipoteza Hy precyzuje doktadnie jeden rozktad prawdopodobienistwa P,
to moéwimy, ze jest to hipoteza prosta. Przypusémy, ze pewien test Hy prze-
ciw Hy uzywa statystyki 7' = T'(X), mianowicie odrzuca Hy jesli T > c.
Zauwazmy, ze wlasciwie kazdy test daje sie w tej postaci zapisa¢. Niech
G(t) = P(T(X) < t) bedzie dystrybuanta statystyki 7" obliczona przy za-
tozeniu, ze Hy jest prawdziwa, czyli X ~ P. Wtedy p-wartosé testu jest z
definicji obliczana zgodnie ze wzorem

(6.1.2) p=1-G(T(X)).

Uzywamy tu bardziej rozpowszechnionego terminu p-wartosé (dostowne ttu-
maczenie angielskiego ,,p-value”) zamiast poprawnej ale wychodzacej z uzycia
nazwy poziom krytyczny. Nastepujacy fakt wynika bezposrednio z okreslenia
(6.1.2).

6.1.3 Stwierdzenie. Jezeli Hy jest prosta i rozktad statystyki testowej jest
ciggty, to przy zatozZeniu prawdziwosci Hy, p-warto$é testu jest zmienng lo-
sowq o rozktadzie U(0,1) (jednostagnym na przedziale [0, 1]).

Dowdd. Obliczmy dystrybuante zmiennej losowej danej wzorem (6.1.2). Dla
0 <u <1 mamy

P(1 — G(T)
—1-P(T

u) =P(G(T)>1—u)=P(T >G (1 —u))
G '1-u)=1-GG Y1 -u))=u,

NN

przy dodatkowym zalozeniu, ze istnieje funkcja odwrotna G~1. W istocie wy-
starczy zalozy¢, ze G jest ciagla (mozna dosé¢ tatwo zmodyfikowaé powyzsze
rozumowanie, ale pominimy szczegoly). O]



6.2. KILKA TYPOWYCH TESTOW 93

6.2 Kilka typowych testéow

Przeglad typowych testow istotnosci zaczne od testow, weryfikujacych zgod-
no$¢ z zadanym rozktadem prawdopodobienstwa.

Test proporcji

W sytuacji takiej jak w Przyktadzie 6.1.1, powszechnie uzywa sie testow
opartych na przyblizeniu rozkltadu dwumianowego rozktadem normalnym.
Zaktadamy, ze obserwujemy liczbe sukceso6w w schemacie Bernoulli’ego i sta-
wiamy hipoteze

Hy : prawdopodobienistwo sukcesu = 6
Z Twierdzenia de Moivre’a - Laplace’a (CTG dla schematu Bernoulli’ego)

wynika, ze
Bin(n, ) ~ N(n#,n0(1 —0)),

przynajmniej dla ,dostatecznie duzych n” (niektore zrodla zalecaja stosowa-
nie tego przyblizenia, jesli nf > 5in(1 —0) > 5).

Test Hy przeciwko alternatywie
H; : prawdopodobienstwo sukcesu < 6
na poziomie istotnosci (w przyblizeniu) o ma postacé
odrzucamy Hy, jesli X —nf < —z;_q/n0(1 — 0),

gdzie 7z;_, jest kwantylem rozkladu N(0,1), to znaczy ®(z;_,) = 1 — «a.
Reguta obliczania p-wartosci jest nastepujaca:

X —nb
pz(l)( n0(1—9)>'

Test Hy przeciwko alternatywie

H, : prawdopodobienstwo sukcesu > 6
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ma postac

odrzucamy Hy, jesli X —nf > z;_,/n6(1 — 0).

Reguta obliczania p-wartosci jest nastepujaca:

e (_X;w |
Vi)
Test Hy przeciwko alternatywie
H; : prawdopodobienstwo sukcesu = 6
ma postac
odrzucamy Hy, jesli | X —np| > z1_q/2/np(1 — p) (%)

(zauwazmy zamiane z;_, na zj_q/2). Regula obliczania p-wartosci jest na-

stepujaca:
p o~ 20 _M )
nb(1 —0)

Ze wzgledu na pozniejsze uogolnienia, napiszmy (%) w innej, rownowaznej

formie: ( .
« L1 - np 2
odrzucamy Hy, jesli —————~ > x7_,(1), ok
o et (1) (+5)

gdzie x?__ (1) jest kwantylem rozkladu chi-kwadrat z jednym stopniem swo-
body.

6.2.1 PRZYKEAD. Wro¢my do Przyktadu 6.2.1. Przypu$émy, ze w 300
rzutach kostka otrzymaliémy 33 jedynek. Przeprowadzamy test Hy: 6 = 1/6
przeciw H;: 0 < 1/6.

> n=300

> theta=1/6

> X=33

> prop.test(X,n,theta,alternative="1ess",correct=F)

Otrzymujemy rezulatat:
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data: X out of n, null probability theta
X-squared = 6.936, df = 1, p-value = 0.004224
alternative hypothesis: true p is less than 0.1666667

Zauwazmy, ze podana powyzej p-wartos¢ jest rowna ®((33—nf)//né(1 — 6)):

> Z=(X-n*theta)/sqrt(n*theta*(1-theta))
> pnorm(Z) # = 0.004223891

. : ) 33 _
Dokladna p-wartos¢ (Przyklad 6.1.1) jest rowna Y - (*2°) (1/6)(5/6)300-*.
Mozna to obliczyé¢ przy pomocy funkcji pbinom() (dystrybuanta rozktadu
dwumianowego):

> pbinom(X,n,p) # = 0.00378605
Dla porownania, przeprowadzmy test Ho: 8 = 1/6 przeciw Hy: 6 # 1/6.

> n=300

> theta=1/6

> X=33

> prop.test(X,n,theta,alternative="1ess",correct=F)

Otrzymamy wynik:

data: X out of n, null probability theta X-squared = 6.936, df =
1, p-value = 0.008448 alternative hypothesis: true p is not equal
to 0.1666667

Zauwazmy, ze p-warto$¢ jest teraz dwukrotnie wieksza.

6.2.2 Uwaga. Aby otrzymaé¢ doktadne p-wartosci wystarczy zamiast funkcji
prop.test() zastosowa¢ binom.test(). Prosze wyprébowaé. Przyblizony
test oparty na CTG ma te zalete dydaktyczna, ze w sposo6b naturalny uogol-
nia sie na przypadek doswiadczen o k > 2 mozliwych wynikach (zamiast
dwoch: sukces/porazka). Tym uogélnieniem jest stawny test x2.
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Test chi-kwadrat

Jest to jeden z klasycznych i najczesciej stosowanych testow statystycznych.
Wyobrazmy sobie, ze powtarzamy n-krotnie doswiadczenie losowe, ktére ma
k mozliwych wynikdéw. Wyniki kolejnych do$wiadczen sa zmiennymi loso-
wymi Xi,..., X, o warto$ciach w zbiorze X = {wy,...,wi}. Przypusémy,
ze te zmienne sg niezalezne i kazda z nich ma ten sam rozktad prawdopodo-
bienstwa dany tabelka

wynik wy e W o W
prawdopodobienstwo p; -+ p; o g

gdzie p; = P(X; = w;) (oczywiscie, p1 +- - -+pir = 1). Rezultaty doswiadczen
podsumujmy w postaci ,tabelki powtorzen”

wynik wy e W; e W
liczba doswiadczen Vg e N; e Ny,
gdzie
= Z]I = w;) = liczba doswiadczen, ktorych wynikiem jest w;

J=1

(oczywiscie, Ny + - -+ + N = n). Jesli nasze przypuszczenia sa stuszne, to
zmienne losowe Ny, ..., Ny majg rozktad wielomianowy Mult(n,p, ..., px),
to znaczy

n!
P(Ny =nq,...,Npy =np) = ————pt-- - prr.
( 1 1 k k?) n]_!"'nk;!pl pk
Najlepiej patrze¢ na nasze do$wiadczenie jak na losowe wrzucanie n ,kul”
do k komorek” (,wielko$¢” i-tej komorki jest proporcjonalna do p;). Test
hipotezy
Ho : (Ny,..., Ng) ~ Mult(n,py,...,px)

przeprowadzamy w nastepujacy sposob. Obliczamy statystyke ,.chi-kwadrat”:

(6.2.3) zk: — )’

=1

Dla wyznaczenia wartosci krytycznej testu lub p-wartosci, korzystamy z na-
stepujacego faktu, ktorego dowdd pominiemy.
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6.2.4 Stwierdzenie. Jezeli Hy jest prawdziwa i n — 00, to rozktad statystyki
x> danej wzorem (6.2.3) zmierza do rozktadu x*(k — 1) (chi-kwadrat z k — 1
stopniami swobody).

Test na poziomie istotnosci o (w przyblizeniu) otrzymamy gdy
odrzucamy Hy jesli x* > c,
gdzie ¢ = x?__(k — 1) jest kwantylem rzedu 1 — « rozktadu x?(k — 1).

6.2.5 PRZYKLAD (Czy kosé jest rzetelna?). Przypu$émy, ze wykonali$my
150 rzutow kostka. Wyniki doswiadczenia podsumujmy w nastepujacej ta-

belce:
liczba oczek 1 2 3 4 5) 6
liczba rzutow 15 27 36 17 26 29

Stawiamy hipoteze, ze koS¢ jest rzetelna, czyli
Hg : (Nl, NQ, .Z\]37 N4, N5, Nﬁ) ~ Mult(150, 1/6, 1/6, 1/6, 1/6, 1/6, 1/6)
Wartosc¢ statystyki testowej jest rowna

, (15-25)2 (27—25)2 (36— 25)*
=gy T T3

(17— 25)> (26 —25)> (29 — 25)?
Ty Ty T o5

= 12.24.

Przeprowadzimy test tej hipotezy na poziomie istotnosci 0.05. Najpierw
zrobimy to tak, jak w czasach (nie tak dawnych) gdy komputery nie byty
powszechnie dostepne. Odczytujemy z tablic kwantyl rzedu 0.95 rozktadu
chi-kwadrat z 6 — 1 = 5 stopniami swobody: X24:(5) = 11.07. Poniewaz
12.24 > 11.7, odrzucamy Hy. Nalezy przypuszczaé, ze ko$é nie jest syme-
tryczna.
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0.15 —
0.10
W p-wartos¢
O «
O
%)
i
(%]
[
[e)]
kwantyl=11.07
statystyka=12.24
0.05 —
0.00 —
T T T T T
0 5 10 15 20
X2

Rysunek pokazuje kwantyl x3,5(5) = 11.07 i warto$¢ statystyki testowe;
X% = 12.24 oraz gestosé rozktadu x%(5).
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Bardziej wspolczesny sposob przeprowadzenia testu jest taki:

> Ni=c(15,27,36,17,26,29)
> chisq.test(Ni)

Chi-squared test for given probabilities

data: Ni
X-squared = 12.24, df = 5, p-value = 0.03164

6.2.6 PRZYKLAD (Rozklad statystyki testowej i p-wartosci). Korzystajac z
ulatwienia, jakie daje komputer wyposazony w R, wykonajmy test opisany w
poprzednim przyktadzie wiele razy. Powtorzmy m = 1000 razy serie n = 150
rzutow rzetelng kostka (Ho prawdziwa).

Rysunek pokazuje empiryczny rozklad statystyk testowych w m = 1000 po-
wtorzeniach testu zgodnoséci x2. Dane pochodzily z rozktadu spehiajacego
hipoteze zerowa Hy. Dolny rysunek pokazuje empiryczny rozklad odpowied-
nich p-warto$ci.

Widzimy, ze zgodnie ze Stwierdzeniem 6.2.4, warto$ci statystyki yx? maja
rozklad zblizony do x?(5) (gestos¢ tego rozktadu jest nalozona na histogram).
Z kolei p-wartosci maja rozklad zblizony do rozkladu jednostajnego U(0,1).
To jest oczywidcie zwiazane ze Stwierdzeniem 6.1.3. Zauwazmy przy tym, ze
zalozenia Stwierdzenia 6.1.3 sg spelione tylko w przyblizeniu. Statystyka x?
jest zmienna dyskretna i tylko w granicy ma rozklad ciagly x*(5). Pomimo
tego, zgodnosé p-wartosci z rozkladem jednostajnym jest uderzajaca. U
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Histogram statystyk testowych
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Rozktad wartosci statystyki testowej x? i p-wartoéci testu.
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Test chi-kwadrat ma wiele odmian, stosowanych w réznych okoliczno$ciach.
Z pewnymi wersjami tego testu spotkamy sie jeszcze w tych wyktadach. Po-
staé statystyki, ktora tu rozpatrzyliSmy najtatwiej zrozumiec¢ i zapamietaé w
takiej postaci:

9 (wielko$¢ obserwowana — wielkos$é¢ oczekiwana)?
X = E - v ; .
wielko$¢ oczekiwana

Sumowanie rozciggniete jest na wszystkie ,komorki”, czyli wartoséci obserwa-
cji. Oczywiscie, w wersji tutaj omawianej ,wielko$¢ obserwowana” oznacza
N;, za$ ,wielko$¢ oczekiwana” (przy zalozeniu prawdziwosci hipotezy) jest
réwna np;.

Dyskretyzacja zmiennych cigglych. Wspomnijmy jeszcze, ze prosty
chwyt pozwala stosowaé test zgodnosci x? réwniez do obserwacji ,typu cia-
glego”. Rozpatrzmy zmienne losowe Xy, ..., X, i hipoteze

Hy : X4,..., X, jest probka z rozktadu o dystrybuancie F)

gdzie F jest ciaglta. Wystarczy rozbié¢ zbiér wartosci zmiennych losowych na
roztaczne komorki”, na przykitad wybraé¢ punkty —oco =ag < ac--- < ap =
o0 i zdefiniowaé

Ni=) Ta1 < X;<a), (i=1...k).

Jj=1

Dalej postepujemy tak jak poprzednio, przyjmujac p; = Fl(a;) — F(a;_1).
Taki test dopuszcza duzo dowolnosci w wyborze ,komoérek”.

Istnieja testy lepiej dostosowane do ciaglego typu danych. Nalezy do nich
test Kolmogorowa-Smirnowa, ktory pézniej omowimy.

Test chi-kwadrat hipotezy zlozonej. Opiszemy modyfikacje testu chi-
kwadrat w sytuacji, gdy hipoteza zerowa precyzuje rozklad prawdopodo-
bienstwa jedynie z doktadnoscia do nieznanego parametru. Podobnie jak dla
zwyklego” testu 2, rozwazamy n niezaleznych powtorzeni doswiadczenia
losowego o k mozliwych wynikach. Hipoteza Hy stwierdza, ze rozktad praw-
dopodobienstwa pojedynczego doswiadczenia jest dany tabelka:

wynik wy e w; e W,
prawdopodobienstwo  pi(6) -+ pi(0) - pr(0)
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gdzie p;(0) sa, dla i = 1,---  k, znanymi funkcjami nieznanego parametru
. Ten parametr moze by¢ wektorem d-wymiarowym: 6 = (6,,...,04). Sta-
tystyke x? budujemy w dwoch etapach. Najpierw estymujemy 6 metoda
najwiekszej wiarogodnosci. Mamy

fo(na,...,ng) =Pe(Ny =nq,..., Ny =ng) = const - p1(0)" - - pp(6)"*

(tak jak w ,zwyklym” teécie x?, zmienna N; oznacza liczbe powtorzen i-tego
wyniku). Logarytm wiarogodnosci ma wiec postac¢

k
[(0) = const + Z N; log p;(0)
i=1
i estymator najwiekszej wiarogodno$ci obliczamy rozwiazujac uktad rownan
k

ole) 1 api(0) o
09]- _ZNZpl<9) 69] =0, (]—1,...,d>.

Statystyke x2 okreslamy tak jak w (6.2.3), wstawiajac 0 = ENW () w miejsce
nieznanego 6:

i ( npz(Q))

i=1 np, )
Rozktad tej statystyki jest inny, niz statystyki obliczonej w przypadku ustalo-
nych z gory prawdopodobienstw p;. Intuicyjnie jest dos¢ jasne, ze statystyka z
estymowanymi prawdopodobienstwami klatek jest srednio mniejsza, bo war-
tosci oczekiwane sg wyliczane na podstawie danych i moga sie ,dopasowa¢” do
wartosci obserwowanych. Okazuje sie, ze to ,dopasowanie” zmniejsza liczbe
stopni swobody granicznego rozktadu x2. Podamy ten fakt bez dowodu:

6.2.7 Stwierdzenie. W opisanej wyzej sytuacji, rozktad statystyki x? zmie-
rza do rozktadu x*(k —d — 1), gdy n — oc.

Przypomnijmy, ze d jest liczba wspolrzednych wektora (61, ...,0;). Symbo-
licznie,

stopnie swobody = liczba klatek — liczba estymowanych parametrow — 1.
Oczywiscie, wynika stad nastepujacy przepis na budowe testu na poziomie
istotnosci « (w przyblizeniu, dla duzej liczby powtérzen n): odrzucamy Hy
gdy

X* > ¢, c=xi_(k—d-1).
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6.2.8 PRZYKLAD (Zgodno$¢ danych z modelem Hardy’ego-Weinberga). Mo-
wiliSmy juz o tym, jak estymowaé nieznany parametr w tym modelu, patrz
Przyktady 3.1.2 1 4.2.4. Teraz zajmiemy sie sprawdzeniem hipotezy, ze model
poprawnie opisuje wyniki do§wiadczenia (genetycznego, w tym przypadku).
Nasza hipoteza jest wiec taka:

Ho:pi=60% py=20(1—-10), ps=(1—6)? dla pewnego 6 € (0,1).
Wykorzystamy estymator najwiekszej wiarogodnosci
_ 2N1+ N,

0 = ENW(0) .

Statystyka testowa jest
2 N2
(N3 (1 — 9)2)

(Nl - né2>2 <N2 —onf(1 — é))
nf? " 2n0(1 — 0) - n(1—6)?

Proste, cho¢ nieco zmudne przeksztalcenia pozwalaja uproéci¢ to wyrazenie:

2
Yi=n 1—# .
2nl(1 —0)

Dla duzych n, ta statystyka ma w przyblizeniu rozktad x*(3—1—1) = x2(1).
U

X =

Test niezalezno$ci chi-kwadrat. Przypu$émy, ze w pojedynczym do-
$wiadczeniu obserwujemy pare zmiennych losowych (X,Y’) o wartosciach w
zbiorze {1,...,7} x {1,...,s} (te wartosci nalezy traktowa¢ jako umowne
wetykietki”). Rozklad prawdopodobieristwa jest opisany dwuwymiarowa ta-
belka (p;;i=1,...,m7=1,...,s), gdzie p;; = P(X =14,Y = j). Prawdo-
podobienistwa brzegowe P(X = i) i P(Y = j) zapiszemy w postaci

Die = Zpija Dej = Zpij-
j=1 i=1

Jesli powtarzamy doswiadczenie niezaleznie n-krotnie, mamy niezalezne wek-
tory losowe (X1,Y1),..., (X,, Ys), kazdy o rozktadzie takim jak (X,Y"). Mo-
zemy zbudowaé dwuwymiarowa tabelke (IV;;), gdzie

N = U(Xy =i,V = j),
k=1
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N;; = liczba doswiadczen, ktore zakoniczyly si¢ para wynikow (i, 7).

Jest to tak zwana tablica kontyngencji. Wielkosci ,brzegowe” w tej tabelce

0znaczymy
S T
Ni=> Ny, Nj=)>_ Ny
j=1 i=1
Rozpatrzymy hipoteze, ktora stwierdza niezaleznosé zmiennych X i Y:

HO:pij:pi-pojy (izl,...,r;jzl,...,s).

Moze na pierwszy rzut oka tego nie widaé, ale jest to specjalny przypadek
schematu rozpatrzonego w poprzednim punkcie: prawdopodobienstwa ,kla-
tek” p;; sa znanymi funkcjami nieznanego parametru

9 = (p1u7 co s Pr—1esDels - - - 7p0571)-

Zauwazmy, 7€ pre = 1 = pro — - = Ppo1a 1 Pos = 1 — pa1 — =+ — Pas—1, Wige
tych ostatnich prawdopodobienstw brzegowych nie wlaczyliémy do wektora
6. W rezultacie § ma wymiar r + s — 2. Zbudujemy statystyke chi-kwadrat,
uzywajac estymowanych prawdopodobienstw klatek

N/l:. N.]
n2

~

Dij =

Przekonajmy sie, ze sa to estymatory najwiekszej wiarogodno$ci w modelu
okreslonym hipoteza Hy. Wygodnie nam bedzie potraktowaé¢ wiarogodnosé
jako funkcje rozszerzonego wektora parametrow (Dia, ..., DresDels- -« sDes) 1
znalez¢ maksimum warunkowe, przy ograniczeniach > p;. =11 2;21 Pej =
1. Logarytm wiarogodnosci ma postac

(Plas -+ Pros Pt - -1 Pas) = const + > _ Ny[log pi, + log p.j].
4,J

Zgodnie z metoda Lagrange’a poszukujemy minimum funkcji [ — a — b, gdzie

a:A(?pi.—1>, bzu(;p.j—1>,

A1 sa ,mnoznikami Lagrange’a”.

0 N; 0 N,
l—a—0b)=—"2— )\ l—a—0b)=—"L_—y,
Opis ( ) Die aJU.j ( ) Dej :

Poniewaz
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wiec przyrownujac pochodne do zera dostajemy p;. = N;o /A i p,; = N,/
Wykorzystujac postaé ograniczeni, obliczamy A = pu = n i ostatecznie otrzy-
mujemy ,oczywiste” estymatory p,, = ENW(p;,) = N /nip.; = ENW(p,;) =
N,;j/n. Wartos¢ ,oczekiwana” (przy zalozeniu Hp) w ,klatce” (¢, 7) jest rowna
NPieDej = Nz-,N,j/n. Z tego co zostalo powiedziane wynika, ze statystyka
chi-kwadrat przeznaczona do testowania hipotezy o niezaleznosci jest naste-
pujaca:

" (Ny; — NN, /n)?
X2:ZZ jNi,N,j/rin '

i=1 j=1

Dla n — oo, rozklad tej statystyki zmierza do rozktadu

X ((r=1)(s = 1))
na mocy Stwierdzenia 6.2.7, bors —(r—1) — (s —1) — 1= (r — 1)(s — 1).

6.2.9 PRZYKLAD (Zalezno$¢ gustow muzycznych i pogladéw politycznych).
Rzecznik partii A twierdzi, ze wsrod zwolennikéw tej partii, mitosnicy muzyki
disco-polo, rockowej i symfonicznej wystepuja w tych samych proporcjach, co
w calej populacji wyborcow. Przeprowadzono sondaz. Wéréd wylosowanych
100 wyborcow (sposrod osob o jednoznacznie sprecyzowanych preferencjach
muzycznych), wyniki badania byly nastepujace:

Popieram A Nie popieram A Razem

Stucham Disco Polo 25 10 35
Stucham muzyki rockowe] 20 20 40
Stucham muzyki symfonicznej 15 10 25

Razem 60 40 100

Sformutowana przez rzecznika hipoteza stwierdza niezaleznos¢ dwoch ,cech”
wyborcy: stosunku do partii A i preferencji muzycznych. Przeprowadzimy
test niezalezno$ci chi-kwadrat na poziomie istotnosci 0.05. Statystyka te-
stowa ma wartos¢

> _ (25— 60%35/100)* (20 — 60+ 40/100)* , (15 — 60 * 25/100)’
60 * 35/100 60 * 40,/100 60 * 25/100
(10 — 40+ 35/100)2 (20 — 40« 40/100)2 (10 — 40  25,/100)2
40 * 35/100 40 * 40/100 40 % 25/100
= 2.53.
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Warto$¢ krytycznag odczytujemy z tablicy rozktadu chi-kwadrat z (2—1)(3 —
1) = 2 stopniami swobody. Poniewaz xZ¢5(2) = 5.99 > 2.53, wiec zebrane
dane nie daja podstaw, zeby zarzuci¢ rzecznikowi ktamstwo. U

Poréwnanie kilku rozkladéw wielomianowych. Test niezaleznosci chi-
kwadrat opisany w punkcie poprzednim stosuje sie bez zmian do danych w
postaci tablicy kontyngencji o ustalonych (nielosowych) sumach elementow w
kazdym wierszu. Tego rodzaju tablica odpowiada innemu sposobowi zbiera-
nia danych i innemu modelowi statystycznemu. Opiszemy rzecz dokladniej.
Dla ¢ = 1,...,r, wykonujemy n; doswiadczenr zgodnie ze schematem wie-
lomianowym Mult(n;, pi, ..., pis). To znaczy, ze kazde z doswiadczen ma
s mozliwych wynikéw, przy tym j-ty wynik pojawia sie z prawdopodobieni-
stwem p;;. Chcemy przeprowadzi¢ test hipotezy stwierdzajacej, ze prawdopo-
dobieristwa poszczegbdlnych wynikow sa identyczne dla kazdego z r rozktadow
wielomianowych:

Ho:pij =+ =prj (J=1,...,5).
Dane sg takiej samej postaci jak w punkcie poprzednim: jesli (N;y, ..., Ni) ~
Mult(n;, i, - - -, Dis) to mamy tez dwuwymiarowa tablice (N;;). Teraz jed-
nak sumy n; = 37| Nj; sa nielosowe (sumy N,; = 7, Nj; sa zmiennymi
losowymi). Statystyka zbudowana tak samo jak w punkcie B:

(Vi — N, /n)’
=) ]ni;\l,.j/;n7

i=1 j=1

gdzie n = )., n;. Okazuje sie, ze w nowej sytuacji rozklad asymptotyczny
(ny — 00,...,ns — 00) statystyki x? jest tez rowny x?((r — 1)(s — 1)), jesli
Hy jest prawdziwa.

Zauwazmy, ze Hy ma w rozpatrywanym tu schemacie ten sam intuicyjny
sens, co hipoteza o niezaleznos$ci zmiennych losowych (X,Y") rozpatrzona w
poprzednim punkcie. Mozna powiedzie¢, ze mamy teraz dwie cechy (z,Y),
ale pierwsza z nich jest ,zwykla”, nielosowa zmienng. Hipoteza zerowa mowi,
ze rozkltad prawdopodobieristwa zmiennej losowej Y nie zalezy od wartosci
x. W punkcie poprzednim hipoteza zerowa mowita, ze rozktad warunkowy
zmiennej losowej Y nie zalezy od wartosci X = z. Oba modele réznig sie
sposobem zbierania danych. Albo losujemy n ,josobnikoéw” z populacji zrdz-
nicowanej pod wzgledem cechy z, albo losujemy po n; osobnikoéw sposrod
tych, dla ktorych cecha x ma wartosc i.
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6.2.10 PRZYKLAD (Poréwnanie kilku rozktadéw dwumianowych). Dane do-
tycza r klientow towarzystwa ubezpieczeniowego. Przypusémy, ze i-ty klient
ubezpieczal samochod przez n; lat. W kazdym roku mogt spowodowaé wypa-
dek (,sukces”) lub nie spowodowadé (,,porazka”). Ignorujemy, dla uproszczenia,
mozliwos¢ wielokrotnych wypadkoéw w ciggu roku. Mamy do czynienia z r
schematami Bernoulliego Bin(n;,p;), dla i« = 1,...,r. Istotne jest pyta-
nie, czy prawdopodobienstwo ,sukcesu” (wypadku) jest rowne dla wszystkich
klientow. Stawiamy hipoteze

Ho:pi=-=p,.

W jezyku aktuarialnym, hipoteza stwierdza, ze rozpatrywana grupa polis jest
jednorodna pod wzgledem ,,poziomu ryzyka”. Jest to, rzecz jasna, szczegdlny
przypadek zagadnienia rozpatrywanego w poprzednio i zastosujemy test nie-
zaleznosci chi-kwadrat. Teraz statystyka testowa przybiera szczego6lnie prosta
posta¢. Niech K; = N;; bedzie liczba sukceséw w i-tym schemacie Berno-
ulliego. Wektor (K7i,..., K,) opisuje calos¢ obserwacji, bo Ny = n; — K.
Proste przeksztalcenia prowadza do nastepujacego wzoru na statystyke te-
stowq:

- Ki —nip)* ni — K; —ni(1—p ’
ey [ (1~ 5)
i1 n;p n;p

- Z nzp

zpl_

gdzie p =, K;/ >, n;. Ta statystyka ma graniczny rozklad x*(r — 1) przy
ny — 00,...,n, — o0, jesli Hy jest prawdziwa.

Rozwazmy takie (fikcyjne) dane, dotyczace przebiegu ubezpieczenia 10 klien-
tow w ciagu 4 lat (gwiazdki oznaczaja wypadki):

Klienci: 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 rok * *
2 rok *
3 rok
4 rok * * *

liczha wypadkéow 2 0 1 0 1 0 1 0 2 3
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Mamy tu r = 10, ny = -+ = nyp =4, p = 10/40 = 0.25 i n;p = 1. Dla
wygody zapisaliSmy tabelke w postaci ,odwroconej”, zamieniajac wiersze na
kolumny. Przeprowadzimy test hipotezy Hy : p1 = --- = p1p. Przyjmijmy
poziom istotnosci 0.05. Wartos¢ statystyki testowej
1
2 2 2 2
=—1(2-1 0—1 0-—-1
=[P -17+(0-1)

+O0-1)2+0-1*+(2-1)>+(3—1)?| =13.33

poroéwnujemy z wartoscia krytyczna 16.9 (odczytana z tablic x%(9)). Test nie
odrzuca Hy. Roéznice w ilo$ci wypadkow dla poszczegolnych klientow miesz-
cza sie w granicach losowych fluktuacji, zdarzajacych sie rozsadnie czesto w
sytuacji, gdy klienci sg ,,jednakowi”. ,Rozsadnie czesto” znaczy dla nas: z
prawdopodobienstwem przynajmniej 0.05. Tyle moze powiedzie¢ statystyk.
Na szczedcie, to nie statystyk decyduje o tym, czy obciazy¢ wszystkich 10
klientow jednakowq sktadkq! O

Test Kolmogorowa-Smirnowa

Niech F' bedzie ustalona, ciagly dystrybuanta. Rozpatrzmy hipoteze stwier-
dzajaca, ze obserwacje Xy, ..., X, sa probka z rozkladu o dystrybuancie F'.
Symbolicznie,

H()IXl,...,XnNF.
Niech F), bedzie dystrybuanta empiryczna. Statystyka testowa jest réwna

D,= sup |E,(z)— F(z)|.

—oo<r<oo

Latwo zauwazyé¢, ze
D, = max(D;}, D.),

gdzie

D} = max (i — F(Xm)) , D = max (F(Xm) iz 1) .

i=1,..m \ N 1=1,....n n

Idea testu jest prosta. Odrzucamy Hy, jesli odchylenia dystrybuanty empi-
rycznej od dystrybuanty teoretycznej (sprecyzowanej w hipotezie) sa duze,
czyli gdy D,, > c. Sposob doboru poziomu krytycznego c opiera sie na dwoch
faktach. Pierwszy z nich jest prosty.
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6.2.11 Stwierdzenie. Dla dowolnego rozktadu ciggtego F', rozktad statystyki
D,, jest taki sam.

Naturalnie, mamy tu na mysli rozktad statystyki D, przy prawdziwej hipo-
tezie Hy.

Dowadd. Dla uproszczenia przeprowadzimy dowod przy zalozeniu, ze istnieje
dobrze zdefiniowana funkcja odwotna F~! do dystrybuanty. Rozpatrzmy
probke Uy, ..., U, z rozkladu jednostajnego U(0,1). Zauwazmy, ze

1 « 1 «
sup |— I(U; <u)—u|l= su — (U, < F(x)) — F(x
O<u81 nlzl( ) —oo<f<oo nzzl( (>> <)
1 n
= su — L(FYU) < z)— F(z)|.
s L UG <0 - Fle)

Wiemy, ze zmienne losowe X; = F~(U;) maja rozklad o dystrybuancie F(z).
Ze wzoru napisanego powyzej wynika, ze rozktad statystyki D, jest taki sam
dla rozktadu U(0, 1) i dla rozkladu o dystrybuancie F'. O

Stwierdzenie 6.2.11 pozwala budowaé tablice rozktadu statystyki D,, i obli-
czaé p-wartosci. Potrzebna jest, w zasadzie, oddzielna tablica dla kazdego
n. Dla duzych rozmiaréow probki, sytuacja jeszcze bardziej sie upraszcza.
Kolmogorow udowodnit nastepujace twierdzenie.

6.2.12 TWIERDZENIE. Jesli n — oo, to

o

P(vVnD, <d) — K(d)= Y (=1)fe ™ (d>0). O

k=—00

Dla praktyka znaczenie ma fakt, ze K(d) jest znana dystrybuanta. Napi-
saliSmy rozwiniecie tej dystrybuanty w postaci szeregu tylko po to, zeby
Czytelnik mogt docenié elegancje wyniku Kotmogorowa.

Wréémy do naszego testu zgodnosci. Zalozmy, ze n jest ,dostatecznie duze”.
W klasycznej, przedkomputerowej postaci test przeprowadzamy nastepujaco.
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Ustalamy poziom istotnosci av i odczytujemy z tablic odpowiedni kwantyl
dystrybuanty K, to znaczy taka liczbe dy_,, ze K(d1_,) =1 — a.

odrzucamy Hy, jesli vnD,, > di_,.

6.2.13 PRZYKLAD (Testowanie generatora liczb losowych). Chcemy spraw-
dzi¢, czy ciag produkowany przez R-owska funkcje runif () zachowuje sie
jak ciag niezaleznych zmiennych losowych o rozktadzie jednostajnym U(0, 1).
Test Kolmogorowa jest jednym z podstawowych sprawdzianéw. Dla ilustracji
rozwazmy 10-cio elementowa, ,,probke” (x):

0.4085,0.5267,0.3751, 0.8329, 0.0846, 0.8306, 0.6264, 0.3086, 0.3662, 0.7952

(w rzeczywistosci bada sie znacznie dluzsze ciagi). Przeprowadzimy test
hipotezy
Hy : (*) jest probka losowa z U(0, 1)

na poziomie istotnosci 0.1. Dystrybuanta rozkladu jednostajnego jest rowna
F(z) = 2 dla 0 < = < 1. Sposob obliczania statystyki D;o pokazuje naste-
pujaca tabelka:

Xio  (G—=1)/10 /10 /10 — X0 Xio — (i —1)/10

0.0846 0.0 0.1 0.0154 0.0846
0.3086 0.1 0.2 —0.1086 0.2086
0.3662 0.2 0.3 —0.0662 0.1662
0.3751 0.3 0.4 0.0249 0.0751
0.4085 0.4 0.5 0.0915 0.0085
0.5267 0.5 0.6 0.0733 0.0267
0.6264 0.6 0.7 0.0736 0.0264
0.7952 0.7 0.8 0.0048 0.0952
0.8306 0.8 0.9 0.0694 0.0306
0.8329 0.9 1.0 0.1671 —0.0671

Wida¢, ze Df, = 0.1671 i Dy, = 0.2086 (najwieksze liczby w dwoch ostat-
nich kolumnach). Stad D;y = 0.2086. Warto$¢ krytyczna statystyki Do,
odczytana z tablic, jest rowna dgg = 0.369. Test Kolmogorowa nie odrzuca
hipotezy, ze nasz ciagg jest probka z rozktadu U(0, 1). Doswiadczenie nie dalo
powodow, by kwestionowa¢ generator.
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Nastepny przyktad ilustruje uzycie R-owskiej funkcji ks.test ()

> X=c¢(0.4085, 0.5267, 0.3751, 0.8329, 0.0846, 0.8306, 0.6264,
0.3086, 0.3662, 0.7952)
> ks.test(X,punif)

One-sample Kolmogorov-Smirnov test

data: X
D = 0.2086, p-value = 0.7037
alternative hypothesis: two.sided

Drugim parametrem funkcji ks.test () jest nazwa funkcji obliczajacej dys-
trybuante rozktadu sprecyzowanego w Hy, w naszym przypadku punif ().
Implementacja testu Kolmogorowa-Smirnowa w R automatycznie oblicza do-
ktadna p-warto$é, jesli n < 100, zas dla n > 100 uzywa asymptotycznej
aproksymacji.

Warto jeszcze obejrze¢ dystrybuante empiryczna na tle ,prawdziwej” dystry-
buantu U(0, 1).

Komputer pozwala powtarza¢ cala zabawe niemal bez ograniczen. Opisane
wyzej ,doswiadczenie losowe” (10-krotne wywolanie funkcji random) wyko-
nalismy 10000 razy. Za kazdym razem obliczyliSmy wartos$¢ statystyki Dig.
W 1012 przypadkach warto$¢ statystyki przekroczyla 0.369. Test Kotmo-
gorowa ,,odrzucit hipoteze Hy” 1012 razy. Poniewaz poziom istotnosci testu
jest rowny 0.1 = 1000/10000, zgodnos¢ z przewidywaniami teorii jest uderza-
jaca. To oczywiscie Swiadczy o tym, ze wyprodukowany przez generator ciag
100000 liczb bardzo dobrze nasladuje ciag niezaleznych zmiennych losowych
o rozkladzie jednostajnym. Gdyby test ,odrzucatl Hy” zbyt rzadko, wtedy
mielibySmy powod do niepokoju.
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ecdf(x)

1.0

0.8 —

0.6 —

Fn(x)

0.4

0.2 o—

0.0 —

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Dystrybuabta empiryczna i ,hipotetyczna” dla 10-cio elementowej probki.

4
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Testy dla dwéch probek

Rozpatrzmy dwa ciagi obserwacji: Xi,..., X, 1 Y,...,Y,,. Zakladamy, ze
sa to probki z rozktadow o dystrybuantach, odpowiednio, F' i G:

X, ... X,~F Y. Y,~G.

Stawiamy hipoteze, ze obie probki pochodza z tego samego rozktadu praw-

dopodobienstwa:
HO F=G.

Sens tej hipotezy jest taki, ze dwa doswiadczenia losowe nie réznia sie w
istotny sposob. Najczesciej oba doswiadczenia przeprowadzamy w nieco od-
miennych warunkach. Chcemy skontrolowaé¢ przypuszczenie, ze ta odmien-
no$¢ nie wptywa na przebieg zjawiska.

6.2.14 PRZYKLAD. Zbadano iloraz inteligencji n uczniéow szkolty , X7 i m
uczniow szkoty ,.Y”. Przykladowe dane, dla n = 71 m = 6, wygladaja
nastepujaco:

X 110 112 115 98 130 123 141
Y 88 135 140 95 125 138

Stawiamy hipoteze, ze poziom inteligencji uczniéw obu szkot jest taki sam.
Matematycznie, hipoteza sprowadza sie do przypuszczenia, ze X-y i Y-i sg
probkami losowymi z tego samego rozktadu prawdopodobienstwa. U

Przedstawimy kilka testéw hipotezy Hy : F' = G w problemie dwoch probek.
Sposob stosowania kazdego z tych testow zilustrujemy na Przyktadzie 6.2.14.
Przyznajmy od razu, ze przedstawimy testy, przeznaczone w zasadzie do
porownywania rozktadow ciggtych. Iloraz inteligencji jest zmienng dyskretng,
bo przyjmuje tylko wartosci catkowite. Liczba tych wartosci jest jednak na
tyle duza, ze rozktad ciaggly mozemy uznaé za rozsadne przyblizenie.

Dwuprébkowy test Kolmogorowa-Smirnowa. Idea tego testu jest po-
dobna do testu jednoprobkowego, oméwionego poprzednio. Poréwnujemy
teraz dwie dystrybuanty empiryczne — te dla X-6w i te dla Y-6w:

Dn,m = sup |Fn(2) - ém(Z)|,

—00<z<0
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gdzie

n

YN <), Gule) = %Zﬂ(m )

=1

ﬁ’n(’z) =

S|

Jesli hipoteza Hy jest prawdziwa, to rozklad statystyki D, ,, nie zalezy od F
pod warunkiem, ze dystrybuanta [ jest ciagta. Zachodzi przy tym zbieznos¢

n—+m

]P>< o Dn7m<d)—>K(d), (n,m — 00).

Dystrybuanta K jest tu ta sama, co w Twierdzeniu 6.2.12. Spos6b poste-
powania jest podobny, jak dla testu jednoprobkowego. Odrzucamy Hy, jesli
Dy, > c. W praktyce korzystamy z gotowej funkcji, ktora oblicza D, ,, i
(doktadna lub przyblizona) p-wartosc.

6.2.15 PRZYKLAD. Przesledzmy zastosowanie testu Kohmogorowa-Smirnowa
na danych przedstawionych w Przykltadzie 6.2.14. Sposéb obliczania staty-
styki D, ,, pokazuje nastepujaca tabelka:

~ ~ N

< Fo(2)  Gm(2)  [Fu(z) = Gu(2)]
88 Y 0/7 1/6 7/42
95 Y 0/7 2/6 14/42
98 X 1/7 2/6 8/42
110 X 2/7 2/6 2/42
112 X 3/7 2/6 4/42
115 X 4/7 2/6 10/42
123 X 5/7 2/6 16/42
125 Y 5/7 3/6 9/42
130 X 6/7 3/6 15/42
135 Y 6/7 4/6 8/42
138 Y 6/7 5/6 1/42
140 Y 6/7 6/6 6,/42
141 X 77 6/6 0/42

Widaé, ze D7g = 16/42. Test na poziomie istotnosci 0.05 odrzuca Hy je-
sli statystyka przekracza 30/42 (to mozna odczytac¢ z tablic). Konkluzja
jest taka, ze nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej. Dane nie sg
sprzeczne z zalozeniem, ze poziom inteligencji uczniéw w obu szkotach ma
ten sam rozktad prawdopodobieristwa. U
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Test serii. Porzadkujemy potaczong probke Xy, ..., X,,, Yy, ... Y, w kolej-
no$ci rosnacej. W tym uporzadkowanym ciagu liczymy serie. Serig nazy-
wamy ciag sasiadujacych ze soba elementow z tej samej probki, to znaczy
X-6w lub Y-6w. Niech zmienna losowa K bedzie liczbg serii. Jesli Hy jest
prawdziwa, czyli F' = G, to uporzadkowanie potaczonej probki jest réwno-
wazne ustawieniu n klockéw z litera X i m klockow z litera Y w losowej
kolejnosci. Jesli liczba serii K jest zbyt mata, znaczy to, ze X-y i Y-i sg
,zbyt stabo przemieszane”. W takiej sytuacji jesteSmy sktonni odrzuci¢ H.
Policzenie P(K = k) w ,klockowym” schemacie jest elementarnym (co nie
znaczy, ze tatwym!) zadaniem kombinatorycznym. Dostepne sa tablice, po-
dajace rozktad liczby serii dla danych n i m. Pozwalaja one odpowiednio
dobra¢ obszar krytyczny testu serii.

Wr6émy do danych z Przyktadu 6.2.14. Test serii na poziomie istotnosci
0.05 prowadzi do odrzucenia Hy : ' = G jesli K < 5 (dlan =71im = 6).
Uporzadkowanie polaczonej probki obrazuje tabelka:

88 95 98 110 112 115 123 125 130 135 138 140 141
Y Y X X X X X Y X Y Y Y X

Mamy K = 6 serii. Nie odrzucamy Hy na poziomie istotnosci 0.05. Test serii
prowadzi do takiej samej konkluzji, co test Kolmogorowa-Smirnowa. U

Test Wilcoxona-Manna-Whitneya. Jest to kolejny test ,kombinato-
ryczny” hipotezy Hy : F' = (. Podobnie jak poprzednio, statystyka testowa
zalezy od kolejnosci X-ow i Y-6w w polaczonej, uporzadkowanej probcee.
Niech W oznacza sume rang X-6w. Ranga nazywamy numer elementu w
uporzadkowanej probce. Niech U oznacza sume inwersji X-6w. Inwersja
X-a nazywamy liczbe Y-6w poprzedzajacych go w uporzadkowanej probce.
Dla danych z Przyktadu A, rangi poszczegolnych elementow sa napisane w
dolnym wierszu tabelki:

88 95 98 110 112 115 123 125 130 135 138 140 141
Y Y X X X X X Y X Y Y Y X
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

Zatem W = 34+44-54+64+7+9+13 = 47. Z kolei U = 2+2+2+2+24+34+6 = 19.
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Oto kilka spostrzezen na temat statystyk W i U. Po pierwsze, obie te staty-
styki sa rownowazne, bo jest miedzy nimi prosta zaleznos¢:

n(n+1)

W=

+U.

Istotnie, jesli oznaczymy przez R; oraz I; odpowiednio, range i inwersje i-tego
co do wielkosci X-a to latwo sie przekonac, ze W = > Ry = > " (i +
;) =n(n+1)/2+ U. Kazdy test zalezacy od statystyki W mozna wyrazi¢
przy pomocy U i odwrotnie. Jest tylko sprawa gustu, ktora z nich wolimy
sie postugiwa¢. Napiszmy teraz W = Wx i U = Ux. Niech Wy i Uy
oznaczaja sume rang i sume inwersji Y-6w (okreslone tak samo, tylko obie
probki zamieniaja sie rolami). Mamy

Ux + Uy = mn,

bo Wx + Wy =Y = (n+m)(n+m+1)/2 = Ux +n(n+1)/2 +
Uy + m(m + 1)/2. Wreszcie zauwazmy, ze rozkltad zmiennej losowej U jest
symetryczny w tym sensie, ze

P(U =u) =P(U =nm — u).

Zeby to uzasadni¢, wystarczy rozwazy¢ uporzadkowanie potaczonej probki w
odwrotnej, malejacej kolejnosci.

Rzecz jasna, odrzucamy Hy : F' = G wtedy, gdy Ux lub Uy jest zbyt duze.
Ze wzgledu na wspomniang wlasno$¢ symetrii, znajdujemy takie u, ze

PU <u)=P(U >mn—u) < a/2,

przy prawdziwosci Hy. Odrzucamy Hg jesli U < w lub U > mn —u. W
naszym przyktadzie, dla poziomu istotnosci a = 0.05, dlan =71 m = 6,
wartosé krytyczna u jest rowna v = 7. Nie odrzucamy Hy.

W praktyce, tak jak w naszym przyktadzie, test Wilcoxona bywa stosowany
do probek z rozktadow dyskretnych (cho¢ teoretycznie ten test wymaga zato-
zenia o ciaglosci rozktadow). W takiej sytuacji moga pojawié¢ sie tak zwane
swezly” czyli rowne obserwacje pochodzace z r6znych probek. Wyobrazmy
sobie, ze w naszym Przykladzie A, w probce X-6w pojawita sie dodatkowa,
O6sma, obserwacja, rowna 140. Poniewaz w probce Y-6w jest tez obserwacja
rowna 140, nie wiadomo, ktorej z nich przypisa¢ range 12, a ktorej 13. Stosuje
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sie wyjscie kompromisowe: kazdej z dwoch obserwacji przypisuje sie ,range”
12.5. W rezultacie, suma rang X-6w w polaczonej, 14-elementowej probce
przyjmuje teraz wartos¢ W =3+4+54+6+74+9+12.5+ 14 = 60.5. Suma
inwersji X-ow przyjmuje waro§¢ U =2+24+2+2+24+3+5.546 = 24.5.
Czytelnik zechce to sprawdzi¢. Dodajmy, ze taki sposob postepowania ma
tylko heurystyczne uzasadnienie, ale jest stosowany w praktyce.

Na zakonczenie wspomnijmy, ze dla duzych n i m, rozklad statystyki U jest
w przyblizeniu normalny,

N(@ nm(n—l—m—i-l)).

2’ 12

Przyblizony test na poziomie istotnosci « jest wiec taki: odrzucamy Hy jesli

nm nm(n +m+ 1)
U__‘ —a \/ )
=5 mare 12

gdzie z1_q/2 jest kwantylem rozktadu N(0, 1). O

Zwroémy uwage, ze odeszliSmy juz w ostatnich przyktadach od prostego sche-
matu przedstawionego we wstepie do tego rozdziatu. W problemie dwdch
probek, hipoteza zerowa nie precyzuje doktadnie rozkladu prawdopodobien-
stwa (modelu probabilistycznego). Mamy do czynienia z cata rodzing roz-
ktadow prawdopodobienstwa (modelem statystycznym), w ktorym F = G
ale wspolna dystrybuanta moze by¢ dowolna. Mimo to, potrafiliémy skon-
struowac statystyki testowe, ktorych rozklad prawdopodobienistwa jest taki
sam dla wszystkich rozktadow prawdopodobienistwa spetniajacych hipoteze
zerowa. To jest typowa sytuacja.

Testowanie zgodno$ci z typem rozkladu

Obserwujemy probke Xy, ..., X, z pewnego nieznanego rozktadu o dystry-
buancie F. Przypuszczamy, ze jest to rozktad normalny. Stawiamy hipoteze

Ho: X1,..., X, ~N(u,0%) dla pewnych p,o.

Inaczej,

Hy: F(z)=® < M) dla pewnych u,o.

g
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Poznane przez nas testy zgodnosci wymagaja pewnych modyfikacji, bo rozpa-
trywana teraz hipoteza zerowa jest ztozona, to znaczy nie precyzuje jednego
rozktadu prawdopodobienistwa, tylko cata rodzine rozktadow.

Test chi-kwadrat. Najpierw dane ciggle musimy zdyskretyzowac, w sposob
juz weczesniej wyjasniony. Wybieramy punkty —oo = aqp < a1 < -+ <
ar = oo 1 dzielimy prosta na rozlaczne przedziaty. Oznaczamy przez N;
liczbe obserwacji wpadajacych do i-tego przedziatu. Wartosci obserwowane
poréwnujemy z wartosciami oczekiwanymi np;, gdzie

pich(aifﬂ)_@(u)‘
g ag

W zasadzie, nalezy za estymatory p i o przyja¢ ENW obliczone dla zdy-
skretyzowanych zmiennych. Zgodnie z tym co powiedzieliSmy, te ENW sa
rozwigzaniem ukladu réwnan

1 dp; N ‘lapi -
ZN% o 0 ZNZZH 9o

7 7

Statystyka x* ma asymptotyczny rozktad x*(k — 3) (bo estymujemy 2 pa-
rametry). W praktyce, rozwiazywanie napisanych wyzej rownan jest zbyt
klopotliwe i przyjmuje sie, ze wstawienie ,zwyczajnych” estymatoréw j = X
i 6 = S we wzory na p; niewiele zmienia rozktad statystyki x2.

Doktadnie w ten sam spos6b mozna testowa¢ inne hipotezy ,zgodnosci z
typem rozktadu”, czyli

Hy: F = Fy dla pewnego 0,

gdzie {Fp} jest dang parametryczng rodzina dystrybuant (rozktadow wy-
ktadniczych, gamma itp.). O

Test Kolmogorowa-Lilieforsa. Hipoteze o normalnosci rozktadu mozna
testowac¢ przy pomocy zmodyfikowanej statystyki Kolmogorowa

Fn(x)—q)<x;)_(>‘.

W tej formie, statystyka zwigzana jest z nazwiskiem Lilieforsa. Wartosci
krytyczne sa stablicowane. Jak tatwo zgadna¢, sa mniejsze od wartosci kry-
tycznych ,zwyklego” testu Kolmogorowa-Smirnowa (tego dla prostej hipo-
tezy zerowej). Sytuacja jest faktycznie znacznie gorsza, niz dla testu x*:

D! = sup

—oo<r<o0
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rozktad statystyki Kolmogorowa-Lilieforsa zalezy w istotny sposob od faktu,
ze obserwacje maja rozktad normalny. Poréwnaj, dla kontrastu, Stwierdzenie
6.2.7. Jesli chcielibySmy w podobny sposob testowaé (powiedzmy) hipoteze,
ze rozktad jest wykladniczy, to tatwo napisa¢ odpowiednio zmodyfikowang
statystyke Kolmogorowa-Smirnowa — ale trudno ustali¢ wartosci krytyczne.
OJ
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Rozdzial 7

Teoria testowania hipotez

Przeanalizujemy zagadnienie testowania hipotez statystycznych w sposéb
bardziej formalny, niz w poprzednim rozdziale. Punktem wyjscia jest model
statystyczny, a wiec przestrzen 2 = X wyposazona w rodzine {Py,0 € O}
rozkladoéw prawdopodobienstwa.

7.1 Definicje

Nasze rozwazania beda mialy do$é¢ ogdlny i abstrakcyjny charakter. Hipo-
tezy statystyczne, czyli wypowiedzi na temat rozktadu prawdopodobienstwa,
utozsamiamy z podzbiorami przestrzeni parametréw © (tak, jak zdarzenia
losowe utozsamiamy z podzbiorami przestrzeni probkowej §2). Mowiac o za-
gadnieniu testowania, zawsze bedziemy rozwazali hipoteze zerowq

H0:9€@0

i hipoteze alternatywng

H1:9€@1.

121
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Zakladamy, ze Og i O sa podzbiorami przestrzeni © takimi, ze ©gNO; = (.
Znaczy to, ze Hy i Hy wzajemnie sie wykluczaja. Obie ,konkurencyjne” hi-
potezy traktujemy nieréwnoprawnie. Zasadniczo, interpretacja jest taka: Hy
jest zatozeniem obowiazujacym do czasu, gdy pojawia sie dane doswiadczalne
sprzeczne (lub raczej ,bardzo trudne do pogodzenia”) z ta hipoteza. Z kolei,
H; jest ,ewentualno$cia, z ktora powinnismy sie liczy¢”, jesli przyjdzie nam
zrezygnowac¢ z hipotezy Hy. Testem hipotezy Hy przeciw alternatywie H;
nazywamy statystyke

§: X —{0,1}.

Wartoséé ,,17 interpretujemy jako decyzje o odrzuceniu Hy, za$ ,,0” oznacza,
ze nie odrzucamy Hy. Zbior K = {z € X : §(x) = 1} nazywamy obszarem
krytycznym testu. Przewaznie test ma posta¢ 0(X) = I(T(X) > ¢), gdzie
T(X) jest pewna ,wygodna’ statystyka, zwana statystykq testowq, zas c jest
liczba zwana wartoscig krytycznym. Tak wiec,

jesli T(X) > c czyli 6(X) =1 czyli X € K, to odrzucamy Hy;
jesli T(X) < cezyli §(X) =0 czyli X ¢ K, to nie odrzucamy Hy.

Oczywiscie, jest tylko sprawa wygody, czy okreslamy funkcje 6, T i ¢, czy
zbior K: sa to trzy réwnowazne sposoby opisu testu. Istotne jest to, ze
test jest regutq podejmowania decyzji w zalezno$ci od wyniku obserwacji.
Poniewaz obserwacje sa losowe, musimy czasem popelnia¢ bledy. Skutki
dzialania testu przedstawimy tak:

stan rzeczy \ decyzja 0=0 0=1
Hy prawdziwa 0O.K. btad I rodzaju
H, prawdziwa btad II rodzaju O.K.

Bedziemy rowniez mowic¢, ze decyzja ,,0” oznacza akceptacje Hy a decyzja ,,1”
— akceptacje Hy. Niektorzy statystycy starannie unikaja takich sformutowan.
To jednak kwestia interpretacji decyzji. Statystyka nie zajmuje sie skutkami
blednych decyzji, tylko bada czestosé podejmowania takich decyzji. Niech
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1= A(0) = Py (5(X) = 1)

oznacza prawdopodobienstwo odrzucenia Hy. Nazwiemy 1 — ((0) funkcjg
mocy testu 0. Interpretacja tej funkcji jest odmienna dla § € ©y i 6 € Oy:

Jesli 0 € Oy to
1—B(0) =Py (6(X) =1) jest prawdopodobienistwem bledu I rodzaju.

Jesli 6 € O, to
B(0) =Py (6(X) = 0) jest prawdopodobienistwem bledu II rodzaju.

Za klasyczna teoria testowania stoi wazna idea metodologiczna. Jest to za-
sada konserwatyzmu: nie nalezy rezygnowac z ustalonej teorii (hipotezy ze-
rowej), jesli nie ma po temu koniecznych lub przynajmniej bardzo wyraznych
powoddw. Wobec tego staramy sie przede wszystkim kontrolowaé prawdopo-
dobienstwo btedu I rodzaju. Interesowaé nas beda testy, dla ktorych praw-
dopodobienstwo btedu I rodzaju nie przekracza zadanej z gory, malej liczby.
Sposrod takich i tylko takich testow postaramy sie wybraé te, ktére maja
mozliwie male prawdopodobienistwo btedu II rodzaju.

Jest jeszcze inny powdd kontroli btedu I rodzaju. Czesto w zastosowaniach za
Hy przyjmuje sie hipoteze, ktorej btedne odrzucenie ma powazniejsze skutki
niz btedne jej przyjecie. O przyklady takich sytuacji praktycznych nie jest
trudno. Wyobrazmy sobie, ze zadaniem statystyka jest poréwnanie skutecz-
nosci dwoch lekéw: A i B. Przypusémy, ze lek A jest od dawna stosowany,
jego dziatanie i skutki uboczne sa dobrze znane. Lek B jest nowy i jego sto-
sowanie wigze sie z pewnym ryzykiem. W takiej sytuacji statystyk powinien
za hipoteze zerowa przyja¢ Hp: ,lek A jest nie mniej skuteczny, niz B”. W
istocie, btad I rodzaju polegajacy na pochopnym odrzuceniu Hy moze narazi¢
pacjentow na niebezpieczenstwo — tego staramy sie przede wszystkim unik-
nac¢. Blad II rodzaju moze tylko troche op6zni¢ postep w metodach leczenia
i jest mniej grozny w skutkach.

7.1.1 DEFINICJA. Mowimy, Ze ¢ jest testem na poziomie istotnosct
o, jesli

sup Py (6(X) =1) < a.

0€©q
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Za poziom istotnosci a przyjmuje sie zwykle ,,okragta, mata” liczbe, na przy-
ktad o = 0.01 lub a = 0.05. Zgodnie z tym co powiedzieliémy wcze$niej,
wybor poziomu istotnosci odzwierciedla nasz ,stopieni konserwatyzmu”: im
bardziej przywiazani jesteSmy do wyjsciowe]j hipotezy Hy, tym mniejsze wy-
bieramy «.

Zalozmy, ze test ma posta¢ 6(X) = I(T(X) > ¢). Poziom krytyczny
testu lub inaczej p-warto$é jest to nagmniejszy poziom istotnosci przy ktorym
odrzucamy Hy. Formalnie, jesli zaobserwujemy z € X, to

p = sup Py(T(X) > T(x)).
0€O©g

7.1.2 DEFINICJA. Test 6* jest jednostajnie najymocniejszy na pozio-
mie istotnosci o, jesli

(i) 0% jest testem na poziomie istotnodci a;
(ii) dla kazdego testu 6 na poziomie istotnosci o, mamy
Py (5"(X) = 1) > Py (6(X) = 1)

dla kazdego 0 € ©1.

W skrocie, §* jest TINM (hipotezy Hy : 0 € O przeciw alternatywie Hy :
f € O, na poziomie istotnosci «).

7.2 Lemat Neymana-Pearsona

Niech 6y i 6; beda ustalonymi punktami przestrzeni parametrow ©. Rozwa-
zymy dwie hipotezy proste:

H0:9=6’0, H1:9=91.

Znaczy to, ze Oy = {6y} i ©1 = {0;} sa zbiorami jednopunktowymi. Niech
Py i P; oznaczaja rozktady prawdopodobienstwa na przestrzeni probkowej,
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odpowiadajace wartosciom parametru 0y i 1. Zaltozmy, ze te rozkltady maja
gestosci fop 1 fi. Niech X oznacza wektor obserwacji. Innymi stowy, obie
hipotezy mozemy sformutowaé tak:

HoiXNfo, Hl:XNfl-
7.2.1 TWIERDZENIE (Lemat Neymana - Pearsona). Niech
K*:{xeX: hi) >c}.
Jolx)

Zatozimy, ze Po(K*) = a i Py(K*) = 3. Jesli K C X jest takim zbiorem, Ze
Po(K) < «a, to P1(K) < B.

Dowdd. Poniewaz [y.. fo = [, fo, wiec fK*\K fo = fK\K* fo. Pomnoézmy te
ostatnig nieréwnos¢ obustronnie przez c i skorzystajmy z faktu, ze f; > cfy
na zbiorze K*\K i cfy > f1 na K\K*. Otrzymujemy fK*\K fi> fK\K* fii

stad
[ on= | n

Dodajmy, ze nieréwnoscé jest ostra, jesli tylko fK*\K fo>0ic>0. O

Popatrzmy na zbiory K* i K jak na obszary krytyczne testow 0* i . Z oczy-
wistych wzgledow, 0* nazywamy testem ilorazu wiarogodno$ci. Lemat Ney-
mana - Pearsona stwierdza, ze test ilorazu wiarogodnosci jest najmocniejszy
na poziomie istotnosci « (przymiotnik ,jednostajnie” mozemy opusci¢, bo
hipoteza alternatywna jest prosta).

7.2.2 Uwaga. Przypusémy, ze fi i fo oznaczaja gestosci prawdopodobien-
stwa w ,zwyklym” sensie, to znaczy obserwacja X jest zmienna losowa ,typu
ciaglego”. Jesli a jest zadang z gory liczba (0 < a < 1), to zazwyczaj
mozna dobra¢ poziom krytyczny c testu ilorazu wiarogodnosci tak, zeby
Po(f1(X)/fo(X) > ¢) = a. Nie bedziemy tego stwierdzenia ani uscisla¢
ani dowodzi¢, ale zobaczymy wkrotce na kilku przykltadach jak to sie robi.
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7 drugiej strony, ,gestosci” w Twierdzeniu 7.2.1 moga oznacza¢ dyskretne
funkcje prawdopodobienistwa: f;(z) = P;(X = z). Dowod jest taki sam,
tylko calki trzeba zamieni¢ na sumy. Lemat Neymana - Pearsona pozostaje
prawdziwy dla obserwacji typu dyskretnego, ale przy jego stosowaniu po-
jawiaja sie drobne trudnosci. Dla danego «, moze nie istnie¢ c takie, ze
Po(f1(X)/fo(X) > ¢) = a. Wtedy najmocniejszy test na poziomie istot-
nosci & moze nie by¢ testem ilorazu wiarogodnosci (Zadanie ?7). Pewnym
wyjéciem jest uzycie tak zwanych testow zrandomizowanych, w ktorych uza-
leznia sie decyzje od przypadku. W naszych rozwazaniach, w szczegolnosci w
Definicji 7.1.2, ograniczyliSmy sie dla uproszczenia do testéw niezrandomizo-
wanych. Dokladniejsza dyskusja wymagataby wiec bardziej ogélnej definicji
testu. Nie bedziemy sie tym zajmowac. U

Wspomnijmy, ze obszar krytyczny testu ilorazu wiarogodnosci mozna (i za-
zwyczaj wygodnie jest) napisa¢ w rownowaznej, ,zlogarytmowanej” postaci
K* = {z : log fi(z) — log fo(x) > logc = const}. Wprowadzmy umowe, ze
sconst” jest ,.ogolnym” oznaczeniem poziomu krytycznego i moze w trakcie
rachunkéw reprezentowac rdzne liczby.

7.2.3 PRZYKEAD (Model normalny, test ,,jednostronny”). Zalézmy, ze mamy
probke X, ..., X, z rozkladu N(p, 0?), gdzie 02 jest znane. Rozwazmy naj-
pierw dwie hipotezy proste: Hy : = pg przeciw Hy : p = pq, gdzie pg < pq.
Zbudujemy test ilorazu wiarogodnosci. Niech

L | 1 )
fh(xl,...,:pn):il:[l - exp {_Tﬂ(xi_”h) ] ,
dla A =0,1. Mamy wiec
lOg f1<X1, e 7Xn> — IOg fO(Xh . 7Xn)
1 — ] —

- Xz . 2 o Xz o 2
1 n

ok [+ -]

i=1

Test ilorazu wiarogodnosci odrzuca Hy na rzecz Hy, jesli powyzsze wyrazenie
przekracza pewna staly. Ale tak sie dzieje wtedy i tylko wtedy, gdy X >
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¢ dla pewnej (innej) stalej. Dopiero teraz dokonczymy nasza konstrukcje,
stosownie wybierajac c¢. Niech ¢ = zo/y/n, gdzie z jest kwantylem rzedu
1 — a standardowego rozktadu normalnego, czyli (z) =1 — az

zZ0

NG

odrzucamy Hy, jesli X > uo +

Niech 1—f(u) bedzie funkcja mocy tego testu. Nasz wybor stalej ¢ zapewnia,
ze 1 — B(uo) = a. Z lematu N-P wnioskujemy, ze jest to najmocniejszy test
Ho : p = po przeciw Hy : g = py na poziomie istotnosci . MowiliSmy
na razie o dwoch hipotezach prostych, ale ten sam test jest rowniez TJNM
Hy : o < po przeciw Hy @ g1 > jup, na poziomie istotnosci . Zeby to uzasadnié,
postuzymy sie bardzo prosta argumentacja. Jesli test ma poziom istotnosci
a, to w szczegbdlnosci 1 — B(pg) < . Dla dowolnego 1 > g, sposrod
testow speliajacych warunek 1 — 5(uo) < «, nasz test ma najwieksza moc
w punkcie p;. Ale to znaczy, ze jest on jednostajnie najmocniejszym testem
przeciw alternatywie p > pig.

Na koniec przyjrzyjmy sie funkcji mocy naszego TJNM:

1—5<u>=1—¢>(z—ﬁ“;“°).

g

Rodziny z monotonicznym ilorazem wiarogodnosci. W Przyktadzie
7.2.3, konstrukcja TJNM opierata sie na spostrzezeniu, ze najmocniejszy
test test hipotezy prostej po przeciw p; na poziomie istotnosci o jest taki
sam dla wszystkich alternatyw p; > po. To rozumowanie mozna uogoél-
ni¢. Jesli mamy rodzine gestosci {fy} taka, ze dla wszystkich 6y < 0, iloraz
fo,(x)/ fa,(x) jest rosnaca funkcja pewnej statystyki 7'(x) to méwimy o rodzi-
nie z monotonicznym ilorazem wiarogodnosci. W zagadnieniu ,,jednostron-
nym” Hy : 0 < 0y przeciw Hy : 6 > 6y, TINM na poziomie istotnosci & ma
posta¢ T'(X) > ¢, gdzie c jest stala, dobrana tak zeby Py, (T'(X) > ¢) = a.
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Testy nieobcigzone. Dla rodziny z monotonicznym ilorazem wiarogodno-
$ci, w zagadnieniu ,dwustronnym” Hgy : 0 = 60y przeciw Hy : 6 # 6y, TINM
po prostu nie istnieje. Rzeczywiscie, test na poziomie istotnosci a musi by¢
postaci T(X) > ¢, zeby by¢ najmocniejszy w punkcie 6; > 0y i musi by¢
postaci T(X) < cg, zeby byé¢ najmocniejszy w punkcie 0y < 0. Powstaje
podobny klopot jak w teorii estymacji. Mamy do dyspozycji rézne testy,
z ktorych zaden nie jest (uniwersalnie) najlepszy. Pewnym wyjsciem jest
ograniczenie rozwazan do tak zwanych testow nieobcigzonych.

7.2.4 DEFINICJA. Rozwazmy zagadnienie testowania Hy : 0 € ©¢ przeciw
H, : 0 € ©,. Test § nazywamy nieobecigzonym, jesli dla dowolnych 6y € Oq
i 01 € ©1 mamy

Po, (6(X) = 1) = Py, (6(X) = 1).

Innymi stowy, dla testu nieobcigzonego moc nigdzie nie spada ponizej po-
ziomu istotnosci. Jest to bardzo naturalne wymaganie.

7.2.5 PRZYKLAD (Model normalny, test ,dwustronny”). W modelu z Przy-
ktadu 7.2.3, rozwazmy zagadnienie testowania

Ho : i = po przeciw Hy @ p # po.

TJNM, jak wiemy, nie istnieje. Rozwazmy test

. z
odrzucamy Hy, jesli | X — po| > =7

N

gdzie z jest kwantylem rzedu 1 — «/2, czyli ®(z) = 1 — «/2. Funkcja mocy
rozwazanego teraz testu jest nastepujaca:

1—ﬁ(u)=1—q>(z—\/ﬁ“_“0>+<1>(—z—\/ﬁ“_”°).

o o

Zauwazmy, ze 1 — B(po) = a i1 — B(u) > o dla p # po. Zatem nasz test
jest testem nieobcigzonym Hy : p < po przeciw Hy @y > pp na poziomie
istotnosci . W istocie, mozna pokaza¢ wiecej: jest to test najmocniejszy
sposrod testow nieobeigzonych na ustalonym poziomie istotnosci. U
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Funkcje mocy dwoch testéw jednostronnych Hg : p = 0 (przeciw Hy : > 0
i przeciw H; : p < 0, Przyklad 7.2.3) oraz testu dwustronnego (przeciw
Hy : p # 0, Przyklad 7.2.5) sa pokazane na rysunku.

istotnosci jest rowny a = 0.05.

1.0
|

greater
less
two.sided

0.8

moc
0.6

0.4

0.2

0.0

Przyjety poziom
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7.3 Parametryczne testy istotnosci

Rozpatrzmy model normalny. Zakladamy, ze Xi,..., X, jest probka z
rozktadu N(u, 0%) z nieznanymi paramerami u i 0. Przedstawimy kilka typo-
wych testow w tym modelu. Bedziemy rozpatrywali zlozZone hipotezy zerowe
i przedstawimy testy, ktore nie sa jednostajnie najmocniejsze, bo TJNM po
prostu nie istnieja. Estymatory X i S? oznaczaja to, co zwykle.

Test Studenta

Test Hy : = po przeciwko Hy @ p > po, gdzie pg jest ustalong liczba. Na
poziomie istotnoéci o, odrzucamy Hy, gdy

>t t=ti_q(n—1).

Test Hy : ;1 = po przeciwko Hy @ p # g, gdzie pg jest ustalong liczba. Na
poziomie istotnoéci o, odrzucamy Hy, gdy

X —
\/ﬁ% >, t:tl,a/g(n—l).

Zajmiemy sie teraz problemem pordéwnania populacji, z ktéorych pochodza
dwie (niezalezne) probki. Niech Xi,..., X, ~ N(ux,0%) i Yy,...,Y, ~
N(uy,0%). Znaczenie symboli X, Y, S% i SZ jest oczywiste (i takie samo,
jak w Przyktadzie 2.2.7).

Dwuprébkowy test Studenta.

Test Hy : ux = py przeciwko Hy : pux > py. Zaktadamy, 7e 0% = o%.

Testujemy wiec hipoteze o rownosci wartosci oczekiwanych, nie kwestionujac
zalozenia o rownoéci wariancji. Odrzucamy Hy, gdy

X-Y nm
\/(TL 1)52 +(m 1)82 n+m(n+m—2) >t, t:tlia(n%_m_z)
_ 2 — 2

Pozostawiamy Czytelnikowi oczywista modyfikacje procedury testowania, gdy
alternatywa jest dwustronna: Hg : ux = py przeciwko Hy : ux # py.
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Testy dotyczace wariancji

Test Hy : 0 = o9 przeciwko Hy : 0 > 0¢, gdzie o( jest ustalong liczba.
Odrzucamy Hy, gdy

5% > ¢, c=xi_,(n—1).

09

Test Hy : 0 = oy przeciwko Hy : 0 # oy, gdzie gy jest ustalong liczba.
Odrzucamy Hy, gdy
n—1 n—1

— 57> ¢ lub ——5% < ¢, ¢ :X2/2(n_1),02:X%_a/2(n_1).
70 90

Zajmiemy sie teraz problemem poroéwnania populacji, z ktérych pochodza
dwie (niezalezne) probki. Niech Xi,..., X, ~ N(ux,0%) i Yy,...,Y, ~
N(uy,0%). Znaczenie symboli X, Y, S% i SZ jest oczywiste (i takie samo,
jak w Przyktadzie 2.2.7).

Test Hy : ux = py przeciwko Hy : puxy > py. Zaktadamy, ze 0% = o%.

Testujemy wiec hipoteze o rownosci wartosci oczekiwanych, nie kwestionujac
zalozenia o rownoéci wariancji. Odrzucamy Hy, gdy

X-Y nm ) B ,
\/(”—1)5§(+(m—1)5§ (n+m —2) >t t=t1_o(n+m—2).

Pozostawiamy Czytelnikowi oczywista modyfikacje procedury testowania, gdy
alternatywa jest dwustronna: Hg : pux = py przeciwko Hy @ pux # py. U

7.4 Test ilorazu wiarogodnosci

Rozwazmy dwa modele statystyczne (na tej samej przestrzeni obserwacji).
W modelu pierwszym mamy do czynienia z rodzina rozktadéw prawdopo-
dobienstwa o gestosciach fy(0o, z), gdzie 6y € Oy, za§ w modelu drugim
mamy gestosci f1(01,z), gdzie ; € ©;. Chcemy zdecydowaé, ktory z dwoch
konkurujacych modeli wybraé¢ do opisu doswiadczenia losowego, w ktorym
pojawila si¢ obserwacja X. Zgodnie 7z klasycznym schematem testowania
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hipotez, oba modele nie beda traktowane réwnoprawnie: pierwszy z nich
odgrywa role ,hipotezy zerowej”, z ktorej nie mamy ochoty rezygnowac bez
wyraznej koniecznos$ci. Rozwazamy zatem zagadnienie testowania

Ho : X ~ fo(bo,-) dla pewnego 6y € Oq
przeciw
H, : X ~ fi1(64,-) dla pewnego 0 € Oy.

W istocie, jesteSmy w podobnej sytuacji jak w Lemacie Neymana - Pearsona
z ta roznica, ze dwa konkurencyjne modele sa statystyczne, a nie probabi-
listyczne. Modele zawieraja nieznane parametry (6p i ;). Rzecz jasna, to
bardzo komplikuje sprawe i nie mozemy bezposrednio odwotac sie do Lematu
N-P. Sprobujemy nasladowacé idee testu ilorazu wiarogodnosci, z koniecznymi
modyfikacjami. Za statystyke testowa przyjmiemy

Supg, co, f1(61, X)

A= .
SUPg,eco, Jo(0o, X)

Innymi stowy,

gdzie 0o = éO(X) i6, =06, (X) sa estymatorami najwickszej wiarogodnosci od-
powiednio w pierwszym i drugim modelu. Odrzucamy Hy, jesli A > ¢, gdzie
c jest pewng stala. Konstrukcje tego testu mozna nieformalnie uzasadni¢
tak: porownujemy ,najwieksza szanse otrzymania obserwacji X, gdy praw-
dziwa jest hipoteza H;” i ,najwieksza szanse, gdy prawdziwa jest hipoteza
Hy”. Dostatecznie duza wartos$¢ ilorazu tych najwiekszych szans sugeruje od-
rzucenie Hy na rzecz Hy. Nasze rozwazania sg tak ogélne i abstrakcyjne, ze
niewiele mozna powiedzie¢ o wtasnosciach testu. Nie mozemy podac¢ ogol-
nego sposobu wyznaczania statej c tak, zeby test byl na zalozonym poziomie
istotnosci. Czasami to moze by¢ bardzo trudne, chociaz w niektorych kon-
kretnych sytuacjach daje sie zrobic.
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7.4.1 PRZYKEAD (Rozklad wyktadniczy, czy rozktad Gamma?). Chcemy
rozstrzygnaé¢, czy probka Xi,..., X, pochodzi z rozkladu wyktadniczego
Ex(f#) = Gamma(l,6), czy raczej z rozkladu Gamma(2,0). W obu mode-
lach, 6 odgrywa role nieznanego ,parametru skali”. Jesli f(x) jest gestoscia
(pojedynczej) obserwacji, to nasze zagadnienie mozemy zapisaé tak: testu-
jemy hipoteze zerowa

Ho : f(z) = fo(0,z) = 0e% dla pewnego 6 > 0,
przeciw alternatywie
H; : f(z) = f1(0,2) = 0?2e~% dla pewnego 6 > 0.

Dla Hy, czyli w modelu wykladniczym, ENW () = 79A0 = 1/X. Dla Hy, w
alternatywnym modelu Gamma, ENW(0) = 6, = 2/X. Zatem

_ Hl fl(élaXi) - Hz@%Xz exXp [—é1Xi]
L o0, X TG0 exp [~00X:]

X
= const .
wlls s

Oznaczmy S, = ). X;. Test ma postac:
wybieramy model Gamma(2,9), jesli [[,(X;/S,) > c.

Jesli ustalimy poziom istotnosci o, to mozna dobra¢ stala c tak, zeby w
modelu wykladniczym rownosé Py ([[,(X:/S,) > ¢) = « zachodzita dla kaz-
dego 6. Statystyka testowa ma dla dowolnego 6 taki sam rozktad praw-
dopodobienistwa jak dla 6§ = 1. Jest tak dlatego, ze 6 jest ,parametrem
skali”.  Znaczy to tyle: jesli X; ~ Ex(A) to V; = AX; ~ Ex(1). Ale
[T(X:/> X)) = [T1(Yi/ D Yr). Statystyka testowa, policzona dla X-ow
(czyli dla probki z rozktadu Ex())) ma te sama wartos¢, co dla Y-ow (dla
probki z rozkladu Ex(1)). Z tego co powiedzieliémy, nie wynika, ze wyznacze-
nie stalej ¢ w zaleznosci od « jest numerycznie tatwe. Jest jednak w zasadzie
proste. Wystarczy znalezé rozktad statystyki testowej przy zalozeniu, ze
X; ~ Ex(1) i za ¢ wzia¢ kwantyl rzedu 1 — a tego rozkladu. O
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Modele ,zagniezdzone”. Rozwazmy model statystyczny opisany przez
rodzine gestosci prawdopodobienstwa {fy : 6§ € O} i ,zanurzony” w nim
mniejszy model {fy : 0 € Oy}, gdzie Oy C ©O. Interesuje nas pytanie:
czy mozemy zalozy¢, ze mniejszy model Oy opisuje poprawnie doswiadcze-
nie losowe, czy potrzebny jest wiekszy model ©7 Formalnie, zagadnienie
polega na zbudowaniu testu hipotezy Hg : 8 € ©g przeciw alternatywie
Hy : 0 € ©\6y = 0. Mozemy wykorzystaé test ilorazu wiarogodnosci
opisany w poprzednim punkcie. Skupimy sie na najbardziej typowej sytu-
acji, kiedy mniejszy model jest okreslony przez natozenie dodatkowych ogra-
niczenn w postaci uktadu réwnarn. Zalozmy, ze © C R? dana jest funkcja
h:RY*— RPi©y={0eO:h(0) =0} Zauwazmy, ze rownanie h(d) = 0
jest faktycznie uktadem p réwnan z d ,niewiadomymi”: wspotrzednymi wek-
tora 0 = (0y,...,0;). Jest raczej jasne, ze w typowej” sytuacji © jest pod-
zbiorem ,,d — p-wymiarowym” zbioru ,,d-wymiarowego” ©. W konsekwencji,
zazwyczaj mamy supgee, f(0, X) = supgeg f(6, X). Mozemy statystyke ilo-
razu wiarogodnos$ci napisa¢ w nieco prostszej postaci

Supf)e@ f(97 X) ]
SUPgco, f(0,X)

A:

W liczniku mamy maksimum bezwarunkowe, po calej przestrzeni parametrow
©. To maksimum jest osiggane w punkcie 6, czyli w ENW(0) obliczonym dla
wiekszego modelu. W mianowniku jest maksimum warunkowe. Punkt, w
ktorym to maksimum jest osiagane oznaczamy przez 0 i nazywamy estyma-
torem najwickszej wiarogodnosci z ograniczeniami. Oczywiscie éjest ENW(6)
w mniejszym modelu i mamy h(f) = 0. Reasumujac, w zagadnieniu

Hy : h(€) = 0 przeciw H; : h(6) # 0.

statystyka ilorazu wiarogodnosci przybiera postaé

gdzie
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f0) = sup £(0, X),
f@) = sup f(6.X),  (h(f)=0).

0:h(6)=0

7.4.2 PRZYKELAD (Zagadnienie dwoch probek dla rozktadu wyktadniczego).
Mamy dwie niezalezne probki: Xi,..., X, ~ Ex(fx)iYi,...,Y, ~ Ex(fy).
Zbudujemy test ilorazu wiarogodnosci Hy : 6x = 0y przeciw Hy : 0x # Oy.
Parametrem jest para 0 = (fx,0y) Przestrzen parametrow jest ,Cwiartka”
plaszezyzny: © =]0,00[%. To jest ,duzy model”. Hipoteza zerowa wyznacza
,maly model”: zbior Oy = {(fx,0y) : Ox = Oy }. Wiarogodnosé jest okreslona
wzorem

feXu9Y<x17"‘7xn7y17"‘7yn>:HHXG X 7'Hye vYi

= (Ox0y)" exp [—GX le — Oy Zyz} )

ENW bez ograniczen i ENW 7z ograniczeniami sa takie:

i (L1 i (2 2
“\xv) T\ Zivxav)

To po prostu dlatego, ze w ,duzym” modelu mamy dwie niezwigzane ze soba
probki, a w ,malym” modelu — jedna, potaczong probke z tego samego roz-
ktadu. W obu przypadkach skorzystaliSmy z prostych wzoréw na ENW dla
modelu wyktadniczego. Wprowadzmy oznaczenie Z = (X +Y)/2. Statystyka
ilorazu wiarogodno$ci jest rowna
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Test jest zatem takiej postaci:

odrzucamy Hy, jesli 4R(1 — R) < c,

gdzie R = X /(X +Y), za$ c jest pewng stala. Latwe jest dobranie wartosci
krytycznej tak, zeby otrzymac test na poziomie istotnosci a. Mozna wyko-
rzystaé¢ fakt, ze przy prawdziwosci hipotezy zerowej mamy R ~ Beta(n,n) i
kwantyle rozktadu Beta sa tatwo dostepne.

Rozklad asymptotyczny

Tak jak w punkcie poprzednim, rozpatrujemy dwa modele zagniezdzone i
zagadnienie testowania

Hy : h(6) = 0 przeciw H; : h(0) # 0.

Zakladamy, ze funkcja h : R? — RP jest ,dostatecznie porzadna”, © C R?
jest ,zbiorem d-wymiarowym” i ©g = {6 € © : h(d) = 0} jest ,zbiorem o
wymiarze d — p”:

dim© = d, dim©y =d —p < d.

Nie bedziemy sie starali uscislié¢ tych sformutowan. W wiekszosci konkret-
nych przypadkow i tak wiadomo, o co chodzi. Przy pewnych dodatkowych
zalozeniach, prawdziwy jest nastepujacy fakt.

7.4.3 TWIERDZENIE. Jesli Hy jest prawdziwa, to przy n — oo rozktad
statystyki 2log \ zmierza do rozktadu x*(p) (chi-kwadrat z p stopniami swo-
body).
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Mnemotechniczna regutka jest taka:
liczba stopni swobody = liczba ograniczen = dim©® — dim©,.

Nie podamy dowodu w petnej og6lnosci, ale naszkicujemy rozumowanie dla
pewnego przypadku szczegolnego. Rozwazmy mianowicie model probabili-
styczny zanurzony w wiekszym modelu statystycznym. Testowanie Hy : 0 =
0y przeciw Hy : 6 # 6y miesci sie w rozpatrywanym schemacie modeli za-
gniezdzonych, z jednopunktowym zbiorem Oy = {6y }. Mozemy uwazac, ze 6
jest rozwigzaniem uktadu rownan h(0) = 0, gdzie h : R — R? (d réwnan dla
d parametrow). Oczywiscie, ,estymator z ograniczeniami” jest rowny 0 =0,
(gdy ,maly” model zawiera tylko jeden punkt, to nie ma co estymowac).
Faktycznie testy ,dwustronne” w modelu normalnym, o ktoérych mowiliSmy
w poprzednim rozdziale mozna otrzymaé¢ w ten wladnie sposéb. Zamiast
wracaé do tych testow, rozpatrzymy nowy, prosty przyktad.

7.4.4 PRZYKLAD. Niech Xi,..., X, bedzie probka z rozkltadu wykltadni-
czego Ex(0) z nieznanym parametrem . Chcemy przeprowadzi¢ test hipo-
tezy

Ho: 0 =1 przeciw Hy : 0 # 1.

ENW bez ograniczen jest, oczywiscie, rowny 6 = I/X. Zatem

| ILA(X) _ X ew XS]
[TAX)  exp[=X)]
=X "exp [-n(X - 1)].

| ILA(X) _ X ep XS]
[TAX)  expl= X))
=X "exp [-n(X - 1)].

Do wyznaczenia wartosci krytycznej przyblizonego testu na poziomie istot-
nosci a mozna skorzystaé z granicznego rozktadu statystyki 2log A. Wiemy z
Twierdzenia 7.4.3, ze jest to rozklad x?(1). Mozna zreszta ten fakt udowodni¢
niezaleznie (Zadanie 6). O
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Szkic dowodu Twierdzenia 7.4.3. Ograniczymy sie do przypadkud =11ip =
1. Przyjmijmy, ze spelnione sa zalozenia Twierdzenia 4.3.1 o asymptotycznej
normalnosci 6 = ENW(0).

Podobnie jak w dowodzie Twierdzenia 4.3.1, napiszemy I'(6) = > (log f)'(0, X;)
i wykorzystamy rozwiniecie Taylora, tym razem dla funkcji 1(6):

log A = 1(8) — 1(6) ~ I'(60)(6 — ) + %z"(eo)(é —0)2.

Powolamy sie teraz na przyblizong rownosé 6 — 6y ~ I'(6y) /1" (8,). Otrzymu-
jemy

log A ~ 1 (l’(@o))2 _ 1 (3 (log f)/(eo,Xi)/\/ﬁ)Q'

2 100 2 5 (0g /) (00, Xo)/n )

Zarowno I'(6y), jak i I"(6p) sa sumami niezaleznych zmiennych losowych o
jednakowym rozktadzie. Zastosujmy CTG do licznika i PWL do mianownika
we wzorze (x): mamy '(6p)/+/n —a N(0,11(60)) 1 I"(6y)/n —p —11(6p), tak
jak w dowodzie Twierdzenia 4.3.1. W rezultacie 2log A —4 x*(1), co nalezalo
wykazac. O]

7.5 Zgodnos¢ testow

Zgodno$¢ jest podstawowym pojeciem, dotyczacym asymptotycznych wia-
snosci testow. Rozwazmy zagadnienie testowania w najogoélniejszej postaci:

Hy : 0 € ©q przeciw Hy : 0 € O4.

Niech Xi,...,X,,... bedzie nieskoniczonym ciagiem obserwacji o rozktadzie
Pyid, = d(Xq,...,X,) bedzie ciagiem testow takich, ze 6, zalezy od poczat-
kowych n obserwacji. Myslimy o (X7, ..., X,) jak o jednym tescie, stosowa-
nym do probek o réznej licznosci. Pod tym wzgledem sytuacja jest podobna
jak w Rozdziale 3, gdzie interesowaliSmy sie granicznymi wlasnosciami esty-
matorow.
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7.5.1 DEFINICJA. Mowimy, zZe test 0, jest zgodny na poziomie istotnosci
a, jeslh

(1) lim,,_Py(0, = 1) < « dla kazdego 0 € Oy;

(7) lim,, o Py(0, = 1) =1 dla kazdego 0 € O.

Innymi stowy, test jest zgodny, jesli przy zwiekszajacej sie probce utrzymuje
sie ustalony poziom istotnosci, a moc dazy do jednosci. Chodzi o to, ze
test ,w koncu z cala pewnoscia” odrzuci hipoteze zerowa, jesli jest falszywa.
Sens okreslenia zgodnosci dla testow i dla estymatoréow jest podobny. Zgodny
estymator ,w koncu z cata pewnoscia” identyfikuje nieznany parametr. Zgod-
nos¢ jest raczej stabym, minimalnym wymaganiem (przynajmniej w sytuacji,
gdy obserwacje Xi,...,X,,... sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o jed-
nakowym rozkladzie). Zadanie 1 dotyczy zgodnosci testow rozwazanych w
Przyktadach 7.2.3 i 7.2.5. Oto inny, nieco mniej oczywisty przyktad.

7.5.2 PRZYKLAD (Zgodnos¢ testu Kotmogorowa). Zakladamy, ze ciag ob-
serwacji Xq,...,X,,... jest probka z rozktadu o nieznanej dystrybuancie F'.
Niech F{ bedzie ustalong dystrybuanta. Rozwazamy zagadnienie testowania

Hy : F = Fy przeciw Hy : F # F.

Napiszemy statystyke Kolmogorowa w postaci D,, = D, (Fy; Xq,...,X,) =
sup, | > I(X; < z)/n—Fy(z)|. Test na poziomie istotnosci a odrzuca Hy jesli
\V/nD,, > ¢ (powiedzmy, ze wartos¢ krytyczna ustalamy przyblizona metoda
oparta na Twierdzeniu 6.2.12). Zgodnosé¢ testu Kotmogorowa znaczy tyle, ze
dla F' # Fp,

Pr (\/ﬁDn(FO;Xl,...,Xn)) — 1, (n — 00).

Symbol Pr znaczy, ze X1, ..., X, ~ F. Zauwazmy, ze Definicja 7.5.1 pracuje
tu w niezwykle abstrakcyjnej sytuacji: za ,parametr” rozktadu prawdopo-
dobienstwa uwazamy tu jego dystrybuante. Zgodnosé testu Kolmogorowa
wynika z twierdzenia Gliwienki-Cantelliego (Twierdzenie 1.1.7). O
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7.6 Zadania

. Obliczy¢ granice 1—(u) przy n — oo dla testow rozwazanych w Przyktadach

7.2.3 1 7.2.5. Wskazaé¢ zwigzek orzymanego wyniku z pojeciem zgodnosci
testu.

. Uzasadni¢ doktadnie fakt wspomniany w Przyktadzie 7.5.2: zgodnosé te-

stu Kolmogorowa wynika z twierdzenia Gliwienki-Cantelliego (Twierdzenie
1.1.7).

. Niech X1,..., X, bedzie probka z rozktadu N(u, 02) ze znang wartoscig ocze-

kiwang p. Pokazaé, ze TINM Hy : 0 < 0¢ przeciw Hy : 0 > 0p na poziomie
istotnosci @ ma posta¢ > (X; — p)? > c. Jak wybraé¢ poziom krytyczny c?

. Wyprowadzi¢ test ilorazu wiarogodnosci dla dwédch hipotez prostych: Hp :

f(x) = e™® przeciw Hy : f(x) = xe™™. Zauwazmy, ze tutaj staramy sie
rozpoznaé, czy probka pochodzi z rozkltadu Ex(1) = Gamma(l,1), czy z
rozktadu Gamma(2,1). Poréwnaé z Przyktadem 7.4.1.

. Wykona¢ symulacje komputerowe, ktoére pozwola wyznaczyé wartosé kry-

tyczna c dla testu w Przyktadzie 7.4.1. Przyja¢ a = 0.1 i n = 10. Wygene-
rowaé duzg probke z rozkladu statystyki testowej i przyja¢ za ¢ odpowiedni
kwantyl empiryczny.

. Wyprowadzi¢ bez odwolywania sie do Twierdzenia 7.4.3 asymptotyczny roz-

ktad statystyki testowej w Przyktadzie 7.4.4 przy prawdziwej hipotezie Hy.
Innymi stowy pokazac, ze jesli Xi,..., X, ~ Ex(1), to

2n [(X' -1)— logX] —q X2(1), (n — o0).

Wskazéwka: Z CTG wynika, ze zmienna losowa X —1 ma w przyblizeniu taki
rozkltad prawdopodobieristwa jak Z/\/n, gdzie Z ~ N(0,1). Uzy¢ rozwiniecia
Taylora, odrzucajac wyrazy zmierzajace do zera.
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Rozdzial 8

Regresja liniowa

8.1 Wstep

Modele regresji zajmuja szczegdlne miejsce w statystyce. Maja niebywaly
ilo§¢ roznorodnych zastosowan. Uzywa sie ich powszechnie w chemii, bio-
logii, ekonomii, doswiadczalnictwie rolniczym i wtasciwie w kazdej z nauk
empirycznych. Z koniecznosci ograniczymy sie do paru najprostszych modeli
i nasza dyskusja bedzie bardzo pobiezna. Regresja opisuje, méwiac najogol-
niej, statystyczng zalezno$¢ tak zwanej zmiennej ,,objasnianej” od zmiennych
,objasniajacych”.

Przypus$émy, ze interesuje nas zwiazek pomiedzy dwiema zmiennymi, ktore
oznaczymy przez x i Y. Mierzymy lub obserwujemy wielokrotnie wartosci
tych zmiennych. Dane maja postaé¢ par (z;, Y;) i mozemy je zapisa¢ w takiej
tabelce:

niezalezna zalezna
przypadki \ zmienne  (objasniajaca)  (objasniana)
x Y
1 T Y
2 T2 Ys
n Tn Y,

143
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Na przyktad, mozemy bada¢ zalezno$¢ pomiedzy parami zmiennych (x,Y)
takiego typu:

x Y
wielkos¢ produkcji —  zuzycie energii
wiek dziecka —  wzrost
stezenie katalizatora  — wydajno$¢ procesu

dawka nawozu —  plony

,Przypadki” odpowiadaja pomiarom lub obserwacjom zmiennej Y dla réz-
nych wartosci zmiennej x. Poszczegblne pomiary moga dotyczyé¢ réznych
obiektoéw lub tego samego, ewoluujacego procesu.

Przypuszczamy, ze zmienna Y jest ,w zasadzie” funkcja z, ale ,zaburzona
losowymi btedami”. Nasz model zaleznosci bedzie taki:

Y = o(x) + ¢,

gdzie ¢ jest bledem losowym. Funkcje y = ¢(x) nazywamy funkcjq regresji.
Dla poszczegolnych ,przypadkow”, czyli uzyskanych doswiadczalnie punktow
(x;,Y;) mamy

Y;:(Z)(Z'Z)—i—é“l, (221,,n)

Punkty doswiadczalne (z;, Y;) nie leza dokladnie na krzywej regresji, ale znaj-
duja sie ,w poblizu” wykresu funkcji y = ¢(z). Zaktadamy, ze wielkosci z; sa
znane i nielosowe. Odpowiada to sytuacji, gdy zmienna x jest ,pod kontrola
eksperymentatora” i jest mierzona bezbtednie. Wartosci zmiennej Y sa lo-
sowymi obserwacjami (ze wzgledu na wptyw losowego sktadnika ¢). Funkcja
regresji ¢ jest nieznana i bedziemy ja estymowaé na podstawie danych.

Wspomnimy p6zniej o nieco innnym modelu regresji, w ktérym zmienna ob-
jasniajaca tez jest losowa. Na razie jednak pozostaniemy przy napisanych
wyzej zatozeniach. Nota bene, oznaczenie zmiennej niezalezniej matg litera
x, a zmiennej zaleznej duzg litera Y ma nam stale przypominaé, gdzie ,tkwi
losowo$¢”. Czytelnik powinien wiedzie¢, ze w literaturze ta konwencja nie
jest powszechnie przyjeta.
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Metoda najmniejszych kwadratéw

Sprecyzowanie modelu regresji wymaga przyjecia konkretnych zalozen o funk-
cji ¢ oraz o bledach losowych ;. Zalozymy, ze funkcja regresji ma znang
posta¢, natomiast zalezy od nieznanego parametru (3. Napiszemy zatem
o(r) = ¢(B,z). Zwrocmy uwage, ze wartos¢ [ dla poszczegdlnych | przy-
padkow” ¢ = 1,...,n jest taka sama (zaleznosé¢ opisuje jedna funkcja, tylko
bledy losowe sa rozne). W ten sposob powstaja parametryczne modele re-
gresjil.

Przyjmiemy klasyczne zalozenie, ze bledy sa niezalezne i maja jednakowy
rozktad normalny. Podsumujmy i uzupetnijmy opis modelu:

gdzie

1 - numer ,przypadku”,

x; - warto$¢ zmiennej ,objasniajacej” (znana i nielosowa),
g; - blad losowy (nieobserwowana zmienna losowa),

Y; - obserwowana zmienna losowa ,objasniana”,

(3 - nieznany parametr (nielosowy).

8.1.2 Zalozenie. Spetniona jest zaleznosé (8.1.1). Bledy e, ..., e, sq nieza-
leznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozktadzie normalnym N(0, 0?).

Schemat opisany powyzej mozna tatwo uogélni¢ uwzgledniajac wptyw wielu
zmiennych objasniajacych na zmienna objasniana. Na przyklad, wydajnosé
procesu chemicznego moze zaleze¢ od stezenia katalizatora i od ci$nienia. Na
wysokosé plonéw moze mie¢ wplyw intensywnosé nawozenia, poziom opadow
i jeszcze inne czynniki (zmienne). Nie musimy zakladac, ze z; sa skalarami;
moga to by¢ wektory. RoOwniez parametr 5 moze byé¢ wektorem. Pozo-
staniemy natomiast przy zatozeniu, ze warto$ci zmiennej objasnianej Y; sa
skalarne.

Istnieja tez nieparametryczne estymatory regresji, o ktérych przelotnie wspomnimy.
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Ladczna gQStOéé prawdopodobieflstwa Obserwacji }/1, Ce ,Yn jest naste;pujadca:
f o yoe ey UYn €Xp l;, .CEZ
3, Y1 Y o 2 YD)

W ten sposob okreélona jest rodzina rozktadéw prawdopodobienstwa na prze-
strzeni probkowej 2 = R™; przestrzenia parametrow jest © = RPx]0, oo,
gdzie p jest wymiarem parametru (3. Ten opis modelu miesci sie w og6lnym
schemacie wprowadzonym w Rozdziale 2.

Ze wzoru na postaé¢ gestosci natychmiast wynika prosty wniosek.

8.1.3 Stwierdzenie. Jesli spetnione jest Zalozenie 8.1.2, to estymator naj-
wiekszej wiarogodnosci parametru (3 jest rozwigzaniem zadania minimalizacyi

n

SSE(B) = > (Y — ¢(8,2:))* — min.

i=1

Skrot ,,SSE” pochodzi od angielskiego zwrotu oznaczajacego sume kwadratow
bledow, ,Sum of Squares of Errors”. Bedziemy nazywaé¢ SSE = ming SSE(/5)
resztowq sumq kwadratow. Estymator wprowadzony w Stwierdzeniu 8.1.3
nazywamy estymatorem najmniejszych kwadratow i w skrocie napiszemy [ =
ENK(/). Niezaleznie od Zalozenia 8.1.2, ENK ma bardzo przekonujaca inter-
pretacje. Dopasowujemy krzywa do punktow doswiadczalnych w ten sposob,
zeby suma kwadratow ,odchytek” punktow od krzywej byta minimalna. Przy
tym ,odchytki” mierzymy wzdtuz osi Y. Metoda najmniejszych kwadratow
sprowadza si¢ do metody najwiekszej wiarogodnosci przy zalozeniu o nor-
malnym rozktadzie btedéw, ale ma samodzielny sens i moze by¢ stosowana
bez tego zalozenia.

8.2 Model liniowy

Ograniczymy sie do najprostszej, liniowej postaci funkcji regresji. Mimo, ze
zatozenie o liniowos$ci wydaje sie bardzo ograniczajace, rozmaito$¢ i zakres
zastowan modeli liniowych sag zaskakujaco duze.
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Prosta regresja liniowa

Rozpatrzymy na poczatek model z jedna (skalarna) zmienna objasniajaca.
Model liniowy z wyrazem wolnym ma postac

Yi = Bo + Bra; + &, (1=1,...,n).
Wykresem funkcji regresji jest linia prosta y = By + Si1x. Wzory przybieraja

prosta i przejrzysta forme. Estymatory najmniejszych kwadratéw parame-
trow (g i 31 sa nastepujace:

. Yw-DVi-V) . o
gdzie
= v=, 2
r = — Xi, - - 7
n n
Istotnie,

SSE(B) = > _(Yi — o — fuzi)*,

=1

Rozwiazujemy uktad réwnan:

19SSE(B) Z” o

2 96 P Vo B =10 =0

1 9SSE -

58—61(6) = (o + iz — Yi)wi = 0.

i=1
Rachunki sa elementarne i tatwe (Zadanie 1).

Niech V; = Bo + lei, gdzie By i Bl sa ENK danymi wzorem (8.2.1). Punkty
(2;,Y;) leza na dopasowanej (wyestymowanej) prostej regresji. Mowimy, ze Y
sa przewidywanymsi wartoSciami zmiennej objasnianej. Roznice &; =Y; — Y;
pomiedzy warto$ciami obserwowanymi i przewidywanymi nazywamy resz-

tams albo residuams.
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8.2.2 PRZYKEAD (Ilos¢ produktu i stezenie katalizatora). Badamy zalez-
nosé¢ ilosci produktu w pewnej reakcji chemicznej (zmienna Y) od stezenia
katalizatora (zmienna ). Przeprowadzono doswiadczenie 15 razy, wybiera-
jac rézne stezenia katalizatora i otrzymano takie wyniki:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

.

|
|
|3 5 7 8 10 11 12 12 13 15 15 16 18 19 20
|

Zi
Y; 14 40 40 30 50 34 40 70 52 50 70 64 88 72 90

Zaktadamy, ze ilo$¢ produktu zalezy w sposoéb liniowy od stezenia katali-
zatora (w interesujacym nas zakresie wartosci obu zmiennych). Odchylenia
od doktadnej zalezno$ci liniowej traktujemy jako ,btedy losowe”. Mowiagc
porzadniej, decydujemy sie na opis zaleznosci Y od x przy pomocy modelu
prostej regresji liniowej.

Estymowane wartosci wspolczynnikow sa, dla naszych danych, rowne Bg =
7.611 (B, = 3.75. Przyjmujemy wiec, ze funkcja

~

Y =761+ 3.75z

opisuje w przyblizeniu interesujaca nas zalezno$¢. ObliczyliSmy to przy po-
mocy programiku napisanego w jezyku R, ktory wyglada tak:

> x=c(3, 5, 7, 8, 10, 11, 12, 12, 13, 15, 15, 16, 18, 19, 20)

> Y=c(14, 40, 40, 30, 50, 34, 40, 70, 52, 50, 70, 64, 88, 72, 90)
> fit=1m(Y ~ x)

> beta=fit$coefficients

> beta

Intercept X

7.613670 3.748886

Funkcja 1m() (linear model) estymuje parametry regresji liniowej metoda
najmniejszych kwadratow. Wyniki dziatania tej funkcji, zapamietane w po-
staci listy £it, zawieraja oprocz estymatoréw (fit$coefficients) inne cie-
kawe wielkosci, na przyklad residua (fit$residuals). Zwroéémy uwage, ze
R (domyslnie) wlacza wyraz wolny do modelu regres;ji.
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Punkty do$wiadczalne wraz z dopasowang prosta regresji pokazuje nastepu-
jacy rysunek.

[}
o :
80 —
60 —
O xY)
* (XNY)
>
40 ° ) :
: : : —— Regresja
N Residua
[0}
20 —
6

5 10 15 20
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Regresja liniowa wieloraka

Rozpatrzymy teraz model z wieloma zmiennymi objasniajacymi. Ich liczbe
oznaczmy przez r. Zmienna objasniana jest jedna, skalarna, tak jak po-
przednio. Wskaznik ¢« = 1,...,n bedzie, tak jak dotad, numerowat kolejne
sprzypadki” lub ,obiekty”. Zmienne opisujace i-ty obiekt oznaczymy przez
Ti1y .-, T 1 Y;. Model regresji liniowej z wyrazem wolnym przybiera postac

Yz‘Zﬁo—i‘Zﬁj%j—i‘éu (i=1,...,n)
j=1

Prosty chwyt pozwala wlaczyé¢ wyraz wolny do funkcji liniowej. Przyjmijmy
umownie, ze x;0 = 1. Zmienne objasniajace dla i-tego obiektu ustawimy w
wektor wierszowy, dotaczajac jedynke: x] = (1,zi,...,2;). Mozna teraz

zapisa¢ bardziej zwiezle model w postaci wektorowej:

K:Z@l‘zﬂr&:x;ﬂ? (i=1,...,n),

j=0
gdzie 3 = (Bo, B1,...,3.) . W postaci macierzowej to mozna przepisa¢ tak:
}/1 1 11 ... T1p BO &1
b1
=1 N
Y, 1 21 ... Zpr ﬁ‘r €n

Bedziemy konsekwentnie stosowali notacje wektorowo-macierzowa. Wektory
i macierze w powyzszym wzorze oznaczymy pojedynczymi literami Y, X,
B ie. Przyjmijmy, dla jednolitosci oznaczen, ze symbol p oznaczaé¢ bedzie
wymiar wektora (. Dla regresji liniowej z r zmiennymi objasniajacymi i
wyrazem wolnym mamy zatem

p=r+1.
Model liniowy przybiera zwiezta postac:
Yy = X - B + e
nx1 nxp pxl nxl1

Pod spodem napisaliSmy wymiary poszczegblnych obiektow. Znana i nie-
losowa macierz X jest zwana macierzq planu, (3 jest wektorem nieznanych
parametrow, Y jest wektorem obserwacji, € jest losowym wektorem ,bltedow”.
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8.2.3 Uwaga. Zauwazmy, ze do macierzy X dolaczyliSmy ,zerowa” kolumne
zlozona z samych jedynek. W wiekszoSci zastosowarl jest to naturalne (ta
operacja jest wykonywana w R, domys$lnie”). Czasami trzeba rozwazy¢ model
regresji bez wyrazu wolnego. Nalezy wtedy pamieta¢, ze p = r, a nie p =
r + 1. Przyjmijmy umowe, ze liczba kolumn macierzy X i wymiar wektora
[ beda zawsze rowne p. W ogdlnych, teoretycznych rozwazaniach, bedziemy
pisa¢ 3 = (61,...,0,)", bo wygodniej numerowaé¢ wspolrzedne wektora od
1, nie od 0. Wzory dla regresji z wyrazem wolnym wymagaja oczywistej
modyfikacji.

W dalszym ciggu ograniczymy sie do rozwazania nastepujacej sytuacji.

8.2.4 Zalozenie. Mamy p < n 1 macierz X jest petnego rzedu, to znaczy
rz(X) = p.

Sens powyzszego zalozenia jest jasny. Wydaje sie, ze do wyestymowania p
nieznanych parametrow, potrzeba wiecej niz p obserwacji 2.

Wazna czes$¢ teorii wymaga wprowadzonego w Zalozeniu 8.1.2 warunku:
€1,...,En S3 niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozkladzie
N(0,0?%). Zreasumujmy nasze rozwazania w nastepujacej postaci.

8.2.5 Zalozenie. Model jest opisany rownaniem Y = X0 + ¢, gdzie € ~
N(0, o?1).

Czes¢ teoril nie wymaga zalozenia o normalnosci. Wystarczy, ze zmienne
losowe €1, ...,, speliaja warunki Ee; = 0i Varg; = o2 dlai =1,...,n
oraz Cov(g;,e;) = 0 dla ¢ # j. Sformulujmy to w postaci nastepujacego,
stabszego zalozenia.

8.2.6 Zalozenie. Model jest opisany rownaniem Y = X3 + ¢, gdzie Ec =0
i VARe ~ o2l

2W ostatnich latach coraz wiecej uwagi poswieca sie w statystyce modelom, w ktérych
p > n. Ale to juz inna historia, wykraczajaca poza zakres naszych rozwazan.
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Ponizszy przyktad pokazuje, ze zatozenie o liniowosci funkcji regresji jest
mniej ograniczajace, niz sie wydaje.

8.2.7 PRZYKLAD (Regresja wielomianowa). Rozpatrzmy model z pojedyn-
cza zmienna objasniajaca, w ktorym funkcja regresji jest wielomianem r-tego
stopnia:

}/i:ﬁo‘i‘Zﬁsz—i‘&, (Zzl,,n)
j=1

To jest model lintowy, w ktoérym i-ty wiersz macierzy planu jest rowny

$T:(1,$i,...,$j...[£r) (i=1,...,n).

% i) i)

Estymacja w modelu liniowym

Pracujemy w og6lnym modelu liniowym Y = X3+ ¢. Przy Zalozeniach 8.2.6
i 8.2.4 mozna napisa¢ jawne, macierzowe wzory na estymator najmniejszych
kwadratow, ENK(/3). Rozwigzujemy zadanie minimalizacji

n

SSE() = > _(¥; =2/ B)" = (X8 = V)T (X5 = Y) = min,

i=1
Obliczajac gradient lewej strony wzgledem 3 dostajemy X' (X3 —Y) = 0,
czyli

X'X3 =XTY.
Jest to tak zwany uktad rownan normalnych w postaci macierzowej. Zaloze-
nie 8.2.4 gwarantuje, ze macierz XX jest odwracalna i mamy prosty wzor:

ENK(8) = 8 = (X"X)"'XTY.

Poniewaz EY = X3, wicc Ef = (XTX)'XTEY = . ENK(3) jest estymato-
rem nieobcigzonym. Policzymy macierz kowariancji ENK. Mamy

A

VAR(B) = (Cov(B;,Bk); 5,k = 1,...,p) = a*(XTX)"1.
Istotnie,
VAR(B) =E(3 - B)(3—0)"
= (XTX)IXTE(Y — XB)(Y — XB) TX(XTX)™
= (XTX)IXT(?DX(XTX) ™t = o2(XTX) 7.
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W Rozdziale 3 wprowadziliSmy pojecie estymatora nieobcigzonego o mini-
malnej wariancji. Obecnie mamy do czynienia z wektorowym parametrem
B = (0i,...,0,). Zajmiemy sie estymacja liniowej funkcji tego parametru,
to znaczy wyrazenia postaci

p
9" 8=> 9B
j=1

sposob przechodzimy do jednowymiarowego zagadnienia estymacji i mozemy
odwotaé sie do znajomych pojeé. Z definicji,

ENK(g'B)=g=g'f

jest estymatorem najmniejszych kwadratéw funkcji g" 3 (po prostu, wsta-
wiamy ENK(f) w miejsce nieznanego (). Okazuje sie, ze ENK maja naj-
mmniejszq wariancje posrod estymatorow lintowych i nieobcigzonych. Mowi
sie, ze B jest najlepszym liniowym nieobcigzonym estymatorem (3, w skro-
cie BLUE (Best Linear Unbiased Estimator). Taka jest tres¢ klasycznego
twierdzenia, ktore teraz sformutujemy doktadnie;j.

8.2.8 TWIERDZENIE (Gaussa — Markowa). Przyjmijmy Zatozenie 8.2.6.

Rozwazmy dowolny nieobcigzony i liniowy estymator funkcji g' 3, to znaczy

estymator postaci § = ¢'Y taki, ze Bg = g' 3. Jezeli g = ENK(g' 3), to

Varg < Varg.

Dowdd. Poniewaz E§ = ¢"X3 = ¢' 3 dla kazdego 3, wiec ¢'X = g". Oczy-

wiscie, Varg = o?c’c. Dow6d bedzie zakonczony gdy pokazemy, ze
0<cle—g (XTX)g.

Mozemy te nierownos¢ przepisa¢ w postaci

0<cc—c"X(XTX)"'XTe=c"(I - H)e,

gdzie H = X(XTX)7IXT. Wystarczy teraz zauwazyé¢, ze macierz | — H jest
nieujemnie okreslona. Jest tak, bo jest ona symetryczna ¢ idempotentna. [J
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Jesli przyjmiemy silniejsze Zatozenie 8.2.5 zamiast 8.2.6 to mozna pokazac,
ze ENK jest nie tylko BLUE (najlepszy wérod liniowych estymatorow nieob-
cigzonych) ale takze ENMW (najlepszy wérod wszystkich estymatorow nie-
obcigzonych). Przyjmiemy ten fakt bez dowodu.

Geometria ENK

W dalszym ciggu rozwazamy ogélny model ¥ = X3 4 €. Bedziemy w
istotny sposob korzysta¢ z Zalozen 8.2.5 i 8.2.4. Wspohrzedne wektorow
p-wymiarowych numerujemy od 1 do p. Zauwazmy, ze Y; = xTﬁ jest wspol-
rzedna Y-owa punktu odpowiadajacego wektorowi x; i lezacemu na wykresie
dopasowanej (estymowaneJ metoda NK) funkcji regresji. Odpowiednig reszta
jest & = Y; —Y;. Wektorowo napiszemy ¥ = X3 = (Yl, LY, YTié= Y-VY.
Mamy

Y = X(XTX)"'XTY = HY,

gdzie H jest macierza rzutu ortogonalnego (w przestrzeni R”) na p-wymiarowa
podprzestrzen liniowa R(X) generowana przez kolumny macierzy X (czyli ob-
raz przeksztalcenia liniowego o macierzy X). Wystarczy sprawdzié, ze H jest
macierzy symetryczng (H' = H) i idempotentng (H> = HH = H). Rzut na
dopetnienie ortogonalne R(X)* ma macierz | — H.

Geometryczna interpretacja metody najmniejszych kwadratow staje sie przej-
rzysta, jesli przejdziemy do takiego ortogonalnego uktadu wspolrzednych,
ktorego pierwsze p wersorow jest baza podprzestrzeni R(X) a nastepne n—p
wersorow jest baza R(X)L. Taki uktad mozna napisa¢ w jawnej postaci sto-
sujac procedure ortogonalizacji Hilberta-Schmidta do bazy (nieortogonalnej)
przestrzeni R", ztozonej z p kolumn macierzy X oraz n — p innych wektorow.
Pamietajmy, ze macierz X o wymiarach n X p jest pelnego rzedu p.

Potrzebny fakt sformutujemy w nastepujacej postaci *

3Dla naszych celéw istotne beda tylko wspétrzedne kolumn X w nowej bazie.
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8.2.9 Stwierdzenie. Istnieje macierz ortogonalna Q o wymiarze n X n oraz
macierz gorna trojkgtna R o wymiarze p X p takie, ze

R
X=Q|---
0]
W tym wzorze O jest zerowq macierzq o wymiarze (n — p) X p.

Kolumny macierzy Q tworza ortonormalna baze¢ R(X). Element rj, macierzy
R jest iloczynem skalarnym k-tej kolumny X i j-tej kolumny Q. Tak wiec
R zawiera wspotrzedne kolumn X w nowej bazie. Fakt, ze macierz R jest
trojkatna, 7, = 0 dla k < j oznacza, ze poczatkowe k kolumn Q jest baza w
przestrzeni rozpietej przez k pierwszych kolumn X.

Wspohrzedne wektora Y w nowej bazie oznaczymy Y = Q'Y. Rzut na
przestrzein R(X) ma w nowej bazie macierz wspotrzednych H = Q "HQ:

Y —»Y=QY —Y =HY =HQY — Y = Q"HQY.
Zauwazmy, 7e

R

H= QTX<XTX)71XTQ — ... (RTR)*l <RTO>
O
I O
O : O

gdzie | jest macierza jednostkowa wymiaru p X p. To znaczy, ze w nowym
ukltadzie wspoltrzednych, rzutowanie wektora Y na podprzestrzenn R(X) po-
lega na zastapieniu n — p ostatnich wspotrzednych zerami:

jesliY = (Yy,....Y,,....Y, ) toY = (Y,,...,Y,,0,....0)".

pr°

Pamietajmy przy tym, ze Y = QY i Y = QY. Wzor Y = X3 = ¢ w nowym
uktadzie wspolrzednych przybiera postac

R
y=|]6+c
O
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gdzie € = Qe. Nastepujace proste spostrzezenie odgrywa w dalszych rozwa-
zaniach zasadnicza role. Przy Zatozeniu 8.2.5, wektor losowy € ma tgczny
rozktad normalny N(0, o).

Geometryczne rozwazania prowadza do bardzo prostego dowodu nastepujacej
og6lnej wersji Twierdzenia Fishera.

8.2.10 TWIERDZENIE (Fishera). Jesli spetnione jest Zatozenie 8.2.5 i
B = ENK(B) to B jest zmienng losowq niezalezng od Y — Y. Ponadto mamy
IY = V|2 ~ x2(n = p) i § ~ N(B,0*(X X)),

Dowdd. Poniewaz Q jest macierza ortogonalng, wiec jest izometria, stad
IY =Y[P=1Q"Y = QTY|* = |Q"(I - H)QY|* = ||l - H)Y||”
=g+ tel ~x(n—p).
Z kolei Y = QY = QHY = Q(gy,...,5,,0,...,0)T. Stad wida¢, ze Y jest

Y p7
zmienng niezalezna od Y — Y. Oczywiscie, ﬁ jest funkcja Y, a wiec tez jest
zmienna niezalezna od Y — Y. Wreszcie, & Jest to liniowa funkcja wektora
Y, a wiec ma rozklad normalny. Wiemy, ze EG = 31 VAR(S) = o2(XTX)!

co konczy dowod. D
8.2.11 Whniosek. Nieobcigzonym estymatorem wariancji btedu, o2, jest

Y —Y|? SSE

5 =
n—p n—p

Estymatory najmniejszych kwadratow Bj mozna ,uzupeinié¢” konstrukeja prze-
dzialéw ufnosci.

8.2.12 Whiosek. Przedzial ufnosci dla parametru 3; jest okreslony wzorem
%—&%@+&M,

gdzie S = VS%, t = ti_q(n — p) jest kwantylem rozktadu t-Studenta z
n — p stopniami swobody, zas d; = (XTX) (wskaznik jj odpowiada j-

temu elementowi na przekgtnej macierzy).
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Zeby ten wniosek uzasadni¢, wystarczy zauwazy¢, ze Var3; = o?d;, a zatem

B — B
dj—S ~ t(n —p),

na mocy twierdzenia Fishera.

Predykcja

Po co wlasciwie dopasowujemy funkcje do punktow doswiadczalnych? Rzecz
jasna, jest przyjemnie mie¢ prosty, liniowy model opisujacy zaleznosé. Osta-
tecznym sprawdzianem warto$ci poznawczej modelu jest mozliwo$é¢ przewi-
dywania wynikow doswiadczen. W przypadku modelu regresji, chodzi o prze-
widywanie wartosci zmiennej Y dla danej wartosci x. Tak jak dotad, mamy
dane punkty (z;,Y;) dla ¢ = 1,...,n. Dla ustalenia uwagi uméwmy sie,
ze wracamy do modelu regresji liniowej z wyrazem wolnym i do oznacze-
nia 5 = (6o, 1 ..., 05) na wektor wspotczynnikow, gdzie p = r + 1. Roz-
wazamy ,nowy” wektor zmiennych obja$niajacych, ktéry oznaczymy x| =
(1,z3,...,x}) i uwazamy za znany. Jesli przeprowadzimy nowe do$wiadcze-
nie, to pojawi sie odpowiednia wartos¢ Y,. Naszym zadaniem jest predykcja
nieznanej wartosci Y, przed dokonaniem tego dodatkowego doswiadczenia.
Nasz model przewiduje, ze

Y. = l‘jﬁ—{—&‘*,

gdzie wspolczynniki (3 sa te same, co we wzorze Y; = z, 3 + &;, za$ €, ~
N(0,0?) jest bledem losowym niezaleznym od poprzednich bledow &;. Mu-
simy zmierzy¢ si¢ z dwiema trudnosciami. Po pierwsze, nie znamy wspol-
czynnikéw 3. Po drugie, musimy sie liczy¢ z nowym, losowym odchyleniem
€, od prostej regresji. Niemniej, nasuwa si¢ do$¢ oczywiste rozwiagzanie. Za
przewidywany wynik doswiadczenia mozemy przyjac

Y. =a2,0,

gdzie B jest estymatorem obliczonym na podstawie poprzednich punktow do-
$wiadczalnych (z;,Y;). Sprobujemy teraz oszacowaé dokladnosé¢ predykcji.
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Mamy EY, = EY, = x] 3 i mozemy powiedzie¢, ze predyktor Y. jest nieob-
ciazony *. Obliczmy jego wariancje:

VarY, = oz (X"X) " z,.
Latwo stad wywnioskowaé¢ wazny wzor na btad sredniokwadratowy predykcji:
E(Y, — Y.)? = o2 [1+ ] (XX) '] .

,Dodatkowa jedynka” w tym wzorze pochodzi stad, ze musimy uwzgledni¢
wplyw bledu e,, czyli losowe odchylenie punktu Y, od funkcji regresji.

Bardzo podobnie jak we Wniosku 8.2.12 konstruuje sie przedzialty ufnosci dla
wartosci funkcji regresji i predykcji.

8.2.13 Wniosek. Przedziat ufnosci dla warto$ci funkcji regresji w punkcie
z,, czyli dla BTz, jest okreslony wzorem

[xIB — Std,, x5 + Std*] ,

gdzie d, = /x] (XTX)"ta] it =ti_n/2(n —p).

Przejdzmy do przedzialéw ufnosci dla predykeji. Ustalamy poziom utnosci
1 — « i chcemy skonstruowaé takie statystyki Y, i Y, zeby, dla dowolnych (3
io,

PY, <Y, <Y,)=1-q.

W powyzszym wzorze wystepuje rozktad prawdopodobieristwa na przestrzeni

probkowej R, Jest to taczny rozktad zmiennych losowych Yy, ..., Y, oraz
Y,. Statystyki Y. i Y, sa to funkcje obserwacyi, czyli zmiennych losowych
Yidlat = 1,...,n. Poza tym moga zaleze¢ od znanych liczb z; oraz x,,

ale nie moga zaleze¢ od Y.. Przedzial [Y,,Y,] bedziemy dla uproszczenia
nazywac przedziatem ufnosci dla predykcyi, ale nie jest to przedzial ufnosci w
rozumieniu Definicji ??7. Wartos¢, ktora staramy sie przewidzieé, Y., nie jest
funkcja nieznanego parametru, tylko nieobserwowang zmienng losowg.

4Zauwazmy , ze przewidywana wielkoéc Y, jest zmienng losowsa, a zatem nieobcigzonogé
predyktora wymaga osobnej definicji.
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8.2.14 Whniosek. Przedziat ufnosci dla predykcji Y, jest okreslony wzorem

[mIB — StD,,z] 3+ StD,| ,

g@wpfz¢1+@xwxyugit:mﬂﬁm—py

Uzasadnienie Wnioskow 8.2.13 i 8.2.14 jest analogiczne jak Wniosku 8.2.12.
Wystarczy powotac si¢ na twierdzenie Fishera i wykorzysta¢ wzory VarY, =
o?d, = o?z] (XTX) o, i E(Y, - Y,)? = 02D, = o [1 + J;I(XTX)_lx*].

W szczegblnym przypadku prostej regresji lintowej z wyrazem wolnym wzory
na przedzialy ufnosci maja wyjatkowo intuicyjna inerpretacje i warto je przy-
toczy¢. Wprowadzmy wygodne oznaczenie SS, = > (z; — Z)?. Mamy

1 (2. —17)?
P
n T ss.

(2. — 2)°

1
D,=1+d,. =14 —
+ +n+ SS.

To mozna sprawdzi¢ wykorzystujac ogolne wzory (trzeba obliczy¢ macierz
odwrotng (XTX)™! wymiaru 2 x 2). Mozna tez obliczy¢ bezposrednio VarY,
i Var(Y, — Y,) w rozwazanym szczegolnym przypadku (Zadanie 4). Tak
czy inaczej, rachunki sa tatwe. Zwrdécmy uwage, ze liczba stopni swobody
resztowej sumy kwadratow SSE jest rowna n — 2, ze wzgledu na obecno$é¢
wyrazu wolnego. Zatem t = t1_q/2(n — 2).

Jesli prawe strony wzoréw na przedzialy ufnosci,

Bo + by = Bo + le* + ¢5d,,
Y, = (o + B, £ tSD.,,

potraktujemy jako funkcje x,, to otrzymamy krzywe wyznaczajace ,pasy uf-
no$ci” odpowiednio, dla funkcji regresji i predykcji.
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8.2.15 PRZYKLAD (Produkt i katalizator, kontynuacja). Wroémy do Przy-
ktadu 8.2.15. Przypomnijmy, ze na podstawie n = 15 punktow do$wiadczal-
nych obliczyliSmy estymatory wspotczynnikow rowne Bo =7.611 Bl = 3.75.
Dopasowana prosta regresji jest wiec taka:

~

Y =7.61+ 3.75z.

Przypu$émy teraz, ze chcemy przewidzie¢, jaka uzyskamy ilos¢ produktu w
nowym do$wiadczeniu, przy stezeniu katalizatora x, = 10.5. Oczywidcie,

N

Y, =7.6143.75%10.5 = 46.98.

Szeroko$¢ przedziatu ufnosci obliczymy wedlug wzoru to.g75(13) % /SSE/13 *
\/1 +1/15+ (10.5 — 7)?/SSx = 24.39, gdzie T = 12.27, SS, = 358.93 i
SSE = 1541.1. Na poziomie ufnosci 0.95 mozemy twierdzi¢, ze do$wiadczenie
da wynik 46.98 £ 24.39, czyli Y, zmiesci sie w przedziale

[22.58, 71.37]

Zatrzymajmy sie jeszcze nad interpretacja przedzia tu ufnosci dla funkcji
regresji, Oy + (1 % 10.5. Ten przedzial w naszym przyktadzie przybiera postac
46.98 £ 6.46, czyli

[40.52, 53.43).

Powiedzmy, ze zdecydujemy sie uruchomié¢ produkcje na wieksza skale i po-
wtarza¢ wielokrotnie reakcje przy tym samym ,roboczym” stezeniu z, = 10.5.
Wtedy srednia ilo$é otrzymywanego produktu bedzie rowna [y + 10.50;.
Poniewaz parametry zaleznosci (y i 01 sa nieznane (wartosci Bo = 7.611
81 = 3.75 sa tylko estymatorami !) to $rednia ilo$¢ produktu mozemy osza-
cowac tylko ,z dokladnoscig £+6.46".

Przedziaty ufnoéci dla Y., dla wartosci funkcji regresji w punkcie x, = 10.5
oraz pasy ufnosci widaé na nastepujacym rysunku:
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Testowanie hipotez

Najprostsze i najwazniejsze zagadnienie testowania hipotez w modelu linio-
wym zmierza do odpowiedzi na pytanie: ,czy wszystkie zmienne objasniajace
maja istotny wplyw na zmienng objasniang?”. Czy moze pewien podzbior
zmiennych z, mozna pomingé? Formalnie, niech 3 = (B4, ..., By, Byrty -5 5p)
dla ¢ < p. Weryfikujemy hipoteze zerowa

HO : (ﬁ,ﬁ_l,...,ﬁp)—r = (0,...,0)T.

przeciwko alternatywie

Hl : (ﬁq—i—lv"'?ﬁp)—r 7& (0?"'70)T'

Niech Xy oznacza macierz planu X z pominietymi kolumnami ¢ + 1,...,p.
Jest to wiec macierz n X ¢, ktoéra odpowiada modelowi regresji zbudowanemu
przy zatozeniu prawdziwosci Hyg. Zauwazmy, ze geometryczne rozwazania
poprzedniego punktu przenosza sie bez zmian, jesli zastapimy X przez Xy. Co
wiecej, jesli rozpatrzymy dekompozycje macierzy X podang w Stwierdzeniu
8.2.9 to automatycznie otrzymujemy dekompozycje X,. Wystarczy wybrac za
Ro podmacierz trojkatng o wymiarach g X ¢ stojaca ,w lewym gérnym rogu
R”. Macierz Q pozostaje ta sama, czyli mozemy pracowa¢ w tym samym
wygodnym ortogonalnym uktadzie wspotrzednych. Niech Hy oznacza rzut na
R(Xp) C R(X). Mamy Hyg = HoH: rzut rzutu jest rzutem. Najlepiej to widac
w nowym uktadzie wspotrzednych:

l, 0 0 l, 0 0
H=]0 :0,,: o |, H=]l0o i1, : O
O : 0 : 0., O : 0 i 0.,

W tym wzorze indeksy oznaczaja wymiary kwadratowych blokéw. Rzuty na
R(X) i R(Xo) opisuja wzory

Y =y, oo, Yo Yo, o Y, Yoo, o, YT,
Y =), oy Yoo Youu, o Yoo 0, ., 0)T,

q?

XO :(X17 ey X 0, ey 0, ()7 ey O)T

q’
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Wektory R o R
}/07 Y — }/E)a Y-Y

sa wzajemnie prostopadte. Z twierdzenia Pitagorasa wynikaja tozsamosci
Y1+ 1y =Y = [V
oraz, o R )
17 = Foll2+ Y = V2 = ¥ — Vol

WprowadZzmy oznaczenia
SSE=||Y — Y%,  SSE,=|Y — Y|

Wiemy, ze SSE = ¢2,, 4 --- + £ (przy zalozeniu, ze model jest poprawny).
Jesli ze Hy jest prawdziwa (czyli model w istocie zawiera tylko ¢ zmiennych
x) to mamy analogicznie SSEy = §Z+1 + §12, + -+ +&2. Stad wyciagamy
wniosek, pozwalajacy na skonstruowanie testu Hy:

8.2.16 Wniosek. Przy prawdziwosci Hy, statystyka

SSEy — SSE)/(p — q)

_
b= SSE/p

ma rozktad F(p — q,p) (rozktad Fishera-Snedecora z p— q stopniami swobody
w liczniku i p stopniami swobody w mianowniku,).

Warto zauwazy¢, ze ten test jest niczym innym jak testem ilorazu wiarogod-
nosci dla hipotez ztozonych. W istocie, wiarogodno$¢ jest dana wzorem

£(0.0) = (= ) e (50 000 - o707

. 1
o e (oY - X))

wiec
1 2
é(ﬁ,o’) = —nloga — @HY — Xﬁ” -+ const.

Poniewaz ENW (o) = 6 = SSE/n, wiec

K(B, d) = —nlog SSE + const.
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Analogicznie, dla ,mniejszego modelu” otrzymujemy estymator z ogranicze-
niami ENWy (o) = 69 = SSEq/n. W rezultacie,

SSE
SSE

5(57 o) — 5(50, Go) = nlog

Statystyka F' jest rosnaca funkcja obliczonej powyzej statystyki ilorazu wia-
rogodnosci.

8.2.17 Uwaga (Ogoblne hipotezy liniowe). SkoncentrowaliSmy sie na zagad-
nieniu testowania hipotezy Ho : (8441,...,03,)" = (0,...,0)" po pierwsze
dlatego, ze to jest wazne w zastosowaniach: chcemy wyeliminowaé¢ ,niepo-
trzebne zmienne” i uprosci¢ model. Po drugie, macierz Q w Stwierdzeniu
8.2.9 daje ortogonalny uktad wspotrzednych idealnie pasujacy do tej postaci
hipotez. OczywiScie, nalezy wpierw ustawi¢ zmienne obja$niajace w odpo-
wiedniej kolejnosci, zaczynajac numeracje od tych, ktore wydaja sie wazniej-
sze a konczac na tych, ktore podejrzewamy o ,bycie zbednymi”. Co wiecej,
cala teoria bez zmian stosuje sie do og6lnych hipotez liniowych postaci

H(]ICﬁIO,

gdzie C jest macierza (p — q) X p pelnego rzedu. Taka hipoteza stwierdza,
ze 3 nalezy do podprzestrzeni liniowej wymiaru q. Wektor Yo jest rzutem
ortogonalnym na {y : y = X3,C3 = 0} i definiujemy, tak jak poprzednio,
SSE = ||Y — Yp||2. Wniosek 8.2.16 pozostaje prawdziwy.

8.2.18 Uwaga (Test t i test F). Rozumowanie uzasadniajace Wniosek 8.2.12
mozna wykorzysta¢ do konstrukeji testu hipotezy Hy : 8; = 0. Uzywamy
statystyki testowej Studenta,

_ B

T —
S’

dj = \/(XTX);}!

i odrzucamy Hy jesli |T'| > t. Jesli Hy jest prawdziwa, to T' ~ t(n — p),
wiec prog odrzucen jest odpowiednim kwantylem rozktadu t-Studenta, t =
t1_a/2(n — p) (zamiast ustala¢ prog, mozemy oblicza¢ P-wartosci testu).

Z drugiej strony, Hy : 3, = 0 jest szczegdlnym przypadkiem hipotezy rozpa-
trywanej we Wniosku 8.2.16 i moze by¢ uzyty test F. Jesli Hy jest prawdziwa,
to F ~ F(1,n—p). Zamiast p mozemy wzia¢ dowolne j, zmieniajac porzadek
wspotczynnikow. Oba testy, t i F, sa rdwnowazne, bo T? = F (Zadanie 7).
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Test t ma te przewage, ze nadaje sie do testowania Hy przeciw alternatywie
jednostronnej, powiedzmy H; : 3; > 0, podczas gdy F jest dostosowany do
alternatywy dwustronnej H, : 3; # 0.

Analiza wariancji

Rozwazmy zagadnienie poréwnywania kilku probek. Chodzi o sprawdzenie,
czy wszystkie pochodza z tej samej populacji, czy tez z populacji o réznych
srednich. Najprostszy model zaklada, ze mamy p niezaleznych probek z
rozkladow normalnych:

probka 1: Yit, .o, Yin, ~ N(pp, 0?);
probka 7: Yit, .o, Yjn, ~ N(j,0%);

probka p: Yoi, oo Yon, ~ N(pp, a?).

Zaklada sie przy tym, ze w poszczegdlnych probkach wariancja o? jest jed-
nakowa, natomiast wartosci Srednie p; moga by¢ rézne. Jest to szczegdlny
przypadek modelu liniowego. W rzeczy samej, napiszmy

Yii = pn + o + g5,

gdzie a; = p; —py dla g = 1,...,p oraz €;; = Yj;; — p;.  Oczywiscie,
e;i ~ N(0,0?) sa niezaleznymi zmiennymi losowymi. Wprowadzmy sztuczne,
»,nieme’ zmienne objasniajace xy,...,7,. Przyjmiemy umownie, ze dla ob-
serwacji z j-tej probki mamy x; = 1, x; = 1, za$§ wszystkie inne zmienne
x-owe s3 zerami. Obrazuje to taka tabelka:

probka \ zmienne x; 9 L@y
1 1 0 - 0

2 1 1 0
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Niech Y oznacza ,dhugi” wektor o n = 25:1 n; wspolrzednych, powstaty
przez ustawienie kolejnych probek ,jedna nad druga’”. Podobnie okreslamy
wektor btedow €. Nieme zmienne” umiescimy w macierzy X. Model mozemy
napisa¢ w postaci macierzowej tak:

Yil 10 ... 0 €11
lenl 1 0 ... 0 E1ny
}/21 11 ... 0 €91
Yo [ = |1 1 oo 0 ™% 4 | com |
. Qp

Ypl 1 0 1 Epl
Y;onp 1o 1 ep”p

a w skrocie

Yy = X - g + ¢
nx1 nxp pxl nxl1
gdzie 8 = (p1,a2,...,0,)". Zauwazmy, ze w tym modelu u; odgrywa role

,wyrazu wolnego”. Mozna sobie wyobrazi¢, ze Srednig j; traktujemy jako ,,po-
ziom bazowy” za$ pozostale parametry uznajemy za ,,odchylenia od poziomu
bazowego”.

Hipoteza
Hy:ap=-=0a,=0

sprowadza si¢ do stwierdzenia, ze wszystkie probki pochodza z tego samego
rozkladu. Alternatywa jest bardzo ogélna: H; : nie jest prawda, ze oy =
.-+ = a, = 0 (czyli nie wszystkie $rednie p; sa jednakowe).

Statystyka testowa F' wyprowadzona w ogoblnej sytuacji we Wniosku 8.2.16
przybiera dla modelu wielu probek szczeg6lnie prosta posta¢. Niech

_ 1
jzn—jZin

i=1
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bedzie Srednig w j-tej grupie, zas

_ 1< 1< -
Y==3 > Yi=-> nY
j=1

j=1 i=1

oznacza Srednig ,globalna”, obliczona z polaczonych probek. Wprowadzmy
oznaczenia

SST = ZZ(Y] ~Y)?,  SSB= inj(Yj -Y)
j=1

j=1 i=1

roon
SSW = Z Z(Yn - }73)2
j=1 i=1
Te skroty sa zwigzane ze specyfika modelu kilku probek: SST jest catkowitq
suma kwadratow (ang. ,Sum of Squares, Total”) SSB jest suma kwadra-
tow pomiedzy probkami (ang. ,Between”), zas SSW jest suma kwadratow
wewngtrz probek (ang. ,Within”).

Rozpatrujemy tylko szczeg6lny przypadek ogdlnego modelu liniowego. Latwo
rzauwazy¢ zwiazek naszych nowych oznaczen z uzywanymi poprzednio. Mamy

Stad
SST = ||Y — Yo|>, SSB =Y —Yy|?, SSW =SSE = ||Y — Y|
Otrzymujemy podstawowg tozsamo$¢ analizy wariancji:
SST = SSB + SSW.

Wiemy réwniez, ze SSW ~ x%(n—p). Przy zalozeniu prawdziwosci Hy mamy
SSB ~ x2(p — 1). Statystyka testowa przyjmuje postaé

MSB  SSB/(p—1)

F= = :
MSW  SSW/(n — p)
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Hipoteze Hy odrzucamy, jesli F' > Fi_,(p — 1,n — p). W praktyce, zamiast
ustala¢ prog odrzucen, podaje sie P-wartosé¢ testu.

Zwiezlta formg podsumowania wynikow ,analizy wariancji” jest taka tabelka:

Zrodto Sumy Stopnie Srednie F
zmiennosci kwadratéw  swobody kwadraty
miedzy probkami SSB p—1 MSB = IS)S% F= %
wewnatrz probek SSW n—p MSW = %
razem SST n—1 MST = %

8.2.19 Uwaga. Opisany powyzej sposob ,zakodowania” modelu kilku probek
nie jest najbardziej naturalny. Moznaby zdefiniowaé ,nieme” zmienne obja-

S$niajace 1, ..., x, inaczej, wedlug takiej tabelki:
probka \ zmienne T9 . Tp
1 1 0 .. 0
2 0 1 . 0
D 0 0 1

Odpowiada to przyjeciu, ze dla obserwacji z j-tej probki mamy, z; = 1 i
wszystkie inne zmienne x-owe sg zerami. Wtedy w roli wektora wspotczyn-
nikéw mieliby$my po prostu wektor srednich w probkach: 8 = (p1,. .., 1)
Interesujaca nas hipoteze napisalibySmy w postaci Ho : py = --- = p,. To
byloby bardziej symetryczne i eleganckie.

Nietrudno zauwazy¢, ze oba sposoby kodowania sa catkowicie réwnowazne.
Sa dwa powody, dla ktorych wybraliSmy ,mniej elegancki”. Po pierwsze,
hipoteza Hy : apg = -+ = «, = 0 miesSci sie w schemacie rozwazanym po-
przednio. Po drugie, taki sposob kodowania jest uzyty w R. Zobaczymy to
na przykladzie.
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8.2.20 PRZYKLAD (Czy portfel ryzyk jest jednorodny?). Rozwazmy trzech
klientow towarzystwa ubezpieczeniowego. Powiedzmy, ze s to firmy wynaj-
mujace samochody. Wyobrazmy sobie, ze roczne sumy szkod sa takie:

Lata: 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 Srednie
1 firma 10 15 16 14 8 17 11 13 14 12 13
2 firma 8 17 11 9 10 11 9 13 11
3 firma 9 18 14 15 11 17 16 12 14 14

Srednia globalna” jest réwna (10/27) % 13 + (8/27) % 11 + (9/27) % 14 =
12.44. Chcemy sprawdzi¢, czy wysokosci szkod w trzech firmach sa ,jistotnie
rozne”. Formalnie, testujemy hipoteze zerowa: ,wartosci oczekiwane wszyst-
kich trzech probek sa réwne”. Oto fragment kodu w R:

Y1 <- ¢(10,15,16,14,8,17,11,13,14,12)

Y2 <- ¢(8,17,11,9,10,11,9,13)

Y3 <- ¢(9,18,14,15,11,17,16,12,14)

mean (Y1) [1] 13

mean(Y2) [1] 11

mean(¥3) [1] 14

Y=c(Y1,Y2,Y3)

grupa=c (rep(1,length(Y1)) ,rep(2,length(Y2)),rep(3,length(¥Y3)))
grupa=factor(grupa)

V V V V V V V V VvV

Zwroémy uwage na sposob przygotowania danych do uzycia funkcji 1m().
wZlepiamy” wszystkie probki w ,dtugi wektor” Y. Wektor grupa jest tej samej
dtugosci co Y, to znaczy length(Y1)+length(Y2)+length(Y3)=10+8+9=27 i
zawiera numery grup (probek), z ktorych pochodza odpowiednie elementy Y.
Nalezy przy tym koniecznie da¢ R-owi znaé¢, ze chcemy potraktowaé¢ wektor
grupa jako obiekt typu czynnik. To jest rola funkcji factor(). Wydruk
,czynnika” zawiera nie tylko wartosci, ale i liste ,,poziomow™

>grupa [1] 111111111122222222333333333
Levels: 1 2 3

Teraz mozemy zastosowaé funkcje Im() i otrzymujemy nastepujacy wynik:
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> fit=1m(Y~grupa)
> fit
Call: 1m(formula =Y ~ grupa)

Coefficients:
(Intercept) grupa2 grupa3
13 -2 1

Dzieki temu, ze grupa jest czynnikiem, R tworzy wartosci ,niemych” zmien-
nych, kodujac ,poziomy czynnika” w sposéb opisany poprzednio. Grupa 1
jest potraktowana jako ,bazowa” i odpowiada jej wyraz wolny. Wspotczynnki
(cva, ar3) zwiazane z grupami 2 i 3 oznaczaja odchylenia od poziomu bazowego.

Tabelka analizy wariancji wyglada nastepujaco:

> anova(fit)
Analysis of Variance Table
Response: Y
Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)
grupa 2 39.185 19.593 2.3991 0.1122
Residuals 24 196.000 8.167

Test F' na poziomie istotnosci o = 0.05 nie odrzuca hipotezy zerowej, bo od-
powiednia P-wartos¢ (obliczona z rozkladu F-Snedecora) jest rowna 0.1122.
Mozemy przypuszczaé, ze wysokosé¢ zglaszanych w przysztosci szkod bedzie
podobna dla wszystkich trzech firm. W kazdym razie, nasze dane nie daja
dostatecznych podstaw, by zwatpi¢ w to przypuszczenie.

Dodajmy jeszcze komentarz na temat zalozen, ktore sa wymagane przy sto-
sowaniu testu analizy wariancji. Mozemy dos¢ spokojnie przyjac¢, ze suma-
ryczne (lub $rednie) szkody w kolejnych latach sa zmiennymi losowymi o
rozkltadzie zblizonym do normalnego. To jest pierwsze z podstawowych za-
tozenn modelu. Gorzej jest z drugim zatozeniem: o réwnosci wariancji po-
szczegblnych probek. Jest ono uzasadnione wlasciwie tylko wtedy, gdy liczba
ubezpieczonych samochodéw dla trzech firm (i dla kolejnych lat) jest w przy-
blizeniu réwna.

Mozemy, catkiem heurystycznie, wizualnie poréwna¢ nasze trzy probki przy
pomocy wykresow pudetkowych. Zastosowanie funkcji boxplot (Y1,Y2,Y3)
daje rezultat widoczny na rysunku.
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Wydaje sie, ze roznice pomiedzy rozktadami szkod ($rednimi) dla trzech firm
sa do$¢ wyrazne. Formalny test prowadzi do przeciwnego wniosku.
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Hipoteza o braku zaleznosci

Wréémy do liniowej regresji wielorakiej z wyrazem wolnym. Wektor wspol-
czynnikow zapisujemy w tej sytuacji jako (5o, 1, .., 0:), gdzie r + 1 = p.
Jesli znikaja wszystkie wspotczynniki funkeji regresji z wyjgtkiem wyrazu wol-
nego, to wartosci zmiennej Y nie sa powiazane z wartosciami zmiennych ob-
jasniajacych . Wazna kwestia jest wiec weryfikacja hipotezy

Ho: 6y =---=p.=0 przeciw H; : 8 #0 lub --- lub 3. # 0.

W istocie, gdy nie ma podstaw do odrzucenia Hy, to model traci swoja uzy-
tecznos¢. Jest to tylko szczegdlny przypadek zagadnienia testowania hipo-
tezy liniowej i mozemy skorzysta¢ z ogélnych wynikéw. Trzeba tylko uwaznie
liczy¢ stopnie swobody. Oprocz uzywanego juz oznaczenia

n

SSE =) (Vi — Y%

i=1

wprowadzmy nowe nazwy sum kwadratow:

SST=> (V;-Y)’, SSR=) (V;-Y)"
i=1 =1

SST nazywamy catkowita sumg kwadratow, zas SSR suma kwadratow zwia-

zana z regresja (ang. ,Sum of Squares, Regression”). Zauwazmy, ze (Y,...,Y)
jest predykcja przy zalozeniu Hy, a (171, . ,f/z) jest predykcja w ,,duzym mo-
delu” z r + 1 wspolczynnikami. Stad natychmiast wynika tozsamo$¢ analizy
wariancji,

SST = SSR + SSE.

Te ré6wnosé interpretuje sie w taki sposob:

catkowita zmienno$¢ Y = zmienno$¢ ,wyjasniona regresja”

+ zmienno$¢ ,resztowa’.

Pozostawimy Czytelnikowi wyttumaczenie intuicji stojacych za ta sugestywna
terminologia. Wspdtczynnikiem dopasowania nazywamy

SSR SSE

2
=2t 2
R = st SST
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Zgodnie z przytoczong wyzej interpretacja, R? jest ,czeécia zmiennoéci, wy-
jasniong przez regresje”. Zazwyczaj wspotczynnik dopasowania wyraza sie w
procentach. Im wieksze R?, tym lepiej (estymowana) prosta regresji ,pasuje”
do punktow doswiadczalnych — stad nazwa.

Z ogolnej teorii wynika, ze SSE ~ x%(n—r—1). Przy zalozeniu prawdziwosci
Ho mamy SSR ~ x?(r). Statystyka testu Snedecora jest nastepujaca

MSR SSR/r

MSE ~ SSE/(n—r—1)

Hipoteze Hy odrzucamy, jesli F' > Fy_,(r,n —r — 1) lub, rownowaznie, jesli
P-warto$c¢ testu jest ponizej a.

F =

Tabelka ,analizy wariancji” przybiera postac:

Zrodio Sumy Stopnie Srednie F
zmiennodci  kwadratéw swobody kwadraty
i _ SSR _ MSR
regresja SSR r MSR = e F = 3iE
btad SSE n—r—1 MSE= ="
razem SST n—1 MST = %

Wartosci statystyki F' interpretuje sie jako wskaznik ,jistotnej zalezno$ci”
zmiennej Y od zmiennych zq,...,2,.. Mowi si¢ w zargonie statystycznym,
ze zalezno$c¢ ,,jest istotna na poziomie o, jesli test F' na tym poziomie istot-
nosci odrzuca hipoteze o braku zalezno$ci.

8.3 Losowa zmienna objasniajaca

Przedstawimy inny model statystyczny, ktory tez wigzemy z nazwa regre-
sji lintowej. Tak jak na poczatku tego rozdzialu, chcemy opisaé zaleznosé
miedzy dwiema zmiennymi (cechami), mierzonymi dla wielu obiektow (przy-
padkow). Roznica polega na tym, ze teraz obie zmienne potraktujemy jako
losowe. Oznaczymy je duzymi literami X i Y, zgodnie z ogolna konwencja
przyjeta w tych wyktadach. Dla prostoty ograniczymy sie do przypadku,
gdy zmienne X iY sa jednowymiarowe. Uogolnienie na przypadek wielowy-
miarowej zmiennej objasniajacej X nie jest trudne, ale zajeloby zbyt duzo
miejsca.
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Prosta regresja liniowa

Dane maja postaé par
(X17}/i)a R (Xn7Yn)

Przyjmujemy, ze spelniony jest jeden z nastepujacych warunkoéw. Bardziej
ograniczajacy z nich jest taki.

8.3.1 Zalozenie. (X1,Y)),...,(X,,Y,) sq¢ niezaleznymi wektorams losowymi
o jednakowym rozktadzie normalnym N(ux, py, 0%, 0%, 0).

Stabszy warunek jest nastepujacy.

8.3.2 Zalozenie. (X1,Y),...,(X,, Y,) sq¢ niezaleznymi wektorams losowymi
o jednakowym rozktadzie, EX; = ux, EY; = uy, VarX; = 0%, VarY; = 0%,
corr(X;,Y;) = o.

W pewnym sensie, Zalozenie 8.3.1 jest odpowiednikiem 8.2.5 podczas gdy
Zaltozenie 8.3.2 petni podobng role co 8.2.6. W kazdym razie zaktadamy, ze
pary sa prosta probka losows z dwuwymiarowego rozktadu wektora losowego
(X,Y).

Na poczatek rozwazmy zaleznos¢ pomiedzy dwiema zmiennymi losowymi na
poziomie probabilistycznym, to znaczy zaktadajac znajomosé tacznego roz-
ktadu prawdopodobieristwa (X, Y).

8.3.3 Stwierdzenie. Jezeli (X,Y) ~ N(ux, py, 0%, 0%, 0) to
E(Y|X) = 6y + 51 X,
gdzie

_ Cov(X,)Y) oy

= = — =EY - 3iEX = — .
B Var X ox 0, Bo B py — Bipx

Ponadto, zmienne losowe X 1 & = (Bo + 1 X) sq niezaleine, € ~

Yy —
N(0,0%(1 — ¢%)) i Var(Y|X) = (1 — 0*)oy.
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Dowdd. Mozna wyprowadzi¢ wzor na E(Y | X)) postugujac sie taczng gestoscia
rozkladu (X,Y) i wyliczajac gesto$¢ warunkowa (Zadanie 8). Jesli jednak
wyjdziemy od wzoréw na wspolczynniki Gy i 51 to sprawdzenie wszystkich
faktow wymienionych w stwierdzeniu jest bardzo proste. Wystarczy zauwa-
zy¢, ze X,e maja laczny rozkltad normalny (dlaczego?). Sprawdzamy, ze
Ee = 0, Cov(X,e) = 0, stad wnioskujemy, ze X i ¢ sa niezalezne. Rowna-
nie VarY = 3?VarX + Vare pozwala obliczy¢ Vare. Wreszcie, Var(Y]X) =
Var (| X') = Vare ze wzgledu na niezaleznosé. O

Wiadomo, ze wsrod dowolnych funkeji A(X) traktowanych jako predyktory
zmiennej losowej Y, funkcja p(X) = E(Y|X) minimalizuje blad sredniokwa-
dratowy:

E(Y — p(2))* <EY - h(z))*.

Jesli (X,Y) maja rozkltad normalny, to p(X) jest funkcja liniowa.

Zawsze mozemy zapisa¢ w podobnej postaci jak w
Y =00+ 05X +¢,
gdzie
_ Cov(X,)Y) oy
T T VarX oy

Wspolezynniki 3y i f1 w powyzszym wzorze sa wybrane tak, ze liniowa funk-
cja By + 01X najlepiej przybliza zmienna Y w sensie bledu $redniokwadrato-
wego: jak wiemy,

0, Bo=EY — BiEX = py — Bipx.

B2 =E(Y — o — fiX)* <E(Y — by — b X)”

dla dowolnych by i by. Jesli (X,Y) ~ N(ux, py, 0%, 0%, 0), to mozna wzmoc-
ni¢ to stwierdzenie. Mamy wtedy Gy + 51X = E(Y|X). Funkcja pu(X) =
E(Y|X) minimalizuje btad $redniokwadratowy wérod dowolnych (niekoniecz-
nie liniowych) funkcji h(X):

Ee* =E((Y — pu(z))?) <E((Y — h(z))?).

Jedli By i 31 sa okreslone jak wyzej, to Ee = 0, Vare = 0¥ (1 — ¢%) i
Cov(X,e) =0 (dlae =Y — Gy — 51X). Jezeli zalozymy dodatkowo, ze
taczny rozktad zmiennych X i Y jest normalny, to X i € sa niezalezne,
e ~ N(0,0%(1 — 0?)).
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Rysunek przedstawia dwuwymiarowy rozklad normalny N(0,0,0% = 1,0% =
1.25, p = 0.8944272), poziomice gestosci, funkcje regresji (y = x) oraz probke
z tego rozktadu i estymowana (metoda najmniejszych kwadratow) funkcje
regresji.
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Interpretacja rozpatrywanego przez nas modelu jest bardzo zblizona do te]
opisanej w poprzednich podrozdziatach. Roznica jest tylko w tym, ze ,nie
kontrolujemy zmiennej objasniajacej”’; wartosci X sa wylosowane zgodnie z
pewnym rozktadem prawdopodobienstwa, a nie dowolnie wybierane przez
eksperymentatora. Zaraz przekonamy sie, ze w naszym nowym modelu za-
sadnicze estymatory wyglgdajg zupelnie tak samo, jak w modelu z determini-
stycznymi wartosciami zmiennej objasniajacej. Jesli nie bedziemy pamietaé,
ze matematyczna tre$¢ wzoroOw jest nieco inna, to moze powsta¢ pewne za-
mieszanie.

Napiszemy ,oczywiste” estymatory parametrow jix, fy, 0%, 0% i 0:

Y (X -X)? sy ==Y (i-Y),
X -X)Mi-Y)
V(X = XYY - Y)?

Sa to po prostu probkowe odpowiedniki estymowanych wielkosci lub, inaczej
moéwiac, estymatory otrzymane metodg momentow. Jesli spelnione jest zato-
zenie (N) to sa to estymatory najwickszej wiarogodnosci. Mozna to pokazac
bez trudu, ale wyprowadzenie zajmuje sporo miejsca, wiec je pominiemy. Po-
niewaz 51 = goy /ox i o = py — Pilix, wiec za estymatory wspotezynnikow
regresji liniowej przyjmiemy
R (X - X)(Y; - Y)
1 — ~ < 9
ox Z(Xl — X)2
Bo =ity — Piix =Y — i X.
Sa to nasi starzy znajomi: estymatory najmniejszych kwadratow, wypro-
wadzone w inny sposob i przy innych zalozeniach w 9.2! By¢ moze, obecnie
rozpatrywany model z losowymi X-ami pozwala tatwiej zinterpretowa¢ ENK.

Niestety, w tym modelu nie mozemy juz mowic¢, ze ENK sa estymatorami li-
niowymi (bo zaleza nieliniowo od obserwacji X-6w).

Zwroémy uwage, ze statystyka R jest, w rozpatrywanym teraz modelu, po
prostu probkowym wspotczynnikiem korelacji. Uzasadnia to terminologie
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wprowadzonag w Zadaniu 6. Hipoteza o braku zalezno$ci liniowej przybiera
postac
Hp:0=0.

Jest to, formalnie, inna hipoteza niz rozpatrywana w Podrozdziale 8.2. Jej
intuicyjny sens jest jednak taki sam. Zauwazmy, ze o = 0 wtedy i tylko
wtedy, gdy 31 = 0. Jedli taczny rozktad zmiennych X i Y jest normalny, to
Hy stwierdza niezalezno$é tych zmiennych.

8.3.4 Stwierdzenie. Zakladamy, ze spelniony jest warunek ?7. Jesli Hy
jest prawdziwa, to statystyka

R
ViR

ma rozktad Studenta t(n — 2).

vn —2

Dowdd. Bedziemy stosowali te same oznaczenia sum kwadratow SST, SSR,
SSE i SSx, co w Podrozdziale 8.2 (z oczywista zamiang matych literek = na
duze X). Mamy 8, (X; — X) = (YZ —Y), gdzie 3; = By + BlXi- Stad otrzy-
mujemy (37 = SSR/SSx. Poniewaz 37 = R*SST/SSx, wiec R* = SSR/SST i
1 — R? = SSE/SST. Zatem

R? (n—2) = SSR
1 - R? - SSE/(n—2)

Dla ustalonych wartosci X; = z;, zmienna losowa po prawej stronie (F' =
MSR/MSE) ma, jak wiemy, rozklad (warunkowy) Snedecora F(1,n — 2).
Jesli rozktad warunkowy nie zalezy od wartosci x;, to jest on rowny rozkta-
dowi brzegowemu (bezwarunkowemu). PokazaliSmy w ten sposob, ze kwa-
drat rozpatrywanej przez nas statystyki ma rozkltad F(1,n — 2). Poniewaz
sama statystyka ma rozklad symetryczny wzgledem zera, musi to by¢ rozktad
t(n — 2). O

Tak wiec, do weryfikacji Hy : 0 = 0 przeciw H; : o # 0 mozemy stosowaé test
oparty na statystyce (n —2)R?/(1 — R?) ~ F(1,n—2). Jest to faktycznie ten
sam test F', ktory pojawil sie w Podrozdziale 8.2. Rzecz jasna, Stwierdzenie
pozwala tez zbudowadé testy jednostronne, powiedzmy Hy : o = 0 przeciw
H; : 0 > 0. Korzystamy wtedy ze statystyki o rozktadzie t(n — 2).
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Rozumowanie w dowodzie ostatniego stwierdzenia jest do$¢ charakterystyczne:
korzystamy z gotowego wyniku dla ustalonych X-ow, przy tym obliczony w
innym modelu rozktad prawdopodobieristwa interpretujemy jako rozktad wa-
runkowsy.

Na zakonczenie wspomnijmy, ze model regresji wielorakiej z losowymi zmien-
nymi objasniajacymi: Y = (3, + Z§:1 B;X;+e= 0B+ 3" X +¢e nie wymaga
istotnie nowych pojeé. Nalezy rozpatrzy¢ taczny rozklad p 4+ 1-wymiarowego
wektora losowego (X1,...,X,,Y). Wspolczynniki regresji 5y i § dobieramy
tak, by E(Y — By — 87 X) = min. Poprzednie rozwazania ulegaja modyfika-
cjom na tyle oczywistym, ze szkoda na nie czasu i miejsca.

8.4 Zadania

Ponizsze zadania dotycza modelu z jedna zmienna obja$niajaca i wyrazem
wolnym (prosta regresja liniowa).
1. Wyprowadzi¢ wzory (8.2.1) na Bo i .
2. Wyprowadzi¢ bezposrednio wzory na Varﬁl i Varﬁo.
3. Pokaza¢, ze zmienne losowe Y i Bl sa niezalezne.
4. Wyprowadzi¢ bezposrednio wzory na VarY™ i Var(Y* — f/*)
Wskazowka: Skorzysta¢ z poprzednich zadan.

5. Udowodni¢ bezposredno (nie korzystajac z geometrycznych rozwazan
w przestrzeni R"™) podstawowa tozsamos¢ analizy wariancji:

RIS SIS LA
6. Wspdtczynnik korelacji ® R okreslamy wzorem

o Y- D(G-7)
V(i =22 (Y- V)
5Zwigzek R z pojeciem korelacji zmiennych losowych staje sie jasny, gdy rozpatrujemy

model z losowg zmienng objasniajaca. W modelu z deterministycznym z, przyjmijmy po
prostu, ze ,tak sie mowi”.
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Pokazaé, ze kwadrat wspotczynnika korelacji jest wspotczynnikiem do-
pasowania.

Udowodnié¢ fakt sformutowany w Uwadze 8.2.18: T? = F.

Pokaza¢, 7ze test F odrzuca Hy : f; = 0 (na poziomie istotnosci «)
wtedy i tylko wtedy, gdy przedzial ufnosci dla 5, (na poziomie 1 — «)
nie zawiera zera.

Nastepujace zadania dotycza modelu z losowa zmienna objasniajaca
(Podrozdziat 8.3).

Wyprowadzi¢ wzor na E(Y|X) w Stwierdzeniu 8.3.3 przez obliczenie
gestosci warunkowej f(y|x).



Czes¢ V

Podejscie bayesowskie
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Rozdzial 9

Bayesowskie modele statystyczne

9.1 Wstep

Podejscie bayesowskie polega na tym, ze nieznany parametr 6 traktujemy
jako realizacje zmiennej losowej . Rozktad prawdopodobiernistwa tej zmien-
nej losowej przyjeto nazywacé rozktadem a priori, poniewaz wyraza on nasza
wiedze (lub przekonania) o parametrze przed zaobserwowaniem zmiennej lo-
sowej X (bez brania pod uwage danych).

9.1.1 PRZYKLAD. Rozpatrzmy sytuacje nieco sztuczng, ale dobrze ilustru-
jaca nowy punkt widzenia. Zaldézmy, ze sa dwa typy kierowcow: ,Ostrozni”
i ,Ryzykanci”. Kierowca ,0” w ciggu roku powoduje szkode z prawdopodo-
bienistwem 0.1 a ,R” z prawdopodobienistwem 0.4. Niech X = 1 oznacza
szkode, a X = 0 jej brak. Napiszmy

P(X =1|0) =01, P(X =1|R) = 0.4.

Przypus$émy, ze populacja kierowcow sktada sie w 80% z typu ,,O” i w 20%
z typu ,,R”. Towarzystwo ubezpieczeniowe podpisujac nowa umowe nie wie,
jakiego typu jest klient. Szanse natrafienia na ,Ostroznego” i ,Ryzykanta”
oceniamy przed zawarciem umowy na

P(O) =080,  P(R)=0.20. ()
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Prawdopodobienstwo zgloszenia szkody obliczamy ze wzoru na prawdopodo-
bienstwo catkowite:

P(X = 1) = P(X = 1|O)P(O) + P(X = 1|R)P(R)
=0.1%0.804+0.4%0.20 = 0.16.

Po uptywie roku, dysponujemy obserwacja X. Jesli klient zglosit szkode, to
elementarny wzor Bayesa pozwala obliczy¢, ze

P(X = 1|R
P(X =

)P(R)
1 =0.5. (%)

Zbudowalismy model dwuetapowego doswiadczenia losowego. Pierwszy etap
polega na wylosowaniu klienta zgodnie 7z rozktadem a priori (*). Wynik
pierwszego etapu jest nieznany. Obserwujemy wynik drugiego etapu, wy-
stapienie lub brak szkody, czyli zmienna X i na tej podstawie obliczamy
prawdopodobienstwo a posteriori (**).

P(RIX = 1) =

Pierwszy etap interpretujemy jako wylosowanie parametru rozktadu prawdo-
podobienstwa rzadzacego drugim etapem. Aby to podkresli¢, uzyjmy nieco
innych oznaczen: P(X = 1|0 =0) = 6 dla § € {0.1,0.4} oraz P(¢ = 0.1) =
P(O) =08iP(¥ =0.4)=P(R) =0.8.

9.2 Rozklady a priori i a posteriori

9.2.1 DEFINICJA. Model bayesowski jest modelem statystycznym, w
ktorym dodatkowo dany jest rozktad prawdopodobienstwa 11 na przestrzeni
parametrow O, zwany rozktadem a priori.

W dalszych rozwazaniach utozsamiamy rozktady prawdopodobienistwa z ich
gestosciami. W statystyce bayesowskiej okreslamy, oprécz rodziny gesto-
Sci {fp : 0 € O} na przestrzeni X, rowniez gestoSc 7 na przestrzeni ©, ktora
odpowiada rozkladowi II. Zwykle jest to albo gestos¢ wzgledem miary Lebes-
gue’a albo wzgledem miary liczacej, w zaleznosci od kontekstu. Przesledzmy
najpierw konstrukcje modelu formalnie, z matematycznego punktu widzenia.
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Rozpatrujemy pare zmiennych losowych ¥ i X. Faczna gestosé tych zmien-
nych definiujemy wzorem

f(0,2) =7(0) fo(x), feO,xeX).

W ten sposob okreslamy jeden rozktad prawdopodobienstwa, nazwijmy go
P, na nowej przestrzeni probabilistycznej © x X. Je§li zmienne X i ¢ sa
dyskretne, to przez laczna gestosé rozumiemy f(6,z) = P(¥ = 6, X = x).
Bedziemy tez rozwazali modele w ktorych jedna ze zmiennych X i ¥ jest
dyskretna a druga ma rozklad absolutnie ciagly. Symbole E, Var, f (bez
wskaznika 0) beda odtad oznaczaly wartosé oczekiwana, wariancje i gestosé
wzgledem rozkladu P. Zauwazmy, ze teraz fy staje sie warunkowq gestoscia
zmiennej losowej X dla 9 = 6:

Jo(z) = = f(x]0).

Jesli dana jest warto$¢ naszej obserwacji i wiemy, ze X = z, to mozemy
przy pomocy znanego wzoru Bayesa policzy¢ rozktad warunkowy losowego
parametru . Jest to tak zwany rozklad a posteriori. Gestosé tego rozktadu
oznacza sie czasami przez m,.

9.2.2 TWIERDZENIE (Wzor Bayesa). Rozklad a posteriori parametru
9, dla danej obserwacji X = x, ma gestosé

g TOfs()

gdzie

Jom(0)fo(x)d0  w prazypadku zmiennej ciggtey;
flz) =
Y oocom™(0)fo(x)  w przypadku zmiennej ciggle;.

Gestosé f opisuje rozktad brzegowy zmiennej losowej X w modelu bayesow-
skim. W tym kontekscie mowi sie f jest mieszankg wyjsciowych gestosci fy.
W istocie, mozemy traktowaé f jako ,Srednia wazona’ funkcji fy, z funkcja

b

wagowa’ .



186 ROZDZIAL 9. BAYESOWSKIE MODELE STATYSTYCZNE

W typowych prostych modelach bayesowskich rozktad a priori jest tak do-
brany do rozktadu obserwacji, aby wyliczenie rozktadu a posteriori bylto bar-
dzo latwe. Sa to tak zwane sprzezone rodziny rozkladow. Mianownik f(z)
we wzorze Bayesa jest dos¢ skomplikowany, ale nie zawsze musimy go ob-
licza¢. Interesuje nas zalezno$é¢ gestosci a posteriori od 6, zatem pomijajac
czynniki nie zalezace od € (cho¢ by¢ moze zawierajace x) przepiszemy wzor
Bayesa w bardziej przyjaznej postaci:

o (0)f(0]x) oc w(0) fo(x).

Symbol o oznacza, ze lewa i prawa strona sa proporcjonalne jako funkcje 6.
Podobnie postapimy w nastepnych przyktadach.

Podamy teraz bayesowskie wersje modeli z Przyktadow 2.1.5, 2.1.8 1 2.1.10.

9.2.3 PRZYKLAD (Rozktad dwumianowy i rozktad a priori beta). Zalozmy,
ze obserwujemy wyniki n prob w schemacie Bernoulliego z nieznanym praw-
dopodobienistwem sukcesu 6. Rozklad prawdopodobienistwa zero-jedynkowych
zmiennych X, ..., X, jest taki jak w Przyktadzie 2.1.5. Liczba sukcesow
S = > X; m rozklad dwumianowy Bin(n,#). Wygodnie przyja¢, ze rozklad
a priori jest rozktadem Beta(a, 3):

R(0) x N (1- 0P, (0<0<1).
Rozktad a posteriori ma gestos$c
Tz, n (0) X ea_l(l - 9>ﬁ_108(1 — Q)n—s = QO‘+S_1(1 _ 0),3-1-71—5—1,

gdzie s = Y z;. Rozklad a posteriorijest wiec rozkladem Beta(a+s, 3+n—s)
i zalezy tylko od wartosci zmiennej losowej S = > Xj.

Zauwazmy, ze jednostajny rozktad a prior: nalezy do rodziny rozktadow beta:
U(0,1) = Beta(a, ), dla « = § = 1. Ten rozktad wydaje sie dobrze mode-
lowaé ,calkowita niewiedze na temat parametru 6”7, ale jest to interpretacja
kontrowersyjnal.

1Jegli ,nic nie wiemy o parametrze §” to nic nie wiemy o 62. A wiec ¥ ~ U(0,1) czy
V2~ U(0,1) ?
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Ponizszy rysunek przedstawia gestosci jednostajnego rozktadu a prior: i roz-
ktadow a posteriori w Przyktadzie 9.2.3 dla kilku rozmiaréw probki.
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9.2.4 PRZYKLEAD (Rozktad Poissona i rozktad a priori gamma). Zalozmy,
ze Xi,..., X, jest probka z rozkladu Poiss(f), tak jak w Przykladzie 2.1.8.
Rozwazmy rozktad a priori Gamma(a, A):

m(f) o 8t (0> 0),
Rozktad a posteriori ma gestosc
Tan,am (9) o ea—le—/\ﬁe—negs — 9a+s—le—()\+n)6’

gdzie s = > z;. Rozklad a posteriorijest wiec rozktadem Gamma(a+s, A4n)
i zalezy tylko od wartosci zmiennej losowej S = > Xj.

Rozwazany przez nas model znajduje zastosowanie w matematyce ubezpie-
czeniowej i tak zwanej ,teorii zaufania”. Interpretacja jest podobna jak w
Przyktadzie 9.1.1. Wyobrazmy sobie, ze zmienne losowe X; oznaczaja liczby
szkod dla konkretnego klienta w kolejnych latach. Parametr 6 jest $rednig
liczba roszczen przypadajacych na rok. Kazdemu klientowi odpowiada inna
wartos¢ parametru 6. Rozktad a priori opisuje ,rozrzut” tego parametru
w populacji klientow. Zglaszanie sie klientéw uznajemy za zjawisko przy-
padkowe. Kazda nowa umowa jest dwuetapowym doswiadczeniem losowym.
W pierwszym etapie pojawia sie realizacja 6 zmiennej losowej 9. W drugim
etapie obserwujemy liczby szkod, czyli realizacje x; zmiennych losowych Xj.
Parametr 6 jest juz ustalony, ale nieznany. Nasz stan wiedzy (lub raczej
stopieni niewiedzy) o zmiennej 6 po zaobserwowaniu liczb z1, ..., x, opisuje
rozktad a posteriori.

9.2.5 PRZYKLAD (Rozktad normalny i rozktad a priori normalny). Niech
zmienne X7, ..., X, beda probka z rozktadu normalnego N(yu, 0?). Zal6zmy,
ze 02 jest znane, za$ nieznany parametr g ma rozklad a priori normalny
N(m,v?), czyli

1 2
() o< exp {—ﬁ(u —m) ] :

Mozemy napisaé gesto$¢ a posteriori:

1 1
Tay,own (1) OC €XD {—ﬁ(u —m)? — 202 Z(% - M)Q] )

czyli

2 nv? + o2

nv? + o? < nvlT + 02m>2
202y H

v (1) o6 €D [—
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Oczywiscie, T oznacza Y z;/n. WykonaliSmy tu znang ze szkoly $redniej ope-
racje sprowadzania trojmianu kwadratowego do postaci kanonicznej. Wyrazy
wolne zostaja ,pochloniete” przez symbol . Dodanie statej do argumentu
funkcji wykladniczej jest tym samym, co pomnozenie tej funkcji przez staly.

Widac¢ juz, ze rozklad a posteriori jest normalny,
(nv% +o’m o?v? >
nv? 402 ' nu?+ o2/

Zreasumujemy nasze rozwazania i dokladniej omowimy interpretacje modelu
bayesowskiego. Jesli rozklad a priori wyraza tylko przekonania statystyka i
jest wybrany arbitralnie, to obliczone na jego podstawie prawdopodobieristwo
ma, charakter subiektywnej oceny szans. To jest klasyczny punkt widzenia
teorii bayesowskiej. WspomnieliSmy w Przyktadzie 9.2.3 o zwiazanych z tym
trudnosciach. W wielu zastosowaniach rozktad a priori ma inna, bardziej
obiektywng interpretacje, tak jak w Przyktadzie 9.2.4. Laczny rozktad praw-
dopodobienstwa zmiennych losowych 9 i X jest probabilistycznym modelem
dwuetapowego dos$wiadczenia losowego, w ktorym obserwowujemy tylko wy-
nik drugiego etapu.

9.3 Warunkowa niezaleznos$é¢ 1 dostatecznosé

W modelach bayesowskich wazna role gra pojecie warunkowej niezaleznosci.
Rozwazmy 3 zmienne losowe X, Y i Z, okreslone na tej samej przestrzeni
probabilistycznej (przestrzenie wartosci byé¢ by¢ rozne). Dla uproszczenia
zalozmy, ze istnieje laczna gestos¢ f(z,y, z), albo ,w zwyklym sensie” albo
dyskretna. Zmienne X i Y sa warunkowo niezalezne pod warunkiem Z jesli

[, ylz) = f(z|2) f(yl2)

dla (prawie)? wszystkich z, y i z. Latwo sprawdzi¢, ze warunkowa niezalez-
nos$¢ jest rownowazna kazdemu z dwoch nastepujacych warunkow, spetnio-
nemu dla (prawie) wszystkich z, y i z:

fzly,z) = f(zlz),  flyle,2) = f(yl2).

2Gestosci wzgledem miary Lebesgue’a sg jednoznacznie zdefiniowane prawie wszedzie.
W przypadku zmiennych dyskretnych mozna pomingé¢ zastrzezenie ,prawie”.
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Uogolnienie na przypadek wiekszej liczby zmiennych nie przedstawia trud-
nosci.

9.3.1 PRZYKEAD. W Przyktadach 9.2.3, 9.2.4 i 9.2.5 zakladalis$my warun-
kows niezaleznos¢ obserwacji Xy, ..., X, przy danej wartosci 9 = 6:

fO 21, xy) = 7(0) f(21]0) - - - f(2a]0),

co jest rownowazne

f(xy, . 2,]0) = f(21]0) - f(20]0).

Zauwazmy, ze obserwacje Xi,..., X, w Swiecie bayesowskim nie sg nieza-
lezne, bo brzegowa gestos¢ f(x1,...,x,) nie jest lloczynem f(xy1)--- f(z,).
Zmienna X zalezy od X, ,poprzez zmienng’ ¥.

W modelu bayesowskim dostatecznosé jest (prawie) rownowazna warunkowej
niezalezno$ci parametru i obserwacji pod warunkiem statystyki.

9.3.2 Stwierdzenie (Bayesowska dostatecznos¢). W modelu bayesowskim
nastepujgce warunki sq rownowazne:

(i) zmienne losowe ¥ i X sq warunkowo niezalezne pod warunkiem T'(X),

(i1) zachodzi wtasno$é faktoryzacji fo(x) = go(T(z))h(x), z wyjatkiem byé

moze zbioru parametrow 0 o zerowym prawdopodobienstwie a priori.

Szkic dowodu. Idea jest niezwykle prosta. Ponizsze rozumowanie jest §cistym
dowodem w przypadku dyskretnych przestrzeni X i O, kiedy gestosci warun-
kowe sa elementarnie zdefiniowanymi prawdopodobieristwami warunkowymi.
W przypadku ogoélniejszym sa klopoty techniczne zwigzane z definicja roz-
ktadow warunkowych, o czym juz moéwilismy w Uwadze 2.3.3. Stwierdzenie
2.3.2, przetozone na jezyk bayesowski, mowi ze dostateczno$é statystyki 7'
jest rownowazna warunkowi

fxlt, 0) = f(z[t),

3Zastrzezenie o ,wyjatkowym zbiorze parametréw” jest niestety konieczne, bo f(x]0)
jest okreslone tylko dla ,prawie wszystkich” 6.
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dla T'(z) = t. To jest rownowazne warunkowej niezaleznosci, czyli f(0, x|t) =
f(O)t) f(x|t). Korzystajac z faktu, ze t jest wyznaczone przez x oraz z ,Syme-
trycznej” formy warunkowej niezaleznosci, mamy kolejna réwnowazna tozsa-
mosc:

fOlz) = f(Olz,t) = f(O]t).

Bayesowska interpretacja dostatecznosci jest bardzo intuicyjna: rozktad a
posteriori (czyli wszystko co wie statystyk po zaobserwowaniu x) zalezy tylko
od t =T(x).

9.4 Zadania

1. Rozpatrzmy sytuacje opisang w Przyktadzie 9.1.1. Przypusémy, ze kierowca
zgtosit szkode w 1-szym roku ubezpieczenia. Obliczyé¢ prawdopodobienstwo,
ze zglosi szkode i w 2-gim roku. Zaktadamy, ze ,typ” kierowcy sie nie zmienia.

2. (Przyklad Laplace’a). Mamy r + 1 urn. W kazdej urnie znajduje sie r
kul, przy tym urna numer ¢ zawiera ¢ kul biatych oraz r» — ¢ kul czarnych.
Losowanie przebiega w nastepujacy spoob.

o Wybieramy jedna z urn z jednakowym prawdopodobienistwem ?11

e Losujemy n + 1 razy ze zwracaniem z wybranej uprzednio urny.

Wiadomo, ze w n losowaniach wybraliSmy same kule biate. Obliczy¢ praw-
dopodobieristwo, ze w kolejnym (n + 1)-szym losowaniu tez wyjdzie biata?

3. Obserwacje X1, ..., X, sa probka z rozktadu normalnego N(u, 1/k), gdzie u
jest znane, za$ nieznany parametr k£ (odwrotnos¢ wariancji) ma rozktad a
priori Gamma(a, A). Obliczy¢ rozktad a posteriori.



