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Rozdziaª 1

Próbkowe odpowiedniki wielko±ci
populacyjnych

1.1 Rozkªad empiryczny

Statystyka matematyczna opiera si¦ na zaªo»eniu, »e dane s¡ wynikiem pew-
nego �do±wiadczenia losowego�. Przypu±¢my, »e dane maj¡ posta¢ ci¡gu liczb
x1, x2, . . . , xn. Zakªadamy, »e mamy do czynienia ze zmiennymi losowymi
X1, X2, . . . , Xn okre±lonymi na przestrzeni probabilistycznej Ω i dane s¡ reali-
zacjami (warto±ciami) tych zmiennych losowych, czyli x1 = X1(ω), . . . , xn =
Xn(ω) dla pewnego ω ∈ Ω. Nie znamy rozkªadu prawdopodobie«stwa P na
przestrzeni Ω, który �rz¡dzi� zachowaniem zmiennych losowych i chcemy si¦
dowiedzie¢ czego± o tym rozkªadzie na podstawie obserwacji x1, x2, . . . , xn.
Rozwa»my najpierw prost¡ sytuacj¦, kiedy obserwacje s¡ realizacjami nieza-
le»nych zmiennych losowych o jednakowym rozkªadzie.

1.1.1 DEFINICJA. Próbk¡ z rozkªadu prawdopodobie«stwa o dystrybu-
ancie F nazywamy ci¡g niezale»nych zmiennych losowych X1, X2, . . . , Xn o
jednakowym rozkªadzie, P(Xi 6 x) = F (x) dla i = 1, 2, . . . , n. B¦dziemy
u»ywali oznaczenia

X1, X2, . . . , Xn ∼iid F.

9
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W powy»szej de�nicji dystrybuanta jest tylko pewnym sposobem opisu roz-
kªadu prawdopodobie«stwa. Mówi¡c na przykªad o próbce z rozkªadu nor-
malnego, napiszemy X1, . . . Xn ∼iid N(µ, σ2). Mówi si¦ tak»e, »e X1, X2, . . . , Xn

jest próbk¡ z rozkªadu �kcyjnej zmiennej losowej X ∼ F .
1.1.2 Uwaga. W statystycznych badaniach reprezentacyjnych stosuje si¦ ró»ne
schematy losowania z populacji sko«czonej. W De�nicji 1.1.1 »¡damy nieza-
le»no±ci, zatem ta de�nicja nie obejmuje próbki wylosowanej bez zwracania.

1.1.3 DEFINICJA. Niech X1, X1, . . . , Xn b¦dzie próbk¡ z rozkªadu o dys-
trybuancie F . Funkcj¦

F̂ (x) =
1

n

n∑
i=1

I(Xi 6 x)

nazywamy dystrybuant¡ empiryczn¡.

Gdy chcemy podkre±li¢, »e próbka ma rozmiar n, to piszemy F̂n zamiast F̂ .
Traktujemy F̂ jako �empiryczny odpowiednik� nieznanej dystrybuanty F .

1.1.4 PRZYK�AD (Waga noworodków). Powiedzmy, »e wylosowano 114 no-
worodków1 w celu poznania cech �zycznych dzieci urodzonych w Warszawie
w roku 2009. Waga noworodków byªa taka:

3080 3650 3250 4000 3180 3480 4140 3930 3950 2700
3720 3520 3200 3700 3500 3790 3900 3760 3740 3200
3280 3960 3300 2490 3260 3780 3600 3060 2850 3490
2620 3690 3200 3070 4640 3760 3190 3180 3760 3670
3310 3770 2580 2700 3740 2700 3760 3960 2800 3500
3460 3800 3394 3640 2680 3490 3000 2900 4320 3450
3200 3530 3330 2680 2700 3580 2500 2660 3600 3114
3760 3640 2780 2760 3480 2420 2110 2930 3160 3012
2900 3750 4010 3230 2570 3480 3340 3420 3330 2030
3730 3640 3420 4330 3790 3120 3890 3070 3270 2750
2470 3620 2740 3800 3440 3160 3620 3190 2380 3100
2400 2500 2540 3270

1W istocie, dane pochodz¡ z dwóch numerów �Gazety Wyborczej�, (�Gazeta Stoªeczna�,
29 sierpnia 2009 i 5 wrze±nia 2009).
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Dane traktujemy jako próbk¦ z rozkªadu prawdopodobie«stwa zmiennej lo-
sowej X = �waga noworodka losowo wybranego z populacji�. Na podstawie
tej próbki mo»emy narysowa¢ dystrybuant¦ empiryczn¡ F̂ .
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Rysunek zostaª wykonany w R przez zastosowanie instrukcji plot.ecdf(noworodki);
rug(noworodki), gdzie noworodki jest wektorem zawieraj¡cym 114 liczb.
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Dystrybuanta empiryczna jest funkcj¡ pary argumentów (x, ω), czyli F̂ :
R × Ω → [0, 1], ale wygodnie jest pomija¢ argument ω. Dla ustalonego
ω ∈ Ω dystrybuanta empiryczna jest funkcj¡ R → [0, 1], która argumentowi
x przyporz¡dkowuje liczb¦ 1

n

∑n
i=1 I(Xi(ω) 6 x). Dla ustalonego a ∈ R

warto±¢ dystrybuanty empirycznej jest zmienn¡ losow¡, F̂ (a) : Ω → [0, 1].
Ci¡g indykatorów odpowiada schematowi Bernoulliego z prawdopodobie«-
stwem sukcesu F (a) i dlatego zmienna losowa F̂ (a) ma nast¦puj¡cy rozkªad
prawdopodobie«stwa:

P(F̂ (a) = k/n) =

(
n

k

)
F (a)k(1− F (a))n−k (k = 0, 1, . . . , n).

1.1.5 DEFINICJA. Rozwa»my próbk¦ X1, X2, . . . , Xn. Dla ka»dego ω ∈ Ω,
niech X1:n(ω) 6 X2:n(ω) 6 · · · 6 Xn:n(ω) b¦dzie ci¡giem liczb X1(ω), X2(ω),
. . . , Xn(ω) uporz¡dkowanym w kolejno±ci rosn¡cej. Okre±lone w ten spo-
sób zmienne losowe X1:n, X2:n, . . . , Xn:n nazywamy statystykami pozycyj-
nymi.

W szczególno±ci, X1:n = min(X1, . . . , Xn) i Xn:n = max(X1, . . . , Xn); pierw-
sza i ostatnia statystyka pozycyjna to, odpowiednio, najmniejsza i najwi¦ksza
obserwacja w próbce.

Dystrybuanta empiryczna F̂ jest funkcj¡ �schodkow¡�: jest staªa na ka»dym
z przedziaªów pomi¦dzy statystykami pozycyjnymi [Xi:n, Xi+1:n[. Wida¢, »e

dla x < X1:n mamy F̂ (x) = 0;

dla Xi:n 6 x < Xi+1:n mamy F̂ (x) =
i

n
;

dla x > Xn:n mamy F̂ (x) = 1.

W punktach Xi:n funkcja F̂ ma nieci¡gªo±ci (skacze w gór¦). Je±li teoretyczna
dystrybuanta F jest ci¡gªa, to P(X1:n < X2:n < · · · < Xn:n) = 1, a wi¦c, z
prawdopodobie«stwem 1, mamy F̂ (Xi:n) = i/n i ka»dy skok dystrybuanty
empirycznej ma wielko±¢ 1/n. Je±li teoretyczna dystrybuanta jest dyskretna,
to z niezerowym prawdopodobie«stwem niektóre statystyki pozycyjne b¦d¡
si¦ pokrywa¢ i dystrybuanta empiryczna b¦dzie miaªa skoki wysoko±ci 2/n
lub 3/n i tak dalej.
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W poni»szym stwierdzeniu b¦dziemy mieli do czynienia z niesko«czon¡ próbk¡,
czyli z ci¡giem zmiennych losowych X1, X2, . . . , Xn, . . ., które s¡ niezale»ne i
maj¡ jednakowy rozkªad prawdopodobie«stwa. Mo»emy sobie wyobrazi¢, »e
wci¡» dodajemy do próbki nowe zmienne losowe. Dystrybuanta empiryczna
F̂n jest okre±lona tak jak w De�nicji 1.1.3, to znaczy, zale»y od pocz¡tkowych
zmiennych X1, . . . , Xn. Rozpatrujemy teraz ci¡g dystrybuant empirycznych
F̂1, F̂2, . . . , F̂n, . . ..

1.1.6 Stwierdzenie. Je±li X1, . . . , Xn, . . . jest próbk¡ z rozkªadu o dystrybu-
ancie F , to dla ka»dego x ∈ R,

F̂n(x) →p.n. F (x), (n →∞).

Dowód. Zmienne losowe I(X1 6 x), . . . , I(Xn 6 x), . . . s¡ niezale»ne i maj¡
jednakowy rozkªad prawdopodobie«stwa: I(Xn 6 x) przyjmuje warto±¢ 1 z
prawdopodobie«stwem F (x) lub warto±¢ 0 z prawdopodobie«stwem 1−F (x).
Oczywi±cie, EI(Xn 6 x) = F (x). Z Mocnego Prawa Wielkich (MPWL)
Liczb dla schematu Bernoulliego wynika, »e zdarzenie limn→∞F̂n(x) = F (x)
zachodzi z prawdopodobie«stwem 1. To znaczy, »e ci¡g zmiennych losowych
F̂n(x) jest zbie»ny prawie na pewno do liczby F (x).

Istnieje mocniejsza wersja poprzedniego stwierdzenia, któr¡ przytoczymy bez
dowodu. Mo»na pokaza¢, »e zbie»no±¢ F̂ → F zachodzi jednostajnie z praw-
dopodobie«stwem 1.

1.1.7 TWIERDZENIE (Gliwienko-Cantelli). Je»eli X1, . . . , Xn, . . . jest
próbk¡ z rozkªadu o dystrybuancie F to

sup
−∞<x<∞

|F̂n(x)− F (x)| →p.n. 0 (n →∞).

Je±li mamy mo»liwo±¢ nieograniczonego powi¦kszania próbki, to mo»emy po-
zna¢ rozkªad prawdopodobie«stwa z dowoln¡ dokªadno±ci¡.
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Zamiast dowodu Twierdzenia Gliwienki-Cantelliego przytoczymy wyniki przy-
kªadowych symulacji komputerowych.
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Na rysunku wida¢ dystrybuanty empiryczne F10, F25, F100 i F500, dla próbki
z rozkªadu normalnego N(0, 1) � na tle teoretycznej dystrybuanty tego roz-
kªadu (ci¡gªa, niebieska krzywa). Przy okazji wspomnijmy, »e próbk¦ ze
standardowego rozkªadu normalnego mo»na w R wygenerowa¢ (symulowa¢)
jedn¡ prost¡ instrukcj¡:

X <- rnorm(n) lub bardziej jawnie X <- rnorm(n,mean=0,sd=1).

Skoncentrowali±my uwag¦ na dystrybuancie empirycznej, ale podobnie mo»na
zde�niowa¢ o empiryczny rozkªad prawdopodobie«stwa. Rozwa»my zbiór
borelowski B ⊂ R i próbk¦ X1, X2, . . . , Xn z rozkªadu zmiennej losowej X.
Przybli»eniem nieznanej liczby P(X ∈ B) jest prawdopodobie«stwo em-
piryczne

P̂ (B) =
1

n

n∑
i=1

I(Xi ∈ B).

Okre±lone w ten sposób odwzorowanie P̂ : B × Ω → R (B oznacza rodzin¦
zbiorów borelowskich nazywane jest empirycznym rozkªadem prawdo-
podobie«stwa. Dla ustalonego ω ∈ Ω jest to dyskretny rozkªad prawdopo-
dobie«stwa; je±li warto±ci x1 = X1(ω), . . . , xn = Xn(ω) s¡ ró»nymi liczbami
to P̂ ({xi}) = 1/n dla i = 1, 2, . . . , n, czyli empiryczny rozkªad prawdopodo-
bie«stwa jest rozkªadem równomiernym na zbiorze {x1, . . . , xn}. Z drugiej
strony P̂ (B) jest, dla ustalonego zbioru B, zmienn¡ losow¡ (a nie liczb¡).
Oczywi±cie, P̂ (]−∞, x]) = F̂ (x).

1.1.8 PRZYK�AD (Statystyczna kontrola jako±ci). Producent chce si¦ do-
wiedzie¢, jaki procent wytwarzanych przez niego wyrobów jest wadliwych.
Sprawdza dokªadnie pewn¡ liczb¦ sztuk. Powiedzmy, »e badaniu poddano
50 sztuk i wyniki s¡ takie (zakodujemy �wyrób prawidªowy� jako liczb¦ �1� i
�wadliwy� jako �0�):

1 0 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 1 1

Potraktujemy ten ci¡g jako próbk¦ z pewnego rozkªadu prawdopodobie«stwa
na zbiorze dwupunktowym {prawidªowy,wadliwy} = {1, 0}. Producenta
interesuje liczba

P (0) = P (wadliwy) = % sztuk wadliwych w±ród wszystkich wyrobów.



16ROZDZIA� 1. PRÓBKOWEODPOWIEDNIKIWIELKO�CI POPULACYJNYCH

Na podstawie próbki mo»emy obliczy¢ prawdopodobie«stwo empiryczne
P̂ (0) = P̂ (wadliwy) = % sztuk wadliwych w±ród 50 zbadanych wyrobów

=
5

50
= 0.10.

Przykªad jest trywialny. Chodzi tylko o to, »eby podkre±li¢ ró»nic¦ mi¦dzy
nieznan¡, interesuj¡c¡ nas liczb¡ P (0) i znan¡ ale losow¡ wielko±ci¡ P̂ (0).

1.2 Momenty i kwantyle z próbki.

Okre±limy teraz próbkowe odpowiedniki pewnych wielko±ci, zwi¡zanych z roz-
kªadem prawdopodobie«stwa. B¦dziemy post¦powali w podobnym duchu
jak w de�nicji dystrybuanty empirycznej. Caªy czas X1, . . . , Xn jest próbk¡.
�redni¡ z próbki nazywamy zmienn¡ losow¡

X̄ =
1

n

n∑
i=1

Xi.

Wida¢, »e X̄ jest warto±ci¡ oczekiwan¡ rozkªadu empirycznego. Podobnie,
wariancja z próbki

S̃2 =
1

n

n∑
i=1

(Xi − X̄)2 =
1

n

n∑
i=1

X2
i − X̄2

jest niczym innym, jak wariancj¡ rozkªadu empirycznego. Wy»szego rz¦du
momenty z próbki (zwykªe i centralne) oznaczymy przez âk i m̂k:

âk =
1

n

n∑
i=1

Xk
i , m̂k =

1

n

n∑
i=1

(Xi − X̄)k.

S¡ to odpowiedniki momentów, czyli
ak = EXk, mk = E(Xi − EX)k.

Wielko±ci ak i mk zale»¡ od �prawdziwego�, teoretycznego rozkªadu zmiennej
losowej X, podczas gdy âk i m̂k s¡ obliczone dla rozkªadu empirycznego.
Oczywi±cie, â1 = X̄ i m̂2 = S̃2, ale te dwa momenty spotyka¢ b¦dziemy tak
cz¦sto, »e zasªuguj¡ na specjalne oznaczenie. Zauwa»my jeszcze oczywisty
zwi¡zek m̂2 = â2 − â2

1.
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Kwantyle próbkowe okre±lamy zgodnie z tym samym schematem. Po
prostu zast¦pujemy rozkªad prawdopodobie«stwa rozkªadem empirycznym
i obliczamy kwantyle. Przypomnijmy najpierw de�nicj¦ kwantyla. Niech
0 < q < 1. Je±li P(X < ξq) = F (ξq−) 6 q 6 F (ξq) = P(X 6 ξq), to liczb¦
ξq nazywamy kwantylem rz¦du q zmiennej losowej X. Taka liczba zawsze
istnieje, ale nie musi by¢ wyznaczona jednoznacznie. Je±li istnieje dokªadnie
jedna liczba ξq taka, »e P(X 6 ξq) = F (ξq) = q to oczywi±cie ξq jest q-tym
kwantylem. Podobnie jest w przypadku gdy F (ξq−) < q < F (ξq). Je±li
jednak F (a) = F (b) = q, to ka»da z liczb z przedziaªu [a, b] jest kwantylem.

Liczb¦ ξ̂q nazywamy kwantylem empirycznym rz¦du q, je±li

F̂ (ξ̂q−) 6 q 6 F̂ (ξ̂q).

Oczywi±cie, statystyka pozycyjna Xdnpe:n jest kwantylem empirycznym rz¦du
p ale niekoniecznie jedynym. Najlepiej wida¢ to na przykªadzie mediany
(kwantyla rz¦du q = 1/2). Je±li rozmiar próbki n jest liczb¡ nieparzyst¡, to
statystyka pozycyjna o numerze (n+1)/2 jest median¡ z próbki. Je±li rozmiar
próbki jest liczb¡ parzyst¡, to ka»da z liczb z przedziaªu [Xn/2:n, Xn/2+1,n] jest
median¡ rozkªadu empirycznego. W R i innych pakietach statystycznych, dla
unikni¦cia niejednoznaczno±ci, zwykle podaje si¦ ±rodek przedziaªu median:
(Xn/2:n +Xn/2+1:n)/2. Przyjmiemy nast¦puj¡ce oznaczenia na median¦ i me-
dian¦ z próbki:

med(X) = ξ1/2, m̂ed = m̂ed(X1, . . . , Xn) = ξ̂1/2.

Kwantyle rz¦du 1/4 i 3/4 nosz¡ nazw¦ kwartyli i bywaj¡ oznaczane Q1 i Q3

1.2.1 PRZYK�AD (Waga noworodków, kontynuacja). Dla naszej �niemow-
l¦cej� próbki z Przykªadu 1.1.4 mamy

X̄ = 3302.105, S̃ = 502.5677

Jak ju» zauwa»yli±my poprzednio, m̂ed = 3330. Kwartyle próbkowe s¡ równe
Q1 = ξ̂1/4 = 2947.5 2 i Q3 = ξ̂3/4 = 3697.5.

Median¦, kwartyle, minimum i maksimum ±wietnie wida¢ na tak zwanym
�wykresie pudeªkowym�, instrukcja boxplot(noworodki,horizontal=TRUE):

2Zgodnie z nasz¡ de�nicj¡ ξ̂1/4 = X29:114 = 2930; okre±lenie kwantyla w R nieco ró»ni
si¦ od naszego, ale nie ma to zasadniczego znaczenia.
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2000 2500 3000 3500 4000 4500

A tak wyl¡da �podsumowanie� naszych danych:

summary(noworodki)
Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
2030 2948 3330 3302 3698 4640
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1.3 Estymatory g¦sto±ci

Na zako«czenie naszych wst¦pnych rozwa»a« zastanówmy si¦, co mo»e by¢
próbkowym odpowiednikiem g¦sto±ci prawdopodobie«stwa zmiennej losowej
X o rozkªadzie absolutnie ci¡gªym. Bezpo±redniego odpowiednika nie ma,
bo rozkªad empiryczny jest dyskretny i nie ma g¦sto±ci wzgl¦dem miary Le-
besgue'a. Mo»emy (caªkiem heurystycznie) przyj¡¢, »e g¦sto±¢ zmiennej lo-
sowej X jest w przybli»eniu staªa na pewnych przedziaªach. Przyjmijmy, »e
a < X < b i podzielmy odcinek [a, b] na k odcinków o ko«cach w punktach
a = c0 < c1 < · · · < ck = b. Poªó»my

f̂(x) =
1

n(cj − cj−1)

n∑
i=1

I(cj−1 < Xi ≤ cj), dla cj−1 < x ≤ cj.

Funkcja f̂ jest pewnym przybli»eniem g¦sto±ci f rozkªadu, z którego pochodzi
próbka. Wida¢, »e F̂ (cj) =

∫ cj

a
f̂(x)dx. Gra�czne przedstawienie funkcji f̂

jest znane pod nazw¡ histogramu.

W dalszym ci¡gu zaªó»my, »e przedziaªy histogramu s¡ jednakowej szeroko±ci,
cj−cj−1 = h dla wszystkich j. Sformuªujemy odpowiednik Stwierdzenia 1.1.6
dla histogramów.

1.3.1 Stwierdzenie. Niech X1, . . . , Xn b¦dzie próbk¡ z rozkªadu o g¦sto±ci
f , o rozmiarze rosn¡cym do niesko«czono±ci, n →∞. Rozpatrzmy histogram
f̂hist

n zbudowany na podstawie próbki rozmiaru n i maj¡cy przedziaªy jedna-
kowej szeroko±ci hn. Zaªó»my, »e hn → 0 i nhn → ∞. Dla ka»dego punktu
x ∈ R takiego, »e f jest ci¡gªa w x mamy

f̂hist
n →P f(x), (n →∞).

Dowód pominiemy, cho¢ nie jest on trudny, porównaj Zadanie 11. Skomen-
tujmy zaªo»enia. Warunek hn → 0 zapewnia, »e prostok¡ty histogramu s¡
coraz w¦»sze i mog¡ aproksymowa¢ funkcj¦ ci¡gª¡ f . Warunek nhn → 0
zapewnia, »e coraz wi¦cej punktów wpada do pojedynczego przedziaªu.
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Zamiast dowodu, zilustrujemy Stwierdzenie 1.3.1 rysunkiem. Wywoªanie R-
owskiej funkcji ma posta¢ hist(X,breaks="FD",prob=TRUE), gdzie X jest
wektorem danych. Parametr "FD" wskazuje, »e szeroko±¢ przedziaªów h jest
dobierana zgodnie z algorytmem Friedmana - Diaconisa (domy±lnie, prze-
dziaªy s¡ jednakowej szeroko±ci). Parametr prob=TRUE powoduje takie wy-
skalowanie osi pionowej, »e pole pod histogramem jest 1.
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Cz¦sto s¡ u»ywane j¡drowe estymatory g¦sto±ci. Idea jest podobna jak dla
histogramów, ale w ciekawy sposób zmody�kowana. Niech k b¦dzie ustalon¡
g¦sto±ci¡ prawdopodobie«stwa, to znaczy k(x) > 0 i

∫∞
−∞ k(x)dx = 1. Po-

wiedzmy, »e k jest funkcj¡ parzyst¡ z maksimum w zerze. Cz¦sto u»ywa si¦
g¦sto±ci normalnej: k(x) = (2π)−1/2 exp(−x2/2), ale wybór j¡dra jest do±¢
dowolny i nie ma znaczenia zasadniczego. Nazwijmy k j¡drem. Zauwa»my,
»e dla dowolnego h > 0 funkcja k(x/h)/h jest te» g¦sto±ci¡. Dla maªych h ta
funkcja jest coraz bardziej �skupiona wokóª zera�. Niech teraz

f̂(x) =
1

nh

n∑
i=1

k

(
x−Xi

h

)
.

Analogia z histogramem stanie si¦ widoczna, je±li wybierzemy �prostok¡tne�
j¡dro k(x) = I(−1/2 6 x 6 1/2). Alternatywnie mo»emy interpretowa¢
f̂n jako mieszank¦ n g¦sto±ci, z których ka»da aproksymuje rozkªad jedno-
punktowy, skupiony w pojedynczym punkcie próbki. Estymator j¡drowy jest
ci¡gª¡ funkcj¡ x, je±li tylko j¡dro jest ci¡gªe. To jest ich zaleta w porównaniu
z histogramami. Niemniej, do pewnego stopnia wªasno±ci tych estymatorów
s¡ podobne.

1.3.2 Stwierdzenie. Niech X1, . . . , Xn b¦dzie próbk¡ z rozkªadu o g¦sto±ci
f , o rozmiarze rosn¡cym do niesko«czono±ci, n →∞. Rozpatrzmy estymator
j¡drowy f̂kern

n zbudowany na podstawie próbki rozmiaru n i maj¡cy szeroko±¢
pasma hn. Zaªó»my, »e hn → 0 i nhn → ∞. Dla ka»dego punktu x ∈ R
takiego, »e f jest ci¡gªa w x mamy

f̂kern
n →P f(x), (n →∞).

Dowód w szczególnym przypadku j¡dra prostok¡tnego jest naszkicowany w
Zadaniu 11. Ogólny przypadek nie jest wiele trudniejszy.

Poni»ej widac wynik instrukcji hist(noworodki,prob=TRUE). Liczba prze-
dziaªów histogramu zostaªa ustalona automatycznie, zgodnie z domy±lnymi
ustawieniami funkcji hist. Dla porównania, obejrzyjmy rezultaty estyma-
cji g¦sto±ci metod¡ j¡drowa (funkcja density). Wybór j¡dra (gaussian,
czyli g¦sto±¢ rozkªadu normalnego) oraz szeroko±ci pasma (bandwidth) s¡
�domy±lne�.
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1.4 Zadania
1. Obliczy¢ EF̂ (x), VarF̂ (x), Cov(F̂ (x), F̂ (y)).

2. Pokaza¢, »e ci¡g zmiennych losowych √n(F̂n(x)−F (x)) jest zbie»ny do roz-
kªadu normalnego. Zidenty�kowa¢ parametry tego rozkªadu.

3. Pokaza¢, »e zmienna losowa Xk:n ma dystrybuant¦

P(Xk:n 6 x) =
n∑

i=k

(
n

i

)
F (x)i(1− F (x))n−i.

4. Je±li zmienne losowe Xi maj¡ g¦sto±¢ f(x) = (d/dx)F (x), to k-ta statystyka
pozycyjna ma g¦sto±¢

d
dx
P(Xk:n 6 x) = n

(
n− 1
k − 1

)
f(x)F (x)k−1(1− F (x))n−k.

5. Obliczy¢ EUk:n, gdzie Uk:n oznacza statystyk¦ pozycyjn¡ z rozkªadu jedno-
stajnego U(0, 1).

6. Zbada¢ zbie»no±¢ wedªug rozkªadu ci¡gu zmiennych losowych n(1 − Un:n),
gdzie Uk:n oznacza ostatni¡ statystyk¦ pozycyjn¡ (maksimum z próbki) z
rozkªadu jednostajnego U(0, 1).

7. Pokaza¢, »e wektor statystyk pozycyjnych (U1:n, . . . , Un:n) z rozkªadu jedno-
stajnego U(0, 1) ma ª¡czny rozkªad jednostajny na sympleksie {u : 0 6 u1 6
· · · 6 un 6 1}.

8. Zaªó»my (dla uproszczenia, to nie jest istotne), »e dystrybuanta F jest funk-
cj¡ ci¡gª¡ i ±ci±le rosn¡c¡, a zatem istnieje funkcja odwrotna F−1 :]0, 1[→ R.
Pokaza¢, »e je±li U ∼ U(0, 1) to zmienna losowa X := F−1(U) ma dystrybu-
ant¦ F .

9. (Ci¡g dalszy). Pokaza¢, »e Xk:n = F−1(Uk:n).

10. Udowodni¢ nast¦puj¡ce stwierdzenie z rachunku prawdopodobie«stwa: Je±li
EXn → a i VarXn → 0 to Xn →P a (a jest liczb¡).

11. Rozwa»my estymator j¡drowy z j¡drem �prostok¡tnym� danym wzorem k(x) =
I(−1/2 6 x 6 1/2). Obliczy¢ Ef̂kern

n (x) i Varf̂kern
n (x). Zbada¢ granice war-

to±ci oczekiwanych i wariancji przy n → ∞, przy zaªo»eniach Stwierdzenia
1.3.2.
Udowodni¢ Stwierdzenie 1.3.2 w przypadku prostok¡tnego j¡dra.



Rozdziaª 2

Modele statystyczne

2.1 Przestrzenie statystyczne

Zakªadamy, »e obserwujemy pewne zmienne losowe X1, . . . , Xn o nieznanym
(ª¡cznym) rozkªadzie prawdopodobie«stwa. Ci¡g X = (X1, . . . , Xn) mo»emy
traktowa¢ jako pojedyncz¡ wielowymiarow¡ obserwacj¦. W Przykªadzie 1.1.8
zaªo»yli±my, »e proces kontroli jako±ci stanowi schemat Bernoulliego. Niech
θ b¦dzie prawdopodobie«stwem �sukcesu� (tego, »e wyrob jest prawidªowy).
W statystyce mówi si¦, »e θ jest nieznanym parametrem rozkªadu prawdopo-
dobie«stwa. Musimy uwzgl¦dni¢ wiele teoretycznie mo»liwych warto±ci θ ∈
[0, 1]. Rozpatrujemy wiele ró»nych schematów Bernoulliego i nie wiemy który
z nich opisuje nasze do±wiadczenie. Model statystyczny precyzuje rodzin¦
wszystkich branych pod uwag¦ rozkªadów prawdopodobie«stwa {Pθ; θ ∈ Θ}.
Zakªadamy, »e nieznany rozkªad P, który �rz¡dzi� zachowaniem obserwacji X,
nale»y do rozpatrywanej przez nas rodziny. Wiemy wi¦c, »e jest to rozkªad
Pθ0 dla pewnego θ0 ∈ Θ, tylko nie umiemy wskaza¢ θ0.

2.1.1 DEFINICJA. Model statystyczny okre±lamy przez podanie rodziny
{Pθ; θ ∈ Θ} rozkªadów prawdopodobie«stwa na przestrzeni próbkowej Ω oraz
zmiennej losowej X : Ω → X , któr¡ traktujemy jako obserwacj¦. Zbiór X
nazywamy przestrzeni¡ obserwacji za± Θ nazywamy przestrzeni¡ parametrów.

25
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2.1.2 Uwaga (Mierzalno±¢). Zakªadamy, »e przestrze« Ω jest wyposa»ona
w σ-ciaªo F zdarze« losowych. Ka»dy z rozkªadów prawdopodobie«stwa Pθ

�»yje� na F . Zmienna losowa X jest odwzorowaniem mierzalnym i przestrze«
X te» musi by¢ wyposa»ona w σ-ciaªo. Poj¦cia teorii miary traktujemy mar-
ginesowo.
2.1.3 Uwaga (Kanoniczna przestrze« próbkowa). Za przestrze« Ω wybieramy
zwykle zbiór wszystkich mo»liwych wyników do±wiadczenia losowego, a wi¦c
zbiór warto±ci wektora zªo»onego z interesuj¡cych nas zmiennych losowych.
Je±li uwzgl¦dniamy tylko obserwowane zmienne losowe, to mo»emy przy-
j¡¢, »e Ω = X i X(ω) = ω. Przy tej umowie, rozkªad prawdopodobie«-
stwa na przestrzeni próbkowej jest po prostu rozkªadem prawdopodobie«-
stwa obserwacji: Pθ(B) = Pθ(X ∈ B), dla B ⊆ X . Standardowo nazywa si¦
(X ,F , {Pθ; θ ∈ Θ} przestrzeni¡ statystyczn¡. Je±li chcemy uwzgl¦dni¢ rów-
nie» nieobserwowane zmienne losowe (na przykªad dotycz¡ce przyszªo±ci) to
nie mo»na ju» przyj¡¢, »e Ω = X . Dlatego przyj¦li±my nieco ogólniejsz¡
De�nicj¦ 2.1.1.
2.1.4 Uwaga (Ci¡gªe i dyskretne przestrzenie obserwacji). Ograniczymy roz-
wa»ania do nast¦puj¡cych dwóch typów modeli. Mówimy o modelu ci¡gªym,
je±li X jest cz¦±ci¡ przestrzeni Rn wyposa»non¡ w σ-ciaªo zbiorów borelow-
skich i n-wymiarow¡ miar¦ Lebesgue'a. Model nazywamy dyskretnym, je±li
przestrze« X jest sko«czona lub przeliczalna, wyposa»ona w σ-ciaªo wszyst-
kich podzbiorów i miar¦ licz¡c¡.

Rozkªad prawdopodobie«stwa obserwacji X najcz¦±ciej opisujemy przez g¦-
sto±¢ fθ na przestrzeni X , zale»n¡ od parametru θ ∈ Θ. W zale»no±ci od
kontekstu, posªugujemy si¦ g¦sto±ci¡ wzgl¦dem odpowiedniej miary. W skró-
cie piszemy X ∼ fθ. Je±li zmienna X ma sko«czony lub przeliczalny zbiór
warto±ci X , to

fθ(x) = Pθ(X = x).

(jest to g¦sto±¢ wzgl¦dem miary licz¡cej). Dla jednowymiarowej zmiennej
losowej X o absolutnie ci¡gªym rozkªadzie, fθ jest �g¦sto±ci¡ w zwykªym
sensie�, czyli wzgl¦dem miary Lebesgue'a. Mamy wówczas dla dowolnego
przedziaªu [a, b],

Pθ(a 6 X 6 b) =

∫ b

a

fθ(x)dx.

Je±li X = (X1, . . . , Xn) to rozumiemy, »e fθ jest ª¡czn¡ g¦sto±ci¡ prawdo-
podobie«stwa na przestrzeni X = Rn. Dla dowolnego zbioru borelowskiego
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B ⊆ Rn,

Pθ(X ∈ B) =

∫

B

fθ(x)dx =

∫
· · ·

∫

B

fθ(x1, . . . , xn)dx1 · · · dxn.

W szczególnym przypadku, gdy zmienne X1, . . . , Xn s¡ niezale»ne i maj¡
jednakowy rozkªad, pozwolimy sobie na odrobin¦ nie±cisªo±ci, oznaczaj¡c tym
samym symbolem fθ jednowymiarow¡ g¦sto±¢ pojedynczej obserwacji i n-
wymiarow¡ g¦sto±¢ caªej próbki: fθ(x1, . . . , xn) = fθ(x1) · · · fθ(xn).

Je±li T : X → R, to warto±¢ ±redni¡ (oczekiwan¡) zmiennej losowej h(X)
obliczamy zgodnie ze wzorem

EθT (X) =





∫
X T (x)fθ(x)dx w przypadku ci¡gªym;

∑
x∈X T (x)fθ(x) w przypadku dyskretnym.

Je±li X ⊆ Rn, to caªka
∫
X jest n-wymiarowa, dx = dx1 · · · dxn. Podobnie,

b¦dziemy u»ywa¢ symboli Varθ, Covθ i podobnych.

Przejdziemy teraz do przykªadów, które wyja±ni¡ sens (nieco abstrakcyjnej)
De�nicji 2.1.1.

2.1.5 PRZYK�AD (Statystyczna kontrola jako±ci, kontynuacja). Powró¢my
do Przykªadu 1.1.8. Przestrzeni¡ obserwacji jest X = {0, 1}n. Obserwacje
X1, . . . , Xn s¡ zmiennymi losowymi o ª¡cznym rozkªadzie prawdopodobie«-
stwa

Pθ(X1 = x1, . . . , Xn = xn) =
n∏

i=1

θxi(1− θ)1−xi = θΣxi(1− θ)n−Σxi ,

gdzie xi ∈ {0, 1} dla i = 1, . . . , n i
∑

xi oznacza
∑n

i=1 xi. Przestrzeni¡
parametrów jest Θ = [0, 1].

2.1.6 PRZYK�AD (Badanie reprezentacyjne). Powiedzmy, »e populacja skªa-
da si¦ r jednostek. Przedmiotem badania jest nieznana liczba m jednostek
�wyró»nionych�. Na przykªad mo»e to by¢ liczba �euroentuzjastów� w popu-
lacji wyborców albo liczba pal¡cych w populacji studentów. Interesuj¡ nas
wªasno±ci caªej populacji, ale peªne badanie jest niemo»liwe lub zbyt kosz-
towne. Wybieramy losowo n jednostek spo±ród r i obserwujemy, ile jednostek
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wyró»nionych znalazªo si¦ w±ród wylosowanych. Zaªó»my, »e stosujemy sche-
mat losowania bez zwracania 1. Najlepiej wyobrazi¢ sobie losowe wybranie n
kul z urny zawieraj¡cej r kul, w tym m czerwonych i r −m biaªych. Liczby
r i n s¡ znane. Liczba X kul biaªych w±ród wylosowanych jest obserwacj¡.
Zmienn¡ losowa X ma tak zwany hipergeometryczny rozkªad prawdopodo-
bie«stwa:

Pm(X = x) =

(
m

x

)(
r −m

n− x

)/(
r

n

)
,

zale»ny od parametru θ = m ze zbioru Θ = {0, 1, . . . , r}. Przestrzeni¡ obser-
wacji jest zbiór X = {0, 1, . . . , n}.

Parametr θ jest �etykietk¡� identy�kuj¡c¡ rozkªad prawdopodobie«stwa. Nie
zawsze θ jest liczb¡, mo»e wektorem lub nawet funkcj¡.

2.1.7 PRZYK�AD (Model nieparametryczny). Zgodnie z De�nicj¡ 1.1.1, ci¡g
obserwacji X1, . . . , Xn stanowi próbk¦ z rozkªadu o dystrybuancie F , je±li

PF (X1 6 x1, . . . , Xn 6 xn) = F (x1) · · ·F (xn).

Symbol PF przypomina, »e dystrybuanta F jest nieznana i odgrywa rol¦
�niesko«czenie wymiarowego parametru�. Przestrzeni¡ parametrów jest zbiór
wszystkich dystrybuant. Przestrzeni¡ obserwacji jest X = Rn.

2.1.8 PRZYK�AD (Wypadki). Liczba wypadków drogowych w ci¡gu tygo-
dnia ma, w dobrym przybli»eniu, rozkªad Poissona. Niech X1, . . . , Xn ozna-
czaj¡ liczby wypadków w kolejnych tygodniach. Je±li nic specjalnie si¦ nie
zmienia (pogoda jest podobna i nie zaczyna si¦ wªa±nie okres wakacyjny) to
mo»na przyj¡¢, »e ka»da ze zmiennych Xi ma jednakowy rozkªad. Mamy
wtedy próbk¦ z rozkªadu Poissona, czyli

fθ(x1, . . . , xn) = Pθ(X1 = x1, . . . , Xn = xn) = e−θn θΣxi

x1! · · · xn!
.

Przestrzeni¡ obserwacji jest X = {0, 1, 2, . . .}n, a przestrzeni¡ parametrów
Θ =]0,∞[. Wiemy, »e EθXi = θ i VarθXi = θ.

1Próbka wylosowana w ten sposób nie jest próbk¡ w sensie De�nicji 1.1.1.
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2.1.9 PRZYK�AD (Czas »ycia »arówek). Rozpatrzmy jeszcze jeden przykªad
z dziedziny statystycznej kontroli jako±ci. Producent bada parti¦ n »arówek.
Interesuje go czas »ycia, to jest liczba godzin do przepalenia si¦ »arówki.
Zaªó»my, »e czasy »ycia X1, . . . , Xn badanych »arówek stanowi¡ próbk¦ z
rozkªadu wykªadniczego Ex(θ), czyli

fθ(x1, . . . , xn) =
n∏

i=1

(θe−θxi) = θne−θΣxi .

Jest to typowe i do±¢ realistyczne zaªo»enie. Mamy tutaj X = [0,∞[n i
Θ =]0,∞[. Zauwa»my, »e EθXi = 1/θ i VarθXi = 1/θ2.

2.1.10 PRZYK�AD (Pomiar z bª¦dem losowym). Powtarzamy niezale»nie n
razy pomiar pewnej wielko±ci �zycznej µ. Wyniki poszczególnych pomiarów
X1, . . . , Xn s¡ zmiennymi losowymi bo przyrz¡d pomiarowy jest niedosko-
naªy. Najcz¦±ciej zakªada si¦, »e ka»dy z pomiarów ma jednakowy rozkªad
normalny N(µ, σ2). Mamy zatem

fµ,σ(x1, . . . , xn) =

(
1√
2πσ

)n

exp

[
− 1

2σ2

∑
(xi − µ)2

]
.

Tutaj rol¦ parametru θ gra para liczb (µ, σ), gdzie −∞ < µ < ∞ i σ >
0. Przestrzeni¡ parametrów jest Θ = R×]0,∞[. Oczywi±cie, przestrzeni¡
obserwacji jest X = Rn. Wiemy, »e Eµ,σXi = µ i Varµ,σXi = σ2.

2.2 Statystyki i ich rozkªady

2.2.1 DEFINICJA. Mierzaln¡ funkcj¦ T : X → T okre±lon¡ na przestrzeni
obserwacji X nazywamy statystyk¡ o warto±ciach w przestrzeni T .

Obie przestrzenie X i T musz¡ by¢ wyposa»ona w σ-ciaªa. Zwykle s¡ to
borelowskie podzbiory przestrzeni euklidesowych.

W De�nicji 2.2.1 istotne jest to, »e statystyka jest wielko±ci¡ obliczon¡ na
podstawie danych i nie zale»y od nieznanego parametru θ. B¦dziemy w
skrócie pisa¢ T = T (X). Skupiamy uwag¦ na przypadkach, kiedy przestrze«
T ma wymiar znacznie mniejszy ni» X : staramy si¦ obliczy¢ tak¡ statystyk¦
T (X) która ma �stre±ci¢ dane X�.
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2.2.2 PRZYK�AD (Statystyki i inne zmienne losowe). W Przykªadzie 2.1.5
(Statystyczna kontrola jako±ci), S =

∑n
i=1 Xi, a wi¦c liczba prawidªowych

wyrobów w próbce jest statystyk¡. Oczywi±cie, S : {0, 1}n → {0, 1, . . . , n}.
Statystyka S ma dwumianowy rozkªad prawdopodobie«stwa:

Pθ(S = s) =

(
n

s

)
θs(1− θ)n−s.

W skrócie napiszemy S ∼ Bin(n, θ). Zmienna losowa (S − nθ)/
√

nθ(1− θ)
nie jest statystyk¡. Jej rozkªad prawdopodobie«stwa jest w przybli»eniu
normalny N(0, 1), je±li n jest du»e a θ(1− θ) nie jest zbyt maªe.

W Przykªadzie 2.1.8 (Wypadki) sumaryczna liczba wypadków S =
∑n

i=1 Xi

jest statystyk¡ i ma rozkªad Poiss(nθ).

W Przykªadzie 2.1.9 (�arówki) ±rednia X̄ = (1/n)
∑n

i=1 Xi jest statystyk¡ i
ma rozkªad Gamma(n, nθ).

Model normalny, wprowadzony w Przykªadzie 2.1.10 zasªuguje na wi¦cej
miejsca. Zaªó»my, »e X1, . . . , Xn jest próbk¡ z rozkªadu N(µ, σ2). Wa»n¡
rol¦ w dalszych rozwa»aniach odgrywa¢ b¦d¡ statystyki:

X̄ =
1

n

n∑
i=1

Xi,

S2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(Xi − X̄)2, S =
√

S2.

Zauwa»my, »e S2 ró»ni si¦ od wariancji z próbki S̃2, o której mówili±my w
poprzednim rozdziale: mno»nik 1/n zast¡pili±my przez 1/(n − 1). Rozkªad
prawdopodobie«stwa ±redniej z próbki jest w modelu normalnym niezwykle
prosty: X̄ ∼ N(µ, σ2/n). Zajmiemy si¦ teraz rozkªadem statystyki S2.

Rozkªad chi-kwadrat z k stopniami swobody jest to, z de�nicji, rozkªad
zmiennej losowej

Y =
k∑

i=1

Z2
i ,

gdzie Z1, . . . , Zk s¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi o rozkªadzie N(0, 1).
B¦dziemy pisali symbolicznie Y ∼ χ2(k).
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2.2.3 Uwaga. Rozkªady chi-kwadrat s¡ szczególnej postaci rozkªadami Gamma,
mianowicie χ2(k) = Gamma(k/2, 1/2) (Zadanie 4). Je±li Y ∼ χ2(k) to
EY = k i VarY = 2k.

Wykresy g¦sto±ci kilku rozkªadów χ2 s¡ pokazane poni»ej.
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2.2.4 Stwierdzenie (Twierdzenie Fishera). W modelu normalnym, X̄ i S2

s¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi,

X̄ ∼ N(µ, σ2/n);

n− 1

σ2
S2 ∼ χ2(n− 1).

Pominiemy dowód, bo w Rozdziale 8 udowodnimy twierdzenie znacznie ogól-
niejsze. Niezale»no±¢ zmiennych losowych X̄ i S2 nie jest oczywista. Za-
uwa»my te», »e pojawia si¦ rozkªad chi-kwadrat z n− 1 stopniami swobody,
chocia» (n− 1)S2 jest sum¡ n kwadratów zmiennych normalnych.

2.2.5 Wniosek. Eµ,σS
2 = σ2 i Varµ,σS

2 = 2σ4/(n− 1).

Rozkªad t Studenta z k stopniami swobody jest to, z de�nicji, rozkªad
zmiennej losowej

T =
Z√
Y/k

,

gdzie Z i Y s¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi, Z ∼ N(0, 1) i Y ∼ χ2(k).
B¦dziemy pisali symbolicznie T ∼ t(k).

2.2.6 Wniosek. W modelu normalnym, zmienna losowa √n(X̄ − µ)/S ma
rozkªad t(n− 1).

Rozkªad F Snedecora z k i m stopniami swobody jest to, z de�nicji, rozkªad
zmiennej losowej

R =
Y/k

U/m
,

gdzie Y i U s¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi, Y ∼ χ2(k) i U ∼ χ2(m).
B¦dziemy pisali symbolicznie R ∼ F(k, m).
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Dwa rozkªady t oraz rozkªad normalny s¡ pokazane na poni»szym rysunku.
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2.2.7 PRZYK�AD (Model dwóch próbek). Zaªó»my, »e obserwujemy nie-
zale»ne zmienne losowe X1, . . . , Xn i Y1, . . . , Ym, przy tym Xi ∼ N(µX , σ2

X)
i Yj ∼ N(µY , σ2

Y ) dla i = 1, . . . , n i j = 1, . . . , m. Statystyki X̄ i S2
X s¡

okre±lone tak jak poprzednio, dla próbki X1, . . . , Xn. Podobnie okre±lamy
statystyki Ȳ i S2

Y , dla próbki Y1, . . . , Ym. Z tego, co powiedzieli±my wcze±niej
wynika, »e

S2
Xσ2

Y

S2
Y σ2

X

∼ F(n− 1,m− 1).

Zauwa»my, »e zmienna losowa S2
Xσ2

Y /(S2
Y σ2

X) nie jest statystyk¡, bo zale»y nie
tylko od obserwacji, ale i od nieznanych paramerów σX i σY . Je±li zaªo»ymy,
»e σ2

X = σ2
Y to statystyka S2

X/S2
Y ma rozkªad F(n− 1,m− 1).

Podobnie, je±li σ2
X = σ2

Y = σ2 to

X̄ − Ȳ − (µX − µY )√
(k − 1)S2

X + (m− 1)S2
Y

√
km

k + m
(k + m− 2) ∼ t(k + m− 2).

2.3 Dostateczno±¢

Rozwa»my model statystyczny. Zaªó»my, »e rozkªady prawdopodobie«stwa
nale»¡ce do rodziny {Pθ : θ ∈ Θ} maj¡ g¦sto±ci fθ na przestrzeni obserwa-
cji X . S¡ to, jak zwykle, albo g¦sto±ci wzgl¦dem miary Lebesgue'a, albo
�g¦sto±ci dyskretne� fθ(x) = Pθ(X = x).

2.3.1 DEFINICJA (Wªasno±¢ faktoryzacji). Statystyk¦ T = T (X) nazy-
wamy dostateczn¡, je±li g¦sto±ci obserwacji mo»na przedstawi¢ w postaci

fθ(x) = gθ(T (x))h(x).

Sens tej de�nicji wyja±ni w pewnym stopniu nast¦puj¡ce stwierdzenie.

2.3.2 Stwierdzenie. Statystyka T = T (X) jest dostateczna wtedy i tylko
wtedy gdy warunkowy rozkªad prawdopodobie«stwa obserwacji X przy danej
warto±ci statystyki T = t nie zale»y od parametru θ.
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2.3.3 Uwaga. W pewnym uproszczeniu, statystyka jest dostateczna, je±li
prawdopodobie«stwo warunkowe

Pθ(X ∈ B|T (X) = t) (∗)

nie zale»y od θ, dla dowolnego (borelowskiego) zbioru B ⊆ X i (prawie)
ka»dego t. �cisªe sformuªowanie Stwierdzenia 2.3.2 wymaga znajomo±ci ogól-
nego poj¦cia warunkowego rozkªadu prawdopodobie«stwa. Zwró¢my uwag¦,
»e elementarne podej±cie poprzez g¦sto±ci warunkowe tutaj si¦ bezpo±rednio
nie stosuje, bo rozkªad X przy danym T (X) = t jest zazwyczaj skupiony na
�podprzestrzeni o ni»szym wymiarze�, patrz Zadanie 12.

Je±li X jest przestrzeni¡ dyskretn¡, to mo»emy si¦ posªu»y¢ elementarn¡
de�nicj¡ prawdopodobie«stwa warunkowego. Warunek (*) redukuje si¦ do
tego, »e

Pθ(X = x|T (X) = t) (∗∗)
nie zale»y od θ dla dowolnego x.

Dowód. �eby unikn¡¢ trudno±ci technicznych, udowodnimy Stwierdzenie 2.3.2
tylko w przypadku dyskretnej przestrzeni X . Je±li T (x) = t to

Pθ(X = x|T (X) = t) =
fθ(x)∑

x′:T (x′)=t fθ(x′)

i oczywi±cie Pθ(X = x|T (X) = t) = 0 je±li T (x) 6= t. Je»eli speªniony jest
warunek faktoryzacji to natychmiast otrzymujemy, w przypadku T (x) = t,

Pθ(X = x|T (X) = t) =
gθ(t)h(x)∑

x′:T (x′)=t gθ(t)h(x′)
=

h(x)∑
x′:T (x′)=t h(x′)

Odwrotnie, je±li Pθ(X = x|T (X) = t) nie zale»y od θ to mo»emy przyj¡¢
h(x) = Pθ(X = x|T (X) = t) i gθ(t) =

∑
x′:T (x′)=t fθ(x

′).

2.3.4 Uwaga. Warunek sformuªowany w Stwierdzeniu 2.3.2 jest zazwyczaj
przyjmowany za de�nicj¦ statystyki dostatecznej. Sens tego warunku wy-
ja±ni nast¦puj¡ce �do±wiadczenie my±lowe�. Wyobra¹my sobie, »e statystyk
zaobserwowaª X = x, obliczyª i zapisaª T (x) = t, po czym. . . zgubiª dane,
czyli straciª x. Mo»e jednak wylosowa¢ �sztuczne dane� X ′ z rozkªadu wa-
runkowego obserwacji przy danym T = t, poniewa» ten rozkªad nie wymaga
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znajomo±ci θ. Skoro sztuczne dane X ′ maj¡ ten sam rozkªad prawdopodo-
bie«stwa co prawdziwe dane X, wi¦c nasz statystyk nic nie straciª zapisuj¡c t
i zapominaj¡c x. St¡d wªa±nie nazwa: statystyka dostateczna zawiera caªo±¢
informacji o parametrze zawartych w obserwacji.

2.3.5 PRZYK�AD (Ile jest kul w urnie?). Kule w urnie s¡ ponumerowane:
U = {1, 2, . . . , r} ale r jest nieznane. Pobieramy próbk¦ n kul, bez zwracania.
Niech S oznacza losowy zbiór numerów a max(S) � najwi¦kszy spo±ród nich.
Prawdopodobie«stwo wylosowania zbioru s ⊂ U jest równe

Pr(S = s) =
I(r > max(s))(

r
n

) =

{
1
/(

r
n

)
je±li r > max(s),

0 je±li r < max(s).

St¡d wida¢, »e max(S) jest statystyk¡ dostateczn¡. W czasie II wojny ±wia-
towej alianci notowali seryjne numery zdobytych czoªgów niemieckich w celu
oszacowania liczby produkowanych przez nieprzyjaciela czoªgów. Rozwa»any
schemat urnowy jest uproszczonym modelem takiej sytuacji.

2.3.6 PRZYK�AD (Statystyki dostateczne w poprzednich przykªadach). W
Przykªadzie 2.1.5 (Schemat Bernoulliego), liczba sukcesów S =

∑n
i=1 Xi jest

statystyk¡ dostateczn¡.

W Przykªadzie 2.1.8 (model Poissona) suma obserwacji S =
∑n

i=1 Xi jest
statystyk¡ dostateczn¡.

W Przykªadzie 2.1.9 (model wykªadniczy) ±rednia X̄ = (1/n)
∑n

i=1 Xi jest
statystyk¡ dostateczn¡.

W Przykªadzie 2.1.10 (model normalny z nieznanymi µ i σ) (X̄, S2) jest
dwuwymiarow¡ statystyk¡ dostateczn¡.

2.3.7 Uwaga. To co powiedzieli±my w Uwadze 2.3.4 jest sªuszne pod warun-
kiem, »e jeste±my pewni poprawno±ci modelu. W Przykªadzie 2.1.5 (staty-
styczna kontrola jako±ci), je±li proces obserwowania sztuk dobrych/wadliwych
jest rzeczywi±cie schematem Bernoulliego, to wystarczy zapisa¢ sobie liczb¦
sztuk prawidªowych w próbce i zapomnie¢ o ich kolejno±ci pojawiania si¦.
Ale wyobra¹my sobie, »e w trakcie obserwacji akurat maszyna si¦ zepsuªa i
prawdopodobie«stwo wyrobu wadliwego zmieniªo si¦ w pewnym momencie.
Obserwacje mog¡ wygl¡da¢ tak:
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1 0 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0

Kolejno±¢ zer i jedynek jest przydatna do wery�kacji adekwatno±ci modelu
Bernoulliego.

2.4 Zadania
1. Rozpatrzmy proces statystycznej kontroli jako±ci przyjmuj¡c te same zaªo»e-

nia co w Przykªadzie 2.1.5 z t¡ ró»nic¡, »e obserwujemy kolejne wyroby do
momentu gdy natra�my na k wybrakowanych, gdzie k jest ustalon¡ z góry
liczb¡. Zbudowa¢ model statystyczny.

2. Obliczy¢ rozkªad prawdopodobie«stwa zmiennej losowej Z2, je±li Z ∼ N(0, 1)
(obliczy¢ bezpo±rednio dystrybuant¦ i g¦sto±¢ rozkªadu χ2(1)).

3. Obliczy¢ rozkªad prawdopodobie«stwa zmiennej losowej Z2
1 +Z2

2 , je»eli Zi ∼
N(0, 1) s¡ niezale»ne dla i = 1, 2 (obliczy¢ bezpo±rednio dystrybuant¦ i g¦-
sto±¢ rozkªadu χ2(2)).

4. Korzystaj¡c z Zadania 2 oraz z wªasno±ci rozkªadów gamma, udowodni¢
Uwag¦ 2.2.3: g¦sto±¢ zmiennej losowej Y ∼ χ2(k) ma posta¢

fY (y) =
1

2k/2Γ(k/2)
yk/2−1e−y/2, (y > 0).

5. Pokaza¢, »e g¦sto±¢ zmiennej losowej T ∼ t(k) jest postaci

fT (t) =
Γ(k/2 + 1/2)

Γ(k/2)
1√
πk

(
1 +

t2

k

)−(k+1)/2

, (−∞ < t < ∞).

6. Udowodni¢ zbie»no±¢ rozkªadów: t(k) → N(0, 1) dla k →∞.

7. Pokaza¢, »e g¦sto±¢ zmiennej losowej R ∼ F(k, m) jest postaci

fR(r) =
kk/2mm/2Γ(k/2 + 1/2)

Γ(k/2)Γ(m/2)
rk/2−1

(kr + m)(k+m)/2
, (r > 0).

8. Udowodni¢ wzór dotycz¡cy rozkªadu t-Studenta na ko«cu Przykªadu 2.2.7.
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9. Niech X1, . . . , Xn b¦dzie próbk¡ z rozkªadu Gamma(α, λ). Znale¹¢, dwuwy-
miarow¡ statystyk¦ dostateczn¡.

10. Niech X1, . . . , Xn b¦dzie schematem Bernoulliego z prawdopodobie«stwem
sukcesu θ. Obliczy¢ warunkowy rozkªad prawdopodobie«stwa zmiennych
losowych X1, . . . , Xn przy danym S = s, gdzie S =

∑n
i=1 Xi jest liczb¡

sukcesów. Zinterpretowa¢ fakt, »e statystyka S jest dostateczna.

11. Niech X1, . . . , Xn b¦dzie próbk¡ z rozkªadu Poiss(θ). Obliczy¢ warunkowy
rozkªad prawdopodobie«stwa zmiennych losowych X1, . . . , Xn przy danym
S = s, gdzie S =

∑n
i=1 Xi. Zinterpretowa¢ fakt, »e statystyka S jest dosta-

teczna.

12. Niech X1, . . . , Xn b¦dzie próbk¡ z rozkªadu wykªadniczego Ex(θ). Obliczy¢
ª¡czny rozkªad zmiennych losowych R1, . . . , Rn−1, S, gdzie S =

∑n
i=1 Xi, za±

Ri = Xi/S. Znale¹¢ rozkªad warunkowy R1, . . . , Rn−1 przy danym S = s.
Zinterpretowa¢ fakt, »e statystyka S jest dostateczna.
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Estymacja
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Rozdziaª 3

Estymacja punktowa

W statystyce matematycznej zakªadamy, »e rozkªad prawdopodobie«stwa
opisuj¡cy do±wiadczenie nale»y do rodziny {Pθ : θ ∈ Θ}, ale nie znamy
parametru θ. Estymatorem parametru θ nazywamy dowoln¡ statystyk¦
T = T (X) o warto±ciach w zbiorze Θ. Interpretujemy T jako przybli»enie θ.
Zwykle oznaczamy estymator t¡ sam¡ literk¡, co wielko±¢ estymowan¡, do-
daj¡c �daszek�: T = θ̂. Zaczniemy od przegl¡du prostych metod konstrukcji
estymatorów.

3.1 Metody heurystyczne

Podstawianie cz¦sto±ci jest sposobem estymacji, który natychmiast si¦
narzuca i jest zrozumiaªy dla ka»dego.
3.1.1 PRZYK�AD (Prawdopodobie«stwo napotkania wadliwego wyrobu).
Rozpatrzmy jeszcze raz model statystycznej kontroli jako±ci z Przykªadów
1.1.8 i 2.1.5. Przypomnijmy, »e parametr θ oznacza prawdopodobie«stwo
pojawienia si¦ sztuki prawidªowej. Oczywistym estymatorem θ jest

θ̂ = X̄ = S/n,

gdzie S =
∑

Xi, czyli frakcja prawidªowych sztuk w próbce losowej. Zast¡pi-
li±my nieznane prawdopodobie«stwo przez prawdopodobie«stwo empiryczne.
Na tym wªa±nie polega metoda podstawiania cz¦sto±ci.

41
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Metoda podstawiania cz¦sto±ci dopuszcza du»¡ dowolno±¢. Pokazuje to na-
st¦pny przykªad.
3.1.2 PRZYK�AD (Model Hardy'ego � Weinberga). W populacji mamy
osobników o trzech genotypach: 1, 2 i 3. Z rozwa»a« genetycznych wynika,
»e te trzy typy powinny wyst¦powa¢ w proporcji θ2 : 2θ(1 − θ) : (1 − θ)2.
Wybieramy losowo n osobników, w±ród których liczby poszczególnych ge-
notypów s¡, odpowiednio, N1, N2 i N3. Mamy do czynienia z rozkªadem
wielomianowym: (N1, N2, N3) ∼ Mult(n, p1, p2, p3):

Pθ(N1 = n1, N2 = n2, N3 = n3) =
n!

n1!n2!n3!
pn1

1 pn2
2 pn3

3 .

Prawdopodobie«stwa pi nie s¡ tu dowolnymi liczbami dodatnimi sumuj¡cymi
si¦ do jedynki. Wiemy, »e

p1 = θ2, p2 = 2θ(1− θ), p3 = (1− θ)2.

Zadanie polega na estymacji θ. Nasuwaj¡ si¦ dwa rozwi¡zania. Z jednej
strony mamy θ =

√
p1 i za estymator mo»emy przyj¡¢

θ̂ =
√

p̂1 =

√
N1

n
.

Z drugiej strony, θ = 1−√p3 i estymator

θ̃ = 1−
√

p̂3 = 1−
√

N3

n

wydaje si¦ równie rozs¡dny. Nie wiadomo, który estymator wybra¢.

Zagadka. Mo»e istnieje trzeci estymator, lepszy od dwóch podanych wy»ej?
Trzeba jeszcze sprecyzowa¢, co to znaczy �lepszy�.

Metoda momentów jest równie prosta. Przyrównujemy momenty rozkªadu
teoretycznego, zale»¡ce od nieznanego parametru, do ich odpowiedników em-
pirycznych. Z powstaªych w ten sposób równa« wyliczamy parametr. Naj-
cz¦±ciej u»ywamy momentów centralnych i równania wygl¡daj¡ tak:

µ(θ) = µ̂; mk(θ) = m̂k,

gdzie µ(θ) =
∫

xfθ(x)dx, mk(θ) =
∫

(x − µ(θ))kfθ(x)dx, µ̂ = X̄ i m̂k =
(1/n)

∑
(Xi−X̄)k. Ukªadamy tyle równa«, ile jest niewiadomych parametrów

(wspóªrz¦dnych wektora θ).
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3.1.3 PRZYK�AD (Rozkªad wykªadniczy). Niech X1, . . . , Xn b¦dzie prób¡
z rozkªadu Ex(θ). Wiemy, »e µ(θ) = 1/θ. Mamy jeden nieznany parametr,
wi¦c wystarczy jedno równanie: 1/θ = X̄. Estymator otrzymany metod¡
momentów jest równy θ̂ = 1/X̄.

3.1.4 PRZYK�AD (Rozkªad gamma). Niech X1, . . . , Xn b¦dzie próbk¡ z roz-
kªadu Gamma(α, λ). Mamy dwa nieznane parametry, wi¦c wykorzystamy
dwa momenty: warto±¢ oczekiwan¡ µ(α, λ) = α/λ i wariancj¦ σ2(α, λ) =
α/λ2. Dostajemy ukªad równa«

α

λ
= X̄,

α

λ2
= S̃2,

gdzie S̃2 jest wariancj¡ z próbki. Rozwi¡zanie jest nast¦puj¡ce:

λ̂ =
X̄

S̃2
, α̂ =

X̄2

S̃2
.

Metoda kwantyli. Je±li momenty s¡ trudne do obliczenia lub prowadz¡
do zbyt zawiªych równa«, zamiast momentów mo»na u»y¢ kwantyli. Przy-
równujemy kwantyle teoretyczne do empirycznych. Otrzymujemy równania
postaci ξq(θ) = ξ̂q lub, równowa»nie, Fθ(ξ̂q) = q. Wybieramy tyle ró»nych q,
ile mamy niewiadomych i rozwi¡zujemy ukªad równa« wzgl¦dem wspóªrz¦d-
nych wektora θ.

3.1.5 PRZYK�AD (Rozkªad Weibulla). Niech X1, . . . , Xn b¦dzie próbk¡ z
rozkªadu o dystrybuancie

Fθ(x) = 1− exp
[−cxb

]
, (x > 0),

gdzie c > 0 i b > 0 s¡ nieznanymi parametrami. To si¦ nazywa rozkªad
Weibulla. Momenty s¡ trudne do obliczenia. Poniewa» mamy dwa nieznane
parametry, uªo»ymy równania dla dwóch kwantyli. Zdecydujmy si¦ na kwar-
tyle, to znaczy kwantyle rz¦du 1/4 i 3/4. Wybór jest, oczywi±cie, caªkiem
arbitralny. Estymatory parametrów c i b wyznaczamy rozwi¡zuj¡c ukªad
równa« 




1− exp
[
−c · ξ̂b

1/4

]
= 0.25;

1− exp
[
−c · ξ̂b

3/4

]
= 0.75.
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Proste przeksztaªcenia daj¡ −c · ξ̂b
1/4 = log 0.75 i −c · ξ̂b

3/4 = log 0.25. Osta-
tecznie,

b̂ = log 3/(log ξ̂3/4 − log ξ̂1/4), ĉ = exp(log 4− b̂ log ξ̂1/4).

Przejdziemy do opisu metody, która jest zazwyczaj lepsza ni» dotychczas
przedstawione.

3.2 Wiarogodno±¢

Idea jest taka: wybieramy taki parametr θ, dla którego otrzymane wyniki
do±wiadczenia losowego s¡ �najbardziej prawdopodobne�. Sformuªujemy to
dokªadniej. Niech fθ(x) b¦dzie ª¡czn¡ g¦sto±ci¡ obserwacji.

3.2.1 DEFINICJA. Wiarogodno±¢ jest to funkcja L : Θ → R dana wzo-
rem

L(θ) = fθ(x).

Wiarogodno±¢ jest wªa±ciwie tym samym, co g¦sto±¢ prawdopodobie«stwa,
ale rozwa»ana jako funkcja parametru θ, przy ustalonych warto±ciach obser-
wacji x = X(ω).

3.2.2 DEFINICJA. Mówimy, »e θ̂ = θ̂(X) jest estymatorem najwi¦kszej
wiarogodno±ci parametru θ, je±li

fθ̂(x)(x) = sup
θ∈Θ

fθ(x),

dla dowolnego x. Symbolicznie b¦dziemy pisa¢ θ̂ = ENW(θ).

W skrócie, de�nicj¦ ENW(θ) zapiszemy w postaci

L(θ̂) = sup
θ∈Θ

L(θ),

musimy jednak pami¦ta¢, »e zarówno L, jak i θ̂ zale»¡ od obserwacji. Pomi-
niemy dyskusj¦ na temat istnienia i jednoznaczno±ci ENW.
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3.2.3 PRZYK�AD (Liczenie ryb w jeziorze). W jeziorze pªywa pewna liczba,
powiedzmy r, ryb. �eby oszacowa¢ nieznan¡ liczb¦ r bez osuszania jeziora,
musimy przywoªa¢ na pomoc statystyk¦ matematyczn¡. Najpierw odªawiamy
m ryb, znaczymy je i wpuszczamy z powotem do jeziora. Czekamy, a» zna-
czone ryby �wymieszaj¡ si¦� z pozostaªymi. Nast¦pnie wyªawiamy n ryb.
Stwierdzamy, »e jest w±ród nich k znaczonych (zªapanych powtórnie). W tym
do±wiadczeniu, r jest nieznanym parametrem, m i n s¡ znanymi liczbami, za±
k jest znan¡ warto±ci¡ zmiennej losowej K, o rozkªadzie hipergeometrycznym

L(r) = Pr(K = k) =

(
m

k

)(
r −m

n− k

)/(
r

n

)
.

Wyznaczymy ENW(r). W tym celu trzeba znale¹¢ maksimum

L(r) = max
r

.

Przyjmijmy wygodne oznaczenie (n)k = n(n− 1) · · · (n− k + 1). Poniewa»

L(r + 1)

L(r)
=

(r + 1−m)n−k

(r + 1)n

· (r)n

(r −m)n−k

=
r + 1−m

r −m− n + k + 1
· r − n + 1

r + 1
,

wi¦c L(r + 1) > L(r) wtedy i tylko wtedy gdy r < mn/k. St¡d wida¢, »e
L(r) osi¡ga maksymaln¡ warto±¢ dla najmniejszej liczby caªkowitej przekra-
czaj¡cej mn/k. Innymi sªowy,

r̂ = ENW(r) =
[mn

k

]
+ 1.

Wynik jest zgodny ze zdrowym rozs¡dkiem.

Prosty chwyt cz¦sto uªatwia wyznaczenie ENW. Funkcja L(θ) osi¡ga mak-
simum w tym samym punkcie, co jej logarytm. Niech

`(θ) = logL(θ).
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3.2.4 PRZYK�AD (Rozkªad wykªadniczy). Je±li X1, . . . , Xn jest próbk¡ z
rozkªadu Ex(θ), to wiarogodno±¢ jest dana wzorem

L(θ) =
n∏

i=1

(
θe−θxi

)
,

wi¦c
`(θ) = n log θ − θ

∑
xi.

Wystarczy teraz przyrówna¢ pochodn¡ do zera:

`′(θ) =
n

θ
−

∑
xi = 0.

�atwo si¦ przekona¢, »e `(θ) osi¡ga maksimum w punkcie

θ̂ =
n∑
xi

=
1

x̄
.

Zatem ENW (θ) = 1/X̄. Metoda najwi¦kszej wiarogodno±ci doprowadziªa
do tego samego estymatora, co metoda momentów.

3.2.5 PRZYK�AD (Rozkªad Poissona). Dla próbki z rozkªadu Poiss(θ) mamy

`(θ) = −θn + log(θ)
∑

xi −
∑

log(xi!),

wi¦c `′(θ) = −n +
∑

xi/θ = 0 dla θ =
∑

xi/n. Otrzymujemy znów dobrze
znany estymator: ENW (θ) = X̄.

Sposób obliczenia ENW w Przykªadach 3.2.4 i 3.2.5 jest bardzo typowy.
Je±li mamy próbk¦ z rozkªadu o g¦sto±ci fθ i zbiór parametrów Θ ⊆ R jest
przedziaªem, to

L(θ) = fθ(x1, . . . , xn) = fθ(x1) · · · fθ(xn),

`(θ) = logL(θ) =
n∑

i=1

log fθ(xi).

ENW wyznaczamy zazwyczaj rozwi¡zuj¡c równanie

`′(θ) =
n∑

i=1

∂

∂θ
log fθ(xi) = 0.
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Przypadek wielu nieznanych parametrów wymaga tylko oczywistej mody�-
kacji. Je±li mamy zbudowa¢ estymator wektora θ = (θ1, . . . , θk) ∈ Θ ⊆ Rk,
to obliczamy pochodne cz¡stkowe logarytmu wiarogodno±ci. Rozwi¡zujemy
ukªad k równa« z k niewiadomymi:

∂

∂θj

`(θ) =
n∑

i=1

∂

∂θj

log fθ(xi) = 0, (j = 1, . . . , k).

3.2.6 PRZYK�AD (Rozkªad normalny). Rozwa»my próbk¦ X1, . . . , Xn z roz-
kªadu N(µ, σ2), z nieznanymi parametrami µ i σ > 0. Mamy

log fµ,σ(x) = −1

2
log(2π)− log σ − 1

2σ2
(x− µ)2.

Logarytm wiarogodno±ci dla caªej próbki jest równy

`(µ, σ) =
n∑

i=1

log fµ,σ(xi) = −n

2
log(2π)− n log σ − 1

2σ2

n∑
i=1

(xi − µ)2,

czyli

`(µ, σ) = const− n log σ − 1

2σ2

(∑
x2

i − 2µ
∑

xi + nµ2
)

.

Ukªad równa« przybiera posta¢
∂l

∂σ
= −n

σ
+

1

σ3

(∑
x2

i − 2µ
∑

xi + nµ2
)

= 0;

∂l

∂µ
= − 1

σ2

∑
xi − nµ

σ2
= 0.

Z drugiego równania ªatwo wyliczamy µ =
∑

xi/n. Podstawiaj¡c do pierw-
szego równania otrzymujemy ENW:

µ̂ = x̄;

σ̂2 =
1

n

(∑
x2

i − x̄2
)

=
1

n

∑
(xi − x̄)2.

Dobrze znane estymatory X̄ i S̃2 okazuj¡ si¦ by¢ ENW(µ) i ENW(σ2), od-
powiednio.
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3.2.7 PRZYK�AD (Rozkªad Laplace'a). Mówimy, »e zmienna losowa X ma
rozkªad Laplace'a z parametrami µ i λ, je±li ma g¦sto±¢ dan¡ wzorem

fµ,λ(x) =
λ

2
e−λ|x−µ|.

Inaczej, taki rozkªad nazywa si¦ rozkªadem podwójnie wykªadniczym. Sym-
bolicznie, piszemy X ∼ Lapl(µ, λ). Interesuj¡cy jest ENW(µ) dla próbki z
rozkªadu Laplace'a. Mamy

`(µ, λ) =
n∑

i=1

log fµ,λ(xi) = −n log 2 + n log λ− λ

2

n∑
i=1

|xi − µ|.

Popatrzmy na `(µ, λ) jak na funkcj¦ µ, przy ustalonym λ. Funkcja ` jest
kawaªkami liniowa i wkl¦sªa. Jej wykres jest ªaman¡, której wierzchoªki maj¡
wspóªrz¦dne µ = xi. Pochodna (poza punktami nieró»niczkowalno±ci) jest
równa ∂`/∂µ = (λ/2)

∑
sign(µ−xi). Wida¢, »e funkcja jest rosn¡ca na lewo

od mediany próbkowej i malej¡ca na prawo od niej. Zatem

ENW(µ) = m̂ed.

Dla parzystych n mediana próbkowa, a wi¦c i ENW(µ), nie s¡ wyznaczone
jednoznacznie. Najlepiej naszkicowa¢ wykres `(µ) dla, powiedzmy, n = 4 i
n = 5. Wtedy powy»sze rozwa»ania stan¡ si¦ jasne.

Po wyznaczeniu ENW(µ), nietrudno znale¹¢ ENW(λ). Przyrównujemy do
zera ∂`/∂λ i natychmiast dostajemy

ENW(λ) =
2n∑ |m̂ed − xi|

.

3.2.8 PRZYK�AD (Rozkªad jednostajny). Je±li X1, . . . , Xn jest próbk¡ z
rozkªadu U(0, θ), z nieznanym parametrem θ > 0, to

l(θ) =
∏

i

(
1

θ
I(xi > θ)

)
=

{
1/θn dla θ > max(x1, . . . , xn);

0 w przeciwnym przypadku.

Wystarczy popatrze¢ chwil¦ na ten wzór, »eby stwierdzi¢, »e

ENW(θ) = max(X1, . . . , Xn).
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Metoda najwi¦kszej wiarogodno±ci jest bardzo gi¦tka i daje si¦ zastosowa¢ w
ró»nych �nietypowych� sytuacjach.

3.2.9 PRZYK�AD (Dane cenzurowane). Przypu±¢my, »e interesuje nas roz-
kªad zmiennych losowych X1, . . . , Xn ale obserwujemy tylko Y1, . . . , Yn, gdzie

Yi = min(Xi, a),

dla pewnej znanej liczby a. Jest to najprostszy model �cenzurowania�. Mo»na
sobie wyobrazi¢, »e Xi to �czasy »ycia� elementów za± a jest �horyzontem ob-
serwacji�. Dla ustalenia uwagi zaªó»my, »e X1, . . . , Xn jest próbk¡ z rozkªadu
Ex(θ). Pojedyncza zmienna losowa Yi ma rozkªad, który nie jest ani absolut-
nie ci¡gªy ani dyskretny. Niemniej, ten rozkªad ma g¦sto±¢ wzgl¦dem sumy
miary Lebesgue'a i miary o masie 1 skupionej w a:

fθ(y) =

{
θe−θy dla y < a,

e−θy dla y = a.

Istotnie, w punkcie y < a g¦sto±¢ zmiennej Yi jest równa g¦sto±ci zmiennej Xi.
Dla y = a mamy fθ(a) = Pθ(Yi = a) = Pθ(Xi ≥ a) = e−θa. Wiarogodno±¢
jest dana wzorem

L(θ) = θm exp

(
−θ

n∑
i=1

yi

)
,

gdzie s =
∑n

i=1 yi jest sum¡ wszystkich obserwacji za± m =
∑
I(yi < a)

oznacza liczb¦ obserwacji �nieocenzurowanych�. St¡d otrzymujemy wzór na
ENW: θ̂ = m/s.

3.2.10 PRZYK�AD. Rozwa»my próbk¦ X1, . . . , Xn z rozkªadu Gamma(α, λ).
Estymatora najwi¦kszej wiarogodno±ci parametru α nie da si¦ wyrazi¢ pro-
stym wzorem ale mo»na ªatwo obliczy¢ numerycznie w R przy u»yciu funkcji
nlm. Porównajmy ENW z estymatorem otrzymanym metod¡ momentów
w Przykªadzie 3.1.4. Próbki rozmiaru n=25 byªy generowane z rozkªadu
Gamma(α, λ) z α = 0.5. Estymowane byªy oba parametry, ale przedstawimy
tylko wyniki dla α. Do±wiadczenie byªo powtórzone m = 1000 razy. Poni»szy
rysunek przedstawia wykresy pudeªkowe otrzymanych oszacowa« parametru
α.
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EMM ENW
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Oszacowania     α

Nast¦pny rysunek przedstawia histogramy otrzymanych oszacowa«.
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Metoda Momentów
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Metoda Największej Wiarogodności
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Wida¢ z rysunków, »e estymatory ENW s¡ �±rednio bli»sze� estymowanej
wielko±ci α = 0.51. Poj¦cia wprowadzone w nast¦pnym podrozdziale u±ci±laj¡
i kwanty�kuj¡ poj¦cie �±redniego bª¦du� estymacji.

1W do±wiadczeniach symulacyjnych �udajemy�, »e nie znamy α i obliczamy estymatory,
a pó¹niej porównujemy z prawdziw¡ warto±ci¡. To typowa metodologia.
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3.3 Bª¡d ±redniokwadratowy

Zajmiemy si¦ bardziej systematycznie teori¡ estymacji. Zasadnicze pytania,
na które chcemy odpowiedzie¢ dotycz¡ dokªadno±ci estymatorów. Jaki bª¡d
popeªniamy szacuj¡c nieznany parametr? Co to znaczy, »e estymator jest
�dobry�? Który z konkuruj¡cych ze sob¡ estymatorów uzna¢ za �lepszy�?
Czy mo»na znale¹¢ estymator �najlepszy�?

Tak jak zwykle, rozwa»amy model statystyczny, a wi¦c losow¡ obserwacj¦ X
i rodzin¦ {Pθ; θ ∈ Θ} rozkªadów prawdopodobie«stwa. Zadanie estymacji
sformuªujemy dokªadniej ni» w poprzednim podrozdziale. Przypu±¢my, »e
chcemy estymowa¢ parametr θ lub liczb¦ g(θ), gdzie g : Θ → R jest znan¡
funkcj¡ (ale argument θ jest nieznany)2. Estymatorem g(θ) mo»e by¢ dowolna
statystyka ĝ : X → R. Staramy si¦ znale¹¢ taki estymator, dla którego maªy
jest �bª¡d przybli»enia�. Chcemy, »eby ró»nica

ĝ(X)− g(θ),

miaªa mo»liwie maª¡ warto±¢ bezwzgl¦dn¡ dla ka»dego θ. S¡ dwie trudno±ci.
Po pierwsze, bª¡d jest zmienn¡ losow¡. Po drugie, zale»y od parametru θ.
Jest sposób na omini¦cie pierwszej trudno±ci. Skoro wielko±¢ bª¦du zale»y
od przypadku, to mo»emy »¡da¢, »eby bª¡d byª �±rednio� mo»liwie maªy.
Trudno±¢ druga pozostaje: u±redniony bª¡d zale»y od parametru θ, który
jest przecie» nieznany.

3.3.1 DEFINICJA. Niech ĝ(X) b¦dzie estymatorem g(θ). Funkcj¦

R(θ) = Eθ(ĝ(X)− g(θ))2, (θ ∈ Θ),

nazywamy bª¦dem ±redniokwadratowym (B�K) tego estymatora.

3.3.2 Uwaga. B�K ma angielski skrót MSE (mean square error) i nazywa si¦
tak»e funkcj¡ ryzyka przy kwadratowej funkcji straty. Ogólniejsz¡ de�nicj¦
ryzyka i inne funkcje straty spotkamy pó»niej. Na razie rozwa»amy tylko
B�K.

2Na przykªad zale»y nam na dobrym przybli»eniu θ2 albo eθ, albo jednej ze wspóªrz¦d-
nych w sytuacji, gdy θ jest wektorem.
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3.3.3 DEFINICJA. Je±li statystyka ĝ(X) jest estymatorem g(θ) to

b(θ) = Eθ(ĝ(X)− g(θ)), (θ ∈ Θ),

nazywamy obci¡»eniem tego estymatora. Mówimy, »e estymator jest nie-
obci¡»ony, je±li b(θ) ≡ 0, to znaczy dla ka»dego θ ∈ Θ,

Eθĝ(X) = g(θ).

3.3.4 Stwierdzenie. Je±li R(θ) jest B�K estymatora ĝ i b(θ) jest jego ob-
ci¡»eniem to

R(θ) = Varθĝ(X) + b(θ)2.

Dowód. B�K jest, z de�nicji, równy

Eθ(ĝ(X)− g(θ))2 = Eθ(ĝ(X)− Eθĝ(X) + Eθĝ(X)− g(θ))2

= Eθ(ĝ(X)− Eθĝ(X))2 + Eθ(Eθĝ(X)− g(θ))2

+ 2Eθ(ĝ(X)− Eθĝ(X))(Eθĝ(X)− g(θ))

= Eθ(ĝ(X)− Eθĝ(X))2 + Eθ(Eθĝ(X)− g(θ))2,

bo warto±¢ oczekiwana iloczynu mieszanego jest zerem.

Rozkªad B�K na dwa skªadniki: wariancj¦ i kwadrat obci¡»enia wskazuje,
mówi¡c nieprecyzyjnie, na dwa odmienne ¹ródªa bª¦du estymacji.

3.3.5 PRZYK�AD (Nieporównywalne estymatory). Rozwa»my ci¡g obser-
wacji X1, . . . , Xn b¦d¡cy próbk¡ z rozkªadu N(µ, 1). Wiemy, »e wariancja
jest równa 1 i jedynym nieznanym parametrem jest µ. Spróbujmy porówna¢
�bardzo rozs¡dny� estymator ze �zgadywaniem w ciemno�. Niech

µ̂1 = X̄, µ̂2 ≡ 5.

Mamy, jak ªatwo widzie¢, R1(µ) ≡ 1/n i R2(µ) = (µ − 5)2. Estymator µ̂1

jest nieobci¡»ony, za± µ̂2 ma zerow¡ wariancj¦. Nie mo»na twierdzi¢, »e jeden
z tych estymatorów ma jednostajnie mniejszy B�K. Jednostajnie, to znaczy
dla wszystkich warto±ci nieznanego parametru µ. Wykresy funkcji R1 i R2

si¦ �krzy»uj¡�.

Przykªad jest wyj¡tkowo jaskrawy ale nieporównywalno±¢ estymatorów jest
raczej powszechnym zjawiskiem w statystyce.
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3.3.6 PRZYK�AD (Dwa estymatory wariancji rozkªadu normalnego). Niech
X1, . . . , Xn b¦dzie próbk¡ z rozkªadu N(µ, σ2). Rozwa»my dwa estymatory
wariancji:

σ̂2
1 = S2 =

1

n− 1

n∑
i=1

(Xi − X̄)2;

σ̂2
2 = S̃2 =

1

n

n∑
i=1

(Xi − X̄)2.

Pokazali±my ju» wcze±niej, przy okazji twierdzenia Fishera, »e Eµ,σS
2 = σ2

i Varµ,σS
2 = (2/(n − 1))σ4. Estymator σ̂2

1 ma wi¦c obci¡»enie b1(θ) = 0 i
ryzyko tego estymatora jest równe

R1 =
2

n− 1
σ4.

Poniewa» S̃2 = S2(n − 1)/n, wi¦c wnioskujemy, »e Eµ,σS̃
2 = σ2(n − 1)/n i

Varµ,σS̃
2 = ((n− 1)/n)2(2/(n− 1))σ4 = 2((n− 1)/n2)σ4. Estymator σ̂2

2 ma
wi¦c obci¡»enie b2(θ) = −(1/n)σ2 i ryzyko

R2 =
2(n− 1)

n2
σ4 +

1

n2
σ4 =

2n− 1

n2
σ4.

Natychmiast mo»na sprawdzi¢, »e zawsze mamy R2 < R1. Co prawda, S̃2

ma ujemne obci¡»enie, czyli systematycznie zani»a wielko±¢ wariancji σ2, lecz
z drugiej strony ma mniejsz¡ wariancj¦ ni» S2, to znaczy mniejszy �rozrzut
losowy�.

Chocia» estymator S̃2 ma jednostajnie mniejszy B�K ni» S2, przewa»nie
u»ywa si¦ nieobci¡»onego estymatora wariancji S2. Wªasno±¢ nieobci¡»ono±ci
jest uznawana za istotn¡ zalet¦. Rzecz jasna, dla estymatora nieobci¡»onego,
B�K pokrywa si¦ z wariancj¡:

R(θ) = Varθĝ(X).

Poni»sze twierdzenie pokazuje jak mo»na �poprawia¢� estymatory nieobci¡-
»one.
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3.3.7 TWIERDZENIE (Rao-Blackwella). Je±li ĝ(X) jest nieobci¡»onym
estymatorem g(θ) i T = T (X) jest statystyk¡ dostateczn¡, to warunkowa
warto±¢ oczekiwana

g∗(T ) = Eθ(ĝ(X)|T )

jest nieobci¡»onym estymatorem g(θ) i nierówno±¢ Varθ(g
∗(T )) 6 Varθ(ĝ(X))

zachodzi dla ka»dego θ.

Dowód. Najpierw zauwa»my, »e g∗(T ) jest statystyk¡. Wynika to ze Stwier-
dzenia 2.3.2: poniewa» rozkªad warunkowy X przy danym T = t nie zale»y
od θ, to warto±¢ oczekiwana de�niuj¡ca g∗(T ) te» nie zale»y od θ. Nieobci¡-
»ono±¢ wynika ze wzoru na prawdopodobie«stwo caªkowite: EθEθ(ĝ(X)|T ) =
Eθĝ(X) = g(θ). Ze znanego wzoru na �dekompozycj¦ wariancji� wynika, »e
Varθĝ(X) = VarθEθ(ĝ(X)|T ) + EθVarθ(ĝ(X)|T ) > VarθEθ(ĝ(X)|T ).

3.3.8 PRZYK�AD (Rozkªad wykªadniczy; ENMW(e−θa)). Niech X1, . . . , Xn

b¦dzie próbk¡ z rozkªadu Ex(θ). Interesuje nas estymacja funkcji g(θ) =
e−θa = Eθ(X1 > a), dla danego a > 0. Estymator ĝ(X1, . . . , Xn) = I(X1 > a)
jest marny, ale nieobci¡»ony. Poprawimy go korzystaj¡c z faktu, »e S =∑n

i=1 Xi jest statystyk¡ dostateczn¡. Zadanie 12 pokazuje, »e rozkªad wa-
runkowy (X1, . . . , Xn−1) przy danym S = s jest jednostajny na sympleksie
{(x1, . . . , xn−1) : xi > 0,

∑n
i=1 xi 6 s}. Wobec tego g∗(s) = Eθ(ĝ|S = s) =

Pθ(X1 > a|S = s) = (1− a/s)n−1 dla s > a i zero dla s < a. Ostatecznie,

g∗(s) =

{(
1− a

S

)n−1 dla s > a;

0 dla s < a.

Przykªad 3.3.5 dobitnie pokazaª, »e poszukiwanie najlepszych estymatorów
jest zadaniem beznadziejnym. Je±li ograniczymy si¦ tylko do estymatorów
nieobci¡»onych, sytuacja zmienia si¦ zasadniczo. W wielu ciekawych zada-
niach istnieje estymator najlepszy w±ród nieobci¡»onych.

3.3.9 DEFINICJA. Statystyka g∗(X) jest estymatorem nieobci¡»onym
o minimalnej wariancji (ENMW) wielko±ci g(θ), je±li

(i) g∗(X) jest estymatorem nieobci¡»onym g(θ);

(ii) dla ka»dego nieobci¡»onego estymatora ĝ(X) speªniona jest nierówno±¢
Varθg

∗(X) 6 Varθĝ(X) dla ka»dego θ ∈ Θ.
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Estymator skonstruowany w Przykªadzie 3.3.8 w rzeczywisto±ci jest ENMW.
Pozostawmy ten fakt bez dowodu. Twierdzenie Rao-Blackwella cz¦sto po-
zwala skonstruowa¢ dobre estymatory nieobci¡»one, ale nie daje gwarancji,
»e s¡ one ENMW.

3.4 Informacja Fishera i nierówno±¢ Craméra-
Rao

3.4.1 DEFINICJA (Informacja Fishera). Niech X b¦dzie zmienn¡ losow¡
o g¦sto±ci fθ, zale»nej od jednowymiarowego parametru θ ∈ Θ ⊂ R. Funkcj¦

I(θ) = Eθ

(
∂

∂θ
log fθ(X)

)2

nazywamy informacj¡ Fishera zawart¡ w obserwacji X.

Jak zwykle, g¦sto±¢ fθ w powy»szej de�nicji jest rozumiana w szerszym sensie,
obejmuj¡cym równie» zmienne dyskretne. Mamy wi¦c

I(θ) =

∫ (
∂

∂θ
log fθ(x)

)2

fθ(x)dx dla zmiennej ci¡gªej;

I(θ) =
∑

x

(
∂

∂θ
log fθ(x)

)2

fθ(x) dla zmiennej dyskretnej.
(3.4.2)

Je»eli mówimy o informacji zawartej w wektorze obserwacji X = (X1, . . . , Xn)
to fθ jest g¦sto±ci¡ ª¡czn¡, za± caªk¦ nale»y rozumie¢ jako caªk¦ wielokrotn¡.

3.4.3 PRZYK�AD (Rozkªady Poissona). Je±li

fθ(x) = Pθ(X = x) = e−θ θx

x!
, (x = 0, 1, 2, . . .)

to log fθ(x) = −θ + x log θ − log(x!) i (∂/∂θ) log fθ(x) = −1 + x/θ. Mamy
wi¦c

Eθ

(
∂

∂θ
log fθ(x)

)2

=
∞∑

x=0

(x

θ
− 1

)2

e−θ θx

x!
=

1

θ2
Varθ(X) =

1

θ
.

Ostatecznie, I(θ) = 1/θ.
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3.4.4 PRZYK�AD (Rozkªady wykªadnicze). Je±li

fθ(x) = θe−θx, (x > 0)

to log fθ(x) = log θ − θx i (∂/∂θ) log fθ(x) = 1/θ − x. Teraz

Eθ

(
∂

∂θ
log fθ(x)

)2

=

∫ ∞

0

(
1

θ
− x

)2

θe−θxdx = Varθ(X) =
1

θ2
.

Zatem I(θ) = 1/θ2.

3.4.5 Uwaga (Warunki regularno±ci). Rodzina g¦sto±ci musi by¢ �dostatecz-
nie regularna� aby pewne kroki rachunkowe w dalszych rozumowaniach byªy
poprawne. �cisªe sformuªowanie potrzebnych zaªo»e« przekracza ramy na-
szego wykªadu. W du»ym uproszczeniu zakªadamy co nast¦puje.

(i) Informacja Fishera jest dobrze okre±lona. Zakªadamy, »e Θ jest prze-
dziaªem otwartym, istnieje pochodna (∂/∂θ) log fθ, caªka/suma we wzo-
rze (3.4.2) jest bezwzgl¦dnie zbie»na i 0 < I(θ) < ∞

(ii) Wszystkie g¦sto±ci fθ maj¡ ten sam �no±nik�, to znaczy zbiór {x ∈ X :
fθ(x) > 0} nie zale»y od θ.

(iii) Mo»na �przenosi¢ pochodn¡ przed znak caªki�, czyli zamieni¢ kolejno±¢
operacji ró»niczkowania (∂/∂θ) i caªkowania

∫ · · · dx.

Sens mglistego sformuªowania (iii) wyja±ni si¦ cz¦±ciowo w trakcie dowodów.
W przypadku zmiennych dyskretnych, caªk¦ nale»y zast¡pi¢ przez sum¦.

3.4.6 PRZYK�AD. Rodzina g¦sto±ci jednostajnych:

fθ(x) =

{
1/θ dla 0 6 x 6 θ;

0 w przeciwnym przypadku,

dla θ ∈ Θ =]0,∞[. Ta rodzina nie speªnia warunku (ii).
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3.4.7 Stwierdzenie. Je±li speªnione s¡ warunki regularno±ci (3.4.5) to

(i) Eθ
∂

∂θ
log fθ(x) = 0,

(ii) I(θ) = Varθ

(
∂

∂θ
log fθ(X)

)

(iii) I(θ) = −Eθ

(
∂2

∂θ2
log fθ(X)

)
,

Dowód. Posªu»ymy si¦ uproszczon¡ notacj¡, która powinna by¢ zrozumiaªa.
Pominiemy argumenty θ i x, pisz¡c f = fθ(x). �Prim� oznacza wsz¦dzie po-
chodn¡ (∂/∂θ), za± caªkujemy wzgl¦dem x. Teza (i) wynika z nast¦puj¡cego
rachunku:

Eθ
∂

∂θ
log fθ(X) =

∫
(log f)′f

=

∫
f ′

f
f =

∫
(f ′) =

(∫
f

)′
= 1′ = 0.

Pisz¡c
∫

(f ′) =
(∫

f
)′, zamienili±my kolejno±¢ operacji (∂/∂θ) i

∫ · · · dx.
Punkt (ii) jest natychmiastow¡ konsekwencj¡ (i). Dowód (iii) jest podobny:

Eθ
∂2

∂θ2
log fθ(X) =

∫
(log f)′′f

=

∫ (
f ′

1

f

)′
f =

∫
f ′′

f
f −

∫
f ′

f ′

f 2
f = 0−

∫ (
f ′

f

)2

f

= −
∫ (

(log f)′
)2

f = −Eθ

(
∂

∂θ
log fθ(X)

)2

,

Zamiana kolejno±ci operacji (∂/∂θ) i
∫ · · · dx jest tu potrzebna aby uzasadni¢

równo±¢
∫

f ′′ =
(∫

f
)′′

= 1′′ = 0.

3.4.8 Stwierdzenie. Niech X = (X1, . . . , Xn) b¦dzie ci¡giem niezale»nych
zmiennych losowych o jednakowym rozkªadzie. Je»eli In(θ) jest informacj¡
Fishera zawart¡ w n-wymiarowej obserwacji X, za± I1(θ) jest informacj¡
zawart¡ w pojedynczej wspóªrz¦dnej X1, to

In(θ) = nI1(θ).



3.4. INFORMACJA FISHERA I NIERÓWNO�� CRAMÉRA-RAO 59

Dowód. Najªatwiej skorzysta¢ ze Stwierdzenia 3.4.7 (ii):

In(θ) = −Varθ

(
∂2

∂θ2
log(fθ(X1) · · · fθ(Xn))

)

= −Varθ

(
∂

∂θ

n∑
i=1

log fθ(Xi)

)

= −
n∑

i=1

Varθ

(
∂

∂θ
log fθ(Xi)

)
= nI1(θ).

Oczywi±cie, wynika to z niezale»no±ci obserwacji i z faktu, »e g¦sto±¢ ka»dej
z nich jest jednakowa.

3.4.9 TWIERDZENIE (Nierówno±¢ Cramèra-Rao). Zaªó»my, »e model
speªnia warunki regularno±ci (3.4.5) i ĝ(X) jest nieobci¡»onym estymatorem
g(θ). Wtedy dla ka»dego θ ∈ Θ,

Varθ ĝ(X) > (g′(θ))2

I(θ)
.

W szczególno±ci, je±li θ̂(X) jest nieobci¡»onym estymatorem parametru θ, to

Varθθ̂(X) > 1/I(θ).

Dowód. Zastosujemy nierówno±¢ Schwarza do zmiennych losowych ĝ(X) i
(∂/∂θ) log fθ(X):

Varθ ĝ(X) I(θ) = Varθ ĝ(X)Varθ

(
∂

∂θ
log fθ(X)

)

>
(

Covθ

(
ĝ(X),

∂

∂θ
log fθ(X)

))2

=

(
Eθ

(
ĝ(X)

∂

∂θ
log fθ(X)

))2

=

(∫
ĝ(x)

(
∂

∂θ
log fθ(x)

)
fθ(x)dx

)2

= (∗)

Skorzystali±my kolejno: ze Stwierdzenia 3.4.7 (ii), nierówno±ci Schwarza i
Stwierdzenia 3.4.7 (i).
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Dalej,

(∗) =

(∫
ĝ(x)

(
∂

∂θ
log fθ(x)

)
fθ(x)dx

)2

=

(∫
ĝ(x)

(∂/∂θ)fθ(x)

fθ(x)
fθ(x)dx

)2

=

(∫
∂

∂θ
ĝ(x)fθ(x)dx

)2

=

(
∂

∂θ

∫
ĝ(x)fθ(x)dx

)2

=

(
∂

∂θ
Eθĝ(X)

)2

=

(
∂

∂θ
g(θ)

)2

.

Pierwsza równo±¢ wynika ze wzoru (3.4.2), druga z �przeniesienia pochod-
nej przed znak caªki� na mocy warunku regularno±ci (3.4.5) (iii). Wreszcie,
ostatnia równo±¢ wynika z zaªo»enia o nieobci¡»ono±ci estymatora.

Nierówno±¢ Craméra-Rao stwierdza, »e funkcja ryzyka ka»dego nieobci¡»o-
nego estymatora nie mo»e nigdzie by¢ mniejsza od pewnej ustalonej funk-
cji. Istnieje granica jako±ci nieprzekraczalna dla wszystkich estymatorów
nieobci¡»onych. Je±li ryzyko jakiego± estymatora nieobci¡»onego jest równe
dolnemu oszacowaniu Cramèra-Rao, to jest oczywiste, »e jest to estymator
najlepszy w±ród nieobci¡»onych, a wi¦c ENMW.

3.4.10 Wniosek. Je±li ĝ(X1, . . . , Xn) jest nieobci¡»onym estymatorem g(θ),
obliczonym na podstawie niezale»nej próbki losowej X1, . . . , Xn to

Varθĝ(X1, . . . , Xn) > (g′(θ))2

nI1(θ)
,

pod warunkiem, »e speªnione s¡ zaªo»enia regularno±ci (3.4.5).

Jako±¢ nieobci¡»onego estymatora parametru θ mo»na oceni¢, porównuj¡c
wariancj¦ tego estymatora z dolnym ograniczeniem Cramèra-Rao. Wielko±¢
1/In(θ) jest po prostu wygodnym punktem odniesienia. Co prawda warian-
cja ENMW cz¦sto jest wi¦ksza ni» 1/In(θ), ale mo»e by¢ bardzo trudna do
obiczenia. Poza tym ENMW mo»e w ogóle nie istnie¢. Te same uwagi doty-
cz¡ nieco ogólniejszej sytuacji, kiedy estymujemy pewn¡ funkcj¦ parametru.
Dlatego przyjmiemy nast¦puj¡c¡ de�nicj¦:
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Efektywno±¢ nieobci¡»onego estymatora ĝ wielko±ci g(θ) okre±lamy jako

ef(ĝ) =
(g′(θ))2

Varθ(ĝ)I(θ)
.

U»yteczne jest te» poj¦cie efektywno±ci wzgl¦dnej dwóch estymatorów. Je±li
ĝ1 i ĝ2 s¡ nieobci¡»one to

ef(ĝ1, ĝ2) =
Varθ(ĝ2)

Varθ(ĝ1)

nazywamy efektywno±ci¡ estymatora ĝ1 wzgl¦dem ĝ2. Oczywi±cie, ef(ĝ1, ĝ2) =
ef(ĝ1)/ef(ĝ2).

Je±li speªniona jest nierówno±¢ Cramèra-Rao, to ef(ĝ) 6 1 dla ka»dego es-
tymatora nieobci¡»onego. Je±li ĝ = ENMW(g) to mo»e si¦ zdarzy¢, »e
ef(ĝ) = 1 ale te» mo»e by¢ ef(ĝ) < 1. Zwró¢my jeszcze uwag¦ na to, »e
ef(ĝ) jest na ogóª funkcj¡ parametru θ (a nie liczb¡).

3.4.11 PRZYK�AD (Rozkªad Poissona; ENMW(θ)). Niech X1, . . . , Xn b¦-
dzie próbk¡ z rozkªadu Poiss(θ), gdzie θ > 0 jest nieznanym parametrem.
�rednia z próbki X̄ jest ENMW(θ). Istotnie, wiemy, »e In(θ) = nI(θ) = n/θ.
Estymator X̄ jest nieobci¡»ony i jego wariancja jest równa dolnemu ograni-
czeniu Cramèra-Rao, bo

Varθ(X̄) =
θ

n
=

1

In(θ)
.

Ka»dy inny estymator nieobci¡»ony musi wi¦c mie¢ wariancj¦ nie mniejsz¡,
ni» wariancja X̄.

3.4.12 PRZYK�AD (Rozkªad wykªadniczy; ENMW(1/θ)). Niech X1, . . . , Xn

b¦dzie próbk¡ z rozkªadu Ex(θ), gdzie θ > 0 jest nieznanym parametrem.
�rednia z próbki X̄ jest ENMW(1/θ), bo

Varθ(X̄) =
1

nθ2
=

((1/θ)′)2

In(θ)
.

Stosujemy tu Wniosek 3.4.10 do funkcji g(θ) = 1/θ. Wiemy, »e In(θ) =
nI1(θ) = n/θ2. �rednia z próbki jest estymatorem efektywnym, to znaczy
ma efektywno±¢ 1.
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Twierdzenie 3.4.9 nie daje uniwersalnej metody sprawdzania, »e estymator
jest ENMW. Pokazuje to nast¦pny przykªad.

3.4.13 PRZYK�AD (Rozkªad wykªadniczy; ENMW(θ)). Tak jak poprzednio,
niech X1, . . . , Xn b¦dzie próbk¡ z rozkªadu Ex(θ). Naturalnym estymatorem
parametru θ jest 1/X̄, ale jest to estymator obci¡»ony. W istocie, zmienna
losowa Y =

∑
Xi ma rozkªad Gamma(n, θ), wi¦c

Eθ
1

Y
=

∫ ∞

0

1

y

θn

(n− 1)!
yn−1e−θydy =

∫ ∞

0

θn

(n− 1)!
yn−2e−θydy =

θ

n− 1
.

Widzimy, »e Eθ(1/X̄) = n/(n − 1). �atwo zmody�kowa¢ nasz wyj±ciowy
estymator tak, »eby �usun¡¢ obci¡»enie�:

θ̂ =
n− 1

Y
=

n− 1

nX̄

jest estymatorem nieobci¡»onym. Co wi¦cej, θ̂ = ENMW(θ), cho¢ to trudniej
pokaza¢. Zaakceptujmy ten fakt bez dowodu. Zbadajmy, jaka jest wariancja
θ̂. Podobnie jak poprzednio, obliczamy

Eθ
1

Y 2
=

∫ ∞

0

1

y2

θn

(n− 1)!
yn−1e−θydy =

θ2

(n− 1)(n− 2)
.

St¡d Eθ(θ̂
2) = θ2(n−1)/(n−2) i Varθθ̂ = θ2/(n−2). Dla rodziny rozkªadów

wykªadniczych znamy nformacj¦ Fishera, I1(θ) = n/θ2. Mo»emy teraz po-
równa¢ wariancj¦ z ograniczeniem wynikaj¡cym z nierówno±ci Cramèra-Rao.

Varθθ̂ =
θ2

n− 2
>

θ2

n
=

1

In(θ)
.

Nierówno±¢ jest ostra. ENMW nie osi¡ga dolnego ograniczenia Cramèra-Rao.
Mamy ef(θ̂) = n/(n− 2) < 1.
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3.5 Zadania
1. Samoloty bombowe przedzieraj¡ si¦ przez dwie linie obrony przeciwlotniczej.

Ka»dy samolot, niezale»nie od pozostaªych, z prawdopodobie«stwem θ mo»e
zosta¢ str¡cony przez pierwsz¡ lini¦ obrony. Je±li pokona pierwsz¡ lini¦, z
prawdopodobie«stwem θ mo»e zosta¢ str¡cony przez drug¡ lini¦. Prawdopo-
dobie«stwo θ jest nieznane. Spo±ród n = 100 samolotów, K1 = 40 zostaªo
str¡conych przez pierwsz¡ lini¦, a dalszych K2 = 20 zostaªo str¡conych przez
drug¡ lini¦.

(a) Oblicz wiarogodno±¢ dla zaobserwowanych warto±ci K1 i K2, czyli L =
Pθ(K1 = 40, K2 = 20).

(b) Podaj estymator najwi¦kszej wiarogodno±ci parametru θ.

2. W modelu Hardy'ego-Weinberga, Przykªady 3.1.2 i 4.2.4, pokaza¢, θ̂ =
ENW(θ) jest ENMW.
Wskazówka: Obliczy¢ V arθ̂ i porówna¢ z dolnym ograniczeniem Craméra-
Rao.

3. Niech X1, . . . , Xn b¦dzie próbk¡ z rozkªadu N(µ, σ2), z nieznanymi parame-
trami µ i σ. Dobra¢ staª¡ c tak, »eby σ̂ = cS byª estymatorem nieobci¡»onym
odchylenia standardowego σ. Jak zwykle, S2 jest nieobci¡»onym estymato-
rem wariancji (Przykªad 3.3.6), za± S =

√
S2.

4. Niech X ∼ Bin(n, θ) b¦dzie liczb¡ sukcesów w schemacie Bernoulliego. Ob-
liczy¢ i porówna¢ MSE dwóch estymatorów: ENW θ̂ = X/n oraz θ̃ =
(X + 1)/(n + 2).
Uwaga: W Cz¦±ci V oka»e si¦, »e θ̃ jest estymatorem Bayesowskim przy
jednostajnym rozkªadzie a priori.
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Rozdziaª 4

Asymptotyczne wªasno±ci
estymatorów

Zajmiemy si¦ teraz sytuacj¡, kiedy rozmiar próbki X1, . . . , Xn jest du»y.
Wªasno±ci asymptotyczne s¡ to, z matematycznego punktu widzenia, twier-
dzenia graniczne, w których n d¡»y do niesko«czono±ci. W praktyce, te
twierdzenia opisuj¡ w przybli»eniu zachowanie estymatorów dla �dostatecznie
du»ych� próbek. Niestety, teoria asymptotyczna (przynajmniej w najprost-
szej swojej postaci) nie dostarcza informacji o tym, jak du»a powinna by¢
próbka, »eby przybli»enie byªo dostatecznie dobre.

Wyobra¹my sobie (potencjalnie) niesko«czony ci¡g obserwacji X1, . . . , Xn, . . ..
Ograniczymy si¦ do rozpatrzenia sytuacji, kiedy obserwacje s¡ niezale»nymi
zmiennymi losowymi o jednakowym rozkªadzie (zale»nym, jak zwykle, od
nieznanego parametru). Przez estymator rozumiemy funkcj¦ zale»¡c¡ od
pocz¡tkowych n obserwacji X1, . . . , Xn. Faktycznie, mówi¡c o �estymato-
rze� b¦dziemy mieli na my±li ci¡g estymatorów ĝ(X1, . . . , Xn), gdzie n =
1, 2, . . .. Niekiedy b¦dziemy pisali ĝn = ĝ(X1, . . . , Xn), »eby uwidoczni¢ roz-
miar próbki. Na przykªad,

X̄n =
1

n

n∑
i=1

Xi; S̃2
n =

1

n

n∑
i=1

(Xi − X̄n)2; S2
n =

1

n− 1

n∑
i=1

(Xi − X̄n)2,

i tym podobnie.

65
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4.1 Zgodno±¢

4.1.1 DEFINICJA. Estymator ĝ(X1, . . . , Xn) wielko±ci g(θ) jest zgodny,
je±li dla ka»dego θ ∈ Θ,

lim
n→∞

Pθ (|ĝ(X1, . . . , Xn)− g(θ)| 6 ε) = 1,

dla ka»dego ε > 0. Estymator jest mocno zgodny, je±li

Pθ

(
lim

n→∞
ĝ(X1, . . . , Xn) = g(θ)

)
= 1. ¤

Zgodno±¢ (mocna zgodno±¢) znaczy tyle, »e

ĝ(X1, . . . , Xn) → g(θ), (n →∞)

wedªug prawdopodobie«stwa (prawie na pewno). Innymi sªowy, estymator
jest zgodny, je±li zmierza do estymowanej wielko±ci przy nieograniczonym po-
wi¦kszaniu próbki. W ±wietle twierdzenia Gliwienki-Cantelliego wydaje si¦
jasne, »e od ka»dego �rozs¡dnego� estymatora powinni±my oczekiwa¢ mocnej
zgodno±ci. W istocie, niemal wszystkie rozwa»ane przez nas estymatory s¡
mocno zgodne (wyj¡tkami s¡ specjalnie dobrane �gªupie� estymatory kon-
struowane dla zilustrowania pewnych osobliwo±ci).

4.1.2 PRZYK�AD (Momenty z próbki). �rednia z próbki, X̄n, jest mocno
zgodnym estymatorem warto±ci oczekiwanej µ(θ) = EθX1 dla ka»dej rodziny
rozkªadów prawdopodobie«stwa takiej, »e µ(θ) jest dobrze okre±lone. Zbie»-
no±¢ X̄n →p.n. µ(θ) wynika po prostu z Mocnego Prawa Wielkich Liczb
(MPWL). Podobnie, S̃2

n i S2
n s¡ mocno zgodnymi estymatorami wariancji

σ2(θ) = VarθX1. Wystarczy zauwa»y¢, »e S̃2
n =

∑n
1 X2

i /n − X̄2
n i S2

n =
S̃2

nn/(n− 1) i znowu powoªa¢ si¦ na MPWL.

4.1.3 PRZYK�AD (Rozkªady Pareto). Niech X1, X2 . . . , b¦dzie próbk¡ z
rozkªadu Pareto(α, λ). Z de�nicji, jest to rozkªad o dystrybuancie Fα,λ(x) =
1− λα/(x− λ)α dla x > 0 i g¦sto±ci

fα,λ(x) =

{
αλα/(x− λ)α+1 dla x > 0;

0 wpp.
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Je±li α > 1, to warto±¢ oczekiwana rozkªadu Pareto jest równa λ/(α − 1).
Je±li α > 2, to wariancja jest równa αλ2/((α− 1)2(α− 2)). To ªatwo mo»na
obliczy¢ metod¡ caªkowania przez cz¦±ci. Dla α 6 1, warto±¢ oczekiwana jest
niesko«czona. Dla α 6 2, wariancja nie istnieje.

Metoda momentów prowadzi do nast¦puj¡cych estymatorów parametrów α i
λ:

α̂n =
2S̃2

n

S̃2
n − X̄2

n

, λ̂n = (α̂n − 1)X̄n.

Je±li ograniczymy si¦ do rozkªadów Pareto maj¡cych sko«czon¡ wariancj¦,
czyli rozpatrzymy rodzin¦ {Pareto(α, λ), α > 2, λ > 0}, to estymatory s¡
mocno zgodne: α̂n →p.n. α i λ̂n →p.n. λ. Wynika to z MPWL, podobnie
jak w poprzednim przykªadzie. Dla α 6 2 sytuacja si¦ zmienia: wariancja
rozkªadu Pareto nie istnieje i nie nale»y oczekiwa¢, »e metoda momentów
da przyzwoite wyniki. W istocie, dla ka»dego α 6 2 mamy α̂n →p.n. 2
przy n → ∞. (ªatwo to uzasadni¢ dla 1 < α 6 2, bo wtedy S̃2

n →p.n.

∞ i X̄n →p.n. λ/(α − 1)). Podsumowuj¡c, estymatory otrzymane metod¡
momentów nie s¡ zgodne, je±li rozpatrujemy rodzin¦ wszystkich rozkªadów
Pareto {Pareto(α, λ), α > 0, λ > 0}.

Estymatory najwi¦kszej wiarogodno±ci s¡ zazwyczaj mocno zgodne. Dowody
(mocnej) zgodno±ci wykorzystuj¡ (mocne) PWL, ale szczegóªy mog¡ by¢
»mudne. Nie b¦dziemy si¦ przy tym zatrzymywali, bo zgodno±¢ (nawet w
mocnym sensie) nie jest specjalnie satysfakcjonuj¡c¡ wªasno±ci¡ estymatora.
Jest zaledwie minimalnym »¡daniem, które powinien speªnia¢ ka»dy �przy-
zwoity� estymator.

4.2 Asymptotyczna normalno±¢

4.2.1 DEFINICJA. Mówimy, »e estymator ĝ(X1, . . . , Xn) wielko±ci g(θ)
jest asymptotycznie normalny, je±li dla ka»dego θ ∈ Θ istnieje funkcja
σ2(θ), zwana asymptotyczn¡ wariancj¡, taka »e

√
n (ĝ(X1, . . . , Xn)− g(θ)) →d N

(
0, σ2(θ)

)
, (n →∞).
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Estymator jest asymptotycznie normalny, je±li

lim
n→∞

Pθ

( √
n

σ(θ)

(
ĝ(X1, . . . , Xn)− g(θ)

) ≤ a

)
= Φ(a).

Mówi¡c jeszcze inaczej, rozkªad prawdopodobie«stwa statystyki ĝ(X1, . . . , Xn)
jest dla du»ych n zbli»ony do rozkªadu

N

(
g(θ),

σ2(θ)

n

)
.

Je±li estymator jest asymptotycznie normalny, to jest zgodny, cho¢ nie musi
by¢ mocno zgodny. Zazwyczaj dla estymatora asymptotycznie normalnego
mamy

lim
n→∞

Eθĝ(X1, . . . , Xn) = g(θ),

lim
n→∞

nVarθĝ(X1, . . . , Xn) = σ2(θ),
(4.2.2)

ale te relacje nie wynikaj¡ z De�nicji 4.2.1. Chodzi o to, »e zbie»no±¢ wedªug
rozkªadu nie poci¡ga za sob¡ zbie»no±ci warto±ci oczekiwanych ani wariancji.
Kontrprzykªady maj¡ jednak do±¢ �patologiczny� charakter i nie b¦dziemy ich
przytacza¢.

Dlaczego oczekujemy, »e wariancja aproksymuj¡cego rozkªadu normalnego
jest odwrotnie proporcjonalna do rozmiaru próbki n? Najprostsz¡ statystyk¡
jest ±rednia z próbki. Centralne Twierdzenie Graniczne (CTG) mówi, »e

√
n(X̄n − µ) →d N

(
0, σ2

)
,

gdzie µ i σ2 oznaczaj¡ warto±¢ oczekiwan¡ i wariancj¦ pojedynczej obserwacji
Xi. Asymptotyczna wariancja σ2/n pokrywa si¦ w tu po prostu z wariancj¡
statystyki X̄. Dla wielu innych statystyk, asymptotyczna normalno±¢ wraz
z odpowiedni¡ postaci¡ asymptotycznej wariancji daje si¦ te» wywnioskowa¢
z CTG. Pomocny jest nast¦puj¡cy lemat.

4.2.3 Lemat (Metoda delta). Je»eli dla ci¡gu zmiennych losowych Tn mamy√
n
(
Tn−µ

) →d N(0, σ2) przy n →∞ i h : R→ R jest funkcj¡ ró»niczkowaln¡
w punkcie µ, to

√
n
(
h(Tn)− h(µ)

)
→d N

(
0, σ2

(
h′(µ)

)2
)
.
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Dla uproszczenia odst¡pili±my chwilowo od notacji, jawnie wskazuj¡cej na
zale»no±¢ rozkªadów prawdopodobie«stwa od nieznanego parametru. W za-
stosowaniach zarówno µ jak i σ2 b¦d¡ funkcjami parametru θ.

Dowód. Rozwi«my funkcj¦ h zgodnie ze wzorem Taylora, uwzgl¦dniaj¡c tylko
wyrazy rz¦du zerowego i pierwszego. Reszt¦ oznaczymy przez r(t):

h(t) = h(µ) + h′(µ)(t− µ) + r(t), gdzie r(t)

t− µ
→ 0, (t → µ).

Wstawmy teraz zmienn¡ losow¡ Tn w miejsce t i pomnó»my równanie przez√
n. Dostajemy

√
n
(
h(Tn)− h(µ)

)
= h′(µ)

√
n(Tn − µ) +

√
nr(Tn). (∗)

Bezpo±rednio z zaªo»enia wynika, »e

h′(µ)
√

n(Tn − µ) →d N
(
0, σ2

(
h′(µ)

)2
)
. (∗∗)

Pozostaje zaj¡¢ si¦ wyrazem zwi¡zanym z reszt¡ we wzorze (∗). Poka»emy,
»e √

nr(Tn) →P 0, (n →∞) (∗ ∗ ∗)
Istotnie,

√
nr(Tn) =

r(Tn)

Tn − µ

√
n(Tn − µ).

Poniewa» Tn →P µ, wi¦c r(Tn)/(Tn − µ) →P 0. Z kolei √n(Tn − µ) →d

N(0, σ2). Na mocy Lematu Sªuckiego, iloczyn zmiennych losowych zbie»nych
wedªug prawdopodobie«stwa do zera i zmiennych zbie»nych wedªug rozkªadu
d¡»y wedªug prawdopodobie«stwa do zera. Ostatecznie, teza lematu wynika
z (∗), (∗∗) i (∗ ∗ ∗).

4.2.4 PRZYK�AD (Model Hardy'ego-Weinberga). Wró¢my do Przykªadu
3.1.2. Obserwujemy trójk¦ zmiennych losowych (N1, N2, N3) o rozkªadzie
wielomianowym Mult(n, p1, p2, p3), gdzie p1 = θ2, p2 = 2θ(1 − θ) i p3 =
(1− θ)2: Niech

θ̂ =

√
N1

n
.
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Asymptotyczna normalno±¢ estymatora θ̂ wynika z zastosowania metody
delta do funkcji h(x) =

√
x, gdy» √n(N1/n − p1) →d N(0, p1(1 − p1)) na

mocy CTG. Poniewa» (h′(p1))
2 = 1/(4p1), wi¦c

√
n(θ̂ − θ) →d N

(
0,

1

4
(1− θ2)

)
.

4.3 Efektywno±¢

4.3.1 TWIERDZENIE (Asymptotyczna normalno±¢ ENW). Rozwa»my
rodzin¦ g¦sto±ci {fθ : θ ∈ Θ} speªniaj¡c¡ warunki regularno±ci (3.4.5). Niech
X1, . . . , Xn, . . . b¦dzie próbk¡ z rozkªadu o g¦sto±ci fθ0. Zakªadamy, »e Θ ⊆ R
i θ0 jest punktem wewn¦trznym zbioru Θ. Niech θ̂n = θ̂(X1, . . . , Xn) b¦dzie
ci¡giem estymatorów takich, »e

∑n
1 (∂/∂θ) log fθ̂n

(Xi) = 0 i θ̂n →P θ0.

Wtedy √
n

(
θ̂n − θ0

)
→d N

(
0, 1/I1(θ0)

)
, (n →∞).

Szkic dowodu. Jak zwykle, �prim� oznacza¢ b¦dzie ró»niczkowanie wzgl¦dem
parametru θ. Niech `′(θ) =

∑n
1 (∂/∂θ) log fθ(Xi). Napiszmy rozwini¦cie tej

funkcji wynikaj¡ce z wzoru Taylora: `′(θ) = `′(θ0) + `′′(θ0)(θ − θ0) + r(θ).
Bior¡c pod uwag¦ zaªo»enie (i), mo»emy napisa¢

0 = `′(θ̂n) = `′(θ0) + `′′(θ0)(θ̂n − θ0) + r(θ̂n).

Poniewa» θ̂n → θ0, wi¦c reszta r(θ̂n) jest maªa w porównaniu z pierwszymi
wyrazami rozwini¦cia. Zaniedbuj¡c reszt¦ otrzymujemy przybli»on¡ równo±¢
θ̂n − θ0 ' −`′(θ0)/`

′′(θ0). Innymi sªowy,

√
n(θ̂n − θ0) ' −`′(θ0)/

√
n

`′′(θ0)/n
. (∗)

Zarówno `′(θ0), jak i `′′(θ0) s¡ sumami niezale»nych zmiennych losowych o
jednakowym rozkªadzie. Zastosujmy CTG do licznika we wzorze (∗):

`′(θ0)/
√

n =

∑n
1 (∂/∂θ) log fθ0(Xi)√

n
→d N(0, I1(θ0)),
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bo zmienne losowe (∂/∂θ) log fθ0(Xi) s¡ niezale»ne, maj¡ warto±¢ oczekiwan¡
zero i wariancj¦ I1(θ0) na mocy Stwierdzenia 3.4.7 (i-ii). Z kolei PWL, za-
stosowane do mianownika we wzorze (∗), daje

`′′(θ0)/n =
1

n

n∑
1

(∂2/∂θ2) log fθ0(Xi) →P −I1(θ0),

na mocy Stwierdzenia 3.4.7 (iii). Prawa strona (∗) zachowuje si¦ w granicy
tak, jak zmienna o rozkªadzie N(0, I1(θ0)) podzielona przez staª¡ I1(θ0). Ma
wi¦c graniczny rozkªad N(0, I1(θ0)

−1).

Idea dowodu jest prosta. Nieco »mudne jest tylko uzasadnienie tego, »e
rzeczywi±cie mo»na zaniedba¢ reszt¦ we wzorze Taylora.

Twierdzenie 4.3.1 obejmuje estymatory najwi¦kszej wiarogodno±ci takie, »e
`′(θ̂n) = 0. Wyklucza to ENW(θ) w Przykªadzie 3.2.8 (dla rodziny rozkªa-
dów jednostajnych). Zadanie 6 w Rozdziale 1 pokazuje, »e ten estymator
nie jest asymptotycznie normalny. Estymator w Przykªadzie 3.2.7 (rozkªady
Laplace'a) jest asymptotycznie normalny, mimo nieró»niczkowalno±ci funkcji
`.

Je±li rozwa»amy estymacj¦ wielko±ci g(θ) to przyjmujemy z de�nicji, »e g(θ̂) =
ENW(g(θ)), gdzie θ̂ = ENW(θ). Z Twierdzenia 4.3.1 i Lematu 4.2.3 (delta)
otrzymujemy natychmiast asymptotyczn¡ normalno±¢ tego estymatora:

4.3.2 Wniosek. Przy zaªo»eniach Twierdzenia 4.3.1, je±li g jest funkcj¡ ró»-
niczkowaln¡, to

√
n

(
g(θ̂n)− g(θ)

)
→d N

(
0,

g′(θ)2

I1(θ)

)
, (n →∞).

4.3.3 TWIERDZENIE (Asymptotyczna efektywno±¢ ENW). Rozwa»my
rodzin¦ g¦sto±ci {fθ : θ ∈ Θ} speªniaj¡c¡ warunki regularno±ci (3.4.5). Niech
X1, . . . , Xn, . . . b¦dzie próbk¡ z rozkªadu o g¦sto±ci fθ. Niech ĝn = ĝ(X1, . . . , Xn)
b¦dzie ci¡giem estymatorów ró»niczkowalnej funkcji g(θ). Je»eli dla ka»dego
θ, √

n (ĝn − g(θ)) →d N
(
0, σ2(θ)

)
, (n →∞),
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to nierówno±¢

σ2(θ) > g′(θ)2

I1(θ)

zachodzi dla wszystkich θ z wyj¡tkiem, by¢ mo»e, zbioru o mierze Lebesgue'a
zero.

Pominiemy dowód. Porównajmy Twierdzenie 4.3.3 i Wniosek 4.3.2. W pew-
nym uproszczeniu mówi¡ one, »e estymatory najwi¦kszej wiarogodno±ci maj¡
najmniejsz¡ mo»liw¡ wariancj¦ asymptotyczn¡. Mówi si¦, »e s¡ one asymp-
totycznie efektywne.

Niech ĝ = ĝn = ĝ(X1, . . . , Xn) b¦dzie estymatorem asymptotycznie normal-
nym, √n(ĝn − g(θ)) →d N(0, σ2(θ)). Jego asymptotyczn¡ efektywno±¢
okre±lamy jako

as.ef(ĝ) =
(g′(θ))2

σ2(θ)I1(θ)
.

Jest to oczywista mody�kacja de�nicji �zwykªej� efektywno±ci: rol¦ warian-
cji estymatora nieobci¡»onego przej¦ªa asymptotyczna wariancja estymatora
asymptotycznie normalnego. Poniewa» zakªadamy, »e obserwacje X1, . . . , Xn

tworz¡ ci¡g i.i.d. to zgodnie ze Stwierdzeniem 3.4.8 mamy In(θ) = nI1(θ).
Asymptotyczna efektywno±¢ wzgl¦dna dwóch estymatorów jest okre±lona ana-
logicznie. Je±li ĝ1 = ĝ

(1)
n i ĝ1 = ĝ

(2)
n s¡ asymptotycznie normalne i maj¡

asymptotyczne wariancje odpowiednio σ2
1(θ) i σ2

2(θ), to

as.ef(ĝ1, ĝ2) =
σ2

2(θ)

σ2
1(θ)

.

Oczywi±cie, as.ef(ĝ1, ĝ2) = as.ef(ĝ1)/as.ef(ĝ2). Poj¦cie wzgl¦dnej efektyw-
no±ci asymptotycznej ma bardzo intuicyjn¡ interpretacj¦. Wyobra¹my so-
bie, »e as.ef(ĝ1, ĝ2) = 3. Wtedy estymatory ĝ

(1)
n = ĝ1(X1, . . . , Xn) i ĝ

(2)
3n =

ĝ2(X1, . . . , X3n) maj¡ w przybli»eniu ten sam rozkªad N(g(θ), σ2
1(θ)/n) =

N(g(θ), σ2
2(θ)/(3n)). To znaczy, »e estymator ĝ2 potrzebuje trzykrotnie wi¦-

cej danych ni» ĝ1 »eby osi¡gn¡¢ podobn¡ dokªadno±¢. Krótko mówi¡c, jest
trzykrotnie mniej efektywny.
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4.3.4 PRZYK�AD (Estymacja prawdopodobie«stwa braku szkód; rozkªad
Poissona). Niech X1, . . . , Xn b¦dzie próbk¡ z rozkªadu Poiss(θ), gdzie θ > 0.
W naukach aktuarialnych, rozkªad Poissona cz¦sto opisuje liczby szkód w
poszczególnych latach (dla pojedynczej polisy ubezpieczeniowej lub dla grupy
polis). Interesuj¡c¡ wielko±ci¡ jest e−θ, poniewa» jest to prawdopodobie«-
stwo, »e w ci¡gu roku nie b¦dzie »adnych szkód. Zajmiemy si¦ zagadnieniem
estymacji funkcji

g(θ) = e−θ = Pθ(X1 = 0).

Rozpatrzmy dwa estymatory:

ĝ1 =
1

n

n∑
i=1

I(Xi = 0) =
liczba lat w których nie byªo szkód

liczba lat ,

ĝ2 = e−X̄ = ENW(e−θ).

Mamy
√

n
(
ĝ1 − g(θ)

) →d N(0, σ2
1), gdzie σ2

1 = VarθI(X1 = 0) = e−θ(1− e−θ);
√

n
(
ĝ2 − g(θ)

) →d N(0, σ2
2), gdzie σ2

2 =
(
g′(θ)

)2
VarθX1 = e−2θθ.

Asymptotyczna normalno±¢ ĝ1 wynika wprost z CTG dla schematu Bernoul-
liego (za sukces uwa»amy obserwacj¦ równ¡ zeru). Do ĝ2 mo»emy zastosowa¢
Lemat 4.2.3. Estymator najwi¦kszej wiarogodno±ci ĝ2 jest asymptotycznie
efektywny, as.ef(ĝ2) = 1. Wzgl¦dna efektywno±¢ asymptotyczna jest dana
wzorem

as.ef(ĝ1, ĝ2) =
σ2

2

σ2
1

=
θe−2θ

e−θ(1− e−θ)
=

θ

eθ − 1

i oczywi±cie as.ef(ĝ1) = as.ef(ĝ1, ĝ2) < 1. Dla maªych θ (czyli dla maªej
cz¦sto±ci szkód) efektywno±¢ obu estymatorów jest zbli»ona: θ/(eθ − 1) → 1
przy θ → 0. Dla du»ych θ estymator ĝ2 jest wyra¹nie lepszy ni» ĝ1.

Nie nale»y pochopnie dyskwali�kowa¢ estymatorów mniej efektywnych. Mog¡
odznacza¢ si¦ innymi zaletami. W rozpatrywanym modelu estymator ĝ2 jest
bardziej efektywny ni» ĝ1. Wyobra¹my sobie jednak, »e wysoko±¢ roszcze«
ma rozkªad inny, ni» rozkªad Poissona. Estymator ĝ1 b¦dzie w dalszym ci¡gu
zgodnym estymatorem Pθ(X1 = 0), bo nie wykorzystuje zaªo»enia o postaci
g¦sto±ci. Natomiast ĝ2 faktycznie estymuje wielko±¢ exp(−EθX1), która jest
na ogóª ró»na od Pθ(X1 = 0), je±li rozkªad nie jest rozkªadem Poissona.
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4.3.5 Stwierdzenie (Asymptotyczna normalno±¢ kwantyli próbkowych).
Niech X1, Xn, . . . b¦dzie próbk¡ z rozkªadu ci¡gªego o g¦sto±ci f(x). Zaªó»my,
»e ξ jest kwantylem rz¦du p tego rozkªadu, g¦sto±¢ jest ci¡gªa w ξ i f(ξ) > 0.
Je±li ξ̂n jest kwantylem z próbki to

√
n
(
ξ̂n − ξ

) →d N

(
0,

p(1− p)

f(ξ)2

)
, (n →∞).

Przypomnijmy, »e oznaczamy median¦ symbolem med, a median¦ z próbki
symbolem m̂ed.

4.3.6 PRZYK�AD (�rednia czy mediana z próbki?). Dla symetrycznych roz-
kªadów prawdopodobie«stwa warto±¢ oczekiwana pokrywa si¦ z median¡. Po-
wstaje pytanie, czy wybra¢ ±redni¡ z próbki, czy median¦ z próbki, do es-
tymacji �±rodka rozkªadu�. Odpowied¹ zale»y od rodziny rozkªadów, z któr¡
mamy do czynienia.

(i) Rozkªady normalne. Rozwa»my próbk¦ z rozkªadu N(µ, σ2). Tutaj µ jest
warto±ci¡ oczekiwan¡ i jednocze±nie median¡. Mamy

√
n
(
X̄ − µ

) →d N
(
0, σ2

)
,

√
n
(
m̂ed − µ

) →d N

(
0,

πσ2

2

)
,

zgodnie ze Stwierdzeniem 4.3.5, bo g¦sto±¢ rozkªadu N(µ, σ2) w punkcie µ
jest równa (2π)−1/2σ−1. �rednia X̄ jest ENW i jest estymatorem efektywnym,
as.efX̄ = 1. Efektywno±¢ mediany jest mniejsza:

as.ef(m̂ed) =
2

π
< 1.

(ii) Rozkªady Laplace'a. Rozwa»my próbk¦ prost¡ z rozkªadu Lapl(µ, λ).
Jest to rozkªad symetryczny, o warto±ci oczekiwanej i medianie µ. Nietrudno
przekona¢ si¦, »e wariancja pojedynczej obserwacji jest równa 2/λ2. Mamy
teraz

√
n
(
X̄ − µ

) →d N

(
0,

2

λ2

)
,

√
n
(
m̂ed − µ

) →d N

(
0,

1

λ2

)
.
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Wynika to, odpowiednio, z CTG i ze Stwierdzenia 4.3.5. Dla rozkªadów
Laplace'a m̂ed = ENW(µ) i as.ef(m̂ed) = 1 (Zadanie ??). �rednia jest mniej
efektywnym estymatorem µ ni» mediana próbkowa:

as.ef(X̄) = 1/2.

(iii) Rozkªady Cauchy'ego. Dla próbki z rozkªadu Cauchy(a, d), mediana
z próbki jest zgodnym i asymptotycznie normalnym estymatorem �±rodka�
rozkªadu, czyli a. Stwierdzenie 4.3.5 daje

√
n
(
m̂ed − a

) → N

(
0,

4π2

d2

)
.

Zadanie ?? pokazuje, »e ±rednia z próbki ma taki sam rozkªad jak pojedyncza
obserwacja: X̄ ∼ Cauchy(a, d). Zatem X̄ nie jest zgodnym estymatorem a.
Oczywi±cie, zwi¡zane jest to z faktem, »e rozkªad Cauchy'ego nie ma warto±ci
oczekiwanej ale ma median¦ a.

4.4 Zadania
1. W modelu Hardy'ego-Weinberga, obliczy¢ asymptotyczn¡ efektywno±¢ esty-

matorów z Przykªadu 3.1.2.

2. Niech X1, . . . , Xn b¦dzie próbk¡ z rozkªadu U(0, θ), z nieznanym parametrem
θ > 0, Przykªad 3.2.8. Skonstruowa¢ estymator nieobci¡»ony parametru θ
postaci θ̂n = cn max(X1, . . . , Xn) z odpowiednio dobran¡ staª¡ cn.

(a) Obliczy¢ Varθθ̂n i limn→∞n2Varθθ̂n.
(b) Obliczy¢ Varθθ̃n i limn→∞nVarθθ̃n dla innego nieobci¡»onego estyma-

tora, θ̃n = 2X̄n.
(c) Poda¢ rozkªady graniczne n(θ̂n−θ) i √n(θ̃n−θ). Porównaj z Zadaniem

6 w Rozdziale 1.
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Rozdziaª 5

Przedziaªy ufno±ci

Poj¦cie przedziaªu ufno±ci precyzuje ide¦ estymacji z okre±lon¡ dokªadno±ci¡.
Zamiast pojedynczego oszacowania nieznanego parametru, podajemy górn¡
i doln¡ granic¦ oszacowania. Nie mo»emy co prawda zagwarantowa¢, »e
parametr le»y na pewno mi¦dzy tymi granicami. Mo»emy wymaga¢, by tak
byªo z odpowiednio du»ym prawdopodobie«stwem.

5.0.1 DEFINICJA. Niech g(θ) b¦dzie funkcj¡ nieznanego parametru. Roz-
wa»my dwie statystyki g = g(X) i g = g(X). Mówimy, »e [g, g] jest prze-
dziaªem ufno±ci dla g(θ) na poziomie ufno±ci 1− α, je±li

Pθ

(
g(X) 6 g(θ) 6 g(X)

)
> 1− α

dla ka»dego θ.

Typowo, α jest maª¡ liczb¡, na przykªad 1 − α = 0.95 lub 1 − α = 0.99.
Zauwa»my, »e warunek Pθ(g(θ) ∈ [g, g]) = 1 − α nale»y rozumie¢ tak: �lo-
sowy przedziaª [g, g] pokrywa nieznan¡ liczb¦ g(θ) z du»ym prawdopodobie«-
stwem�. Je±li obliczone z próbki warto±ci statystyk s¡ równe, powiedzmy,
g = 5 i g = 8, to nie ma sensu sformuªowanie �wielko±¢ g(θ) nale»y do
przedziaªu [5, 8] z prawdopodobie«stwem 1 − α�! Do±wiadczenie losowe ju»
zostaªo wykonane i zako«czyªo si¦ albo �sukcesem� (to znaczy zaszªo zdarze-
nie losowe g(θ) ∈ [g, g]) lub �pora»k¡� (g(θ) 6∈ [g, g]). Osobliwo±¢ sytuacji
polega na tym, »e nie wiemy, która z tych ewentualno±ci ma miejsce.

77
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5.1 Przykªady

Rozpatrzymy typowe i wa»ne przykªady konstrukcji przedziaªów ufno±ci w
modelu normalnym.

5.1.1 PRZYK�AD (Przedziaª ufno±ci dla ±redniej w modelu normalnym).
Niech X1, . . . , Xn b¦dzie próbk¡ z rozkªadu N(µ, σ2).

(i) Znana wariancja. Zakªadamy, »e znamy σ2 i tylko µ jest nieznanym
parametrem. Poniewa»

X̄ − µ

σ/
√

n
∼ N(0, 1),

wi¦c je±li z jest kwantylem rz¦du 1−α/2 standardowego rozkªadu normalnego
N(0, 1), to mamy Pµ(|√n(X̄ − µ)/σ| 6 z) = Φ(z)− Φ(−z) = 1− α. Innymi
sªowy,

Pµ

(
X̄ − σz√

n
6 µ 6 X̄ +

σz√
n

)
= 1− α,

Przedziaª ufno±ci dla µ ma zatem posta¢ [X̄ − σz/
√

n, X̄ + σz/
√

n], gdzie
z = z1−α/2.

(ii) Nieznana wariancja. Zaªo»ymy teraz, »e wariancja σ2 rozkªadu normal-
nego jest nieznana. Interesuje nas przedziaª ufno±ci dla µ. Niech S2 =∑

(Xi− X̄)2/(n−1) b¦dzie zwykle stosowanym nieobci¡»onym estymatorem
wariancji i S =

√
S2. Wiemy, »e

X̄ − µ

S/
√

n
∼ t(n− 1),

gdzie t(n− 1) jest rozkªadem t-Studenta z n− 1 stopniami swobody (zobacz
Wniosek 2.2.6 w Rozdziale 2). Je±li wi¦c t jest kwantylem rz¦du 1 − α/2 to
Pµ,σ(|√n(X̄ − µ)/S| 6 t) = 1− α. Innymi sªowy,

Pµ,σ

(
X̄ − St√

n
6 µ 6 X̄ +

St√
n

)
= 1− α.

Przedziaª ufno±ci ma posta¢ [X̄−St/
√

n, X̄+St/
√

n], gdzie t = t1−α/2(n−1).

Przedstawimy takie przedziaªy dla 20 symulowanych próbek.
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nr. do±wiadczenia przedziaª 3 µ ?

1 [4.62, 5.16] 0
2 [4.59, 5.73] 0
3 [4.91, 5.46] 0
4 [4.59, 5.53] 0
5 [4.72, 5.51] 0
6 [4.86, 5.95] 0
7 [4.54, 5.64] 0
8 [4.40, 5.46] 0
9 [4.85, 5.61] 0

10 [4.48, 5.71] 0
11 [4.66, 5.73] 0
12 [4.68, 5.51] 0
13 [4.48, 5.75] 0
14 [4.16, 5.08] 0
15 [4.46, 5.38] 0
16 [4.42, 5.11] 0
17 [4.29, 4.94] 1
18 [4.79, 5.77] 0
19 [4.47, 5.44] 0
20 [4.86, 5.63] 0

Próbki rozmiaru n = 20 byªy generowane z rozkªadu N(µ, σ2). Prawdziwe
warto±ci parametrów u»yte w symulacjach to µ = 5 i σ = 1. Na 20 do±wiad-
cze« pokazanych w tabelce, raz zdarzyªo si¦ (dla 17-tej próbki), »e przedziaª
nie zawieraª µ.

Rysunek przedstawia 100 do±wiadcze«, w±ród których zdarzyªo si¦ sze±¢ �po-
ra»ek�. S¡ one wyró»nione przerywan¡ lini¡ i kolorem czerwonym.
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5.1.2 PRZYK�AD (Przedziaª ufno±ci dla wariancji). Rozwa»amy ten sam
model, co poprzednio. Mamy próbk¦ X1, . . . , Xn z rozkªadu N(µ, σ2) z nie-
znanymi parametrami µ i σ2. Zajmiemy si¦ teraz konstrukcj¡ przedziaªu
ufno±ci dla σ2. Wiemy, »e

(n− 1)S2

σ2
∼ χ2(n− 1)

(Twierdzenie Fishera, 2.2.4). Niech c1 i c2 b¦d¡ kwantylami rz¦du, odpowied-
nio, α/2 i 1− α/2 rozkªadu chi-kwadrat z n− 1 stopniami swobody. Mamy
Pµ,σ(c1 6 (n− 1)S2/σ2 6 c2) = 1− α. Inaczej,

Pµ,σ

(
(n− 1)S2

c2

6 σ2 6 (n− 1)S2

c1

)
= 1− α.

Przedziaªem ufno±ci jest [(n− 1)S2/c2, (n− 1)S2/c1], gdzie c1 = χ2
α/2(n− 1)

i c2 = χ2
1−α/2(n− 1).

5.1.3 PRZYK�AD (Przedziaª ufno±ci dla ilorazu wariancji). Rozwa»my dwie
niezale»ne próbki X1, . . . , Xk ∼ N(µX , σ2

X) i Y1, . . . , Ym ∼ N(µY , σ2
Y ). Nie-

znanymi parametrami s¡ µX , σ2
X , µY i σ2

Y . Chcemy zbudowa¢ przedziaª
ufno±ci dla σ2

Y /σ2
X . Wyobra¹my sobie, »e Xi i Yj s¡ wynikami pomiarów

dokonanych przy u»yciu dwóch przyrz¡dów. Stosunek wariancji pozwala na
porównanie dokªadno±ci obu przyrz¡dów (przy tej interpretacji naturalne jest
zaªo»enie, »e µX = µY ; nie jest ono jednak potrzebne w dalszych rozwa»a-
niach). Wiemy, »e

S2
Xσ2

Y

S2
Y σ2

X

∼ F(k − 1, m− 1)

(zobacz Przykªad 2.2.7). W powy»szym wzorze, S2
X i S2

Y oznaczaj¡ standar-
dowe nieobci¡»one estymatory wariancji obliczone, odpowiednio, dla próbki
X-ów i Y -ów. Niech f1 i f2 b¦d¡ kwantylami rz¦du, odpowiednio, α/2 i
1 − α/2 rozkªadu F-Snedecora z k − 1 stopniami swobody licznika i m − 1
stopniami swobody mianownika. Mamy P(f1 6 S2

Xσ2
Y /(S2

Y σ2
X) 6 f2) = 1−α.

Inaczej,
P

(
f1

S2
Y

S2
X

6 σ2
Y

σ2
X

6 f2
S2

Y

S2
X

)
= 1− α.

Rzecz jasna, P oznacza tu rozkªad prawdopodobie«stwa zale»ny od wszyst-
kich parametrów modelu, a wi¦c PµX ,µY ,σX ,σY

. Przedziaªem ufno±ci jest
[f1S

2
Y /S2

X , f2S
2
Y /S2

X ], gdzie f1 = Fα/2(k−1,m−1) i f2 = F1−α/2(k−1,m−1).
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5.2 Asymptotyczne przedziaªy ufno±ci

Czasami wyznaczenie dokªadnego przedziaªu ufno±ci jest trudne i musimy si¦
zadowoli¢ rozwi¡zaniami przybli»onymi. Przybli»enia, o których b¦dziemy
mówi¢ s¡ uzasadnione w przypadku du»ej liczno±ci próbki.

5.2.1 DEFINICJA. Rozwa»my niesko«czony ci¡g obserwacji X1, X2, . . . i
dwie statystyki: g

n
= g(X1, . . . , Xn) i gn = g(X1, . . . , Xn). Powiemy, »e

[g
n
, gn] jest asymptotycznym przedziaªem ufno±ci dla g(θ) na poziomie

ufno±ci 1− α, je±li

lim
n→∞

Pθ

(
g(X1, . . . , Xn) 6 g(θ) 6 g(X1, . . . , Xn)

)
> 1− α

dla ka»dego θ.

Wpraktyce, je±li n jest �odpowiednio du»e�, oczekujemy, »e warunek Pθ(g(θ) ∈
[g

n
, gn] > 1− α jest w przybli»eniu speªniony.

5.2.2 PRZYK�AD (Przedziaª ufno±ci dla prawdopodobie«stwa sukcesu w
schemacie Bernoulliego). Niech Sn ∼ Bin(n, θ). Je±li liczba prób n jest du»a,
Sn ma w przybli»eniu rozkªad normalny N(nθ, nθ(1− θ)). Innymi sªowy,

Pθ

(√
n |Sn/n− θ|√

θ(1− θ)
6 z

)
' Φ(z)− Φ(−z).

We¹my za z kwantyl rz¦du 1 − α/2 standardowego rozkªadu normalnego:
Φ(z)− Φ(−z) = 1− α. Mo»emy teraz ostatni wzór przepisa¢ w postaci

Pθ

(
z2θ(1− θ) > n (Sn/n− θ)2

)
' 1− α.

Nierówno±¢ w nawiasie jest kwadratowa wzgl¦dem θ i mo»emy j¡ rozwi¡za¢
w standardowy sposób. Wnioskujemy, »e




Sn +
z2

n
− z

√
Sn(n− Sn)

n
+

z2

4

n + z2

,
Sn +

z2

n
+ z

√
Sn(n− Sn)

n
+

z2

4

n + z2




jest przybli»onym (asymptotycznym) przedziaªem ufno±ci dla θ.
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Nieparametryczne przedziaªy ufno±ci dla kwantyli

Niech X1, . . . , Xn b¦dzie próbk¡ z rozkªadu o dystrybuancie F . Interesowa¢
nas b¦dzie estymacja kwantyla rz¦du p tego rozkªadu. Zaªó»my, »e dystrybu-
anta F jest ci¡gªa i ±ci±le rosn¡ca w pewnym otoczeniu punktu ξp i F (ξp) = p.
Niech X1:n 6 · · · 6 Xn:n b¦d¡ statystykami pozycyjnymi. Spróbujemy zbu-
dowa¢ dla ξp przedziaª ufno±ci postaci [Xk:n, Xk:n], gdzie 0 6 k 6 k 6 n.
Zauwa»my, »e

PF

(
Xk:n 6 ξp 6 Xk:n

)
=

k−1∑

i=k

(
n

i

)
pi(1− p)n−i. (∗)

Symbol PF przypomina, »e X1, . . . , Xn jest próbk¡ z rozkªadu o dystrybu-
ancie F . Aby uzasadni¢ równo±¢ (∗) rozwa»my schemat Bernoulliego, w
którym i-te do±wiadczenie ko«czy si¦ �sukcesem�, je±li Xi 6 ξp lub �pora»k¡�,
je±li Xi > ξp. Prawdopodobie«stwo we wzorze (∗) jest równe

PF (k 6 Ln < k), gdzie Ln =
n∑

i=1

I(Xi 6 ξp).

Wzór (∗) mo»na wykorzysta¢ do zbudowania przedziaªu ufno±ci na zadanym
poziomie 1− α. Trzeba po prostu tak dobra¢ k i k, »eby prawa strona byªa
co najmniej równa 1 − α. Zale»no±¢ k i k od n jest, niestety, do±¢ skompli-
kowana. Je±li n jest du»e, to mo»na posªu»y¢ si¦ przybli»eniem normalnym.
Wybierzmy dwa ci¡gi kn i kn w taki sposób, »eby

lim
n→∞

p− kn/n√
p(1− p)/n

= z, lim
n→∞

kn/n− p√
p(1− p)/n

= z, (∗∗)

gdzie z = z1−α/2. W praktyce mo»na przyj¡¢ na przykªad

k = kn = [np− z
√

np(1− p)];

k = kn = [np + z
√

np(1− p)],
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gdzie symbol � [a]� oznacza zaokr¡glenie liczby a do najbli»szej liczby caªko-
witej. Je±li zachodzi warunek (∗∗), to

lim
n→∞

PF

(
Xk:n 6 ξp 6 Xk:n

)

= lim
n→∞

PF (kn 6 Ln 6 kn)

= lim
n→∞

PF

(
kn/n− p√
p(1− p)/n

6 Ln − np√
np(1− p)

6 kn/n− p√
p(1− p)/n

)

= lim
n→∞

PF

(
−z 6 Ln − np√

np(1− p)
6 z

)

=Φ(z)− Φ(−z) = 1− α,

na mocy twierdzenia de Moivre'a-Laplace'a. Skonstruowali±my asympto-
tyczny przedziaª ufno±ci [Xk:n, Xk:n] dla kwantyla ξp. Zwró¢my uwag¦, »e
zakªadali±my bardzo maªo o nieznanej dystrybuancie F . Nasze rozwa»ania
miaªy charakter �nieparametryczny�, to znaczy nie wymagali±my, by dystry-
buanta byªa dana wzorem o jakiej± szczególnej postaci.

5.2.3 PRZYK�AD. Znajdziemy przedziaª ufno±ci na poziomie 0.9 dla me-
diany. Z tablic rozkªadu normalnego odczytujemy kwantyl z = z0.95 = 1.645
i kªadziemy

k ' n

2
− 1.645

2

√
n, k ' n

2
+

1.645

2

√
n.

Je±li, powiedzmy, n = 400 to mo»emy przyj¡¢ k = 183 (zaokr¡glenie liczby
200− 16.45) i k = 217. Zatem,

P(X183:400 6 medX 6 X217:400) ' 0.9

dla próbki z rozkªadu zmiennej losowej X.

Przedziaªy ufno±ci i metoda najwi¦kszej wiarogodno±ci

Je±li θ̂ = ENW(θ) i speªnione s¡ zaªo»enia Twierdzenia 4.3.1, to zgodnie z
Wnioskiem 4.3.2,

√
n

(
g(θ̂n)− g(θ)

)
→d N

(
0,

(g′(θ))2

I1(θ)

)
,
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dla dowolnej ró»niczkowalnej funkcji g(θ). Mamy wi¦c

lim
n→∞

Pθ

(
|g(θ̂n)− g(θ)|

√
nI1(θ)

|g′(θ)| 6 z

)
= Φ(z)− Φ(−z).

Dla z = z1−α/2, prawa strona staje si¦ równa 1 − α. Z Lematu Sªuckiego
wynika, »e powy»szy wzór pozostanie sªuszny, gdy zast¡pimy po lewej stronie
I1(θ) i g′(θ) przez I1(θ̂n) i g′(θ̂n). Wynika to ze zgodno±ci ENW: θ̂ →P θ,
przy zaªo»eniu ci¡gªo±ci funkcji I1 i g′. Podsumowuj¡c, stwierdzamy, »e (przy
pewnych zaªo»eniach)

lim
n→∞

Pθ

(
g(θ̂n)− z|g′(θ̂n)|√

nI1(θ̂n)
6 g(θ) 6 g(θ̂n) +

z|g′(θ̂n)|√
nI1(θ̂n)

)
= 1− α.

W ten sposób otrzymali±my bardzo ogólny sposób konstrukcji asymptotycz-
nych przedziaªów ufno±ci. Niestety, w praktyce ten sposób nie zawsze jest
zadowalaj¡cy, bo wynikaj¡ce z asymptotycznych rozwa»a« przybli»enie mo»e
okaza¢ si¦ dostatecznie dobre dopiero dla bardzo du»ych próbek.

Stabilizacja wariancji jest sposobem budowania asymptotycznych prze-
dziaªów ufno±ci o lepszych wªasno±ciach (to jest daj¡cych zazwyczaj lepsze
przybli»enia dla umiarkowanych liczno±ci próbek). Metoda opisana poprzed-
nio wymagaªa zast¡pienia nieznanego parametru θ przez estymator θ̂n w wy-
ra»eniu na asymptotyczn¡ wariancj¦ ENW. Dla odpowiednio dobranej funkcji
g(θ) mo»na tego unikn¡¢. Je±li funkcja g(θ) speªnia równanie ró»niczkowe

g′(θ)/
√

I1(θ) = c = const,

to asymptotyczna wariancja (g′(θ))2 /I1(θ) = c2 nie zale»y od θ. Dla takiej
funkcji mamy po prostu

lim
n→∞

Pθ

(
g(θ̂)− zc√

n
6 g(θ) 6 g(θ̂)− zc√

n

)
= 1− α,

dla z = z1−α/2. Je±li g(θ) jest funkcj¡ rosn¡c¡, to przedziaª ufno±ci dla g(θ)
mo»emy bez trudu �przerobi¢� na przedziaª ufno±ci dla samego parametru θ
(i odwrotnie). Poka»emy to na przykªadzie.
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5.2.4 PRZYK�AD (Przedziaªy ufno±ci dla rozkªadu Poissona). Zastosujmy
metod¦ stabilizacji wariancji, bior¡c za wyj±ciowy estymator ENW(θ) = X̄n,
dla próbki z Poiss(θ). Poniewa» I1(θ) = 1/θ, wi¦c funkcj¦ g(θ) dobieramy tak,
»eby g′(θ) = c/

√
θ. St¡d otrzymujemy g(θ) =

√
θ, przyjmuj¡c dla wygody

c = 1/2. Mamy √
n

(
g(θ̂)− g(θ)

)
→d N (0, 1/4) .

Natychmiast wnioskujemy, »e

lim
n→∞

Pθ

(√
X̄n − z

2
√

n
6
√

θ 6
√

X̄n +
z

2
√

n

)
= 1− α.

St¡d wynika, »e asymptotyczny przedziaª ufno±ci dla θ (a nie dla
√

θ) mo»na
napisa¢ w takiej postaci:

[
max

{
0,

(√
X̄ − z

2
√

n

)2
}

,

(√
X̄ +

z

2
√

n

)2
]

.

5.3 Zadania
1. Niech X1, . . . , Xn b¦dzie próbk¡ z rozkªadu U(0, θ), z nieznanym parametrem

θ > 0, Przykªad 3.2.8. Skonstruowa¢ przedziaª ufno±ci dla parametru θ
postaci [Mn, cnMn], gdzie Mn = max(X1, . . . , Xn). Dobra¢ staª¡ cn tak, aby
prawdopodobie«stwo pokrycia byªo równe 1− α.

2. Pokaza¢, »e
[
θ̂n − z

√
θ̂n(1− θ̂n)/

√
n, θ̂n + z

√
θ̂n(1− θ̂n)/

√
n

]
, gdzie θ̂n =

Sn/n, Sn ∼ Bin(n, θ), jest asymptotycznym przedziaªem ufno±ci dla praw-
dopodobie«stwa sukcesu θ w schemacie Bernoulliego.

3. Skonstruowa¢ asymptotyczny przedziaª ufno±ci dla prawdopodobie«stwa suk-
cesu θ w schemacie Bernoulliego metod¡ stabilizacji wariancji.



Cz¦±¢ III

Testowanie hipotez statystycznych
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Rozdziaª 6

Testy istotno±ci

W tym rozdziale spróbujemy wyja±ni¢, na czym polega zagadnienie testo-
wania hipotez statystycznych. Poka»emy, jak konstruuje si¦ tak zwane testy
istotno±ci. Skoncentrujemy si¦ na kilku wa»nych i typowych przykªadach.
Nasze rozwa»ania b¦d¡ miaªy charakter wst¦pny i heurystyczny. Bardziej
systematyczn¡ teori¦ przedstawimy w podrozdziale nast¦pnym.

6.1 Podstawy heurystyczne

Matematyczny model zjawiska losowego sprowadza si¦ do okre±lenia rozkªadu
prawdopodobie«stwa P obserwacji X na przestrzeni X . Przez hipotez¦ sta-
tystyczn¡ rozumiemy, najogólniej mówi¡c, pewn¡ wypowied¹ na temat roz-
kªadu prawdopodobie«stwa �rz¡dz¡cego� zjawiskiem, które nas interesuje.
Zajmiemy si¦ najprostsz¡ sytuacj¡. Rozwa»amy na razie jeden, ustalony roz-
kªad P. Pytamy, czy opisuje on poprawnie przebieg do±wiadczenia losowego.
Stawiamy hipotez¦: nasz model probabilistyczny jest zgodny z rzeczywisto-
±ci¡. Ogólna zasada, wykraczaj¡ca daleko poza statystyk¦, jest taka: powin-
ni±my odrzuci¢ hipotez¦, je±li rezultaty do±wiadczenia oka»¡ si¦ sprzeczne z
przewidywaniami wynikaj¡cymi z modelu. Specy�ka modeli probabilisty-
cznych polega jednak na tym, »e potra�my przewidzie¢ tylko prawdopo-
dobie«stwo poszczególnych wyników. Zmody�kujemy wi¦c ogóln¡ zasad¦.
Powinni±my odrzuci¢ hipotez¦, je±li wynik do±wiadczenia jest bardzo maªo
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prawdopodobny, to znaczy model przewiduje taki wynik z maªym prawdo-
podobie«stwem. Innymi sªowy, wybieramy pewien zbiór K ⊂ X taki, »e
P(X ∈ K) 6 α, gdzie α jest odpowiednio �maª¡� liczb¡, zwan¡ poziomem
istotno±ci. Je±li w wyniku do±wiadczenia stwierdzimy, »e zaszªo zdarzenie
�X ∈ K�, to powinni±my zw¡tpi¢ w poprawno±¢ naszego modelu, czyli �od-
rzuci¢ postawion¡ przez nas hipotez¦ statystyczn¡�. Zbiór K nazywamy ob-
szarem krytycznym testu, za± caªa procedura nosi nazw¦ testu istotno±ci.

6.1.1 PRZYK�AD (Czy prawdopodobie«stwo � jedynki� jest równe 1/6?).
Wykonujemy 300 rzutów kostk¡ do gry. Je±li kostka jest symetryczna i rzuty
wykonujemy rzetelnie, to zmienna losowa X = N1 równa liczbie wyrzuco-
nych � jedynek� ma rozkªad dwumianowy Bin(300, 1/6). Mamy jednak pewne
w¡tpliwo±ci, czy kasyno nie u»ywa obci¡»onej kostki, w której jedynka ma
prawdopodobie«stwo mniejsze ni» 1/6. Je±li w wyniku do±wiadczenia ani
ani razu nie otrzymamy jedynki, musimy podejrzewa¢, »e co± jest nie w po-
rz¡dku. Mo»e kostka ma w ogóle nie ma ±ciany oznaczonej jedn¡ kropk¡?
Co prawda, zdarzenie �X = 0� w modelu symetrycznej kostki jest mo»liwe
ale skrajnie maªo prawdopodobne, P(X = 0) = (5/6)300 ≈ 1.76 ∗ 10−24. Nie
jeste±my skªonni wierzy¢ w tak wyj¡tkowy traf. Odrzucamy, bez wielkiego
wahania, hipotez¦ o zgodno±ci modelu. Jak post¡pi¢ je±li otrzymamy, po-
wiedzmy, 33 jedynki, nie jest a» tak jasne. Czy to wynik zgodny z hipotez¡
o rzetelno±ci kostki, czy te» jest podstaw¡ do odrzucenia tej hipotezy?

Rozpatrzymy spraw¦ bardziej systematycznie. Stawiamy hipotez¦

H0 : X ∼ Bin(300, 1/6).

Zdecydujemy si¦ na taki przepis post¦powania:

je±li X < c to odrzucamy H0;

je±li X > c to pozostajemy przy H0,

dla pewnej liczby �progowej� c. testu. Próg c ustalimy w nast¦puj¡cy sposób.
Wybierzmy poziom istotno±ci, powiedzmy α = 0.01. Uznamy, »e zaj±cie zda-
rzenia o prawdopodobie«stwie mniejszym ni» α jest dostatecznym powodem
do odrzucenia H0. Powinni±my wi¦c wybra¢ c tak, aby P(X < c) 6 0.01.
Mamy przy tym na my±li prawdopodobie«stwo obliczone przy zaªo»eniu, »e
H0 jest prawdziwa. �atwo przekona¢ si¦, »e P(X < 36) = 0.00995 6 0.01, a
wi¦c ostatecznie nasz test na poziomie istotno±ci 0.01 jest nast¦puj¡cy:
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Odrzucamy H0 je±li X < 36.

Obszarem krytycznym naszego testu jest podzbiór K = {0, 1, . . . , 35} prze-
strzeni obserwacji X = {0, 1, . . . , 300}.
Je»eli wynikiem do±wiadczenia s¡ 33 jedynki, to opisana powy»ej reguªa de-
cyzyjna odrzuca H0. Inne spojrzenie na ten sam test jest nast¦puj¡ce. Obli-
czamy prawdopodobie«stwo otrzymania wyniku takiego jak 33 lub gorszego
(za �gorszy� uznajemy zbyt maª¡ liczb¦ jedynek), przy zaªo»eniu H0. Mó-
wimy, »e p-warto±¢ (lub poziom krytyczny testu) jest w naszym przypadku
równa p = P(X 6 33) = 0.00379. Porównujemy p-warto±¢ z zaªo»onym
poziomem istotno±ci.

Odrzucamy H0 je±li p < 0.01.

Obie reguªy s¡ równowa»ne, to znaczy prowadz¡ do takiej samej decyzji.
Niemniej obliczanie p-warto±ci stwarza mo»liwo±¢ (lub pokus¦) �mierzenia
stopnia przekonania� o nieprawdziwo±ci H0.

Zwró¢my uwag¦, »e nasz test �reaguje na odst¦pstwa od prawdopodobie«stwa
1/6 tylko w dóª�. Mówimy, »e jest to test hipotezy zerowej

H0 : prawdopodobie«stwo jedynki = 1/6

przeciwko hipotezie alternatywnej

H1 : prawdopodobie«stwo jedynki < 1/6.

Je±li rozwa»ymy inn¡ � jednostronn¡� alternatyw¦, H1: prawdopodobie«stwo
jedynki > 1/6, to test powinien odrzuca¢ H0 je±li X > c, dla odpowiednio do-
branego c. Wybór c = 65 prowadzi do testu na poziomie istotno±ci α = 0.01,
bo P(X > 65) = 0.00990. Mo»na równie» skonstruowa¢ test H0 przeciwko
�dwustronnej� alternatywie H1: prawdopodobie«stwo jedynki 6= 1/6. Do tej
dyskusji jeszcze wrócimy. ¤

Podsumujmy rozwa»ania z powy»szego przykªadu. Test hipotezy H0 na po-
ziomie α speªnia postulat

P( odrzucamy H0) 6 α,
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gdzie prawdopodobie«stwo jest obliczone przy zaªo»eniu prawdziwo±ci H0.
Konstrukcja testu istotno±ci dopuszcza du»¡ dowolno±¢. Wybór obszaru kry-
tycznego zale»y od tego, �przed jak¡ ewentualno±ci¡ chcemy si¦ zabezpieczy¢�,
czyli jaka jest hipoteza alternatywna H1. Sposób obliczania p-warto±ci te»
zale»y od wyboru H1 (bo musimy sprecyzowa¢, jakie wyniki uznajemy za
�gorsze�, bardziej ±wiadcz¡ce przeciw H0).

Je±li hipoteza H0 precyzuje dokªadnie jeden rozkªad prawdopodobie«stwa P,
to mówimy, »e jest to hipoteza prosta. Przypu±¢my, »e pewien test H0 prze-
ciw H1 u»ywa statystyki T = T (X), mianowicie odrzuca H0 je±li T > c.
Zauwa»my, »e wªa±ciwie ka»dy test daje si¦ w tej postaci zapisa¢. Niech
G(t) = P(T (X) 6 t) b¦dzie dystrybuant¡ statystyki T obliczon¡ przy za-
ªo»eniu, »e H0 jest prawdziwa, czyli X ∼ P. Wtedy p-warto±¢ testu jest z
de�nicji obliczana zgodnie ze wzorem

(6.1.2) p = 1−G(T (X)).

U»ywamy tu bardziej rozpowszechnionego terminu p-warto±¢ (dosªowne tªu-
maczenie angielskiego �p-value�) zamiast poprawnej ale wychodz¡cej z u»ycia
nazwy poziom krytyczny. Nast¦puj¡cy fakt wynika bezpo±rednio z okre±lenia
(6.1.2).

6.1.3 Stwierdzenie. Je»eli H0 jest prosta i rozkªad statystyki testowej jest
ci¡gªy, to przy zaªo»eniu prawdziwo±ci H0, p-warto±¢ testu jest zmienn¡ lo-
sow¡ o rozkªadzie U(0, 1) (jednostajnym na przedziale [0, 1]).

Dowód. Obliczmy dystrybuant¦ zmiennej losowej danej wzorem (6.1.2). Dla
0 < u < 1 mamy

P(1−G(T ) 6 u) = P(G(T ) > 1− u) = P(T > G−1(1− u))

= 1− P(T 6 G−1(1− u)) = 1−G(G−1(1− u)) = u,

przy dodatkowym zaªo»eniu, »e istnieje funkcja odwrotna G−1. W istocie wy-
starczy zaªo»y¢, »e G jest ci¡gªa (mo»na do±¢ ªatwo zmody�kowa¢ powy»sze
rozumowanie, ale pomi«my szczegóªy).
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6.2 Kilka typowych testów

Przegl¡d typowych testów istotno±ci zaczn¦ od testów, wery�kuj¡cych zgod-
no±¢ z zadanym rozkªadem prawdopodobie«stwa.

Test proporcji

W sytuacji takiej jak w Przykªadzie 6.1.1, powszechnie u»ywa si¦ testów
opartych na przybli»eniu rozkªadu dwumianowego rozkªadem normalnym.
Zakªadamy, »e obserwujemy liczb¦ sukcesów w schemacie Bernoulli'ego i sta-
wiamy hipotez¦

H0 : prawdopodobie«stwo sukcesu = θ

Z Twierdzenia de Moivre'a - Laplace'a (CTG dla schematu Bernoulli'ego)
wynika, »e

Bin(n, θ) ' N(nθ, nθ(1− θ)),

przynajmniej dla �dostatecznie du»ych n� (niektóre ¹ródªa zalecaj¡ stosowa-
nie tego przybli»enia, je±li nθ > 5 i n(1− θ) > 5).

Test H0 przeciwko alternatywie

H1 : prawdopodobie«stwo sukcesu < θ

na poziomie istotno±ci (w przybli»eniu) α ma posta¢

odrzucamy H0, je±li X − nθ < −z1−α

√
nθ(1− θ),

gdzie z1−α jest kwantylem rozkªadu N(0, 1), to znaczy Φ(z1−α) = 1 − α.
Reguªa obliczania p-warto±ci jest nast¦puj¡ca:

p ' Φ

(
X − nθ√
nθ(1− θ)

)
.

Test H0 przeciwko alternatywie

H1 : prawdopodobie«stwo sukcesu > θ
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ma posta¢

odrzucamy H0, je±li X − nθ > z1−α

√
nθ(1− θ).

Reguªa obliczania p-warto±ci jest nast¦puj¡ca:

p ' Φ

(
− X − nθ√

nθ(1− θ)

)
.

Test H0 przeciwko alternatywie

H1 : prawdopodobie«stwo sukcesu 6= θ

ma posta¢

odrzucamy H0, je±li |X − np| > z1−α/2

√
np(1− p) (∗)

(zauwa»my zamian¦ z1−α na z1−α/2). Reguªa obliczania p-warto±ci jest na-
st¦puj¡ca:

p ' 2Φ

(
− |X − nθ|√

nθ(1− θ)

)
.

Ze wzgl¦du na pó¹niejsze uogólnienia, napiszmy (∗) w innej, równowa»nej
formie:

odrzucamy H0, je±li (X − np)2

np(1− p)
> χ2

1−α(1), (∗∗)

gdzie χ2
1−α(1) jest kwantylem rozkªadu chi-kwadrat z jednym stopniem swo-

body.

6.2.1 PRZYK�AD. Wró¢my do Przykªadu 6.2.1. Przypu±¢my, »e w 300
rzutach kostk¡ otrzymali±my 33 jedynek. Przeprowadzamy test H0: θ = 1/6
przeciw H1: θ < 1/6.

> n=300
> theta=1/6
> X=33
> prop.test(X,n,theta,alternative="less",correct=F)

Otrzymujemy rezulatat:
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data: X out of n, null probability theta
X-squared = 6.936, df = 1, p-value = 0.004224
alternative hypothesis: true p is less than 0.1666667

Zauwa»my, »e podana powy»ej p-warto±¢ jest równa Φ((33−nθ)/
√

nθ(1− θ)):

> Z=(X-n*theta)/sqrt(n*theta*(1-theta))
> pnorm(Z) # = 0.004223891

Dokªadna p-warto±¢ (Przykªad 6.1.1) jest równa
∑33

k=0

(
300
k

)
(1/6)k(5/6)300−k.

Mo»na to obliczy¢ przy pomocy funkcji pbinom() (dystrybuanta rozkªadu
dwumianowego):

> pbinom(X,n,p) # = 0.00378605

Dla porównania, przeprowad¹my test H0: θ = 1/6 przeciw H1: θ 6= 1/6.

> n=300
> theta=1/6
> X=33
> prop.test(X,n,theta,alternative="less",correct=F)

Otrzymamy wynik:

data: X out of n, null probability theta X-squared = 6.936, df =
1, p-value = 0.008448 alternative hypothesis: true p is not equal
to 0.1666667

Zauwa»my, »e p-warto±¢ jest teraz dwukrotnie wi¦ksza.

6.2.2 Uwaga. Aby otrzyma¢ dokªadne p-warto±ci wystarczy zamiast funkcji
prop.test() zastosowa¢ binom.test(). Prosz¦ wypróbowa¢. Przybli»ony
test oparty na CTG ma t¦ zalet¦ dydaktyczn¡, »e w sposób naturalny uogól-
nia si¦ na przypadek do±wiadcze« o k > 2 mo»liwych wynikach (zamiast
dwóch: sukces/pora»ka). Tym uogólnieniem jest sªawny test χ2.
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Test chi-kwadrat

Jest to jeden z klasycznych i najcz¦±ciej stosowanych testów statystycznych.
Wyobra¹my sobie, »e powtarzamy n-krotnie do±wiadczenie losowe, które ma
k mo»liwych wyników. Wyniki kolejnych do±wiadcze« s¡ zmiennymi loso-
wymi X1, . . . , Xn o warto±ciach w zbiorze X = {w1, . . . , wk}. Przypu±¢my,
»e te zmienne s¡ niezale»ne i ka»da z nich ma ten sam rozkªad prawdopodo-
bie«stwa dany tabelk¡

wynik w1 · · · wi · · · wk

prawdopodobie«stwo p1 · · · pi · · · pk

gdzie pi = P(Xj = wi) (oczywi±cie, p1 + · · ·+pk = 1). Rezultaty do±wiadcze«
podsumujmy w postaci �tabelki powtórze«�:

wynik w1 · · · wi · · · wk

liczba do±wiadcze« N1 · · · Ni · · · Nk

gdzie

Ni =
n∑

j=1

I(Xj = wi) = liczba do±wiadcze«, których wynikiem jest wi

(oczywi±cie, N1 + · · · + Nk = n). Je±li nasze przypuszczenia s¡ sªuszne, to
zmienne losowe N1, . . . , Nk maj¡ rozkªad wielomianowy Mult(n, p1, . . . , pk),
to znaczy

P(N1 = n1, . . . , Nk = nk) =
n!

n1! · · ·nk!
pn1

1 · · · pnk
k .

Najlepiej patrze¢ na nasze do±wiadczenie jak na losowe wrzucanie n �kul�
do k �komórek� (�wielko±¢� i-tej komórki jest proporcjonalna do pi). Test
hipotezy

H0 : (N1, . . . , Nk) ∼ Mult(n, p1, . . . , pk)

przeprowadzamy w nast¦puj¡cy sposób. Obliczamy statystyk¦ �chi-kwadrat�:

(6.2.3) χ2 =
k∑

i=1

(Ni − npi)
2

npi

.

Dla wyznaczenia warto±ci krytycznej testu lub p-warto±ci, korzystamy z na-
st¦puj¡cego faktu, którego dowód pominiemy.
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6.2.4 Stwierdzenie. Je»eli H0 jest prawdziwa i n →∞, to rozkªad statystyki
χ2 danej wzorem (6.2.3) zmierza do rozkªadu χ2(k − 1) (chi-kwadrat z k − 1
stopniami swobody).

Test na poziomie istotno±ci α (w przybli»eniu) otrzymamy gdy

odrzucamy H0 je±li χ2 > c,

gdzie c = χ2
1−α(k − 1) jest kwantylem rz¦du 1− α rozkªadu χ2(k − 1).

6.2.5 PRZYK�AD (Czy ko±¢ jest rzetelna?). Przypu±¢my, »e wykonali±my
150 rzutów kostk¡. Wyniki do±wiadczenia podsumujmy w nast¦puj¡cej ta-
belce:

liczba oczek 1 2 3 4 5 6
liczba rzutów 15 27 36 17 26 29

Stawiamy hipotez¦, »e ko±¢ jest rzetelna, czyli

H0 : (N1, N2, N3, N4, N5, N6) ∼ Mult(150, 1/6, 1/6, 1/6, 1/6, 1/6, 1/6).

Warto±¢ statystyki testowej jest równa

χ2 =
(15− 25)2

25
+

(27− 25)2

25
+

(36− 25)2

25

+
(17− 25)2

25
+

(26− 25)2

25
+

(29− 25)2

25
= 12.24.

Przeprowadzimy test tej hipotezy na poziomie istotno±ci 0.05. Najpierw
zrobimy to tak, jak w czasach (nie tak dawnych) gdy komputery nie byªy
powszechnie dost¦pne. Odczytujemy z tablic kwantyl rz¦du 0.95 rozkªadu
chi-kwadrat z 6 − 1 = 5 stopniami swobody: χ2

0.95(5) = 11.07. Poniewa»
12.24 > 11.7, odrzucamy H0. Nale»y przypuszcza¢, »e ko±¢ nie jest syme-
tryczna.
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Bardziej wspóªczesny sposób przeprowadzenia testu jest taki:

> Ni=c(15,27,36,17,26,29)
> chisq.test(Ni)

Chi-squared test for given probabilities

data: Ni
X-squared = 12.24, df = 5, p-value = 0.03164

6.2.6 PRZYK�AD (Rozkªad statystyki testowej i p-warto±ci). Korzystaj¡c z
uªatwienia, jakie daje komputer wyposa»ony w R, wykonajmy test opisany w
poprzednim przykªadzie wiele razy. Powtórzmy m = 1000 razy seri¦ n = 150
rzutów rzeteln¡ kostk¡ (H0 prawdziwa).

Rysunek pokazuje empiryczny rozkªad statystyk testowych w m = 1000 po-
wtórzeniach testu zgodno±ci χ2. Dane pochodziªy z rozkªadu speªniaj¡cego
hipotez¦ zerow¡ H0. Dolny rysunek pokazuje empiryczny rozkªad odpowied-
nich p-warto±ci.

Widzimy, »e zgodnie ze Stwierdzeniem 6.2.4, warto±ci statystyki χ2 maj¡
rozkªad zbli»ony do χ2(5) (g¦sto±¢ tego rozkªadu jest naªo»ona na histogram).
Z kolei p-warto±ci maj¡ rozkªad zbli»ony do rozkªadu jednostajnego U(0, 1).
To jest oczywi±cie zwi¡zane ze Stwierdzeniem 6.1.3. Zauwa»my przy tym, »e
zaªo»enia Stwierdzenia 6.1.3 s¡ speªnione tylko w przybli»eniu. Statystyka χ2

jest zmienn¡ dyskretn¡ i tylko w granicy ma rozkªad ci¡gªy χ2(5). Pomimo
tego, zgodno±¢ p-warto±ci z rozkªadem jednostajnym jest uderzaj¡ca. ¤
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Test chi-kwadrat ma wiele odmian, stosowanych w ró»nych okoliczno±ciach.
Z pewnymi wersjami tego testu spotkamy si¦ jeszcze w tych wykªadach. Po-
sta¢ statystyki, któr¡ tu rozpatrzyli±my najªatwiej zrozumie¢ i zapami¦ta¢ w
takiej postaci:

χ2 =
∑ (wielko±¢ obserwowana � wielko±¢ oczekiwana)2

wielko±¢ oczekiwana .

Sumowanie rozci¡gni¦te jest na wszystkie �komórki�, czyli warto±ci obserwa-
cji. Oczywi±cie, w wersji tutaj omawianej �wielko±¢ obserwowana� oznacza
Ni, za± �wielko±¢ oczekiwana� (przy zaªo»eniu prawdziwo±ci hipotezy) jest
równa npi.

Dyskretyzacja zmiennych ci¡gªych. Wspomnijmy jeszcze, »e prosty
chwyt pozwala stosowa¢ test zgodno±ci χ2 równie» do obserwacji �typu ci¡-
gªego�. Rozpatrzmy zmienne losowe X1, . . . , Xn i hipotez¦

H0 : X1, . . . , Xn jest próbk¡ z rozkªadu o dystrybuancie F,

gdzie F jest ci¡gªa. Wystarczy rozbi¢ zbiór warto±ci zmiennych losowych na
rozª¡czne �komórki�, na przykªad wybra¢ punkty −∞ = a0 < a< · · · < ak =
∞ i zde�niowa¢

Ni =
n∑

j=1

I(ai−1 < Xj 6 ai), (i = 1, . . . , k).

Dalej post¦pujemy tak jak poprzednio, przyjmuj¡c pi = F (ai) − F (ai−1).
Taki test dopuszcza du»o dowolno±ci w wyborze �komórek�.

Istniej¡ testy lepiej dostosowane do ci¡gªego typu danych. Nale»y do nich
test Koªmogorowa-Smirnowa, który pó¹niej omówimy.

Test chi-kwadrat hipotezy zªo»onej. Opiszemy mody�kacj¦ testu chi-
kwadrat w sytuacji, gdy hipoteza zerowa precyzuje rozkªad prawdopodo-
bie«stwa jedynie z dokªadno±ci¡ do nieznanego parametru. Podobnie jak dla
�zwykªego� testu χ2, rozwa»amy n niezale»nych powtórze« do±wiadczenia
losowego o k mo»liwych wynikach. Hipoteza H0 stwierdza, »e rozkªad praw-
dopodobie«stwa pojedynczego do±wiadczenia jest dany tabelk¡:

wynik w1 · · · wi · · · wk

prawdopodobie«stwo p1(θ) · · · pi(θ) · · · pk(θ)
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gdzie pi(θ) s¡, dla i = 1, · · · , k, znanymi funkcjami nieznanego parametru
θ. Ten parametr mo»e by¢ wektorem d-wymiarowym: θ = (θ1, . . . , θd). Sta-
tystyk¦ χ2 budujemy w dwóch etapach. Najpierw estymujemy θ metod¡
najwi¦kszej wiarogodno±ci. Mamy

fθ(n1, . . . , nk) = Pθ(N1 = n1, . . . , Nk = nk) = const · p1(θ)
n1 · · · pk(θ)

nk

(tak jak w �zwykªym� te±cie χ2, zmienna Ni oznacza liczb¦ powtórze« i-tego
wyniku). Logarytm wiarogodno±ci ma wi¦c posta¢

l(θ) = const +
k∑

i=1

Ni log pi(θ)

i estymator najwi¦kszej wiarogodno±ci obliczamy rozwi¡zuj¡c ukªad równa«
∂l(θ)

∂θj

=
k∑

i=1

Ni
1

pi(θ)

∂pi(θ)

∂θj

= 0, (j = 1, . . . , d).

Statystyk¦ χ2 okre±lamy tak jak w (6.2.3), wstawiaj¡c θ̂ = ENW(θ) w miejsce
nieznanego θ:

χ2 =
k∑

i=1

(
Ni − npi(θ̂)

)2

npi(θ̂)
.

Rozkªad tej statystyki jest inny, ni» statystyki obliczonej w przypadku ustalo-
nych z góry prawdopodobie«stw pi. Intuicyjnie jest do±¢ jasne, »e statystyka z
estymowanymi prawdopodobie«stwami klatek jest ±rednio mniejsza, bo war-
to±ci oczekiwane s¡ wyliczane na podstawie danych i mog¡ si¦ �dopasowa¢� do
warto±ci obserwowanych. Okazuje si¦, »e to �dopasowanie� zmniejsza liczb¦
stopni swobody granicznego rozkªadu χ2. Podamy ten fakt bez dowodu:

6.2.7 Stwierdzenie. W opisanej wy»ej sytuacji, rozkªad statystyki χ2 zmie-
rza do rozkªadu χ2(k − d− 1), gdy n →∞.

Przypomnijmy, »e d jest liczb¡ wspóªrz¦dnych wektora (θ1, . . . , θd). Symbo-
licznie,
stopnie swobody = liczba klatek − liczba estymowanych parametrów − 1.

Oczywi±cie, wynika st¡d nast¦puj¡cy przepis na budow¦ testu na poziomie
istotno±ci α (w przybli»eniu, dla du»ej liczby powtórze« n): odrzucamy H0

gdy
χ2 > c, c = χ2

1−α(k − d− 1).
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6.2.8 PRZYK�AD (Zgodno±¢ danych z modelem Hardy'ego-Weinberga). Mó-
wili±my ju» o tym, jak estymowa¢ nieznany parametr w tym modelu, patrz
Przykªady 3.1.2 i 4.2.4. Teraz zajmiemy si¦ sprawdzeniem hipotezy, »e model
poprawnie opisuje wyniki do±wiadczenia (genetycznego, w tym przypadku).
Nasza hipoteza jest wi¦c taka:

H0 : p1 = θ2, p2 = 2θ(1− θ), p3 = (1− θ)2 dla pewnego θ ∈ (0, 1).

Wykorzystamy estymator najwi¦kszej wiarogodno±ci

θ̂ = ENW(θ) =
2N1 + N2

2n
.

Statystyk¡ testow¡ jest

χ2 =

(
N1 − nθ̂2

)2

nθ̂2
+

(
N2 − 2nθ̂(1− θ̂)

)2

2nθ̂(1− θ̂)
+

(
N3 − n(1− θ̂)2

)2

n(1− θ̂)2
.

Proste, cho¢ nieco »mudne przeksztaªcenia pozwalaj¡ upro±ci¢ to wyra»enie:

χ2 = n

(
1− N2

2nθ̂(1− θ̂)

)2

.

Dla du»ych n, ta statystyka ma w przybli»eniu rozkªad χ2(3−1−1) = χ2(1).
¤

Test niezale»no±ci chi-kwadrat. Przypu±¢my, »e w pojedynczym do-
±wiadczeniu obserwujemy par¦ zmiennych losowych (X, Y ) o warto±ciach w
zbiorze {1, . . . , r} × {1, . . . , s} (te warto±ci nale»y traktowa¢ jako umowne
�etykietki�). Rozkªad prawdopodobie«stwa jest opisany dwuwymiarow¡ ta-
belk¡ (pij; i = 1, . . . , r; j = 1, . . . , s), gdzie pij = P(X = i, Y = j). Prawdo-
podobie«stwa brzegowe P(X = i) i P(Y = j) zapiszemy w postaci

pi• =
s∑

j=1

pij, p•j =
r∑

i=1

pij.

Je±li powtarzamy do±wiadczenie niezale»nie n-krotnie, mamy niezale»ne wek-
tory losowe (X1, Y1), . . . , (Xn, Yn), ka»dy o rozkªadzie takim jak (X,Y ). Mo-
»emy zbudowa¢ dwuwymiarow¡ tabelk¦ (Nij), gdzie

Nij =
n∑

k=1

I(Xk = i, Yk = j),
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Nij = liczba do±wiadcze«, które zako«czyªy si¦ par¡ wyników (i, j).

Jest to tak zwana tablica kontyngencji. Wielko±ci �brzegowe� w tej tabelce
oznaczymy

Ni• =
s∑

j=1

Nij, N•j =
r∑

i=1

Nij.

Rozpatrzymy hipotez¦, która stwierdza niezale»no±¢ zmiennych X i Y :

H0 : pij = pi•p•j, (i = 1, . . . , r; j = 1, . . . , s).

Mo»e na pierwszy rzut oka tego nie wida¢, ale jest to specjalny przypadek
schematu rozpatrzonego w poprzednim punkcie: prawdopodobie«stwa �kla-
tek� pij s¡ znanymi funkcjami nieznanego parametru

θ = (p1•, . . . , pr−1•, p•1, . . . , p•s−1).

Zauwa»my, »e pr• = 1 − p1• − · · · − pr−1• i p•s = 1 − p•1 − · · · − p•s−1, wi¦c
tych ostatnich prawdopodobie«stw brzegowych nie wª¡czyli±my do wektora
θ. W rezultacie θ ma wymiar r + s− 2. Zbudujemy statystyk¦ chi-kwadrat,
u»ywaj¡c estymowanych prawdopodobie«stw klatek

p̂ij =
Ni•N•j

n2
.

Przekonajmy si¦, »e s¡ to estymatory najwi¦kszej wiarogodno±ci w modelu
okre±lonym hipotez¡ H0. Wygodnie nam b¦dzie potraktowa¢ wiarogodno±¢
jako funkcj¦ rozszerzonego wektora parametrów (p1•, . . . , pr•, p•1, . . . , p•s) i
znale¹¢ maksimum warunkowe, przy ograniczeniach

∑r
i=1 pi• = 1 i

∑s
j=1 p•j =

1. Logarytm wiarogodno±ci ma posta¢

l(p1•, . . . , pr•, p•1, . . . , p•s) = const +
∑
i,j

Nij[log pi• + log p•j].

Zgodnie z metod¡ Lagrange'a poszukujemy minimum funkcji l− a− b, gdzie

a = λ

(∑
i

pi• − 1

)
, b = µ

(∑
j

p•j − 1

)
,

λ i µ s¡ �mno»nikami Lagrange'a�. Poniewa»
∂

∂pi•
(l − a− b) =

Ni•

pi•
− λ,

∂

∂p•j
(l − a− b) =

N•j

p•j
− µ,
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wi¦c przyrównuj¡c pochodne do zera dostajemy pi• = Ni•/λ i p•j = N•j/µ.
Wykorzystuj¡c posta¢ ogranicze«, obliczamy λ = µ = n i ostatecznie otrzy-
mujemy �oczywiste� estymatory p̂i• = ENW(pi•) = Ni•/n i p̂•j = ENW(p•j) =
N•j/n. Warto±¢ �oczekiwana� (przy zaªo»eniu H0) w �klatce� (i, j) jest równa
np̂i•p̂•j = Ni•N•j/n. Z tego co zostaªo powiedziane wynika, »e statystyka
chi-kwadrat przeznaczona do testowania hipotezy o niezale»no±ci jest nast¦-
puj¡ca:

χ2 =
r∑

i=1

s∑
j=1

(Nij −Ni•N•j/n)2

Ni•N•j/n
.

Dla n →∞, rozkªad tej statystyki zmierza do rozkªadu

χ2 ((r − 1)(s− 1))

na mocy Stwierdzenia 6.2.7, bo rs− (r − 1)− (s− 1)− 1 = (r − 1)(s− 1).

6.2.9 PRZYK�AD (Zale»no±¢ gustów muzycznych i pogl¡dów politycznych).
Rzecznik partii A twierdzi, »e w±ród zwolenników tej partii, miªo±nicy muzyki
disco-polo, rockowej i symfonicznej wyst¦puj¡ w tych samych proporcjach, co
w caªej populacji wyborców. Przeprowadzono sonda». W±ród wylosowanych
100 wyborców (spo±ród osób o jednoznacznie sprecyzowanych preferencjach
muzycznych), wyniki badania byªy nast¦puj¡ce:

Popieram A Nie popieram A Razem
Sªucham Disco Polo 25 10 35
Sªucham muzyki rockowej 20 20 40
Sªucham muzyki symfonicznej 15 10 25

Razem 60 40 100

Sformuªowana przez rzecznika hipoteza stwierdza niezale»no±¢ dwóch �cech�
wyborcy: stosunku do partii A i preferencji muzycznych. Przeprowadzimy
test niezale»no±ci chi-kwadrat na poziomie istotno±ci 0.05. Statystyka te-
stowa ma warto±¢

χ2 =
(25− 60 ∗ 35/100)2

60 ∗ 35/100
+

(20− 60 ∗ 40/100)2

60 ∗ 40/100
+

(15− 60 ∗ 25/100)2

60 ∗ 25/100

+
(10− 40 ∗ 35/100)2

40 ∗ 35/100
+

(20− 40 ∗ 40/100)2

40 ∗ 40/100
+

(10− 40 ∗ 25/100)2

40 ∗ 25/100

= 2.53.
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Warto±¢ krytyczn¡ odczytujemy z tablicy rozkªadu chi-kwadrat z (2−1)(3−
1) = 2 stopniami swobody. Poniewa» χ2

0.95(2) = 5.99 > 2.53, wi¦c zebrane
dane nie daj¡ podstaw, »eby zarzuci¢ rzecznikowi kªamstwo. ¤

Porównanie kilku rozkªadów wielomianowych. Test niezale»no±ci chi-
kwadrat opisany w punkcie poprzednim stosuje si¦ bez zmian do danych w
postaci tablicy kontyngencji o ustalonych (nielosowych) sumach elementów w
ka»dym wierszu. Tego rodzaju tablica odpowiada innemu sposobowi zbiera-
nia danych i innemu modelowi statystycznemu. Opiszemy rzecz dokªadniej.
Dla i = 1, . . . , r, wykonujemy ni do±wiadcze« zgodnie ze schematem wie-
lomianowym Mult(ni, pi1, . . . , pis). To znaczy, »e ka»de z do±wiadcze« ma
s mo»liwych wyników, przy tym j-ty wynik pojawia si¦ z prawdopodobie«-
stwem pij. Chcemy przeprowadzi¢ test hipotezy stwierdzaj¡cej, »e prawdopo-
dobie«stwa poszczególnych wyników s¡ identyczne dla ka»dego z r rozkªadów
wielomianowych:

H0 : p1j = · · · = prj (j = 1, . . . , s).

Dane s¡ takiej samej postaci jak w punkcie poprzednim: je±li (Ni1, . . . , Nis) ∼
Mult(ni, pi1, . . . , pis) to mamy te» dwuwymiarow¡ tablic¦ (Nij). Teraz jed-
nak sumy ni =

∑s
j=1 Nij s¡ nielosowe (sumy N•j =

∑r
i=1 Nij s¡ zmiennymi

losowymi). Statystyka zbudowana tak samo jak w punkcie B:

χ2 =
r∑

i=1

s∑
j=1

(Nij − niN•j/n)2

niN•j/n
,

gdzie n =
∑r

i=1 ni. Okazuje si¦, »e w nowej sytuacji rozkªad asymptotyczny
(n1 →∞, . . . , ns →∞) statystyki χ2 jest te» równy χ2((r − 1)(s− 1)), je±li
H0 jest prawdziwa.

Zauwa»my, »e H0 ma w rozpatrywanym tu schemacie ten sam intuicyjny
sens, co hipoteza o niezale»no±ci zmiennych losowych (X,Y ) rozpatrzona w
poprzednim punkcie. Mo»na powiedzie¢, »e mamy teraz dwie cechy (x, Y ),
ale pierwsza z nich jest �zwykª¡�, nielosow¡ zmienn¡. Hipoteza zerowa mówi,
»e rozkªad prawdopodobie«stwa zmiennej losowej Y nie zale»y od warto±ci
x. W punkcie poprzednim hipoteza zerowa mówiªa, »e rozkªad warunkowy
zmiennej losowej Y nie zale»y od warto±ci X = x. Oba modele ró»ni¡ si¦
sposobem zbierania danych. Albo losujemy n �osobników� z populacji zró»-
nicowanej pod wzgl¦dem cechy x, albo losujemy po ni osobników spo±ród
tych, dla których cecha x ma warto±¢ i.
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6.2.10 PRZYK�AD (Porównanie kilku rozkªadów dwumianowych). Dane do-
tycz¡ r klientów towarzystwa ubezpieczeniowego. Przypu±¢my, »e i-ty klient
ubezpieczaª samochód przez ni lat. W ka»dym roku mógª spowodowa¢ wypa-
dek (�sukces�) lub nie spowodowa¢ (�pora»ka�). Ignorujemy, dla uproszczenia,
mo»liwo±¢ wielokrotnych wypadków w ci¡gu roku. Mamy do czynienia z r
schematami Bernoulliego Bin(ni, pi), dla i = 1, . . . , r. Istotne jest pyta-
nie, czy prawdopodobie«stwo �sukcesu� (wypadku) jest równe dla wszystkich
klientów. Stawiamy hipotez¦

H0 : p1 = · · · = pr.

W j¦zyku aktuarialnym, hipoteza stwierdza, »e rozpatrywana grupa polis jest
jednorodna pod wzgl¦dem �poziomu ryzyka�. Jest to, rzecz jasna, szczególny
przypadek zagadnienia rozpatrywanego w poprzednio i zastosujemy test nie-
zale»no±ci chi-kwadrat. Teraz statystyka testowa przybiera szczególnie prost¡
posta¢. Niech Ki = Ni1 b¦dzie liczb¡ sukcesów w i-tym schemacie Berno-
ulliego. Wektor (K1, . . . , Kr) opisuje caªo±¢ obserwacji, bo Ni2 = ni − Ki.
Proste przeksztaªcenia prowadz¡ do nast¦puj¡cego wzoru na statystyk¦ te-
stow¡:

χ2 =
r∑

i=1

[
(Ki − nip̂)2

nip̂
+

(ni −Ki − ni(1− p̂))2

nip̂

]

=
r∑

i=1

(Ki − nip̂)2

nip̂(1− p̂)
,

gdzie p̂ =
∑

i Ki/
∑

i ni. Ta statystyka ma graniczny rozkªad χ2(r − 1) przy
n1 →∞, . . . , nr →∞, je±li H0 jest prawdziwa.

Rozwa»my takie (�kcyjne) dane, dotycz¡ce przebiegu ubezpieczenia 10 klien-
tów w ci¡gu 4 lat (gwiazdki oznaczaj¡ wypadki):

Klienci: 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 rok * * * *
2 rok * * *
3 rok
4 rok * * *

liczba wypadków 2 0 1 0 1 0 1 0 2 3
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Mamy tu r = 10, n1 = · · · = n10 = 4, p̂ = 10/40 = 0.25 i nip̂ = 1. Dla
wygody zapisali±my tabelk¦ w postaci �odwróconej�, zamieniaj¡c wiersze na
kolumny. Przeprowadzimy test hipotezy H0 : p1 = · · · = p10. Przyjmijmy
poziom istotno±ci 0.05. Warto±¢ statystyki testowej

χ2 =
1

0.75

[
(2− 1)2 + (0− 1)2 + (0− 1)2

+ (0− 1)2 + (0− 1)2 + (2− 1)2 + (3− 1)2
]

= 13.33

porównujemy z warto±ci¡ krytyczn¡ 16.9 (odczytan¡ z tablic χ2(9)). Test nie
odrzuca H0. Ró»nice w ilo±ci wypadków dla poszczególnych klientów miesz-
cz¡ si¦ w granicach losowych �uktuacji, zdarzaj¡cych si¦ rozs¡dnie cz¦sto w
sytuacji, gdy klienci s¡ � jednakowi�. �Rozs¡dnie cz¦sto� znaczy dla nas: z
prawdopodobie«stwem przynajmniej 0.05. Tyle mo»e powiedzie¢ statystyk.
Na szcz¦±cie, to nie statystyk decyduje o tym, czy obci¡»y¢ wszystkich 10
klientów jednakow¡ skªadk¡! ¤

Test Koªmogorowa-Smirnowa

Niech F b¦dzie ustalon¡, ci¡gª¡ dystrybuant¡. Rozpatrzmy hipotez¦ stwier-
dzaj¡c¡, »e obserwacje X1, . . . , Xn s¡ próbk¡ z rozkªadu o dystrybuancie F .
Symbolicznie,

H0 : X1, . . . , Xn ∼ F.

Niech F̂n b¦dzie dystrybuant¡ empiryczn¡. Statystyka testowa jest równa
Dn = sup

−∞<x<∞
|F̂n(x)− F (x)|.

�atwo zauwa»y¢, »e
Dn = max(D+

n , D−
n ),

gdzie

D+
n = max

i=1,...,n

(
i

n
− F (Xi:n)

)
, D−

n = max
i=1,...,n

(
F (Xi:n)− i− 1

n

)
.

Idea testu jest prosta. Odrzucamy H0, je±li odchylenia dystrybuanty empi-
rycznej od dystrybuanty teoretycznej (sprecyzowanej w hipotezie) s¡ du»e,
czyli gdy Dn > c. Sposób doboru poziomu krytycznego c opiera si¦ na dwóch
faktach. Pierwszy z nich jest prosty.
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6.2.11 Stwierdzenie. Dla dowolnego rozkªadu ci¡gªego F , rozkªad statystyki
Dn jest taki sam.

Naturalnie, mamy tu na my±li rozkªad statystyki Dn przy prawdziwej hipo-
tezie H0.

Dowód. Dla uproszczenia przeprowadzimy dowód przy zaªo»eniu, »e istnieje
dobrze zde�niowana funkcja odwotna F−1 do dystrybuanty. Rozpatrzmy
próbk¦ U1, . . . , Un z rozkªadu jednostajnego U(0, 1). Zauwa»my, »e

sup
0<u<1

∣∣∣∣∣
1

n

n∑
i=1

I(Ui 6 u)− u

∣∣∣∣∣ = sup
−∞<x<∞

∣∣∣∣∣
1

n

n∑
i=1

I(Ui 6 F (x))− F (x)

∣∣∣∣∣

= sup
−∞<x<∞

∣∣∣∣∣
1

n

n∑
i=1

I(F−1(Ui) 6 x)− F (x)

∣∣∣∣∣ .

Wiemy, »e zmienne losowe Xi = F−1(Ui) maj¡ rozkªad o dystrybuancie F (x).
Ze wzoru napisanego powy»ej wynika, »e rozkªad statystyki Dn jest taki sam
dla rozkªadu U(0, 1) i dla rozkªadu o dystrybuancie F .

Stwierdzenie 6.2.11 pozwala budowa¢ tablice rozkªadu statystyki Dn i obli-
cza¢ p-warto±ci. Potrzebna jest, w zasadzie, oddzielna tablica dla ka»dego
n. Dla du»ych rozmiarów próbki, sytuacja jeszcze bardziej si¦ upraszcza.
Koªmogorow udowodniª nast¦puj¡ce twierdzenie.

6.2.12 TWIERDZENIE. Je±li n →∞, to

P
(√

nDn 6 d
) → K(d) =

∞∑

k=−∞
(−1)ke−2k2d2

, (d > 0). ¤

Dla praktyka znaczenie ma fakt, »e K(d) jest znan¡ dystrybuant¡. Napi-
sali±my rozwini¦cie tej dystrybuanty w postaci szeregu tylko po to, »eby
Czytelnik mógª doceni¢ elegancj¦ wyniku Koªmogorowa.

Wró¢my do naszego testu zgodno±ci. Zaªó»my, »e n jest �dostatecznie du»e�.
W klasycznej, przedkomputerowej postaci test przeprowadzamy nast¦puj¡co.
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Ustalamy poziom istotno±ci α i odczytujemy z tablic odpowiedni kwantyl
dystrybuanty K, to znaczy tak¡ liczb¦ d1−α, »e K(d1−α) = 1− α.

odrzucamy H0, je±li
√

nDn > d1−α.

6.2.13 PRZYK�AD (Testowanie generatora liczb losowych). Chcemy spraw-
dzi¢, czy ci¡g produkowany przez R-owsk¡ funkcj¦ runif() zachowuje si¦
jak ci¡g niezale»nych zmiennych losowych o rozkªadzie jednostajnym U(0, 1).
Test Koªmogorowa jest jednym z podstawowych sprawdzianów. Dla ilustracji
rozwa»my 10-cio elementow¡ �próbk¦� (∗):

0.4085, 0.5267, 0.3751, 0.8329, 0.0846, 0.8306, 0.6264, 0.3086, 0.3662, 0.7952

(w rzeczywisto±ci bada si¦ znacznie dªu»sze ci¡gi). Przeprowadzimy test
hipotezy

H0 : (∗) jest próbk¡ losow¡ z U(0, 1)

na poziomie istotno±ci 0.1. Dystrybuanta rozkªadu jednostajnego jest równa
F (x) = x dla 0 < x < 1. Sposób obliczania statystyki D10 pokazuje nast¦-
puj¡ca tabelka:

Xi:10 (i− 1)/10 i/10 i/10−Xi:10 Xi:10 − (i− 1)/10

0.0846 0.0 0.1 0.0154 0.0846
0.3086 0.1 0.2 −0.1086 0.2086
0.3662 0.2 0.3 −0.0662 0.1662
0.3751 0.3 0.4 0.0249 0.0751
0.4085 0.4 0.5 0.0915 0.0085
0.5267 0.5 0.6 0.0733 0.0267
0.6264 0.6 0.7 0.0736 0.0264
0.7952 0.7 0.8 0.0048 0.0952
0.8306 0.8 0.9 0.0694 0.0306
0.8329 0.9 1.0 0.1671 −0.0671

Wida¢, »e D+
10 = 0.1671 i D−

10 = 0.2086 (najwi¦ksze liczby w dwóch ostat-
nich kolumnach). St¡d D10 = 0.2086. Warto±¢ krytyczna statystyki D10,
odczytana z tablic, jest równa d0.9 = 0.369. Test Koªmogorowa nie odrzuca
hipotezy, »e nasz ci¡g jest próbk¡ z rozkªadu U(0, 1). Do±wiadczenie nie daªo
powodów, by kwestionowa¢ generator.
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Nast¦pny przykªad ilustruje u»ycie R-owskiej funkcji ks.test()

> X=c(0.4085, 0.5267, 0.3751, 0.8329, 0.0846, 0.8306, 0.6264,
0.3086, 0.3662, 0.7952)
> ks.test(X,punif)

One-sample Kolmogorov-Smirnov test

data: X
D = 0.2086, p-value = 0.7037
alternative hypothesis: two.sided

Drugim parametrem funkcji ks.test() jest nazwa funkcji obliczaj¡cej dys-
trybuant¦ rozkªadu sprecyzowanego w H0, w naszym przypadku punif().
Implementacja testu Koªmogorowa-Smirnowa w R automatycznie oblicza do-
kªadn¡ p-warto±¢, je±li n 6 100, za± dla n > 100 u»ywa asymptotycznej
aproksymacji.

Warto jeszcze obejrze¢ dystrybuant¦ empiryczn¡ na tle �prawdziwej� dystry-
buantu U(0, 1).

Komputer pozwala powtarza¢ caª¡ zabaw¦ niemal bez ogranicze«. Opisane
wy»ej �do±wiadczenie losowe� (10-krotne wywoªanie funkcji random) wyko-
nali±my 10000 razy. Za ka»dym razem obliczyli±my warto±¢ statystyki D10.
W 1012 przypadkach warto±¢ statystyki przekroczyªa 0.369. Test Koªmo-
gorowa �odrzuciª hipotez¦ H0� 1012 razy. Poniewa» poziom istotno±ci testu
jest równy 0.1 = 1000/10000, zgodno±¢ z przewidywaniami teorii jest uderza-
j¡ca. To oczywi±cie ±wiadczy o tym, »e wyprodukowany przez generator ci¡g
100000 liczb bardzo dobrze na±laduje ci¡g niezale»nych zmiennych losowych
o rozkªadzie jednostajnym. Gdyby test �odrzucaª H0� zbyt rzadko, wtedy
mieliby±my powód do niepokoju.
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Dystrybuabta empiryczna i �hipotetyczna� dla 10-cio elementowej próbki.

¤
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Testy dla dwóch próbek

Rozpatrzmy dwa ci¡gi obserwacji: X1, . . . , Xn i Y1, . . . , Ym. Zakªadamy, »e
s¡ to próbki z rozkªadów o dystrybuantach, odpowiednio, F i G:

X1, . . . , Xn ∼ F, Y1, . . . , Ym ∼ G.

Stawiamy hipotez¦, »e obie próbki pochodz¡ z tego samego rozkªadu praw-
dopodobie«stwa:

H0 : F = G.

Sens tej hipotezy jest taki, »e dwa do±wiadczenia losowe nie ró»ni¡ si¦ w
istotny sposób. Najcz¦±ciej oba do±wiadczenia przeprowadzamy w nieco od-
miennych warunkach. Chcemy skontrolowa¢ przypuszczenie, »e ta odmien-
no±¢ nie wpªywa na przebieg zjawiska.

6.2.14 PRZYK�AD. Zbadano iloraz inteligencji n uczniów szkoªy �X� i m
uczniów szkoªy �Y �. Przykªadowe dane, dla n = 7 i m = 6, wygl¡daj¡
nast¦puj¡co:

X 110 112 115 98 130 123 141
Y 88 135 140 95 125 138

Stawiamy hipotez¦, »e poziom inteligencji uczniów obu szkóª jest taki sam.
Matematycznie, hipoteza sprowadza si¦ do przypuszczenia, »e X-y i Y -i s¡
próbkami losowymi z tego samego rozkªadu prawdopodobie«stwa. ¤

Przedstawimy kilka testów hipotezy H0 : F = G w problemie dwóch próbek.
Sposób stosowania ka»dego z tych testów zilustrujemy na Przykªadzie 6.2.14.
Przyznajmy od razu, »e przedstawimy testy, przeznaczone w zasadzie do
porównywania rozkªadów ci¡gªych. Iloraz inteligencji jest zmienn¡ dyskretn¡,
bo przyjmuje tylko warto±ci caªkowite. Liczba tych warto±ci jest jednak na
tyle du»a, »e rozkªad ci¡gªy mo»emy uzna¢ za rozs¡dne przybli»enie.

Dwupróbkowy test Koªmogorowa-Smirnowa. Idea tego testu jest po-
dobna do testu jednopróbkowego, omówionego poprzednio. Porównujemy
teraz dwie dystrybuanty empiryczne � t¦ dla X-ów i t¦ dla Y -ów:

Dn,m = sup
−∞<z<∞

|F̂n(z)− Ĝm(z)|,
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gdzie

F̂n(z) =
1

n

n∑
i=1

I(Xi 6 z), Ĝm(z) =
1

m

m∑
i=1

I(Yi 6 z).

Je±li hipoteza H0 jest prawdziwa, to rozkªad statystyki Dn,m nie zale»y od F
pod warunkiem, »e dystrybuanta F jest ci¡gªa. Zachodzi przy tym zbie»no±¢

P
(√

nm

n + m
Dn,m 6 d

)
→ K(d), (n, m →∞).

Dystrybuanta K jest tu ta sama, co w Twierdzeniu 6.2.12. Sposób post¦-
powania jest podobny, jak dla testu jednopróbkowego. Odrzucamy H0, je±li
Dn,m > c. W praktyce korzystamy z gotowej funkcji, która oblicza Dn,m i
(dokªadn¡ lub przybli»on¡) p-warto±¢.

6.2.15 PRZYK�AD. Prze±led¹my zastosowanie testu Koªmogorowa-Smirnowa
na danych przedstawionych w Przykªadzie 6.2.14. Sposób obliczania staty-
styki Dn,m pokazuje nast¦puj¡ca tabelka:

z F̂n(z) Ĝm(z) |F̂n(z)− Ĝm(z)|

88 Y 0/7 1/6 7/42
95 Y 0/7 2/6 14/42
98 X 1/7 2/6 8/42
110 X 2/7 2/6 2/42
112 X 3/7 2/6 4/42
115 X 4/7 2/6 10/42
123 X 5/7 2/6 16/42
125 Y 5/7 3/6 9/42
130 X 6/7 3/6 15/42
135 Y 6/7 4/6 8/42
138 Y 6/7 5/6 1/42
140 Y 6/7 6/6 6/42
141 X 7/7 6/6 0/42

Wida¢, »e D7,6 = 16/42. Test na poziomie istotno±ci 0.05 odrzuca H0 je-
±li statystyka przekracza 30/42 (to mo»na odczyta¢ z tablic). Konkluzja
jest taka, »e nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej. Dane nie s¡
sprzeczne z zaªo»eniem, »e poziom inteligencji uczniów w obu szkoªach ma
ten sam rozkªad prawdopodobie«stwa. ¤
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Test serii. Porz¡dkujemy poª¡czon¡ próbk¦ X1, . . . , Xn, Y1, . . . , Ym w kolej-
no±ci rosn¡cej. W tym uporz¡dkowanym ci¡gu liczymy serie. Seri¡ nazy-
wamy ci¡g s¡siaduj¡cych ze sob¡ elementów z tej samej próbki, to znaczy
X-ów lub Y -ów. Niech zmienna losowa K b¦dzie liczb¡ serii. Je±li H0 jest
prawdziwa, czyli F = G, to uporz¡dkowanie poª¡czonej próbki jest równo-
wa»ne ustawieniu n klocków z liter¡ X i m klocków z liter¡ Y w losowej
kolejno±ci. Je±li liczba serii K jest zbyt maªa, znaczy to, »e X-y i Y -i s¡
�zbyt sªabo przemieszane�. W takiej sytuacji jeste±my skªonni odrzuci¢ H0.
Policzenie P(K = k) w �klockowym� schemacie jest elementarnym (co nie
znaczy, »e ªatwym!) zadaniem kombinatorycznym. Dost¦pne s¡ tablice, po-
daj¡ce rozkªad liczby serii dla danych n i m. Pozwalaj¡ one odpowiednio
dobra¢ obszar krytyczny testu serii.

Wró¢my do danych z Przykªadu 6.2.14. Test serii na poziomie istotno±ci
0.05 prowadzi do odrzucenia H0 : F = G je±li K < 5 (dla n = 7 i m = 6).
Uporz¡dkowanie poª¡czonej próbki obrazuje tabelka:

88 95 98 110 112 115 123 125 130 135 138 140 141
Y Y X X X X X Y X Y Y Y X

Mamy K = 6 serii. Nie odrzucamy H0 na poziomie istotno±ci 0.05. Test serii
prowadzi do takiej samej konkluzji, co test Koªmogorowa-Smirnowa. ¤

Test Wilcoxona-Manna-Whitneya. Jest to kolejny test �kombinato-
ryczny� hipotezy H0 : F = G. Podobnie jak poprzednio, statystyka testowa
zale»y od kolejno±ci X-ów i Y -ów w poª¡czonej, uporz¡dkowanej próbce.
Niech W oznacza sum¦ rang X-ów. Rang¡ nazywamy numer elementu w
uporz¡dkowanej próbce. Niech U oznacza sum¦ inwersji X-ów. Inwersj¡
X-a nazywamy liczb¦ Y -ów poprzedzaj¡cych go w uporz¡dkowanej próbce.
Dla danych z Przykªadu A, rangi poszczególnych elementów s¡ napisane w
dolnym wierszu tabelki:

88 95 98 110 112 115 123 125 130 135 138 140 141
Y Y X X X X X Y X Y Y Y X
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

Zatem W = 3+4+5+6+7+9+13 = 47. Z kolei U = 2+2+2+2+2+3+6 = 19.
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Oto kilka spostrze»e« na temat statystyk W i U . Po pierwsze, obie te staty-
styki s¡ równowa»ne, bo jest mi¦dzy nimi prosta zale»no±¢:

W =
n(n + 1)

2
+ U.

Istotnie, je±li oznaczymy przez Ri oraz Ii odpowiednio, rang¦ i inwersj¦ i-tego
co do wielko±ci X-a to ªatwo si¦ przekona¢, »e W =

∑n
i=1 Ri =

∑n
i=1(i +

Ii) = n(n + 1)/2 + U . Ka»dy test zale»¡cy od statystyki W mo»na wyrazi¢
przy pomocy U i odwrotnie. Jest tylko spraw¡ gustu, któr¡ z nich wolimy
si¦ posªugiwa¢. Napiszmy teraz W = WX i U = UX . Niech WY i UY

oznaczaj¡ sum¦ rang i sum¦ inwersji Y -ów (okre±lone tak samo, tylko obie
próbki zamieniaj¡ si¦ rolami). Mamy

UX + UY = mn,

bo WX + WY =
∑n+m

i=1 i = (n + m)(n + m + 1)/2 = UX + n(n + 1)/2 +
UY + m(m + 1)/2. Wreszcie zauwa»my, »e rozkªad zmiennej losowej U jest
symetryczny w tym sensie, »e

P(U = u) = P(U = nm− u).

�eby to uzasadni¢, wystarczy rozwa»y¢ uporz¡dkowanie poª¡czonej próbki w
odwrotnej, malej¡cej kolejno±ci.

Rzecz jasna, odrzucamy H0 : F = G wtedy, gdy UX lub UY jest zbyt du»e.
Ze wzgl¦du na wspomnian¡ wªasno±¢ symetrii, znajdujemy takie u, »e

P(U < u) = P(U > mn− u) 6 α/2,

przy prawdziwo±ci H0. Odrzucamy H0 je±li U < u lub U > mn − u. W
naszym przykªadzie, dla poziomu istotno±ci α = 0.05, dla n = 7 i m = 6,
warto±¢ krytyczna u jest równa u = 7. Nie odrzucamy H0.

W praktyce, tak jak w naszym przykªadzie, test Wilcoxona bywa stosowany
do próbek z rozkªadów dyskretnych (cho¢ teoretycznie ten test wymaga zaªo-
»enia o ci¡gªo±ci rozkªadów). W takiej sytuacji mog¡ pojawi¢ si¦ tak zwane
�w¦zªy�, czyli równe obserwacje pochodz¡ce z ró»nych próbek. Wyobra¹my
sobie, »e w naszym Przykªadzie A, w próbce X-ów pojawiªa si¦ dodatkowa,
ósma obserwacja, równa 140. Poniewa» w próbce Y -ów jest te» obserwacja
równa 140, nie wiadomo, której z nich przypisa¢ rang¦ 12, a której 13. Stosuje
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si¦ wyj±cie kompromisowe: ka»dej z dwóch obserwacji przypisuje si¦ �rang¦�
12.5. W rezultacie, suma rang X-ów w poª¡czonej, 14-elementowej próbce
przyjmuje teraz warto±¢ W = 3 + 4 + 5 + 6 + 7 + 9 + 12.5 + 14 = 60.5. Suma
inwersji X-ów przyjmuje waro±¢ U = 2 + 2 + 2 + 2 + 2 + 3 + 5.5 + 6 = 24.5.
Czytelnik zechce to sprawdzi¢. Dodajmy, »e taki sposób post¦powania ma
tylko heurystyczne uzasadnienie, ale jest stosowany w praktyce.

Na zako«czenie wspomnijmy, »e dla du»ych n i m, rozkªad statystyki U jest
w przybli»eniu normalny,

N

(
nm

2
,
nm(n + m + 1)

12

)
.

Przybli»ony test na poziomie istotno±ci α jest wi¦c taki: odrzucamy H0 je±li
∣∣∣U − nm

2

∣∣∣ > z1−α/2

√
nm(n + m + 1)

12
,

gdzie z1−α/2 jest kwantylem rozkªadu N(0, 1). ¤

Zwró¢my uwag¦, »e odeszli±my ju» w ostatnich przykªadach od prostego sche-
matu przedstawionego we wst¦pie do tego rozdziaªu. W problemie dwóch
próbek, hipoteza zerowa nie precyzuje dokªadnie rozkªadu prawdopodobie«-
stwa (modelu probabilistycznego). Mamy do czynienia z caª¡ rodzin¡ roz-
kªadów prawdopodobie«stwa (modelem statystycznym), w którym F = G
ale wspólna dystrybuanta mo»e by¢ dowolna. Mimo to, potra�li±my skon-
struowa¢ statystyki testowe, których rozkªad prawdopodobie«stwa jest taki
sam dla wszystkich rozkªadów prawdopodobie«stwa speªniaj¡cych hipotez¦
zerow¡. To jest typowa sytuacja.

Testowanie zgodno±ci z typem rozkªadu

Obserwujemy próbk¦ X1, . . . , Xn z pewnego nieznanego rozkªadu o dystry-
buancie F . Przypuszczamy, »e jest to rozkªad normalny. Stawiamy hipotez¦

H0 : X1, . . . , Xn ∼ N(µ, σ2) dla pewnych µ, σ.

Inaczej,
H0 : F (x) = Φ

(
x− µ

σ

)
dla pewnych µ, σ.
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Poznane przez nas testy zgodno±ci wymagaj¡ pewnych mody�kacji, bo rozpa-
trywana teraz hipoteza zerowa jest zªo»ona, to znaczy nie precyzuje jednego
rozkªadu prawdopodobie«stwa, tylko caª¡ rodzin¦ rozkªadów.

Test chi-kwadrat. Najpierw dane ci¡gªe musimy zdyskretyzowa¢, w sposób
ju» wcze±niej wyja±niony. Wybieramy punkty −∞ = a0 < a1 < · · · <
ak = ∞ i dzielimy prost¡ na rozª¡czne przedziaªy. Oznaczamy przez Ni

liczb¦ obserwacji wpadaj¡cych do i-tego przedziaªu. Warto±ci obserwowane
porównujemy z warto±ciami oczekiwanymi np̂i, gdzie

p̂i = Φ

(
ai − µ̂

σ̂

)
− Φ

(
ai−1 − µ̂

σ̂

)
.

W zasadzie, nale»y za estymatory µ i σ przyj¡¢ ENW obliczone dla zdy-
skretyzowanych zmiennych. Zgodnie z tym co powiedzieli±my, te ENW s¡
rozwi¡zaniem ukªadu równa«

∑
i

Ni
1

pi

∂pi

∂µ
= 0,

∑
i

Ni
1

pi

∂pi

∂σ
= 0.

Statystyka χ2 ma asymptotyczny rozkªad χ2(k − 3) (bo estymujemy 2 pa-
rametry). W praktyce, rozwi¡zywanie napisanych wy»ej równa« jest zbyt
kªopotliwe i przyjmuje si¦, »e wstawienie �zwyczajnych� estymatorów µ̂ = X̄
i σ̂ = S we wzory na pi niewiele zmienia rozkªad statystyki χ2.

Dokªadnie w ten sam sposób mo»na testowa¢ inne hipotezy �zgodno±ci z
typem rozkªadu�, czyli

H0 : F = Fθ dla pewnego θ,

gdzie {Fθ} jest dan¡ parametryczn¡ rodzin¡ dystrybuant (rozkªadów wy-
kªadniczych, gamma itp.). ¤

Test Koªmogorowa-Lilieforsa. Hipotez¦ o normalno±ci rozkªadu mo»na
testowa¢ przy pomocy zmody�kowanej statystyki Koªmogorowa

D′
n = sup

−∞<x<∞

∣∣∣∣F̂n(x)− Φ

(
x− X̄

S

)∣∣∣∣ .

W tej formie, statystyka zwi¡zana jest z nazwiskiem Lilieforsa. Warto±ci
krytyczne s¡ stablicowane. Jak ªatwo zgadn¡¢, s¡ mniejsze od warto±ci kry-
tycznych �zwykªego� testu Koªmogorowa-Smirnowa (tego dla prostej hipo-
tezy zerowej). Sytuacja jest faktycznie znacznie gorsza, ni» dla testu χ2:
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rozkªad statystyki Koªmogorowa-Lilieforsa zale»y w istotny sposób od faktu,
»e obserwacje maj¡ rozkªad normalny. Porównaj, dla kontrastu, Stwierdzenie
6.2.7. Je±li chcieliby±my w podobny sposób testowa¢ (powiedzmy) hipotez¦,
»e rozkªad jest wykªadniczy, to ªatwo napisa¢ odpowiednio zmody�kowan¡
statystyk¦ Koªmogorowa-Smirnowa � ale trudno ustali¢ warto±ci krytyczne.
¤
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Rozdziaª 7

Teoria testowania hipotez

Przeanalizujemy zagadnienie testowania hipotez statystycznych w sposób
bardziej formalny, ni» w poprzednim rozdziale. Punktem wyj±cia jest model
statystyczny, a wi¦c przestrze« Ω = X wyposa»ona w rodzin¦ {Pθ, θ ∈ Θ}
rozkªadów prawdopodobie«stwa.

7.1 De�nicje

Nasze rozwa»ania b¦d¡ miaªy do±¢ ogólny i abstrakcyjny charakter. Hipo-
tezy statystyczne, czyli wypowiedzi na temat rozkªadu prawdopodobie«stwa,
uto»samiamy z podzbiorami przestrzeni parametrów Θ (tak, jak zdarzenia
losowe uto»samiamy z podzbiorami przestrzeni próbkowej Ω). Mówi¡c o za-
gadnieniu testowania, zawsze b¦dziemy rozwa»ali hipotez¦ zerow¡

H0 : θ ∈ Θ0

i hipotez¦ alternatywn¡

H1 : θ ∈ Θ1.

121
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Zakªadamy, »e Θ0 i Θ1 s¡ podzbiorami przestrzeni Θ takimi, »e Θ0∩Θ1 = ∅.
Znaczy to, »e H0 i H1 wzajemnie si¦ wykluczaj¡. Obie �konkurencyjne� hi-
potezy traktujemy nierównoprawnie. Zasadniczo, interpretacja jest taka: H0

jest zaªo»eniem obowi¡zuj¡cym do czasu, gdy pojawi¡ si¦ dane do±wiadczalne
sprzeczne (lub raczej �bardzo trudne do pogodzenia�) z t¡ hipotez¡. Z kolei,
H1 jest �ewentualno±ci¡, z któr¡ powinni±my si¦ liczy¢�, je±li przyjdzie nam
zrezygnowa¢ z hipotezy H0. Testem hipotezy H0 przeciw alternatywie H1

nazywamy statystyk¦

δ : X → {0, 1}.

Warto±¢ �1� interpretujemy jako decyzj¦ o odrzuceniu H0, za± �0� oznacza,
»e nie odrzucamy H0. Zbiór K = {x ∈ X : δ(x) = 1} nazywamy obszarem
krytycznym testu. Przewa»nie test ma posta¢ δ(X) = I(T (X) > c), gdzie
T (X) jest pewn¡ �wygodn¡� statystyk¡, zwan¡ statystyk¡ testow¡, za± c jest
liczb¡ zwan¡ warto±ci¡ krytycznym. Tak wi¦c,

je±li T (X) > c czyli δ(X) = 1 czyli X ∈ K, to odrzucamy H0;

je±li T (X) 6 c czyli δ(X) = 0 czyli X 6∈ K, to nie odrzucamy H0.

Oczywi±cie, jest tylko spraw¡ wygody, czy okre±lamy funkcj¦ δ, T i c, czy
zbiór K: s¡ to trzy równowa»ne sposoby opisu testu. Istotne jest to, »e
test jest reguª¡ podejmowania decyzji w zale»no±ci od wyniku obserwacji.
Poniewa» obserwacje s¡ losowe, musimy czasem popeªnia¢ bª¦dy. Skutki
dziaªania testu przedstawimy tak:

stan rzeczy \ decyzja δ = 0 δ = 1

H0 prawdziwa O.K. bª¡d I rodzaju
H1 prawdziwa bª¡d II rodzaju O.K.

B¦dziemy równie» mówi¢, »e decyzja �0� oznacza akceptacj¦ H0 a decyzja �1�
� akceptacj¦ H1. Niektórzy statystycy starannie unikaj¡ takich sformuªowa«.
To jednak kwestia interpretacji decyzji. Statystyka nie zajmuje si¦ skutkami
bª¦dnych decyzji, tylko bada cz¦sto±¢ podejmowania takich decyzji. Niech
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1− β(θ) = Pθ (δ(X) = 1)

oznacza prawdopodobie«stwo odrzucenia H0. Nazwiemy 1 − β(θ) funkcj¡
mocy testu δ. Interpretacja tej funkcji jest odmienna dla θ ∈ Θ0 i θ ∈ Θ1:

Je±li θ ∈ Θ0 to
1− β(θ) = Pθ (δ(X) = 1) jest prawdopodobie«stwem bª¦du I rodzaju.

Je±li θ ∈ Θ1 to
β(θ) = Pθ (δ(X) = 0) jest prawdopodobie«stwem bª¦du II rodzaju.

Za klasyczn¡ teori¡ testowania stoi wa»na idea metodologiczna. Jest to za-
sada konserwatyzmu: nie nale»y rezygnowa¢ z ustalonej teorii (hipotezy ze-
rowej), je±li nie ma po temu koniecznych lub przynajmniej bardzo wyra¹nych
powodów. Wobec tego staramy si¦ przede wszystkim kontrolowa¢ prawdopo-
dobie«stwo bª¦du I rodzaju. Interesowa¢ nas b¦d¡ testy, dla których praw-
dopodobie«stwo bª¦du I rodzaju nie przekracza zadanej z góry, maªej liczby.
Spo±ród takich i tylko takich testów postaramy si¦ wybra¢ te, które maj¡
mo»liwie maªe prawdopodobie«stwo bª¦du II rodzaju.

Jest jeszcze inny powód kontroli bª¦du I rodzaju. Cz¦sto w zastosowaniach za
H0 przyjmuje si¦ hipotez¦, której bª¦dne odrzucenie ma powa»niejsze skutki
ni» bª¦dne jej przyj¦cie. O przykªady takich sytuacji praktycznych nie jest
trudno. Wyobra¹my sobie, »e zadaniem statystyka jest porównanie skutecz-
no±ci dwóch leków: A i B. Przypu±¢my, »e lek A jest od dawna stosowany,
jego dziaªanie i skutki uboczne s¡ dobrze znane. Lek B jest nowy i jego sto-
sowanie wi¡»e si¦ z pewnym ryzykiem. W takiej sytuacji statystyk powinien
za hipotez¦ zerow¡ przyj¡¢ H0: �lek A jest nie mniej skuteczny, ni» B�. W
istocie, bª¡d I rodzaju polegaj¡cy na pochopnym odrzuceniu H0 mo»e narazi¢
pacjentów na niebezpiecze«stwo � tego staramy si¦ przede wszystkim unik-
n¡¢. Bª¡d II rodzaju mo»e tylko troch¦ opó¹ni¢ post¦p w metodach leczenia
i jest mniej gro¹ny w skutkach.

7.1.1 DEFINICJA. Mówimy, »e δ jest testem na poziomie istotno±ci
α, je±li

sup
θ∈Θ0

Pθ (δ(X) = 1) 6 α.
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Za poziom istotno±ci α przyjmuje si¦ zwykle �okr¡gª¡, maª¡� liczb¦, na przy-
kªad α = 0.01 lub α = 0.05. Zgodnie z tym co powiedzieli±my wcze±niej,
wybór poziomu istotno±ci odzwierciedla nasz �stopie« konserwatyzmu�: im
bardziej przywi¡zani jeste±my do wyj±ciowej hipotezy H0, tym mniejsze wy-
bieramy α.

Zaªó»my, »e test ma posta¢ δ(X) = I(T (X) > c). Poziom krytyczny
testu lub inaczej p-warto±¢ jest to najmniejszy poziom istotno±ci przy którym
odrzucamy H0. Formalnie, je±li zaobserwujemy x ∈ X , to

p = sup
θ∈Θ0

Pθ(T (X) > T (x)).

7.1.2 DEFINICJA. Test δ∗ jest jednostajnie najmocniejszy na pozio-
mie istotno±ci α, je±li

(i) δ∗ jest testem na poziomie istotno±ci α;

(ii) dla ka»dego testu δ na poziomie istotno±ci α, mamy

Pθ (δ∗(X) = 1) > Pθ (δ(X) = 1)

dla ka»dego θ ∈ Θ1.

W skrócie, δ∗ jest TJNM (hipotezy H0 : θ ∈ Θ0 przeciw alternatywie H1 :
θ ∈ Θ1 na poziomie istotno±ci α).

7.2 Lemat Neymana-Pearsona

Niech θ0 i θ1 b¦d¡ ustalonymi punktami przestrzeni parametrów Θ. Rozwa-
»ymy dwie hipotezy proste:

H0 : θ = θ0, H1 : θ = θ1.

Znaczy to, »e Θ0 = {θ0} i Θ1 = {θ1} s¡ zbiorami jednopunktowymi. Niech
P0 i P1 oznaczaj¡ rozkªady prawdopodobie«stwa na przestrzeni próbkowej,
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odpowiadaj¡ce warto±ciom parametru θ0 i θ1. Zaªó»my, »e te rozkªady maj¡
g¦sto±ci f0 i f1. Niech X oznacza wektor obserwacji. Innymi sªowy, obie
hipotezy mo»emy sformuªowa¢ tak:

H0 : X ∼ f0, H1 : X ∼ f1.

7.2.1 TWIERDZENIE (Lemat Neymana - Pearsona). Niech

K∗ =

{
x ∈ X :

f1(x)

f0(x)
> c

}
.

Zaªó»my, »e P0(K
∗) = α i P1(K

∗) = β. Je±li K ⊂ X jest takim zbiorem, »e
P0(K) 6 α, to P1(K) 6 β.

Dowód. Poniewa»
∫

K∗ f0 >
∫

K
f0, wi¦c

∫
K∗\K f0 >

∫
K\K∗ f0. Pomnó»my t¦

ostatni¡ nierówno±¢ obustronnie przez c i skorzystajmy z faktu, »e f1 > cf0

na zbiorze K∗\K i cf0 > f1 na K\K∗. Otrzymujemy
∫

K∗\K f1 >
∫

K\K∗ f1 i
st¡d

∫

K∗
f1 >

∫

K

f1.

Dodajmy, »e nierówno±¢ jest ostra, je±li tylko
∫

K∗\K f0 > 0 i c > 0.

Popatrzmy na zbiory K∗ i K jak na obszary krytyczne testów δ∗ i δ. Z oczy-
wistych wzgl¦dów, δ∗ nazywamy testem ilorazu wiarogodno±ci. Lemat Ney-
mana - Pearsona stwierdza, »e test ilorazu wiarogodno±ci jest najmocniejszy
na poziomie istotno±ci α (przymiotnik � jednostajnie� mo»emy opu±ci¢, bo
hipoteza alternatywna jest prosta).
7.2.2 Uwaga. Przypu±¢my, »e f1 i f2 oznaczaj¡ g¦sto±ci prawdopodobie«-
stwa w �zwykªym� sensie, to znaczy obserwacja X jest zmienn¡ losow¡ �typu
ci¡gªego�. Je±li α jest zadan¡ z góry liczb¡ (0 < α < 1), to zazwyczaj
mo»na dobra¢ poziom krytyczny c testu ilorazu wiarogodno±ci tak, »eby
P0(f1(X)/f0(X) > c) = α. Nie b¦dziemy tego stwierdzenia ani u±ci±la¢
ani dowodzi¢, ale zobaczymy wkrótce na kilku przykªadach jak to si¦ robi.
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Z drugiej strony, �g¦sto±ci� w Twierdzeniu 7.2.1 mog¡ oznacza¢ dyskretne
funkcje prawdopodobie«stwa: fi(x) = Pi(X = x). Dowód jest taki sam,
tylko caªki trzeba zamieni¢ na sumy. Lemat Neymana - Pearsona pozostaje
prawdziwy dla obserwacji typu dyskretnego, ale przy jego stosowaniu po-
jawiaj¡ si¦ drobne trudno±ci. Dla danego α, mo»e nie istnie¢ c takie, »e
P0(f1(X)/f0(X) > c) = α. Wtedy najmocniejszy test na poziomie istot-
no±ci α mo»e nie by¢ testem ilorazu wiarogodno±ci (Zadanie ??). Pewnym
wyj±ciem jest u»ycie tak zwanych testów zrandomizowanych, w których uza-
le»nia si¦ decyzj¦ od przypadku. W naszych rozwa»aniach, w szczególno±ci w
De�nicji 7.1.2, ograniczyli±my si¦ dla uproszczenia do testów niezrandomizo-
wanych. Dokªadniejsza dyskusja wymagaªaby wi¦c bardziej ogólnej de�nicji
testu. Nie b¦dziemy si¦ tym zajmowa¢. ¤

Wspomnijmy, »e obszar krytyczny testu ilorazu wiarogodno±ci mo»na (i za-
zwyczaj wygodnie jest) napisa¢ w równowa»nej, �zlogarytmowanej� postaci
K∗ = {x : log f1(x) − log f0(x) > log c = const}. Wprowad¹my umow¦, »e
�const� jest �ogólnym� oznaczeniem poziomu krytycznego i mo»e w trakcie
rachunków reprezentowa¢ ró»ne liczby.

7.2.3 PRZYK�AD (Model normalny, test � jednostronny�). Zaªó»my, »e mamy
próbk¦ X1, . . . , Xn z rozkªadu N(µ, σ2), gdzie σ2 jest znane. Rozwa»my naj-
pierw dwie hipotezy proste: H0 : µ = µ0 przeciw H1 : µ = µ1, gdzie µ0 < µ1.
Zbudujemy test ilorazu wiarogodno±ci. Niech

fh(x1, . . . , xn) =
n∏

i=1

1√
2πσ

exp

[
− 1

2σ2
(xi − µh)

2

]
,

dla h = 0, 1. Mamy wi¦c
log f1(X1, . . . , Xn)− log f0(X1, . . . , Xn)

= − 1

2σ2

n∑
i=1

(Xi − µ1)
2 +

1

2σ2

n∑
i=1

(Xi − µ0)
2

=
1

2σ2

[
2

n∑
i=1

Xi(µ1 − µ0) + n(µ2
0 − µ2

1)

]
.

Test ilorazu wiarogodno±ci odrzuca H0 na rzecz H1, je±li powy»sze wyra»enie
przekracza pewn¡ staª¡. Ale tak si¦ dzieje wtedy i tylko wtedy, gdy X̄ >
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c dla pewnej (innej) staªej. Dopiero teraz doko«czymy nasz¡ konstrukcj¦,
stosownie wybieraj¡c c. Niech c = zσ/

√
n, gdzie z jest kwantylem rz¦du

1− α standardowego rozkªadu normalnego, czyli Φ(z) = 1− α:

odrzucamy H0, je±li X̄ > µ0 +
zσ√

n
.

Niech 1−β(µ) b¦dzie funkcj¡ mocy tego testu. Nasz wybór staªej c zapewnia,
»e 1− β(µ0) = α. Z lematu N-P wnioskujemy, »e jest to najmocniejszy test
H0 : µ = µ0 przeciw H1 : µ = µ1 na poziomie istotno±ci α. Mówili±my
na razie o dwóch hipotezach prostych, ale ten sam test jest równie» TJNM
H0 : µ 6 µ0 przeciw H1 : µ > µ0, na poziomie istotno±ci α. �eby to uzasadni¢,
posªu»ymy si¦ bardzo prost¡ argumentacj¡. Je±li test ma poziom istotno±ci
α, to w szczególno±ci 1 − β(µ0) 6 α. Dla dowolnego µ1 > µ0, spo±ród
testów speªniaj¡cych warunek 1 − β(µ0) 6 α, nasz test ma najwi¦ksz¡ moc
w punkcie µ1. Ale to znaczy, »e jest on jednostajnie najmocniejszym testem
przeciw alternatywie µ > µ0.

Na koniec przyjrzyjmy si¦ funkcji mocy naszego TJNM:

1− β(µ) = 1− Φ

(
z −√n

µ− µ0

σ

)
.

¤

Rodziny z monotonicznym ilorazem wiarogodno±ci. W Przykªadzie
7.2.3, konstrukcja TJNM opieraªa si¦ na spostrze»eniu, »e najmocniejszy
test test hipotezy prostej µ0 przeciw µ1 na poziomie istotno±ci α jest taki
sam dla wszystkich alternatyw µ1 > µ0. To rozumowanie mo»na uogól-
ni¢. Je±li mamy rodzin¦ g¦sto±ci {fθ} tak¡, »e dla wszystkich θ0 < θ1 iloraz
fθ1(x)/fθ0(x) jest rosn¡c¡ funkcj¡ pewnej statystyki T (x) to mówimy o rodzi-
nie z monotonicznym ilorazem wiarogodno±ci. W zagadnieniu � jednostron-
nym� H0 : θ 6 θ0 przeciw H1 : θ > θ0, TJNM na poziomie istotno±ci α ma
posta¢ T (X) > c, gdzie c jest staª¡, dobran¡ tak »eby Pθ0(T (X) > c) = α.
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Testy nieobci¡»one. Dla rodziny z monotonicznym ilorazem wiarogodno-
±ci, w zagadnieniu �dwustronnym� H0 : θ = θ0 przeciw H1 : θ 6= θ0, TJNM
po prostu nie istnieje. Rzeczywi±cie, test na poziomie istotno±ci α musi by¢
postaci T (X) > c1, »eby by¢ najmocniejszy w punkcie θ1 > θ0 i musi by¢
postaci T (X) < c2, »eby by¢ najmocniejszy w punkcie θ2 < θ0. Powstaje
podobny kªopot jak w teorii estymacji. Mamy do dyspozycji ró»ne testy,
z których »aden nie jest (uniwersalnie) najlepszy. Pewnym wyj±ciem jest
ograniczenie rozwa»a« do tak zwanych testów nieobci¡»onych.

7.2.4 DEFINICJA. Rozwa»my zagadnienie testowania H0 : θ ∈ Θ0 przeciw
H1 : θ ∈ Θ1. Test δ nazywamy nieobci¡»onym, je±li dla dowolnych θ0 ∈ Θ0

i θ1 ∈ Θ1 mamy
Pθ1(δ(X) = 1) > Pθ0(δ(X) = 1).

Innymi sªowy, dla testu nieobci¡»onego moc nigdzie nie spada poni»ej po-
ziomu istotno±ci. Jest to bardzo naturalne wymaganie.

7.2.5 PRZYK�AD (Model normalny, test �dwustronny�). W modelu z Przy-
kªadu 7.2.3, rozwa»my zagadnienie testowania

H0 : µ = µ0 przeciw H1 : µ 6= µ0.

TJNM, jak wiemy, nie istnieje. Rozwa»my test

odrzucamy H0, je±li |X̄ − µ0| > zσ√
n

,

gdzie z jest kwantylem rz¦du 1 − α/2, czyli Φ(z) = 1 − α/2. Funkcja mocy
rozwa»anego teraz testu jest nast¦puj¡ca:

1− β(µ) = 1− Φ

(
z −√n

µ− µ0

σ

)
+ Φ

(
−z −√n

µ− µ0

σ

)
.

Zauwa»my, »e 1 − β(µ0) = α i 1 − β(µ) > α dla µ 6= µ0. Zatem nasz test
jest testem nieobci¡»onym H0 : µ 6 µ0 przeciw H1 : µ > µ0 na poziomie
istotno±ci α. W istocie, mo»na pokaza¢ wi¦cej: jest to test najmocniejszy
spo±ród testów nieobci¡»onych na ustalonym poziomie istotno±ci. ¤
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Funkcje mocy dwóch testów jednostronnych H0 : µ = 0 (przeciw H1 : µ > 0
i przeciw H1 : µ < 0, Przykªad 7.2.3) oraz testu dwustronnego (przeciw
H1 : µ 6= 0, Przykªad 7.2.5) s¡ pokazane na rysunku. Przyj¦ty poziom
istotno±ci jest równy α = 0.05.
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7.3 Parametryczne testy istotno±ci

Rozpatrzmy model normalny. Zakªadamy, »e X1, . . . , Xn jest próbk¡ z
rozkªadu N(µ, σ2) z nieznanymi paramerami µ i σ. Przedstawimy kilka typo-
wych testów w tym modelu. B¦dziemy rozpatrywali zªo»one hipotezy zerowe
i przedstawimy testy, które nie s¡ jednostajnie najmocniejsze, bo TJNM po
prostu nie istniej¡. Estymatory X̄ i S2 oznaczaj¡ to, co zwykle.

Test Studenta

Test H0 : µ = µ0 przeciwko H1 : µ > µ0, gdzie µ0 jest ustalon¡ liczb¡. Na
poziomie istotno±ci α, odrzucamy H0, gdy

√
n

X̄ − µ0

S
> t, t = t1−α(n− 1).

Test H0 : µ = µ0 przeciwko H1 : µ 6= µ0, gdzie µ0 jest ustalon¡ liczb¡. Na
poziomie istotno±ci α, odrzucamy H0, gdy

√
n
|X̄ − µ0|

S
> t, t = t1−α/2(n− 1).

Zajmiemy si¦ teraz problemem porównania populacji, z których pochodz¡
dwie (niezale»ne) próbki. Niech X1, . . . , Xn ∼ N(µX , σ2

X) i Y1, . . . , Ym ∼
N(µY , σ2

Y ). Znaczenie symboli X̄, Ȳ , S2
X i S2

Y jest oczywiste (i takie samo,
jak w Przykªadzie 2.2.7).

Dwupróbkowy test Studenta.

Test H0 : µX = µY przeciwko H1 : µX > µY . Zakªadamy, »e σ2
X = σ2

Y .
Testujemy wi¦c hipotez¦ o równo±ci warto±ci oczekiwanych, nie kwestionuj¡c
zaªo»enia o równo±ci wariancji. Odrzucamy H0, gdy

X̄ − Ȳ√
(n− 1)S2

X + (m− 1)S2
Y

√
nm

n + m
(n + m− 2) > t, t = t1−α(n+m−2).

Pozostawiamy Czytelnikowi oczywist¡ mody�kacj¦ procedury testowania, gdy
alternatywa jest dwustronna: H0 : µX = µY przeciwko H1 : µX 6= µY .
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Testy dotycz¡ce wariancji

Test H0 : σ = σ0 przeciwko H1 : σ > σ0, gdzie σ0 jest ustalon¡ liczb¡.
Odrzucamy H0, gdy

n− 1

σ2
0

S2 > c, c = χ2
1−α(n− 1).

Test H0 : σ = σ0 przeciwko H1 : σ 6= σ0, gdzie σ0 jest ustalon¡ liczb¡.
Odrzucamy H0, gdy

n− 1

σ2
0

S2 > c2 lub n− 1

σ2
0

S2 < c1, c1 = χ2
α/2(n− 1), c2 = χ2

1−α/2(n− 1).

Zajmiemy si¦ teraz problemem porównania populacji, z których pochodz¡
dwie (niezale»ne) próbki. Niech X1, . . . , Xn ∼ N(µX , σ2

X) i Y1, . . . , Ym ∼
N(µY , σ2

Y ). Znaczenie symboli X̄, Ȳ , S2
X i S2

Y jest oczywiste (i takie samo,
jak w Przykªadzie 2.2.7).

Test H0 : µX = µY przeciwko H1 : µX > µY . Zakªadamy, »e σ2
X = σ2

Y .
Testujemy wi¦c hipotez¦ o równo±ci warto±ci oczekiwanych, nie kwestionuj¡c
zaªo»enia o równo±ci wariancji. Odrzucamy H0, gdy

X̄ − Ȳ√
(n− 1)S2

X + (m− 1)S2
Y

√
nm

n + m
(n + m− 2) > t, t = t1−α(n+m−2).

Pozostawiamy Czytelnikowi oczywist¡ mody�kacj¦ procedury testowania, gdy
alternatywa jest dwustronna: H0 : µX = µY przeciwko H1 : µX 6= µY . ¤

7.4 Test ilorazu wiarogodno±ci

Rozwa»my dwa modele statystyczne (na tej samej przestrzeni obserwacji).
W modelu pierwszym mamy do czynienia z rodzin¡ rozkªadów prawdopo-
dobie«stwa o g¦sto±ciach f0(θ0, x), gdzie θ0 ∈ Θ0, za± w modelu drugim
mamy g¦sto±ci f1(θ1, x), gdzie θ1 ∈ Θ1. Chcemy zdecydowa¢, który z dwóch
konkuruj¡cych modeli wybra¢ do opisu do±wiadczenia losowego, w którym
pojawiªa si¦ obserwacja X. Zgodnie z klasycznym schematem testowania
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hipotez, oba modele nie b¦d¡ traktowane równoprawnie: pierwszy z nich
odgrywa rol¦ �hipotezy zerowej�, z której nie mamy ochoty rezygnowa¢ bez
wyra¹nej konieczno±ci. Rozwa»amy zatem zagadnienie testowania

H0 : X ∼ f0(θ0, ·) dla pewnego θ0 ∈ Θ0

przeciw

H1 : X ∼ f1(θ1, ·) dla pewnego θ1 ∈ Θ1.

W istocie, jeste±my w podobnej sytuacji jak w Lemacie Neymana - Pearsona
z t¡ ró»nic¡, »e dwa konkurencyjne modele s¡ statystyczne, a nie probabi-
listyczne. Modele zawieraj¡ nieznane parametry (θ0 i θ1). Rzecz jasna, to
bardzo komplikuje spraw¦ i nie mo»emy bezpo±rednio odwoªa¢ si¦ do Lematu
N-P. Spróbujemy na±ladowa¢ ide¦ testu ilorazu wiarogodno±ci, z koniecznymi
mody�kacjami. Za statystyk¦ testow¡ przyjmiemy

λ =
supθ1∈Θ1

f1(θ1, X)

supθ0∈Θ0
f0(θ0, X)

.

Innymi sªowy,

λ =
f1(θ̂1, X)

f0(θ̂0, X)
,

gdzie θ̂0 = θ̂0(X) i θ̂1 = θ̂1(X) s¡ estymatorami najwi¦kszej wiarogodno±ci od-
powiednio w pierwszym i drugim modelu. Odrzucamy H0, je±li λ > c, gdzie
c jest pewn¡ staª¡. Konstrukcj¦ tego testu mo»na nieformalnie uzasadni¢
tak: porównujemy �najwi¦ksz¡ szans¦ otrzymania obserwacji X, gdy praw-
dziwa jest hipoteza H1� i �najwi¦ksz¡ szans¦, gdy prawdziwa jest hipoteza
H0�. Dostatecznie du»a warto±¢ ilorazu tych najwi¦kszych szans sugeruje od-
rzucenie H0 na rzecz H1. Nasze rozwa»ania s¡ tak ogólne i abstrakcyjne, »e
niewiele mo»na powiedzie¢ o wªasno±ciach testu. Nie mo»emy poda¢ ogól-
nego sposobu wyznaczania staªej c tak, »eby test byª na zaªo»onym poziomie
istotno±ci. Czasami to mo»e by¢ bardzo trudne, chocia» w niektórych kon-
kretnych sytuacjach daje si¦ zrobi¢.
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7.4.1 PRZYK�AD (Rozkªad wykªadniczy, czy rozkªad Gamma?). Chcemy
rozstrzygn¡¢, czy próbka X1, . . . , Xn pochodzi z rozkªadu wykªadniczego
Ex(θ) = Gamma(1, θ), czy raczej z rozkªadu Gamma(2, θ). W obu mode-
lach, θ odgrywa rol¦ nieznanego �parametru skali�. Je±li f(x) jest g¦sto±ci¡
(pojedynczej) obserwacji, to nasze zagadnienie mo»emy zapisa¢ tak: testu-
jemy hipotez¦ zerow¡

H0 : f(x) = f0(θ, x) = θe−θx dla pewnego θ > 0,

przeciw alternatywie

H1 : f(x) = f1(θ, x) = θ2xe−θx dla pewnego θ > 0.

Dla H0, czyli w modelu wykªadniczym, ENW(θ) = θ̂0 = 1/X̄. Dla H1, w
alternatywnym modelu Gamma, ENW(θ) = θ̂1 = 2/X̄. Zatem

λ =

∏
i f1(θ̂1, Xi)∏
i f0(θ̂0, Xi)

=

∏
i(θ̂

2
1Xi exp

[
−θ̂1Xi

]

∏
i(θ̂0 exp

[
−θ̂0Xi

]

= const
∏

i

Xi∑
k Xk

.

Oznaczmy Sn =
∑

i Xi. Test ma posta¢:

wybieramy model Gamma(2, θ), je±li
∏

i(Xi/Sn) > c.

Je±li ustalimy poziom istotno±ci α, to mo»na dobra¢ staª¡ c tak, »eby w
modelu wykªadniczym równo±¢ Pθ (

∏
i(Xi/Sn) > c) = α zachodziªa dla ka»-

dego θ. Statystyka testowa ma dla dowolnego θ taki sam rozkªad praw-
dopodobie«stwa jak dla θ = 1. Jest tak dlatego, »e θ jest �parametrem
skali�. Znaczy to tyle: je±li Xi ∼ Ex(λ) to Yi = λXi ∼ Ex(1). Ale∏

(Xi/
∑

Xk) =
∏

(Yi/
∑

Yk). Statystyka testowa, policzona dla X-ów
(czyli dla próbki z rozkªadu Ex(λ)) ma t¦ sam¡ warto±¢, co dla Y -ów (dla
próbki z rozkªadu Ex(1)). Z tego co powiedzieli±my, nie wynika, »e wyznacze-
nie staªej c w zale»no±ci od α jest numerycznie ªatwe. Jest jednak w zasadzie
proste. Wystarczy znale¹¢ rozkªad statystyki testowej przy zaªo»eniu, »e
Xi ∼ Ex(1) i za c wzi¡¢ kwantyl rz¦du 1− α tego rozkªadu. ¤
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Modele �zagnie»d»one�. Rozwa»my model statystyczny opisany przez
rodzin¦ g¦sto±ci prawdopodobie«stwa {fθ : θ ∈ Θ} i �zanurzony� w nim
mniejszy model {fθ : θ ∈ Θ0}, gdzie Θ0 ⊂ Θ. Interesuje nas pytanie:
czy mo»emy zaªo»y¢, »e mniejszy model Θ0 opisuje poprawnie do±wiadcze-
nie losowe, czy potrzebny jest wi¦kszy model Θ? Formalnie, zagadnienie
polega na zbudowaniu testu hipotezy H0 : θ ∈ Θ0 przeciw alternatywie
H1 : θ ∈ Θ\Θ0 = Θ1. Mo»emy wykorzysta¢ test ilorazu wiarogodno±ci
opisany w poprzednim punkcie. Skupimy si¦ na najbardziej typowej sytu-
acji, kiedy mniejszy model jest okre±lony przez naªo»enie dodatkowych ogra-
nicze« w postaci ukªadu równa«. Zaªó»my, »e Θ ⊂ Rd, dana jest funkcja
h : Rd → Rp i Θ0 = {θ ∈ Θ : h(θ) = 0}. Zauwa»my, »e równanie h(θ) = 0
jest faktycznie ukªadem p równa« z d �niewiadomymi�: wspóªrz¦dnymi wek-
tora θ = (θ1, . . . , θd). Jest raczej jasne, »e w �typowej� sytuacji Θ0 jest pod-
zbiorem �d− p-wymiarowym� zbioru �d-wymiarowego� Θ. W konsekwencji,
zazwyczaj mamy supθ∈Θ1

f(θ, X) = supθ∈Θ f(θ,X). Mo»emy statystyk¦ ilo-
razu wiarogodno±ci napisa¢ w nieco prostszej postaci

λ =
supθ∈Θ f(θ, X)

supθ∈Θ0
f(θ,X)

.

W liczniku mamy maksimum bezwarunkowe, po caªej przestrzeni parametrów
Θ. To maksimum jest osi¡gane w punkcie θ̂, czyli w ENW(θ) obliczonym dla
wi¦kszego modelu. W mianowniku jest maksimum warunkowe. Punkt, w
którym to maksimum jest osi¡gane oznaczamy przez θ̇ i nazywamy estyma-
torem najwi¦kszej wiarogodno±ci z ograniczeniami. Oczywi±cie θ̇ jest ENW(θ)
w mniejszym modelu i mamy h(θ̇) = 0. Reasumuj¡c, w zagadnieniu

H0 : h(θ) = 0 przeciw H1 : h(θ) 6= 0.

statystyka ilorazu wiarogodno±ci przybiera posta¢

λ =
f(θ̂, X)

f(θ̇, X)
,

gdzie
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f(θ̂) = sup
θ

f(θ,X),

f(θ̇) = sup
θ:h(θ)=0

f(θ, X), (h(θ̇) = 0).

7.4.2 PRZYK�AD (Zagadnienie dwóch próbek dla rozkªadu wykªadniczego).
Mamy dwie niezale»ne próbki: X1, . . . , Xn ∼ Ex(θX) i Y1, . . . , Yn ∼ Ex(θY ).
Zbudujemy test ilorazu wiarogodno±ci H0 : θX = θY przeciw H1 : θX 6= θY .
Parametrem jest para θ = (θX , θY ) Przestrze« parametrów jest �¢wiartk¡�
pªaszczyzny: Θ =]0,∞[2. To jest �du»y model�. Hipoteza zerowa wyznacza
�maªy model�: zbiór Θ0 = {(θX , θY ) : θX = θY }. Wiarogodno±¢ jest okre±lona
wzorem

fθX ,θY
(x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) =

∏
θXe−θXxiθY e−θY yi

= (θXθY )n exp
[
−θX

∑
xi − θY

∑
yi

]
.

ENW bez ogranicze« i ENW z ograniczeniami s¡ takie:

θ̂ =

(
1

X̄
,

1

Ȳ

)
, θ̇ =

(
2

X̄ + Ȳ
,

2

X̄ + Ȳ

)
.

To po prostu dlatego, »e w �du»ym� modelu mamy dwie niezwi¡zane ze sob¡
próbki, a w �maªym� modelu � jedn¡, poª¡czon¡ próbk¦ z tego samego roz-
kªadu. W obu przypadkach skorzystali±my z prostych wzorów na ENW dla
modelu wykªadniczego. Wprowad¹my oznaczenie Z̄ = (X̄+Ȳ )/2. Statystyka
ilorazu wiarogodno±ci jest równa

λ =
(X̄Ȳ )−n exp

[−X̄−1
∑

Xi − Ȳ −1
∑

Yi

]

(Z̄)−2n exp
[−Z̄−1

∑
Xi − Z̄−1

∑
Yi

]

=
Z̄2n

X̄nȲ n
=

(
Z̄

X̄

Z̄

Ȳ

)n

.
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Test jest zatem takiej postaci:

odrzucamy H0, je±li 4R(1−R) < c,

gdzie R = X̄/(X̄ + Ȳ ), za± c jest pewn¡ staª¡. �atwe jest dobranie warto±ci
krytycznej tak, »eby otrzyma¢ test na poziomie istotno±ci α. Mo»na wyko-
rzysta¢ fakt, »e przy prawdziwo±ci hipotezy zerowej mamy R ∼ Beta(n, n) i
kwantyle rozkªadu Beta s¡ ªatwo dost¦pne.

Rozkªad asymptotyczny

Tak jak w punkcie poprzednim, rozpatrujemy dwa modele zagnie»d»one i
zagadnienie testowania

H0 : h(θ) = 0 przeciw H1 : h(θ) 6= 0.

Zakªadamy, »e funkcja h : Rd → Rp jest �dostatecznie porz¡dna�, Θ ⊂ Rd

jest �zbiorem d-wymiarowym� i Θ0 = {θ ∈ Θ : h(θ) = 0} jest �zbiorem o
wymiarze d− p�:

dimΘ = d, dimΘ0 = d− p < d.

Nie b¦dziemy si¦ starali u±ci±li¢ tych sformuªowa«. W wi¦kszo±ci konkret-
nych przypadków i tak wiadomo, o co chodzi. Przy pewnych dodatkowych
zaªo»eniach, prawdziwy jest nast¦puj¡cy fakt.

7.4.3 TWIERDZENIE. Je±li H0 jest prawdziwa, to przy n → ∞ rozkªad
statystyki 2 log λ zmierza do rozkªadu χ2(p) (chi-kwadrat z p stopniami swo-
body).
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Mnemotechniczna reguªka jest taka:

liczba stopni swobody = liczba ogranicze« = dimΘ− dimΘ0.

Nie podamy dowodu w peªnej ogólno±ci, ale naszkicujemy rozumowanie dla
pewnego przypadku szczególnego. Rozwa»my mianowicie model probabili-
styczny zanurzony w wi¦kszym modelu statystycznym. Testowanie H0 : θ =
θ0 przeciw H1 : θ 6= θ0 mie±ci si¦ w rozpatrywanym schemacie modeli za-
gnie»d»onych, z jednopunktowym zbiorem Θ0 = {θ0}. Mo»emy uwa»a¢, »e θ0

jest rozwi¡zaniem ukªadu równa« h(θ) = 0, gdzie h : Rd → Rd (d równa« dla
d parametrów). Oczywi±cie, �estymator z ograniczeniami� jest równy θ̇ = θ0

(gdy �maªy� model zawiera tylko jeden punkt, to nie ma co estymowa¢).
Faktycznie testy �dwustronne� w modelu normalnym, o których mówili±my
w poprzednim rozdziale mo»na otrzyma¢ w ten wªa±nie sposób. Zamiast
wraca¢ do tych testów, rozpatrzymy nowy, prosty przykªad.

7.4.4 PRZYK�AD. Niech X1, . . . , Xn b¦dzie próbk¡ z rozkªadu wykªadni-
czego Ex(θ) z nieznanym parametrem θ. Chcemy przeprowadzi¢ test hipo-
tezy

H0 : θ = 1 przeciw H1 : θ 6= 1.

ENW bez ogranicze« jest, oczywi±cie, równy θ̂ = 1/X̄. Zatem

λ =

∏
fθ̂(Xi)∏
f1(Xi)

=
X̄−n exp

[−X̄−1
∑

Xi

]

exp [−∑
Xi]

= X̄−n exp
[−n(X̄ − 1)

]
.

λ =

∏
fθ̂(Xi)∏
f1(Xi)

=
X̄−n exp

[−X̄−1
∑

Xi

]

exp [−∑
Xi]

= X̄−n exp
[−n(X̄ − 1)

]
.

Do wyznaczenia warto±ci krytycznej przybli»onego testu na poziomie istot-
no±ci α mo»na skorzysta¢ z granicznego rozkªadu statystyki 2 log λ. Wiemy z
Twierdzenia 7.4.3, »e jest to rozkªad χ2(1). Mo»na zreszt¡ ten fakt udowodni¢
niezale»nie (Zadanie 6). ¤
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Szkic dowodu Twierdzenia 7.4.3. Ograniczymy si¦ do przypadku d = 1 i p =
1. Przyjmijmy, »e speªnione s¡ zaªo»enia Twierdzenia 4.3.1 o asymptotycznej
normalno±ci θ̂ = ENW(θ).

Podobnie jak w dowodzie Twierdzenia 4.3.1, napiszemy l′(θ) =
∑n

1 (log f)′(θ, Xi)
i wykorzystamy rozwini¦cie Taylora, tym razem dla funkcji l(θ):

log λ = l(θ̂)− l(θ0) ' l′(θ0)(θ̂ − θ0) +
1

2
l′′(θ0)(θ̂ − θ0)

2.

Powoªamy si¦ teraz na przybli»on¡ równo±¢ θ̂− θ0 ' l′(θ0)/l
′′(θ0). Otrzymu-

jemy

log λ ' −1

2

(l′(θ0))
2

l′′(θ0)
=

1

2

(
∑

(log f)′(θ0, Xi)/
√

n)
2

∑
(log f)′′(θ0, Xi)/n

. (∗)

Zarówno l′(θ0), jak i l′′(θ0) s¡ sumami niezale»nych zmiennych losowych o
jednakowym rozkªadzie. Zastosujmy CTG do licznika i PWL do mianownika
we wzorze (∗): mamy l′(θ0)/

√
n →d N(0, I1(θ0)) i l′′(θ0)/n →P −I1(θ0), tak

jak w dowodzie Twierdzenia 4.3.1. W rezultacie 2 log λ →d χ2(1), co nale»aªo
wykaza¢.

7.5 Zgodno±¢ testów

Zgodno±¢ jest podstawowym poj¦ciem, dotycz¡cym asymptotycznych wªa-
sno±ci testów. Rozwa»my zagadnienie testowania w najogólniejszej postaci:

H0 : θ ∈ Θ0 przeciw H1 : θ ∈ Θ1.

Niech X1, . . . , Xn, . . . b¦dzie niesko«czonym ci¡giem obserwacji o rozkªadzie
Pθ i δn = δ(X1, . . . , Xn) b¦dzie ci¡giem testów takich, »e δn zale»y od pocz¡t-
kowych n obserwacji. My±limy o δ(X1, . . . , Xn) jak o jednym te±cie, stosowa-
nym do próbek o ró»nej liczno±ci. Pod tym wzgl¦dem sytuacja jest podobna
jak w Rozdziale 3, gdzie interesowali±my si¦ granicznymi wªasno±ciami esty-
matorów.
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7.5.1 DEFINICJA. Mówimy, »e test δn jest zgodny na poziomie istotno±ci
α, je±li

(i) limn→∞Pθ(δn = 1) 6 α dla ka»dego θ ∈ Θ0;

(ii) limn→∞Pθ(δn = 1) = 1 dla ka»dego θ ∈ Θ1.

Innymi sªowy, test jest zgodny, je±li przy zwi¦kszaj¡cej si¦ próbce utrzymuje
si¦ ustalony poziom istotno±ci, a moc d¡»y do jedno±ci. Chodzi o to, »e
test �w ko«cu z caª¡ pewno±ci¡� odrzuci hipotez¦ zerow¡, je±li jest faªszywa.
Sens okre±lenia zgodno±ci dla testów i dla estymatorów jest podobny. Zgodny
estymator �w ko«cu z caª¡ pewno±ci¡� identy�kuje nieznany parametr. Zgod-
no±¢ jest raczej sªabym, minimalnym wymaganiem (przynajmniej w sytuacji,
gdy obserwacje X1, . . . , Xn, . . . s¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi o jed-
nakowym rozkªadzie). Zadanie 1 dotyczy zgodno±ci testów rozwa»anych w
Przykªadach 7.2.3 i 7.2.5. Oto inny, nieco mniej oczywisty przykªad.

7.5.2 PRZYK�AD (Zgodno±¢ testu Koªmogorowa). Zakªadamy, »e ci¡g ob-
serwacji X1, . . . , Xn, . . . jest próbk¡ z rozkªadu o nieznanej dystrybuancie F .
Niech F0 b¦dzie ustalon¡ dystrybuant¡. Rozwa»amy zagadnienie testowania

H0 : F = F0 przeciw H1 : F 6= F0.

Napiszemy statystyk¦ Koªmogorowa w postaci Dn = Dn(F0; X1, . . . , Xn) =
supx |

∑
I(Xi 6 x)/n−F0(x)|. Test na poziomie istotno±ci α odrzuca H0 je±li√

nDn > c (powiedzmy, »e warto±¢ krytyczn¡ ustalamy przybli»on¡ metod¡
opart¡ na Twierdzeniu 6.2.12). Zgodno±¢ testu Koªmogorowa znaczy tyle, »e
dla F 6= F0,

PF

(√
nDn(F0; X1, . . . , Xn)

) → 1, (n →∞).

Symbol PF znaczy, »e X1, . . . , Xn ∼ F . Zauwa»my, »e De�nicja 7.5.1 pracuje
tu w niezwykle abstrakcyjnej sytuacji: za �parametr� rozkªadu prawdopo-
dobie«stwa uwa»amy tu jego dystrybuant¦. Zgodno±¢ testu Koªmogorowa
wynika z twierdzenia Gliwienki-Cantelliego (Twierdzenie 1.1.7). ¤
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7.6 Zadania
1. Obliczy¢ granic¦ 1−β(µ) przy n →∞ dla testów rozwa»anych w Przykªadach

7.2.3 i 7.2.5. Wskaza¢ zwi¡zek orzymanego wyniku z poj¦ciem zgodno±ci
testu.

2. Uzasadni¢ dokªadnie fakt wspomniany w Przykªadzie 7.5.2: zgodno±¢ te-
stu Koªmogorowa wynika z twierdzenia Gliwienki-Cantelliego (Twierdzenie
1.1.7).

3. Niech X1, . . . , Xn b¦dzie próbk¡ z rozkªadu N(µ, σ2) ze znan¡ warto±ci¡ ocze-
kiwan¡ µ. Pokaza¢, »e TJNM H0 : σ 6 σ0 przeciw H1 : σ > σ0 na poziomie
istotno±ci α ma posta¢

∑
(Xi − µ)2 > c. Jak wybra¢ poziom krytyczny c?

4. Wyprowadzi¢ test ilorazu wiarogodno±ci dla dwóch hipotez prostych: H0 :
f(x) = e−x przeciw H1 : f(x) = xe−x. Zauwa»my, »e tutaj staramy si¦
rozpozna¢, czy próbka pochodzi z rozkªadu Ex(1) = Gamma(1, 1), czy z
rozkªadu Gamma(2, 1). Porówna¢ z Przykªadem 7.4.1.

5. Wykona¢ symulacje komputerowe, które pozwol¡ wyznaczy¢ warto±¢ kry-
tyczn¡ c dla testu w Przykªadzie 7.4.1. Przyj¡¢ α = 0.1 i n = 10. Wygene-
rowa¢ du»¡ próbk¦ z rozkªadu statystyki testowej i przyj¡¢ za c odpowiedni
kwantyl empiryczny.

6. Wyprowadzi¢ bez odwoªywania si¦ do Twierdzenia 7.4.3 asymptotyczny roz-
kªad statystyki testowej w Przykªadzie 7.4.4 przy prawdziwej hipotezie H0.
Innymi sªowy pokaza¢, »e je±li X1, . . . , Xn ∼ Ex(1), to

2n
[
(X̄ − 1)− log X̄

] →d χ2(1), (n →∞).

Wskazówka: Z CTG wynika, »e zmienna losowa X̄−1 ma w przybli»eniu taki
rozkªad prawdopodobie«stwa jak Z/

√
n, gdzie Z ∼ N(0, 1). U»y¢ rozwini¦cia

Taylora, odrzucaj¡c wyrazy zmierzaj¡ce do zera.
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Rozdziaª 8

Regresja liniowa

8.1 Wst¦p

Modele regresji zajmuj¡ szczególne miejsce w statystyce. Maj¡ niebywaª¡
ilo±¢ ró»norodnych zastosowa«. U»ywa si¦ ich powszechnie w chemii, bio-
logii, ekonomii, do±wiadczalnictwie rolniczym i wªa±ciwie w ka»dej z nauk
empirycznych. Z konieczno±ci ograniczymy si¦ do paru najprostszych modeli
i nasza dyskusja b¦dzie bardzo pobie»na. Regresja opisuje, mówi¡c najogól-
niej, statystyczn¡ zale»no±¢ tak zwanej zmiennej �obja±nianej� od zmiennych
�obja±niaj¡cych�.

Przypu±¢my, »e interesuje nas zwi¡zek pomi¦dzy dwiema zmiennymi, które
oznaczymy przez x i Y . Mierzymy lub obserwujemy wielokrotnie warto±ci
tych zmiennych. Dane maj¡ posta¢ par (xi, Yi) i mo»emy je zapisa¢ w takiej
tabelce:

niezale»na zale»na
przypadki \ zmienne (obja±niaj¡ca) (obja±niana)

x Y

1 x1 Y1

2 x2 Y2... ... ...
n xn Yn

143
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Na przykªad, mo»emy bada¢ zale»no±¢ pomi¦dzy parami zmiennych (x, Y )
takiego typu:

x Y

wielko±¢ produkcji � zu»ycie energii
wiek dziecka � wzrost
st¦»enie katalizatora � wydajno±¢ procesu
dawka nawozu � plony
· · · � · · ·

�Przypadki� odpowiadaj¡ pomiarom lub obserwacjom zmiennej Y dla ró»-
nych warto±ci zmiennej x. Poszczególne pomiary mog¡ dotyczy¢ ró»nych
obiektów lub tego samego, ewoluuj¡cego procesu.

Przypuszczamy, »e zmienna Y jest �w zasadzie� funkcj¡ x, ale �zaburzon¡
losowymi bª¦dami�. Nasz model zale»no±ci b¦dzie taki:

Y = φ(x) + ε,

gdzie ε jest bª¦dem losowym. Funkcj¦ y = φ(x) nazywamy funkcj¡ regresji.
Dla poszczególnych �przypadków�, czyli uzyskanych do±wiadczalnie punktów
(xi, Yi) mamy

Yi = φ(xi) + εi, (i = 1, . . . , n).

Punkty do±wiadczalne (xi, Yi) nie le»¡ dokªadnie na krzywej regresji, ale znaj-
duj¡ si¦ �w pobli»u� wykresu funkcji y = φ(x). Zakªadamy, »e wielko±ci xi s¡
znane i nielosowe. Odpowiada to sytuacji, gdy zmienna x jest �pod kontrol¡
eksperymentatora� i jest mierzona bezbª¦dnie. Warto±ci zmiennej Y s¡ lo-
sowymi obserwacjami (ze wzgl¦du na wpªyw losowego skªadnika ε). Funkcja
regresji φ jest nieznana i b¦dziemy j¡ estymowa¢ na podstawie danych.

Wspomnimy pó¹niej o nieco innnym modelu regresji, w którym zmienna ob-
ja±niaj¡ca te» jest losowa. Na razie jednak pozostaniemy przy napisanych
wy»ej zaªo»eniach. Nota bene, oznaczenie zmiennej niezale»niej maª¡ liter¡
x, a zmiennej zale»nej du»¡ liter¡ Y ma nam stale przypomina¢, gdzie �tkwi
losowo±¢�. Czytelnik powinien wiedzie¢, »e w literaturze ta konwencja nie
jest powszechnie przyj¦ta.



8.1. WST�P 145

Metoda najmniejszych kwadratów

Sprecyzowanie modelu regresji wymaga przyj¦cia konkretnych zaªo»e« o funk-
cji φ oraz o bª¦dach losowych εi. Zaªo»ymy, »e funkcja regresji ma znan¡
posta¢, natomiast zale»y od nieznanego parametru β. Napiszemy zatem
φ(x) = φ(β, x). Zwrócmy uwag¦, »e warto±¢ β dla poszczególnych �przy-
padków� i = 1, . . . , n jest taka sama (zale»no±¢ opisuje jedna funkcja, tylko
bª¦dy losowe s¡ ró»ne). W ten sposób powstaj¡ parametryczne modele re-
gresji1.

Przyjmiemy klasyczne zaªo»enie, »e bª¦dy s¡ niezale»ne i maj¡ jednakowy
rozkªad normalny. Podsumujmy i uzupeªnijmy opis modelu:

(8.1.1) Yi = φ(β, xi) + εi, (i = 1, . . . , n)

gdzie

i - numer �przypadku�,

xi - warto±¢ zmiennej �obja±niaj¡cej� (znana i nielosowa),

εi - bª¡d losowy (nieobserwowana zmienna losowa),

Yi - obserwowana zmienna losowa �obja±niana�,

β - nieznany parametr (nielosowy).

8.1.2 Zaªo»enie. Speªniona jest zale»no±¢ (8.1.1). Bª¦dy ε1, . . . , εn s¡ nieza-
le»nymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozkªadzie normalnym N(0, σ2).

Schemat opisany powy»ej mo»na ªatwo uogólni¢ uwzgl¦dniaj¡c wpªyw wielu
zmiennych obja±niaj¡cych na zmienn¡ obja±nian¡. Na przykªad, wydajno±¢
procesu chemicznego mo»e zale»e¢ od st¦»enia katalizatora i od ci±nienia. Na
wysoko±¢ plonów mo»e mie¢ wpªyw intensywno±¢ nawo»enia, poziom opadów
i jeszcze inne czynniki (zmienne). Nie musimy zakªada¢, »e xi s¡ skalarami;
mog¡ to by¢ wektory. Równie» parametr β mo»e by¢ wektorem. Pozo-
staniemy natomiast przy zaªo»eniu, »e warto±ci zmiennej obja±nianej Yi s¡
skalarne.

1Istniej¡ te» nieparametryczne estymatory regresji, o których przelotnie wspomnimy.
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�¡czna g¦sto±¢ prawdopodobie«stwa obserwacji Y1, . . . , Yn jest nast¦puj¡ca:

fβ,σ(y1, . . . , yn) =

(
1√
2πσ

)n

exp

[
− 1

2σ2

n∑
i=1

(yi − φ(β, xi))
2

]
.

W ten sposób okre±lona jest rodzina rozkªadów prawdopodobie«stwa na prze-
strzeni próbkowej Ω = Rn; przestrzeni¡ parametrów jest Θ = Rp×]0,∞[,
gdzie p jest wymiarem parametru β. Ten opis modelu mie±ci si¦ w ogólnym
schemacie wprowadzonym w Rozdziale 2.

Ze wzoru na posta¢ g¦sto±ci natychmiast wynika prosty wniosek.

8.1.3 Stwierdzenie. Je±li speªnione jest Zaªo»enie 8.1.2, to estymator naj-
wi¦kszej wiarogodno±ci parametru β jest rozwi¡zaniem zadania minimalizacji

SSE(β) :=
n∑

i=1

(Yi − φ(β, xi))
2 → min

β
.

Skrót �SSE� pochodzi od angielskiego zwrotu oznaczaj¡cego sum¦ kwadratów
bª¦dów, �Sum of Squares of Errors�. B¦dziemy nazywa¢ SSE = minβ SSE(β)
resztow¡ sum¡ kwadratów. Estymator wprowadzony w Stwierdzeniu 8.1.3
nazywamy estymatorem najmniejszych kwadratów i w skrócie napiszemy β̂ =
ENK(β). Niezale»nie od Zaªo»enia 8.1.2, ENK ma bardzo przekonuj¡c¡ inter-
pretacj¦. Dopasowujemy krzyw¡ do punktów do±wiadczalnych w ten sposób,
»eby suma kwadratów �odchyªek� punktów od krzywej byªa minimalna. Przy
tym �odchyªki� mierzymy wzdªu» osi Y . Metoda najmniejszych kwadratów
sprowadza si¦ do metody najwi¦kszej wiarogodno±ci przy zaªo»eniu o nor-
malnym rozkªadzie bª¦dów, ale ma samodzielny sens i mo»e by¢ stosowana
bez tego zaªo»enia.

8.2 Model liniowy

Ograniczymy si¦ do najprostszej, liniowej postaci funkcji regresji. Mimo, »e
zaªo»enie o liniowo±ci wydaje si¦ bardzo ograniczaj¡ce, rozmaito±¢ i zakres
zastowa« modeli liniowych s¡ zaskakuj¡co du»e.
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Prosta regresja liniowa

Rozpatrzymy na pocz¡tek model z jedn¡ (skalarn¡) zmienn¡ obja±niaj¡c¡.
Model liniowy z wyrazem wolnym ma posta¢

Yi = β0 + β1xi + εi, (i = 1, . . . , n).

Wykresem funkcji regresji jest linia prosta y = β0 + β1x. Wzory przybieraj¡
prost¡ i przejrzyst¡ form¦. Estymatory najmniejszych kwadratów parame-
trów β0 i β1 s¡ nast¦puj¡ce:

(8.2.1) β̂1 =

∑
(xi − x̄)(Yi − Ȳ )∑

(xi − x̄)2
, β̂0 = Ȳ − β̂1x̄,

gdzie
x̄ =

1

n

∑
xi, Ȳ =

1

n

∑
Yi.

Istotnie,

SSE(β) =
n∑

i=1

(Yi − β0 − β1xi)
2.

Rozwi¡zujemy ukªad równa«:

1

2

∂SSE(β)

∂β0

=
n∑

i=1

(β0 + β1xi − Yi) = 0,

1

2

∂SSE(β)

∂β1

=
n∑

i=1

(β0 + β1xi − Yi)xi = 0.

Rachunki s¡ elementarne i ªatwe (Zadanie 1).

Niech Ŷi = β̂0 + β̂1xi, gdzie β̂0 i β̂1 s¡ ENK danymi wzorem (8.2.1). Punkty
(xi, Ŷi) le»¡ na dopasowanej (wyestymowanej) prostej regresji. Mówimy, »e Ŷi

s¡ przewidywanymi warto±ciami zmiennej obja±nianej. Ró»nice ε̂i = Yi − Ŷi

pomi¦dzy warto±ciami obserwowanymi i przewidywanymi nazywamy resz-
tami albo residuami.
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8.2.2 PRZYK�AD (Ilo±¢ produktu i st¦»enie katalizatora). Badamy zale»-
no±¢ ilo±ci produktu w pewnej reakcji chemicznej (zmienna Y ) od st¦»enia
katalizatora (zmienna x). Przeprowadzono do±wiadczenie 15 razy, wybiera-
j¡c ró»ne st¦»enia katalizatora i otrzymano takie wyniki:

i | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
|

xi | 3 5 7 8 10 11 12 12 13 15 15 16 18 19 20
Yi | 14 40 40 30 50 34 40 70 52 50 70 64 88 72 90

Zakªadamy, »e ilo±¢ produktu zale»y w sposób liniowy od st¦»enia katali-
zatora (w interesuj¡cym nas zakresie warto±ci obu zmiennych). Odchylenia
od dokªadnej zale»no±ci liniowej traktujemy jako �bª¦dy losowe�. Mówi¡c
porz¡dniej, decydujemy si¦ na opis zale»no±ci Y od x przy pomocy modelu
prostej regresji liniowej.

Estymowane warto±ci wspóªczynników s¡, dla naszych danych, równe β̂0 =
7.61 i β̂1 = 3.75. Przyjmujemy wi¦c, »e funkcja

Ŷ = 7.61 + 3.75x

opisuje w przybli»eniu interesuj¡c¡ nas zale»no±¢. Obliczyli±my to przy po-
mocy programiku napisanego w j¦zyku R, który wygl¡da tak:

> x=c(3, 5, 7, 8, 10, 11, 12, 12, 13, 15, 15, 16, 18, 19, 20)
> Y=c(14, 40, 40, 30, 50, 34, 40, 70, 52, 50, 70, 64, 88, 72, 90)
> fit=lm(Y � x)
> beta=fit$coefficients
> beta
Intercept X
7.613670 3.748886

Funkcja lm() (linear model) estymuje parametry regresji liniowej metod¡
najmniejszych kwadratów. Wyniki dziaªania tej funkcji, zapami¦tane w po-
staci listy fit, zawieraj¡ oprócz estymatorów (fit$coefficients) inne cie-
kawe wielko±ci, na przykªad residua (fit$residuals). Zwró¢my uwag¦, »e
R (domy±lnie) wª¡cza wyraz wolny do modelu regresji.
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Punkty do±wiadczalne wraz z dopasowan¡ prost¡ regresji pokazuje nast¦pu-
j¡cy rysunek.
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Regresja liniowa wieloraka

Rozpatrzymy teraz model z wieloma zmiennymi obja±niaj¡cymi. Ich liczb¦
oznaczmy przez r. Zmienna objasniana jest jedna, skalarna, tak jak po-
przednio. Wska¹nik i = 1, . . . , n b¦dzie, tak jak dot¡d, numerowaª kolejne
�przypadki� lub �obiekty�. Zmienne opisuj¡ce i-ty obiekt oznaczymy przez
xi1, . . . , xir i Yi. Model regresji liniowej z wyrazem wolnym przybiera posta¢

Yi = β0 +
r∑

j=1

βjxij + εi, (i = 1, . . . , n).

Prosty chwyt pozwala wª¡czy¢ wyraz wolny do funkcji liniowej. Przyjmijmy
umownie, »e xi0 = 1. Zmienne obja±niaj¡ce dla i-tego obiektu ustawimy w
wektor wierszowy, doª¡czaj¡c jedynk¦: x>i = (1, xi1, . . . , xip). Mo»na teraz
zapisa¢ bardziej zwi¦¹le model w postaci wektorowej:

Yi =
r∑

j=0

βjxij + εi = x>i β, (i = 1, . . . , n),

gdzie β = (β0, β1, . . . , βr)
>. W postaci macierzowej to mo»na przepisa¢ tak:




Y1
...

Yn


 =




1 x11 . . . x1r
... ... . . . ...
1 xn1 . . . xnr







β0

β1
...
βr


 +




ε1
...
εn


 .

B¦dziemy konsekwentnie stosowali notacj¦ wektorowo-macierzow¡. Wektory
i macierze w powy»szym wzorze oznaczymy pojedynczymi literami Y , X,
β i ε. Przyjmijmy, dla jednolito±ci oznacze«, »e symbol p oznacza¢ b¦dzie
wymiar wektora β. Dla regresji liniowej z r zmiennymi obja±niaj¡cymi i
wyrazem wolnym mamy zatem

p = r + 1.

Model liniowy przybiera zwi¦zª¡ posta¢:
Y = X · β + ε.

n× 1 n× p p× 1 n× 1

Pod spodem napisali±my wymiary poszczególnych obiektów. Znana i nie-
losowa macierz X jest zwana macierz¡ planu, β jest wektorem nieznanych
parametrów, Y jest wektorem obserwacji, ε jest losowym wektorem �bª¦dów�.
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8.2.3 Uwaga. Zauwa»my, »e do macierzy X doª¡czyli±my �zerow¡� kolumn¦
zªo»on¡ z samych jedynek. W wi¦kszo±ci zastosowa« jest to naturalne (ta
operacja jest wykonywana w R �domy±lnie�). Czasami trzeba rozwa»y¢ model
regresji bez wyrazu wolnego. Nale»y wtedy pami¦ta¢, »e p = r, a nie p =
r + 1. Przyjmijmy umow¦, »e liczba kolumn macierzy X i wymiar wektora
β b¦d¡ zawsze równe p. W ogólnych, teoretycznych rozwa»aniach, b¦dziemy
pisa¢ β = (β1, . . . , βp)

>, bo wygodniej numerowa¢ wspóªrz¦dne wektora od
1, nie od 0. Wzory dla regresji z wyrazem wolnym wymagaj¡ oczywistej
mody�kacji.

W dalszym ci¡gu ograniczymy sie do rozwa»ania nast¦puj¡cej sytuacji.

8.2.4 Zaªo»enie. Mamy p < n i macierz X jest peªnego rz¦du, to znaczy
rz(X) = p.

Sens powy»szego zaªo»enia jest jasny. Wydaje si¦, »e do wyestymowania p
nieznanych parametrów, potrzeba wi¦cej ni» p obserwacji 2.

Wa»na cz¦±¢ teorii wymaga wprowadzonego w Zaªo»eniu 8.1.2 warunku:
ε1, . . . , εn s¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozkªadzie
N(0, σ2). Zreasumujmy nasze rozwa»ania w nast¦puj¡cej postaci.

8.2.5 Zaªo»enie. Model jest opisany równaniem Y = Xβ + ε, gdzie ε ∼
N(0, σ2I).

Cz¦±¢ teorii nie wymaga zaªo»enia o normalno±ci. Wystarczy, »e zmienne
losowe ε1, . . . , εn speªniaj¡ warunki Eεi = 0 i Varεi = σ2 dla i = 1, . . . , n
oraz Cov(εi, εj) = 0 dla i 6= j. Sformuªujmy to w postaci nast¦puj¡cego,
sªabszego zaªo»enia.

8.2.6 Zaªo»enie. Model jest opisany równaniem Y = Xβ + ε, gdzie Eε = 0
i VARε ∼ σ2I.

2W ostatnich latach coraz wi¦cej uwagi po±wi¦ca si¦ w statystyce modelom, w których
p > n. Ale to ju» inna historia, wykraczaj¡ca poza zakres naszych rozwa»a«.



152 ROZDZIA� 8. REGRESJA LINIOWA

Poni»szy przykªad pokazuje, »e zaªo»enie o liniowo±ci funkcji regresji jest
mniej ograniczaj¡ce, ni» si¦ wydaje.

8.2.7 PRZYK�AD (Regresja wielomianowa). Rozpatrzmy model z pojedyn-
cz¡ zmienn¡ obja±niaj¡c¡, w którym funkcja regresji jest wielomianem r-tego
stopnia:

Yi = β0 +
r∑

j=1

βjx
j
i + εi, (i = 1, . . . , n).

To jest model liniowy, w którym i-ty wiersz macierzy planu jest równy

x>i = (1, xi, . . . , x
j
i , . . . , x

r
i ) (i = 1, . . . , n).

Estymacja w modelu liniowym

Pracujemy w ogólnym modelu liniowym Y = Xβ + ε. Przy Zaªo»eniach 8.2.6
i 8.2.4 mo»na napisa¢ jawne, macierzowe wzory na estymator najmniejszych
kwadratów, ENK(β). Rozwi¡zujemy zadanie minimalizacji

SSE(β) =
n∑

i=1

(Yi − x>i β)2 = (Xβ − Y )>(Xβ − Y ) = min
β

.

Obliczaj¡c gradient lewej strony wzgl¦dem β dostajemy X>(Xβ − Y ) = 0,
czyli

X>Xβ = X>Y.

Jest to tak zwany ukªad równa« normalnych w postaci macierzowej. Zaªo»e-
nie 8.2.4 gwarantuje, »e macierz X>X jest odwracalna i mamy prosty wzór:

ENK(β) = β̂ = (X>X)−1X>Y.

Poniewa» EY = Xβ, wi¦c Eβ̂ = (X>X)−1X>EY = β. ENK(β) jest estymato-
rem nieobci¡»onym. Policzymy macierz kowariancji ENK. Mamy

VAR(β̂) = (Cov(βj, βk); j, k = 1, . . . , p) = σ2(X>X)−1.

Istotnie,

VAR(β̂) = E(β̂ − β)(β̂ − β)>

= (X>X)−1X>E(Y − Xβ)(Y − Xβ)>X(X>X)−1

= (X>X)−1X>(σ2I)X(X>X)−1 = σ2(X>X)−1.
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W Rozdziale 3 wprowadzili±my poj¦cie estymatora nieobci¡»onego o mini-
malnej wariancji. Obecnie mamy do czynienia z wektorowym parametrem
β = (β1, . . . , βp). Zajmiemy si¦ estymacj¡ liniowej funkcji tego parametru,
to znaczy wyra»enia postaci

g>β =

p∑
j=1

gjβj,

sposób przechodzimy do jednowymiarowego zagadnienia estymacji i mo»emy
odwoªa¢ si¦ do znajomych poj¦¢. Z de�nicji,

ENK(g>β) = ĝ = g>β̂

jest estymatorem najmniejszych kwadratów funkcji g>β (po prostu, wsta-
wiamy ENK(β) w miejsce nieznanego β). Okazuje si¦, »e ENK maj¡ naj-
mniejsz¡ wariancj¦ po±ród estymatorów liniowych i nieobci¡»onych. Mówi
si¦, »e β̂ jest najlepszym liniowym nieobci¡»onym estymatorem β, w skró-
cie BLUE (Best Linear Unbiased Estimator). Taka jest tre±¢ klasycznego
twierdzenia, które teraz sformuªujemy dokªadniej.

8.2.8 TWIERDZENIE (Gaussa � Markowa). Przyjmijmy Zaªo»enie 8.2.6.
Rozwa»my dowolny nieobci¡»ony i liniowy estymator funkcji g>β, to znaczy
estymator postaci g̃ = c>Y taki, »e Eg̃ = g>β. Je»eli ĝ = ENK(g>β), to

Varĝ ≤ Varg̃.

Dowód. Poniewa» Eg̃ = c>Xβ = g>β dla ka»dego β, wi¦c c>X = g>. Oczy-
wi±cie, Varg̃ = σ2c>c. Dowód b¦dzie zako«czony gdy poka»emy, »e

0 ≤ c>c− g>(X>X)−1g.

Mo»emy t¦ nierówno±¢ przepisa¢ w postaci

0 ≤ c>c− c>X(X>X)−1X>c = c>(I− H)c,

gdzie H = X(X>X)−1X>. Wystarczy teraz zauwa»y¢, »e macierz I − H jest
nieujemnie okre±lona. Jest tak, bo jest ona symetryczna i idempotentna.



154 ROZDZIA� 8. REGRESJA LINIOWA

Je±li przyjmiemy silniejsze Zaªo»enie 8.2.5 zamiast 8.2.6 to mo»na pokaza¢,
»e ENK jest nie tylko BLUE (najlepszy w±ród liniowych estymatorów nieob-
ci¡»onych) ale tak»e ENMW (najlepszy w±ród wszystkich estymatorów nie-
obci¡»onych). Przyjmiemy ten fakt bez dowodu.

Geometria ENK

W dalszym ci¡gu rozwa»amy ogólny model Y = Xβ + ε. B¦dziemy w
istotny sposób korzysta¢ z Zaªo»e« 8.2.5 i 8.2.4. Wspóªrz¦dne wektorów
p-wymiarowych numerujemy od 1 do p. Zauwa»my, »e Ŷi = x>i β̂ jest wspóª-
rz¦dn¡ Y -ow¡ punktu odpowiadaj¡cego wektorowi xi i le»¡cemu na wykresie
dopasowanej (estymowanej metod¡ NK) funkcji regresji. Odpowiedni¡ reszt¡
jest ε̂i = Yi− Ŷi. Wektorowo napiszemy Ŷ = Xβ̂ = (Ŷ1, . . . , Ŷn)> i ε̂ = Y − Ŷ .
Mamy

Ŷ = X(X>X)−1X>Y = HY,

gdzie H jest macierz¡ rzutu ortogonalnego (w przestrzeni Rn) na p-wymiarow¡
podprzestrze« liniow¡ R(X) generowan¡ przez kolumny macierzy X (czyli ob-
raz przeksztaªcenia liniowego o macierzy X). Wystarczy sprawdzi¢, »e H jest
macierz¡ symetryczn¡ (H> = H) i idempotentn¡ (H2 = HH = H). Rzut na
dopeªnienie ortogonalne R(X)⊥ ma macierz I− H.

Geometryczna interpretacja metody najmniejszych kwadratów staje si¦ przej-
rzysta, je±li przejdziemy do takiego ortogonalnego ukªadu wspóªrz¦dnych,
którego pierwsze p wersorów jest baz¡ podprzestrzeni R(X) a nast¦pne n− p
wersorów jest baz¡ R(X)⊥. Taki ukªad mo»na napisa¢ w jawnej postaci sto-
suj¡c procedur¦ ortogonalizacji Hilberta-Schmidta do bazy (nieortogonalnej)
przestrzeni Rn, zªo»onej z p kolumn macierzy X oraz n− p innych wektorów.
Pami¦tajmy, »e macierz X o wymiarach n× p jest peªnego rz¦du p.

Potrzebny fakt sformuªujemy w nast¦puj¡cej postaci 3.

3Dla naszych celów istotne b¦d¡ tylko wspóªrz¦dne kolumn X w nowej bazie.
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8.2.9 Stwierdzenie. Istnieje macierz ortogonalna Q o wymiarze n×n oraz
macierz górna trójk¡tna R o wymiarze p× p takie, »e

X = Q




R
· · ·
O


 .

W tym wzorze O jest zerow¡ macierz¡ o wymiarze (n− p)× p.

Kolumny macierzy Q tworz¡ ortonormaln¡ baz¦ R(X). Element rjk macierzy
R jest iloczynem skalarnym k-tej kolumny X i j-tej kolumny Q. Tak wi¦c
R zawiera wspóªrz¦dne kolumn X w nowej bazie. Fakt, »e macierz R jest
trójk¡tna, rjk = 0 dla k < j oznacza, »e pocz¡tkowe k kolumn Q jest baz¡ w
przestrzeni rozpi¦tej przez k pierwszych kolumn X.

Wspóªrz¦dne wektora Y w nowej bazie oznaczymy Y = Q>Y . Rzut na
przestrze« R(X) ma w nowej bazie macierz wspóªrz¦dnych H = Q>HQ:

Y 7→ Y = QY 7→ Ŷ = HY = HQY 7→ Ŷ = Q>HQY .

Zauwa»my, »e

H = Q>X(X>X)−1X>Q =




R
· · ·
O


 (

R>R
)−1

(
R>

...O
)

=




I
... O

· · · · · ·
O

... O


 ,

gdzie I jest macierz¡ jednostkow¡ wymiaru p × p. To znaczy, »e w nowym
ukªadzie wspóªrz¦dnych, rzutowanie wektora Y na podprzestrze« R(X) po-
lega na zast¡pieniu n− p ostatnich wspóªrz¦dnych zerami:

je±li Y = (Y 1, . . . , Y p, . . . , Y n)> to Ŷ = (Y 1, . . . , Y p, 0, . . . , 0)>.

Pami¦tajmy przy tym, »e Y = QY i Ŷ = QŶ . Wzór Y = Xβ = ε w nowym
ukªadzie wspóªrz¦dnych przybiera posta¢

Y =




R
· · ·
O


 β + ε,
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gdzie ε = Qε. Nast¦puj¡ce proste spostrze»enie odgrywa w dalszych rozwa-
»aniach zasadnicz¡ rol¦. Przy Zaªo»eniu 8.2.5, wektor losowy ε ma ª¡czny
rozkªad normalny N(0, σ2I).

Geometryczne rozwa»ania prowadz¡ do bardzo prostego dowodu nast¦puj¡cej
ogólnej wersji Twierdzenia Fishera.

8.2.10 TWIERDZENIE (Fishera). Je±li speªnione jest Zaªo»enie 8.2.5 i
β̂ = ENK(β) to β̂ jest zmienn¡ losow¡ niezale»n¡ od Y − Ŷ . Ponadto mamy
‖Y − Ŷ ‖2 ∼ χ2(n− p) i β̂ ∼ N(β, σ2(X>X)−1).

Dowód. Poniewa» Q jest macierz¡ ortogonaln¡, wi¦c jest izometri¡, st¡d

‖Y − Ŷ ‖2 = ‖Q>Y − Q>Ŷ ‖2 = ‖Q>(I− H)QY ‖2 = ‖(I− H)Y ‖2

= ε2
p+1 + · · ·+ ε2

n ∼ χ2(n− p).

Z kolei Ŷ = QŶ = QHY = Q(ε1, . . . , εp, 0, . . . , 0)>. St¡d wida¢, »e Ŷ jest
zmienn¡ niezale»n¡ od Y − Ŷ . Oczywi±cie, β̂ jest funkcj¡ Ŷ , a wi¦c te» jest
zmienn¡ niezale»n¡ od Y − Ŷ . Wreszcie, β̂ jest to liniow¡ funkcj¡ wektora
Y , a wi¦c ma rozkªad normalny. Wiemy, »e Eβ̂ = β i VAR(β̂) = σ2(X>X)−1,
co ko«czy dowód.

8.2.11 Wniosek. Nieobci¡»onym estymatorem wariancji bª¦du, σ2, jest

S2 =
‖Y − Ŷ ‖2

n− p
=

SSE

n− p
.

Estymatory najmniejszych kwadratów β̂j mo»na �uzupeªni¢� konstrukcj¡ prze-
dziaªów ufno±ci.

8.2.12 Wniosek. Przedziaª ufno±ci dla parametru βj jest okre±lony wzorem
[
β̂j − Stdj, β̂j + Stdj

]
,

gdzie S =
√

S2, t = t1−α/2(n − p) jest kwantylem rozkªadu t-Studenta z
n − p stopniami swobody, za± dj =

√
(X>X)−1

jj (wska»nik jj odpowiada j-
temu elementowi na przek¡tnej macierzy).
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�eby ten wniosek uzasadni¢, wystarczy zauwa»y¢, »e Varβj = σ2dj, a zatem

β̂j − βj

djS
∼ t(n− p),

na mocy twierdzenia Fishera.

Predykcja

Po co wªa±ciwie dopasowujemy funkcj¦ do punktów do±wiadczalnych? Rzecz
jasna, jest przyjemnie mie¢ prosty, liniowy model opisuj¡cy zale»no±¢. Osta-
tecznym sprawdzianem warto±ci poznawczej modelu jest mo»liwo±¢ przewi-
dywania wyników do±wiadcze«. W przypadku modelu regresji, chodzi o prze-
widywanie warto±ci zmiennej Y dla danej warto±ci x. Tak jak dot¡d, mamy
dane punkty (xi, Yi) dla i = 1, . . . , n. Dla ustalenia uwagi umówmy si¦,
»e wracamy do modelu regresji liniowej z wyrazem wolnym i do oznacze-
nia β = (β0, β1 . . . , βr) na wektor wspóªczynników, gdzie p = r + 1. Roz-
wa»amy �nowy� wektor zmiennych obja±niaj¡cych, który oznaczymy x>∗ =
(1, x∗1, . . . , x

∗
r) i uwa»amy za znany. Je±li przeprowadzimy nowe do±wiadcze-

nie, to pojawi si¦ odpowiednia warto±¢ Y∗. Naszym zadaniem jest predykcja
nieznanej warto±ci Y∗ przed dokonaniem tego dodatkowego do±wiadczenia.
Nasz model przewiduje, »e

Y∗ = x>∗ β + ε∗,

gdzie wspóªczynniki β s¡ te same, co we wzorze Yi = x>i β + εi, za± ε∗ ∼
N(0, σ2) jest bª¦dem losowym niezale»nym od poprzednich bª¦dów εi. Mu-
simy zmierzy¢ si¦ z dwiema trudno±ciami. Po pierwsze, nie znamy wspóª-
czynników β. Po drugie, musimy si¦ liczy¢ z nowym, losowym odchyleniem
ε∗ od prostej regresji. Niemniej, nasuwa si¦ do±¢ oczywiste rozwi¡zanie. Za
przewidywany wynik do±wiadczenia mo»emy przyj¡¢

Ŷ∗ = x>∗ β̂,

gdzie β̂ jest estymatorem obliczonym na podstawie poprzednich punktów do-
±wiadczalnych (xi, Yi). Spróbujemy teraz oszacowa¢ dokªadno±¢ predykcji.
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Mamy EŶ∗ = EY∗ = x>∗ β i mo»emy powiedzie¢, »e predyktor Ŷ∗ jest nieob-
ci¡»ony 4. Obliczmy jego wariancj¦:

VarŶ∗ = σ2x>∗ (X>X)−1x∗.

�atwo st¡d wywnioskowa¢ wa»ny wzór na bª¡d ±redniokwadratowy predykcji:

E(Ŷ∗ − Y∗)2 = σ2
[
1 + x>∗ (X>X)−1x∗

]
.

�Dodatkowa jedynka� w tym wzorze pochodzi st¡d, »e musimy uwzgl¦dni¢
wpªyw bª¦du ε∗, czyli losowe odchylenie punktu Y∗ od funkcji regresji.

Bardzo podobnie jak we Wniosku 8.2.12 konstruuje si¦ przedziaªy ufno±ci dla
warto±ci funkcji regresji i predykcji.

8.2.13 Wniosek. Przedziaª ufno±ci dla warto±ci funkcji regresji w punkcie
x∗, czyli dla β>x∗ jest okre±lony wzorem

[
x>∗ β̂ − Std∗, x>∗ β̂ + Std∗

]
,

gdzie d∗ =
√

x>∗ (X>X)−1x>∗ i t = t1−α/2(n− p).

Przejd¹my do przedziaªów ufno±ci dla predykcji. Ustalamy poziom ufno±ci
1− α i chcemy skonstruowa¢ takie statystyki Y∗ i Y∗, »eby, dla dowolnych β
i σ,

P(Y∗ ≤ Y∗ ≤ Y∗) = 1− α.

W powy»szym wzorze wyst¦puje rozkªad prawdopodobie«stwa na przestrzeni
próbkowej Rn+1. Jest to ª¡czny rozkªad zmiennych losowych Y1, . . . , Yn oraz
Y∗. Statystyki Y∗ i Y∗ s¡ to funkcje obserwacji, czyli zmiennych losowych
Yi dla i = 1, . . . , n. Poza tym mog¡ zale»e¢ od znanych liczb xi oraz x∗,
ale nie mog¡ zale»e¢ od Y∗. Przedziaª [Y∗, Y∗] b¦dziemy dla uproszczenia
nazywa¢ przedziaªem ufno±ci dla predykcji, ale nie jest to przedziaª ufno±ci w
rozumieniu De�nicji ??. Warto±¢, któr¡ staramy si¦ przewidzie¢, Y∗, nie jest
funkcj¡ nieznanego parametru, tylko nieobserwowan¡ zmienn¡ losow¡.

4Zauwa»my , »e przewidywana wielko±c Y∗ jest zmienn¡ losow¡, a zatem nieobci¡»ono±¢
predyktora wymaga osobnej de�nicji.
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8.2.14 Wniosek. Przedziaª ufno±ci dla predykcji Y∗ jest okre±lony wzorem
[
x>∗ β̂ − StD∗, x>∗ β̂ + StD∗

]
,

gdzie D∗ =
√

1 + x>∗ (X>X)−1x>∗ i t = t1−α/2(n− p).

Uzasadnienie Wniosków 8.2.13 i 8.2.14 jest analogiczne jak Wniosku 8.2.12.
Wystarczy powoªa¢ si¦ na twierdzenie Fishera i wykorzysta¢ wzory VarŶ∗ =
σ2d∗ = σ2x>∗ (X>X)−1x∗ i E(Ŷ∗ − Y∗)2 = σ2D∗ = σ2

[
1 + x>∗ (X>X)−1x∗

]
.

W szczególnym przypadku prostej regresji liniowej z wyrazem wolnym wzory
na przedziaªy ufno±ci maj¡ wyj¡tkowo intuicyjn¡ inerpretacj¦ i warto je przy-
toczy¢. Wprowad¹my wygodne oznaczenie SSx =

∑
(xi − x̄)2. Mamy

d∗ =
1

n
+

(x∗ − x̄)2

SSx

,

D∗ = 1 + d∗ = 1 +
1

n
+

(x∗ − x̄)2

SSx

.

To mo»na sprawdzi¢ wykorzystuj¡c ogólne wzory (trzeba obliczy¢ macierz
odwrotn¡ (X>X)−1 wymiaru 2× 2). Mo»na te» obliczy¢ bezpo±rednio VarŶ∗
i Var(Y∗ − Ŷ∗) w rozwa»anym szczególnym przypadku (Zadanie 4). Tak
czy inaczej, rachunki s¡ ªatwe. Zwrócmy uwag¦, »e liczba stopni swobody
resztowej sumy kwadratów SSE jest równa n − 2, ze wzgl¦du na obecno±¢
wyrazu wolnego. Zatem t = t1−α/2(n− 2).

Je±li prawe strony wzorów na przedziaªy ufno±ci,

β0 + β1x∗ = β̂0 + β̂1x∗ ± tSd∗,

Y∗ = β̂0 + β̂1x∗ ± tŜD∗,

potraktujemy jako funkcje x∗, to otrzymamy krzywe wyznaczaj¡ce �pasy uf-
no±ci� odpowiednio, dla funkcji regresji i predykcji.
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8.2.15 PRZYK�AD (Produkt i katalizator, kontynuacja). Wró¢my do Przy-
kªadu 8.2.15. Przypomnijmy, »e na podstawie n = 15 punktów do±wiadczal-
nych obliczyli±my estymatory wspóªczynników równe β̂0 = 7.61 i β̂1 = 3.75.
Dopasowana prosta regresji jest wi¦c taka:

Ŷ = 7.61 + 3.75x.

Przypu±¢my teraz, »e chcemy przewidzie¢, jak¡ uzyskamy ilo±¢ produktu w
nowym do±wiadczeniu, przy st¦»eniu katalizatora x∗ = 10.5. Oczywi±cie,

Ŷ∗ = 7.61 + 3.75 ∗ 10.5 = 46.98.

Szeroko±¢ przedziaªu ufno±ci obliczymy wedªug wzoru t0.975(13)∗
√

SSE/13∗√
1 + 1/15 + (10.5− x̄)2/SSx = 24.39, gdzie x̄ = 12.27, SSx = 358.93 i

SSE = 1541.1. Na poziomie ufno±ci 0.95 mo»emy twierdzi¢, »e do±wiadczenie
da wynik 46.98± 24.39, czyli Y∗ zmie±ci si¦ w przedziale

[22.58, 71.37]

Zatrzymajmy si¦ jeszcze nad interpretacj¡ przedzia ªu ufno±ci dla funkcji
regresji, β0 +β1 ∗10.5. Ten przedziaª w naszym przykªadzie przybiera posta¢
46.98± 6.46, czyli

[40.52, 53.43].

Powiedzmy, »e zdecydujemy si¦ uruchomi¢ produkcj¦ na wi¦ksz¡ skal¦ i po-
wtarza¢ wielokrotnie reakcj¦ przy tym samym �roboczym� st¦»eniu x∗ = 10.5.
Wtedy ±rednia ilo±¢ otrzymywanego produktu b¦dzie równa β0 + 10.5β1.
Poniewa» parametry zale»no±ci β0 i β1 s¡ nieznane (warto±ci β̂0 = 7.61 i
β̂1 = 3.75 s¡ tylko estymatorami !) to ±redni¡ ilo±¢ produktu mo»emy osza-
cowa¢ tylko �z dokªadno±ci¡ ±6.46�.

Przedziaªy ufno±ci dla Y∗, dla warto±ci funkcji regresji w punkcie x∗ = 10.5
oraz pasy ufno±ci wida¢ na nast¦puj¡cym rysunku:
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Testowanie hipotez

Najprostsze i najwa»niejsze zagadnienie testowania hipotez w modelu linio-
wym zmierza do odpowiedzi na pytanie: �czy wszystkie zmienne obja±niaj¡ce
maj¡ istotny wpªyw na zmienn¡ obja±nian¡?�. Czy mo»e pewien podzbiór
zmiennych x, mo»na pomin¡¢? Formalnie, niech β = (β1, . . . , βq, βq+1, . . . , βp)

>

dla q < p. Wery�kujemy hipotez¦ zerow¡

H0 : (βq+1, . . . , βp)
> = (0, . . . , 0)>.

przeciwko alternatywie

H1 : (βq+1, . . . , βp)
> 6= (0, . . . , 0)>.

Niech X0 oznacza macierz planu X z pomini¦tymi kolumnami q + 1, . . . , p.
Jest to wi¦c macierz n×q, która odpowiada modelowi regresji zbudowanemu
przy zaªo»eniu prawdziwo±ci H0. Zauwa»my, »e geometryczne rozwa»ania
poprzedniego punktu przenosz¡ sie bez zmian, jesli zast¡pimy X przez X0. Co
wi¦cej, je±li rozpatrzymy dekompozycj¦ macierzy X podan¡ w Stwierdzeniu
8.2.9 to automatycznie otrzymujemy dekompozycj¦ X0. Wystarczy wybra¢ za
R0 podmacierz trójk¡tn¡ o wymiarach q × q stoj¡c¡ �w lewym górnym rogu
R�. Macierz Q pozostaje ta sama, czyli mo»emy pracowa¢ w tym samym
wygodnym ortogonalnym ukªadzie wspóªrz¦dnych. Niech H0 oznacza rzut na
R(X0) ⊂ R(X). Mamy H0 = H0H: rzut rzutu jest rzutem. Najlepiej to wida¢
w nowym ukªadzie wspóªrz¦dnych:

H0 =




Iq
... O

... O
· · · · · · · · ·
O

... Op−q
... O

· · · · · · · · ·
O

... O
... On−p




, H =




Iq
... O

... O
· · · · · · · · ·
O

... Ip−q
... O

· · · · · · · · ·
O

... O
... On−p




.

W tym wzorze indeksy oznaczaj¡ wymiary kwadratowych bloków. Rzuty na
R(X) i R(X0) opisuj¡ wzory

Y = (Y 1, . . . , Y q, Y q+1, . . . , Y p, Y p+1, . . . , Y n)>,

Ŷ = (Y 1, . . . , Y q, Y q+1, . . . , Y p, 0, . . . , 0)>,

Ŷ 0 = (Y 1, . . . , Y q, 0, . . . , 0, 0, . . . , 0)>.
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Wektory
Ŷ0, Ŷ − Ŷ0, Y − Ŷ

s¡ wzajemnie prostopadªe. Z twierdzenia Pitagorasa wynikaj¡ to»samo±ci

‖Ŷ ‖2 + ‖Y − Ŷ ‖2 = ‖Y ‖2.

oraz
‖Ŷ − Ŷ0‖2 + ‖Y − Ŷ ‖2 = ‖Y − Ŷ0‖2.

Wprowad¹my oznaczenia

SSE = ‖Y − Ŷ ‖2, SSE0 = ‖Y − Ŷ0‖2.

Wiemy, »e SSE = ε2
p+1 + · · · + ε2

n (przy zaªo»eniu, »e model jest poprawny).
Je±li »e H0 jest prawdziwa (czyli model w istocie zawiera tylko q zmiennych
x) to mamy analogicznie SSE0 = ε2

q+1 + · · ·+ ε2
p + · · ·+ ε2

n. St¡d wyci¡gamy
wniosek, pozwalaj¡cy na skonstruowanie testu H0:

8.2.16 Wniosek. Przy prawdziwo±ci H0, statystyka

F =
(SSE0 − SSE)/(p− q)

SSE/p

ma rozkªad F(p− q, p) (rozkªad Fishera-Snedecora z p− q stopniami swobody
w liczniku i p stopniami swobody w mianowniku).

Warto zauwa»y¢, »e ten test jest niczym innym jak testem ilorazu wiarogod-
no±ci dla hipotez zªo»onych. W istocie, wiarogodno±¢ jest dana wzorem

L(β, σ) =

(
1√
2πσ

)n

exp

(
− 1

2σ2

∑
(Yi − x>i β)2

)

∝ σ−n exp

(
− 1

2σ2
‖Y − Xβ‖2

)
,

wi¦c
`(β, σ) = −n log σ − 1

2σ2
‖Y − Xβ‖2 + const.

Poniewa» ENW(σ) = σ̂ = SSE/n, wi¦c

`(β̂, σ̂) = −n log SSE + const.
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Analogicznie, dla �mniejszego modelu� otrzymujemy estymator z ogranicze-
niami ENW0(σ) = σ̂0 = SSE0/n. W rezultacie,

`(β̂, σ̂)− `(β̂0, σ̂0) = n log
SSE0

SSE
.

Statystyka F jest rosn¡c¡ funkcj¡ obliczonej powy»ej statystyki ilorazu wia-
rogodno±ci.

8.2.17 Uwaga (Ogólne hipotezy liniowe). Skoncentrowali±my si¦ na zagad-
nieniu testowania hipotezy H0 : (βq+1, . . . , βp)

> = (0, . . . , 0)> po pierwsze
dlatego, »e to jest wa»ne w zastosowaniach: chcemy wyeliminowa¢ �niepo-
trzebne zmienne� i upro±ci¢ model. Po drugie, macierz Q w Stwierdzeniu
8.2.9 daje ortogonalny ukªad wspóªrz¦dnych idealnie pasuj¡cy do tej postaci
hipotez. Oczywi±cie, nale»y wpierw ustawi¢ zmienne obja±niaj¡ce w odpo-
wiedniej kolejno±ci, zaczynaj¡c numeracj¦ od tych, które wydaj¡ si¦ wa»niej-
sze a ko«cz¡c na tych, które podejrzewamy o �bycie zb¦dnymi�. Co wi¦cej,
caªa teoria bez zmian stosuje si¦ do ogólnych hipotez liniowych postaci

H0 : Cβ = 0,

gdzie C jest macierz¡ (p − q) × p peªnego rz¦du. Taka hipoteza stwierdza,
»e β nale»y do podprzestrzeni liniowej wymiaru q. Wektor Ŷ0 jest rzutem
ortogonalnym na {y : y = Xβ, Cβ = 0} i de�niujemy, tak jak poprzednio,
SSE0 = ‖Y − Ŷ0‖2. Wniosek 8.2.16 pozostaje prawdziwy.
8.2.18 Uwaga (Test t i test F). Rozumowanie uzasadniaj¡ce Wniosek 8.2.12
mo»na wykorzysta¢ do konstrukcji testu hipotezy H0 : βj = 0. U»ywamy
statystyki testowej Studenta,

T =
β̂j

djS
, dj =

√
(X>X)−1

jj

i odrzucamy H0 je±li |T | > t. Je±li H0 jest prawdziwa, to T ∼ t(n − p),
wi¦c próg odrzuce« jest odpowiednim kwantylem rozkªadu t-Studenta, t =
t1−α/2(n− p) (zamiast ustala¢ próg, mo»emy oblicza¢ P -warto±ci testu).

Z drugiej strony, H0 : βp = 0 jest szczególnym przypadkiem hipotezy rozpa-
trywanej we Wniosku 8.2.16 i mo»e by¢ u»yty test F. Je±li H0 jest prawdziwa,
to F ∼ F(1, n−p). Zamiast p mo»emy wzi¡¢ dowolne j, zmieniaj¡c porz¡dek
wspóªczynników. Oba testy, t i F, s¡ równowa»ne, bo T 2 = F (Zadanie 7).
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Test t ma t¦ przewag¦, »e nadaje si¦ do testowania H0 przeciw alternatywie
jednostronnej, powiedzmy H1 : βj > 0, podczas gdy F jest dostosowany do
alternatywy dwustronnej H1 : βj 6= 0.

Analiza wariancji

Rozwa»my zagadnienie porównywania kilku próbek. Chodzi o sprawdzenie,
czy wszystkie pochodz¡ z tej samej populacji, czy te» z populacji o ró»nych
±rednich. Najprostszy model zakªada, »e mamy p niezale»nych próbek z
rozkªadów normalnych:

próbka 1: Y11, . . . , Y1n1 ∼ N(µ1, σ
2);

. . . . . . . . .

próbka j: Yj1, . . . , Yjnj
∼ N(µj, σ

2);

. . . . . . . . .

próbka p: Yp1, . . . , Ypnp ∼ N(µp, σ
2).

Zakªada si¦ przy tym, »e w poszczególnych próbkach wariancja σ2 jest jed-
nakowa, natomiast warto±ci ±rednie µj mog¡ by¢ ró»ne. Jest to szczególny
przypadek modelu liniowego. W rzeczy samej, napiszmy

Yji = µ1 + αj + εji,

gdzie αj = µj − µ1 dla j = 1, . . . , p oraz εji = Yji − µj. Oczywi±cie,
εji ∼ N(0, σ2) s¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi. Wprowad¹my sztuczne,
�nieme� zmienne obja±niaj¡ce x1, . . . , xp. Przyjmiemy umownie, »e dla ob-
serwacji z j-tej próbki mamy x1 = 1, xj = 1, za± wszystkie inne zmienne
x-owe s¡ zerami. Obrazuje to taka tabelka:

próbka \ zmienne x1 x2 . . . xp

1 1 0 . . . 0
2 1 1 . . . 0... ... ... ... ...
p 1 0 . . . 1
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Niech Y oznacza �dªugi� wektor o n =
∑r

j=1 nj wspóªrz¦dnych, powstaªy
przez ustawienie kolejnych próbek � jedna nad drug¡�. Podobnie okre±lamy
wektor bª¦dów ε. �Nieme zmienne� umie±cimy w macierzy X. Model mo»emy
napisa¢ w postaci macierzowej tak:




Y11
...

Y1n1

Y21
...

Y2n2...
...

Yp1
...

Ypnp




=




1 0 . . . 0
... ... ...
1 0 . . . 0
1 1 . . . 0
... ... ...
1 1 . . . 0
... ... ...
... ... ...
1 0 . . . 1
... ... ...
1 0 . . . 1







µ1

α2
...

αp


 +




ε11
...

ε1n1

ε21
...

ε2n2...
...

εp1
...

εpnp




,

a w skrócie
Y = X · β + ε

n× 1 n× p p× 1 n× 1

gdzie β = (µ1, α2, . . . , αp)
>. Zauwa»my, »e w tym modelu µ1 odgrywa rol¦

�wyrazu wolnego�. Mo»na sobie wyobrazi¢, »e ±redni¡ µ1 traktujemy jako �po-
ziom bazowy� za± pozostaªe parametry uznajemy za �odchylenia od poziomu
bazowego�.

Hipoteza
H0 : α2 = · · · = αp = 0

sprowadza si¦ do stwierdzenia, »e wszystkie próbki pochodz¡ z tego samego
rozkªadu. Alternatywa jest bardzo ogólna: H1 : nie jest prawd¡, »e α2 =
· · · = αp = 0 (czyli nie wszystkie ±rednie µj s¡ jednakowe).

Statystyka testowa F wyprowadzona w ogólnej sytuacji we Wniosku 8.2.16
przybiera dla modelu wielu próbek szczególnie prost¡ posta¢. Niech

Ȳj =
1

nj

nj∑
i=1

Yji
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b¦dzie ±redni¡ w j-tej grupie, za±

Ȳ =
1

n

p∑
j=1

nj∑
i=1

Yji =
1

n

p∑
j=1

njȲj

oznacza ±redni¡ �globaln¡�, obliczon¡ z poª¡czonych próbek. Wprowad¹my
oznaczenia

SST =
r∑

j=1

nj∑
i=1

(Yji − Ȳ )2, SSB =
r∑

j=1

nj(Ȳj − Ȳ )2,

SSW =
r∑

j=1

nj∑
i=1

(Yji − Ȳj)
2.

Te skróty s¡ zwi¡zane ze specy�k¡ modelu kilku próbek: SST jest caªkowit¡
sum¡ kwadratów (ang. �Sum of Squares, Total�) SSB jest sum¡ kwadra-
tów pomi¦dzy próbkami (ang. �Between�), za± SSW jest sum¡ kwadratów
wewn¡trz próbek (ang. �Within�).

Rozpatrujemy tylko szczególny przypadek ogólnego modelu liniowego. �atwo
zauwa»y¢ zwi¡zek naszych nowych oznacze« z u»ywanymi poprzednio. Mamy

Ŷ0 = (Ȳ , . . . , Ȳ︸ ︷︷ ︸
n

),

Ŷ = (Ȳ1, . . . , Ȳ1︸ ︷︷ ︸
n1

, . . . , Ȳp, . . . , Ȳp︸ ︷︷ ︸
np

)>.

St¡d

SST = ‖Y − Ŷ0‖2, SSB = ‖Ŷ − Ŷ0‖2, SSW = SSE = ‖Y − Ŷ ‖2

Otrzymujemy podstawow¡ to»samo±¢ analizy wariancji:

SST = SSB + SSW.

Wiemy równie», »e SSW ∼ χ2(n−p). Przy zaªo»eniu prawdziwo±ci H0 mamy
SSB ∼ χ2(p− 1). Statystyka testowa przyjmuje posta¢

F =
MSB

MSW
=

SSB/(p− 1)

SSW/(n− p)
.
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Hipotez¦ H0 odrzucamy, je±li F > F1−α(p − 1, n − p). W praktyce, zamiast
ustala¢ próg odrzuce«, podaje si¦ P -warto±¢ testu.

Zwi¦zª¡ form¡ podsumowania wyników �analizy wariancji� jest taka tabelka:

�ródªo Sumy Stopnie �rednie F
zmienno±ci kwadratów swobody kwadraty

mi¦dzy próbkami SSB p− 1 MSB = SSB
p−1 F = MSB

MSW

wewn¡trz próbek SSW n− p MSW = SSW
n−p

razem SST n− 1 MST = SST
n−1

8.2.19 Uwaga. Opisany powy»ej sposób �zakodowania� modelu kilku próbek
nie jest najbardziej naturalny. Mo»naby zde�niowa¢ �nieme� zmienne obja-
±niaj¡ce x1, . . . , xp inaczej, wedªug takiej tabelki:

próbka \ zmienne x1 x2 . . . xp

1 1 0 . . . 0
2 0 1 . . . 0... ... ... ... ...
p 0 0 . . . 1

Odpowiada to przyj¦ciu, »e dla obserwacji z j-tej próbki mamy, xj = 1 i
wszystkie inne zmienne x-owe s¡ zerami. Wtedy w roli wektora wspóªczyn-
ników mieliby±my po prostu wektor ±rednich w próbkach: β = (µ1, . . . , µp).
Interesuj¡c¡ nas hipotez¦ napisaliby±my w postaci H0 : µ1 = · · · = µp. To
byªoby bardziej symetryczne i eleganckie.

Nietrudno zauwa»y¢, »e oba sposoby kodowania s¡ caªkowicie równowa»ne.
S¡ dwa powody, dla których wybrali±my �mniej elegancki�. Po pierwsze,
hipoteza H0 : α2 = · · · = αp = 0 mie±ci sie w schemacie rozwa»anym po-
przednio. Po drugie, taki sposób kodowania jest u»yty w R. Zobaczymy to
na przykªadzie.
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8.2.20 PRZYK�AD (Czy portfel ryzyk jest jednorodny?). Rozwa»my trzech
klientów towarzystwa ubezpieczeniowego. Powiedzmy, »e s¡ to �rmy wynaj-
muj¡ce samochody. Wyobra¹my sobie, »e roczne sumy szkód s¡ takie:

Lata: 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 ±rednie

1 �rma 10 15 16 14 8 17 11 13 14 12 13
2 �rma 8 17 11 9 10 11 9 13 11
3 �rma 9 18 14 15 11 17 16 12 14 14

��rednia globalna� jest równa (10/27) ∗ 13 + (8/27) ∗ 11 + (9/27) ∗ 14 =
12.44. Chcemy sprawdzi¢, czy wysoko±ci szkód w trzech �rmach s¡ �istotnie
ró»ne�. Formalnie, testujemy hipotez¦ zerow¡: �warto±ci oczekiwane wszyst-
kich trzech próbek s¡ równe�. Oto fragment kodu w R:

> Y1 <- c(10,15,16,14,8,17,11,13,14,12)
> Y2 <- c(8,17,11,9,10,11,9,13)
> Y3 <- c(9,18,14,15,11,17,16,12,14)
> mean(Y1) [1] 13
> mean(Y2) [1] 11
> mean(Y3) [1] 14
> Y=c(Y1,Y2,Y3)
> grupa=c(rep(1,length(Y1)),rep(2,length(Y2)),rep(3,length(Y3)))
> grupa=factor(grupa)

Zwró¢my uwag¦ na sposób przygotowania danych do u»ycia funkcji lm().
�Zlepiamy� wszystkie próbki w �dªugi wektor� Y. Wektor grupa jest tej samej
dªugo±ci co Y, to znaczy length(Y1)+length(Y2)+length(Y3)=10+8+9=27 i
zawiera numery grup (próbek), z których pochodz¡ odpowiednie elementy Y.
Nale»y przy tym koniecznie da¢ R-owi zna¢, »e chcemy potraktowa¢ wektor
grupa jako obiekt typu czynnik. To jest rola funkcji factor(). Wydruk
�czynnika� zawiera nie tylko warto±ci, ale i list¦ �poziomów�:

> grupa [1] 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 2 2 3 3 3 3 3 3 3 3 3
Levels: 1 2 3

Teraz mo»emy zastosowa¢ funkcj¦ lm() i otrzymujemy nast¦puj¡cy wynik:
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> fit=lm(Y�grupa)
> fit
Call: lm(formula = Y � grupa)

Coefficients:
(Intercept) grupa2 grupa3

13 -2 1

Dzi¦ki temu, »e grupa jest czynnikiem, R tworzy warto±ci �niemych� zmien-
nych, koduj¡c �poziomy czynnika� w sposób opisany poprzednio. Grupa 1
jest potraktowana jako �bazowa� i odpowiada jej wyraz wolny. Wspóªczynnki
(α2, α3) zwi¡zane z grupami 2 i 3 oznaczaj¡ odchylenia od poziomu bazowego.

Tabelka analizy wariancji wygl¡da nast¦puj¡co:

> anova(fit)
Analysis of Variance Table
Response: Y

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)
grupa 2 39.185 19.593 2.3991 0.1122
Residuals 24 196.000 8.167

Test F na poziomie istotno±ci α = 0.05 nie odrzuca hipotezy zerowej, bo od-
powiednia P -warto±¢ (obliczona z rozkªadu F-Snedecora) jest równa 0.1122.
Mo»emy przypuszcza¢, »e wysoko±¢ zgªaszanych w przyszªo±ci szkód b¦dzie
podobna dla wszystkich trzech �rm. W ka»dym razie, nasze dane nie daj¡
dostatecznych podstaw, by zw¡tpi¢ w to przypuszczenie.

Dodajmy jeszcze komentarz na temat zaªo»e«, które s¡ wymagane przy sto-
sowaniu testu analizy wariancji. Mo»emy do±¢ spokojnie przyj¡¢, »e suma-
ryczne (lub ±rednie) szkody w kolejnych latach s¡ zmiennymi losowymi o
rozkªadzie zbli»onym do normalnego. To jest pierwsze z podstawowych za-
ªo»e« modelu. Gorzej jest z drugim zaªo»eniem: o równo±ci wariancji po-
szczególnych próbek. Jest ono uzasadnione wªa±ciwie tylko wtedy, gdy liczba
ubezpieczonych samochodów dla trzech �rm (i dla kolejnych lat) jest w przy-
bli»eniu równa.

Mo»emy, caªkiem heurystycznie, wizualnie porówna¢ nasze trzy próbki przy
pomocy wykresów pudeªkowych. Zastosowanie funkcji boxplot(Y1,Y2,Y3)
daje rezultat widoczny na rysunku.
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1

2
3

8 10 12 14 16 18

Wydaje si¦, »e ró»nice pomi¦dzy rozkªadami szkód (±rednimi) dla trzech �rm
s¡ do±¢ wyra¹ne. Formalny test prowadzi do przeciwnego wniosku.



172 ROZDZIA� 8. REGRESJA LINIOWA

Hipoteza o braku zale»no±ci

Wró¢my do liniowej regresji wielorakiej z wyrazem wolnym. Wektor wspóª-
czynników zapisujemy w tej sytuacji jako (β0, β1, . . . , βr), gdzie r + 1 = p.
Je±li znikaj¡ wszystkie wspóªczynniki funkcji regresji z wyj¡tkiem wyrazu wol-
nego, to warto±ci zmiennej Y nie s¡ powi¡zane z warto±ciami zmiennych ob-
ja±niaj¡cych x. Wa»n¡ kwesti¡ jest wi¦c wery�kacja hipotezy

H0 : β1 = · · · = βr = 0 przeciw H1 : β1 6= 0 lub · · · lub βr 6= 0.

W istocie, gdy nie ma podstaw do odrzucenia H0, to model traci swoj¡ u»y-
teczno±¢. Jest to tylko szczególny przypadek zagadnienia testowania hipo-
tezy liniowej i mo»emy skorzysta¢ z ogólnych wyników. Trzeba tylko uwa»nie
liczy¢ stopnie swobody. Oprócz u»ywanego ju» oznaczenia

SSE =
n∑

i=1

(Yi − Ŷi)
2,

wprowad¹my nowe nazwy sum kwadratów:

SST =
n∑

i=1

(Yi − Ȳ )2, SSR =
n∑

i=1

(Ŷi − Ȳ )2.

SST nazywamy caªkowit¡ sum¡ kwadratów, za± SSR sum¡ kwadratów zwi¡-
zana z regresj¡ (ang. �Sum of Squares, Regression�). Zauwa»my, »e (Ȳ , . . . , Ȳ )
jest predykcj¡ przy zaªo»eniu H0, a (Ŷ1, . . . , Ŷi) jest predykcj¡ w �du»ym mo-
delu� z r + 1 wspóªczynnikami. St¡d natychmiast wynika to»samo±¢ analizy
wariancji,

SST = SSR + SSE.

T¦ równo±¢ interpretuje si¦ w taki sposób:

caªkowita zmienno±¢ Y = zmienno±¢ �wyja±niona regresj¡�
+ zmienno±¢ �resztowa�.

Pozostawimy Czytelnikowi wytªumaczenie intuicji stoj¡cych za t¡ sugestywn¡
terminologi¡. Wspóªczynnikiem dopasowania nazywamy

R2 =
SSR

SST
= 1− SSE

SST
.



8.3. LOSOWA ZMIENNA OBJA�NIAJ�CA 173

Zgodnie z przytoczon¡ wy»ej interpretacj¡, R2 jest �cz¦±ci¡ zmienno±ci, wy-
ja±nion¡ przez regresj¦�. Zazwyczaj wspóªczynnik dopasowania wyra»a si¦ w
procentach. Im wi¦ksze R2, tym lepiej (estymowana) prosta regresji �pasuje�
do punktów do±wiadczalnych � st¡d nazwa.

Z ogólnej teorii wynika, »e SSE ∼ χ2(n−r−1). Przy zaªo»eniu prawdziwo±ci
H0 mamy SSR ∼ χ2(r). Statystyka testu Snedecora jest nast¦puj¡ca

F =
MSR

MSE
=

SSR/r

SSE/(n− r − 1)
.

Hipotez¦ H0 odrzucamy, je±li F > F1−α(r, n− r − 1) lub, równowa»nie, je±li
P -warto±¢ testu jest poni»ej α.
Tabelka �analizy wariancji� przybiera posta¢:

�ródªo Sumy Stopnie �rednie F
zmienno±ci kwadratów swobody kwadraty
regresja SSR r MSR = SSR

r F = MSR
MSE

bª¡d SSE n− r − 1 MSE = SSE
n−r−1

razem SST n− 1 MST = SST
n−1

Warto±ci statystyki F interpretuje si¦ jako wska¹nik �istotnej zale»no±ci�
zmiennej Y od zmiennych x1, . . . , xr. Mówi si¦ w »argonie statystycznym,
»e zale»no±¢ � jest istotna na poziomie α�, je±li test F na tym poziomie istot-
no±ci odrzuca hipotez¦ o braku zale»no±ci.

8.3 Losowa zmienna obja±niaj¡ca

Przedstawimy inny model statystyczny, który te» wi¡»emy z nazw¡ regre-
sji liniowej. Tak jak na pocz¡tku tego rozdziaªu, chcemy opisa¢ zale»no±¢
mi¦dzy dwiema zmiennymi (cechami), mierzonymi dla wielu obiektów (przy-
padków). Ró»nica polega na tym, »e teraz obie zmienne potraktujemy jako
losowe. Oznaczymy je du»ymi literami X i Y , zgodnie z ogóln¡ konwencj¡
przyj¦t¡ w tych wykªadach. Dla prostoty ograniczymy si¦ do przypadku,
gdy zmienne X i Y s¡ jednowymiarowe. Uogólnienie na przypadek wielowy-
miarowej zmiennej obja±niaj¡cej X nie jest trudne, ale zaj¦ªoby zbyt du»o
miejsca.
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Prosta regresja liniowa

Dane maj¡ posta¢ par
(X1, Y1), . . . , (Xn, Yn).

Przyjmujemy, »e speªniony jest jeden z nast¦puj¡cych warunków. Bardziej
ograniczaj¡cy z nich jest taki.

8.3.1 Zaªo»enie. (X1, Y1), . . . , (Xn, Yn) s¡ niezale»nymi wektorami losowymi
o jednakowym rozkªadzie normalnym N(µX , µY , σ2

X , σ2
Y , %).

Sªabszy warunek jest nast¦puj¡cy.

8.3.2 Zaªo»enie. (X1, Y1), . . . , (Xn, Yn) s¡ niezale»nymi wektorami losowymi
o jednakowym rozkªadzie, EXi = µX , EYi = µY , VarXi = σ2

X , VarYi = σ2
Y ,

corr(Xi, Yi) = %.

W pewnym sensie, Zaªo»enie 8.3.1 jest odpowiednikiem 8.2.5 podczas gdy
Zaªo»enie 8.3.2 peªni podobn¡ rol¦ co 8.2.6. W ka»dym razie zakªadamy, »e
pary s¡ prost¡ próbk¡ losow¡ z dwuwymiarowego rozkªadu wektora losowego
(X, Y ).

Na pocz¡tek rozwa»my zale»no±¢ pomi¦dzy dwiema zmiennymi losowymi na
poziomie probabilistycznym, to znaczy zakªadaj¡c znajomo±¢ ª¡cznego roz-
kªadu prawdopodobie«stwa (X, Y ).

8.3.3 Stwierdzenie. Je»eli (X, Y ) ∼ N(µX , µY , σ2
X , σ2

Y , %) to

E(Y |X) = β0 + β1X,

gdzie

β1 =
Cov(X, Y )

VarX
=

σY

σX

%, β0 = EY − β1EX = µY − β1µX .

Ponadto, zmienne losowe X i ε = Y − (β0 + β1X) s¡ niezale»ne, ε ∼
N(0, σ2

Y (1− %2)) i Var(Y |X) = (1− %2)σY .
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Dowód. Mo»na wyprowadzi¢ wzór na E(Y |X) posªuguj¡c si¦ ª¡czn¡ g¦sto±ci¡
rozkªadu (X,Y ) i wyliczaj¡c g¦sto±¢ warunkow¡ (Zadanie 8). Je±li jednak
wyjdziemy od wzorów na wspóªczynniki β0 i β1 to sprawdzenie wszystkich
faktów wymienionych w stwierdzeniu jest bardzo proste. Wystarczy zauwa-
»y¢, »e X, ε maj¡ ª¡czny rozkªad normalny (dlaczego?). Sprawdzamy, »e
Eε = 0, Cov(X, ε) = 0, st¡d wnioskujemy, »e X i ε s¡ niezale»ne. Równa-
nie VarY = β2

1VarX + Varε pozwala obliczy¢ Varε. Wreszcie, Var(Y |X) =
Var(ε|X) = Varε ze wzgl¦du na niezale»no±¢.

Wiadomo, »e w±ród dowolnych funkcji h(X) traktowanych jako predyktory
zmiennej losowej Y , funkcja µ(X) = E(Y |X) minimalizuje bª¡d ±redniokwa-
dratowy:

E(Y − µ(x))2 6 E(Y − h(x))2.

Je±li (X,Y ) maj¡ rozkªad normalny, to µ(X) jest funkcj¡ liniow¡.

Zawsze mo»emy zapisa¢ w podobnej postaci jak w

Y = β0 + β1X + ε,

gdzie

β1 =
Cov(X,Y )

VarX
=

σY

σX

%, β0 = EY − β1EX = µY − β1µX .

Wspóªczynniki β0 i β1 w powy»szym wzorze s¡ wybrane tak, »e liniowa funk-
cja β0 + β1X najlepiej przybli»a zmienn¡ Y w sensie bª¦du ±redniokwadrato-
wego: jak wiemy,

Eε2 = E
(
Y − β0 − β1X

)2 ≤ E(
Y − b0 − b1X

)2

dla dowolnych b0 i b1. Je±li (X, Y ) ∼ N(µX , µY , σ2
X , σ2

Y , %), to mo»na wzmoc-
ni¢ to stwierdzenie. Mamy wtedy β0 + β1X = E(Y |X). Funkcja µ(X) =
E(Y |X) minimalizuje bª¡d ±redniokwadratowy w±ród dowolnych (niekoniecz-
nie liniowych) funkcji h(X):

Eε2 = E
(
(Y − µ(x))2

) ≤ E(
(Y − h(x))2

)
.

Je±li β0 i β1 s¡ okre±lone jak wy»ej, to Eε = 0, Varε = σ2
Y (1 − %2) i

Cov(X, ε) = 0 (dla ε = Y − β0 − β1X). Je»eli zaªo»ymy dodatkowo, »e
ª¡czny rozkªad zmiennych X i Y jest normalny, to X i ε s¡ niezale»ne,
ε ∼ N(0, σ2

Y (1− %2)).
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Rysunek przedstawia dwuwymiarowy rozkªad normalny N(0, 0, σ2
X = 1, σ2

Y =
1.25, ρ = 0.8944272), poziomice g¦sto±ci, funkcj¦ regresji (y = x) oraz próbk¦
z tego rozkªadu i estymowan¡ (metod¡ najmniejszych kwadratów) funkcj¦
regresji.
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Interpretacja rozpatrywanego przez nas modelu jest bardzo zbli»ona do tej
opisanej w poprzednich podrozdziaªach. Ró»nica jest tylko w tym, »e �nie
kontrolujemy zmiennej obja±niaj¡cej�; warto±ci X s¡ wylosowane zgodnie z
pewnym rozkªadem prawdopodobie«stwa, a nie dowolnie wybierane przez
eksperymentatora. Zaraz przekonamy si¦, »e w naszym nowym modelu za-
sadnicze estymatory wygl¡daj¡ zupeªnie tak samo, jak w modelu z determini-
stycznymi warto±ciami zmiennej obja±niaj¡cej. Je±li nie b¦dziemy pami¦ta¢,
»e matematyczna tre±¢ wzorów jest nieco inna, to mo»e powsta¢ pewne za-
mieszanie.

Napiszemy �oczywiste� estymatory parametrów µX , µY , σ2
X , σ2

Y i %:

µ̂X = X̄ =
1

n

∑
Xi, µ̂Y = Ȳ =

1

n

∑
Yi,

σ̂2
X =

1

n

∑
(Xi − X̄)2, σ̂2

Y =
1

n

∑
(Yi − Ȳ )2,

%̂ = R =

∑
(Xi − X̄)(Yi − Ȳ )√∑

(Xi − X̄)2
∑

(Yi − Ȳ )2
.

S¡ to po prostu próbkowe odpowiedniki estymowanych wielko±ci lub, inaczej
mówi¡c, estymatory otrzymane metod¡ momentów. Je±li speªnione jest zaªo-
»enie (N ′) to s¡ to estymatory najwi¦kszej wiarogodno±ci. Mo»na to pokaza¢
bez trudu, ale wyprowadzenie zajmuje sporo miejsca, wi¦c je pominiemy. Po-
niewa» β1 = %σY /σX i β0 = µY − β1µX , wi¦c za estymatory wspóªczynników
regresji liniowej przyjmiemy

β̂1 = %̂
σ̂Y

σ̂X

=

∑
(Xi − X̄)(Yi − Ȳ )∑

(Xi − X̄)2
,

β̂0 = µ̂Y − β̂1µ̂X = Ȳ − β̂1X̄.

S¡ to nasi starzy znajomi: estymatory najmniejszych kwadratów, wypro-
wadzone w inny sposób i przy innych zaªo»eniach w 9.2! By¢ mo»e, obecnie
rozpatrywany model z losowymi X-ami pozwala ªatwiej zinterpretowa¢ ENK.
Niestety, w tym modelu nie mo»emy ju» mówi¢, »e ENK s¡ estymatorami li-
niowymi (bo zale»¡ nieliniowo od obserwacji X-ów).

Zwró¢my uwag¦, »e statystyka R jest, w rozpatrywanym teraz modelu, po
prostu próbkowym wspóªczynnikiem korelacji. Uzasadnia to terminologi¦
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wprowadzon¡ w Zadaniu 6. Hipoteza o braku zale»no±ci liniowej przybiera
posta¢

H0 : % = 0.

Jest to, formalnie, inna hipoteza ni» rozpatrywana w Podrozdziale 8.2. Jej
intuicyjny sens jest jednak taki sam. Zauwa»my, »e % = 0 wtedy i tylko
wtedy, gdy β1 = 0. Je±li ª¡czny rozkªad zmiennych X i Y jest normalny, to
H0 stwierdza niezale»no±¢ tych zmiennych.

8.3.4 Stwierdzenie. Zakªadamy, »e speªniony jest warunek ??. Je±li H0

jest prawdziwa, to statystyka

R√
1−R2

√
n− 2

ma rozkªad Studenta t(n− 2).

Dowód. B¦dziemy stosowali te same oznaczenia sum kwadratów SST, SSR,
SSE i SSX, co w Podrozdziale 8.2 (z oczywist¡ zamian¡ maªych literek x na
du»e X). Mamy β1(Xi − X̄) = (Ŷi − Ȳ ), gdzie β̂i = β̂0 + β̂1Xi. St¡d otrzy-
mujemy β2

1 = SSR/SSX. Poniewa» β2
1 = R2SST/SSX, wi¦c R2 = SSR/SST i

1−R2 = SSE/SST. Zatem

R2

1−R2
(n− 2) =

SSR

SSE/(n− 2)
.

Dla ustalonych warto±ci Xi = xi, zmienna losowa po prawej stronie (F =
MSR/MSE) ma, jak wiemy, rozkªad (warunkowy) Snedecora F(1, n − 2).
Je±li rozkªad warunkowy nie zale»y od warto±ci xi, to jest on równy rozkªa-
dowi brzegowemu (bezwarunkowemu). Pokazali±my w ten sposób, »e kwa-
drat rozpatrywanej przez nas statystyki ma rozkªad F(1, n − 2). Poniewa»
sama statystyka ma rozkªad symetryczny wzgl¦dem zera, musi to by¢ rozkªad
t(n− 2).

Tak wi¦c, do wery�kacji H0 : % = 0 przeciw H1 : % 6= 0 mo»emy stosowa¢ test
oparty na statystyce (n−2)R2/(1−R2) ∼ F(1, n−2). Jest to faktycznie ten
sam test F, który pojawiª si¦ w Podrozdziale 8.2. Rzecz jasna, Stwierdzenie
pozwala te» zbudowa¢ testy jednostronne, powiedzmy H0 : % = 0 przeciw
H1 : % > 0. Korzystamy wtedy ze statystyki o rozkªadzie t(n− 2).
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Rozumowanie w dowodzie ostatniego stwierdzenia jest do±¢ charakterystyczne:
korzystamy z gotowego wyniku dla ustalonych X-ów, przy tym obliczony w
innym modelu rozkªad prawdopodobie«stwa interpretujemy jako rozkªad wa-
runkowy.

Na zako«czenie wspomnijmy, »e model regresji wielorakiej z losowymi zmien-
nymi obja±niaj¡cymi: Y = β0 +

∑p
j=1 βjXj + ε = β0 + β>X + ε nie wymaga

istotnie nowych poj¦¢. Nale»y rozpatrzy¢ ª¡czny rozkªad p+1-wymiarowego
wektora losowego (X1, . . . , Xp, Y ). Wspóªczynniki regresji β0 i β dobieramy
tak, by E(Y − β0 − β>X) = min. Poprzednie rozwa»ania ulegaj¡ mody�ka-
cjom na tyle oczywistym, »e szkoda na nie czasu i miejsca.

8.4 Zadania

Poni»sze zadania dotycz¡ modelu z jedn¡ zmienn¡ obja±niaj¡c¡ i wyrazem
wolnym (prosta regresja liniowa).

1. Wyprowadzi¢ wzory (8.2.1) na β̂0 i β̂1.

2. Wyprowadzi¢ bezpo±rednio wzory na Varβ̂1 i Varβ̂0.

3. Pokaza¢, »e zmienne losowe Ȳ i β̂1 s¡ niezale»ne.

4. Wyprowadzi¢ bezpo±rednio wzory na VarŶ ∗ i Var(Y ∗ − Ŷ ∗).
Wskazówka: Skorzysta¢ z poprzednich zada«.

5. Udowodni¢ bezpo±redno (nie korzystaj¡c z geometrycznych rozwa»a«
w przestrzeni Rn) podstawow¡ to»samo±¢ analizy wariancji:

∑
(Yi − Ȳ )2 =

∑
(Ŷi − Ȳ )2 +

∑
(Yi − Ŷi)

2.

6. Wspóªczynnik korelacji 5 R okre±lamy wzorem

R =

∑
(xi − x̄)(Yi − Ȳ )√∑

(xi − x̄)2
∑

(Yi − Ȳ )2
.

5Zwi¡zek R z poj¦ciem korelacji zmiennych losowych staje si¦ jasny, gdy rozpatrujemy
model z losow¡ zmienn¡ obja±niaj¡c¡. W modelu z deterministycznym x, przyjmijmy po
prostu, »e �tak si¦ mówi�.
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Pokaza¢, »e kwadrat wspóªczynnika korelacji jest wspóªczynnikiem do-
pasowania.

7. Udowodni¢ fakt sformuªowany w Uwadze 8.2.18: T 2 = F .
Pokaza¢, »e test F odrzuca H0 : β1 = 0 (na poziomie istotno±ci α)
wtedy i tylko wtedy, gdy przedziaª ufno±ci dla β1 (na poziomie 1− α)
nie zawiera zera.
Nast¦puj¡ce zadania dotycz¡ modelu z losow¡ zmienn¡ obja±niaj¡c¡
(Podrozdziaª 8.3).

8. Wyprowadzi¢ wzór na E(Y |X) w Stwierdzeniu 8.3.3 przez obliczenie
g¦sto±ci warunkowej f(y|x).



Cz¦±¢ V

Podej±cie bayesowskie
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Rozdziaª 9

Bayesowskie modele statystyczne

9.1 Wst¦p

Podej±cie bayesowskie polega na tym, »e nieznany parametr θ traktujemy
jako realizacj¦ zmiennej losowej ϑ. Rozkªad prawdopodobie«stwa tej zmien-
nej losowej przyj¦to nazywa¢ rozkªadem a priori, poniewa» wyra»a on nasz¡
wiedz¦ (lub przekonania) o parametrze przed zaobserwowaniem zmiennej lo-
sowej X (bez brania pod uwag¦ danych).

9.1.1 PRZYK�AD. Rozpatrzmy sytuacj¦ nieco sztuczn¡, ale dobrze ilustru-
j¡c¡ nowy punkt widzenia. Zaªó»my, »e s¡ dwa typy kierowców: �Ostro»ni�
i �Ryzykanci�. Kierowca �O� w ci¡gu roku powoduje szkod¦ z prawdopodo-
bie«stwem 0.1 a �R� z prawdopodobie«stwem 0.4. Niech X = 1 oznacza
szkod¦, a X = 0 jej brak. Napiszmy

P(X = 1|O) = 0.1, P(X = 1|R) = 0.4.

Przypu±¢my, »e populacja kierowców skªada si¦ w 80% z typu �O� i w 20%
z typu �R�. Towarzystwo ubezpieczeniowe podpisuj¡c now¡ umow¦ nie wie,
jakiego typu jest klient. Szanse natra�enia na �Ostro»nego� i �Ryzykanta�
oceniamy przed zawarciem umowy na

P(O) = 0.80, P(R) = 0.20. (∗)

183
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Prawdopodobie«stwo zgªoszenia szkody obliczamy ze wzoru na prawdopodo-
bie«stwo caªkowite:

P(X = 1) = P(X = 1|O)P(O) + P(X = 1|R)P(R)

= 0.1 ∗ 0.80 + 0.4 ∗ 0.20 = 0.16.

Po upªywie roku, dysponujemy obserwacj¡ X. Je±li klient zgªosiª szkod¦, to
elementarny wzór Bayesa pozwala obliczy¢, »e

P(R|X = 1) =
P(X = 1|R)P(R)

P(X = 1)
= 0.5. (∗∗)

Zbudowali±my model dwuetapowego do±wiadczenia losowego. Pierwszy etap
polega na wylosowaniu klienta zgodnie z rozkªadem a priori (*). Wynik
pierwszego etapu jest nieznany. Obserwujemy wynik drugiego etapu, wy-
st¡pienie lub brak szkody, czyli zmienn¡ X i na tej podstawie obliczamy
prawdopodobie«stwo a posteriori (**).

Pierwszy etap interpretujemy jako wylosowanie parametru rozkªadu prawdo-
podobie«stwa rz¡dz¡cego drugim etapem. Aby to podkre±li¢, u»yjmy nieco
innych oznacze«: P(X = 1|ϑ = θ) = θ dla θ ∈ {0.1, 0.4} oraz P(ϑ = 0.1) =
P(O) = 0.8 i P(ϑ = 0.4) = P(R) = 0.8.

9.2 Rozkªady a priori i a posteriori

9.2.1 DEFINICJA. Model bayesowski jest modelem statystycznym, w
którym dodatkowo dany jest rozkªad prawdopodobie«stwa Π na przestrzeni
parametrów Θ, zwany rozkªadem a priori.

W dalszych rozwa»aniach uto»samiamy rozkªady prawdopodobie«stwa z ich
g¦sto±ciami. W statystyce bayesowskiej okre±lamy, oprócz rodziny g¦sto-
±ci {fθ : θ ∈ Θ} na przestrzeni X , równie» g¦sto±c π na przestrzeni Θ, która
odpowiada rozkªadowi Π. Zwykle jest to albo g¦sto±¢ wzgl¦dem miary Lebes-
gue'a albo wzgl¦dem miary licz¡cej, w zale»no±ci od kontekstu. Prze±led¹my
najpierw konstrukcj¦ modelu formalnie, z matematycznego punktu widzenia.
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Rozpatrujemy par¦ zmiennych losowych ϑ i X. �¡czn¡ g¦sto±¢ tych zmien-
nych de�niujemy wzorem

f(θ, x) = π(θ)fθ(x), (θ ∈ Θ, x ∈ X ).

W ten sposób okre±lamy jeden rozkªad prawdopodobie«stwa, nazwijmy go
P, na nowej przestrzeni probabilistycznej Θ × X . Je±li zmienne X i ϑ s¡
dyskretne, to przez ª¡czn¡ g¦sto±¢ rozumiemy f(θ, x) = P(ϑ = θ,X = x).
B¦dziemy te» rozwa»ali modele w których jedna ze zmiennych X i ϑ jest
dyskretna a druga ma rozkªad absolutnie ci¡gªy. Symbole E, Var, f (bez
wska¹nika θ) b¦d¡ odt¡d oznaczaªy warto±¢ oczekiwan¡, wariancj¦ i g¦sto±¢
wzgl¦dem rozkªadu P. Zauwa»my, »e teraz fθ staje si¦ warunkow¡ g¦sto±ci¡
zmiennej losowej X dla ϑ = θ:

fθ(x) =
f(θ, x)

π(θ)
= f(x|θ).

Je±li dana jest warto±¢ naszej obserwacji i wiemy, »e X = x, to mo»emy
przy pomocy znanego wzoru Bayesa policzy¢ rozkªad warunkowy losowego
parametru ϑ. Jest to tak zwany rozkªad a posteriori. G¦sto±¢ tego rozkªadu
oznacza si¦ czasami przez πx.

9.2.2 TWIERDZENIE (Wzór Bayesa). Rozkªad a posteriori parametru
ϑ, dla danej obserwacji X = x, ma g¦sto±¢

πx(θ) = f(θ|x) =
π(θ)fθ(x)

f(x)
,

gdzie

f(x) =





∫
Θ

π(θ)fθ(x)dθ w przypadku zmiennej ci¡gªej;

∑
θ∈Θ π(θ)fθ(x) w przypadku zmiennej ci¡gªej.

G¦sto±¢ f opisuje rozkªad brzegowy zmiennej losowej X w modelu bayesow-
skim. W tym kontek±cie mówi si¦ f jest mieszank¡ wyj±ciowych g¦sto±ci fθ.
W istocie, mo»emy traktowa¢ f jako �±redni¡ wa»on¡� funkcji fθ, z �funkcj¡
wagow¡� π.
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W typowych prostych modelach bayesowskich rozkªad a priori jest tak do-
brany do rozkªadu obserwacji, aby wyliczenie rozkªadu a posteriori byªo bar-
dzo ªatwe. S¡ to tak zwane sprz¦»one rodziny rozkªadów. Mianownik f(x)
we wzorze Bayesa jest do±¢ skomplikowany, ale nie zawsze musimy go ob-
licza¢. Interesuje nas zale»no±¢ g¦sto±ci a posteriori od θ, zatem pomijaj¡c
czynniki nie zale»¡ce od θ (cho¢ by¢ mo»e zawieraj¡ce x) przepiszemy wzór
Bayesa w bardziej przyjaznej postaci:

πx(θ)f(θ|x) ∝ π(θ)fθ(x).

Symbol ∝ oznacza, »e lewa i prawa strona s¡ proporcjonalne jako funkcje θ.
Podobnie post¡pimy w nast¦pnych przykªadach.

Podamy teraz bayesowskie wersje modeli z Przykªadów 2.1.5, 2.1.8 i 2.1.10.

9.2.3 PRZYK�AD (Rozkªad dwumianowy i rozkªad a priori beta). Zaªó»my,
»e obserwujemy wyniki n prób w schemacie Bernoulliego z nieznanym praw-
dopodobie«stwem sukcesu θ. Rozkªad prawdopodobie«stwa zero-jedynkowych
zmiennych X1, . . . , Xn jest taki jak w Przykªadzie 2.1.5. Liczba sukcesów
S =

∑
Xi m rozkªad dwumianowy Bin(n, θ). Wygodnie przyj¡¢, »e rozkªad

a priori jest rozkªadem Beta(α, β):

π(θ) ∝ θα−1(1− θ)β−1, (0 < θ < 1).

Rozkªad a posteriori ma g¦sto±¢

πx1,...xn(θ) ∝ θα−1(1− θ)β−1θs(1− θ)n−s = θα+s−1(1− θ)β+n−s−1,

gdzie s =
∑

xi. Rozkªad a posteriori jest wi¦c rozkªadem Beta(α+s, β+n−s)
i zale»y tylko od warto±ci zmiennej losowej S =

∑
Xi.

Zauwa»my, »e jednostajny rozkªad a priori nale»y do rodziny rozkªadów beta:
U(0, 1) = Beta(α, β), dla α = β = 1. Ten rozkªad wydaje si¦ dobrze mode-
lowa¢ �caªkowit¡ niewiedz¦ na temat parametru θ�, ale jest to interpretacja
kontrowersyjna1.

1Je±li �nic nie wiemy o parametrze θ� to nic nie wiemy o θ2. A wi¦c ϑ ∼ U(0, 1) czy
ϑ2 ∼ U(0, 1) ?
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Poni»szy rysunek przedstawia g¦sto±ci jednostajnego rozkªadu a priori i roz-
kªadów a posteriori w Przykªadzie 9.2.3 dla kilku rozmiarów próbki.
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9.2.4 PRZYK�AD (Rozkªad Poissona i rozkªad a priori gamma). Zaªó»my,
»e X1, . . . , Xn jest próbk¡ z rozkªadu Poiss(θ), tak jak w Przykªadzie 2.1.8.
Rozwa»my rozkªad a priori Gamma(α, λ):

π(θ) ∝ θα−1e−λθ, (θ > 0).

Rozkªad a posteriori ma g¦sto±¢

πx1,...xn(θ) ∝ θα−1e−λθe−nθθs = θα+s−1e−(λ+n)θ,

gdzie s =
∑

xi. Rozkªad a posteriori jest wi¦c rozkªadem Gamma(α+s, λ+n)
i zale»y tylko od warto±ci zmiennej losowej S =

∑
Xi.

Rozwa»any przez nas model znajduje zastosowanie w matematyce ubezpie-
czeniowej i tak zwanej �teorii zaufania�. Interpretacja jest podobna jak w
Przykªadzie 9.1.1. Wyobra¹my sobie, »e zmienne losowe Xi oznaczaj¡ liczby
szkód dla konkretnego klienta w kolejnych latach. Parametr θ jest ±redni¡
liczb¡ roszcze« przypadaj¡cych na rok. Ka»demu klientowi odpowiada inna
warto±¢ parametru θ. Rozkªad a priori opisuje �rozrzut� tego parametru
w populacji klientów. Zgªaszanie si¦ klientów uznajemy za zjawisko przy-
padkowe. Ka»da nowa umowa jest dwuetapowym do±wiadczeniem losowym.
W pierwszym etapie pojawia si¦ realizacja θ zmiennej losowej ϑ. W drugim
etapie obserwujemy liczby szkód, czyli realizacje xi zmiennych losowych Xi.
Parametr θ jest ju» ustalony, ale nieznany. Nasz stan wiedzy (lub raczej
stopie« niewiedzy) o zmiennej θ po zaobserwowaniu liczb x1, . . . , xn opisuje
rozkªad a posteriori.

9.2.5 PRZYK�AD (Rozkªad normalny i rozkªad a priori normalny). Niech
zmienne X1, . . . , Xn b¦d¡ próbk¡ z rozkªadu normalnego N(µ, σ2). Zaªó»my,
»e σ2 jest znane, za± nieznany parametr µ ma rozkªad a priori normalny
N(m, v2), czyli

π(µ) ∝ exp

[
− 1

2v2
(µ−m)2

]
.

Mo»emy napisa¢ g¦sto±¢ a posteriori :

πx1,...,xn(µ) ∝ exp

[
− 1

2v2
(µ−m)2 − 1

2σ2

n∑
i=1

(xi − µ)2

]
,

czyli
πx1,...,xn(µ) ∝ exp

[
−nv2 + σ2

2σ2v2

(
µ− nv2x̄ + σ2m

nv2 + σ2

)2
]
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Oczywi±cie, x̄ oznacza
∑

xi/n. Wykonali±my tu znan¡ ze szkoªy ±redniej ope-
racj¦ sprowadzania trójmianu kwadratowego do postaci kanonicznej. Wyrazy
wolne zostaj¡ �pochªoni¦te� przez symbol ∝. Dodanie staªej do argumentu
funkcji wykªadniczej jest tym samym, co pomno»enie tej funkcji przez staª¡.
Wida¢ ju», »e rozkªad a posteriori jest normalny,

N
(nv2x̄ + σ2m

nv2 + σ2
,

σ2v2

nv2 + σ2

)
.

Zreasumujemy nasze rozwa»ania i dokªadniej omówimy interpretacj¦ modelu
bayesowskiego. Je±li rozkªad a priori wyra»a tylko przekonania statystyka i
jest wybrany arbitralnie, to obliczone na jego podstawie prawdopodobie«stwo
ma charakter subiektywnej oceny szans. To jest klasyczny punkt widzenia
teorii bayesowskiej. Wspomnieli±my w Przykªadzie 9.2.3 o zwi¡zanych z tym
trudno±ciach. W wielu zastosowaniach rozkªad a priori ma inn¡, bardziej
obiektywn¡ interpretacj¦, tak jak w Przykªadzie 9.2.4. L¡czny rozkªad praw-
dopodobie«stwa zmiennych losowych ϑ i X jest probabilistycznym modelem
dwuetapowego do±wiadczenia losowego, w którym obserwowujemy tylko wy-
nik drugiego etapu.

9.3 Warunkowa niezale»no±¢ i dostateczno±¢

W modelach bayesowskich wa»n¡ rol¦ gra poj¦cie warunkowej niezale»no±ci.
Rozwa»my 3 zmienne losowe X, Y i Z, okre±lone na tej samej przestrzeni
probabilistycznej (przestrzenie warto±ci by¢ by¢ ró»ne). Dla uproszczenia
zaªó»my, »e istnieje ª¡czna g¦sto±¢ f(x, y, z), albo �w zwykªym sensie� albo
dyskretna. Zmienne X i Y s¡ warunkowo niezale»ne pod warunkiem Z je±li

f(x, y|z) = f(x|z)f(y|z)

dla (prawie)2 wszystkich x, y i z. �atwo sprawdzi¢, »e warunkowa niezale»-
no±¢ jest równowa»na ka»demu z dwóch nast¦puj¡cych warunków, speªnio-
nemu dla (prawie) wszystkich x, y i z:

f(x|y, z) = f(x|z), f(y|x, z) = f(y|z).

2G¦sto±ci wzgl¦dem miary Lebesgue'a s¡ jednoznacznie zde�niowane prawie wsz¦dzie.
W przypadku zmiennych dyskretnych mo»na pomin¡¢ zastrze»enie �prawie�.
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Uogólnienie na przypadek wi¦kszej liczby zmiennych nie przedstawia trud-
no±ci.
9.3.1 PRZYK�AD. W Przykªadach 9.2.3, 9.2.4 i 9.2.5 zakªadali±my warun-
kow¡ niezale»no±¢ obserwacji X1, . . . , Xn przy danej warto±ci ϑ = θ:

f(θ, x1, . . . , xn) = π(θ)f(x1|θ) · · · f(xn|θ),

co jest równowa»ne

f(x1, . . . , xn|θ) = f(x1|θ) · · · f(xn|θ).

Zauwa»my, »e obserwacje X1, . . . , Xn w ±wiecie bayesowskim nie s¡ nieza-
le»ne, bo brzegowa g¦stos¢ f(x1, . . . , xn) nie jest iloczynem f(x1) · · · f(xn).
Zmienna Xj zale»y od Xj �poprzez zmienn¡� ϑ.

W modelu bayesowskim dostateczno±¢ jest (prawie) równowa»na warunkowej
niezale»no±ci parametru i obserwacji pod warunkiem statystyki.

9.3.2 Stwierdzenie (Bayesowska dostateczno±¢). W modelu bayesowskim
nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

(i) zmienne losowe ϑ i X s¡ warunkowo niezale»ne pod warunkiem T (X),

(ii) zachodzi wªasno±¢ faktoryzacji fθ(x) = gθ(T (x))h(x), z wyj¡tkiem by¢
mo»e zbioru parametrów θ o zerowym prawdopodobie«stwie a priori3.

Szkic dowodu. Idea jest niezwykle prosta. Poni»sze rozumowanie jest ±cisªym
dowodem w przypadku dyskretnych przestrzeni X i Θ, kiedy g¦sto±ci warun-
kowe s¡ elementarnie zde�niowanymi prawdopodobie«stwami warunkowymi.
W przypadku ogólniejszym s¡ kªopoty techniczne zwi¡zane z de�nicj¡ roz-
kªadów warunkowych, o czym ju» mówili±my w Uwadze 2.3.3. Stwierdzenie
2.3.2, przeªo»one na j¦zyk bayesowski, mówi »e dostateczno±¢ statystyki T
jest równowa»na warunkowi

f(x|t, θ) = f(x|t),
3Zastrze»enie o �wyj¡tkowym zbiorze parametrów� jest niestety konieczne, bo f(x|θ)

jest okre±lone tylko dla �prawie wszystkich� θ.
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dla T (x) = t. To jest równowa»ne warunkowej niezale»no±ci, czyli f(θ, x|t) =
f(θ|t)f(x|t). Korzystaj¡c z faktu, »e t jest wyznaczone przez x oraz z �syme-
trycznej� formy warunkowej niezale»no±ci, mamy kolejn¡ równowa»n¡ to»sa-
mo±¢:

f(θ|x) = f(θ|x, t) = f(θ|t).

Bayesowska interpretacja dostateczno±ci jest bardzo intuicyjna: rozkªad a
posteriori (czyli wszystko co wie statystyk po zaobserwowaniu x) zale»y tylko
od t = T (x).

9.4 Zadania
1. Rozpatrzmy sytuacj¦ opisan¡ w Przykªadzie 9.1.1. Przypu±¢my, »e kierowca

zgªosiª szkod¦ w 1-szym roku ubezpieczenia. Obliczy¢ prawdopodobie«stwo,
»e zgªosi szkod¦ i w 2-gim roku. Zakªadamy, »e �typ� kierowcy si¦ nie zmienia.

2. (Przykªad Laplace'a). Mamy r + 1 urn. W ka»dej urnie znajduje si¦ r
kul, przy tym urna numer i zawiera i kul biaªych oraz r − i kul czarnych.
Losowanie przebiega w nast¦puj¡cy spoób.

• Wybieramy jedn¡ z urn z jednakowym prawdopodobie«stwem 1
r+1 .

• Losujemy n + 1 razy ze zwracaniem z wybranej uprzednio urny.

Wiadomo, »e w n losowaniach wybrali±my same kule biaªe. Obliczy¢ praw-
dopodobie«stwo, »e w kolejnym (n + 1)-szym losowaniu te» wyjdzie biaªa?

3. Obserwacje X1, . . . , Xn s¡ próbk¡ z rozkªadu normalnego N(µ, 1/κ), gdzie µ
jest znane, za± nieznany parametr κ (odwrotno±¢ wariancji) ma rozkªad a
priori Gamma(α, λ). Obliczy¢ rozkªad a posteriori.


