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1 Jezyk logiki matematycznej

Zadaniem matematyki jest badanie rozmaitych abstrakcyjnych obiektéw, odkrywanie ich wtas-
nosci i analizowanie zwiazkéw pomiedzy tymi wlasnoéciami. Formulowanie mysli i stwierdzen
oraz wiazanie ich ze soba w sposob $cisty i jednoznaczny, a jednoczesnie zrozumialy, ma tu
pierwszorzedne znaczenie. Aby odpowiednie daé rzeczy stowo poshugujemy sie umownymi
skrétami i konwencjami. Jedna z takich konwencji jest uzywanie ustalonych spdjnikow lo-
gicznych 1 kwantyfikatoréw do budowania osadéw (stwierdzen, zdan) ztozonych z prostszych
wyrazen. W ten sposéb znaczenie zlozonego osadu (zdania) jest jednoznacznie okreslone przez
znaczenie jego sktadowych. Skroty stosowane przy tej okazji nazywamy notacjq logiczng.

Na przyklad, jesli A i B sa pewnymi stwierdzeniami, to wyrazenie ,A i B” (zapisywane w skro-
cie jako A A B) orzeka, ze ma miejsce zaréwno stan rzeczy opisany przez A jak i przez B.
Wyrazenie to nazywamy koniunkcjg osadéw A i B. W jezyku polskim koniunkcji odpowiada
stowo i, ale takze kazde ze stow oraz, a, ale, réznigcych sie odcieniami znaczeniowymi.
Te réznice znaczeniowe znikaja w jezyku matematyki, gdzie koniunkcja stanowi tylko suche
stwierdzenie koincydencji dwéch faktow.

Alternatywa osadéw A i B to wyrazenie ,A lub B” (w skrécie A V B). Stwierdza ono zajscie
co najmniej jednej z mozliwodci, moze A, moze B (a byé moze obu). W jezyku polskim
alternatywie odpowiadaja stowa lub i albo® ale takze na przyklad zwrot ,A, chyba e B”.

Sens koniunkcji i alternatywy jest dosy¢ oczywisty i na ogoél zgodny ze sposobem w jaki
w jezyku polskim uzywamy stéw i oraz lub. Znacznie mniej jasne jest jak nalezy $cisle inter-
pretowaé stwierdzenie postaci ,,jesli A to B”, czyli implikacje (w skrocie A — B). Chcemy
oczywiscie powiedzie¢, ze A — B wyraza wynikanie stwierdzenia B ze stwierdzenia A, ale co
to naprawde znaczy ,,wynikanie”?

LCzasami slowo albo uzywane jest w znaczeniu tzw. alternatywy wykluczajacej, ale my nie bedziemy
stosowaé tej zasady.
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Wynikanie w matematyce to zwykle tzw. implikacja materialna, wyrazajaca jedynie ,,ob-
serwacyjna’ zaleznos¢ pomiedzy przestanka i konkluzja: implikacja A — B zachodzi wtedy,
gdy zajsciu A z pewnodcig towarzyszy B. Przy tym, je$li A nie ma miejsca, to implikacje
akceptujemy ,,walkowerem”. Scisla definicje implikacji materialnej mozna podaé¢, odwolu-
jac sie do koncepcji wartosci logicznej. Otéz przyjmujemy, ze kazde poprawnie zbudowane
i jednoznacznie sformulowane wyrazenie o charakterze orzekajacym (zdanie logiczne) jest albo
prawdziwe albo falszywe.? Inaczej, kazde zdanie logiczne ma wartosé logiczng: jest nia prawda
(oznaczana zwykle przez 1) lub falsz (oznaczany przez 0). W naszej dwuwartosciowej logi-
ce (ktéra nazywamy tez logikq klasyczna) znaczenie spdjnikéw logicznych mozna opisywaé
dobrze znanymi tabelkami. Dla koniunkcji i alternatywy tabelka wyglada tak:
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Natomiast idea implikacji materialnej moze byé¢ wyrazona tak:
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Implikacja jest wiec falszywa tylko wtedy, gdy przestanka jest prawdziwa, a konkluzja falszywa.
W pozostalych przypadkach musimy uznaé implikacje za prawdziwa.

Jak juz powiedzieliSmy, warto$¢ logiczna, ktéra przypisujemy implikacji A — B zalezy wy-
lacznie od wartosci logicznych przypisanych jej przestance A i konkluzji B. Wartosé ta nie
zalezy natomiast od samej tresci tych wyrazen, czy tez jakichkolwiek innych zwiazkéw po-
miedzy A i B. W szczegdlnosci, wypowiedzi A i B moga méwié o zajsciu jakichs zdarzen
i wtedy wartos¢ logiczna implikacji materialnej A — B nie ma nic wspdlnego z ich ewentu-
alnym nastepstwem w czasie, lub tez z tym, ze jedno z tych zdarzen spowodowalto drugie.
W jezyku polskim stwierdzenie ,jesli A to B” oczywiscie sugeruje taki zwiazek, np. w zdaniu:

Jesli zasilanie jest wlaczone, to drukarka dziata.

Ale przeciez implikacja materialna nie zachodzi, o czym dobrze wiedza uzytkownicy drukarek.
Co wiecej, zwykle materialng prawda jest stwierdzenie odwrotne:

Jesli drukarka dziala, to zasilanie jest wlgczone.
Natomiast zdanie

Drukarka dziata, poniewaz zasilanie jest wlgczone,

2Wyrazenie zawierajace zmienne, jak np. ,3 + & = 3”7, mozna zinterpretowaé jako prawdziwe lub falszywe,
gdy okreslone sa wartosci zmiennych.
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stwierdza zwiazek przyczynowo-skutkowy, a ponadto faktyczne zajscie wymienionych zdarzen,
a to nie daje sie wyrazi¢ za pomoca materialnej implikacji.

Nastepny wazny spojnik logiczny to negacja. Méwimy , nieprawda, ze A”, i piszemy w skro-
cie A, gdy chcemy powiedzieé, ze A nie ma miejsca, tj. ze przypuszczenie A prowadzi
do sprzecznosci (falszu, absurdu). Jesli sam absurd (zdanie wzorcowo falszywe) oznaczymy
przez L, to negacja —A jest tym samym co implikacja A — L. W logice dwuwartosciowej
negacje opisujemy tabelka;

A|l-A
0 1
1

W mysl tej tabeli, jedno ze stwierdzenn A i —=A musi byé prawdziwe; zasada ta, zapisywana
jako AV —A, nosi nazwe prawa wylaczonego srodka (tertium non datur).

Pozostaje jeszcze réwnowaino$é A «— B, ktéra czytamy ,, A wtedy i tylko wtedy, gdy B”.
Roéwnowaznos$é wyraza te sama mysl co koniunkcja dwéch implikacji: (A — B) A (B — A),
a wiec uznamy ja za prawdziwa, gdy wartosci logiczne A i B sa takie same. Na przyklad
rownowazno$¢ A «— ——A jest zawsze prawdziwa.

Zwroémy jeszcze uwage na utarte w matematyce znaczenie pewnych zwrotéw jezyka polskiego:

e Zdanie ,A, tylko (wtedy) gdy B” odpowiada implikacji A — B, natomiast zdaniem
~A wtedy, gdy B” stwierdzamy implikacje B — A.

e Implikacja A — B jest nazywana implikacja odwrotng do B — A.

e Gdy zachodzi implikacja A — B, to méwimy, ze A jest warunkiem wystarczajocym
na B, natomiast B nazywamy warunkiem koniecznym dla A.

e Jedli zas stwierdzamy, ze A <« B, to mozemy powiedzie¢, ze A jest warunkiem ko-
niecznym i wystarczajacym na B. (Oczywiscie wtedy B jest tez warunkiem koniecznym
i wystarczajacym na A.)

Nawiasy: Zasady uzycia nawiaséw w wyrazeniach logicznych sa okreslone przez priorytety,
ktore przypisujemy spéjnikom. Najsilniej wiaze negacja, potem (réwnorzednie) koniunkcja
i alternatywa, a najnizszy priorytet maja implikacja i réwnowazno$¢. Zatem na przyktad
wyrazenie A V B — C oznacza to samo co ((mA)V B) — C, a napis AV B A C jest
niepoprawny.

Kwantyfikatory

Stowo predykat oznacza wyrazona w jakims jezyku ,,wlasno$¢” lub ,relacje” odnoszaca sie do
pewnych obiektéw. Na przyktad w zdaniu ,,Liczba 5 jest parzysta” role predykatu odgrywa
stowo parzysta, a w zdaniu ,2 = 1 — 3 < 2” role te pekia relacje réwnosci i mniejszosci
oznaczone znakami = i <. Predykat moze by¢ zlozony: formuta z = 2 — 3 < x okredla
pewien predykat odnoszacy sie do zmiennej x.
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7 logika predykatow mamy do czynienia wtedy, gdy analizujemy sens logiczny zdan zawiera-
jacych predykaty. Zdania takie moga by¢ budowane z pomoca spdjnikéw logicznych A, V, —,
=1 <, ale takze przy uzyciu kwantyfikatorow.

Przypus$émy, ze A(x) wyraza pewna wlasnosé obiektow x nalezacych do dziedziny D. Jesli
chcemy stwierdzi¢, ze wszystkie elementy x dziedziny D maja wlasnosé¢ A(zx), to mozemy
napisa¢ V€D A(x) lub VoD A(x). Czytamy to zwykle tak: , Dia kazdego x nalezacego do D
zachodzi A(x)” albo tak: ,,Dla kazdego x typu D zachodzi A(x)”. Znak ¥V nazywamy kwanty-
fikatorem ogdlnym lub uniwersalnym.

Natomiast kwantyfikator szczegolowy, inaczej egzystencjalny, 3, stuzy do wyrazania stwierdzen
postaci ,,Dla pewnego x typu D zachodzi A(x)”, ktére zapisujemy tak: Jz€D A(x) lub tak:
Jz:D A(x).

Dziedzine D, ktora przebiegaja wartoéci zmiennej x, czesto traktujemy jako domyslng i po
prostu piszemy Jx A(x). Podobnie postepujemy z kwantyfikatorem V. Inne popularne uprosz-
czenie polega na pisaniu np. Vay:D ... zamiast Va:DVy:D. ..

Wartosci logicznych wyrazen kwantyfikatorowych nie da sie zdefiniowa¢ za pomoca tabelek.
Na przyklad dlatego, ze dziedzina D moze byé¢ nieskoriczona. Ale tez dlatego, ze znaczenie
danego zdania zalezy tutaj od znaczenia wszystkich wystepujacych w nim symboli (predyka-
téw, nazw obiektéw i funkeji). Na przyklad sens zdania Vo:D(f(z) < 0 — = < 1) zalezy od
dziedziny D i od tego co oznaczaja symbole f, <, 0, 1. Mozemy tylko powiedzieé, ze:

e Stwierdzenie Va:D ¢(x) jest spelnione wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie elementy d € D
maja wlasnos$é ¢(d).

e Stwierdzenie Jz:D p(z) jest spelnione wtedy i tylko wtedy, gdy przynajmniej jeden
element d € D ma wilasnosé¢ o(d).

Nawiasy: Istnieja dwie tradycje nawiasowania wyrazen z kwantyfikatorami. Pierwsza nadaje
kwantyfikatorom najwyzszy priorytet, tj. formute Vo P(z) — R(y) nalezy rozumieé tak samo
jak (Vo P(x)) — R(y). W zasiegu kwantyfikatora znajduje sie jedynie najblizszy czton formuly.
Druga tradycja rozciaga zasieg kwantyfikatora najdalej jak to mozliwe, wtedy jednak po
zmiennej zwiazanej kwantyfikatorem nalezy postawié¢ kropke, ktéra niejako zastepuje nawias.
Mozna wiec napisaé V. P(z) — R(y) zamiast Va(P(z) — R(y)).

Zmienne wolne i zwiagzane: Jak juz mowiliSmy, znaczenie zmiennych wystepujacych
w danym stwierdzeniu ma wplyw na jego wartosé¢ logiczna. Na przykiad warunek ,x > 47 jest
spetiony, gdy wartoscia z jest liczba 5. Ale ocena prawdziwosci kazdego ze zdan ,Vx:N. x > 47
i,dx:N.xz > 4”7 nie wymaga juz okreslenia wartosci x. W tych zdaniach zmienna x zostala
zwigzana kwantyfikatorem. Zdanie ,Vx:N.x > 4”7 nie wyraza juz zadnej wlasnosci liczby =z,
a raczej wlasnos¢ relacji wiekszosci w zbiorze N. Rownie dobrze zamiast ,Va:N.z > 4”7
moglibysmy przeciez napisa¢ ,vVz:N.z > 4”. Albo powiedzie¢ po polsku ,kazda liczba na-
turalna jest wieksza od 4”.

A zatem wartos¢ logiczna formuty zalezy tylko od zmiennych, ktére nie sa zwiazane kwanty-
fikatorami. Nazywamy je zmiennymi wolnymi. Na przyktad w formule 3z:N(z > 4V y < x)
zmienna x jest zwigzana a zmienna y jest wolna. Formuta ta wyraza wiec pewien predykat
odnoszacy sie do y (ten sam co FJu:N.u >4V y < u).

Zauwazmy jednak, ze wiazanie zmiennych przez kwantyfikator odnosi sie tylko do tego pod-
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wyrazenia, ktérego dotyczy ten kwantyfikator. Wystapienia zmiennej poza zasiegiem kwan-
tyfikatora pozostaja wolne. A wiec ta sama zmienna moze by¢ zaréwno wolna jak i zwigzana,
jak np. zmienna z w formule (Vz:N.x > 0V < y) — ax = 1. Tutaj wolne sa zar6wno
zmienne y jak i x (w swoim trzecim wystapieniu), a wiec wartos¢ formuty zalezy od nich obu.

Aby uniknaé probleméw z interpretacja wyrazen zawierajacych zmienne wolne i zwigzane, pa-
mietajmy o tym, ze znaczenie takiego wyrazenia nie zalezy od wyboru zmiennych zwigzanych.
Mozna wiec dobra¢ zmienne zwiazane w ten sposéb, aby sie nie mylily ze zmiennymi wolnymi,
np. nasza formule napiszemy tak: (V2:N.z >0V z<y) —z = 1.

Zjawisko wiazania zmiennych wystepuje nie tylko w wyrazeniach o charakterze logicznym.
Na przyktad catke ff+1 x? dx powinniémy rozumieé tak samo jak ff“ y?
w wyrazeniu z? (ale nie w granicach calkowania) jest zwiazana przez dz. Identyfikatory
lokalne w programowaniu to takze nic innego jak zmienne zwiazane (swoimi deklaracjami),
a identyfikatory globalne odpowiadaja zmiennym wolnym.

dy, bo zmienna x

Konfuzje skltadniowe

Jezyk formul matematycznych rzadzi sie nieco innymi prawami niz jezyk polski (i kazdy inny
jezyk naturalny). Ma swoje wlasne reguty sktadniowe, dopuszczajace znacznie mniejsza dowol-
nos¢ interpretacyjna. Thumaczac zdania jezyka polskiego na jezyk matematyki (i odwrotnie),
nalezy o tym pamieta¢. Na przyklad te dwa zdania maja bardzo podobna budowe:

Kazdy kot ma wasy.
Pewien kot ma wasy.

Mozna je ,przettumaczy¢” na jezyk logiki tak:

Va:Kot. MaWasy(x);
Jx:Kot. MaWasy(x),

ale czasem robi sie to inaczej, i wtedy podobienstwo znika:

Vz(Kot(z) — MaWasy(z));
Ju(Kot(z) A MaWasy(z)).

Dosé czestym bledem jest wladnie mylenie koniunkcji z implikacja w zasiegu dzialania kwan-
tyfikatora. A oto inny przykilad. Zdania:
Liczba 6 jest parzysta;
Liczba 6 jest dwukrotnosciq pewnej liczby,
oznaczaja to samo. Zaprzeczeniem pierwszego z nich jest oczywiscie zdanie
Liczba 6 nie jest parzysta,
ale zaprzeczeniem drugiego nie jest zdanie

Liczba 6 nie jest dwukrotnosciq pewnej liczby,
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otrzymane przeciez przez analogiczna operacje ,,podstawienia”. Uzycie stowa ,pewnej” powoduje
bowiem, ze to zdanie rozumiemy jako Jz(—6 = 2z), a nie jako —3z(6 = 2z).

Innym popularnym bledem jest mylenie koniunkcji z alternatywa w przestance implikacji,
zwlaszcza gdy wystepuje tam negacja. Mamy bowiem sktonno$é do powtarzania stowa ,nie”
w obu czlonach zalozenia i nie razi nas zdanie

Kto nie ma biletu lub nie jest pracownikiem teatru, ten nie wejdzie na przedstawienie.
Ale od tekstu matematycznego oczekujemy wiecej Scistosci i w takim tekscie zdanie:
Jesli x nie jest réwne 2 lub nie jest réwne 3, to &2 — 5z + 6 nie jest zerem.

moze wprowadzi¢ czytelnika w blad. ,Doslowne” tlumaczenie tego zdania na jezyk logiki
predykatéw, to przeciez formuta

—(z=2)V—=(z=3) = (2% — 52+ 6 =0),
a nie formutla
—(z=2Vzx=3)— (2?2 -52+6=0).

Wielu takich dwuznacznosci unikniemy, gdy przypomnimy sobie, ze w jezyku polskim istnieja
takie stowa jak ani i zZaden.

Cena jaka placimy za $cisto$é jezyka matematyki, to czesto pewne ograniczenia i utrudnienia.
Zastanéwmy sie jak w jezyku logiki predykatéw wyrazié stwierdzenie:

Jesli Joe ma osta, to go bije.

Chcialoby sie napisa¢ tak: (Jx:Osiot. Ma(Joe,x)) — Bije(Joe,x). Ale ta formula jest niedo-
bra, bo zasieg kwantyfikatora obejmuje tylko przestanke implikacji i zmienna x jest wolna
w konkluzji. Zdanie Jz:0siot(Ma(Joe,z) — Bije(Joe,x)) jest tym bardziej nie na temat.
Jest ono ,walkowerem” prawdziwe, bo na pewno istnieja osty, ktérych Joe nie ma. Aby
rozwiazaé¢ problem bitego osta musimy (wbrew intuicji) uzyé kwantyfikatora. .. ogélnego:

Va:Osiot(Ma(Joe, x) — Bije(Joe, x)).
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2 Typy i zbiory

Matematycy chetnie postuguja sie jezykiem teorii zbioréw. Trudno sobie wyobrazi¢ wspdl-
czesny tekst matematyczny, w ktérym zbiory nie pojawiaja sie w taki, czy inny sposéb.
Dlatego w naszym wykladzie tez poswiecimy im duzo miejsca. Oczywiscie nie sposob jest
poda¢ &cislej definicji tak pierwotnego pojecia jakim jest zbior. Georg Cantor, tworca teorii
zbioréw (zwanej tez teoria mnogosci) prébowat zrobié¢ to tak:

Zbiorem nazywamy zgromadzenie w jedng catosé wyrainie wyrdzinionych
przedmiotéow naszej intuicji lub naszej mysli.

Sens definicji Cantora jest taki: Jesli potrafimy wyodrebni¢ pewne przedmioty za pomoca
jakiegos kryterium wyboru (predykatu), to te przedmioty tworza dobrze okreslony zbidr.
A wiec zbidr to w istocie ,,upostaciowienie”, albo ,materializacja” pewnego predykatu. Jest
to wygodny skrét myslowy: zamiast mowié¢ o wszystkich przedmiotach x, speliajacych kry-
terium K (x), wygodniej rozwazaé tylko jeden przedmiot — zbiér z nich zlozony. Na oznaczenie
tego zbioru mozna uzy¢ notacji {z | K(z)}. Zauwazmy, ze x jest tu zwiazane, tj. {zx | K(z)}
to to samo co {y | K(y)}.

Klopoty ze zbiorami

Na co dzieri pojecie zbioru stuzy nam wlasnie jako wygodny skrét myslowy. Ale jesli raz
zgodziliSmy sie traktowaé zbiory tak jak wszystkie inne przedmioty, musimy sie tez zgodzié
na konsekwencje, na przyktad na zbiory zbioréw. W ,naiwnej teorii mnogosci” mozna byto na
przyklad rozwazaé zbiér wszystkich zbioréw: Z = {x | = jest zbiorem}. Oczywiscie taki zbi6r
musialby by¢ swoim wlasnym elementem (co zapiszemy tak: Z € Z). To jeszcze nic zlego, ale
co poczaé z takim zbiorem:

R ={x | x jest zbiorem i z € x} ?

Niebezpieczne pytanie: czy R € R? Je$li R € R, to R musi spetnia¢ warunek R ¢ R. A jesli
R ¢ R, to warunek definiujacy zbior nie jest spelniony i mamy R € R. Tak czy owak, jest zle!

Powyzsze rozumowanie, zwane antynomiqg Russella, wskazuje na to, ze ,naiwne” pojmowanie
zbioréw prowadzi do sprzecznosci. Ale nie wynika stad, ze cala teoria zbioréw jest bezuzy-
teczna. Przeciwnie, pojecie zbioru jest wygodne i potrzebne, klopoty pojawiaja sie wtedy,
gdy go naduzywamy.

Gdy moéwimy o kryterium odrézniajacym jakie$ obiekty od innych, musimy bowiem pamietad,
ze nie kazde kryterium K (z) ma sens dla dowolnego x. Wartosci zmiennej  w sposéb jawny
lub domy$lny przebiegaja zawsze jaka$ konkretna dziedzine D (powiemy, ze x jest typu D).
Zamiast {z | K(z)} powinni$my wiec raczej napisa¢ {z:D | K(z)} lub {x € D | K(z)}.

Przy tej okazji zauwazmy, ze cala dziedzina D tez jest zbiorem (wyrdznionym z siebie samej
przez trywialne, zawsze spehione, kryterium). Przestrzen, z ktérej wyodrebnia sie zbiory,
jest jednak na ogdt tworem bardziej ,,pierwotnym” niz jakikolwiek predykat odnoszacy sie do
elementéw tej przestrzeni. Dlatego takie dziedziny bedziemy czesto nazywaé typamsi. Mozna
na przyktad mowié¢ o typie N liczb naturalnych, typie R liczb rzeczywistych, czy tez o typie
Bool wartosci logicznych, ktorego elementami sa prawda i fatsz.
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Uwaga: Kazdemu obiektowi powinnismy w zasadzie jednoznacznie przypisaé jego typ. Cza-
sem jednak naturalne jest to, ze obiekt danego typu D w pewnych sytuacjach moze by¢
uwazany za obiekt innego typu £. Tak jest na przyktad z liczbami naturalnymi, ktére moga
byé¢ tez uwazane za liczby rzeczywiste. Wdéwczas méwimy o tym, ze typ D jest podtypem
typu &, i o (domyslnej lub jawnej) koercji lub konwersji elementéw typu D w elementy typu £.

Podzbiory i potegi

Jak powiedziano wyzej, zbiér zlozony doktadnie z tych elementéw typu D, ktére spetniaja
warunek K (z), oznaczamy przez {x:D | K(x)} lub {z € D | K(z)}. Napis ,y € A” czytamy
,»y jest elementem zbioru A”. A wiec dla y : D mamy réwnowazno$é:

K(y) — ye {o:D | K()).

Zamiast {z:D | x € AN K(x)} piszemy po prostu {x € A | K(z)}. Napis {z | K(z)} ma zas
sens wtedy, gdy typ zmiennej x jest znany.

Innym sposobem zdefiniowania zbioru (ale tylko skoriczonego) jest bezposrednie wyliczenie:
zbiér, ktérego elementami sa x1, ..., x, oznaczymy przez {zi,...,x,}. W szczegdlnosdei {z}
oznacza singleton x, tj. zbiér, ktérego jedynym elementem jest x.

Moéwimy, ze zbiér A jest zawarty w zbiorze B (lub, ze jest jego podzbiorem) wtedy i tylko
wtedy, gdy zachodzi warunek Vz(z € A — z € B). Piszemy wéwczas ,A C B”. W szcze-
gélnosci, kazdy zbiér ztozony z elementow typu D jest podzbiorem typu D. Podzbiory takie
tworza, typ potegowy P(D) nazywany typem potegowym typu D. Ogdlniej, jesli A : P(D), to
zbiér wszystkich podzbioréw A, czyli zbior

P(A)={X:P(D) | X C A}
nazywamy zbiorem potegowym zbioru A. Oczywiscie zachodzi réwnowaznosé:
AeP(B) < ACB.
Uzywamy nastepujacych skrotéw:
A € B oznacza A C B;
A G B oznacza AC BNA# B.

Uwaga: Nalezy odrézniaé¢ zawieranie (C) od nalezenia (€).

Réwnosé

Napis ,,x = y” oznacza, ze x i y sa nazwami tego samego przedmiotu. Napis taki ma sens
wtedy, gdy obiekty oznaczone przez z i y sa tego samego typu. Sposéb ustalenia czy x iy
oznaczaja to samo zalezy oczywiscie od tego jaki to jest typ. Zawsze mozna jednak przytoczy¢
og0lna zasade Leibniza: obiekty réwne to te, ktore speliaja dokladnie te same kryteria:

Vo:DVy:D(x =y <« VA:P(D)(z € A — y € A)),
ktora mozemy zapisa¢ w skrécie tak:

r=y—=VAlzre A—yecA).
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2

Czesto spotykane sformutowanie ,istnieje doktadnie jeden element x : D o wltasnosci W (z)
mozemy wyrazi¢ z pomoca rownosci, piszac 3x: D(W(x) AVy:D(W(y) — y = x)). Zapisu-
jemy to w skrécie jako Iz : D. W (x).

Roéwnosé zbiorow. Jak powiedzielismy, zbiér to pewien skrét myslowy. W istocie chodzi
o elementy speliajace pewne kryterium wyboru. Inaczej méwiac, zbidr jest jednoznacznie
okreslony przez swoje elementy. Sposéb w jaki okreslamy elementy zbioru (np. ich kolejnosé)
nie ma znaczenia, wazne jest jedynie to, czy dany przedmiot nalezy do naszego zbioru, czy nie.
Wyrazamy te wlasno$é za pomoca nastepujacej zasady jednoznacznosci: Dla A, B : P(D),

A=B —Vz(z€ A— z€ B).

Aby udowodnié, ze dwa zbiory A i B sa réwne, postepujemy wiec zwykle tak: pokazujemy,
ze kazdy element zbioru A nalezy tez do B, a kazdy element zbioru B nalezy do A. A zatem
rownos¢ zbioréw to ich wzajemne zawieranie.

Fakt 2.1 VA ,B:P(D)(A=B <~ AC BABC A).

Przyklad: Zgodnie z zasada jednoznacznosci napisy {a, b}, {b,a}, {b,a,b} i{a,b,b,a} (a jesli
a = b, to takze napisy {a} i {b}) oznaczaja ten sam zbior.

Moéwimy, ze zbidr jest pusty, gdy nie ma zadnego elementu.
Fakt 2.2  Kazdy typ D ma doktadnie jeden pusty podzbior.

Dowéd:  Przypusémy, ze Ay, Az : P(D) oraz Va:D(z & Ay) oraz Vo:D(x & Az). Wtedy
Ve:D(x € A) < x € Ag)
co oznacza (z jednoznacznosci), ze A; = Ajs. O

Zbiér pusty oznaczamy symbolem &.

Uwaga: Moéwiac, ze zbior A jest pusty, zaprzeczamy stwierdzeniu dz.x € A; zauwazmy, ze
znaczy to tyle samo, co stwierdzenie Vx.x & A. Inaczej:

-dr.ze A wtedy i tylko wtedy, gdy Ve.x & A.
Powyzsza réwnowaznosé jest przykiadem zastosowania prawa De Morgana:

—Jdz. W(x) wtedy i tylko wtedy, gdy Va. W (z).
Analogicznie, zaprzeczeniem tezy uniwersalnej jest teza egzystencjalna:

Vo W (x) wtedy i tylko wtedy, gdy Jz. W (x).

Dzialania na zbiorach
Niech A, B : P(D). Wéwczas:

e Suma zbioréw A i B nazywamy zbiéor AUB ={z:D |z € AVx € B}.
o Iloczyn lub przeciecie zbioréw A i B to zbidor ANB ={z:D |z € ANz € B}.
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e Rdznicq zbioréw A i B nazywamy zbior A— B ={z:D |z € ANz & B}.
e Dopetnienie zbioru A (do typu D) to zbidr —A = {z:D | z ¢ A} (czyli réznica D — A).
e Roinica symetryczna zbioréw A i B to zbiéor A~ B=(A—-B)U (B - A).

Dla odréznienia od sumy prostej (patrz nizej), ,zwykla” sume nazywamy czasem suma mno-
gosciowq lub teoriomnogosciowq. Takze o przecieciu zbioréw mowimy ,.iloczyn mnogosciowy”.

Uwaga: Definicja dopehienia zbioru A zalezy od typu D. Jesli typ nie jest ustalony, pojecie
dopehienia nie ma sensu. Ale typ zazwyczaj wynika z kontekstu.

Cwiczenie 2.3 Przypus$émy, ze zbiér A ma n elementéw, a zbiér B ma m elementéw. Ile
elementéw moga mie¢ zbiory AU B, AN B, A— B?

Cwiczenie 2.4 Udowodnié, ze dla dowolnych A i B jesli A— B =2 to A C B.

Rozwigzanie: Mamy udowodnié¢, ze dla kazdych A i B, z zalozenia A — B = @ wynika teza
A C B. Przypusémy wiec, ze A i B sa zbiorami spehiajacymi warunek A — B = @. Naszym
zadaniem jest wykazanie, ze A C B, czyli ze Vx (x € A — x € B). Inaczej: kazdy element x
zbioru A ma naleze¢ do B. Rozwazmy wiec jakis element x € A, pokazemy, ze z € B.

Postuzymy sie wnioskowaniem przez zaprzeczenie: przypusémy, ze © ¢ B. Skoro z € A
iz B,tox e A—B. Ale A— B = @, wiec x € &, co jest niemozliwe. Hipoteza x ¢ B
okazala sie falszywa, czyli faktycznie x € B.

A zatem udowodniliémy implikacje © € A — x € B, a poniewaz = byl zupelie dowolny, wiec
mozemy stwierdzi¢, ze zachodzi warunek Vo (x € A — x € B), czyli A C B. Ostatecznie
widzimy, ze zawieranie A C B musi zachodzi¢ zawsze wtedy, gdy A — B = &.

Powyzsze rozwiazanie jest oczywiscie nieco ,przegadane”. Zwykle taki dowdd zapiszemy
w zwiezty sposéb:

Niech A— B=g orazx € A. Gdyby x € B, tox € A— B = &, sprzeczno$é. Zatem x € B.

Przyjrzyjmy sie blizej konstrukcji naszego dowodu. Zauwazmy na przyklad réznice pomiedzy
zatozeniami x € A iz ¢ B. Pierwsze z tych zalozen obowiazuje wszedzie tam gdzie mowa
o hipotetycznym przedmiocie x, drugie zalozenie potrzebne nam bylo tylko ,lokalnie” dla
wykazania jego falszywosci.

Takze sama nazwa x ma sens tylko w ,wewnetrznej” czesci rozumowania (nie ma przeciez
w tezie twierdzenia mowy o zadnym z). Przypomina to zjawisko znane z programowania:
lokalnie zadeklarowanego identyfikatora uzywamy tylko w bloku zawierajacym jego deklaracje.

Strukture blokowa naszego dowodu przedstawimy na rysunku z pomoca pudetek Jaskowskiego.
(Uczynione kursywa adnotacje o ,,celu” nie sa cze$cia dowodu, ale dodatkowym komentarzem.)
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Zatézmy, ¢ A — B = o, (Cel 1: AC B)
Wezmy dowolne x € A. (Cel 2: x € B)
Zatézmy, ze x ¢ B. (Cel 3: sprzecznosé)

Skorox e Aiz g B,tox € A—B.

Ale A — B =g, wiec x € @ — sprzeczno$¢. (Cel 3 osiagniety)
Zatem z € B. (Cel 2 osiggniety)
ZatemVex(r € A—xz € B), czyli AC B. (Cel 1 osiagniety)

Zatem jesli A— B=9o to A C B.

Na dobrg sprawe nalezaloby caly rysunek wlozy¢ do jeszcze jednego duzego pudelka, zaczy-
najacego sie od ,,Niech A i B bedq dowolnymi zbiorami. . .

Cwiczenie 2.5 Udowodnié, ze dla dowolnych A, B, C, jesli A— B CC to ACBUC.

Rozwiazanie: Zalézmy, ze A — B C C. Aby wykaza¢ A C B U C, przypusémy, ze © € A.
Jesli z € B to oczywiscie x € BUC, w przeciwnym raziex € A—B C C,skad z € C C BUC.

W powyzszym zwieztym dowodzie wystepuje wnioskowanie przez przypadki. Bardziej szcze-
gbélowa wersje tego dowodu przedstawimy z pomoca pudetek:

Zatézmy, ze A — B C C. (Cel 1: ACBUC)
Wezmy dowolne x € A. (Cel 2: x € BUC)
Wiadomo, ze x € B lub x ¢ B.
Przypusémy, ze x € B. (Cel 3: x € BUC)
Wtedy x € BUC (Cel 3 osiagniety)
Przypusémy, ze x ¢ B. (Cel 4: z€ BUC)

Poniewaz x € Aix ¢ B, wiecx € A — B.
Poniewaz x € A— Boraz A— B C C, wiec x € C.

Wtedy x € BUC (Cel 4 osiagniety)
Poniewaz z € B lub x ¢ B, wiecx € BUC. (Cel 2 osiqgniety)
ZatemVex(r € A—-zxz € BUC) (Cel 1 osiggniety)

Zatem jesli A— BC Cto AC BUC.

Dzialania nieskonczone

Pojecie sumy i iloczynu mozna uogélnié. Przypuéémy, ze mamy rodzine? zbioréw R : P(P(D)),

inaczej méwiac R C P(D). Wtedy suma (lub suma uwogdiniong) rodziny R nazywamy zbiér
UR={zD|JA(zr € ANAER)}.

Suma rodziny R : P(P(D)) jest zawarta w D, czyli jest typu P(D). Zapamietajmy taka zasade:
reUR & FA(re ANAeR).

3 Rodzina zbioréw to zbidr, ktérego elementami s zbiory.
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Jesli R : P(P(D)) jest rodzina niepusta (R # @) to okreslamy wogdlniony iloczyn rodziny R:
AR ={xD|VA(AeER -z € A)}.

Iloczyn pustej rodziny uwazamy za nieokreslony. Wiecej byloby z nim zamieszania niz z niego
pozytku. Dla R # & mamy réwnowaznosc¢:

re€(R & VAAeR —zxze€A).
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3 Produkty, sumy proste, relacje

Jak juz powiedzieliémy wczesniej, kazdy zbiér sklada sie z elementow tego samego rodzaju,
czy tez tego samego typu. Przez typ rozumiemy tu wiec pewna naturalnie okreslong dzie-
dzine matematyczna. Oczywiscie wszystkie obiekty danego typu takze tworza zbidr, a wiec
kazdy typ jest zbiorem. Na odwrdt niekoniecznie — aby méwié o typie musimy mieé po temu
dostatecznie dobre powody, zwykle zalezne od kontekstu matematycznego.

Sa pewne naturalne sposoby tworzenia nowych typow z typéw juz znanych. Oprécz potegi to
na przyklad iloczyn kartezjanski, suma prosta i przestrzen funkcyjna.

Iloczyn kartezjanski zbioréw A i B, to zbidr oznaczany przez A x B, ktory sktada sie z par
uporzadkowanych postaci (a,b), gdzie a € A oraz b € B. Para uporzadkowana (a,b) to ab-
strakcyjny obiekt zadany przez wybor pierwszej wspotrzednej a i drugiej wspotrzednej b. Ina-
czej mowiac, dwie pary uwazamy za réwne, gdy ich odpowiednie wspéhrzedne sa takie same.

{a,b) = (x,y) wtedy i tylko wtedy, gdy a=2x oraz b=y.

Powyzsza réwnowaznosé wyraza zasadnicza wlasnosé par uporzadkowanych. Mozna uwazaé
ja za posrednia (aksjomatyczna) definicje pojecia pary uporzadkowanej. Rzeczywiscie, dalsze
nasze rozwazania dotyczace par uporzadkowanych beda sie wylacznie na tej wlasnosci opierac.
(Tak naprawde nie jest wazne czym w istocie sq pary uporzadkowane, wazne ze zachowuja
sie zgodnie ze swoja ,specyfikacja’.)

Jeslia : Dib: &, to para uporzadkowana (a,b) jest typu D x €. A zatem, dla A : P(D)
i B:P(£) mamy Ax B:P(D x €&).

Pojecie produktu mozna uogdlni¢ na trzy i wiecej wymiaréw. Mozna tez zdefiniowaé produkt
A x B x C jako (A x B) x C, przyjmujac, ze tréjka uporzadkowana (a, b, ¢) to para ({(a,b),c).
Czworka uporzadkowana (a, b, ¢, d) to para ((a,b,c),d) i tak dalej. Réwnie dobrze mogliby$my
nawiasy rozstawi¢ inaczej, ale nie ma to znaczenia. Istotne wlasnosci produktu (A x B) x C'
sa takie same jak whasnosci produktu A x (B x C') i na dobra sprawe mozna je utozsamiaé.

Na oznaczenie produktu postaci A x A piszemy czesto A%. Podobnie A3 oznacza A x A x A
i ogélnie A to produkt postaci A x --- x A, gdzie A wystepuje k razy.

Uporzadkowane pary, tréjki, czwérki itd. nazywamy po polsku krotkam:.

Suma prosta zbioréw A i B, ktora oznaczymy przez A @ B, zwana jest tez koproduktem lub
sumq roztgezng. Elementami A @ B sa ,kopie” elementow A i ,kopie” elementéw B. Scislej,
kazdy element sumy prostej A ® B jest

e albo postaci (d), gdzie a € A (lewa kopia elementu a);

e albo postaci (e)q, gdzie b € B (prawa kopia elementu b).

Przyjmujemy przy tym, ze lewe i prawe kopie sa zawsze rézne, czyli:
()i = (y); wtedy i tylko wtedy, gdy « =y oraz i = j.

Jesli A : P(D) i B : P(€), to elementy sumy prostej sa typu D @ &, a sam zbiér A @ B jest
typu P(D & €).
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Suma prosta umozliwia czesciowe (ale kontrolowane) ,,obejscie” zasady, ze elementy jednego
zbioru musza by¢ tego samego typu. Czesto zaniedbujemy réznice pomiedzy elementem a
zbioru A i elementem (a); zbioru A @ B (i tak samo z prawej), traktujac skltadowe sumy
prostej jak zwykle jej (roztaczne) podzbiory.? Stosowanie tej konwencji wymaga jednak pewnej
ostroznosci: na przyktad A ® A jest suma mnogosciowa dwéch roztgcznych kopii tego samego
zbioru A. W szczegdlnosci A @ A to co innego niz A.

Suma prosta trzech (i wiecej) sktadnikéw moze byé definiowana podobnie jak w przypadku
produktu: A BoC =(A®B)aC.

Cwiczenie 3.1 Przypus$émy, ze zbiér A ma n elementow, a zbiér B ma m elementéw. Ile
elementéw maja zbiory A® B, A x B, P(A)?

Relacje

Relacja to to samo, co wieloargumentowy predykat. Skoro zas zbiér to nic innego jak ,,zma-
terializowany” predykat, wiec wygodnym uscisleniem pojecia relacji jest taka definicja: relacja
dwuargumentowa to po prostu zbiér wszystkich uporzadkowanych par tych przedmiotéw, po-
miedzy ktorymi relacja zachodzi.? Istotnie, znajac ten zbiér, wiemy wszystko o relacji.

Definicja 3.2 Dowolny podzbiér r iloczynu kartezjanskiego Ax B nazywamy relacjg z A do B.
Jesli A = B, to méwimy, ze r jest relacja w zbiorze A. Piszemy czesto ,xzry” albo ,r(x,y)”
zamiast ,(x,y) € r”.

Definicja 3.3 Pewne wtasnoéci relacji dwuargumentowych maja swoje nazwy. Oto niektére
z nich. Méwimy, ze relacja r w A jest

zwrotna w A, gdy VreA(xrz);
symetryczna, gdy Vz,y(zry— yrx);
przechodnia, gdy Vr,y,z(xryAyrz—axrz);
antysymetryczna, gdy Vrz,y(zryAyrz—xz=y);
spdjna w A, gdy Vx,yeA(xzryVyrz).

Na przyktad relacja prostopadloéci prostych na plaszczyznie jest symetryczna, ale nie jest
zwrotna,® antysymetryczna, przechodnia ani spéjna. Natomiast relacja réwnoleglosci prostych
jest zwrotna, przechodnia i symetryczna, ale nie jest antysymetryczna ani spdjna.

Relacja rownowaznosci to relacja zwrotna, symetryczna i przechodnia, jak na przyklad wspom-
niana wlasnie rownolegltos¢ prostych. Natomiast relacje zwrotna, antysymetryczna, i przechod-
nia nazywamy czesciowym porzadkiem (lub relacja czesciowo porzadkujaca). Jesli czedciowy
porzadek jest na dodatek spdjny, to przystuguje mu tytut liniowego porzadku. Na przyktad
zawieranie zbior6w wyznacza czeSciowy porzadek w P(D), a zwykla relacja < jest liniowym
porzadkiem w N (podobnie w R).

4Uwazamy wiec D i & za podtypy koproduktu D @ £.

5Tu ograniczamy sie do relacji dwuargumentowych. Relacje wieloargumentowe utozsamia sie ze zbiorami
odpowiednich krotek.

5Zamiast ,zwrotna w A”, czy ,spéjna w A” zwykle méwimy ,zwrotna” czy ,spéjna’. Pamietajmy jednak,
ze jesli A & B to relacja zwrotna w A nie jest juz zwrotna w B.
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Definicja 3.4 Relacja odwrotng do danej relacji 1 C A X B nazgywamy zbidr
r~t={(y,x) € Bx A| (z,y) er}.

Oczywiscie r~! jest relacja z B do A. Jedlir C A x B oraz s C B x C, to ztoZeniem relacji r
z relacjg s nazywamy relacje r - s C A x C, oznaczana tez przez (r;s), a okreslona tak:

x(r-s)y wtedy i tylko wtedy, gdy Jze€B(zxrzAzsy).

Relacja identycznosciowa w zbiorze A to relacja 14 = {(a,a) | a € A}.

Uzycie jedynki na oznaczenie relacji identycznosciowej nie jest przypadkowe:

Fakt 3.5 Jesli r jest relacjg w Ator-1a=14-1r=r1.

Lemat 3.6 Iloczyn dowolnej niepustej rodziny relacji przechodnich jest relacjq przechodnig.

Dowdd:  Niech R bedzie niepusta rodzing relacji przechodnich w jakims typie D. Oznacza
to, ze kazdy element r € R jest relacja przechodnia w D, w szczegdlnosci r C D x D. Wtedy
takze (YR € Dx D, tj. [ R jest relacja w D. Mamy udowodnié, ze jest to relacja przechodnia.
Niech wiec (a,b), (b,c) € [VR. Z definicji iloczynu wynika, ze (a,b), (b, c) € r dla wszystkich
elementéw r € R. Ale elementy rodziny R sa relacjami przechodnimi, wiec para (a, ¢) nalezy
do kazdej z nich. Stad (a,c) € (R, a tegosmy wlasnie chcieli. O

Fakt 3.7 Dla dowolnej relacji r istnieje taka relacja przechodnia v, Ze

o r Crt;

e jeslir C s i s przechodnia to r+ C s.

Dowad: Skorzystamy z lematu 3.6. Zakladajac, ze r jest relacja w zbiorze A, mozna
zdefiniowaé¢ r™ = ({s C A x A | s jest przechodnia oraz r C s}. O

Definicja 3.8 Relacja r™ z faktu 3.7 to najmniejsza relacja przechodnia zawierajaca r. Nazy-
wamy ja domknieciem przechodnim relacji r. Podobnie, domkniecie przechodnio-zwrotne r to
najmniejsza relacja przechodnia i zwrotna zawierajaca 7, czyli relacja r* =14 Ur™.

Jesli uzywamy symbolu strzatki do oznaczenia relacji, to czesto zamiast —*, =" itp. piszemy
odpowiednia strzalke z podwéjnym grotem, czyli —, ==, itp.

Fakt 3.9 Dla dowolnej relacji » w zbiorze A zachodza rownosci

rt=r-r*=r*.r.

Dowéd: Cwiczenie. O
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4 Funkcje

O funkcji z A do B méwimy wtedy, gdy kazdemu elementowi zbioru A potrafimy jedno-
znacznie przypisa¢ pewien element zbioru B. Inaczej, definicja funkcji f z A do B polega na
okresleniu wartosci funkeji f(xz) € B dla kazdego argumentu x € A. Wtedy mozna napisaé

f+A— B.

Mozna to zrobié¢ na kilka sposobéw. Najprosciej jest napisa¢ réwnanie postaci f(z) = E(x),
gdzie E(x) jest wyrazeniem (nie zawierajacym symbolu f), ktérego warto$¢ nalezy do B, gdy
r € A. Na przyklad réwnanie f(z) = 322 + 2z — 1 okresla pewna funkcje z R do R. Te
sama, definicje mozna wypowiedzie¢ przy pomocy notacji lambda, piszac f = Ax.32z% 4+ 22 — 1,
albo f = Az:R.322 4 2z — 1. Ogdlnie, napis postaci Az.F(z) czytamy: ,funkcja zmiennej
okreslona wyrazeniem E(z).” A wiec:

(Azx.E(z))(a) = E(a).

Notacja lambda jest przydatna np. wtedy, gdy nie chcemy wprowadza¢ dodatkowych symboli
na oznaczenie funkcji, np. w zdaniu ,,Funkcja A\z.2zy + vy jest pochodna funkcji Az.z%y + zy.”
Czestym sposobem okreslania funkcji jest definicja warunkowa, ta na przyktad

F(n) = n/2, jesli n jest parzyste;

| 3n+1, w przeciwnym przypadku,

okredla funkcje z N do N. Mozna ja tez zapisa¢ inaczej:

f(n) = if n jest parzyste then n/2 else 3n + 1.

Taka definicja tez bezposrednio okresla wartosé funkeji dla kazdego argumentu.

Jednak nie zawsze definicja ,,wprost” jest mozliwa. Wtedy czasem uzywamy definicji ,,im-
plicite”. Na przyklad dzielenie calkowite liczb naturalnych przez trzy mozna okresli¢, méwiac,
ze wartodcia funkcji dla danego n : N jest liczba m : N, spelniajaca warunek

B-m<n)A(n<3-(m+1)).

Wazne, ze taka liczba m zawsze istnieje i ze jest tylko jedna. Tego typu definicje mozna
zapisywaé z pomoca (niestusznie troche dzi§ zapomnianej) notacji jota: wyrazenie vy. W (y)
czytamy ,, jedyne y o wlasnosci W (y)”. Wartoéé tego wyrazenia’ jest okreslona wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje dokladnie jeden taki element y, ze W (y). Notacja jota moze tez wskazywaé
na typ y lub zbiér do ktérego y ma naleze¢. Zatem dla a € A mamy:

a=1yeAW(y) wtedy i tylko wtedy, gdy W(a) A\Yye AW (y) — y = a).

A wiec nasze dzielenie calkowite to funkcja An:Nem:N.(3-m <n)A(n <3-(m+1)).

Funkcje czesSciowe: Poniewaz nie zawsze istnieje dokladnie jedna warto$¢ y spelniajaca
zadany warunek, wiec wyrazenie Ax € Ary € B. W (x,y) moze nie by¢ dobra definicja funkcji
z A do B. Nawet definicja funkcji ,,wprost” moze by¢ niebezpieczna, np. taka: Ax:R.1/z.
Dlatego méwi sie tez o funkcjach czesciowych, tj. takich, ktérych warto$¢ nie zawsze musi

"Zauwazmy, ze zaréwno lambda jak jota powoduje wiazanie zmienne;.
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by¢ okreslona. (,,Zwykte” funkcje, nazywane tez funkcjami catkowitymi, stanowia szczegllny
przypadek funkcji czesciowych.) Napis f : A —o— B stwierdza, ze f jest funkcja czesciowa z A
do B. Zbiér Dom(f) = {x€ A | f(z) jest okreslone} nazywamy wtedy dziedzing funkcji f.
Zachodzi réwnowaznosé:

a € Dom(Az € Arye B.W(z,y)) & Ay e B.W(a,y). (4.1)

Dziedzina funkcji calkowitej f : A — B jest oczywiscie A.

Roéwnosé funkcji: Powiedzieliémy wyzej, ze aby jednoznacznie okresli¢ funkcje f: A — B
potrzeba i wystarcza okresli¢ wartosé¢ f(x) € B dla dowolnego = € A. Funkcje, ktére tym
samym argumentom przypisuja te same wartosci uznajemy wiec za identyczne.

f=g & (Dom(f)=Dom(g)) AVa(x € Dom(f) — f(x) = gla).  (4:2)
Dla funkcji o ustalonej dziedzinie A mozemy to napisaé¢ prosciej:

f=g wtedy itylko wtedy, gdy Vx:A. f(z) = g(x);
f#g wtedy itylko wtedy, gdy Fx:A. f(x) # g(x).

Wykresem funkeji f : A — B nazywamy zbidr (relacje) W(f) = {(z,y) | f(x) =y} C A x B.
A zatem zasada réwnosci dla funkcji moze zostaé wypowiedziana tak: funkcje o tych samych
wykresach sa réwne. W aksjomatycznej teorii mnogosci funkcje wrecz utozsamia sie z jej
wykresem (uwaza sie, ze funkcja to po prostu zbiér par).

Inne definicje: Zbiorem wartosci funkcji f : A — B nazywamy zbidr

Re(f) ={y:B | Jx: A f(z) = y}.

Napis f : A — B oznacza, ze Dom(f) = A oraz Rg(f) C B. Jedli f: A— Bi B C B to
poprawny jest tez napis f: A — B’. Ale dla A’ # A nieprawda jest, ze f: A’ — B.

Czasami chcemy ograniczy¢ dziedzine jakiejs funkcji do interesujacego nas podzbioru dziedziny.
Jesli f : A — B, to obcieciem funkcji f do podzbioru C' zbioru A nazywamy funkcje
flc : C — B, okreslong tak samo jak f, tj. flo(a) = f(a) dla a € C. Scigle rzecz biorac,
funkcje f i f[o sa rozne, ale czesto dla uproszczenia zamiast f[- piszemy po prostu f.

Funkcja okreslona na iloczynie kartezjanskim A x B nazywana jest funkcjqg dwuargumentowgq.
Zwykle zamiast f((z,y)) piszemy po prostu f(z,y). Podobnie postepujemy przy wiekszej
liczbie argumentéw. (Funkcja zeroargumentowa to stala.)

Zbiér wszystkich funkcji o dziedzinie A i wartoéciach w B oznaczamy przez A — B lub BA.

Jesli A: P(D)iB :P(€) to funkcja f : A — B jest funkcja czesciowa z D do €. Méwimy wtedy,
ze taka funkcja jest typu D —o— &, a typ £ (ale nie zbiér B) mozemy nazwaé przeciwdziedzing
funkcji f. Powiemy oczywiscie, ze funkcja okreslona na catym typie D jest typu D — €&.
Kazda funkcja catkowita typu D — £ moze byé¢ uwazana za funkcje czesciows o dziedzinie D.
Inaczej méwiac typ D — £ jest podtypem typu D —o— £.

Uwaga: Przypomnijmy, ze typ D jest podtypem typu &£, gdy obiekty typu D mozna traktowaé
tak jak gdyby nalezaly do £. Dotychczas zauwazyliémy trzy przyklady tego zjawiska:
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e Liczby naturalne i rzeczywiste;
e Funkcje calkowite i czedciowe;
e Sktadowe sumy prostej i cata suma.
Mamy wtedy koercje czyli (wloZenie) z D do &£, czasami jawnie okreslona, ale czesto trak-

towana jako domys$lna. Przykladem koercji jest wlozenie Az:Di.(x); : Dy -1 D1 @ Ds.

W zaleznosci od potrzeb mozemy element d typu D; utozsamiaé z jego obrazem (d);, ktéry
jest typu Dy @ Dy albo odrdézniaé te dwa obiekty. Podobna koercja wystepuje np. wtedy gdy
liczbe naturalng 1 utozsamiamy z liczba rzeczywista 1.0.

Injekcje, surjekcje, bijekcje

e Funkcja f : A — B jest réZnowartosciowa (co zapisujemy f : A =1 B) wtedy i tylko
wtedy, gdy zachodzi warunek Vz,y€ A (z # y — f(z) # f(y)), lub réwnowaznie, gdy
Va,ye A(f(x) = fly) =z =y).

e Funkcja f : A — B jest na B wtedy i tylko wtedy, gdy Vy € B3z € A (f(z) = y), lub
réwnowaznie, gdy B = Rg(f). Uzywamy wtedy zapisu f : A —= B.

e Funkcje réznowartosciowa nazywamy tez injekcja, funkcje ,na” nazywamy surjekcjq,
a funkcje, ktéra jest réznowartosciowa i ,,na” nazywamy bijekcjg. W przypadku bijekcji
stosujemy notacje f: A 1B

na

Analogiczne pojecia mozna sformutowac¢ dla funkcji czedciowych. Powiemy na przyklad, ze
funkcja f : A —o— B jest réznowartosciowa, gdy Vz,y € Dom(f) (z #y — f(z) # f(y)).
Wazne przyklady

Funkcjami réznowartosciowymi sa wtozenia iny : A “LAeBi ing : B “LaeB , okreslone
wzorem in;(z) = (z);, dla i = 1,2. Jesli A, B # &, to przyktadami surjekcji sa rzutowania
m : AX B — A oraz my : A X B — B okreslone réwnaniami 7 ((z,y)) = = 1 m((z,y)) = y.
Trywialnym przykladem bijekcji typu A — A jest funkcja identycznos$ciowa idg = Az € A.x.

Analogiczne pojecia mozna sformutowaé dla funkcji czesciowych. Powiemy na przyktad, ze
funkcja f : A —o— B jest réznowartosciowa, gdy Vz,y € Dom(f) (z #y — f(z) # f(y)).

Odwracanie i skladanie funkcji

1-1
Jezeli f : A —o— B to mozemy okredli¢ funkcje czeéciows, f~! : B —o— A, przyjmujac dla y : B
fHy) =1 A flx) =y.
Funkcje f~! nazywamy funkcjg odwrotng do funkcji f. Mamy do zapamietania réwnowaznosé:

Yy == wtedy i tylko wtedy, gdy flz)=1y.

Fakt 4.1 Jesli f : A = B, to f~1: Rg(f) LA Jedli f jest bijekcjg z A do B to f~!
jest bijekcja z B do A.
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Dowéd:  Zacznijmy od tego, ze dziedzina f~! jest Rg(f). Istotnie, na mocy réwnowaz-
noéci (4.1) mamy y € Dom(f~!) wtedy i tylko wtedy, gdy 3!z f(z) = y. Stad natychmiast
otrzymujemy inkluzje Dom(f~!) € Rg(f). Aby wykazaé inkluzje w przeciwna strone, za-
l6zmy, ze y € Rg(f). Wtedy y = f(x) dla pewnego z. Takie x jest tylko jedno, bo gdyby
f(@') =y to z = 2’ z réznowartosciowosci funkcji f.

Oczywiscie jesli f~1(y) = z to f(x) = y, w szczegdlnosci x € A. Zatem f~1: Rg(f) — A.
Funkcja f~! jest réznowartosciowa, bo gdyby f~!(z) = f~'(y) = 2z to z = f(2) = y. Jest
ona takze na A, bo dla dowolnego € A mamy f(x) = f(x), a stad x = f~1(f(x)). 0

Definicja 4.2 Niech f: A — Boraz g: B — C. Zlozeniem funkcji f i g nazywamy funkcje
go f: A— C okrelong réwnaniem (go f)(z) = g(f(z)) dla x € A.

Dowody ponizszych faktéw pozostawione sg jako ¢wiczenie:
Fakt 4.3
1) Jeslif:A—B,g:B—Cih:C—D,toho(gof)=(hog)of.
2) Jesli f: A % B, to f~lof=idy oraz fo f~! =idg.
3) Jesli f: A— B, to foidy = f=idgo f.
Fakt 4.4
1) Jes’lif:AﬂB ong:Bl;l>C'togof:A5>C.
2) Jesli f: A5 Borazg:B 25 Ctogof: A5 C.

Sumowanie funkcji: Jedli f,g: A —o—» B maja te wlasnosé, ze f(x) = g(x) dla dowolnego
x € Dom(f)NDom(g), to méwimy, ze funkcje f i g sa zgodne. Szczegdlny przypadek zgodnosci
funkeji zachodzi wtedy, gdy Dom(f) C Dom(g), oraz f(z) = g(z) dla wszystkich € Dom(f).
Piszemy wtedy f C g. (W istocie wtedy wykres funkcji f jest zawarty w wykresie funkcji g.)
Jedli f i g sa zgodne, to mozna okresli¢ funkcje h : A —o» B wzorem
hz) = { f(z), J:eél% x € Dom(f);
g(x), jesli z € Dom(g).
Funkcje te nazywamy oczywiscie sumag funkcji f i g. Podobna sytuacja ma miejsce przy
definiowaniu funkcji na sumie prostej. Jesli f: Ay — Big: Ay — B, to sumq prostq funkcji
f 1 g nazwiemy funkcje f @ g: A1 & As — B okreslona wzorem

(f@g){z)i) = { fz), jedlii=1;

g(z), jeslii=2.
Sumowanie funkcji ma sens takze dla dowolnej rodziny funkcji czesciowych F, o ile kazde dwie
funkcje z tej rodziny sa zgodne. Sumg rodziny F nazwiemy wtedy funkcje | J F okreslona na
U{Dom(f) | f € F} warunkiem

(UF)(x) = f(x), gdzie f € F oraz x € Dom(f).
Scislej, (JF)(x) = vy3f (f € F AzeDom(f) Ay = f(x)).
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Obrazy i przeciwobrazy

Definicja 4.5 Niech f: A —o— B. Obraz zbioru C C A przy przeksztalceniu f to zbiér
f(C)={b € B|Ja€Dom(f)(acCA f(a)=0)}.
Inaczej mozna napisaé:
fF(C)={f(a) | acC}.
Przeciwobrazem zbioru D C B przy przeksztalceniu f nazywamy zbiér

f7Y(D)={a€ A|acDom(f)A f(a) € D}.

Na przyktad niech f : N — P(N) bedzie funkcja przyporzadkowujaca kazdej liczbie n € N
zbiér jej wlasciwych (réznych od 1 i od n) dzielnikéw pierwszych, przy czym przyjmijmy, ze
zero nie ma dzielnikéw pierwszych. Wtedy f({1,3,4,6,9,12}) = {@,{2},{3},{2,3}}, oraz
FH{{2}.{1,2,27,36}}) = {2¥ | k e N—{0,1}}.

Uwaga: (1) Oznaczenie f~1(C) jest w istocie dwuznaczne. Moze tu chodzié o przeciwo-
braz C przy przeksztalceniu f lub o obraz C przy przeksztalceniu f~! (jesli jest okreslone).
Szczesliwie, w obu wypadkach chodzi o ten sam zbiér (¢wiczenie).

(2) Takze napis f(C) moze budzi¢ watpliwosci: chodzi o wartosé funkeji f w punkcie C' czy
0 obraz zbioru C'? Dlatego obraz oznacza sie czasem przez f(C), lub f[C]. Poniewaz jednak
elementy dziedziny funkcji i podzbiory tej dziedziny sa innego typu, znaczenie napisu f(C)
jest zwykle oczywiste.

Rodziny indeksowane

O rodzinie indeksowanej zbioréw {A; }er méwimy wtedy, gdy rozwazamy pewne zbiory Ay,
identyfikowane (indeksowane) przez elementy zbioru 7', a przy tym mozliwe sa powtérzenia
(mozliwe, ze Ay = Ay dla t # s). Chcemy odréznié taka rodzine indeksowana od zwyktego
zbioru {A; | t € T'}. Najprosciej jest przyjac, ze jest to po prostu odpowiednia funkcja.

Definicja 4.6 Rodzina indeksowana {Ai}ier podzbioréw D to taka funkcja A : T'— P(D),
ze A(t) = Ay, dla dowolnego t € T

Sume rodziny indeksowanej {A;}er definiujemy jako sume uogdlniona jej zbioru wartosci,
czyli rodziny {A; | t € T'}. Podobnie definiujemy iloczyn rodziny indeksowanej. A wiec:

Uier Ae=U{A [t €T} oraz MNier A= (WA |t €T}

Produkt uogdlniony: Iloczyn kartezjanski (produkt) A x B sklada sie z par. Elemen-
tami produktu skonczonej liczby zbioréw sa zas krotki odpowiedniej dtugosci. To podsuwa
pomyst jak mozna zdefiniowaé¢ produkt rodziny zbioréw indeksowanej liczbami naturalnymi:
produktem rodziny { A, },en powinien byé zbiér wszystkich ciagdéw nieskonczonych ag, aq, . ..
spemiajacych warunek a,, € A,, dla dowolnego n € N. No dobrze, ale co to jest ,,ciag nieskori-
czony”? Funkcja o dziedzinie N. Po tej obserwacji ponizsza definicja powinna by¢ oczywista.
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Definicja 4.7 Produktem uogdlnionym (lub po prostu ,produktem” albo ,iloczynem kartez-
janskim”) rodziny indeksowanej { A;}1er podzbioréw D nazywamy zbidr

HtETAt = {fT — D | Vit € Tf(t) S At}
Zapiszmy inaczej to, co najwazniejsze w tej definicji:

fe€llierAt & Dom(f)=T N VteT.f(l)c A
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5 Relacje r6wnowaznosci

Relacja réwnowaznosci jest zazwyczaj zadana przez jakie$ kryterium klasyfikacji przedmiotdw
ze wzgledu na pewna ceche. Przedmioty sa w relacji jesli maja te ceche wspdlna, tj. kryterium
ich nie rozréznia. Zwykle prowadzi to do utozsamiania przedmiotéw ,nierozréznialnych”
i tworzenia poje¢ abstrakcyjnych, np. ,wektor swobodny”, ,kierunek”. W tym przypadku
stowo ,,abstrakcja” nalezy rozumieé¢ jako oderwanie od pozostalych cech przedmiotéw, ktore
sg nieistotne z punktu widzenia naszego kryterium.

Definicja 5.1 Dwuargumentowa relacja r w zbiorze A jest relacjq réwnowaznosci wtedy
i tylko wtedy, gdy jest zwrotna, symetryczna i przechodnia (Definicja 3.3), to jest:

o VxeA(xrx);
o Vr,ycA(xry — yrz);

o Vr,y z€A(xryANyrz —xrz).

Relacja symetryczna i przechodnia jest nazywana czesciowq relacjg rownowaznosci. Relacja
taka moze zajs¢ tylko pomiedzy elementami nalezacymi do jej dziedziny, tj. do zbioru

Dom(r) ={a € A| Fb€A.arb}.

Jesli r jest relacja rownowaznosci w A, to oczywiscie Dom(r) = A.
Fakt 5.2 Jesli r jest czesciowa relacjq réwnowaznosci w A, oraz a € Dom(r), to (a,a) € r.

Dowéd:  Jedli a € Dom(r) to arb dla pewnego b € A. Wtedy bra na mocy symetrii,
a stad ar a, z przechodniodci. O

Przyktadami relacji réwnowaznoéci sa réwnoleglo$¢ prostych, podobienstwo figur geometrycz-
nych, przystawanie wektorow. Skrajne przyklady relacji rownowaznosci to relacja identycz-
nosciowa 14 = {(x,z) | * € A} i relacja pelma (totalna) A x A. Szczegélnym przykladem
(czesciowej) relacji réwnowaznosci jest jadro dowolnego (czesciowego) przeksztalcenia f, czyli
relacja ker(f) zadana (dla x,y € Dom(f)) przez warunek

(z,y) eker(f) < f(x) = f(y).

Akt abstrakcji, polegajacy na utozsamieniu elementéw zbioru A pozostajacych ze soba w pew-
nej (czesciowej) relacji réwnowaznosci, powotuje do zycia nowe abstrakcyjne obiekty przed-
stawiajace elementy zbioru Dom(r) .z doktadnoscia” do r. Jesli przez a/, oznaczymy taki
abstrakt elementu a € A, to zachodzi réwnowaznos¢:

a/r =b/, wtedy i tylko wtedy, gdy arb.

Jesli r jest (czesciowa) relacja réwnowaznosci w A, to abstrakty elementéw zbioru A wyzna-
czone przez relacje r tworza zbidr (a wlasciwie nowy typ) zwany zbiorem ilorazowym relacji r.

A/ ={a/, | a € Dom(r)}
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Zasada abstrakcji

Definicja 5.3 Klasq abstrakcji (cze$ciowej) relacji réwnowaznosci r w zbiorze A, wyznaczona
przez element x € A, nazywamy zbiér [z], = {y € A | zry}.

Fakt 5.4 Niech r C A x A bedzie czesciowq relacjq réwnowaznosdci w A.
1) Jesli x € Dom(r) to x € [x],.

2) Jesli x,y € Dom(r) to nastepujace warunki sq réwnowazne:

a) xry;

b) x € [yl

c) y € [l

d) [z]; = [yl

e) [z, N[yl # 2.

Dowéd:  Czesé (1) wynika natychmiast z faktu 5.2. W czesci (2) réwnowaznosé warunkéw
(a), (b) i (¢) wynika wprost z definicji i z tego, ze relacja jest symetryczna.

(a)=(d) Zalézmy, ze xry i niech t € [z],. Wtedy xrt, wiec tez yrt z przechodniosci i sy-
metrii. A wiec pokazalismy inkluzje [z], C [y],. Inkluzji odwrotnej dowodzimy analogicznie.

(d)=(e) Skoro z € [z], = [y]», na mocy czesci (1), to = € [z, N [y],.
(e)=(a) Jedli t € [z], N [y, to xrt oraz yrt. Z symetrii i przechodniodci wynika zry. O
7 powyzszego natychmiast otrzymujemy rownowaznosc:

[z], = [yl wtedy i tylko wtedy, gdy 2/, =y/.

Oznacza to, ze mamy naturalna odpowiednio$é pomiedzy elementami A/, i klasami abstrakeji,
zadang przez bijekcje i ze zbioru klas abstrakeji r do zbioru A/,. Bijekcja ta jest okreslona
warunkiem i([z],) = z/,. Mozna powiedzie¢, ze klasa abstrakcji [z], stanowi ,,implementacje”
pojecia abstraktu z/, w jezyku teorii zbior6w. Taka implementacja z powodzeniem moze
odgrywaé role abstraktu, a typ ilorazowy A/, mozna utozsamiaé ze zbiorem klas abstrakcji.
Od tej pory skwapliwie korzystamy z tej mozliwosci i uwazamy, ze zachodza réwnosci:

x/r = [z]p oraz A/, ={la]; | a € Dom(r)}.

Z faktu 5.4 wynika tez, ze kazda (czesciowa) relacja réwnowaznosci wyznacza podzial swojej
dziedziny na rozlaczne zbiory. Na odwrét to tez prawda: kazdy podzial okresla jednoznacznie
relacje réwnowaznosci. Aby uscisli¢ te obserwacje zaczniemy od definicji podziatu.

Definicja 5.5 Podziatem zbioru A nazywamy rodzine P C P(A), ktéra spelia warunki:
e Vp(p € P —p+#9);

e Vp,q(p,ge P — (p=qVpNnq=9));

o | JP = A, czyliVa(z€A — Ipe P (z € p)).
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Twierdzenie 5.6 (Zasada abstrakcji)
1) Jezeli r jest relacjq réwnowaznosci w A to A/, jest podziatem zbioru A.

2) Jezeli P jest podziatem zbioru A, to istnieje taka relacja réwnowaznoscir w A, zZe P = A/,.

Dowdd:  Cze$¢ (1) wynika tatwo z faktu 5.4. Dla dowodu czesci (2), rozpatrzmy dowolny
podzial P zbioru A i niech r bedzie taka relacja:

r={(z,y) € AxA[IpeP(zrecpAycp)}

Najpierw zauwazmy, ze r jest czesciowq relacja réwnowaznosci. Zwrotnosé wynika z warunku
|J P = A, a symetria bezposrednio z definicji r. Pozostaje przechodnioéé. Przypusémy wiec,
ze xryiyrz. Wtedy sa takie p,q € P, ze x,y € p oraz y,z € q. Ale wtedy pNq # @, wiec
p=gq. Skoro wiecx €Epiz€q=p,tozrz.

Nastepna obserwacja jest taka:
Jesliz € p € P to [z], = p. (*)

Dla dowodu (*) przypu$émy, ze x € p € P iniech t € [z],. Wtedy z,t € ¢ dla pewnego q € P.
Ale g =pbo x € pNgq. Zatem t € p i wykazaliSmy juz, ze [z], C p. Na odwrdt, jesli t € p, to
trz (bo x € p) wiec t € [z],.

Teraz wreszcie pokazemy, ze P = A/,.
(Q): Jeslip € P, to p # @, wiec jest x € p. Wtedy p = [z], na mocy (*), wiec p € A/,.

(2): Dla dowolnego = € A istnieje takie p € P, ze x € p. Wtedy [z], = p. A zatem kazda
klasa [z], € A/, nalezy do P. ]

Sens zasady abstrakcji jest taki: relacje réwnowaznoéci i podzialy zbioru to w istocie to samo.
Jedno determinuje drugie i na odwrét.

Pewnik wyboru

Niech r bedzie cze$ciowa relacja réwnowaznosci w typie D. Z typem ilorazowym D/, wiazemy
dwa naturalne przeksztalcenia:

e kanoniczng surjekcje k: Dom(r) — D/,, okreslona wzorem (a) = [a],;
o funkcje wyboru o :D/, — D, o wlasnosci o([a],) € [a],, dla dowolnego a € D.

Zauwazmy, ze [o(x)], = = dla dowolnego = € D/, czyli koo =idp/, .

Zaltozenie, ze dla kazdego typu ilorazowego istnieje funkcja wyboru nazywane jest aksjomatem
wyboru (lub pewnikiem wyboru). To zalozenie nie jest wcale oczywiste, bo nie zawsze jest
mozliwe okreslenie konkretnej funkcji wyboru. Z tego powodu méwi sie o ,,niekonstruktyw-
nym” charakterze aksjomatu wyboru. Na dodatek pewnik wyboru ma rézne zaskakujace kon-
sekwencje 1 dlatego czasami budzi kontrowersje. Niemniej zycie bez pewnika wyboru byloby
bardzo uciazliwe, co sie niebawem okaze.

Wiasnoéé¢ o(K) € K, dla K € Dom(o), sugeruje nastepujace uogdlnienie pojecia funkcji
wyboru. Jesli R jest rodzina podzbioréw D (niekoniecznie rozlaczna), to funkcja wyboru
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dla R nazywamy dowolna funkcje f : R — D spehiajaca dla wszystkich A € R warunek
f(A) € A.

Twierdzenie 5.7 Dla dowolnej rodziny R zbiordow niepustych istnieje funkcja wyboru.

Dowéd: Zalézmy, ze R C P(D) i niech 7 = D x P(D). Dla A € R niech X 4 oznacza zbidr
{{z,A) | x € A} (jest to podzbiér T). Zauwazmy, ze zbiory X4 i Xp sa rozlaczne zawsze
gdy tylko A # B. Dalej niech Z : P(P(7)) bedzie rodzina wszystkich zbioréw postaci X 4,
tj. niech Z = {X4 | A € R}. Dla formalistéw mozemy napisa¢:

Z = {V:P(T) | 3A:P(D)(A € R AVb:DYB:P(D)((b, B) € V <> B=AAb € A))}.

Rodzina Z sklada sie z niepustych i parami rozlacznych zbioréw, stanowi wiec podzial swojej
wlasnej sumy |J Z. Na mocy zasady abstrakcji mamy wiec czesciows relacje réwnowaznosci r
w typie 7, dla ktérej zachodzi Z = 7 /,. Dalej, jesli 0 : T/, — T jest funkcja wyboru dla
rodziny 7 /,, to funkcja wyboru dla rodziny R moze by¢ okreslona jako AA. 71 (0(X4)). O

Oto jeszcze inna wersja aksjomatu wyboru. Zbiér S C |JX nazywamy selektorem dla
rodziny zbioréw X, jezeli S ma dokladnie po jednym elemencie wspdlnym z kazdym zbiorem
rodziny X, tj.:

Vae Xt ea(SNa={t}).

Na przyktad zbiér {1,3,4} jest selektorem dla rodziny {{1,2},{3,5},{4,5}}, natomiast ro-
dzina {{1}, {2}, {1,2}} nie ma selektora.

Fakt 5.8 Dia dowolnej rodziny X niepustych zbioréw parami roztgeznych® istnieje selektor.
Dowdéd:  Rodzina X stanowi podzial zbioru | X, wyznacza wiec pewna czeSciows relacje

rownowaznosci. Zbior wartosci funkeji wyboru dla tej relacji jest zadanym selektorem. O

Uwaga: Fakt 5.8 podkresla niekonstruktywnos¢ aksjomatu wyboru. Selektor to przeciez
zbidr, a zbiér powinien by¢ okreslony przez pewien predykat (kryterium przynaleznosci). Ale
kryterium definiujace selektor pozostaje nieustalone!

Nastepujace dwa twierdzenia demonstruja znaczenie aksjomatu wyboru. Jest on niezbedny
do uzasadnienia pewnych intuicyjnie oczywistych wtasnosci.

Twierdzenie 5.9 Jesli {A;}ier jest rodzing indeksowana zbiordw niepustych, to produkt
Iier Ay jest niepusty.

Dowdéd:  Niech ¢ bedzie funkcja wyboru dla {A; | t € T'}, gdzie A, : P(D) iniech f: T — D
bedzie okreslona przez réwnanie f(t) = ¢(A;), dlat € T. Oczywiscie f € [[,cp As- O

Twierdzenie 5.10 Zaléimy, ze A #+ &. Wtedy:

1) Jesli f : A LBt istnieje taka funkcja g : B — A, e go f =1id4.

8Méwimy, ze rodzina X jest rozlgczna lub jest rodzing zbioréw parami roztacznych, gdy zachodzi warunek
Va, b€ X(a#b—anb=g).
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2) Jesli g : B =% A to istnieje taka funkcja f : A =1 B, Zego f =idy4.

Dowéd: (1) Skoro A # &, to mamy jaki§ element o € A. A skoro funkcja f jest

réznowartosciowa, to istnieje funkcja odwrotna f=! : Rg(f) =LA Mozemy wiec tak zdefi-
na

niowa¢ ¢(b), dla b € B:

ooy = L £ jesti b € Re():
a, w przeciwnym przypadku.

(2) Dla a € A, niech F, = g~*({a}). Zbiory F, sa niepuste, wiec produkt Il,c4F, jest
niepusty. Jesli funkcja f jest elementem tego produktu, to dla dowolnego a € A mamy
g(f(a)) = a, bo f(a) € F,. Ponadto f : A =4 B, bo zbiory F, = g~'({a}) sa rozlaczne
i zawarte w B. O

Whniosek 5.11 Jesli A #+ &, to nastepujgce warunki sq réwnowazne:

1) Istnieje funkcja f : A -1 B;

2) Istnieje funkcja g : B — A.
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6 Liczby naturalne

Mimo ze pojecie liczby naturalnej jest intuicyjnie oczywiste, Scista definicja liczb naturalnych
nie jest wcale tatwa. Jednym ze sposobow jest podejscie aksjomatyczne, z ktorym najczesciej
wiazemy nazwisko Giuseppe Peano. Aksjomaty Peana liczb naturalnych sa takie:

e Zero jest liczba naturalng.
e Kazda liczba naturalna ma nastepnik, ktory jest liczba naturalna,.
e Liczby o tych samych nastepnikach sa réwne.

e Zero nie jest nastepnikiem zadnej liczby naturalne;j.

Jesli zero ma pewna wlasnosé¢é W, oraz

— z tego ze jakas liczba naturalna ma wilasnosé W
wynika, ze jej nastepnik tez ma wlasnos¢ W,

to kazda liczba naturalna ma wlasnos¢ W.

Podobna charakteryzacje liczb naturalnych podal Richard Dedekind. W obu przypadkach
idea jest nastepujaca. Liczba naturalna to albo zero (,element pierwotny”), albo nastep-
nik s(n) innej liczby naturalnej n (ktéra nalezy znaé¢ wezesniej). Inaczej: zaczynajac od zera,
kazde kolejne uzycie operacji nastepnika tworzy nowsg liczbe naturalna, rézng od wszystkich
poprzednich. Na przyktad, liczba 1 to s(0), liczba 2 to s(s(0)), i tak dalej.

Nasze zalozenia o typie liczb naturalnych N to sa zgodne z duchem aksjomatéw Peana i z mysla
Dedekinda. Ponizej, symbol 0 oznacza zero, a nastepnik liczby n jest oznaczany przez s(n).

1. Zakladamy, ze 0 : N oraz, ze
2. jesli n : N to takze s(n) : N.

Mamy wiec operacje nastepnika s : N — N. Przyjmujemy, ze ma ona nastepujace wtasnosci:

3. Jest réznowartosciowa: Vmn:N(s(n) = s(m) — n =m).

4. Zero nie nalezy do jej zbioru wartosci: Vm:N, —s(m) = 0.

Ostatni warunek zwany jest schematem (lub zasadq) indukcji i wyraza w sposéb posredni
stwierdzenie, ze wszystkie liczby naturalne powstaja z zera przez iterowanie nastepnika (nie
ma zadnych innych liczb naturalnych):°

5. Jesli W(0) oraz Vn:N(W (n) — W(s(n))) to Vn:N. W (n).

Zasada indukcji jest podstawowa metoda wnioskowania o wilasnosciach liczb naturalnych.
Schemat logiczny wnioskowania przez indukcje przedstawimy z pomoca pudelek Jaskowskiego:

9Cwiczenie: Udowodnié, ze Vn:N(n = 0V 3Im:N.n = s(m)).
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Zatem W(0). (Krok bazowy wykonany)
Niech n € N (Cel 1: W(n) — W (s(n)))
Zatézmy, ze W (n). (Cel 2: W(s(n))
Zatem W (s(n)). (Cel 2 osiagniety)
Zatem W(n) — W(s(n)). (Cel 1 osiagniety)
Zatem Vn:N (W (n) — W(s(n)). (Krok indukcyjny wykonany)

Zatem Vn:NW (n)

Oto pierwszy przyklad. Niech s oznacza relacje nastepnika w N, tj. niech n s m zachodzi wtedy
i tylko wtedy, gdy m = s(n). Przypomnijmy, ze symbol s' oznacza domkniecie przechodnie
relacji s, a symbol s* jej domkniecie przechodnio-zwrotne.

Fakt 6.1 Dia Zadnej liczby naturalnej nie zachodzi zwigzek ns™n. W szczegdlnodci zawsze
mamy s(n) # n.

Dowéd:  Gdyby 0s™0 to, na mocy faktu 3.9, mielibySmy 0 s*y s 0, czyli 0 = s(y) dla
pewnego y, sprzeczno$é. Zalézmy wiec, ze n sTn nie ma miejsca i przypusémy, ze s(n) sts(n).
Mamy znowu s(n) s*y s s(n) dla pewnego y, ale wtedy s(y) = s(n) wiec y = n. A zatem
n s s(n) s*y = n, czyli (n,n) nalezy do zlozenia relacji s z relacja s*. Z faktu 3.9 wiemy, ze
tym zlozeniem jest sT, i znowu dostajemy sprzecznosé. O

Strukture naszego dowodu indukcyjnego widzimy na nastepnym rysunku:

Zatézmy, ze 0s™0. (Cel 1: sprzecznosé)
Sprzecznos$é. (Cel 1 osiggniety)
Zatem = 0s™0. (Krok bazowy wykonany)
Niech n € N (Cel 2: ~(ns™n) — —(s(n)sts(n))
Zatézmy, ze —(nstn). (Cel 3: —(s(n)sts(n))
Zatézmy, ze s(n)sts(n). (Cel 4: sprzecznos$é)
Sprzeczno$é. (Cel 4 osiggniety)
Zatem —s(n)s™s(n). (Cel 3 osiggniety)
Zatem — (ns™n) — = (s(n)sts(n)) (Cel 2 osiagniety)
Zatem Vn:N (=(ns™n) — —(s(n)s*s(n))) (Krok indukcyjny wykonany)

Zatem Yn:N—(ns*n)



3 pazdziernika 2011, godzina 13: 08 strona 29

Definicja 6.2 Relacje (nieostrej) nieréwnosci < pomiedzy liczbami naturalnymi mozna zde-
finiowaé jako domkniecie przechodnio-zwrotne s* relacji nastepnika:

m<n wtedy i tylko wtedy, gdy ms*n.
Nieréwnos¢ ostra jest pojeciem wtérnym w stosunku do relacji <:

m <n wtedy i tylko wtedy, gdy m < n ale m # n.
Fakt 6.3 Relacje s i < pokrywajq sie.

Dowdéd:  Wystarczy pokazaé, ze warunek m s™n zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy ms*n
oraz m # n. Implikacja z lewej do prawej wynika z faktu 6.1, w przeciwna strone z tego, ze
relacja s* jest suma s™ i identycznodci (fakt 3.9). |

Fakt 6.4 Relacja < jest relacja liniowego porzadku w N, tj. jest zwrotna, przechodnia, an-
tysymetryczna i spojna. Zero jest elementem najmniejszym, tj. Ym.0 < m.

Dowéd:  Zwrotnosé i przechodnio$é wynikaja wprost z definicji. Aby wykazaé antysymetrie,
przypuéémy, ze n < m < n, gdzie m # n. Z wniosku 6.3 wynika, ze w istocie zachodzi
n st m st n, skad n st n, co jest niemozliwe (lemat 6.1).

Wiasnoéé ¥m. 0 < m mozna tatwo pokazaé przez indukcje, bo oczywiscie 0 < 0 a jedli 0 < n,
to z tego, ze n s s(n) i z przechodniosci wynika 0 < s(n).

Spéjnosé, czyli warunek Vnm € N(m < n V n < m) udowodnimy przez indukcje ze wzgledu
na n, tj. pokazemy, ze kazde n € N ma wlasnosé

Vm e N(m <nVn<m).

Dla n = 0 mamy zawsze n < m, zalézmy wiec, ze YVm € N(m < nV n < m) i pokazmy, ze
wtedy takze Vm € N(m < s(n) V s(n) < m). Niech m € N. Jesli m < n, to tym bardziej
m < s(n). W przeciwnym razie n < m, ale przypadek n = m juz jest rozpatrzony, wiec
mozemy przyjaé, ze w istocie n sTm. Z faktu 3.9 wynika n s s(n) < m. O

Twierdzenie 6.5 (Zasada minimum) KazZdy niepusty podzbior A C N ma element naj-
mniejszy, tj. taki element a € A, 2e Vb (b€ A — a < b).

Dowdéd:  Przypusémy, ze A C N nie ma najmniejszego elementu. Przez indukcje ze wzgledu
na n dowodzimy, ze VnVk(k € A — n < k). Stad juz wynika, ze A = @.

Najpierw zauwazmy, ze 0 ¢ A. W przeciwnym razie 0 byloby oczywiscie najmniejszym
elementem. A wiec Vk(k € A — 0 < k).

Zalézmy, ze Vk(k € A — n < k). Wtedy Vk(k € A — s(n) < k), bo na mocy faktéw 3.9 1 6.3
nieréwnosé n < k to to samo co s(n) < k. Gdyby wiec s(n) € A to s(n) byloby najmniejszym
elementem A. No to s(n) ¢ A i warunek mozna wzmocnié: Vk(k € A — s(n) < k). 0

Najmniejszy element zbioru A C N oznaczamy przez min A.



3 pazdziernika 2011, godzina 13: 08 strona 30

Whiosek 6.6 (Troche inna zasada indukcji)
Jesli  Vnu:N(Vm:N(m <n — W(m)) - W(n)) to VuN.W(n).

Dowéd: Niech A= {n:N | =W(n)}. Jesli teza nie zachodzi, to zbiér A jest niepusty, ma
wiec element najmniejszy n. Wtedy zachodzi Vm:N(m < n — W (m)), ale nie jest speliony
warunek W(n), co jest sprzeczne z zalozeniem. O

A wiec, aby udowodnié, ze kazda liczba naturalna spelia pewien warunek (nalezy do pewnego
zbioru B), wystarczy stwierdzi¢ taka prawidlowosé:

Jesli wszystkie liczby mniejsze od pewnego n naleiq do B, to takze n € B.

Definiowanie przez indukcje

Indukcja to nie tylko metoda dowodzenia twierdzen, to takze metoda definiowania pojeé
i obiektow, zwilaszcza funkcji. Jesli chcemy okresli¢ funkcje f o dziedzinie N to powinnismy
wskazaé jej wartosci dla wszystkich argumentéw n : N. Mozemy oczywiscie zaczaé od zera.
Przypu$émy dalej, ze znajac wartosé¢ f(x) dla jakiegokolwiek z, potrafimy zawsze wskazaé
warto$é f(s(z)). Na przyklad mozemy napisaé¢ takie dwa réwnania:

f0) = 0
f(s(m)) = s(s(f(m)).
Roéwnania te nie stanowia definicji warunkowej funkcji f, bo symbol f wystepuje w nich takze
po prawej stronie. Formalnie, sg to wiec jakby ,postulaty”, ktére zadana funkcja powinna

speliaé. Ale te postulaty okreslaja jednoznacznie wartosé funkcji dla kazdego = : N. (Mozemy
uzasadni¢ przez indukcje, ze dla dowolnego x : N warto$é¢ f(x) jest dobrze okreslona.)

Taki sposéb definiowania moze by¢ zastosowany takze do funkcji dwu- i wiecej argumen-
towych. Oto dwa najwazniejsze przyktady indukcji ze wzgledu na pierwszy argument:

0+n = mn 0-n = 0
s(m)+n = s(m+n). s(m)-n = m-n+n.

Przyklad 6.7 Mozemy teraz policzy¢ ile jest dwa razy dwa: 2-2=1-24+2=(0-2+2)+2 =
0+2)+2=24+2=5(142)=5(s(0+2)) = s(s(2)) = s(s(s(s(0)))) = 4.

Nastepujacy lemat formuluje wiasno$é znang jako lacznos¢ dodawania. Przemienno$é do-
dawania, tacznos¢ i przemienno$¢é mnozenia pozostawiamy jako ¢wiczenie.

Lemat 6.8 Dla dowolnych liczb m,k,l € N zachodzi réwnosé m+ (k+1) = (m + k) + L.

Dowdéd: Udowodnimy teze przez indukcje ze wzgledu na m. Inaczej méwiac udowodnimy,
ze kazda liczba m : N ma wlasnosé

Vi, U:Nom + (k+1) = (m+ k) + L.

Po pierwsze, 0+ (k+1) = (k+1) = (0+ k) + 1, po drugie z warunku m+ (k+1) = (m+ k) +1
wynika s(m) + (k+1) =s(m+ (k+1)) =s(m+k)+1) =s(m+k)+1=(s(m)+k)+1. O
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Dodawanie i mnozenie sa przykladami funkcji definiowanych za pomoca tzw. rekursji prostej.
Ogdlny schemat rekursji prostej wyglada tak:

f(O,TLl,...,nk-) = g(nla"'vnk);
fGs(m),ni,...,ng) = h(m,ny,...,ng, f(Mm,n,...,ng)).

Tutaj definiujemy funkcje f : N¥*1 — N przez indukcje ze wzgledu na pierwszy argument,
z pomoca, juz okre§lonych funkeji g : N¥ — N i h: N¥+2 - N,

Nietrywialnym uogdlnieniem rekursji prostej jest definiowanie przez indukcje funkcji o argu-
mentach i wartosciach dowolnych typéw. Oto schemat definiowania funkcji f: N x D — £.

f0,d) = g(d); (6.1)
f(s(m),d) = h(m,d, f(m,d)). 6.2

Przykiad 6.9 Istnieja rézne schematy definiowania indukcyjnego. Na przyklad ponizsza
definicja funkcji Ackermanna-Sudana nie jest definicja przez rekursje prosta:

A(0,z) = s(z);
A(s(n),0) = A(n,1);
A(s(n),s(x)) = A(n,A(s(n),x)).

(
Mozna pokazaé (latwe éwiczenie), ze wartosé A(n, x) jest dobrze okreslona dla kazdych n i z
(tj. ze proces obliczenia A(n,z) wg powyzszych regul musi sie zakonczy¢). Funkcja Acker-
manna nie moze by¢ jednak zdefiniowana z pomoca rekursji proste;j.

Cwiczenie 6.10 Jak duza liczba jest A(5,4)?10

Definicja 6.11 Za pomoca dodawania mozna takze zdefiniowac relacje nieréwnosci pomiedzy
liczbami naturalnymi.

m<n wtedy i tylko wtedy, gdy Jk(k +m = n).

Fakt 6.12 Definicje 6.2 i 6.11 sq rownowazne, tj. ms*n zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy
k+m =n dla pewnego k.

Dowdéd:  Implikacja z lewej do prawej zachodzi dlatego, ze relacja ,3k(k +m = n)” jest
przechodnia (jesli k +m =nil+n =pto (I + k) + m = p na mocy tacznosci dodawania).
Implikacje z prawej do lewej mozna udowodnié przez indukcje ze wzgledu na k. Dokladniej,
pokazemy, ze kazda liczba k : N ma wlasno$¢ Vm:N (m s* k+m). Dla zera wlasnos¢ ta wynika
wprost z definicji. W kroku indukcyjnym mamy m s*(k +m) s s(k +m) = s(k) + m. 0

°0dpowiedz: Bardzo duza,.
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7 Typy ilorazowe i indukcyjne

Konstrukcja liczb catkowitych

Liczby calkowite wymyslono po to, zeby mozna bylo odejmowaé dowolne liczby naturalne.
Liczby catkowite to ,formalne réznice” x —y dla x,y € N, ktore mozna ,,implementowaé” jako
pary uporzadkowane. Odejmowanie to operacja odwrotna do dodawania, zatem powinna
zachodzi¢ réwnosé (z — y) +y = x. Ale wtedy takze (z —y) + y + 2 = = + 2z, 1 widzimy, ze
réznice © —y oraz (z + z) — (y + z) powinny by¢ takie same. A wiec odpowiednie pary nalezy
utozsamiac¢. Dlatego typ liczb catkowitych powinien by¢ zdefiniowany jako iloraz.

Rozpatrzmy nastepujaca relacje w typie N x N:
(m,n) ~(m';n’) wtedy i tylko wtedy, gdy m +n' =m'+n.

Nietrudno zauwazyé, ze to jest relacja réwnowaznoéci.'! Typ ilorazowy (N x N) /. nazywamy
typem liczb catkowitych. Inaczej mowiac, liczby calkowite to pary liczb naturalnych, brane
z doktadnoscig do relacji ~. Dzialania na liczbach catkowitych okreslamy tak:

[(m,n)]~ + [(m1,n1)]~ = [(m+mi,n+mni)
[(m,n)]~ - [(m1,n1)]~ = [(mmqi+ nni,mny +nmq)].
—[(m,m)]~ = [n,m)]~

Uwaga: Te definicje s poprawne, bo jesli (m,n) ~ (m’,n’) i (m1,n1) ~ (m},n}), to:
1,

o (m+my,n+n1)~ (m +mj,n +nl);
e (mmq + nny,mny +nmy) ~ (m'm} + n'nf,m'n| + n'mi);

e (n,m) ~ (n,m').

Przy tej definicji, liczby naturalne nie sq liczbami catkowitymi. Ale mozemy si¢ umowié, ze
tak jest. Mamy bowiem naturalnie okreslona koercje ¢ : N = Z, dana warunkiem

i(n) = [{n, 0)]~
i z duzym powodzeniem mozemy utozsamiaé kazda liczbe naturalng n z liczba catkowita i(n).
Zauwazmy na przyktad, ze i(m + n) = i(m) + i(n) oraz i(m - n) = i(m) - i(n), a wiec aryt-
metyke liczb naturalnych (a o nia tu przeciez gléwnie chodzi) mozemy uprawiaé bez przeszkéd
w zbiorze Rg(i) C Z.

Konstrukcja liczb wymiernych

Typ Q wszystkich liczb wymiernych takze zdefiniujemy jako typ ilorazowy. Tym razem chodzi
oczywiscie o dzielenie liczb catkowitych. Rozwazamy czeSciowa relacje réwnowaznosci &
w zbiorze par Z x Z, dang warunkiem

(r,y) = (u,v) wtedy i tylko wtedy, gdy y,v#0 oraz z-v=wu-y,

i przyjmujemy Q = (Z X Z)/~. Po sprawdzeniu, ze (z,y) ~ («/,y') 1 (u,v) ~ (¢, v’) implikuje
(zv + yu, yv) ~ (v + y'u',y'v") oraz (zu,yv) =~ (z'v/,y'v’), mozemy zdefiniowaé operacje

MWskazéwka: udowodnié przez indukcje prawo skracania: Jesli n +k =m + k, to n = m.



3 pazdziernika 2011, godzina 13: 08 strona 33

na liczbach wymiernych:
({2, )]~ + [, 0)]~ = [{2v + yu, yo)l~
[(z,9)]~ - [(u, )]~ = [{zu, yo)]~

Liczby calkowite interpretujemy jako liczby wymierne za pomoca koercji

J(z) = [{z, D]~

Oczywiscie zamiast [(z,y)]~ piszemy Z.

Konstrukcja liczb rzeczywistych

Zobaczmy teraz pokrétce, jak mozna zdefiniowaé liczby rzeczywiste. Funkcje f : N — Q
nazwiemy ciggiem Cauchy’ego, gdy

Ve:Q (e > 0 — InNVEN(E>n — (f(n) —e < f(k) < f(n) +¢)))

W typie N — Q okreslimy cze$ciowa relacje réwnowaznosci =, ktérej dziedzing jest zbior C
wszystkich ciagéw Cauchy’ego:

f=g & VeQEe>0— InuNVENE>n— (f(k)—e<glk) < f(k)+¢))).

Typ R liczb rzeczywistych definiujemy jako (N — Q)/=. Dzialania na liczbach rzeczywistych
definiujemy ,po wspéhrzednych”. Wynikiem dodawania ([f]z) + ([g]=) jest wiec abstrakt
ciagu h okreslonego réwnaniem h(n) = f(n) 4+ g(n). Przyjmujemy, ze Q C R poprzez identy-
fikacje kazdej liczby wymiernej ¢ € Q z ciagiem stalym o wartosci q.

Typy indukcyjne

Powréémy jeszcze do liczb naturalnych. Kazda liczba naturalna powstaje na jeden z dwéch
sposob6éw. Albo jest to po prostu zero, albo nastepnik liczby wczeéniej otrzymanej. Mamy
wiec dwa konstruktory liczb naturalnych: zero i nastepnik. Nastepnik s : N — N jest kon-
struktorem jednoargumentowym, stala 0 : N jest konstruktorem bez argumentéw. Istotne
jest to, ze te dwa sposoby wzajemnie sie wykluczaja, zadna liczba nie jest jednoczeénie zerem
i nastepnikiem. Mamy tu szczegdlny przypadek ogdlniejszego zjawiska, kiedy elementy pew-
nego typu tworzone sa przez kilka niezaleznych konstruktorow, a przy tym kazdy element
mozna otrzymaé tylko na jeden sposéb. Takie typy nazywamy indukcyjnyms.

Stowa

Jako przyktad wezmy typ indukcyjny o jednym konstruktorze zeroargumentowym e i dwéch
jednoargumentowych a i b. Kazdy element tego typu, na przykiad a(b(a(a(b())))), jest wiec
otrzymany przez aplikowanie a i b w rézny sposéb do €. Mozemy taki element reprezentowad
w zapisie beznawiasowym jako abaabe, a jeszcze lepiej odwrotnie — jako ebaaba. Wreszcie
mozemy opusci¢ € na poczatku i napisaé tylko baaba.

Elementy naszego typu indukcyjnego mozna wiec utozsamiac z ciggami liter a i b, przy czym
stala ¢ odpowiada ciagowi pustemu. Takie ciagi nazywamy stowami nad alfabetem {a,b}.
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Naturalnym uogdélnieniem jest pojecie stowa nad dowolnym skoriczonym alfabetem 3. Typ
stéw nad alfabetem ¥ oznaczany jest przez X*. Ponizej dla uproszczenia przyjmujemy, ze
¥ = {a,b}. Podstawowe wilasnosci typu {a, b}* sa takie:

e Stowo puste ¢ jest stowem;
o Jesli w: {a,b}*, to wa,wbd : {a,b}*;
o Jesli wx = vy, gdzie w,v : {a,b}* oraz x,y € {a,b}, tow =vizx=y;

e Stowa postaci wa, wb nie sa puste.

Glowna metoda dowodzenia wlasnosci stéw i definiowania operacji na stowach jest indukcja.
Zasada indukcji dla stéw ma postaé:

Jesli W(e) oraz Yw:{a,b}*(W(w) — W(wa) NW(wb)) to Vw:{a,b}* W(w).
Przyktadem definicji przez indukcje jest za$ ponizsza definicja diugosci stowa. Okreslamy tu
funkcje, ktéra kazdemu stowu w : {a,b}* przypisuje pewna liczbe |w| : N.

lel = 0; lwa| = w|+1;  |wb| = |w|+ 1.
Widoczne jest podobienistwo pomiedzy stowami dtugosci n i n-krotkami. Dlatego czesto przyj-
muje si¢ utozsamienie X* = | J,, .y X", ale trzeba sie wtedy umoéwic, ze Y0 = {e}.

Schemat definiowania przez indukcje funkcji f : {a,b}* x D — £ mozna napisa¢ podobnie do
schematu dla liczb naturalnych (6.1-6.2):

fle,d) = g(d); (7.1)
ha(w7da f(wv d))v
flwb,d) = hy(w,d, f(w,d)).

=

S

S

5y

S~—
|

Wazna operacja na stowach jest sktadanie stow czyli konkatenacja. Konkatenacjq (ztozeniem)
stéw w i1 v nazywamy slowo w - v powstate przez dopisanie stowa v na koncu stowa w. Definicja
indukcyjna (ze wzgledu na drugi argument) jest taka:

w e = w; w-va = (w-v)a; w - vb = (w-v)b.

Operacja konkatenacji jest taczna, co mozna tatwo wykazaé przez indukcje (éwiczenie), na
przyktad:

ein - (und - zwanzig) = (ein - und) - zwanzig = einundzwanzig.

A oto inne przyklady wnioskowania przez indukcje dla stow.
Fakt 7.1 Dla dowolnego stowa w zachodzi € - w = w.

Dowdd:  Zgodnie z zasada indukcji dla stéw nalezy sprawdzié trzy hipotezy:
1. e-e =g
2. Jesli e-w=w to e-wa=wa;

3. JeSli e-w=w to e-wb=wb.



3 pazdziernika 2011, godzina 13: 08 strona 35

Perwsza z nich (krok bazowy) wynika natychmiast z definicji konkatenacji. W czesci drugiej
(krok indukeyjny, cze$é pierwsza) mamy € - wa = (€ - w)a, a to z zalozenia indukcyjnego jest
réwne wa. Podobnie w drugiej czesci kroku indukcyjnego (3). O

Fakt 7.2 Dla dowolnych stéw w i v zachodzi |w - v| = |w| + |v].

Dowdéd: Nasz dowdd jest przez indukcje ze wzgledu na v. Inaczej méwiac, udowodnimy,
ze kazde slowo v ma wlasnos¢

Vw:{a,b}*.|w - v| = |w| + |v].
Krok bazowy polega na sprawdzeniu réwnosci |w - €| = |w|, oczywistej, bo w - & = w.

W kroku indukcyjnym (przypadek pierwszy) zakladamy, ze |w-v| = |w|+ |v| dla wszystkich w
iliczymy |w-va| = |(w-v)a| = |w-v|+1 = |w|+ |v]| + 1 = |w| + |va|, korzystajac z zalozenia
indukcyjnego. Drugi przypadek jest analogiczny. O

Porzadek prefiksowy
Piszemy w C v, gdy slowo w jest przedrostkiem (prefiksem) stowa v, tj. gdy istnieje takie

stowo u, ze v = w-u. Relacje C nazywamy porzqdkiem prefiksowym. Latwo zauwazy¢ analogie
pomiedzy porzadkiem prefiksowym i porzadkiem < w N, mamy bowiem (por. fakt 6.12):

Fakt 7.3 Niech s oznacza relacje nastepnika dla stow, tj. niech wsv zachodzi wtedy i tylko
wtedy, gdy v = wa lub v = wb. Porzqdek prefiksowy jest domknieciem przechodnio-zwrotnym
relacji s.

Dowéd: Cwiczenie. O

Fakt 7.4 Porzadek prefiksowy jest cze$ciowym porzgdkiem w zbiorze stow.

Dowdéd: Zwrotnosé i przechodnio$é sa oczywiste. Antysymetria wynika np. z takiej ob-
serwacji: jesli w = vz i v =wy to w = wyz. A skoro |w| = |wyz| = |w| + |z| + |y| (fakt 7.2),
tox =y =c¢c. ]

Analogicznie do porzadku prefiksowego mozna zdefiniowaé porzadek sufiksowy o podobnych
wiasnodciach.

Listy

Lista liczb naturalnych to skoficzony ciag liczb. Lista moze by¢ pusta (ozn. nil) lub otrzymana
przez dopisanie jakiej$ liczby n : N do juz istniejacej listy ¢, co oznaczamy przez cons(n, £) lub
przez n :: £. A wiec listy tworza typ indukcyjny list generowany przez dwa konstruktory:

nil : list, oraz cons : N x list — list.

Zasada indukcji dla list jest nastepujaca:
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Jesli  W(nil) oraz VElist(W(l) - Vu:N.W(n = £)) to Velist. W(L).
Schemat definiowania przez indukcje funkcji f : list x D — &£ ma postac:

fil,d) = g(d);
f(n:=t,d) = h(l,n,d f¢d),
gdzie g: D —- Eoraz h:list xNxD x & — €£.

Wiele obiektéw naturalnie pojawiajacych sie w matematyce i informatyce mozna uwazaé
za elementy pewnych typow indukcyjnych. Na przykiad skonczone drzewa binarne tworza,
typ indukcyjny z jednym konstruktorem dwuargumentowym i jedna stala. Nieco bardziej
wyrafinowany przyklad to typ w-tree, ktéry ma dwa konstruktory

leaf : w-tree oraz node : (N — w-tree) — w-tree.

Elementy tego typu mozemy interpretowaé jako drzewa, w ktérych kazdy wierzcholek wew-
netrzny ma tyle nastepnikéw ile jest liczb naturalnych. Pierwszy konstruktor, to drzewo
ztozone z jednego liscia. Argumentem drugiego konstruktora jest funkcja, ktéra kazdej licz-
bie naturalnej przypisuje drzewo typu w-tree. A zatem node(f) to drzewo, ktérego korzen
polaczony jest z poddrzewami f(n) dla wszystkich n € N.

Wspélne cechy typéw indukeyjnych to

e jednoznacznos$é sposobu w jaki kazdy element typu jest otrzymany przez dzialanie kon-
struktoréw;

e swoista zasada indukcji;

e swoisty schemat definiowania przez indukcje.
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8 Rownolicznosé

Definicja 8.1 Mdéwimy, ze zbiory A i B sa rownoliczne, albo ze sa to zbiory tej samej mocy
(i piszemy A ~ B) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje bijekcja f : A g
na

Powyzsza definicja opiera sie na tym samym pomysle, ktérego uzywaja dzieci nie znajace
arytmetyki do podzielenia sie po réwno kasztanami, jabtkami itp. Wystarczy dawaé¢ kazdemu
po jednym, az do wyczerpania zasobow.

Uwaga 8.2 Pojecie mocy zbioru, inaczej zwanej jego liczbg kardynalng jest wygodnym skrétem
myslowym. Zamiast méwié, ze dwa zbiory sa lub nie sa réwnoliczne, méwimy ze maja (lub
nie) taka sama moc. Jesli uzyjemy znaku m na oznaczenie mocy jakiego$ zbioru A, to napis
B = m czytamy ,,B jest mocy m”. Taki napis w istocie oznacza tyle samo co B ~ A.

Przyklad 8.3

e Przedzialy otwarte (a,b) i (¢, d) sa réwnoliczne, bo funkcja f : (a, b) = (¢, d) moze by¢

okreslona wzorem f(z) = $=¢ .z + bg=ad,
e Przedzial (—F, %) (a zatem takze kazdy inny przedzial otwarty) jest réwnoliczny z calym

typem R liczb rzeczywistych. Dla dowodu wystarczy uzy¢ funkcji tangens.
e Przedzialy (0,1] 1 (0,1) sa réwnoliczne, bo mamy taka funkcje f : (0, 1] = (0,1):
na

flz) = n%rl, jesli z = %, dla pewnego n € N;
Z, w przeciwnym przypadku.

e Typ R jest réwnoliczny ze zbiorem wszystkich liczb rzeczywistych dodatnich, a réwno-
liczno$¢ ustala np. funkcja logarytm.

Fakt 8.4 Dla dowolnych zbioréw A, B, C,

e A~ A;
o Jesli A~ B to B~ A;
e JeSliA~BiB~CtoA~C.

Uwaga: Z powyzszego wynika, ze réwnolicznosé zbioréw tego samego typu P(D) jest relacja
réwnowaznosci w P(D).

Teraz jeszcze jeden przydatny lemat.

Lemat 8.5 Niecha ¢ A ib¢ B. Wowczas:

o AU{a} ~ BU{b} wtedy i tylko wtedy, gdy A ~ B.
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o Injekcja f : AU {a} =l gy {b} istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje injekcja
g:A =i B

Dowé6d: Jedlig: A = B, to injekcje f: AU {a} L pu {b} okreslamy wzorem

)= {

Jesli na dodatek funkcja g jest na B, to takze f jest ,na”. To dowodzi implikacji (<) w obu

b, jesli z = a;
g(x), w przeciwnym przypadku.

czedciach lematu. Przypusémy wiec, ze f: AU{a} 1 Bu {b}. Okreslimy funkcje g: A — B
definicja warunkowa;:

_ [ fla), jesli f(z) = b;
9(@) = { f(z), w przeciwnym przypadku.

Nietrudno zauwazy¢, ze g jest roznowartosciowa, a jesli f jest ,na” to takze g jest ,na’. O

Zbiory skonczone

Powiemy, ze podzbiér A : P(N) jest ograniczony, gdy istnieje takie n : N, ze a < n dla wszyst-
kich a € A. Mozna wtedy napisa¢ A < n. Jedli ograniczenie jest ,ostre”, tj. dla kazdego a € A
zachodzi @ < n to napiszemy A < n. Oczywiscie kazdy zbiér ograniczony ma ograniczenia
ostre. Szczegblnym rodzajem zbioru ograniczonego jest zbiér O(n) = {m:N | m < n} zwany
odcinkiem poczagtkowym wyznaczonym przez n, ktéry dla prostoty bedziemy oznaczaé przez m.

Lemat 8.6 Zbior A : P(N) jest ograniczony wtedy i tylko wtedy, gdy jest réwnoliczny z pew-
nym odcinkiem poczgtkowym.

Dowdéd: (=) Przez indukcje ze wzgledu na n dowodzimy, ze jesli A < n, to A jest
réwnoliczny z pewnym odcinkiem poczatkowym. Dla n = 0 mamy oczywiscie A ~ 0, zatézmy
wiec, ze A < s(n). Jedli w istocie A < n, to teza wynika z zalozenia indukcyjnego, mamy
wiec A £ n, co oznacza, ze n € A. Niech A’ = A — {n}. Z zalozenia indukcyjnego mamy
réwnolicznosé A” ~ m dla pewnego m, skad A ~ s(m).

(<) Niech A ~ m. Indukcja ze wzgledu na n. Jeslin = 0 to A = @, wiec A < 0. Jesli
n = s(m) to A # &; wtedy A — {a} ~ m jest ograniczony, skad A — {a} < k, dla pewnego k.
Wtedy A < max{k,s(a)}. O

Definicja 8.7 Zbiér B jest skoriczony wtedy i tylko wtedy, gdy jest réwnoliczny z pewnym
ograniczonym podzbiorem N. W przeciwnym razie méwimy, ze B jest nieskoriczony.

Z lematu 8.6 wynika, ze zbiory skoriczone sa w istocie rownoliczne z odcinkami 77 dla n : N.
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Lemat 8.8 Dla dowolnych n,m € N:

1) Nie istnieje f : s(n) A
2) Nie istnieje f : 7 — s(n).

3) Jeslim ~7n tom =n.

Dowdd: (1) Indukcja. Oczywiste dla n = 0. Krok indukcyjny wynika natychmiast
z lematu 8.5.

(2) Ta czesé tatwo wynika z poprzedniej i z twierdzenia 5.10. Ale mozna ja tez udowodnié
przez indukcje (bez pomocy pewnika wyboru) z pomoca lematu 8.5 (éwiczenie).

(3) Dowdd jest przez indukcje ze wzgledu na n, tj. zalozenie indukcyjne ma postaé:
Vm e N(m ~7 — m =n). *)

Warunek jest oczywisty dla n = 0, bo tylko zbiér pusty jest réwnoliczny ze zbiorem pustym.
Zalézmy wiec, ze zachodzi (*) i niech m ~ s(n), czyli m ~ U {n}. Wtedy na pewno m # 0,
wiec m = s(m/), skad m = m’ U {m'}, dla pewnego m’. Z lematu 8.5 wynika, ze m' ~ 1
a wiec m’ = n. W konsekwencji m = s(n). 0

Jedli n € N, to piszemy A=n gdy A ~ m. Poprawno$¢ tego oznaczenia wynika z lematu 8.8.
Oczywiscie méwimy wtedy, ze A ma n elementéw. Z tego samego lematu wynika tez nastepu-
jacy uzyteczny fakt:

Twierdzenie 8.9 Jesli A jest zbiorem skoriczonym, oraz f : A — A to f jest réznowartos-
ciowa wtedy i tylko wtedy, gdy jest na A.

Dowéd: (=) Przypusémy, ze f jest réznowartosciowa, ale nie jest ,na”, tj. istnieje element
a € A—Rg(f). To w szczegdlnosci oznacza, ze A # @. Wiemy, ze A jest skoriczony, czyli
rownoliczny z odcinkiem wyznaczonym w N przez pewna liczbe. Skoro A # O, to ta liczba
nie jest zerem, ma wiec postaé¢ s(n), dla pewnego n. Przedstawiajac zbiér A w postaci sumy
A = (A —{a}) U{a} i korzystajac z lematu 8.5, otrzymujemy réwnolicznos¢ A — {a} ~ 7.
Istnieja wiec funkcje h : A — {a} =L 7 oraz g:s(n) =L A. Zatem ho fog:s(n) =17, co
na na

jest sprzeczne z lematem 8.8(1).

(<) Przypusémy, ze f: A 22, A nie jest réznowartoéciowa. Wtedy sa takie rézne a,b € A,
ze f(a) = f(b). Wowczas fls_rq : A—{a} 22, A. Zbiér A musi by¢ niepusty i podobnie jak

w poprzedniej czesci dowodu mamy funkcje b : 7 R {a}ig: A = (n). Otrzymujemy
na na

go(fla—fay)oh : 7 2, s(n). Z lematu 8.8(2) wynika teraz sprzecznoé. ]
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Nastepujace twierdzenie zbiera kilka waznych wlasnosci zbioréw skonczonych.

Fakt 8.10

0) Jesli A jest skoriczony, to AU {a} jest skoriczony.

1) Kazdy podzbior zbioru skoriczonego jest skoriczony.

2) Jesli A jest nieskoriczony i B jest skoriczony, to A — B # @.
3) Jesli A jest skoriczony i f : A == B, to B jest skoriczony.

4) Suma i iloczyn kartezjariski dwdch zbioréw skoriczonych sq skoriczone.

Dowéd:  (0) Jesli A=noraza ¢ Ato AU{a} = s(n).

(1) Jesli B C Ai A jest skoriczony, to mamy bijekcje f : A -1 7, dla pewnego n € N. Zbiér B
na

jest wiec réwnoliczny z podzbiorem f(B) C 7, ktéry oczywiscie jest ograniczony. Zatem B

tez jest skonczony.

(2) W przeciwnym razie A C B i A bylby skoriczony na mocy czesci (1).

(3) Z twierdzenia 5.10 wynika, ze istnieje wtedy funkcja g : B =1 A, a wiec B jest réwnoliczny
ze zbiorem Rg(g) C A, ktéry musi by¢ skoriczony, jako podzbiér zbioru skoriczonego.!?

(4) Cwiczenie. Wskazéwka: przez indukcje nalezy wykazaé, ze suma dwéch roztacznych
zbioréow, ktére maja n i m elementow, jest zbiorem o n + m elementach. Podobnie dla
iloczynu kartezjanskiego i mnozenia. O

12Te cze$é mozna tez udowodnié bez pomocy twierdzenia 5.10. Wskazéwka: zaczaé od przypadku A C N.
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9 Zbiory przeliczalne

Fakt 9.1 Jesli n € N to nie istnieje funkcja f : N “laow szczegolnosci zbior liczb
naturalnych N jest nieskoriczony.

Dowdéd:  Gdyby taka funkcja istniata, to f[@ : s(n) =1 7, a to by¢ nie moze z powodu
lematu 8.8(1). 0

Definicja 9.2 Liczbe kardynalng (moc) zbioru N oznaczamy symbolem ®g (,alef zero”).
Zbiory réwnoliczne z N nazywamy wiec zbiorami mocy Yo (por. uwage 8.2). Moéwimy, ze
zbiér A jest przeliczalny wtedy i tylko wtedy, gdy jest skoriczony lub jest zbiorem mocy No.
W przeciwnym razie zbiér A jest nieprzeliczalny.

Moc Ny jest najmniejsza moca nieskonczona, w nastepujacym sensie:
Twierdzenie 9.3 Zbior A jest nieskoniczony wtedy i tylko wtedy, gdy ma podzbidr mocy Ng.
Dowéd: (=) Niech 9 bedzie funkcja wyboru dla rodziny P(A) — {@}. Okreslimy funkcje

f N — A, za pomocy takiej definicji indukcyjne;j:
f(n) =9(A—f(m)) (*)

Poprawno$é tej definicji nie jest oczywista i wymaga takiej obserwacji: Skoro 7 jest zbiorem
skoniczonym, to f(n) tez jest skoriczone (na mocy faktu 8.10(3)) a zatem zbiér A — f(n) jest
niepusty (na mocy faktu 8.10(2)) i dlatego prawa strona réwnania ma sens.!

Zauwazmy, ze funkcja f jest réznowartosciowa. W rzeczy samej, jesli m # n, to na przyktad
m < n. Wtedy f(m) € f(n), a wiec wartos¢ f(n), wybierana z dopekienia zbioru f(n),

musi by¢ rézna od f(m). Zatem f : N -1 Rg(f). Zbiér Rg(f) ma wiec moc Ry i jest
na
podzbiorem A.
(<) JezeliN~ BC AiAd=ne€N, toistnieja{funkcjef:NiBig:Aiﬁ. Stad
na na

gof:N -1 n, co jest sprzeczne z faktem 9.1. O

Whniosek 9.4 Zbior jest nieskoriczony wtedy i tylko wtedy, gdy jest rownoliczny z pewnym
swoim podzbiorem wtasciwym.

Dowéd: (<) Ta czes¢ wynika wprost z twierdzenia 8.9.
(=) Skorzystamy z poprzedniego twierdzenia. Jesli zbiér A jest nieskonczony, to ma pod-

zbiér B o mocy Ng. Mamy wiec funkcje f: N i mozemy okregli¢ g : A — A warunkiem
na

g(z) = { f(f~Yz)+1), jedlixc B;

T, w przeciwnym przypadku.

3Dla dociekliwych, zauwazmy tez, ze écisle rzecz biorac, stosujemy tu schemat definiowania przez indukcje,
okreslajac pewien ciag funkcji cze$ciowych o coraz to wiekszych dziedzinach.
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Latwo zauwazy¢, ze funkcja g jest réznowartosciowa. Ale ta funkcja nie jest na A, bo ele-
ment f(0) nie nalezy do Rg(g). Zatem A ~ Rg(g) & A. O

Przypomnijmy, ze dla B C N, przez min B oznaczamy najmniejszy element zbioru B. Taki
element zawsze istnieje, jesli tylko B jest niepusty (twierdzenie 6.5).

Fakt 9.5 Kazdy podzbior zbioru przeliczalnego jest przeliczalny.

Dowéd: Niech C bedzie podzbiorem zbioru przeliczalnego B. Jesli C jest skonczony,

to dobrze, wiec niech C' bedzie nieskoniczony. Wtedy zbiér B tez musi by¢ nieskoriczony,

a skoro B jest przeliczalny, to mamy funkcje g : B LN, Zbiér C jest wiec réwnoliczny
na

z podzbiorem ¢(C') zbioru N. A zatem wystarczy udowodnié, ze kazdy nieskoriczony podzbidr

zbioru N jest przeliczalny.

Niech A bedzie takim podzbiorem. Definiujemy przez indukcje funkcje f : N — A:
f(n) = min(A — f(m)) (*)

Ta definicja jest poprawna, a funkcja f jest réznowartosciowa, z powodéw podobnych do
omawianych w dowodzie twierdzenia 9.3. Pozostaje stwierdzié, ze f jest na A. Przypusémy,
ze nie, tj. ze istnieje jakies m € A — Rg(f). Wtedy dla dowolnego n mamy jednoczesnie
m e A—f(m)im # f(n), a wiec m > f(n). Stad Rg(f) C m, czyli Rg(f) jest zbiorem
skoficzonym. To niemozliwe, bo f jest réznowartosciowa, wiec Rg(f) ~ N. O

Nastepujacy fakt uzasadnia nazwe ,,zbiér przeliczalny”. Zbiér jest przeliczalny, gdy jego ele-
menty mozna przeliczaé¢ (niekoniecznie przeliczyé), tj. ustawié je w ciag nieskoriczony.

Whniosek 9.6 Niepusty zbior A jest przeliczalny wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje surjekcja
N2 A

Dowéd: (=) Jesli A =R to taka funkcja istnieje z definicji i nawet jest réznowartosciowa.
Jesli A=n €N, ton # 0 i mamy funkcje g : m = A, ktéra mozna poprawié tak:
na

h(m) = g(m), jeslim < n;
| ¢9(0), w przeciwnym przypadku.

(<) Niech f: N 2% A i niech g = Aa:A. min{i € N | f(i) = a}. Wtedy g: A = N, zbiér A
jest wiec réwnoliczny z podzbiorem Rg(g) zbioru N, a zatem przeliczalny. O

Lemat 9.7 Jesli zbior A jest przeliczalny i f : A == B, to B jest przeliczalny.

Dowéd:  Na mocy wniosku 9.6 istnieje surjekcja g : N —= A. Wtedy fog: N =5 B, wiec
na mocy tego samego wniosku zbiér B jest przeliczalny. O

Fakt 9.8 Jesli zbiory A © B sq przeliczalne to AU B i A X B tez sq przeliczalne.

Dowdd:  Jesli ktorys ze zbioréw A i B jest pusty to teza jest oczywista. Zaldézmy wiec, ze
A i B sa niepuste. Na mocy wniosku 9.6 istniejs wiec funkcje f : N —=» Aig: N =5 B.
Mozemy teraz okredli¢ funkcje ¢ : N 2% A U B wzorem
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(n) = f(k), jesli n =2k, dla pewnego k;
| g(k), jeslin =2k+1, dla pewnego k

A zatem AU B jest zbiorem przeliczalnym, co tez wynika z wniosku 9.6. Aby okresli¢ funkcje
¥ : N =% A x B, skorzystamy z jednoznacznosci rozkladu liczb naturalnych na czynniki
pierwsze. Kazda liczbe n # 0 mozemy jednoznacznie zapisaé w postaci

n = 23/q,

gdzie g nie jest podzielne ani przez 2 ani przez 3. Przyjmujemy

W(n) = (£(0),9(0)), jeslin=0;
(f(i),q9(4)), jeslin=2"37q oraz q nie dzieli sie przez 2 ani 3

Funkcja v jest ,na”, bo dla dowolnych a € A, b € B istnieja takie liczby 1,7, ze f(i) = a
i f(j) =b. A wiec (a,b) = (2'37). ¢

Przyklad 9.9 Funkcja t : N x N — N dana wzorem t(n,m) = 2"3™ jest réznowartosciowa.
Natomiast nastepujace funkcje u,v : N x N — N sa nawet bijekcjami.

u(m,n) =2"2n+1) — 1,
(m+n)(73+n+1) m

v(m,n) =

Sprawdzenie, ze tak jest w istocie, pozostawiamy jako ¢wiczenie. Wskazdwka: pierwszy sklad-
nik w definicji v(m,n) przedstawia sume liczb naturalnych od zera do m + n.

Przyklady zbioréw przeliczalnych
e Zbiér N x N jest przeliczalny (jak widaé¢ z powyzszego).

e Zbiér Z wszystkich liczb catkowitych jest przeliczalny. Skoro bowiem Z = N x N/ to
mamy funkcje x : N x N =% Z okreslona warunkiem s (m,n) = [(m,n)]~. (Méwiac po
ludzku, chodzi o funkcje k(m,n) = m — n. Kazda liczba calkowita jest réznica dwéch
liczb naturalnych.)

e Zbiér QQ wszystkich liczb wymiernych jest przeliczalny z analogicznych powodéw.

o A wiec przeliczalny jest tez np. zbior wszystkich punktéw plaszczyzny o wspdéhrzednych
wymiernych. Utozsamiamy go przeciez ze zbiorem Q x Q.

Twierdzenie 9.10 Suma przeliczalnej rodziny zbioréw przeliczalnych jest przeliczalna.

Dowé6d:  Niech A bedzie przeliczalna rodzing zbioréw przeliczalnych. Bez straty ogdlnosci
mozemy zalozy¢, ze:

e A+, Dboinaczej |J A= &, czyli teza jest oczywista,;

1 Czasami o bijekcji z N x N na N méwimy funkcja pary. Taka funkcja pozwala na zakodowanie dwéch liczb
naturalnych za pomoca jednej.
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e ¢ A bolJA=UA-{2}), wiec zamiast A mozemy wziaé A — {@}.

A wiec, na mocy wniosku 9.6 mamy funkcje:
F:N% A,
a poniewaz elementy A sa tez przeliczalne, wiec dla dowolnego m € N jest tez funkcja
fn - N 225 F(m).

Wtedy G : N x N 2% (JA, gdzie G(m,n) = fn(n). Sprawdzmy, ze funkcja G jest fak-
tycznie ,na”. Poniewaz F' jest ,na”, wiec kazdy element a € |J.A nalezy do pewnego F'(m).
Zatem a jest postaci fy,(n), bo fp, tez jest ,na”. Wnioskujemy, ze | J A jest zbiorem przeliczal-
nym, jako obraz zbioru przeliczalnego (lemat 9.7). O

Uwaga: * Cho¢ nie widaé tego na pierwszy rzut oka, dowdd powyzszego twierdzenia w istotny sposéb
opiera sie na pewniku wyboru. Przypisujemy bowiem kazdej liczbie m pewng funkcje fr, : N =5 F(m), a wiec
implicite stosujemy funkcje wyboru dla rodziny A. Sciélej, powolujemy sie tu na twierdzenie 5.9 o niepustosci
produktu zbioréw niepustych.

Whniosek 9.11 Jesli alfabet A jest przeliczalny to zbior wszystkich stow A* teZ jest przeli-
czalny.

Dowdéd: Niech A™ oznacza zbiér wszystkich stéw nad A dhugosci n. Nietrudno pokazaé
przez indukcje, ze kazdy ze zbioréw A™ jest przeliczalny. Istotnie, zbior A = {e} jest jed-
noelementowy, a krok indukcyjny wynika z latwej réwnolicznoéci A"t ~ A" x A. Skoro A*
jest suma wszystkich A™, dla n € N, to teza wynika z twierdzenia 9.10. |

Uwaga: Analogiczny fakt jest prawdziwy dla takich typéw indukcyjnych jak skonczone
drzewa binarne, listy itp.

Liczby algebraiczne to pierwiastki rzeczywiste wielomiandéw o wspélczynnikach wymiernych.
Pozostale liczby (takie jak e i 7) nazywamy przestepnymi.

Whniosek 9.12 Zbior wszystkich liczb algebraicznych jest przeliczalny.

Dowdéd: Wielomian jest wyznaczony przez skonczony ciag swoich wspoétczynnikéw. Zbior
wielomianéw Q[z] jest wiec réwnoliczny z Q* i tez przeliczalny.

Wielomian ma skoniczenie wiele pierwiastkéw, wiec zbidr liczb algebraicznych to przeliczalna
suma zbioréw skoriczonych. |
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10 Teoria mocy

Lemat 10.1 Jezeli A ~ B i C ~ D oraz istnieje injekcja f : A = C, to istnieje tez injekcja
g:B i p.

Dowdd:  Istnieja bijekcje ¢ : B =L 4 oraz v C L D. Zatem Yofop:B =1 p. Te
na na

konstrukcje przedstawia ponizszy diagram:

A f C
® P
B >~ D

|

Deﬁmqa 10.2 Moéwimy, ze moc zbioru A jest mmejsza lub réowna mocy zbioru B (i piszemy
A < B), wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje injekcja f : A =L B. Jezeli A < B ale zbiory Ai B
nie sa réwnoliczne, to piszemy A < B i méwimy, ze zbiér A jest mocy mniejszej niz zbiér B.

Uwaga:

e Poprawnos¢ powyzszej definicji wynika z lematu 10.1.

o Jeslim,n sa liczbami kardynalnymi to m < n oznacza, ze , dla A= m, B =

‘ D>H
‘ O:JH

o Jedli f: A -1 B, ale f nie jest bijekcja, to nie znaczy, ze Z < Eﬁ a przyklad funkcja
nastepnika jest injekcja z N w N i nie jest ,,na”, ale przeciez N ¢ N.
Przyklad 10.3
e Jesli AC B, to A< B.

e Dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi n < N.

e Dla dowolnego zbioru A zachodzi 4 < P(A). Istotnie, mamy ¢ : A = P(A), gdzie
C(a) ={a} dlaa € A.

e Zbiér A jest nieskonczony wtedy i tylko wtedy, gdy Ro < A (twierdzenie 9.3).

Fakt 10.4 Dla dowolnych niepustych zbioréw A, B nastepujgce warunki sq réwnowazne:

1) A< B;
2) Istnieje g : B == A;

3) Zbior A jest réwnoliczny z pewnym podzbiorem zbioru B.

Dowéd:  Réwnowazno$é warunkéw (1) i (2) to dokladnie tresé twierdzenia 5.11. Réwno-
waznosé (1) i (3) wynika z nastepujacych obserwacji:
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o Josli f: A5 Bto A~ Rg(f).
e Jesli f: AL cCcBtof: AL B
na

Fakt 10.5 Dla dowolnych zbioréw A, B,C':

o JesSi A<BiB<C toA<C.

O ile powyzszy fakt jest calkiem oczywisty, to antysymetria nieréwnosci

6N
I
il

<A to

]|

Jesi A<B i

(zwana twierdzeniem Cantora-Bernsteina) nie jest juz oczywista. Udowodnimy ja najpierw

w takiej wersji:

Lemat 10.6 Jesli o : A =5 C' C A to C ~ A.

A
%C \
ST

_ .

Rysunek 1: Dowdd lematu 10.6

Dowdd:  Zaczniemy od okreglenia ciagu zbioréw X,,, dla n € N.
XO = A- C;
Xn+1 = o(Xn).

Niech X = J{X,, | n € N} iniechY = A— X. Zauwazmy, ze C = A— Xy = (X UY)—Xp =
(X — X0)UY, bo Y N Xy = @. Okreslimy bijekcje 1 : A ==5 C' jak nastepuje:
na
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x, jeSliz ey,

(z) = { o(x), jeslize X
Inaczej, ¥ = ¢y Uidy. Na Rysunku 1 zbiér X odpowiada obszarowi zakreskowanemu,
a zbidr Y to cala reszta. Poszczegdlne zakreskowane sktadowe to zbiory X,,. A zatem funkcja v
jest identycznoscig na obszarze biatym, a kazda z zakreskowanych skladowych przeksztatca
w nastepna. Funkcja 1 jest réznowarto$ciowa, poniewaz idy : Y "1y oraz olx: X =l x
sa sa funkcjami réznowartosciowymi, a przy tym X i Y sa rozlaczne. Ponadto v jest na C.
Jesli bowiem ¢ € C, to sa dwie mozliwosci. Albo ¢ € Y i wtedy ¢ = 9(c), albo c € X — X)
i mamy ¢ € X, 41 dla pewnego n. A wtedy ¢ = p(x) = ¢(z) dla pewnego x € X,,. O

oo]f

Twierdzenie 10.7 (Cantora-Bernsteina) Jesli A<BiB<AtoA=B.
Dowdd: 7 zalozenia istnieja funkcje f : A By g: B =L AL zbier € = Rg(g) jest
oczywiscie réwnoliczny z B. Jesli teraz p = goftop: A "L 0. Na mocy lematu 10.6, zbiér
A jest réwnoliczny z C, a wiec takze z B. |

Twierdzenie Cantora-Bernsteina jest niezwykle uzytecznym narzedziem do badania mocy
zbiorow. Zwykle znacznie latwiej jest wskaza¢ dwie funkcje réznowartosciowe, jedng z A
do B i druga z B do A, niz bijekcje pomiedzy A i B. Na przyklad moc dziwnej figury A
na Rysunku 2 jest taka sama jak moc kazdego z dwdéch két (otwartych). Mamy bowiem
K <A<L boKCA C L. Poniewaz latwo zauwazyé, ze dowolne dwa kola otwarte sa
réwnoliczne, wiec K = L, i mozemy uzyé twierdzenia Cantora-Bernsteina.

Rysunek 2: Zastosowanie twierdzenia Cantora-Bernsteina

Twierdzenie 10.8 (Cantora) Dla dowolnego zbioru A zachodzi A< P(A).
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Dowdd:  Juz poprzednio zauwazylisSmy, ze A < m, nalezy wiec pokazaé, ze nie istnieje
bijekcja F' : A = P(A). Przypusémy, ze taka jest, i niech B ={x € A | z ¢ F(x)}. Skoro
F jest ,na”, to niastnieje takie b € A, ze F(b) = B. Pytamy, czy b € B. Jedli b € B, to
z definicji zbioru B mamy b ¢ F(b) = B. Ale jesli b ¢ B, to tez zle, bo wtedy warunek
b ¢ F(b) nie powinien zachodzié¢, czyli mielibysSmy wtasnie b € B. Otrzymana sprzecznosé
wynikta z zalozenia, ze F': A % P(A), a wiec takiej funkcji nie ma. O
Rozumowanie uzyte w dowodzie twierdzenia Cantora stosuje tzw. metode przekatniowa (roz-
wazamy dwuargumentowy predykat ,z ¢ F(y)” dla x = y). Do sprzecznosci doprowadzito
nas zjawisko podobne do paradoksu ktamcy,'® znane tez z anegdoty o wojskowym fryzjerze,

ktoremu polecono goli¢ tych i tylko tych zommierzy, co sami sie nie gola. Poréwnajmy dwa
niemozliwe do spelnienia warunki:

Vo€ Az € F(b) & x & F(z));

V(b goli z < z nie goli z).

a zobaczymy, ze chodzi tu o to samo zjawisko.

Wniosek 10.9

1. Istniejq zbiory nieprzeliczalne, na przyktad P(N).

2. Istnieje nieskoriczenie wiele liczb kardynalnych.

Dowéd: (1) Natychmiastowy wniosek z twierdzenia Cantora.

(2) Latwo widzie¢, ze N < P(N) < P(P(N)) < P(P(P(N))) < - - - O

Uwaga 10.10 Przypisujac inne typy zbiorom A i P(A) wykluczamy te mozliwosé, ze jakis
podzbiér B zbioru A jest jednoczesnie jego elementem. W , beztypowej” teorii mnogosci takie
zjawiska sa dopuszczalne, ale i tam:

Nie istnieje zbidr wszystkich zbioréw, tj. zbior Q spetniajacy warunek Vx(z € ).

Istotnie, gdyby €2 byl zbiorem wszystkich zbioréw, to takze kazdy podzbiér Q bylby jego

elementem, mieliby$my wiec P(Q) C Q, skad P(Q2) < Q.

Liczby rzeczywiste

Definicja 10.11 Moc zbioru wszystkich liczb rzeczywistych nazywamy continuum i oznacza-
my przez €.

Przypomnijmy, ze 2" to zbiér wszystkich funkcji z N do 2 = {0, 1}, inaczej — zbiér wszystkich

nieskoniczonych ciagéw zerojedynkowych. Zamiast P zwykle piszemy po prostu 2%,

15Stwierdzenie ,To zdanie jest fatszywe” nie moze byé¢ ani prawdziwe ani falszywe.
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Fakt 10.12 ¢ = P(N) = 2N,

Dowéd:  Najpierw zauwazmy, ze F : 2N = P(N), gdzie F(f) = f~1({1}). Istotnie, dla
na

f # g istnieje jakies n, dla ktérego f(n) = 11 g(n) = 0 albo na odwrot. Zatem n € F(f)
in ¢ F(g) albo na odwrét, funkcja F' jest wiec réznowartosciowa. Jest tez na P(N), bo jesli
B C Nto B = F(xp), gdzie xp to funkcja charakterystyczna zbioru B, czyli:

1, jeslin € B;
0, w przeciwnym przypadku.

xs(n) = {

A zatem zbiory P(N) i 2V sa tej samej mocy. Aby pokazaé, ze jest to moc continuum,

skorzystamy z twierdzenia 10.7, tj. udowodnimy dwie nieréwnosci: 2N < € i € < P(N).

[2:N < €] Niech H : 2Y — R przyporzadkowuje kazdemu ciagowi zerojedynkowemu liczbe
rzeczywista z przedziatu (0, 1), ktorej zapis dziesietny po przecinku odpowiada temu ciagowi.
A wiec na przyklad H(0110001110...) = 0,0110001110... Dokladniej, dla dowolnego f € 2N

Z 1014—1

Aby sprawdzi¢, ze funkcja H jest réznowartosciowa, przypusémy, ze f # g. Niech teraz

n = min{i | f(i) # g(i)}. Wtedy > ., 10131 = Y icn 1%,?1 Oznaczmy te sume przez b
i przypusémy na przyklad, ze f(n) =01 g(n) = 1. Wtedy

H(f)=b+ Y 1{)(1)1 <b+ lofm < H(g).

[€ <P(N)] Niecha:N -1 Q bedzie dowolng ustalona bijekcja, 1 niech

() ={n e N|a(n) <z},

dla dowolnego = € R. W ten sposéb okresliliémy funkcje G : R — P(N). Ta funkcja jest
réznowartosciowa, bo jesli x # y to na przyktad r < y, a wtedy istnieje liczba wymierna ¢
spelniajaca nieréwnosci x < ¢ < y. Mamy wiec a~1(q) € G(y) — G(=). 0
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11 Arytmetyka liczb kardynalnych

Lemat 11.1 Niech A< B i C < D. Wtedy:

1) A6 C<BaD;

2) AxC<BxD;

£

3) Jedli C # @, to AC <

Dowéd:  Istnieja funkcje f: A i g:C =L p.

(1) Woéwezas oczywiscie f @ g : A C "l paD. (2) Funkcja F': A x C "l p«D
moze by¢ okreslona warunkiem F(a,c) = (f(a),g(c)). Réznowartosciowos¢ F latwo wynika
z réznowartosciowosci f i g.

(3) Poniewaz C' # @, wiec istnieje funkcja h : D =% C. Funkcje G : A — BP okredlimy
réwnaniem G(a) = f o ao h. Rysunek ponizej objasnia te definicje:

a

C A
h !
DGy 7P

Sprawdzmy, ze funkcja G jest réznowartosciowa. Jesli a, 3 € AY oraz o # f3, to a(c) # B(c),
dla pewnego ¢ € C. Funkcja h jest ,na”, wiec istnieje takie d € D, ze h(d) = c¢. Z réznowartos-
ciowosci funkcji f wnioskujemy, ze

G(e)(d) = f(a(h(d))) = flalc)) # f(B(c)) = F(B(h(d))) = G(B)(d),
czyli, ze G(a) # G(B). 0

Whiosek 11.2 Jesli A=B iC =D to

e A (C=BaD;

e Ax(C=BxD;

o AC = pBD,
Dowadd: Latwa konsekwencja lematu 11.1. Uwaga: nalezy zauwazy¢, ze A% = 1 dla
dowolnego zbioru A. O

7 wniosku 11.2 wynika poprawnos¢ nastepujacej definicji:
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Definicja 11.3

Sumg m + n liczb kardynalnych m i n nazywamy moc dowolnego zbioru postaci A ® C, gdzie
A=miC =n. (Inaczej, m +n to moc zbioru AUC, gdzie A=m, C =n, oraz ANC = @.)

Tloczynem m - n liczb kardynalnych m i n nazywamy moc dowolnego zbioru postaci A x C,
gdzie A=m, C =n.
Potegg m" o podstawie m i wyktadniku n nazywamy moc dowolnego zbioru postaci AC | gdzie

A=m,C=n.

Uwaga: Zwykte dzialania na liczbach naturalnych pokrywaja sie z dzialaniami okreslonymi
pOwWYyZzej.

Przykiad 11.4

o Ny + Ng=Ng, boZ ~N.
ONo-N():No,bONXNNN.
e 2% = ¢ na mocy faktu 10.12.

e Przyjmijmy Jo = X i dalej 3,41 = 2. (Hebrajska litere J czytamy ,bet”.) Wtedy
P(N) = R = J;, P(P(N)) = D, itd.

Fakt 11.5 Jeslim > Xy to m + Rg = m.

Dowéd: Niech A=miC = No, a przy tym AN C = &. Na mocy twierdzenia 9.3, istnieje
podzbiér B C A, o mocy Rg. Wtedy AUC = (A—B)U(BUC) ~ (A—B)UB = A, poniewaz

BUC tez jest mocy Rg. A zatem m+8g=AUC = A =m. |

Wiele praw arytmetyki liczb naturalnych mozna uogdlni¢ na dowolne liczby kardynalne.
W szczegolnosei, dla dowolnych liczb kardynalnych m, n i p, zachodza nastepujace réwnosci:

em+0=m (boAdo~A).
em+n=n+m (boA®B~BgA).

e (m+n)+p=m+mn+p) (ho(A®B)@&C~A®(BaO)).

m-1=m (boAx1~ A).
em-0=0 (boAx@=0)

em-n=n-m (boAxB~BxA).

e (m-n)-p=m-(n-p) (bo(AxB)xCn~Ax(BxC)).
em-(n+p)=m-n+m-p (boAx(BdC)~ (Ax B)d(AxC(O)).

e m”=1 (bo tylko @ nalezy do A9).
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e m! =m (bo elementy A' to funkcje stale).

e 1™ =1 (bo funkcja nalezaca do {0}* musi by¢ stale réwna zero).

e 0™m=0,0ilem#0 (bo nie ma funkcji ze zbioru niepustego w pusty).
Mniej oczywiste sa trzy prawa potegowania.
Fakt 11.6 Dla dowolnych liczb kardynalnych m, n ¢ p, zachodzq nastepujgce rownosci:

1) mn . mp — m(n""p) ;
2) m"-p" = (m-p)";
3) (mv)P = mvP.

Dowéd: W czesci (1) nalezy pokazaé, ze AP x AY ~ AB®C. W tym celu mozna okreslié
bijekcje F : AB x AC =4 ABSC wyorem F(f,9)=f®g,daf:B—Aig:C— A

na

Dla dowodu czesci (2) potrzebna jest bijekcja G : A x CB =1 (A x C)B, ktéra zdefiniujemy
tak: G(f,g9)(b) = (f(b),g(b)),dla f:B— A, g: B—Cibe B.

W czesci (3) postuzymy sie bijekcja H : (AB)C 1= ABXC ktéra jest okreslona wzorem

na
H(p)(b,c) = p(e)(b), dla p:C — ABidlace C, be B. Dowdd, ze jest to istotnie bijekcja,
podobnie jak funkcje okreslone w (1) i (2) pozostawiamy jako ¢wiczenie. ]
Lemat 11.1 stwierdza, ze dzialania na liczbach kardynalnych sa operacjami monotonicznymi
w nastepujacym sensie. Jesli m < nip < q (na przyklad p = q), to:
e m+p<n+q;

em-p=<n-g;

e mP < nf pod warunkiem, ze p # 0.
Whniosek 11.7

1) Rg-€=¢C-¢=¢.

2) Ry° = ¢ = ¢,

3) 2¢ =N = ¢
Dowéd:

1) Bo€ <Ry -€<¢-¢=2%.2% — R+l — 9% — ¢,

2) Bo € = 2% < N0 < @R = (2%0)R0 = 9RoRo — 9% — ¢,
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3) Bo 2% < N§ < €% = (2M0)¢ = 2%0-€ = o€ m

Uwaga 1: Jak juz stwierdziliSmy, dziatania na liczbach kardynalnych sa monotoniczne. Za-
tem m < n implikuje m+p <n+p, m-p <n-p, mP <nPi p™ < nP. Takie wynikania nie
zachodza jednak dla nieréwnosci ostrej <. Istotnie: mamy wprawdzie 5 < N, ale:

e 5+ Ng=Ng+ Rg=1Np;
e 5-Ro=1NRg-Rg=Nop;
I N .

o 270 =N =¢;

o 5 =¢M=¢
Uwaga 2: Nie mozna w sensowny sposob okresli¢ odejmowania liczb kardynalnych. Odejmo-
wanie jest dzialaniem odwrotnym do dodawania. Aby mozna bylo je zdefiniowaé, z warunku
m+ p =m+ q = n musialoby wynika¢ p = q. Wtedy przyjelibysmy, ze n —m = p. Ale skoro

na przyktad Ng + 5 = Ng + Xg = Ny, to réznica Ng — Ny nie ma sensu. Podobnie nie mozna
zdefiniowaé dzielenia, pierwiastkowania ani logarytmowania liczb kardynalnych.

Hipoteza continuum *

Nie znamy zadnej liczby m spelniajacej nieréwnosci Ng < m < €. Przypuszczenie, ze takiej liczby nie ma
nazywane jest hipotezq continuum. Hipoteza continuum okazala sie zdaniem niezaleznym od teorii zbioréw.
Oznacza to, ze na gruncie tej teorii nie mozna udowodnié ani hipotezy (P.J. Cohen, 1964) ani jej zaprzeczenia
(K. Godel, 1939).
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12 Relacje porzadkujace
Definicja 12.1 Relacje r C A x A nazywamy relacja cze$ciowego porzadku w A, gdy jest

zwrotna w A, czyli Vz(rx € A— zro);
przechodnia, czyli VaVyVz(zryAyrz — xrz);
antysymetryczna, czyli VaVy(zryAyrz — z =y).

Pare (A,r), a czasami sam zbiér A, nazywamy zbiorem czesciowo uporzadkowanym, lub po
prostu cze$ciowym porzqdkiem. Okreslenie ,,czesciowy porzadek” jest tez uzywane w stosunku
do samej relacji. Jesli dodatkowo relacja r jest spdjna w A, tj.

VaVy(z,y € A — (xryVyrx))

to méwimy, ze jest to relacja liniowego porzadku. Okreslenia liniowy porzadek, zbior liniowo
uporzgdkowany, stosuje sie odpowiednio.

Przyklad 12.2

e Relacja < w zbiorze liczb naturalnych jest liniowym porzadkiem.

e Typ N jest cze$ciowo uporzadkowany przez relacje podzielnogci: !

m|n wtedy i tylko wtedy, gdy J&:N (k- m = n).
o Kazda rodzina zbioréw jest czesciowo uporzadkowana przez inkluzje.

e Slowa sa czesciowo uporzadkowane przez relacje C porzadku prefiksowego.

Relacje czesciowo porzadkujace najczesciej oznaczamy symbolami <, <, C i podobnymi. Jesli
relacja < jest czesciowym porzadkiem w A , to relacja < jest domyslnie okreslona tak:

r <y wtedyitylko wtedy, gdy * <yix #y.

Dla A # @, ta relacja nie jest czeSciowym porzadkiem, bo nie jest zwrotna. Notacje <, C
itp. stosujemy odpowiednio.

Jesli (A,r) jest czesciowym (liniowym) porzadkiem, oraz B C A, to latwo zauwazy¢, ze
(B, rN(Bx B)) jest tez czesciowym (liniowym) porzadkiem. Dla prostoty oznaczamy go przez
(B,r). Na przyktad kazda rodzina zbioréw jest czesciowo uporzadkowana przez inkluzje.

Definicja 12.3 Niech (A, <) bedzie czesciowym porzadkiem.

1. Elementy a,b € A sa poréwnywalne, gdy a < b lub b < a. W przeciwnym razie a, b s
nieporownywalne.

2. Jesli B C A i kazde dwa elementy zbioru B sa poréwnywalne (tj. (B, <) jest liniowo
uporzadkowany) to méwimy, ze B jest taricuchem w A.

Uwaga: w myél tej definicji, zero jest podzielne przez kazda liczbe, w tym przez siebie.
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3. Jedli B C A i kazde dwa rézne elementy zbioru B sa nieporéwnywalne, to mowimy, ze
B jest antytaricuchem w A.

Ostrzezenie: W zbiorze czeSciowo uporzadkowanym z warunku x £ y nie wynika z > y!
Elementy z,y moga by¢ nieporéwnywalne.

Porzadkowanie stéw

Niech A bedzie ustalonym alfabetem. Przypomnijmy, ze typ stéw nad A oznaczamy przez A*.
Jedli alfabet A jest uporzadkowany przez jakas relacje <, to w A* mozemy okresli¢ porzqdek
leksykograficzny <. Przyjmujemy, ze w =< v, gdy zachodzi jedna z mozliwosci

o w C v

e Istnieje takie stowo u, ze ua C w i ub C v, dla pewnych a,b € A takich, ze a < b.

Na przyktad, jesli a < b, to € 2 ab = aba = baba < bba. Porzadek leksykograficzny jest
wyznaczony przez ,pierwsza réznice” pomiedzy stowami. Mozemy to wyrazi¢ Scislej, jesli
przez w(n) oznaczymy n + 1. litere slowa w, zdefiniowana przez taka indukcje: e(n) jest
zawsze nieokreslone, aw(0) = a, bw(0) = b, aw(n + 1) = bw(n + 1) = w(n).

Lemat 12.4 Niech w € v, v  w i niech k bedzie najmniejszq takq liczba, ze w(k) # v(k).
Wowczas w < v wtedy i tylko wtedy, gdy w(k) < v(k).

Dowéd: Cwiczenie. O

Lemat 12.5 Jesli w C xay to albo w C x albo ra C w.

Dowéd:  Cwiczenie. Wskazdwka: Pokazaé najpierw, ze w C v zachodzi wtedy i tylko wtedy,
gdy w(n) =wv(n) dlan < |wl. 0

Fakt 12.6 Porzgdek leksykograficzny jest relacjg cze$ciowego porzgdku w zbiorze A*. Jesli
alfabet jest liniowo uporzadkowany, to porzadek leksykograficzny tez jest liniowy.

Dowdéd: Zwrotnosé relacji < wynika ze zwrotnosci relacji C. Aby udowodnié¢ przechodniosé
zalézmy, ze w < v i v < x. Mamy do rozpatrzenia 4 przypadki.

Przypadek 1: w Cviv Cx. Wtedy oczywiscie w C .

Przypadek 2: w C v = uav’, oraz x = ubx’, gdzie a < b. Mamy tu dwie mozliwosci
(éwiczenie 12.5): albo w C w albo ua C w. Wtedy odpowiednio, albo w C z,albo w = uaw’,
a wtedy w = x na mocy drugiej czesci definicji.

Przypadek 3: w = waw’ oraz v = ubv’' C x i a < b. Wtedy x = ubv'z’ i mamy w < z na
mocy drugiej czesci definicji.
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Przypadek 4: w = uaw’ i v = ubv’ oraz jednoczeénie v = v'av" i x = u'b'2’ gdzie a < b

ia <b. Skoro v =ubv' = da'v", to ub C u lub v'a’ C u (éwiczenie 12.5). W pierwszym
przypadku v = ubu”, wiec w = uaw’ < ubu”b'x’ = x. W drugim przypadku u = v’'a’u”, wiec

w = v av"w X Wb’ = x.

Pozostaje wykazaé¢ antysymetrie. Niech wiec w < v i v < w. Tu tez mamy cztery przypadki,
analogiczne do rozpatrzonych powyzej. Zauwazmy jednak, ze powtarzajac poprzednie rozu-
mowanie dla x = w, w przypadkach 2, 3 i 4 otrzymamy sprzecznos¢. Okaze si¢ bowiem, ze
w = uaw' = ubw”, gdzie a < b. Zostaje wiec tylko przypadek 1, a wtedy w = v.

Jedli alfabet jest liniowo uporzadkowany, to spojnosc relacji < wynika z lematu 12.4. O

Elementy wyréznione

Definicja 12.7 Niech (4, <) bedzie czesciowym porzadkiem i niech a € A. Méwimy, ze
element a jest w zbiorze A:

najwiekszy, gdy Vre A(x <a);
maksymalny, gdy Vre€ A(a<x— a=x);
najmniejszy, gdy Vz € A(a < x);
minimalny, gdy Ve A(x<a—a=x)

Fakt 12.8 Jesli a jest elementem najwickszym (najmniejszym) w (A, <), to jest tez ele-
mentem maksymalnym (minimalnym). Innych elementéw maksymalnych (minimalnych) wte-
dy nie ma.

Dowdd:  Zalézmy, ze a jest najwiekszy w A. Aby pokazaé, ze jest maksymalny, przypusémy,
ze a < x. Ale skoro a jest najwiekszy, to x < a wiec a = x. Niech teraz b € A bedzie tez
elementem maksymalnym. Skoro a jest najwigkszy, to b < a wiec b = a bo b jest maksymalny.
A wiec a jest jedynym elementem maksymalnym w A. O

Przyklad 12.9

e W zbiorze uporzadkowanym (N, | ) gdzie | oznacza relacje podzielnosci (przyklad 12.2),
zero jest elementem najwiekszym, a 1 najmniejszym.

e W porzadku (N — {0,1}, | ) nie ma elementu najmniejszego ani zadnych elementéw
maksymalnych. Natomiast liczby pierwsze sa elementami minimalnymi.

o W zbiorze Z liczb catkowitych, uporzadkowanym przez zwykla relacje <, nie ma zadnych
elementéw minimalnych ani maksymalnych.
e Rozpatrzmy czesciowy porzadek (Z @ {w}, %) gdzie:
2y & [(wyeZ)A(z<y)]Vir=y=uyv|

Ten porzadek ma tylko jeden element minimalny w, ale nie ma elementu najmniejszego.
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Uwaga: Relacja odwrotna do relacji czesciowo porzadkujacej r tez jest relacja czesciowo
porzadkujaca. Elementy minimalne ze wzgledu na r sa elementami maksymalnymi ze wzgledu
na r~! i na odwrét. Podobny dualizm dotyczy elementéw najwickszych i najmniejszych.
Dlatego wszystkie fakty dotyczace elementéw maksymalnych i najwiekszych stosuja sie tez
odpowiednio do elementéw minimalnych i najmniejszych.

Fakt 12.10

1) Kazdy skoticzony i niepusty czesciowy porzadek ma element maksymalny.

2) Jesli (A, <) jest porzadkiem liniowym i a € A jest jego elementem maksymalnym to
a jest elementem najwiekszym.

3) A zatem kazdy skoriczony i niepusty liniowy porzadek ma element najwiekszy.

4) Analogiczne fakty majq miejsce w odniesieniu do elementéw najmniejszych i minimal-
nych.

Dowéd: (1) Przez indukcje ze wzgledu na n > 1, pokazemy, ze kazdy czeSciowy porzadek
mocy n ma element maksymalny. Jesli zbiér ma tylko jeden element, to ten element jest
oczywiscie maksymalny. Zalézmy wiec, ze teza zachodzi dla zbioréw n-elementowych i niech
(A, <) bedzie zbiorem cze$ciowo uporzadkowanym o n+ 1 elementach. Wtedy mozemy przed-
stawi¢ zbiér A jako sume A = B U {a}, gdzie B jest zbiorem n-elementowym oraz a ¢ B.
7 zalozenia indukcyjnego B ma element maksymalny b. Jesli teraz b € a, to b jest elementem
maksymalnym w A. W przeciwnym razie elementem maksymalnym jest a. Istotnie, przy-
pusémy, ze a < c¢. Wtedy ¢ = a (i dobrze) lub ¢ € B. W tym drugim przypadku latwo
zauwazy¢, ze a = b = ¢, bo b jest maksymalny w B.

(2) Zalézmy, ze (A, <) jest porzadkiem liniowym i @ € A jest maksymalny. Niech b € A.
Gdyby b £ a to a < b, wigc @ = b z maksymalnosci.

(3) Oczywista konsekwencja (1) i (2).
(4) Nalezy zastosowaé (1), (2) i (3) do porzadku odwrotnego. O
Definicja 12.11 Niech (A, <) bedzie porzadkiem czesciowym i niech B C A ia € A.

Méwimy, ze a jest ograniczenmiem gdrnym zbioru B (oznaczenie a > B), gdy b < a dla
wszystkich b € B.

Element a jest kresem gérnym zbioru B (oznaczenie a = sup B), gdy jest najmniejszym
ograniczeniem gérnym B, czyli:

e a> DB,

e jesli ¢ > B to ¢ > a, dla dowolnego c € A.

Analogicznie definiujemy ograniczenia dolne (oznaczenie a < B) i kresy dolne (oznaczenie
a = inf B).



3 pazdziernika 2011, godzina 13: 08 strona 58

Przyklad 12.12

e W rodzinie wszystkich podzbioréw zbioru A (uporzadkowanej przez inkluzje) kresem
gérnym dowolnej podrodziny X C P(A) jest suma |J X.

e W rodzinie wszystkich wypuklych!” podzbioréw plaszczyzny, kazdy podzbiér X ma kres
gérny. Kresem tym jest iloczyn wszystkich zbioréw wypuklych zawierajacych wszystkie
zbiory z X. Zwykle nie jest to |J X, bo suma nie musi by¢ wypukta.

W zbiorze liczb wymiernych Q ze zwyklym uporzadkowaniem zbiér {q € Q | ¢* < 2}
ma ograniczenia gérne ale nie ma kresu gornego.

W zbiorze liczb rzeczywistych R kazdy podzbior ograniczony z goéry ma kres gérny
(i analogicznie z dotu). Wiasnosé te nazywamy cigglosciq.

W zbiorze {a, b, ¢,d} uporzadkowanym jak na rysunku, podzbiér {c,d} ma dwa ograni-
czenia gorne, ale nie ma kresu gérnego.

a b

Nastepujacy fakt podamy na razie bez dowodu.

Twierdzenie 12.13 (Lemat Kuratowskiego-Zorna) Niech (A, <) bedzie zbiorem czes-
ctowo uporzgdkowanym, spelniajgcym nastepujacy warunek:

(*)  Kazdy laricuch ma w A ograniczenie gdrne.

Wtedy w A istnieje element maksymalny.

Nastepujace twierdzenie stanowi wazny przyklad zastosowania Lematu Kuratowskiego-Zorna.
Przypomnijmy, ze podzbiér A przestrzeni liniowej V jest liniowo niezalezny, jesli z warunku
kivi + - + kpu, = 0, gdzie vy,...,v, € A, wynika ky = --- = k, = 0. Zbior A jest bazg
przestrzeni V, wtedy i tylko wtedy, gdy jest liniowo niezalezny, oraz kazdy element przestrzeni
jest kombinacja liniowa elementéw zbioru A.

Twierdzenie 12.14 KaZda przestrzen liniowa ma baze.

Dowdéd: Nietrudno zauwazyé, ze liniowo niezalezny zbidr A jest baza przestrzeni V' wtedy
i tylko wtedy, gdy dodanie do zbioru A dowolnego nowego elementu powoduje utrate liniowej
niezalezno$ci. A zatem baza to element maksymalny rodziny

Z ={ACV | A jest liniowo niezalezny},

77biér jest wypukly wtedy i tylko wtedy, gdy wraz z dowolnymi dwoma punktami zawiera odcinek laczacy
te punkty.
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uporzadkowanej przez inkluzje. Uzyjemy wiec Lematu Kuratowskiego-Zorna, aby wykazac ist-
nienie elementu maksymalnego zbioru Z. W tym celu wystarczy stwierdzi¢, ze kazdy taricuch
jest w Z ograniczony z géry. Niech wiec L bedzie laricuchem w Z i niech B = | J £. Pokazemy,
ze zbiér B jest liniowo niezalezny.

Istotnie, przypusémy, ze kivy +- - -+ kyv, = 0, gdzie vy, ...,v, € B. Skoro wektory vi,...,v,
naleza do sumy tancucha £, to kazdy z nich nalezy do pewnego skladnika. Stad wynika,
ze v1 € Ay,...,v, € A, dla pewnych Ay,..., A, € L. Rodzina zbioréw {A,..., A,} jest
skonczona i liniowo uporzadkowana przez inkluzje, ma wiec element najwiekszy na mocy
faktu 12.10(3). To znaczy, ze dla pewnego i mamy vy,...,v, € A;, a przeciez zbiér A; jest
liniowo niezalezny. Stad kombinacja liniowa kyvy + - - - 4+ k,v, = 0 musi byc trywialna i mamy
ki=---=k,=0.

Poniewaz B jest liniowo niezalezny, wiec B € Z, a przy tym oczywiscie B zawiera wszystkie
elementy £, jest wiec ograniczeniem gérnym naszego laricucha w zbiorze Z. Spelnione jest
wiec zalozenie twierdzenia 12.13 i musi istnie¢ element maksymalny. O

Strukture powyzszego dowodu zilustrujemy schematycznie z pomoca pudetek.

Cel 1: Kazdy ltanicuch jest ograniczony z gory.

Zatézmy, ze L jest tancuchem. Cel 2: B=\JL ogranicza £ w Z.
(Uwaga: Cel 2 oznacza, 2¢e B € Z orazVA.Ae L — ACB)
Cel 8: Be Z

(Uwaga: Cel 3 oznacza, ze B jest liniowo niezalezny)

Niech vy,...,v, € B beda takie, ze kyv1 +---+ kv, =0... Cel 4: k1 =---=k, =0.

Zatem ki =--- =k, =0 (Cel 4 osiagniety)
Zatem B jest liniowo niezalezny, tj. B € Z (Cel 3 osiagniety)
tatwo widzie¢, ze VA.AecL - ACB
Zatem B jest ograniczeniem £ w Z (Cel 2 osiaggniety)
Zatem kazdy tancuch ma ograniczenie gérne (Cel 1 osiagniety)

Z lematu Kuratowskiego-Zorna istnieje element maksymalny.
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13 Punkty stale
Definicja 13.1 Niech (A, <) bedzie porzadkiem cze$ciowym.
e Podzbiér B zbioru A jest skierowany wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych a,b € B
istnieje takie c € B, ze a,b < c.

e Zbiér A jest zupetnym porzadkiem czesciowym (cpo) wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy
jego skierowany podzbiér ma kres gérny.

e 7Zbidér A jest kratq zupelng wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy podzbiér A ma kres gérny.

Oczywiscie kazdy tanicuch jest zbiorem skierowanym. W szczegdlnosci elementy dowolnego
ciagu wstepujacego ag < a1 < ag < ... tworzg zbidr skierowany. Takze zbior pusty jest
zbiorem skierowanym. Z definicji porzadku zupelmego wynika wiec istnienie elementu naj-
mniejszego sup &, tradycyjnie oznaczanego przez 1.

Fakt 13.2 W kracie zupetnej kazdy podzbior ma kres dolny.

Dowéd: Niech (A, <) bedzie krata zupela i niech B C A. Przez C oznaczmy zbiér
wszystkich ograniczen dolnych zbioru B:

C={zreA|z<B}

Teraz jeslib € B to b > C, wiec dla ¢ = sup C' mamy b > c. To znaczy, ze ¢ jest ograniczeniem
dolnym zbioru B. Co wiecej, ¢ jest kresem dolnym, bo & < B oczywiscie implikuje z < ¢. O

Definicja 13.3 Niech (A, <) i (B, <) beda porzadkami czesciowymi.

e Funkcja f : A — B jest monotoniczna wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych x,y € A
nieréwnos¢ = < y implikuje f(z) < f(y).

e Jesdli (4, <) i (B, <) sa zupelymi porzadkami czeSciowymi to funkcja f : A — B jest
ciggta wtedy i tylko wtedy, gdy f zachowuje kresy gérne niepustych zbioréw skierowa-
nych, tj. dla dowolnego skierowanego i niepustego podzbioru X C A istnieje sup f(X)
i zachodzi réwnos¢ f(sup X) = sup f(X).

e Jesli f : A — A oraz f(a) = a, to méwimy, ze a jest punktem statym funkcji f.
Najmniejszy punkt staly danej funkcji to najmniejszy element zbioru wszystkich jej
punktéw statych (o ile taki istnieje).

Fakt 13.4 Kazda funkcja ciggla jest monotoniczna.

Dowdéd:  Niech z < y. Wtedy zbiér {z,y} jest skierowany, a jego kresem gérnym jest y.
Zatem f(y) jest kresem gérnym zbioru {f(z), f(y)}, czyli f(z) < f(y). O

Twierdzenie 13.5 Jesli zbior czesciowo uporzadkowany (A, <) jest krata zupelna, to kazda
funkcja monotoniczna f : A — A ma najmniejszy punkt staly.
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Dowéd:  Rozpatrzmy zbiér B = {z € A | f(z) < z}. Niech a = inf B. Pokazemy, ze a jest
najmniejszym punktem stalym funkcji f.

Dla dowolnego x € B mamy a < x, wiec f(a) < f(z) < x. Zatem f(a) jest ograniczeniem
dolnym zbioru B, skad f(a) < a, bo a jest kresem dolnym.

Ale skoro f(a) < a, to takze f(f(a)) < f(a), wiec f(a) € B. Zatem a < f(a) i mamy réwnosc.

Poniewaz wszystkie punkty state funkcji f musza naleze¢ do B, wiec a jest najmniejszym
punktem stalym. O

Nie zawsze mamy do czynienia z kratami zupelnymi. Ale jedli funkcja jest ciagla, to mozna
to zalozenie oslabié. Przypomnijmy, ze dla dowolnej funkcji f : A — A notacja f™ oznacza
n-krotne zlozenie funkcji f, tj. f° =idy oraz f"t!' = fo fm.

Twierdzenie 13.6 Jesli (A, <) jest zupetnym porzadkiem czesciowym, to kazda funkcja ciagla
f: A— A ma nagmniejszy punkt staly, ktérym jest sup{f"(L) | n € N}.

Dowéd:  Oczywiscie L < f(L). Poniewaz f jest monotoniczna (fakt 13.4), wiec przez latwa
indukcje wnioskujemy, ze ciag f"(L) jest wstepujacy: (L) < f™(L) dlan < m. A zatem
zbiér {f™(L) | n € N} jest skierowany i ma kres gérny. Z ciagtosci funkcji dostajemy

flsup{f™(L) | n € N}) =sup{f"*!(L) | n € N} = sup{f"(L) [ n € N},
czyli a = sup{f™(L) | n € N} jest punktem staltym. Pozostaje sprawdzié, Ze jest najmniejszy.

Jedli b jest innym punktem statym, to przez indukcje wnioskujemy, ze f(L) < b dla dowolnego
n € N. (Zaczynamy od oczywistej nieréwnosci 1 < b, a krok indukcyjny wynika z monoto-
nicznodci: fT(L) < f(b) =b.) A zatem b > {f"(L) | n € N} skad b > a. ]

Uwaga: W przypadku funkcji monotonicznej, ktéra nie jest ciagla, kres gérny ciagu f™(L)
moze nie by¢ punktem statym. Ale jesli jest punktem stalym, to zawsze najmniejszym.

Omowimy teraz kilka przyktadow, w ktorych wystepuja punkty state przeksztalcern monoto-
nicznych. Pierwszy przykiad dotyczy dosyé typowej sytuacji gdy pewien zbiér rozszerzamy
o nowe elementy, tak aby otrzyma¢ nowy zbiér zamkniety ze wzgledu na pewne operacje.
Drugi dotyczy definiowania jezyka formalnego.

Przyklad 13.7 Niech r bedzie relacja w zbiorze A. Przypomnijmy, ze s - s’ oznacza ztoze-
nie relacji s i s’. Rozpatrzmy zbiér P(A x A) uporzadkowany przez inkluzje, oraz funkcje
f:P(Ax A) — P(A x A) okreSlong tak:

f(s)=14UruUsUf(s-s).

Funkcja f jest ciaglta (éwiczenie), wiec ma najmniejszy punkt staly. Jest to relacja r*, czyli
przechodnio-zwrotne domkniecie relacji r. Zeby sie o tym przekonaé, nalezy zauwazy¢, ze
warunek f(s) = s zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy relacja s jest przechodnia (tj. s-s C s)
i zwrotna (tj. 14 C s) oraz r C s.

Przyklad 13.8 Palindrom to stowo, ktore czyta sie w obie strony tak samo, np.

adapannapocatowanawotacopannapada
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Definicje (niepustego) palindromu nad {a,b}* mozna poda¢ w postaci gramatyki bezkontek-
stowej:

Xu=cecl|la|b|laXa|bXDb

Rozumiemy ja tak:

e Stowo puste i stowo jednoliterowe jest palindromem.
e Jesli X jest palindromem, to a X a jest palindromem.
e Jedli X jest palindromem, to b X b jest palindromem.

e Nie ma innych palindroméw.

Zbiér P wszystkich palindroméw spelnia warunek
P ={e,a,b} U {aXa| X eP} U {bXb| X € P}.
Jest to najmniejszy zbior o tej wlasnosci, tj. najmniejszy punkt stalty przeksztalcenia

AP:P({a,b}*). {c,a,b} U {aXa| X € P} U {bXb| X € P}.

Przedsmak semantyki denotacyjnej

Kolej na nieco bardziej rozbudowany przyklad. Typ A —o— B wszystkich funkcji czesciowych
z A do B jest cze$ciowo uporzadkowany przez inkluzje. Co wiecej, jest to porzadek zupehy
(chociaz nie krata zupetla). Funkcje czesciowe z A do B wygodnie jest utozsamiaé z funkcjami
catkowitymi o dziedzinie A i wartosciach w By = B @ {L}, gdzie L reprezentuje ,warto$¢
nieokreslona”. Jedli uméwimy sie, ze zbiér B, jest uporzadkowany tak:

b<lV wtedyitylko wtedy, gdy b= L lubb=1¥,
to mozemy zauwazy¢, ze A —o— B ma uporzadkowanie ,,po wspélrzednych”:
f<g wtedyitylko wtedy, gdy Va € A(f(a) < g(a)).
Rozpatrzmy teraz nastepujacy ,,program” definiujacy funkcje czesciowa f : Z X Z —o— Z.
f(m,n) =if m =n then 0 else f(m + 3,n) + 3. *)

Ta definicja, rozumiana jako réwnanie na funkcjach czesciowych, nie wyznacza jednoznacznie
funkcji f. Réwnanie ma wiecej niz jedno rozwiazanie. Inaczej méwiac, operator na funkcjach
czesciowych

S: (ZX7Z —o>17)— (ZX7Z —o 1),
okreslony warunkiem
®(f)(m,n) =if m =n then 0 else f(m + 3,n) + 3,
ma wiecej niz jeden punkt staly. Na przykiad

o film,n)=n—m;
o fo(m,n) =if 3|(n —m) then n —m else 7;

o fo(m,n)=if m <nA3|(n—m) then n —m else L.
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Ale tylko jeden z tych punktow statych odpowiada obliczeniowemu rozumieniu definicji rekuren-
cyjnej (*). Jest to najmniejszy punkt staly:
n—m, jesli m < n oraz 3|(n —m);
f(m,n) = : . :
nieokreslone, w przeciwnym przypadku.

Funkcja f obliczana przez program zadany réwnaniem (*) jest suma ciagu funkcji czesciowych
fr = ®*(L), gdzie L to funkcja nigdzie nie okreslona. Latwo widzie¢, ze f; okreslone jest dla
tych par (m,n) dla ktérych obliczenie wymaga nie wiecej niz k — 1 odwotan rekurencyjnych.

Cwiczenie 13.9 Wyznaczyé kilka poczatkowych wartosci ciggu ®F(L), gdzie ® jest zadane
definicjq rekurencyjing

f(m) =if m <1 then 1 else if parzyste(m) then f(m/2) else f(3m +1).

Bisymulacje

Najmniejsze punkty stale wystepuja wszedzie tam, gdzie mamy do czynienia z indukcja,
rekursja itp. Ale czasami przydatne jest tez pojecie najwiekszego punktu statego. Rozpatrzmy
nastepujacy przykiad.

Przypuséémy, ze dany jest pewien zbiér A, w ktérym okreslona jest rodzina P relacji dwuargu-
mentowych. O elementach A myslimy jako o mozliwych stanach pewnego procesu, a relacje ze
zbioru P reprezentujg rézne rodzaje mozliwych przejs¢ pomiedzy stanami. Aby to podkreslic,
zamiast (a,b) € o (dla o € P) piszemy a ~»4 b. Zalézmy dodatkowo, nasz proces ma wiasnosé
»,skonczonego niedeterminizmu”, tj. ze

dla dowolnych a i « zbidr {b | a ~», b} jest skoriczony. *)

Relacja ~ w zbiorze A jest (czesciowa) bisymulacje'®, gdy dla dowolnych a1,as € A takich,
ze a1 ~ ag, i dowolnego o € P, zachodza nastepujace warunki:

e Jesli a1 ~ b1 dla pewnego b1, to istnieje takie by, ze ag ~>o bg 1 by ~ bo.

e Jesli ag ~» by dla pewnego bo, to istnieje takie by, ze a1 ~q b1 i by ~ bo.

Sens tej definicji jest taki: zachowanie procesu uruchomionego w stanie a; moze by¢é ,,symu-
lowane” przez proces uruchomiony w stanie ao, i na odwrét.

Zauwazmy, ze suma wszystkich bisymulacji cze$ciowych jest bisymulacja. Jest to najwieksza
mozliwa bisymulacja. Oznaczymy ja przez ~ i nazwiemy petng bisymulacjg™. A wiec warunek
a1 =~ as to najstabszy warunek gwarantujacy analogiczne zachowanie procesu w obu stanach.

Rozpatrzmy teraz nastepujacy operator F : P(A x A) — P(A x A):

f(T) = {<a1,a2> | YaVvby (a1 ~oo b1 — Jbg (bl 7 by A\ ag ~q bg))}
N {(al,a2> ‘ Va'Vby (a2 o by — dby (bl r by A ap ~q bl))} (**)

18 Ang.: bisimulation.
19 Ang.: bisimilarity.



3 pazdziernika 2011, godzina 13: 08 strona 64

Nietrudno zauwazyé, ze F jest operatorem ciaglym?® (éwiczenie). Czesciowe bisymulacje to
doktadnie te relacje, ktére spemiaja warunek r C F(r). Pelna bisymulacja jest najwiek-
szym punktem stalym operatora F (poréwnajmy to z konstrukcja w dowodzie twierdze-
nia 13.5). Co wiecej, relacja ~ jest iloczynem (kresem dolnym) zstepujacego ciagu relacji
T,F(T),F3(T),... Symbol T oznacza oczywiscie relacje pelna A x A, czyli najwiekszy ele-
ment kraty zupelnej P(A x A). Zauwazmy jeszcze, ze k-te przyblizenie F*(T) relacji ~ mozna
interpretowad jako najstabsza relacje gwarantujaca takie same zachowanie procesu przez pier-
wsze k krokow.

Cwiczenie 13.10 Czy bisymulacja musi by¢ przechodnia? A zwrotna? Czy relacja pusta
jest bisymulacja? Czy pelna bisymulacja jest relacja rownowaznosci?

20Njie bedzie to jednak prawda, jesli zrezygnujemy z zalozenia (*). Mimo to, najwiekszy punkt staly istnieje,
chociaz nie jest kresem dolnym ciagu F™(T).
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14 Izomorfizmy porzadkéw

Czesto mamy do czynienia z dwoma zbiorami, ktére sa rézne, ale ,,tak samo” uporzadkowane.
Takie porzadki nazywamy izomorficznymi.

Definicja 14.1 Mdéwimy, ze zbiory czesciowo uporzadkowane (A, <) i (B, <) sa izomorficzne,
gdy istnieje bijekcja f: A ipB speliajaca warunek
na

a<d & f(a) < f(d),
dla dowolnych a,a’ € A. Piszemy wtedy (A, <) ~ (B, <) albo po prostu A =~ B, a funkcje f

nazywamy izomorfizmem.

Jedli dwa zbiory czesciowo uporzadkowane sg izomorficzne i jeden z nich

e ma element najmniejszy, najwiekszy, maksymalny, minimalny;>!
e jest liniowo uporzadkowany;
e jest cpo, jest krata zupelna;

o i tak dalej,

to ten drugi tez ma odpowiednia wilasno$¢. Zamiast ,,i tak dalej” mozna wstawi¢ dowolny
warunek dotyczacy tylko relacji porzadkujace;j.

Przyklad 14.2 Rozpatrzmy nastepujace podzbiory R, uporzadkowane ,, jak zwykle”:

e A={1-1|neN-{0}};

« A={1-1|neN-{0}}u{1);

e A"={1-11neN-{0}}uU{1,2}

e B={m—21|mneN-{0}}.
Zbiér wszystkich liczb naturalnych N jest izomorficzny ze zbiorem A, ale zadne dwa sposrod
zbioréw: A, A’, A” B nie sa izomorficzne. (Na przyklad A % A’ bo A nie ma elementu

najwiekszego.)

Mniej oczywisty jest nastepny fakt. Méwimy, ze zbiér liniowo uporzadkowany A jest gesty,
gdy dla dowolnych a,b € A, jesli a < b to a < ¢ < b dla pewnego c.

Twierdzenie 14.3

1. Kazdy przeliczalny zbior liniowo uporzadkowany jest izomorficzny z pewnym podzbiorem
zbioru Q wszystkich liczb wymiernych.

2!Niepotrzebne skreslié.
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2. Kazdy przeliczalny zbior gesty bez koricow (tj. bez elementu najwiekszego i najmniejsze-
go) jest izomorficzny z Q.

Dowéd: Zatézmy, ze (A, <) jest przeliczalnym zbiorem liniowo uporzadkowanym. Bez
straty ogélnosci zaktadamy, ze A jest nieskonczony, tj. A = {a, | n € N}, gdzie wszystkie a,
sa rézne. Podobnie, zbiér liczb wymiernych przedstawimy w postaci Q = {g,, | n € N}, gdzie
wszystkie g, sa rézne.

Okreslamy funkcje f : A = Q, definiujac f(a,) przez indukcje ze wzgledu na n, w ten
sposéb, aby dla dowolnych i, j < n zachodzila réwnowaznosé:

a; < a; wtedy i tylko wtedy, gdy fla;) < f(ay). (%)

Przypu$émy wiec, ze f(a;) sa juz okreslone dla i < n, i ze zalozenie indukcyjne (%) zachodzi
dla 7,7 < n. Ustawmy w ciag rosnacy a;, < a;, < --- < a;, elementy ag,...,an—1. Wtedy
liczby f(ai) < f(ai,) < --- < f(ai,) takze tworza ciag rosnacy.

Jedli n = 0, to przyjmijmy Xg = A i Yy = Q. Jesli za§ n > 0, to niech

e Xo={a€A|a<ay} oraz Yy = (—o0, f(a;,)) NQ;
e Xj={a€cAl|a; <a<aj,}orazY; = (f(a;), flai,,))NQ,dlaje{l,...,n—1};

o X, ={a€Ala;, <a}oraz Y, = (f(a;,),o0) NQ.

Element a,, dla ktérego chcemy okresli¢ wartosé¢ f(a,), musi naleze¢ do jednego ze zbioréw
Xo, X1,..., X, powiedzmy do X,. Nazwijmy go przedziatem krytycznym dla n. Elementy
zbioru Yy nazwiemy za$ liczbami dozwolonymi dla n. Aby zachodzil warunek (x), wystarczy,
aby f(a,) bylo dozwolone dla n. Niech wiec f(a,) = ¢, gdzie m = min{k € N | ¢ € Y }.

Zalézmy teraz, ze A jest gesty i nie ma koncéow. Wtedy okreslona wyzej funkcja f jest
izomorfizmem porzadkéw. Wystarczy w tym celu sprawdzié, ze f jest surjekcja.

Przypudémy wiec, ze tak nie jest i niech m = min{k | ¢, & Rg(f)}. Liczby ¢; dla j < m,
dziela zbiér Q na m + 1 przedzialéw, a do jednego z nich nalezy ¢,,. Przypu$émy, ze jest
to przedzial (q;,q,). (W przypadku, gdy jest to przedzial niewlasciwy, dowdd jest podobny.)
Mamy wiec I, < m oraz q¢; € (q,¢r) dla j < m. Ponadto ¢;,¢- € Rg(f), czyli ¢ = f(ap)
i ¢, = f(as) dla pewnych p,s. Niech d = min{k | a) < ar, < a,} i niech f(aq) = g,. Poniewaz
funkcja f zachowuje porzadek i jest injekcja, wiec na pewno ¢, € (q;, ¢r), skad mamy = > m.

Przedzial krytyczny dla d jest wyznaczony przez jedna lub dwie sposréd liczb ag, a1, ..., aq-1,
z ktérych zadna nie nalezy do zbioru C' = {a € A | ap, < a < as}. Zatem zbiér C jest zawarty
w przedziale krytycznym, a wszystkie liczby z przedziatu (¢, ¢.), w tym ¢, sa dozwolone
dla d. Tu otrzymujemy sprzecznos¢, bo liczba dozwolong dla d o najmniejszym numerze
jest qz, a przeciez x > m. O

Cwiczenie 14.4 Udowodnié, ze zbiory {2 | m € Zn € N} i {m+nvV2 | mn € Z}
uporzadkowane przez zwyktq relacje <, sq izomorficzne.
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Definicja 14.5

e Powiemy, ze zbiér liniowo uporzadkowany jest ciqgly, gdy kazdy jego podzbidr ograni-
czony z géry ma kres gérny. (Taka wlasno$é ma na przykltad zbiér R liczb rzeczywistych.)

e Podzbiér A zbioru liniowo uporzadkowanego B jest gesty w B, gdy zachodzi warunek
Va,b € Bla<b— Jce€ Ala < c<Db)).

Uporzadkowanie liczb rzeczywistych jest réwnie unikalne jak uporzadkowanie liczb wymiernych.

Twierdzenie 14.6 Jesli liniowo uporzadkowany zbiér B (bez koricow) jest ciagly i ma prze-
liczalny podzbior gesty, to B ~ R.

Dowdd:  Niech W bedzie przeliczalnym podzbiorem gestym w B. Zauwazmy, ze W nie
moze mieé¢ elementu pierwszego ani ostatniego, a wiec na mocy twierdzenia 14.3(2) jest izomor-

ficzny ze zbiorem liczb wymiernych Q (uporzadkowanym tak jak zwykle). Niech f : W =1 Q
na

bedzie odpowiednim izomorfizmem.

Dla b € B przez b| oznaczmy zbiér {w € W | w < b}. Rozpatrzmy przeksztalcenie F' : B — R,

dane wzorem F'(b) = sup f(b]). Przeksztalcenie to zachowuje porzadek i jest réznowartos-

ciowe, bo jesli x < y to © < by < by < y dla pewnych b1,bs € W. Wtedy dla dowolnego
d € x| mamy f(d) < f(b1), skad F(z) < f(b1) < f(b2) < F(y).

Pozostaje wykazaé, ze F' jest na R. Dla r € R, niech B, = {w € W | f(w) < r} (zauwazmy,
ze B, = {f*(q) | ¢ <r}) iniech b, = sup B,. Wéwezas

w < b, wtedy i tylko wtedy, gdy f(w) <,

dla w € W. Istotnie, gdyby w < b, i f(w) > r to w byloby ograniczeniem gérnym zbioru B,
a wtedy w > b,.. Na odwrét, jesli f(w) < r, to f(w) < g < r, dla pewnego ¢q € Q, skad wynika
w < f(q) < by.

A wiec F(by) =sup f(by]) =sup{f(w) | we WAw<b}=sup{geQ |g<r}=r. O
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15 Dobre ufundowanie

Definicja 15.1 Niech (A, <) bedzie zbiorem czesciowo uporzadkowanym. Jesli kazdy nie-
pusty podzbiér zbioru A ma element minimalny, to méwimy, ze (A, <) jest czesciowym dobrym
porzadkiem, lub, ze A jest dobrze ufundowany. Jesli ponadto porzadek (A, <) jest liniowy, to
jest to dobry porzadek. (Wtedy kazdy niepusty podzbiér A ma element najmniejszy.)

Przyklad 15.2

e 7biér N jest dobrze uporzadkowany.
e Zbiory z przykladu 14.2 sa dobrze uporzadkowane przez zwykly porzadek w R.
e Zbiory Z, Q, R nie sa dobrze uporzadkowane.

e Relacja porzadku prefiksowego jest dobrym ufundowaniem zbioru A*. Relacja porzadku
sufiksowego tez.

e Niech r = {(¢, n::l) | n € NA Y € list} i niech C bedzie domknieciem przechodnim
relacji r U idyst. Wtedy C jest dobrym ufundowaniem typu list.

e Jedli w A sa dwa elementy a, b, takie ze a < b, to porzadek leksykograficzny <, wyzna-
czony przez <, nie jest dobrym ufundowaniem zbioru A*. (Zbiér {a"b | n € N} nie ma
elementu minimalnego.)

Zauwazmy, ze definicja dobrego ufundowania dla list oparta jest na takim samym schemacie
jak porzadek prefiksowy dla stéw (por. ¢wiczenie 7.3). Jest to przechodnio-zwrotne domkniecie
relacji ,,bezposredniego nastepnika”. W podobny sposéb mozna dobrze ufundowaé inne typy
indukcyjne.

Fakt 15.3 Zbior (A, <) jest dobrze ufundowany wtedy i tylko wtedy, gdy nie istnieje w nim
ciag malejqcey, tj. taki podzbior {a; | i € N}, Ze a;11 < a; dla dowolnego i.

Dowéd: (=) Gdyby taki istnial, to by nie mial elementu minimalnego.

(<) WeZmy niepusty podzbiér B C A i przypusémy, ze B nie ma elementu minimalnego.
Skoro B jest niepusty to ma jaki$ element by. On oczywiscie nie jest minimalny, wiec jest takie
b1 € B, ze by < bg. 1 tak dalej: przez indukcje okreslamy ciag malejacy by > by > by > -+ O

Drzewa
Definicja 15.4 Podzbiér B zbioru cze$ciowo uporzadkowanego A nazywamy odcinkiem po-
czgtkowym w A, gdy
Ve,yec A(x€ BANy<zxz —y€B).
Szczegdlny przypadek odcinka poczatkowego to odcinek wyznaczony przez element z € A:

Oalz)={y€eA|y<uz}
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Uwaga: nieréwnosé¢ w definicji O4(z) jest ostra, tj. x € O4(x). Jesli wiadomo o jaki zbiér
chodzi, to zamiast O4(z) piszemy po prostu O(x).

Definicja 15.5 Jedli w zbiorze czesciowo uporzadkowanym mamy a < b, ale dla zadnego c
nie zachodzi ¢ < ¢ < b, to méwimy, ze a jest bezpoSrednim poprzednikiem b, i Zze b jest
bezposrednim nastepnikiem a.

Nastepujaca definicja uogdlnia pojecie drzewa binarnego, o ktérym byta mowa w rozdziale 7.

Definicja 15.6 Zbior czesciowo uporzadkowany (T, <) nazywamy drzewem, gdy spehia on
nastepujace warunki:

1) Istnieje element najmniejszy.

2) Kazdy odcinek postaci Or(z) jest skonczonym?? lanicuchem.
Jesli tanicuch Op(z) ma n elementéw, to powiemy, ze x jest wierzchotkiem o wysokosci n.
Element najmniejszy, nazywany korzeniem, ma wysokos¢ zerowa,.

Niech A bedzie jakims$ alfabetem (niekoniecznie skoriczonym). Niepusty podzbiér T' zbioru A*
nazywamy drzewem stow (nad A), gdy jest on odcinkiem poczatkowym w (A*, C), czyli gdy
spelniony jest warunek

Vw,u e A* (w-ueT —-weT).

Na przyktad nastepujacy zbiér jest drzewem stéw nad alfabetem {a, b}:
{€,a,b,aa,ab, ba, bb, aaa, aab, abb, bab, bba, bbb, aaba, aabb, baba, bbab}.

Przedstawiamy go tak jak na Rysunku 3.23
Twierdzenie 15.7 Kazde drzewo jest izomorficzne z pewnym drzewem stow.

Dowéd:  Niech (T, <) bedzie drzewem i niech L bedzie korzeniem tego drzewa. Dla a € T,
przez S, oznaczymy zbiér wszystkich bezposrednich nastepnikéw a. Wezmy dowolny alfabet A

speliajacy warunek A > S, dla dowolnego a € T'. Istnieja wtedy funkcje &, : S, =g

Funkcje f : T 7L 4 okreslimy przez indukcje ze wzgledu na wysokos¢ argumentu, w ten
sposéb, aby spelniony byl warunek:

a<b < fla) S f(b), (*)

Zaczynamy od f(L) =e. Jedli f(a) jest okreslone dla jakiego$ a € T, oraz b jest bezposrednim
nastepnikiem a, to przyjmujemy

f(b) = f(a) - Ea(b).

Dow6d warunku (*) jest przez tatwa indukcje ze wzgledu na wysoko$é b. O

22(Cgasami drzewem nazywa sie kazdy porzadek, ktéry ma element najmniejszy i w ktérym wszystkie
zbiory O(z) sa dobrze uporzadkowane (ale niekoniecznie skoriczone).
23 Jak wiadomo, drzewa rosna zwykle z géry na dél.
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Rysunek 3: Drzewo

Definicja 15.8

1. Galezig w drzewie T nazywamy dowolny ciag postaci € = ag, a1, ag,. .. (skoiiczony lub
nieskonczony) gdzie kazde a;11 jest bezposrednim nastepnikiem a;.

2. Méwimy, ze T jest drzewem o skonczonym rozgalezieniu, jesli kazdy element 7" ma
skoriczenie wiele bezposrednich nastepnikow.

Twierdzenie 15.9 (Lemat Koéniga) Jesli T jest nieskoriczonym drzewem o skoriczonym
rozgalezieniu to w T jest galqZ nieskornczona.

Dowéd: Dla a € T niech T, = {b € T | a < b}. Przez indukcje konstruujemy nieskon-
czong gataz € =ag, a1, az,... w ten sposoéb, aby dla kazdego i zbiér T,, byl nieskornczony.
Krok bazowy jest poprawny, bo 1. = T. Jesli teraz T, jest zbiorem nieskonczonym, oraz
wierzchotek a,, ma tylko skoriczenie wiele bezposrednich nastepnikéw by, ..., bg, to zauwazmy,
ze To, = {an} U Ty U---UTy,, wiec ktérys ze zbioréw Ty, ..., Tp, musi by¢ nieskoriczony,
powiedzmy Tp,. Jako ap4+1 mozemy wiec przyjac b;. O

Lemat Koniga ma rozmaite zastosowania. Czesto uzywamy go, aby pokazaé, ze pewne
obliczenia musza sie zakoniczyé¢ w ograniczonym czasie. Oto przyktad:

Definicja 15.10 Relacja — w zbiorze A ma wilasnos¢ silnej normalizacji (SN) wtedy i tylko
wtedy, gdy nie istnieje nieskonczony ciag postaci ag — a1 — a9 — - - -

Fakt 15.11 Relacja — ma wtasnos¢ SN wtedy i tylko wtedy, gdy relacja « jest dobrym

ufundowaniem.?*

24Gymbol « (odp. «) oznacza oczywiscie relacje odwrotna do — (odp. —).
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Dowéd:  Cwiczenie. (Tylko antysymetria nie jest oczywista.) O

Fakt 15.12 Zalozimy, Ze relacja — w zbiorze A ma wtasno$é SN oraz dla dowolnego a € A,
zbior S, = {b € A | a — b} jest skoriczony. Wowczas dla dowolnego a € A istnieje taka
liczba n, ze kazdy ciag postaci a = ag — a1 — as — - - - — ag spelnia warunek k < n.

Dowdéd:  Ustalmy a € A iniech T' C A* bedzie zbiorem wszystkich stéw postaci agay . . . ag,
gdzie ag = a oraz a; — a;y1 dla i < k. Zbiér T z porzadkiem prefiksowym jest drzewem
o skoniczonym rozgatezieniu, a zatem teza wynika z lematu Koniga. |

Nastepny przykitad dotyczy problemu znanego stad, ze jego algorytmiczne rozwiazanie jest
w ogblnym przypadku niemozliwe. Przypusémy, ze dany jest skoniczony zbiér K (dozwolonych
rodzajéw kafelkéw). Na zbiorze K mamy okreslone relacje zgodnosci poziomej r i pionowej s.
Jesli M C Z x Z, to méwimy, ze funkcja f: M — K jest pokryciem zbioru M, gdy

(f(z,y), flx+1,y)) €r (f(z,y), f(z,y+1)) €5

dla wszystkich z,y dla ktorych odpowiednie punkty leza w zbiorze M. Mowiac o pokryciu
zbioru M C R x R mamy na mysli pokrycie dla M N (Z x Z).

Fakt 15.13 Jesli istnieje pokrycie kazdego kwadratu to istnieje pokrycie catej ptaszczyzny.

Dowdéd:  Niech W, ={p€Z | —n < p < n}, gdzie n € N i niech
T ={f | f jest pokryciem W? dla pewnego n € N}.

Zbiér T uporzadkowany przez inkluzje jest drzewem o skonczonym rozgalezieniu. Istotnie,

kazde pokrycie kwadratu W, o boku 2n — 1 ma co najwyzej (K)®" rozszerzeri do pokrycia
kwadratu Wy41. Drzewo T jest nieskonczone, bo istnieja pokrycia dowolnie wielkich kwa-

dratow, a zatem ma nieskoniczong gataz @ C fi C fo C f3 C ..., gdzie kazde f, jest
pokryciem W2. Suma wszystkich funkcji f,, stanowi pokrycie calej plaszczyzny. O
Indukcja

Zasada indukcji, ktéora znamy dla liczb naturalnych i innych typéw indukcyjnych, uogélnia
sie tatwo na dowolne zbiory dobrze ufundowane. Te uogdlniona zasade indukcji nazywamy
czasem indukcjq strukturalng lub noetherowskaq.

Fakt 15.14 (Zasada indukcji) Niech (A, <) bedzie dobrze ufundowany i niech P C A. Za-
tozmy, ze dla dowolnego a € A zachodzi implikacja:

Oala) CP = acP.
Wtedy P = A.

Dowé6d:  Przypusémy, ze P # A. Zbiér A— P jest wtedy niepusty i ma element minimalny a.
Z minimalnosci mamy jednak O4(a) C P, wiec a € P. ]
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Analogicznie uogdlniamy schemat definiowania przez indukcje. Jesli (A4, <) jest dobrze ufun-
dowany, to mozemy definiowaé funkcje f : A — B, korzystajac z dowolnych wartosci f(b) dla
b < a przy okreslaniu f(a). Na przyklad ta definicja funkcji f: N—{0,1} = N

f(n) = n, jesli n jest pierwsze;
| fm) + f(k), jeslin=mk,

jest przez indukcje ze wzgledu na dobrze ufundowana relacje podzielnosci.

Nastepujaca definicja jest nam potrzebna do przykladu dowodu przez indukcje noetherowska,

Definicja 15.15 Niech — bedzie relacja binarna w zbiorze A. Piszemy a | b gdy istnieje
takie ¢, ze a — ¢ « b. Méwimy, ze — ma wlasnosé¢ Churcha-Rossera (CR), gdy dla dowol-
nych a,b,c € A:

jesli b«—a—»c to b|ec.

Relacja — ma stabg wtasnosé Churcha-Rossera (WCR), gdy dla dowolnych a,b,c € A:

jesli b«—a—c to b|c.

Zauwazmy, ze wiasno$¢ CR nie wynika z WCR. Najprostszy przyklad jest chyba taki:

O @ <— 0 — O

Fakt 15.16 (Lemat Newmana) Relacja o wlasnosciach WCR i SN ma tez wtasnosé CR.

Dowdéd:  Zalézmy, ze relacja — w zbiorze A ma wlasnosci WCR i SN. Poniewaz zbidr
(A, «) jest dobrze ufundowany, wiec mozemy zastosowaé indukcje ze wzgledu na porzadek «—.
Udowodnimy, ze kazdy element a ma wlasnosc:

,Dla dowolnych b, ¢, jeSli b «—a —» ¢, to b | ¢.”
Jesli a = b lub a = ¢ to teza jest oczywista. Zalézmy wiec (zob. Rysunek 4), ze
b«by—a—c —c
Na mocy WCR jest takie d, ze by — d « ¢1. Z zalozenia indukcyjnego, zastosowanego do by

i ¢y mamy wiec b —» e «— d —» f « ¢, dla pewnych e, f. Teraz mozemy zastosowaé zalozenie
indukcyjne dla d. Dostaniemy takie g, ze e — g « f. Ale wtedy takze b — g « c. |
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Rysunek 4: Dowdd lematu Newmana
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16 Porzadki dobre

Zaczynamy od dwoch nietrywialnych przyktadéw dobrych porzadkéw.

Fakt 16.1 Dla dowolnego k, zbiér N¥, ztozony z k-krotek liczb naturalnych (stéw diugosci k)
jest dobrze uporzadkowany przez porzadek leksykograficzny (wyznaczony przez zwykte uporzad-
kowanie zbioru N).

Dowdéd:  Indukcja ze wzgledu na k. Dla k = 0,1, teza jest oczywista. Zalézmy wiec, ze
zbiér NF jest dobrze uporzadkowany i niech B C N¥*! bedzie niepusty. Przyjmijmy:

e b=min{n | Jw(n-w € B)};

e B'={weNF|b-we B}.

Zbiér B’ jest niepustym podzbiorem N¥, ma wiec element najmniejszy w. Slowo bw jest wtedy
najmniejszym elementem B. O

Czasami wygodne jest pojecie ,zbioru z powtorzeniami”, czyli multizbioru. Formalnie mul-
tizbiory definiujemy jako funkcje. Na przyklad multizbiér {1,2,2,3,4,4,4} to taka funkcja M,
ze M(1)=M(3)=1, M(2) =21 M(4) =3. Dlaz # 1,2, 3,4 przyjmujemy M (x) = 0.

Definicja 16.2 Multizbiorem nad A nazywamy dowolng funkcje M : A — N.
W stosunku do multizbioréw uzywamy notacji teoriomnogosdciowej, pamietajac, ze nie nalezy
jej w tym przypadku rozumieé¢ dostownie. Na przyklad piszemy a € M gdy M(a) > 0
oraz M C N gdy M(a) < N(a) dla wszystkich a € A. Mozemy tez okresli¢ dzialania na
multizbiorach, przyjmujac

(MUN)(a) = M(a)+ N(a), oraz (M — N)(a) = max{0, M(a) — N(a)},

dla dowolnego a € A. Powiemy, ze multizbiér jest skorczony, gdy skoniczony jest zbidr
Rg(M)={ac A|ac M}.

Niech teraz M, N beda skoniczonymi multizbiorami nad N. Piszemy M — N, gdy dla pewnych
a, N’ zachodzi réwnosé N = (M — {a}) U N’, i przy tym a > b dla wszystkich b € N'. Jesli
M C{0,1,...,n — 1} to M mozna reprezentowaé krotka cyy = (M(n —1),..., M(0)) € N".

Fakt 16.3 Relacja — w zbiorze M wszystkich skoriczonych multizbioréow nad N ma wtasnosé
silnej normalizacyi.

Dowéd:  Przypusémy, ze mamy nieskonczony ciag skonczonych multizbioréw
M0—>M1—>M2—>-"

i niech k = 14+ max{n | n € My}. Nietrudno zauwazy¢, ze we wszystkich multizbiorach M;
wystepuja tylko liczby mniejsze od k. Informacje o M; mozemy wiec przedstawi¢ w postaci
k-krotki w; = (M;(k—1),..., M;(0)) € N¥. Naprzyklad, jesli k = 4, oraz M; = {0,0,2,3,3, 3},
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to w; = (3,1,0,2). Zauwazmy, ze krotki ¢; tworza ciag malejacy ze wzgledu na porzadek
leksykograficzny w zbiorze N¥:

cCo»=CL»=Cy > """

A wigc z faktu 16.1 otrzymujemy sprzecznosé. O

Whniosek 16.4 Zbior M wszystkich skornczonych multizbioréow nad N jest dobrze uporzad-
kowany przez relacje «.

Dowéd: 7 faktu 16.3 latwo wynika dobre ufundowanie. Sprawdzenie, ze porzadek jest
liniowy, pozostawiamy jako ¢wiczenie. O

Wilasnosci dobrych porzadkéw

Lemat 16.5 Jesli A jest zbiorem dobrze uporzqdkowanym, to kazdy wltasciwy odcinek poczat-
kowy w A jest postaci O4(x).

Dowdéd: Niech B bedzie wlasciwym odcinkiem poczatkowym w A i niech x bedzie naj-
mniejszym elementem zbioru A — B. Wéwcezas B = O 4(x). Rzeczywiscie:

e Jezelib € B to b < z, bo inaczej x < b i byloby x € B. Zatem b € O4(x).

o Jezelibe Og(x), tob <z, wiecbg A— B, czylib € B. O

Lemat 16.6 Jesli A jest zbiorem dobrze uporzadkowanym, to A nie jest izomorficzny z Zad-
nym swoim wlasciwym odcinkiem poczgtkowym.

Dowéd:  Przypusémy, ze to nieprawda i niech x = min{y € A | A~ O4(y)}. Zalézmy, ze
f:A— Ox(z) jest izomorfizmem. Wtedy f obciete do odcinka O 4(x) tez jest izomorfizmem,
a mianowicie izomorfizmem odcinkéw Oa(z) i Oa(f(x)). Stad A =~ Oa(f(x)), a przy tym
f(z) < x, co jest sprzeczne z minimalnoscia . O

Moratl: Roézne odcinki poczatkowe zbioru dobrze uporzadkowanego nie sa izomorficzne.

Lemat 16.7 Niech A i B bedq dobrymi porzqdkami i niech
VezeAJyeB (Oa(z) = Op(y)).
Wtedy A jest izomorficzny z pewnym odcinkiem poczatkowym w B (byé moze niewtasciwym).
Dowéd:*  Niech ® = {(z,y) € A x B | Ox(x) =~ Op(y)}. Udowodnimy, ze dla dowolnych
(x,y), (2, y") € ® zachodzi réwnowaznosé:
< & y<y *)

(=) Przypusémy, ze x < 2’ ale y > /. Niech f : O4(x) — Op(y) bedzie izomorfizmem.
Poniewaz Op(y") € Op(y) wiec odcinek Og(y') jest izomorficzny z odcinkiem O4(f~(y")).
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Oznacza to jednak, ze Oa(z') ~ Oa(f~1(v')). Ale f~Xy) < 2/, bo f7Yy) € Oa(x),
wiec mamy sprzecznos$¢ z Lematem 16.6: zbidr O 4(z’) jest izomorficzny ze swoim wlasciwym
odcinkiem poczatkowym.

Czeé¢ (<) warunku (*) mozna udowodnié¢ podobnie.
Z warunku (*) wynika, ze jesli dla z € A przyjmiemy

f(x) =2yeB. Oa(x) = Op(y),

to f: A L Boraz A ~ f(A). Pozostaje zauwazy¢, ze f(A) jest odcinkiem poczatkowym
w B. Ale jedli y € f(A) oraz 3y < y, to odcinek Op(y') jest izomorficzny z przeciwobrazem
f~HOp(Y")), ktéry jest odcinkiem poczatkowym w A. Stad 3’ € f(A) (por. Lemat 16.5).

Twierdzenie 16.8 Jesli A i B sq dobrze uporzadkowane, to jeden z nich jest izomorficzny
z odcinkiem poczatkowym drugiego.

Dowdéd:*  Przypusémy, ze B nie jest izomorficzny z zadnym wlasciwym odcinkiem poczat-
kowym zbioru A. Przez indukcje ze wzgledu na uporzadkowanie zbioru A pokazemy:

VeeAFyeB (O4(x) = Op(y)) (**)

Niech 2 € A i przypusémy, ze kazdy odcinek O4(z’), gdzie 2’ < x jest izomorficzny z pew-
nym Op(y'). Z lematu 16.7 wnioskujemy, ze O4(x) jest izomorficzne z pewnym odcinkiem
poczatkowym zbioru B. Nie moze to by¢ caly zbiér B, bo zalozyliSmy, ze B nie jest izomor-
ficzny z odcinkami wlasciwymi w A. A zatem O4(z) =~ Op(y) dla pewnego y.

Stosujac jeszcze raz Lemat 16.7 otrzymujemy, ze A jest izomorficzny z jakims odcinkiem
poczatkowym zbioru B (mozliwe, ze z calym B).

7 powyzszego wynika, ze uporzadkowanie dobre jest pojeciem bardzo jednoznacznym. Dwa
dobre porzadki albo sa izomorficzne, albo jeden z nich jest diuZszy. Innych réznic miedzy
dobrymi porzadkami nie ma.

Teraz jeszcze definicja, ktéra za chwile bedzie przydatna.

Definicja 16.9 Mowimy, ze element a zbioru dobrze uporzadkowanego jest graniczny, gdy
nie jest bezposrednim nastepnikiem innego elementu. W przeciwnym razie element a nazy-
wamy niegranicznym.

Liczby porzadkowe

Zbiorom dobrze uporzadkowanym przypisujemy liczby porzqdkowe, podobnie jak dowolnym
zbiorom przypisujemy liczby kardynalne. Umawiamy sie mianowicie, ze liczby porzadkowe
dwéch zbioréow sa réwne wtedy i tylko wtedy, gdy sa to zbiory izomorficzne. Ponadto, przyj-
mujemy, ze liczba porzadkowa odcinka jest zawsze mniejsza lub réwna liczbie porzadkowej
calego zbioru. (Na mocy twierdzenia 16.8 dwie liczby porzadkowe sa wiec zawsze poréwny-
walne.) Jesli « jest liczba porzadkowa zbioru A to czesto méwi sie, ze A jest typu porzad-
kowego «. Liczba porzadkowa skonczonego dobrego porzadku to po prostu liczba jego ele-
mentéw, a liczbe porzadkowa zbioru (N, <) oznaczamy przez w. Dalsze liczby porzadkowe
otrzymujemy przez dzialania arytmetyczne:
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Definicja 16.10 Niech «, § beda odpowiednio liczbami porzadkowymi zbioréw A i B. Wow-
czas « + 3 oznacza liczbe porzadkows zbioru A & B uporzadkowanego tak:

() < (y); wtedy i tylko wtedy, gdy 1< j,lubi=7joraz x <.
Natomiast « - 3 to liczba porzadkowa zbioru A x B uporzadkowanego ,,antyleksykograficznie”:

(a,b) < {(d,b) wtedy 1 tylko wtedy, gdy b<bt,lubb=10 oraz a <d.

Porzadek typu a + (§ jest utworzony z dwoéch tancuchéw: pierwszy typu «, drugi typu 5.
Zauwazmy, ze n + w = w dla dowolnego n € N, ale w + n # w.

Przyklad 16.11 W przykladzie 15.2 zbiér A jest typu w, zbiér A’ typu w + 1, a zbiér A”
typu w + 2. Natomiast zbiér {1— 1 | ne N—{0}}U{2— 21 | n € N—{0}} jest typu w + w.

Porzadek typu « - 8 mozna sobie wyobrazaé¢ tak: wezmy porzadek typu G i w miejsce kazdego
elementu wstawmy nowy egzemplarz porzadku typu a. Widzimy, ze tak okreslone dzialanie
nie jest przemienne: mamy bowiem 2w =w ale w -2 = w 4 w.

Przyklad 16.12 Zbiér B z przyktadu 15.2 jest typu w - w.

Oczywiécie zamiast w - w napiszemy w? i ogélnie przyjmiemy, ze w" = w---w (n razy). Dalej
mozna okreslic liczbe w® jako najmniejsza liczbe porzadkowa, wieksza od wszystkich w”,

liczbe w¥! jako w® - w, itd.
Przykiad 16.13 Zbiér M wszystkich skonczonych multizbioréw nad N jest typu w®.

Uwaga: Liczba kardynalna Ngo jest nieprzeliczalna. Ale liczba porzadkowa w® jest typem
zbioru przeliczalnego.

Twierdzenie o dobrym uporzadkowaniu

Ponizsze twierdzenie znacznie utatwia dowody wielu faktow, pozwala bowiem na postepowa-
nie przez indukcje. Trzeba jednak pamietaé¢ o jego niekonstruktywnym charakterze. Wynika
z niego np. ze istnieje relacja dobrze porzadkujaca zbidér liczb rzeczywistych, ale nie wynika,
jaka ta relacja naprawde jest.

Twierdzenie 16.14 (Zermelo) Kazdy zbiér mozna dobrze uporzadkowaé.
Dowdéd:*  Niech A bedzie dowolnym zbiorem i niech ® bedzie funkcja wyboru dla rodziny
P(A) — {@}. Powiemy, ze zbiér uporzadkowany (D, <) jest fajny, gdy D C A, oraz

Ve e D(x =P(A—Op(x))).
Czes$é 1:  Pokazemy najpierw, ze jesli (D1, <1) i (Dy,<5) sa fajne, to jeden z nich jest
(dostownie) odcinkiem poczatkowym drugiego.

Dla ustalenia uwagi, zalézmy, ze Do nie jest wladciwym podzbiorem D;. Przez indukcje ze
wzgledu na porzadek <; dowodzimy, ze dla dowolnego x € Dx:
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1) x € Do;

2) Op, (ZL‘) =Op, (ZL')

Przypu$émy, ze wszystkie elementy odcinka Op,(z) speliaja powyzsze warunki. Jesli x
jest graniczny, to mamy Op, (z) = U{Op,(v) | v <1 z}. Z zalozenia indukcyjnego jest to
suma odcinkéw poczatkowych w Dy, a wiec Op,(x) tez jest odcinkiem poczatkowym w Da.
Jedli x jest niegraniczny, to mamy natomiast Op, (z) = Op, (') U {2’} = Op,(2') U{2'}, dla
odpowiedniego z’. (SkorzystaliSmy tu z zalozenia indukcyjnego o z’.) Zbiér Op,(z') U {z'}
jest oczywiscie odcinkiem poczatkowym w Ds.

A wigc Op, () w kazdym przypadku jest odcinkiem poczatkowym w Dy. Jest to odcinek
wlasciwy (bo inaczej Dy = Op, () & D1) czyli mamy Op, (z) = Op,(y), dla pewnego y. Ale
oba zbiory D; i Ds sa fajne, wiec x = ®(A — Op, (z)) = ®(A — Op,(y)) = vy, a stad od razu
wynika (1) i (2).

Poniewaz warunki (1) i (2) zachodza dla wszystkich elementéw zbioru D, wiec D1 C Do.
Musimy jeszcze sprawdzié, ze D; jest odcinkiem poczatkowym w Dsy. Niech wiec x € D; oraz
y <ox iy € Dy. Wtedy y € Op,(z) = Op, (z), w szczegdlnosci y € Dy. To koniczy czesé 1
naszego dowodu.

Moral: Jesdli (D, <3) i (D2, <2) sa fajne, to warunki a <; b i a <9 b sa réwnowazne, jesli
tylko a,b € D1 N Da.

Czesé 2: Nastepna obserwacja jest taka: suma wszystkich zbiorow fajnych jest fajna.
Niech F' oznacza te sume. Uporzadkowanie <p zbioru F' mozna okresli¢ jako (dostownie) sume
uporzadkowan wszystkich zbioréw fajnych. Sprawdzmy, czy to jest dobre uporzadkowanie.

e Zwrotnosé: Jesli a € F to a € D dla pewnego fajnego (D, <p). Wtedy a <p a, wiec
takze a <p a.

e Antysymetria: Niech a <p bib <p a. To znaczy, ze a <p, bib <p, a, dla pewnych
fajnych (D1,<p,) i (D2,<p,). Ale jeden z tych zbioréw jest odcinkiem poczatkowym
drugiego, co oznacza, ze tak naprawde zachodzi tez np. a <p, b. A wiec a = b.

e Przechodniosé: Niech a <p b i b <p c¢. Sa wiec takie fajne porzadki (D1, <p,)
i (D2,<p,), ze a <p, bib <p, c. Jeden z nich (niech bedzie to np. D;) jest od-
cinkiem poczatkowym drugiego, mamy wiec a <p, b i b <p, ¢, skad wnioskujemy
a <p, c i wreszcie a <p c.

e Spdjnosé: Niech a,b € F. Wtedy a € Dy i b € Dy dla pewnych fajnych Dy i Ds. Jesli
na przykltad D; C D to elementy a i b sa poréwnywalne w Do, a wiec i w F.

e Dobro¢: Rozpatrzmy dowolny niepusty podzbiér B C F. Niech a bedzie dowolnym jego
elementem i niech D bedzie takim fajnym zbiorem, ze a € D. Podzbiér B N D zbioru
D jest niepusty, ma wiec element najmniejszy b. Jest to takze najmniejszy element
zbioru B ze wzgledu na porzadek <p. Istotnie, niech c € B. Wtedy albo ¢ > a >F b,
albo ¢ <gp a. W tym drugim przypadku c € D, wiec takze ¢ >g b.

Przyjemnosé sprawdzenia, ze porzadek (F, <p) jest fajny, pozostawiamy czytelnikowi.
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Czes¢ 3:  Zbiér F jest identyczny ze zbiorem A. Rzeczywiscie, przypusémy, ze F #£ A,
i niech a = ®(A — F'). Uporzadkowanie zbioru F' mozna teraz rozszerzy¢ do uporzadkowa-
nia zbioru Fy = F U {a}, przyjmujac, ze a jest elementem najwiekszym. Tak uporzad-
kowany zbiér F} jest fajny, ale nie jest zawarty w sumie wszystkich zbioréw fajnych i mamy
sprzecznosc.

Ostatecznie otrzymujemy, ze (A, <) jest zbiorem fajnym, w szczegdélnosci jest dobrze uporzad-
kowany.

7 twierdzenia 16.14 wynika istotna wlasnos¢ liczb kardynalnych:

<A.

|

Whniosek 16.15 Dla dowolnych zbioréw A i B zachodzi A < B lub

Dowdéd:  Zbiory A i B mozna dobrze uporzadkowad, a wtedy jeden z nich jest izomorficzny
z odcinkiem poczatkowym drugiego. O

Mozemy teraz udowodnié¢ twierdzenie 12.13.

Whniosek 16.16 (Lemat Kuratowskiego-Zorna) Niech (A, <) bedzie porzadkiem czescio-
wym, spetniajgcym nastepujgcy warunek:

Kazdy taricuch ma w A ograniczenie gorne

Wtedy w A istnieje element maksymalny.

Dowdéd:*  Niech < bedzie relacja dobrze porzadkujaca zbior A. Bez straty ogdlnosci mozna
zalozyé¢, ze (A, <) nie ma elementu ostatniego (éwiczenie).

Dla dowolnego a € A okredlimy przez indukcje pewien zbior L., w ten sposob, ze:

a) Ly C{r e Az <al;

b) L, jest taicuchem ze wzgledu na porzadek <.

Zaktadajac, ze Ly jest juz okreslone dla wszystkich b < a, definiujemy £, = (J{&; | b < a}, gdy
a jest elementem granicznym. Jesli natomiast a jest bezposrednim nastepnikiem pewnego b,
to przyjmujemy:

Ly U{b}, jesli Ly U {b} jest laricuchem;
L, = .
Ly, w przeciwnym przypadku.

Nietrudno sprawdzié¢, ze warunki (a) i (b) sa spelione, i ze suma £ = |J{Z, | a € A} jest tez
tancuchem ze wzgledu na <. Niech ¢ bedzie ograniczeniem gérnym tancucha £. Twierdzimy,
ze ¢ jest elementem maksymalnym ze wzgledu na <.

Istotnie, jedli ¢ < a, to a jest porownywalne z kazdym elementem zbioru L, tym bardziej
z kazdym elementem zbioru £,. Wtedy jednak a € Ly, gdzie b jest bezposrednim nastep-
nikiem a ze wzgledu na <. (Taki bezposredni nastepnik istnieje, bo zatozyliSmy, ze elementu
ostatniego nie ma.) Ostatecznie wnioskujemy, ze a € £, czyli a < c.

Uwaga*: Dowdd lematu Kuratowskiego-Zorna ma charakter niekonstruktywny, tj. nie wskazuje elementu
maksymalnego, a jedynie uzasadnia jego istnienie. Dowdéd ten opiera sie istotnie na pewniku wyboru. Twier-

dzenie 12.13 jest w istocie réwnowazne pewnikowi wyboru.
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17 Klasyczny rachunek zdan

Logiki symbolicznej uzywalismy dotad jako sposobu $cistego zapisywania faktéw i definicji ma-
tematycznych wyrazanych w jezyku polskim. Teraz zobaczymy jak systemy logiki formalnej
modeluja sposoby wnioskowania matematycznego metodami samej matematyki. Najwiecej
uwagi poswiecimy rachunkowi zdan. Rachunek zdan to formalny model jezyka, w ktérym
wystepuja spojniki zdaniowe. Wyrazenia tego jezyka nazywamy formutami zdaniowymi. De-
finiujemy je przez indukcje:

Definicja 17.1

e Symbole zdaniowe (zwykle p, q,r,...), nazywane tez zmiennymi zdaniowymi, oraz znaki
11T sa formutami zdaniowymi.

e Jesli napis « jest formuts zdaniowa, to takze napis -« jest formuls zdaniowa,.
o Jedli a i B sa formutami zdaniowymi to napisy (o — (), (a < ), (aV 3) 1 (a A ) tez

sa formutami zdaniowymi.

Uwaga: Dla pelnej jednoznacznoéci sktadni nasze formuty sa w pelni nawiasowane. W prak-
tyce wiele nawiasow pomijamy, stosujac zwykle konwencje.

Znaczenie formul

Warto$é logiczna formuly zdaniowej to zawsze 0 (falsz) lub 1 (prawda). Aby ustalié¢ te wartosé
trzeba jednak najpierw zna¢ wartosci symboli zdaniowych.

Definicja 17.2 Interpretacja zdaniowa (takze: wartosciowanie zdaniowe) to funkcja o, ktéra
kazdemu symbolowi zdaniowemu p przypisuje wartosé¢ logiczna o(p) réwna 0 lub 1. Wartosé
formuly zdaniowej o przy interpretacji o oznaczamy przez [a], i okreslamy przez indukcje:

e [L1],=0oraz [T], = 1;

e [p], = o(p), gdy p jest symbolem zdaniowym;
[l =1 - [a],;

[aV Ble = max{[a],, [B]c}:

[a A Ble = min{[e],, [Bl,}

[a = 8], =0, gdy [a], =11 [B], = 0;

[a — 8], = 1, w przeciwnym przypadku;

[o = Bl = 1= |lele — [6lel-
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Latwo mozna zauwazy¢, ze [a — (], = max{[f],, 1 — [a],}, czyli [a — F], = [-a V 5],, dla
dowolnego p. A zatem zamiast formuly a —  mogliby$my z réwnym powodzeniem uzywaé
wyrazenia -« V 3, lub tez odwrotnie: zamiast alternatywy « V 8 pisa¢ —a — 3. Podobnie
a < 3 znaczy to samo co (a — B)A(B — «). Nasz wybdr sp6jnikéw nie jest wiec ,,oszczedny”,
w istocie w logice klasycznej wystarczy uzywac¢ np. alternatywy i negacji.

Notacja i terminologia: Jesli [¢], = 1 to piszemy tez o |= ¢ lub = ¢[g] i méwimy, ze ¢
jest spetniona przez interpretacje o. Napis I' = ¢ oznacza, ze kazda interpretacja spehia-
jaca wszystkie formuty z I' spelnia takze formule ¢. Méwimy wtedy, ze ¢ jest semantyczna
konsekwencjq zbioru I'. Jesli ' jest puste, to zamiast I' = ¢ piszemy po prostu = ¢. Oz-
nacza to, ze formuta ¢ jest spelmiona przez kazda interpretacje. Na koniec powiedzmy jeszcze,
ze formutami réwnowainymi nazywamy takie formuly ¢ i 1, ktérych wartosci przy kazdej
interpretacji sa takie same (tj. takie, ze = ¢ < ).

Definicja 17.3 Formula ¢ jest spetnialna, gdy o = ¢ zachodzi dla pewnej interpretacji o.
Jesli zas = ¢ to méwimy, ze ¢ jest tautologiq (klasycznego) rachunku zdan. Oczywiscie —p
jest spelnialna wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ nie jest tautologia.

Tautologie rachunku zdan

Przypus$émy, ze kazdemu symbolowi zdaniowemu p wystepujacemu w formule ¢ przyporzad-
kowalisSmy pewna formute S(p). Przez S(¢) oznaczymy wtedy formule otrzymana z ¢ na
skutek jednoczesnej zamiany wszystkich symboli zdaniowych p na odpowiadajace im for-
muty S(p). Méwimy, ze formula S(y) jest instancjq schematu zdaniowego . Na przyktad,
jesli S(p) =p — q oraz S(q) = q — r, to S(p — ¢) oznacza formule (p — q) — (¢ — 7).

Fakt 17.4 Jezeli ¢ jest tautologia, to S(p) jest tez tautologiq.

Dowdéd: Dla dowolnej interpretacji zdaniowej ¢ zdefiniujemy inng interpretacje o, przyj-
mujac o(p) = [S(p)],, dla kazdego symbolu zdaniowego p. Teraz, przez indukcje ze wzgledu
na diugosé¢ formuly ¢ udowodnimy, ze [{]z = [S(§)],. Zaczynamy od przypadku bazowego,
kiedy ¢ jest atomem (stala L, stala T, lub symbolem zdaniowym). Wtedy teza wynika wprost
z definicji. Zalézmy teraz, ze £ jest formulq zltozona, na przykitad £ = a vV 5. Formuly a i 5 sa
krotsze od &, spelniaja wiec zalozenie indukcyjne. Mamy stad

[€]e = [V Bl = max{[a]g, [Ble} = max{[S()]e, [S(F)]o} = [S(@) v S(B)], = [S(E)]e-

Podobnie postepujemy, gdy £ jest implikacja, koniunkcja czy tez negacja. Jesli teraz ¢ jest
tautologia, to [S(¢)], = [¢]z = 1, dla kazdego o. o

A zatem kazda instancja tautologii jest takze tautologia. Nietrudno uogdlni¢ powyzsza,
obserwacje na przypadek, w ktérym wyrazenia S(p) moga by¢ dowolnymi stwierdzeniami
o okreslonych (jakkolwiek) wartosciach logicznych. A zatem tautologie rachunku zdan (i ogdl-
niej zwiazki postaci I' = ¢) opisuja wzorce poprawnego wnioskowania, w ktérych symbole
zdaniowe reprezentuja dowolne zdania.

Przyjrzymy sie teraz niektérym tautologiom.
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Przyklad 17.5 Nastepujace formuly (i wszystkie ich instancje) sa tautologiami:

L. p—p;

22.p—qg)—g—r)—=(@—r));

3. p—(¢—p)

4. p—=(@—r)—=((p—q9—@—r);

5. L—p 1 p— T oraz T;

6. p— Vg, qg— (Ve oraz (p—r)—((¢g—r)—(PVg—r));
7. (pANg)—p, (pANg) —q oraz  (r—p)—((r—q) = (—pAq);
8. pAp«<p oraz pVp< p;

9. pA(gAT) = (pAg Ar oraz pV(gVr)<— (pVq) Vr

10. pAg<—=qAp oraz pVgq< qVp;

1L pA(gVr) = (pAQV(pAT) oraz pV(gAr) < (pV@APVr)
12. pV 1L —p oraz pAT < p.

13. pV —p;

14. p —» ——p oraz ——p— p;

15. (p—q) — (mg — —p) oraz  (~g— —p) — (p = q);

16. ((p—q) = p) —

17. (=p — p) — p;

18. =(pVq) < (-pA—q) oraz  —=(pAgq) < (7pV q);

19. (p—4q) < (-pVa);

20. (p=q)<r)<(pe(ger));

2. (p—q)V(g—p) oraz pV(p—q).

Nasza lista tautologii zaczyna sie od czterech formul, w ktérych wystepuje wylacznie najwaz-
niejszy spéjnik logiczny — implikacja. Pierwsze dwie wyrazaja wlasnosci, ktére mozna nazwaé
zwrotnosciq (1) 1 przechodnioscia (2) implikacji. Formula (3) méwi, ze dodatkowe zalozenie
mozna zawsze zignorowa¢. Formula (4) (prawo Frege) wyraza ,dystrybutywnosé” implikacji
wzgledem siebie samej i moze by¢ odczytywana tak: jesli r wynika z ¢ w kontekscie p, to ten
kontekst moze by¢ wlaczony do zalozenia i konkluzji. Chociaz mniej intuicyjny niz poprzednie
trzy, schemat (4) okazuje sie czesto bardzo uzyteczny.

Implikacje A — B mozna interpretowaé jako stwierdzenie, ze warunek A jest ,silniejszy”?

niz B. Tautologie (5) stwierdzaja wiec, ze najsilniejszym mozliwym stwierdzeniem jest falsz,
a najstabszym prawda, ktéra sama jest najprostsza tautologia.

Formuly (6) méwia, ze alternatywa pV ¢ jest najsilniejszym warunkiem, ktéry wynika zaréwno
z p jak i z q. Te trzy formuly skladaja sie wiec na pewnsa definicje alternatywy. Dualne
formuty (7) wyrazaja najwazniejsza wlasno$é koniunkeji: jest to najstabszy warunek impli-
kujacy oba argumenty. Inne wlasnoséci koniunkeji i alternatywy, jak idempotentnosé (8),

25S’cis'lej, silniejszy lub tak samo silny.
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tacznosé (9), przemiennosé (10) i wzajemna dystrybutywnosé (11) mozna wywnioskowaé ze
schematéw (3,4,6,7).

Nastepne na liscie sa dwie réwnowaznosci (12) wyrazajace taka mysl: falsz jest ,elementem
neutralnym” dla alternatywy (tak jak zero dla dodawania) a prawda dla koniunkcji (jak 1 dla
mnozenia). Dlatego L mozemy uwazaé za ,pusta alternatywe” a T za ,pusta koniunkcje”.

Numerem 13 oznaczone jest prawo wytgczonego srodka stanowiace fundament logiki dwuwartos
ciowej. Na tym fundamencie oparta jest symetria praw podwéjnej negacji (14) i kontrapozy-
cji (15), pozwalajacych na wnioskowanie przez zaprzeczenie.

Formula (16) (prawo Peirce’a) wyraza podobna mys$l przy pomocy samej implikacji. Sens
prawa Peirce’a widaé¢ najlepiej gdy ¢ jest falszem; otrzymujemy wtedy prawo Claviusa (17).

Formuta (19) wyraza implikacje z pomoca negacji i alternatywy i jest czesto bardzo przydatna,
gdy np. chcemy przeksztalci¢ jaka$ formute do wygodniejszej postaci. Podobnie uzyteczne sa,
prawa De Morgana (18).

Wiasnodcia, ktéra czesto uchodzi naszej uwagi, jest tacznosé réwnowaznosci (20). W zwiazku
z tym, wyrazenie A < B < (C mozna z czystym sumieniem pisa¢ bez nawiaséw. Zwrocmy
jednak uwage na to, ze oznacza ono zupelnie co innego niz stwierdzenie ze A, B i C' sa sobie
nawzajem réwnowazne! Nieco paradoksalny charakter prawa (20) bierze sie z tego, ze logika
klasyczna jest dwuwarto$ciowa. Jeszcze bardziej paradoksalne wydawaé sie moga prawa (21),
ktorych uzasadnienie takze wymaga odwolania sie do rachunkéw zerojedynkowych.

Postaé¢ normalna formutl

Definicja 17.6 Kazdy symbol zdaniowy i negacje symbolu zdaniowego nazwijmy literatem.
Moéwimy, ze formuta zdaniowa ¢ jest w koniunkcyjnej postaci normalnej, gdy ¢ jest koniunkcja,
alternatyw literatow, tj. wyglada tak:

(PLV - VPP A ALV -V phn),

gdzie r > 0, k; > 0, dla i = 0,...r, a wszystkie pé- sg literalami. Przy tym, w mysl przy-
ktadu 17.5(12), pusta koniunkcje (r = 0) utozsamiamy ze stala T, a stala L to koniunkcja
z jednym pustym skladnikiem (r =1,k = 0).

Fakt 17.7 Dla kazdej formuly zdaniowej istnieje réwnowazina jej formuta w koniunkcyjnej
postaci normalne;.

Dowdéd:  Aby przeksztalcié dana formute do postaci normalnej najpierw eliminujemy z niej
réwnowaznosci, zastepujac kazde podwyrazenie postaci a < [ przez (o — [) A (f — «),
a nastepnie usuwamy tez implikacje stosujac schemat z przyktadu 17.5(19).

Teraz ,,przesuwamy w dol” wszystkie negacje za pomoca praw De Morgana oraz usuwamy
zbedne negacje stosujac réwnowaznosci =—« <~ «, 7L < T i =T < 1. Robimy to tak
dtugo, az otrzymamy formute, w ktérej negacja stosowana jest tylko do symboli zdaniowych.
Mamy wiec tylko koniunkcje, alternatywy, state logiczne i literaly. Nadmiar stalych logicznych
eliminujemy korzystajac z réwnowaznoéci TVa < T, TAa— a, LAa— L, L Va < a.
Pozostaje ,,uporzadkowac” wystapienia spdjnikéw A i V, zastepujac podwyrazenia postaci
@V (Y ND) przez (o V1) A (e VD).
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Aby sie przekonaé, ze ta procedura musi sie zakonczyé, kazdej formule (juz bez — i <)
przypiszemy liczbowa wage:

e waga(p) = 2, gdy p jest symbolem zdaniowym, lub stala logiczna.

e waga(p V1Y) =2 - waga(p) - waga();

(
e waga(p A ) = waga(yp) + waga() + 2;
(o V
o waga(—y) = 2w9a$),

Zauwazmy teraz, ze opisane wyzej przeksztalcenia zawsze zmniejszaja wage formuly. Na przy-
klad, jesli waga(a) = a i waga(B) = b to podformuta postaci —(a\V 3) ma wage 22?°. Po prze-
sunieciu negacji ,w glab” otrzymujemy formute o A =3 o wadze 2% +2°+2 < 229 Poniewaz
przy kazdej ,poprawce” waga formuly sie zmniejsza, nie mozemy jej poprawia¢ w nieskonczo-
nos¢é i wreszcie uzyskamy formute, do ktérej zadnego przeksztalcenia nie da sie juz zastosowac.

Taka formula musi by¢ w postaci normalnej. Mozna to uzasadnié¢ przez indukcje ze wzgledu
na jej dlugosé. Jesli jest to zmienna lub stala logiczna (dlugo$é 1), to teza jest oczywista.
Jedli jest to koniunkcja o A 3, to jej czlony a i 3 sa krétsze, a wiec zgodnie z zalozeniem
indukcyjnym musza byé¢ w postaci normalnej. Cala formuta a A § oczywiscie tez jest wtedy
w postaci normalnej.

Niech wiec nasza formula bedzie alternatywa o V 3. 7 zalozenia indukcyjnego, o i 3 sa
w postaci normalnej. Gdyby ktéras z tych formut byta koniunkcja, np. a = vAd to mogliby$my
przeksztalci¢ a VvV § w formule (v V ) A (§ V ), a zalozyliSmy, ze to juz niemozliwe. Zatem
zaréwno « jak i 8 musza by¢ alternatywami literatléw, skad o V 3 jest w postaci normalnej.

Zostaje przypadek negacji ~a. Wtedy « nie moze by¢ niczym innym niz zmienna, bo z zaloze-
nia indukcyjnego musi by¢ w postaci normalnej, a w kazdym innym przypadku —«a podlega
dalszym przeksztalceniom. O
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Logika pierwszego rzedu

Logika pierwszego rzedu to taka logika predykatéw, w ktérej stosowanie kwantyfikatorow ogra-
niczone jest do obiektéw indywiduowych tj. do elementow jakiejs dziedziny. Funkcje i relacje
okres$lone w takiej dziedzinie uwaza sie za ustalone. Formalna definicja systemu pierwszego
rzedu wymaga wiec okreslenia listy dozwolonych operacji i relacji, a $cislej, listy dozwolonych
symboli operacji i relacji.

Struktury relacyjne

Definicja 17.1 Przez sygnature rozumiemy pewien (zwykle skonczony) zbiér symboli rela-
cyjnych i funkcyjnych, kazdy z ustalona liczba argumentéw. Sygnature 3 przedstawié mozna

jako sume:
Y= U Y, U U I
neN neN

gdzie %, jest zbiorem n-argumentowych symboli funkcyjnych, a LI jest zbiorem n-argumento-
wych symboli relacyjnych. O symbolu f € ¥, powiemy, ze jego arno$¢ to liczba n i napiszemy
ar(f) = n. Podobnie dla r € ©F,

Uwaga: Jezeli sygnatura jest skoriczona, to prawie wszystkie ze zbioréw ¥, i ©2 sa puste.

Oczywiscie n-argumentowe symbole funkcyjne postuza nam jako nazwy n-argumentowych
funkcji, a n-argumentowe symbole beda nazwami n-argumentowych relacji. Przypomnijmy, ze
n-argumentowa relacja w zbiorze A to dowolny podzbior iloczynu kartezjariskiego A”. Inaczej
moéwiac, jest to pewien zbidr krotek postaci (ay,...,a,), gdzie a1,...,a, € A. Krotke (a)
utozsamiamy z elementem a, tj. uwazamy, ze A' to to samo co A. Natomiast zbiér A ma
tylko jeden element, mianowicie pusta krotke (). Sa wiec tylko dwie relacje zero-argumentowe:
pusta i pea.

Skoro zbiér A ma tylko jeden element, to funkcja zeroargumentowa f : A" — A przyj-
muje tylko jedna warto$¢. Bedziemy wiec kazda taks funkcje nazywaé stalg i utozsamiaé
z odpowiednim elementem zbioru A.

Definicja 17.2 Struktura relacyjna albo model sygnatury 3 to niepusty zbidr (zwany dziedzi-
na lub nosnikiem struktury) wraz z interpretacja symboli sygnaturowych jako funkcji i relacji
o odpowiedniej liczbie argumentéw. Dokladniej, jesli ¥ = {f1,..., fu,71,...,"m}, to strukturq
relacyjna (modelem) nazywamy krotke postaci:

A= (A A e,
gdzie dla dowolnego :
o fAAF — A jedli ar(f;) = k (w szczegdlnodci fA € A, gdy k = 0);
o 1A C AF edy ar(r;) = k.

Definicja 17.3 Jedli sygnatura ¥ nie zawiera zadnych symboli relacyjnych, to modele tej
sygnatury nazywamy algebrams.
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Konwencje notacyjne: Nosnik struktury .4 oznaczamy przez |A|. Czesto przyjmujemy
domyslnie, ze |A| = A, |B] = B itd., lub po prostu strukture i jej nosnik oznaczamy tym
samym symbolem. Czesto tez tak samo oznacza sie symbol relacyjny (funkcyjny) i odpowiada-
jaca mu relacje (funkcje).

Przyklad 17.4 Niech ¥ = {+,,0,1,<}, gdzie ¥o = {+, e}, ¥9 = {0, 1}, oraz X = {<}.
Modelem dla sygnatury X jest oczywiscie zbidr liczb rzeczywistych ze zwyklymi dzialaniami
i porzadkiem:

R = (R, 47, eR 0% 1R <Ry,

Ten model zwykle zapiszemy po prostu tak:
R = <R7 +7 '707 17 S)

Inne modele dla tej sygnatury to np. zbidr liczb naturalnych ze zwyklymi dzialaniami i po-
rzadkiem oraz zbidr wszystkich podzbioréw R z dzialaniami mnogosciowymi i inkluzja:

N: <N7+7’70717S>;
P =(PR),uU,n R, C).

Ale modelem jest tez taka struktura:
A= <R,',f,7i',0,@>,

gdzie f(a,b) = 3 dla dowolnych liczb a,b (symbol “4” jest interpretowany jako mnozenie!).

Przykiad 17.5 Modelami dla sygnatury ¥ = {e 1}, gdzie ¥o = {e} i ¥y = {1}, sa na
przyktad struktury (N,4,0) i (N,- 1), oraz algebra stéw z konkatenacja i stowem pustym:

({a,b}*, - €).

Przyklad 17.6 Graf zorientowany G = (V, E), gdzie V jest zbiorem wierzchotkéw, oraz
E CV x V jest zbiorem krawedzi, jest modelem jednoelementowej sygnatury ¥ = 28 = {r}.

Termy

Jak powiedzieliSmy na poczatku, symbole nalezace do sygnatury maja nam stuzy¢ jako nazwy
pewnych funkcji i relacji. Znaczenie tych nazw zalezy oczywiscie od wybranego modelu.
W szczegdlnosci symbole stalych sa nazwami ustalonych elementéw modelu. Inne elementy
modelu tez moga by¢ nazwane, na przyklad jesli f € Y5 i ¢ € ¥ to napis:

f(fle ), fle fe; ),
bedzie w modelu A = (A, f, c) nazwa elementu f(f(c, ¢), f(c, f(c, ¢))).

W ten sposéb mozna jednak nazywaé tylko elementy generowane przez stale. Aby nazywaé
dowolne elementy modelu potrzebujemy zmiennych. Ustalmy wiec pewien zbiér symboli V',
rozlaczny z sygnatura, ktérego elementy (oznaczane x,y,...) bedziemy nazywali zmiennymi
indywiduowymi, lub po prostu zmiennymi. Zwykle przyjmuje sie, ze V jest nieskonczonym
zbiorem przeliczalnym.
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Definicja 17.7 Przez termy sygnatury X rozumiemy elementy najmniejszego zbioru napi-
séw Tx, (ozn. tez po prostu przez T') speliajacego warunki:

o V Ci1y;
o jesli f € X, oraz t1,...,t, € Tx to ,f(t1,...,tn)" € Tx.
Konwencje notacyjne: Niektore dwuargumentowe symbole funkcyjne, jak np. ,+7, ,U”

sg tradycyjnie pisane pomiedzy argumentami. Dlatego i my zamiast formalnie poprawnego
»+(2,2)” zwykle napiszemy ,,2+2”.

Przyklad 17.8 Wyrazenie ,,f(g(g(x2, f(c)),z1))” jest termem sygnatury X, gdzie g € Yo,
f € Xy oraz ¢ € ¥y. Wyrazenie ,,(0 + x1) ® 17 jest termem sygnatury 3, w ktérej +, e € ¥y
10,1 €.

Czesto wygodnie jest reprezentowaé termy za pomoca drzew skoriczonych, w ktorych liscie sa
etykietowane zmiennymi i statymi, a wierzchotki wewnetrzne symbolami funkcyjnymi. Oczy-
wiscie stopien wyj$ciowy wierzchotka (liczba dzieci) musi sie zgadzaé z liczba argumentéw
uzytego symbolu funkcyjnego. Na przyktad term f(g(g(z2, f(c)),z1)) przedstawiamy jako:

Definicja 17.9 Dla dowolnego termu ¢, zbiér zmiennych wolnych termu t, oznaczany przez
FV(t), jest okreslony przez indukcje:

o F'V(z)={x}, gdy z jest zmienna,
o FV(f(ti,...,tn)) =FV(t1)U---UFV(ty).

Jedli X C V| to stosujemy takie oznaczenia:

o To(X)={teTs | FV(t) C X}

o Tx(n) =Ts({z1,...,2n})

Zauwazmy, ze F'V (c) = &, gdy ¢ jest symbolem stalej (¢ € X).

Oczywiscie chcemy uzywaé termow jako nazw obiektéw indywiduowych (elementéw jakiegos
modelu A). To znaczy, ze chcemy kazdemu termowi przypisaé¢ jego wartosé w modelu A.
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Definicja 17.10 Wartosciowaniem w strukturze A nazywamy dowolng funkcje v : V- — | A|.
Takie wartosciowanie v kazdemu termowi t przypisuje jego wartosé oznaczong [t],, ktora
definiujemy przez indukcje:

o [2], =v(z), gdy z jest zmienna;,
b [[f(tlv s 7tn)]]v = fA(Htlﬂva ey [[tn]]v)a gdy f € En

Jesli v jest warto$ciowaniem w strukturze A, oraz a € |A|, to przez v% oznaczamy wartos-
ciowanie okreslone tak:

| aq, gdy y = x;
v[z — al(y) = { v(y), w przeciwnym przypadku.

Formuly pierwszego rzedu
Definicja 17.11 Formuty atomowe sygnatury X sg nastepujace:

e symbole , 171, T7;

e napisy postaci ,,r(t,...,t,)", gdzie r € XF oraz t1,...,t, € Tx;

Definicja 17.12 Formuly sygnatury ¥ definiujemy jako elementy najmniejszego zbioru Fr;
(ozn. tez F) speliajacego warunki:

e formuly atomowe naleza do Fy;

e jesli p, 1 € Fy to takze (p — ¥), (p V), (9 AY), (¢ < ), ~p € Fx;

o jesli p € Fix € V (z jest zmienna indywiduowa) to takze (Vzy), (3zp) € Fr.

Definicja 17.13 Zbiér zmiennych wolnych formuly ¢, oznaczany przez F'V (), jest okreslony
przez indukcje:

o FV(r(ty,...,tn)) = FV(t)) U---UFV(t,);
FV(t1) UFV(t2);

~
—
I
~
Do
~—
I

Znaczeniem formuty jest wartosé¢ logiczna ,prawda” (1) lub ,falsz” (0). Formulom sygnatury %
mozemy przypisywaé¢ znaczenia w dowolnej strukturze tej sygnatury, zaleznie od wybranego
warto$ciowania termow.

Definicja 17.14 Wartosé [¢], formuly ¢ w strukturze A przy warto$ciowaniu v definiujemy
przez indukcje (ze wzgledu na budowe formuty):
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o [L]y =0 oraz [T], = 1;

o [r(te, . to)]o =1, gdy ([t1]v, - -, [ta]w) € 7
o [r(ti,...,tn)]v =0, w przeciwnym przypadku;
[aly =1 [a];

[a Vv Blv = max{[a]., [B]v};

[a A Blv = min{[a]., [8]v}:

[a — Bl =0, gdy [af, =11 [B], = 0;

[ — Bl = 1, w przeciwnym przypadku;

[a = Bl =1—[[a]s — [8].]-

[Voelo = min{[¢]upq | a € [Al};

[[3[13()0]]@ = maX{[[¢]]v[x»—>a] ‘ a € ’A’}7

Definicja 17.15 Formula jest spefnialna (spetnialna w A) jesli jest spelniona w pewnym
modelu (w modelu A) przez pewne wartosciowanie. Zbiér formul jest spelnialny (w A) jesli
wszystkie formuty z tego zbioru sa spetione przez to samo wartosciowanie w pewnym modelu
(w modelu A).

Formula ¢ jest prawdziwa w A (piszemy A |= ¢), jezeli jest spelniona w A przez wszystkie
wartosciowania. Formula ¢ jest prawdziwa (jest tautologiq) jezeli jest prawdziwa w kazdym
modelu A. Wtedy piszemy po prostu = ¢.

Tautologie logiki predykatow

Tautologiami logiki pierwszego rzedu sa na przyklad formuly postaci:2

22. Vz(A(x
23. Vz(A(z

— B(z)) — (Ve A(z) — Ve B(2));

— B(x)) — @zA() — 3B());

24. “VxA(x) < Jz—A(z);

25. =z A(x) <« Vz-A(x);

26. Vz(A(z) A B(x)) < Vo A(z) AVeB(x);

27. Jx(A(z) V B(z)) < JzA(z) V Iz B(x);

28. VaVyA(z,y) <« YyVzA(z,y)

29. JzxyA(z,y) < Jy3xA(z,y)
(z,y v)
)

~— ~—

)
)

)

30. JzvyA
31. Vo A(x

26Przypomnijmy, ze dziedzina przebiegana przez zmienne musi byé niepusta.
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Jesli zmienna x nie jest wolna w A, to tautologiami sa tez formuly:

32. A~ dzA;
33. A= VA,
34. Vz(AV B(x)) < AV VzB(z);
35. Jz(A A B(x)) < AN 3JxB(z).

Schematy (24) i (25) nazywamy prawami De Morgana. Tautologie (26) i (27) wskazuja na
bliski zwiazek kwantyfikatora ogdlnego z koniunkcja i kwantyfikatora szczegdtowego z alter-
natywa. Analogiczna rozdzielno$é kwantyfikatora ogdlnego wzgledem alternatywy (34) i kwan-
tyfikatora szczegétowego wzgledem koniunkeji (35) zachodzi pod warunkiem, Ze zmienna
wiazana kwantyfikatorem nie wystepuje w jednym z czlonéw formuly. Schematy (26-27)
i (34-35) mozemy nazywaé prawami dystrybutywnosci przez analogie do schematu (11). Pra-
wo (34) nazywane tez bywa prawem Grzegorczyka.

Prawa (28)-(30) charakteryzuja mozliwosci permutowania kwantyfikatoréw. Implikacja od-
wrotna do (30) nie jest tautologia, jako przyklad wezmy prawdziwe zdanie Vz:NJy:N.x < y
(dla kazdej liczby naturalnej istnieje liczba od niej wieksza). Po przestawieniu kwantyfika-
toréw otrzymamy falszywe stwierdzenie o istnieniu najwiekszej liczby naturalnej.

Dziedzina, ktéra przebiegaja wartosci zmiennych jest zawsze niepusta; to zatozenie powoduje,
ze formule (31) trzeba tez uznaé za tautologie.

Uwaga: Czesto zaklada sie, ze znak = zawsze oznacza rownosé. Przy tej konwencji np. for-
mula VaVy(z = y — y = x) jest uwazana za tautologie. Jesli = moze oznaczaé jakakolwiek
relacje, to oczywiscie nie mozna tak powiedziec.

Postaé normalna formuly: Czasem chcemy by wszystkie kwantyfikatory znajdowaly sie na
poczatku formuly. Méwimy, ze formula ¢ jest w preneksowej postaci normalnej, gdy

©=Q1y1Q2y2 ... Qnyn ¥,

gdzie kazde z Q; to V lub 3, a ¢ nie zawiera kwantyfikatoréw. (Oczywiscie n moze by¢
zerem.) Stosujac rownowaznosci (24-27) i (34-35) mozemy kazda formule przeksztalcié¢ w réw-
nowazna formule w preneksowej postaci normalnej. Na przyktad formuta Jyp(y) — Vzq(z)
jest rownowazna kazdej z nastepujacych formut:

—Jyp(y) vV Vzq(z);
vy =p(y) V Vz q(2)
Vy(—p(y) vV Vz q(2));
VyVz(=p(y) V q(2));
Vyvz(p(y) — q(2)).

7 pomoca praw De Morgana i praw dystrybutywnosci mozemy sie czasem latwo przekonaé
o tym, ze dana formula jest tautologia. Na przyklad z powyzszego przyktadu wynika od razu,
ze formuta (Jyp(y) — Vzq(2)) — Yy(p(y) — q(y)) jest réwnowazna tautologii

7

Yyvz(p(y) — a(2)) — Yy(p(y) — a(y))-
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18 Dowodzenie twierdzen

Sprawdzenie, czy dana formula rachunku zdan jest tautologia, wymaga obliczenia jej wartosci
przy 2" réznych interpretacjach, gdzie n jest liczba zmiennych zdaniowych tej formutly. Dla
logiki predykatéw nie istnieje w ogdle zaden algorytm sprawdzania czy dana formula jest
tautologia. W obu przypadkach sa jednak metody dowodzenia pozwalajace na uzasadnienie
prawdziwoéci formuty z pomoca pewnego ustalonego systemu regut wnioskowania. Opiszemy
tu nieformalnie jeden z takich systeméw, zwany naturalng dedukcjg i pochodzacy od Ger-
harda Gentzena i Stanistawa Jaskowskiego. Reguly naturalnej dedukcji w duzym stopniu
przypominaja rzeczywiste sposoby wnioskowania stosowane w matematyce.

Dowéd w systemie naturalnej dedukcji polega na wyprowadzaniu kolejnych wnioskow z przyje-
tych zalozen. Stosuje sie w tym celu regut wnioskowania. Czesci dowodu, w ktérych wprowa-
dzane sa pomocnicze zalozenia i nazwy umieszczane sa w pudelkach Jaskowskiego. A zatem
dowdd to ciag formut i pudetek.

Najprostsza reguta bywa nazywana aksjomatem naturalnej dedukcji i stanowi, ze kazde z za-
fozen moze by¢ przywotane w dowolnym miejscu:

Z zatozenia mamy A.

Powyzej, A moze by¢ albo zalozeniem wolnym (globalnym), przyjetym przed rozpoczeciem
dowodu, albo zalozeniem lokalnym, ktére obowiazuje w aktualnym pudetku.

Dla kazdego operatora logicznego (spdjnika lub kwantyfikatora) w systemie naturalnej de-
dukcji mamy metode (regule) wprowadzania tego operatora i metode jego eliminacji. Pierw-
sza pozwala na udowodnienie zdania, w ktorym dany operator wystepuje jako gtéwny, druga
pokazuje jak mozna uzy¢ takiego zdania do dowodzenia innych.

Koniunkcja: Koniunkcje mozna wywnioskowaé z obu jej sktadowych. Oto schemat wpro-
wadzania koniunkcji (jesli tezy A i B juz uznaliSmy za prawdziwe, to uznajemy A A B):

A
B
Poniewaz A oraz B, wiec A A B.

Schemat eliminacji koniunkcji méwi, ze kazda skladowa jest konsekwencja koniunkcji. Jesli
wezesniej wyprowadziliSmy A A B, to mozemy wywnioskowaé¢ A badz B.

AANB AANB
Poniewaz A A B, wiec A. Poniewaz A A B, wiec B.

Implikacja: Uzycie implikacji w dowodzie jest mozliwe wtedy, gdy potrafimy tez wyprowa-
dzié¢ jej przestanke. Ten sposéb wnioskowania nazywa sie odrywaniem (modus ponens).
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A
A— B

Poniewaz A oraz A — B, wiec B.

Dowéd implikacji A — B polega na uzasadnieniu B przy zatozeniu A. Zapiszemy to tak:

Zatézmy A. (Cel: B)
Zatem B. (Cel osiagniety)
Zatem A — B.

Wyprowadzenie B z zalozenia A zamkneliémy w pudetku Jaskowskiego, aby je odseparowaé
od reszty wnioskowania. Zalozenie A jest bowiem wprowadzone ,lokalnie”, a w , globalnym”
dowodzie (czyli na zewnatrz pudetka) mozemy korzystaé tylko z konkluzji A — B. Powolanie
sie na A poza pudetkiem bytoby bledem i jest niedozwolone.

Jako pierwszy przyktad udowodnimy tautologie (3).

Zatézmy p (Cel 1: ¢ — p)
Zatézmy q (Cel 2: p)
Z zatozenia mamy p (Cel 2 osiqgniety)
Zatem ¢ — p (Cel 1 osiagniety)

Zatem p — (¢ — p)

W nastepnym przykladzie udowodnimy tautologie zdaniowa (4). Zrobimy tu pewne uprosz-
czenie: zamiast trzech zagniezdzonych pudelek narysujemy tylko jedno, wypisujac wszystkie
potrzebne zalozenia od razu.

Zatézmy p — (¢ — 1), p—¢q, p. (Cel: 1)
Poniewaz p oraz p — (¢ — 1), wiec ¢ — 7.

Poniewaz p oraz p — ¢, wiec q.

Poniewaz ¢q oraz ¢ — r, wiec r.

Zatem (p — (¢ —71)) = (p—q) = (p—71))

Negacja: Kto pamieta, ze negacja to wladciwie szczegdlny rodzaj implikacji, ten nie bedzie
zaskoczony takim schematem wprowadzania negacji:

Zatézmy A (Cel: 1)

7

Zatem L (sprzeczno$c)

Zatem —A.
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Oczywiscie eliminacja negacji wyglada tak:
A
—-A
Poniewaz A oraz —A, wiec L (sprzecznosc).

Jako przyktad udowodnimy formute p — ——p:

Zatézmy p (Cel: ——p)

Zatézmy —p. (Cel: 1)
Poniewaz p oraz —p, wiec sprzecznosc.

Zatem ——p

Zatem p — ——p

Reguly wprowadzania i eliminacji negacji nie zawsze jednak sa wystarczajace. Potrzebny jest
nam jeszcze schemat wnioskowania przez zaprzeczenie, np. taki:

Zatézmy —A. (Cel: 1)

Zatem L.

Zatem A.

Whioskowanie przez zaprzeczenie jest niezbedne na przyktad w dowodzie formuty ——p — p:

Zatézmy ——p (Cel: p)

Zatézmy —p. (Cel: 1)
Poniewaz —p oraz ——p, wiec sprzecznos¢.

Zatem p

Zatem ——p — p
Alternatywa: Alternatywa wynika z kazdego ze swoich skladnikow:
A B

Poniewaz A, wiec AV B. Poniewaz B, wiec AV B.
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Sposéb uzycia alternatywy w dowodzie, to wnioskowanie w rozbiciu na przypadki. Mamy tu
dwa ,lokalne” zalozenia obowiazujace tylko wewnatrz swoich pudelek. Oczywiscie wezedniej
nalezy udowodni¢ sama alternatywe.

AV B
Zatézmy A. (Cel 1: C)
Zatem C.
Zatézmy B. (Cel 2: C)
Zatem C.

Poniewaz AV B, wiec C.

Teraz nietrywialne zadanie: jak udowodni¢ p V —p (zasade tertium non datur)? Nie wprost.

Zatézmy —(p V —p) (Cel 1: 1)
(Cel 2: pV —p)
(Cel 3: —p)
Zatézmy p. (Cel 4: 1)
Poniewaz p, wiec p vV —p.
Poniewaz p V —p oraz —=(p V —p), wiec sprzecznos¢. (Cel 4 osiagniety)
Zatem —p. (Cel 3 osiagniety)
Poniewaz —p, wiec p V —p. (Cel 2 osiagniety)
Poniewaz p V —p oraz —=(p V —p), wiec sprzecznos¢. (Cel 1 osiagniety)
Zatem pV —p.

Adnotacje o kolejnych celach pomocniczych pokazuja taktyke uzyta w naszym dowodzie.
Aby udowodnié¢ absurdalnosé zatozenia —(p V —p), wnioskujemy z niego p V —p, a w tym celu
postanowiliSmy wyprowadzi¢ —p.

Réwnowaznos$é: Réwnowaznosé to dwie implikacje. Wnioskowanie z uzyciem réwnowaz-
nosci (eliminacja <) jest wiec zgodne z schematami:

A B
A~ B A~ B

Poniewaz A oraz A <+ B, wiec B. Poniewaz B oraz A «— B, wiec A.
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Natomiast wprowadzenie réwnowaznosci polega na dowodzie ,,w obie strony”:

Zatézmy A. (Cel: B)
:Zatem B.
Zatézmy B. (Cel: A)
:Zatem A.

Zatem A « B.

Falsz: Dla stalej | nie ma reguly wprowadzania (ostatecznie nikt nie chce udowodni¢ falszu).2”

Mamy jednak regule eliminacji. Pozwala ona na wyprowadzenie z | dowolnego wniosku
(ex falso quod libet).

1
Poniewaz L, wiec A.

Zastosujemy te regute w dowodzie formuly p — (=p — q):

Zatézmy p oraz —p. (Cel 1: q)
(Cel 2: 1)

Poniewaz p oraz —p, wiec L.

Poniewaz L, wiec gq.

Zatem p — (-p — q)
Prawda: Prawda jest mniej ciekawa niz falsz. Oto schemat wprowadzania prawdy:
Wiadomo, ze T. (I co z tego?)

Nastepny przyklad to nasze ulubione prawo Peirce’a. Zastosujemy tu zasade ex falso quod
libet i znowu uzyjemy metody dowodu przez zaprzeczenie. Uwaga: nie nalezy jej naduzywac,
gdy mozliwy jest dowdd wprost.

2TFalsz (sprzeczno$é) mozna udowodnié przez eliminacje negacji. Nie jest to jednak wprowadzenie stalej L,
a raczej ,odsloniecie” | ukrytego w negacji.
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Zatézmy (p — q) — p (Cel 1: p)
Zatézmy —p. (Cel 2: 1)
(Cel 3: p)
(Cel 4: p— q)
Zatézmy p. (Cel 5: q)
(Cel 6: 1)

Poniewaz p oraz —p, wiec L.
Poniewaz L, wiec q.

Zatem p — ¢
Poniewaz p — ¢ oraz (p — q) — p, wiec p.
Poniewaz p i —p, wiec sprzecznos¢é.

Zatem p.

Zatem ((p — q) — p) — P

Oczywiscie, uzasadnianie kazdego twierdzenia od samego poczatku byloby nieracjonalnie pra-
cochtonne, dlatego w dowodach czesto powotujemy sie na fakty juz wczesniej udowodnione.
Na przyktad w ponizszym dowodzie formuly (p — ¢) — ((—-p — q) — ¢) powolamy sie na
zasade wylaczonego $rodka. Dzieki temu skorzystamy z reguly eliminacji alternatywy (czyli
rozwazymy dwa przypadki).

Zatézmy p — q oraz —p — ¢ (Cel: q)
Wiadomo, ze pV —p

Zatézmy p. (Przypadek 1)
Poniewaz p oraz p — ¢, wiec q.

Zatézmy —p. (Przypadek 2)
Poniewaz —p oraz =p — ¢, wiec q.

Poniewaz p V —p, wiec q

Zatem (p — q) — ((-p — q) — q)

Kwantyfikator ogélny: Aby udowodnié teze uniwersalna Vz:D. A(z) nalezy wywnioskowaé
wlasno$é A(x), nie zakladajac na temat = niczego poza tym, ze nalezy do D. Dlatego schemat
wprowadzania V jest taki, jak nizej. (Nazwa x jest ,lokalna” i obowiazuje wewnatrz pudelka,
w ktérym zostala zadeklarowana. Nie moze by¢ tam uzyta w innym znaczeniu.)

WeZzmy dowolne x : D. (Cel: A(x))

Zatem A(x).

Zatem Va:D. A(x).

Eliminacja V polega na zastosowaniu wlasnosci ogélnej w szczegdlnym przypadku:
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d:D
Vaz:D.: A(z)
Poniewaz Vz:D. A(z) :oraz d: D, wiec A(d).

Jako przyktad?® rozpatrzmy formule VoD P(z)AVx:D(P(z) — Q) — Q, zakladajac, ze d € D,
i ze zmienna x nie wystepuje w Q.

Zatézmy Va:D.P(x) AVz:D(P(z) — Q) (Cel: Q)
Poniewaz Vz:D.P(x), oraz d : D, wiec P(d)

Poniewaz Vz:D(P(x) — Q), oraz d : D, wiec P(d) — Q

Skoro P(d) — @ oraz P(d), to Q.

Zatem Vo:DP(x) AVz:D(P(z) — Q) — Q.
Jedli dziedzina D jest domyslna, to zwykle zaktadamy, Ze jest niepusta. Wtedy d nie musi

by¢ nazwa konkretnego przedmiotu, ale moze tez byé¢ zmienna. W ten sposéb nasza regula
odzwierciedla zalozenie o niepustosci dziedziny.

Poniewaz Vz. A(x), wiec A(x).

Oto przyktad uzycia tej wersji regulty wprowadzania V:

Zatézmy YV P(z) AVa(P(x) — Q) (Cel: Q)
Poniewaz Yz P(z), wiec P(z)

Poniewaz Vz (P(x) — Q), wiec P(z) — Q

Skoro P(z) — @ oraz P(z), to Q.

Zatem Yz P(x) AVx(P(z) — Q) — Q.

Kwantyfikator szczegélowy: Wprowadzenie 3 jest mozliwe, o ile mamy ,$wiadka’:
d:D
A(d)
Poniewaz A(d) oraz d : D, wiec Jx:D. A(x)

,,Swiadek” d moze by¢ dowolnym wyrazeniem, nawet zmienna. Zobaczmy jak mozna udowod-

ni¢ zdanie @ — Jz (P(x) — Q):

28W tym przykladzie pominieto ,,oczywista” operacje eliminacji koniunkcji.
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Zatézmy Q)

Zatézmy P(zx).

Z zatozenia mamy Q.

Zatem P(z) — Q.

Poniewaz P(z) — Q, wiec 3z (P(z) — Q).
Zatem @ — Jz (P(z) — Q).

A oto zasada eliminacji dla kwantyfikatora szczegétowego, okreslajaca jak fakt egzystencjalny
moze byc wykorzystany w dowodzie. Aby wywnioskowaé teze B z zalozenia Jx:D. A(x) nalezy
udowodnié B zakladajac, ze x jest typu D i ze zachodzi A(x) ale nie zakladajac nic wiecej na
temat z. Inaczej méwiac, niewazne jakie jest x, wazne, ze istnieje. Oczywiscie formula B nie
moze zaleze¢ od x (zawiera¢ wolnych wystapien zmiennej x).

Niech x : D bedzie takie, ze A(x) (Cel: B)

Zatem B.

Poniewaz Jz:D. A(x), wiec B.

Jako nastepny przyklad udowodnijmy zdanie 3x:DVy:€ P(x,y) — Vy:E3x:D P(x,y)

Zatézmy Jx:DVy:€ P(x,y) (Cel: Yy:£3x:D P(z,y))
WeZzmy dowolne 3 : £. (Cel: 32D P(x,y))
(Uzyjemy reguly eliminacji dla 3)
Niech Z:D bedzie takie, ze Vy:€ P(Z,y). (Cel: 3x:D P(x,7))

Poniewaz Vy:€ P(T,y), oraz § : £, wiec P(T,7).
Poniewaz P(Z,7y), wiec Jz:D P(x,7)).

Poniewaz 3z:DVy:E P(z,y), wiec 3z:D P(z,7)).
Zatem Yy:E3x:D P(x,y).

Zatem Jz:DVy:€ P(x,y) — Vy:£32:D P(z,y).

W najmniejszym pudetku mamy dowdéd tezy Jz:D P(x, ), otrzymany przy dodatkowym zato-
zeniu Vy:€ P(Z,y). Nowo wprowadzona zmienna T, odgrywa tu role ,$wiadka” dla tezy egzys-
tencjalnej Jx:DVy:€ P(x,y). W praktyce matematycznej mamy czesto do czynienia z takim
zabiegiem. Na przykiad:

Wiadomo, ze istniejq liczby przestepne rézne od e © od w. Niech wiec ¢ bedzie takq liczbg . . .
Ostatni przyktad to dowdd formuty C korzystajacy z ,,wolnych” (inaczej ,, globalnych”) zalozen:
Va(P(z) - C), B—3yPy), A—DB, A

Aby wyprowadzi¢ C' musimy najpierw udowodni¢ Jy P(y) i do tej formuly zastosowaé elimi-
nacje 4. Tym razem dowdd nie zaczyna sie od lokalnych zatozen ani deklaracji. Dlatego nie
ma zewnetrznego pudeika.
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(Cel 1: C)
(Cel 2: Jy P(y))
Poniewaz A i A — B, wiec B.
Poniewaz B i B — Jy P(y), wiec Jy P(y).
(Uzyjemy requty eliminacji dla 3)
Niech y bedzie takie, ze P(y). (Cel 2: C)
Poniewaz Vz(P(z) — C), wiec P(y) — C.
Poniewaz P(y) oraz P(y) — C, wiec C.

Poniewaz Jy P(y), wiec C

Zasady budowy dowodu

Dowdéd w naturalnej dedukcji polega na wyprowadzaniu kolejnych wnioskéw z przyjetych
wczesniej zatozen. Kazdy dowdd jest ciggiem skonczonym, w ktérym wystepowaé moga:

e pojedyncze stwierdzenia, tj. zalozenia i wnioski;

e pudetka zawierajace mniejsze dowody.

Pudetka moga by¢ dowolnie zagniezdzone. Dowdd uwazamy za poprawny, jesli stosuje sie do
nastepujacych zasad:

e Kazdy wniosek jest otrzymany poprzez zastosowanie ktorejs z regul wnioskowania. Moga,
by¢ przy tym wykorzystane tylko stwierdzenia i nazwy widoczne z danego miejsca.
W szczegdlnosci, zwrotu ,,Poniewaz A...” lub ,Z zalozenia mamy A...” wolno uzy¢
tylko wtedy, gdy A jest widoczne.

e W kazdym kroku widoczne s tylko stwierdzenia wezesniejsze (juz uzasadnione), w tym
globalne zalozenia.

o Zawartosé¢ pudelka jest niewidoczna na zewnatrz pudetka.

e Stwierdzenia poprzedzajace jakies pudetko sa widoczne wewnatrz tego pudetka. To samo
dotyczy wprowadzonych wczedniej nazw zmiennych.

e Nowa zmienna wprowadzona w wewnetrznym pudeltku ,,zastania” wczeéniejsze deklaracje
zmiennych o tej samej nazwie i wszystkie stwierdzenia odwotujace sie do tej nazwy.

Cwiczenie 18.1 Metoda naturalnej dedukeji udowodnié tautologie (1-21).

Pojecie dowodu mozna $cisle sformalizowaé, (méwimy wtedy o dowodach formalnych). Z dru-
giej strony, zasady naturalnej dedukcji mozna stosowaé, w sposéb mniej formalny, jako wska-
z6wki dotyczace poprawnej budowy zwyklych dowodéw matematycznych pisanych po polsku,
czy angielsku. WidzieliSmy juz, ze logiczny szkielet poprawnego dowodu czesto w znacznym
stopniu przypomina konstrukcje rozwazane powyzej. Taki dowdd latwiej zrozumieé, jesli
przedstawimy sobie jego konstrukcje z pomoca pudelek Jaskowskiego, zwlaszcza jesli istotna
role odgrywaja w nim lokalne zatozenia i zmienne (np. fakt 6.1 i twierdzenie 12.14).

Notacja i terminologia: Jesli formuta o ma dowdéd wykorzystujacy wolne zalozenia ze
zbioru I' = {f1,...,0,} to piszemy I' - a lub f,...,0, F a. Jesli @ mozna udowodnié
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bez wolnych zalozeni, to piszemy F « (zauwazmy réznice pomiedzy znakami F i ). Taka
formule nazywamy twierdzeniem naturalnej dedukcji. Jesli ' = L, to méwimy, ze zbiér I jest
sprzeczny.

Mamy nastepujacy odpowiednik faktu 17.4:

Fakt 18.2 Jesli formula zdaniowa « jest twierdzeniem naturalnej dedukcji, to kaida jej
instancja S(a) tez jest twierdzeniem naturalnej dedukcji.

Dowéd: W dowodzie formuty « zastepujemy kazdy symbol zdaniowy p przez S(p) i dowédd
pozostaje poprawny. O

Pozostawiamy czytelnikowi takie uogdélnienie faktu 18.2 aby obejmowal wnioskowania postaci

ﬁl, ,ﬂn F o.

Poprawnosé¢ i pelnosé
Oczywiscie to co udowodnimy, powinno by¢ prawda. Mowimy, ze system wnioskowania jest
poprawny (lub adekwatny) jesli kazde jego twierdzenie jest tautologia logiczna.

Naturalna dedukcja jest poprawnym systemem dowodzenia, co intuicyjnie uzasadnieniamy
tym, ze reguly wnioskowania pozwalaja z prawdziwych stwierdzen wyprowadzi¢ tylko praw-
dziwe wnioski. Inaczej: jesli wszystkie zalozenia uzyte w jakim$ dowodzie sg speklione, to
takze wszystkie wyprowadzone w nim wnioski sa spelnione.

Sprobujmy te obserwacje nieco uscidli¢. Poniewaz nasz wyktad logiki predykatow byl wysoce
nieformalny, ograniczymy sie do rachunku zdan.

Twierdzenie 18.3 (o poprawnosci) System naturalnej dedukcji dla rachunku zdar jest po-
prawny: dla dowolnej formuly o, jesli - a to = a.

Dowéd: Udowodnimy nieco silniejszy fakt. Dla dowolnej formuty « i dowolnego zbioru I',
jesli TFa to T a. *)
Dowéd przeprowadzimy przez indukcje ze wzgledu na rozmiar. .. dowodu?® formuly a.

Niech wiec I' - o 1 niech p bedzie taka interpretacja, ze [v], = 1 dla wszystkich v € I'. Mamy
wykazaé, ze [a], = 1.

Jesli dowéd T F « polega po prostu na przywolaniu zalozenia (tj. « € T'), to sprawa jest
oczywista. W przeciwnym razie formula o musiata zosta¢ wyprowadzona z uzyciem jednej
z regut wnioskowania. Jako pierwszy przyklad rozpatrzmy reguly zwiazane z implikacja.

Przypusémy, ze o zostala wywnioskowana przez eliminacje implikacji (regule odrywania):

Poniewaz (3 oraz  — «, wiec a.

2Paradoksalnosé¢ tego zdania jest pozorna i wynika z dwojakiego znaczenia stowa ,dowéd”. Raz chodzi tu
o dowdd rozumiany jako uzasadnienie pewnej wlasnosci w jezyku polskim. A drugi raz — o sformalizowany
dowdd w systemie naturalnej dedukcji, inaczej o wyprowadzenie formuly « z zalozen I'.
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To znaczy, ze wczesniej wyprowadzono formuty 5 i 8 — «, uzywajac tych samych zatozen I
Inaczej moéwiac, mamy I' - 3 oraz I' - 0 — «, a na dodatek odpowiednie dowody sa krdtsze.
Z zalozenia indukcyjnego wynika wiec, ze I' = foraz I' = § — a. Stad [B], = [6 — o, =1,
a to oznacza, ze takze [af, = 1.

Rozpatrzmy teraz dowdd o« konczacy sie zastosowaniem reguty wprowadzania implikacji.
W tym przypadku a = a3 — ag i dowdd wyglada mniej wiecej tak:

Zatézmy ;.

Zatem .

Zatem o1 — «o.

Jesli zrobimy w nim dwie drobne zmiany i usuniemy pudetko, to otrzymamy co$ takiego:

Z zatozenia mamy «j.

Zatem .

Mamy tu dowdéd formuly s z zalozert I'U{a; }. Na dodatek ten dowdd jest krétszy i mozemy
uzy¢ zalozenia indukcyjnego. Otrzymujemy wiec I' U {on} = ap. Jedli teraz [ai], = 1 to
takze Jag], =1 skad [a], = 1. A jedli 1], = 0, to takze [a], = 1.

W podobny sposéb postepujemy w pozostatych przypadkach (gdy dowéd I' B « koriczy sie
jakas inna regula). Na przyklad, jesli byt to dowdd przez zaprzeczenie, to istnieje krétszy
dowdd dla I',—a F L, do ktorego stosujemy zatozenie indukcyjne. Szczegdly pozostawiamy
czytelnikowi. O

Ciekawsza (ale trudniejsza) wlasnoscia systemu wnioskowania jest pelnosé. System jest petny,
gdy kazda tautologia jest jego twierdzeniem.?® Pelno$é naturalnej dedukeji dla rachunku
zdan uzasadnimy nieformalnie ponizej. W przypadku logiki predykatow problem petnosci jest
bardziej zltozony i wymaga przede wszystkim usciélenia o jaka doktadnie logike predykatéw
chodzi. Dla logiki pierwszego rzedu, gdzie kwantyfikatory wiaza tylko zmienne indywiduowe,
twierdzenie o pelnosci zachodzi, chociaz jego dowdéd wymaga innych metod niz uzyte ponizej.
Jedli kwantyfikatory moga wiazaé¢ zmienne oznaczajace zbiory, funkcje lub relacje, to mamy
do czynienia z logika wyzszego rzedu. Dla klasycznej logiki wyzszego rzedu naturalna dedukcja
nie jest pelnym systemem wnioskowania. Co gorsza, zaden skonczony system regul nie jest
w tym przypadku pelny.

Pelnosé rachunku zdan.

Zaczniemy od kilku prostych obserwacji. Ich dowody pozostawiamy jako ¢wiczenia.

30Zwykle o pelnodci méwi sie tylko w odniesieniu do systeméw poprawnych.
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Lemat 18.4 Dla dowolnych formut 3 i v zachodzi:

B B;

B —=5;

=8,y E (B V)

By BA;

~BF=(BA7) oraz —yF=(BA7);
By =8 = 7);

BB —=~v oraz Y B —1.

NS T v~

Lemat 18.5 Naturalna dedukcja ma takie wtasnosci:

1. Jesli B, ..., Bn b « to takze B, ..., Bn,y F a (monotonicznosé).

2. Jesli B, ..., Bn b« oraz By, ..., Bp,a by to Bi, ..., Bn v (regula ciecia).
Lemat 18.6 Jesli 51,...,0n, v F a oraz B1,...,0n, "y a to B1,...,08, F .

Dla dowolnej interpretacji zdaniowej ¢ i dowolnej formuly « przyjmijmy, ze

ool @ jesli [[a]].g =1
-, W przeciwnym przypadku.

Na przyktad jesli o(p) =01 o(q) =1, to ¢® =g oraz ((p — q) = p)? ==((p — q) — ).

Lemat 18.7 (Kalmar) Niech pi,...,pn beda wszystkimi symbolami zdaniowymi wystepuja-
cymi w formule a. Wéwcezas pf, ..., ph F af.

Dowéd:  Dowdd przebiega przez indukcje ze wzgledu na dlugosé formuly a. Jedli o jest
zmienna lub stala logiczna to teza jest oczywista (patrz lematy 18.4(1) i 18.5)).

Przypusémy, ze o« = f — 7. Jesli [a], = 0 to [B], = 11 [v], = 0. Formuly 31 v sa
krétsze od o, mamy wiec pf,...,pp = (8 oraz pi,...,p% b —y z zalozenia indukcyjnego. Jesli
za$ mozna udowodni¢ # 1 —y to mozna tez udowodni¢ —(5 — ) (lemat 18.4(6)). Niech
wiec [a], = 1. Sa tu mozliwe dwa przypadki: albo [5], = 0 albo [y], = 1. W pierwszym
przypadku z zalozenia indukcyjnego wiemy, ze pf,...,p% F =8, a w drugim, ze p3,....p% F 7.
W obu przypadkach potrafimy udowodnié¢ § — ~ (lemat 18.4(7)).

Zalézmy teraz, ze a = [V vy i niech [a], = 1. Wtedy jedna z formul 5, v ma dowd6d
przy zalozeniach p3,...,p% i stosujac zasade wprowadzania alternatywy od razu dostajemy
p3,...,ph F B V. Jesli natomiast [a], = 0 to z zalozenia indukcyjnego wynika, ze mamy
dowody formul =y i 3. Teraz tatwo jest udowodni¢ negacje alternatywy (lemat 18.4(3)).

Nastepny przypadek, to a = 8 A y. Tu rozumowanie jest podobne, korzystamy teraz z ¢wi-
czeni 4 1 5. Pozostaje jeszcze przypadek negacji, o = —3. Jedli teraz [of, = 1 to teza wynika
natychmiast z zalozenia indukcyjnego o (3, w przeciwnym razie nalezy z § wyprowadzi¢ po-
dwdjna negacje =3 (lemat 18.4(2)). ]
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Twierdzenie 18.8 (o pelnosci rachunku zdan)  Kazda tautologia zdaniowa ma dowdd
w systemie naturalnej dedukcyi.

Dowad: Niech «a bedzie tautologia zdaniowa. Wtedy a? = «a dla dowolnej interpre-
tacji p. Niech pq, ..., p, beda wszystkimi symbolami zdaniowymi wystepujacymi w formule a.
Udowodnimy, ze dla dowolnego m < n i dowolnego ¢ zachodzi pf,...,ph F a. Przyjmujac
m = 0 otrzymamy + «.

Dowdd przebiega przez indukcje ze wzgledu na n — m. Dla m = n teza wynika z lematu
Kalméra. Przypusémy wiec, ze m < n. Z zalozenia indukcyjnego mamy p5, ..., ph, pmt1 F «
oraz pi,...,pY, “"Pm+1 F a. Poniewaz jednak p,41V —pm1 jest twierdzeniem, wiec nietrudno
jest pokazac, ze p?,...,p% F a (lemat 18.6). ]
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wi, Markowi Rojowi, Maciejowi Roézanskiemu, Krzysztofowi Sachanowiczowi, Stawomirowi
Sadziakowi, Pawlowi Selwetowi, Michalowi Skrzypczakowi, Adamowi Slaskiemu, Marcinowi
Sulikowskiemu, Michalowi Switakowskiemu, Marcinowi Tatjewskiemu, Szymonowi Toruriczy-
kowi, Bartlomiejowi Wisniewskiemu, Wojciechowi Widniewskiemu i Maciejowi Zdanowiczowi.



