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1 J
↪
ezyk logiki matematycznej

Zadaniem matematyki jest badanie rozmaitych abstrakcyjnych obiektów, odkrywanie ich w las-
ności i analizowanie zwi ↪azków pomi ↪edzy tymi w lasnościami. Formu lowanie myśli i stwierdzeń
oraz wi ↪azanie ich ze sob ↪a w sposób ścis ly i jednoznaczny, a jednocześnie zrozumia ly, ma tu
pierwszorz ↪edne znaczenie. Aby odpowiednie dać rzeczy s lowo pos lugujemy si ↪e umownymi
skrótami i konwencjami. Jedn ↪a z takich konwencji jest używanie ustalonych spójników lo-
gicznych i kwantyfikatorów do budowania os ↪adów (stwierdzeń, zdań) z lożonych z prostszych
wyrażeń. W ten sposób znaczenie z lożonego os ↪adu (zdania) jest jednoznacznie określone przez
znaczenie jego sk ladowych. Skróty stosowane przy tej okazji nazywamy notacj ↪a logiczn ↪a.

Na przyk lad, jeśli A i B s ↪a pewnymi stwierdzeniami, to wyrażenie ”A i B”(zapisywane w skró-
cie jako A ∧ B) orzeka, że ma miejsce zarówno stan rzeczy opisany przez A jak i przez B.
Wyrażenie to nazywamy koniunkcj ↪a os ↪adów A i B. W j ↪ezyku polskim koniunkcji odpowiada
s lowo i , ale także każde ze s lów oraz , a, ale, różni ↪acych si ↪e odcieniami znaczeniowymi.
Te różnice znaczeniowe znikaj ↪a w j ↪ezyku matematyki, gdzie koniunkcja stanowi tylko suche
stwierdzenie koincydencji dwóch faktów.

Alternatywa os ↪adów A i B to wyrażenie ”A lub B” (w skrócie A ∨B). Stwierdza ono zaj́scie
co najmniej jednej z możliwości, może A, może B (a być może obu). W j ↪ezyku polskim
alternatywie odpowiadaj ↪a s lowa lub i albo1 ale także na przyk lad zwrot ”A, chyba że B”.

Sens koniunkcji i alternatywy jest dosyć oczywisty i na ogó l zgodny ze sposobem w jaki
w j ↪ezyku polskim używamy s lów i oraz lub. Znacznie mniej jasne jest jak należy ścísle inter-
pretować stwierdzenie postaci ”jeśli A to B”, czyli implikacj ↪e (w skrócie A → B). Chcemy
oczywíscie powiedzieć, że A→ B wyraża wynikanie stwierdzenia B ze stwierdzenia A, ale co
to naprawd ↪e znaczy ”wynikanie”?

1Czasami s lowo albo używane jest w znaczeniu tzw. alternatywy wykluczaj ↪acej, ale my nie b ↪edziemy
stosować tej zasady.
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Wynikanie w matematyce to zwykle tzw. implikacja materialna, wyrażaj ↪aca jedynie ”ob-
serwacyjn ↪a” zależność pomi ↪edzy przes lank ↪a i konkluzj ↪a: implikacja A → B zachodzi wtedy,
gdy zaj́sciu A z pewności ↪a towarzyszy B. Przy tym, jeśli A nie ma miejsca, to implikacj ↪e
akceptujemy ”walkowerem”. Ścis l ↪a definicj ↪e implikacji materialnej można podać, odwo lu-
j ↪ac si ↪e do koncepcji wartości logicznej . Otóż przyjmujemy, że każde poprawnie zbudowane
i jednoznacznie sformu lowane wyrażenie o charakterze orzekaj ↪acym (zdanie logiczne) jest albo
prawdziwe albo fa lszywe.2 Inaczej, każde zdanie logiczne ma wartość logiczn ↪a: jest ni ↪a prawda
(oznaczana zwykle przez 1) lub fa lsz (oznaczany przez 0). W naszej dwuwartościowej logi-
ce (któr ↪a nazywamy też logik ↪a klasyczn ↪a) znaczenie spójników logicznych można opisywać
dobrze znanymi tabelkami. Dla koniunkcji i alternatywy tabelka wygl ↪ada tak:

A B A ∧B A ∨B
0 0 0 0
0 1 0 1
1 0 0 1
1 1 1 1

Natomiast idea implikacji materialnej może być wyrażona tak:

A B A→ B

0 0 1
0 1 1
1 0 0
1 1 1

Implikacja jest wi ↪ec fa lszywa tylko wtedy, gdy przes lanka jest prawdziwa, a konkluzja fa lszywa.
W pozosta lych przypadkach musimy uznać implikacj ↪e za prawdziw ↪a.

Jak już powiedzielísmy, wartość logiczna, któr ↪a przypisujemy implikacji A → B zależy wy-
 l ↪acznie od wartości logicznych przypisanych jej przes lance A i konkluzji B. Wartość ta nie
zależy natomiast od samej treści tych wyrażeń, czy też jakichkolwiek innych zwi ↪azków po-
mi ↪edzy A i B. W szczególności, wypowiedzi A i B mog ↪a mówić o zaj́sciu jakichś zdarzeń
i wtedy wartość logiczna implikacji materialnej A → B nie ma nic wspólnego z ich ewentu-
alnym nast ↪epstwem w czasie, lub też z tym, że jedno z tych zdarzeń spowodowa lo drugie.
W j ↪ezyku polskim stwierdzenie ”jeśli A to B” oczywíscie sugeruje taki zwi ↪azek, np. w zdaniu:

Jeśli zasilanie jest w l ↪aczone, to drukarka dzia la.

Ale przecież implikacja materialna nie zachodzi, o czym dobrze wiedz ↪a użytkownicy drukarek.
Co wi ↪ecej, zwykle materialn ↪a prawd ↪a jest stwierdzenie odwrotne:

Jeśli drukarka dzia la, to zasilanie jest w l ↪aczone.

Natomiast zdanie

Drukarka dzia la, ponieważ zasilanie jest w l ↪aczone,
2Wyrażenie zawieraj ↪ace zmienne, jak np.

”
3 + x = y”, można zinterpretować jako prawdziwe lub fa lszywe,

gdy określone s ↪a wartości zmiennych.
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stwierdza zwi ↪azek przyczynowo-skutkowy, a ponadto faktyczne zaj́scie wymienionych zdarzeń,
a to nie daje si ↪e wyrazić za pomoc ↪a materialnej implikacji.

Nast ↪epny ważny spójnik logiczny to negacja. Mówimy ”nieprawda, że A”, i piszemy w skró-
cie ¬A, gdy chcemy powiedzieć, że A nie ma miejsca, tj. że przypuszczenie A prowadzi
do sprzeczności (fa lszu, absurdu). Jeśli sam absurd (zdanie wzorcowo fa lszywe) oznaczymy
przez ⊥, to negacja ¬A jest tym samym co implikacja A → ⊥. W logice dwuwartościowej
negacj ↪e opisujemy tabelk ↪a:

A ¬A
0 1
1 0

W myśl tej tabeli, jedno ze stwierdzeń A i ¬A musi być prawdziwe; zasada ta, zapisywana
jako A ∨ ¬A, nosi nazw ↪e prawa wy l ↪aczonego środka (tertium non datur).

Pozostaje jeszcze równoważność A ↔ B, któr ↪a czytamy ”A wtedy i tylko wtedy, gdy B”.
Równoważność wyraża t ↪e sam ↪a myśl co koniunkcja dwóch implikacji: (A → B) ∧ (B → A),
a wi ↪ec uznamy j ↪a za prawdziw ↪a, gdy wartości logiczne A i B s ↪a takie same. Na przyk lad
równoważność A↔ ¬¬A jest zawsze prawdziwa.

Zwróćmy jeszcze uwag ↪e na utarte w matematyce znaczenie pewnych zwrotów j ↪ezyka polskiego:

• Zdanie ”A, tylko (wtedy) gdy B” odpowiada implikacji A → B, natomiast zdaniem

”A wtedy, gdy B” stwierdzamy implikacj ↪e B → A.

• Implikacja A→ B jest nazywana implikacj ↪a odwrotn ↪a do B → A.

• Gdy zachodzi implikacja A → B, to mówimy, że A jest warunkiem wystarczaj ↪acym
na B, natomiast B nazywamy warunkiem koniecznym dla A.

• Jeśli zaś stwierdzamy, że A ↔ B, to możemy powiedzieć, że A jest warunkiem ko-
niecznym i wystarczaj ↪acym na B. (Oczywíscie wtedy B jest też warunkiem koniecznym
i wystarczaj ↪acym na A.)

Nawiasy: Zasady użycia nawiasów w wyrażeniach logicznych s ↪a określone przez priorytety ,
które przypisujemy spójnikom. Najsilniej wi ↪aże negacja, potem (równorz ↪ednie) koniunkcja
i alternatywa, a najniższy priorytet maj ↪a implikacja i równoważność. Zatem na przyk lad
wyrażenie ¬A ∨ B → C oznacza to samo co ((¬A) ∨ B) → C, a napis A ∨ B ∧ C jest
niepoprawny.

Kwantyfikatory

S lowo predykat oznacza wyrażon ↪a w jakimś j ↪ezyku ”w lasność” lub ”relacj ↪e” odnosz ↪ac ↪a si ↪e do
pewnych obiektów. Na przyk lad w zdaniu ”Liczba 5 jest parzysta” rol ↪e predykatu odgrywa
s lowo parzysta, a w zdaniu ”2 = 1 → 3 < 2” rol ↪e t ↪e pe lni ↪a relacje równości i mniejszości
oznaczone znakami = i <. Predykat może być z lożony: formu la x = 2 → 3 < x określa
pewien predykat odnosz ↪acy si ↪e do zmiennej x.
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Z logik ↪a predykatów mamy do czynienia wtedy, gdy analizujemy sens logiczny zdań zawiera-
j ↪acych predykaty. Zdania takie mog ↪a być budowane z pomoc ↪a spójników logicznych ∧, ∨, →,
¬ i ↔, ale także przy użyciu kwantyfikatorów .

Przypuśćmy, że A(x) wyraża pewn ↪a w lasność obiektów x należ ↪acych do dziedziny D. Jeśli
chcemy stwierdzić, że wszystkie elementy x dziedziny D maj ↪a w lasność A(x), to możemy
napisać ∀x∈DA(x) lub ∀x:DA(x). Czytamy to zwykle tak: ”Dla każdego x należ ↪acego do D
zachodzi A(x)” albo tak: ”Dla każdego x typu D zachodzi A(x)”. Znak ∀ nazywamy kwanty-
fikatorem ogólnym lub uniwersalnym.

Natomiast kwantyfikator szczegó lowy , inaczej egzystencjalny , ∃, s luży do wyrażania stwierdzeń
postaci ”Dla pewnego x typu D zachodzi A(x)”, które zapisujemy tak: ∃x∈DA(x) lub tak:
∃x:DA(x).

Dziedzin ↪e D, któr ↪a przebiegaj ↪a wartości zmiennej x, cz ↪esto traktujemy jako domyśln ↪a i po
prostu piszemy ∃xA(x). Podobnie post ↪epujemy z kwantyfikatorem ∀. Inne popularne uprosz-
czenie polega na pisaniu np. ∀xy:D . . . zamiast ∀x:D∀y:D . . .

Wartości logicznych wyrażeń kwantyfikatorowych nie da si ↪e zdefiniować za pomoc ↪a tabelek.
Na przyk lad dlatego, że dziedzina D może być nieskończona. Ale też dlatego, że znaczenie
danego zdania zależy tutaj od znaczenia wszystkich wyst ↪epuj ↪acych w nim symboli (predyka-
tów, nazw obiektów i funkcji). Na przyk lad sens zdania ∀x:D(f(x) < 0 → x < 1) zależy od
dziedziny D i od tego co oznaczaj ↪a symbole f , <, 0, 1. Możemy tylko powiedzieć, że:

• Stwierdzenie ∀x:Dϕ(x) jest spe lnione wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie elementy d ∈ D
maj ↪a w lasność ϕ(d).

• Stwierdzenie ∃x:Dϕ(x) jest spe lnione wtedy i tylko wtedy, gdy przynajmniej jeden
element d ∈ D ma w lasność ϕ(d).

Nawiasy: Istniej ↪a dwie tradycje nawiasowania wyrażeń z kwantyfikatorami. Pierwsza nadaje
kwantyfikatorom najwyższy priorytet, tj. formu l ↪e ∀xP (x)→ R(y) należy rozumieć tak samo
jak (∀xP (x))→ R(y). W zasi ↪egu kwantyfikatora znajduje si ↪e jedynie najbliższy cz lon formu ly.
Druga tradycja rozci ↪aga zasi ↪eg kwantyfikatora najdalej jak to możliwe, wtedy jednak po
zmiennej zwiazanej kwantyfikatorem należy postawić kropk ↪e, która niejako zast ↪epuje nawias.
Można wi ↪ec napisać ∀x. P (x)→ R(y) zamiast ∀x(P (x)→ R(y)).

Zmienne wolne i zwi
↪

azane: Jak już mówilísmy, znaczenie zmiennych wyst ↪epuj ↪acych
w danym stwierdzeniu ma wp lyw na jego wartość logiczn ↪a. Na przyk lad warunek ”x > 4” jest
spe lniony, gdy wartości ↪a x jest liczba 5. Ale ocena prawdziwości każdego ze zdań ”∀x:N. x > 4”
i ”∃x:N. x > 4” nie wymaga już określenia wartości x. W tych zdaniach zmienna x zosta la
zwi ↪azana kwantyfikatorem. Zdanie ”∀x:N. x > 4” nie wyraża już żadnej w lasności liczby x,
a raczej w lasność relacji wi ↪ekszości w zbiorze N. Równie dobrze zamiast ”∀x:N. x > 4”
moglibyśmy przecież napisać ”∀z:N. z > 4”. Albo powiedzieć po polsku ”każda liczba na-
turalna jest wi ↪eksza od 4”.

A zatem wartość logiczna formu ly zależy tylko od zmiennych, które nie s ↪a zwi ↪azane kwanty-
fikatorami. Nazywamy je zmiennymi wolnymi . Na przyk lad w formule ∃x:N(x > 4 ∨ y ≤ x)
zmienna x jest zwi ↪azana a zmienna y jest wolna. Formu la ta wyraża wi ↪ec pewien predykat
odnosz ↪acy si ↪e do y (ten sam co ∃u:N.u > 4 ∨ y ≤ u).

Zauważmy jednak, że wi ↪azanie zmiennych przez kwantyfikator odnosi si ↪e tylko do tego pod-
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wyrażenia, którego dotyczy ten kwantyfikator. Wyst ↪apienia zmiennej poza zasi ↪egiem kwan-
tyfikatora pozostaj ↪a wolne. A wi ↪ec ta sama zmienna może być zarówno wolna jak i zwi ↪azana,
jak np. zmienna x w formule (∀x:N. x > 0 ∨ x ≤ y) → x = 1. Tutaj wolne s ↪a zarówno
zmienne y jak i x (w swoim trzecim wyst ↪apieniu), a wi ↪ec wartość formu ly zależy od nich obu.

Aby unikn ↪ać problemów z interpretacj ↪a wyrażeń zawieraj ↪acych zmienne wolne i zwi ↪azane, pa-
mi ↪etajmy o tym, że znaczenie takiego wyrażenia nie zależy od wyboru zmiennych zwi ↪azanych.
Można wi ↪ec dobrać zmienne zwi ↪azane w ten sposób, aby si ↪e nie myli ly ze zmiennymi wolnymi,
np. nasz ↪a formu l ↪e napiszemy tak: (∀z:N. z > 0 ∨ z ≤ y)→ x = 1.

Zjawisko wi ↪azania zmiennych wyst ↪epuje nie tylko w wyrażeniach o charakterze logicznym.
Na przyk lad ca lk ↪e

∫ x+1
x x2 dx powinnísmy rozumieć tak samo jak

∫ x+1
x y2 dy, bo zmienna x

w wyrażeniu x2 (ale nie w granicach ca lkowania) jest zwi ↪azana przez dx. Identyfikatory
lokalne w programowaniu to także nic innego jak zmienne zwi ↪azane (swoimi deklaracjami),
a identyfikatory globalne odpowiadaj ↪a zmiennym wolnym.

Konfuzje sk ladniowe

J ↪ezyk formu l matematycznych rz ↪adzi si ↪e nieco innymi prawami niż j ↪ezyk polski (i każdy inny
j ↪ezyk naturalny). Ma swoje w lasne regu ly sk ladniowe, dopuszczaj ↪ace znacznie mniejsz ↪a dowol-
ność interpretacyjn ↪a. T lumacz ↪ac zdania j ↪ezyka polskiego na j ↪ezyk matematyki (i odwrotnie),
należy o tym pami ↪etać. Na przyk lad te dwa zdania maj ↪a bardzo podobn ↪a budow ↪e:

Każdy kot ma w ↪asy.
Pewien kot ma w ↪asy.

Można je ”przet lumaczyć” na j ↪ezyk logiki tak:

∀x:Kot .MaW ↪asy(x);
∃x:Kot .MaW ↪asy(x),

ale czasem robi si ↪e to inaczej, i wtedy podobieństwo znika:

∀x(Kot(x)→ MaW ↪asy(x));
∃x(Kot(x) ∧MaW ↪asy(x)).

Dość cz ↪estym b l ↪edem jest w laśnie mylenie koniunkcji z implikacj ↪a w zasi ↪egu dzia lania kwan-
tyfikatora. A oto inny przyk lad. Zdania:

Liczba 6 jest parzysta;

Liczba 6 jest dwukrotności ↪a pewnej liczby,

oznaczaj ↪a to samo. Zaprzeczeniem pierwszego z nich jest oczywíscie zdanie

Liczba 6 nie jest parzysta,

ale zaprzeczeniem drugiego nie jest zdanie

Liczba 6 nie jest dwukrotności ↪a pewnej liczby,
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otrzymane przecież przez analogiczn ↪a operacj ↪e ”podstawienia”. Użycie s lowa ”pewnej”powoduje
bowiem, że to zdanie rozumiemy jako ∃x(¬6 = 2x), a nie jako ¬∃x(6 = 2x).

Innym popularnym b l ↪edem jest mylenie koniunkcji z alternatyw ↪a w przes lance implikacji,
zw laszcza gdy wyst ↪epuje tam negacja. Mamy bowiem sk lonność do powtarzania s lowa ”nie”
w obu cz lonach za lożenia i nie razi nas zdanie

Kto nie ma biletu lub nie jest pracownikiem teatru, ten nie wejdzie na przedstawienie.

Ale od tekstu matematycznego oczekujemy wi ↪ecej ścis lości i w takim tekście zdanie:

Jeśli x nie jest równe 2 lub nie jest równe 3, to x2 − 5x+ 6 nie jest zerem.

może wprowadzić czytelnika w b l ↪ad. ”Dos lowne” t lumaczenie tego zdania na j ↪ezyk logiki
predykatów, to przecież formu la

¬(x = 2) ∨ ¬(x = 3)→ ¬(x2 − 5x+ 6 = 0),

a nie formu la

¬(x = 2 ∨ x = 3)→ ¬(x2 − 5x+ 6 = 0).

Wielu takich dwuznaczności unikniemy, gdy przypomnimy sobie, że w j ↪ezyku polskim istniej ↪a
takie s lowa jak ani i żaden.

Cena jak ↪a p lacimy za ścis lość j ↪ezyka matematyki, to cz ↪esto pewne ograniczenia i utrudnienia.
Zastanówmy si ↪e jak w j ↪ezyku logiki predykatów wyrazić stwierdzenie:

Jeśli Joe ma os la, to go bije.

Chcia loby si ↪e napisać tak: (∃x:Osio l .Ma(Joe, x))→ Bije(Joe, x). Ale ta formu la jest niedo-
bra, bo zasi ↪eg kwantyfikatora obejmuje tylko przes lank ↪e implikacji i zmienna x jest wolna
w konkluzji. Zdanie ∃x:Osio l (Ma(Joe, x) → Bije(Joe, x)) jest tym bardziej nie na temat.
Jest ono ”walkowerem” prawdziwe, bo na pewno istniej ↪a os ly, których Joe nie ma. Aby
rozwi ↪azać problem bitego os la musimy (wbrew intuicji) użyć kwantyfikatora. . . ogólnego:

∀x:Osio l (Ma(Joe, x)→ Bije(Joe, x)).
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2 Typy i zbiory

Matematycy ch ↪etnie pos luguj ↪a si ↪e j ↪ezykiem teorii zbiorów. Trudno sobie wyobrazić wspó l-
czesny tekst matematyczny, w którym zbiory nie pojawiaj ↪a si ↪e w taki, czy inny sposób.
Dlatego w naszym wyk ladzie też poświ ↪ecimy im dużo miejsca. Oczywíscie nie sposób jest
podać ścis lej definicji tak pierwotnego poj ↪ecia jakim jest zbiór. Georg Cantor, twórca teorii
zbiorów (zwanej też teori ↪a mnogości) próbowa l zrobić to tak:

Zbiorem nazywamy zgromadzenie w jedn ↪a ca lość wyraźnie wyróżnionych
przedmiotów naszej intuicji lub naszej myśli.

Sens definicji Cantora jest taki: Jeśli potrafimy wyodr ↪ebnić pewne przedmioty za pomoc ↪a
jakiegoś kryterium wyboru (predykatu), to te przedmioty tworz ↪a dobrze określony zbiór.
A wi ↪ec zbiór to w istocie ”upostaciowienie”, albo ”materializacja” pewnego predykatu. Jest
to wygodny skrót myślowy: zamiast mówić o wszystkich przedmiotach x, spe lniaj ↪acych kry-
terium K(x), wygodniej rozważać tylko jeden przedmiot – zbiór z nich z lożony. Na oznaczenie
tego zbioru można użyć notacji {x | K(x)}. Zauważmy, że x jest tu zwi ↪azane, tj. {x | K(x)}
to to samo co {y | K(y)}.

K lopoty ze zbiorami

Na co dzień poj ↪ecie zbioru s luży nam w laśnie jako wygodny skrót myślowy. Ale jeśli raz
zgodzilísmy si ↪e traktować zbiory tak jak wszystkie inne przedmioty, musimy si ↪e też zgodzić
na konsekwencje, na przyk lad na zbiory zbiorów. W ”naiwnej teorii mnogości” można by lo na
przyk lad rozważać zbiór wszystkich zbiorów: Z = {x | x jest zbiorem}. Oczywíscie taki zbiór
musia lby być swoim w lasnym elementem (co zapiszemy tak: Z ∈ Z). To jeszcze nic z lego, ale
co pocz ↪ać z takim zbiorem:

R = {x | x jest zbiorem i x 6∈ x} ?

Niebezpieczne pytanie: czy R ∈ R? Jeśli R ∈ R, to R musi spe lniać warunek R 6∈ R. A jeśli
R 6∈ R, to warunek definiuj ↪acy zbiór nie jest spe lniony i mamy R ∈ R. Tak czy owak, jest źle!

Powyższe rozumowanie, zwane antynomi ↪a Russella, wskazuje na to, że ”naiwne” pojmowanie
zbiorów prowadzi do sprzeczności. Ale nie wynika st ↪ad, że ca la teoria zbiorów jest bezuży-
teczna. Przeciwnie, poj ↪ecie zbioru jest wygodne i potrzebne, k lopoty pojawiaj ↪a si ↪e wtedy,
gdy go nadużywamy.

Gdy mówimy o kryterium odróżniaj ↪acym jakieś obiekty od innych, musimy bowiem pami ↪etać,
że nie każde kryterium K(x) ma sens dla dowolnego x. Wartości zmiennej x w sposób jawny
lub domyślny przebiegaj ↪a zawsze jak ↪aś konkretn ↪a dziedzin ↪e D (powiemy, że x jest typu D).
Zamiast {x | K(x)} powinnísmy wi ↪ec raczej napisać {x:D | K(x)} lub {x ∈ D | K(x)}.

Przy tej okazji zauważmy, że ca la dziedzina D też jest zbiorem (wyróżnionym z siebie samej
przez trywialne, zawsze spe lnione, kryterium). Przestrzeń, z której wyodr ↪ebnia si ↪e zbiory,
jest jednak na ogó l tworem bardziej ”pierwotnym” niż jakikolwiek predykat odnosz ↪acy si ↪e do
elementów tej przestrzeni. Dlatego takie dziedziny b ↪edziemy cz ↪esto nazywać typami . Można
na przyk lad mówić o typie N liczb naturalnych, typie R liczb rzeczywistych, czy też o typie
Bool wartości logicznych, którego elementami s ↪a prawda i fa lsz .
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Uwaga: Każdemu obiektowi powinnísmy w zasadzie jednoznacznie przypisać jego typ. Cza-
sem jednak naturalne jest to, że obiekt danego typu D w pewnych sytuacjach może być
uważany za obiekt innego typu E . Tak jest na przyk lad z liczbami naturalnymi, które mog ↪a
być też uważane za liczby rzeczywiste. Wówczas mówimy o tym, że typ D jest podtypem
typu E , i o (domyślnej lub jawnej) koercji lub konwersji elementów typu D w elementy typu E .

Podzbiory i pot
↪
egi

Jak powiedziano wyżej, zbiór z lożony dok ladnie z tych elementów typu D, które spe lniaj ↪a
warunek K(x), oznaczamy przez {x :D | K(x)} lub {x ∈ D | K(x)}. Napis ”y ∈ A” czytamy

”y jest elementem zbioru A”. A wi ↪ec dla y : D mamy równoważność:

K(y) ↔ y ∈ {x:D | K(x)}.

Zamiast {x :D | x ∈ A ∧K(x)} piszemy po prostu {x∈A | K(x)}. Napis {x | K(x)} ma zaś
sens wtedy, gdy typ zmiennej x jest znany.

Innym sposobem zdefiniowania zbioru (ale tylko skończonego) jest bezpośrednie wyliczenie:
zbiór, którego elementami s ↪a x1, . . . , xn oznaczymy przez {x1, . . . , xn}. W szczególności {x}
oznacza singleton x, tj. zbiór, którego jedynym elementem jest x.

Mówimy, że zbiór A jest zawarty w zbiorze B (lub, że jest jego podzbiorem) wtedy i tylko
wtedy, gdy zachodzi warunek ∀z(z ∈ A → z ∈ B). Piszemy wówczas ”A ⊆ B”. W szcze-
gólności, każdy zbiór z lożony z elementów typu D jest podzbiorem typu D. Podzbiory takie
tworz ↪a typ pot ↪egowy P(D) nazywany typem pot ↪egowym typu D. Ogólniej, jeśli A : P(D), to
zbiór wszystkich podzbiorów A, czyli zbiór

P(A) = {X : P(D) | X ⊆ A}

nazywamy zbiorem pot ↪egowym zbioru A. Oczywíscie zachodzi równoważność:

A ∈ P(B) ↔ A ⊆ B.

Używamy nast ↪epuj ↪acych skrótów:

A 6⊆ B oznacza ¬A ⊆ B;

A  B oznacza A ⊆ B ∧A 6= B.

Uwaga: Należy odróżniać zawieranie (⊆) od należenia (∈).

Równość

Napis ”x = y” oznacza, że x i y s ↪a nazwami tego samego przedmiotu. Napis taki ma sens
wtedy, gdy obiekty oznaczone przez x i y s ↪a tego samego typu. Sposób ustalenia czy x i y
oznaczaj ↪a to samo zależy oczywíscie od tego jaki to jest typ. Zawsze można jednak przytoczyć
ogóln ↪a zasad ↪e Leibniza: obiekty równe to te, które spe lniaj ↪a dok ladnie te same kryteria:

∀x:D∀y:D(x = y ↔ ∀A:P(D)(x ∈ A↔ y ∈ A)),

któr ↪a możemy zapisać w skrócie tak:

x = y ↔ ∀A(x ∈ A↔ y ∈ A).
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Cz ↪esto spotykane sformu lowanie ”istnieje dok ladnie jeden element x : D o w lasności W (x)”
możemy wyrazić z pomoc ↪a równości, pisz ↪ac ∃x :D(W (x) ∧ ∀y :D(W (y) → y = x)). Zapisu-
jemy to w skrócie jako ∃!x :D.W (x).

Równość zbiorów. Jak powiedzielísmy, zbiór to pewien skrót myślowy. W istocie chodzi
o elementy spe lniaj ↪ace pewne kryterium wyboru. Inaczej mówi ↪ac, zbiór jest jednoznacznie
określony przez swoje elementy. Sposób w jaki określamy elementy zbioru (np. ich kolejność)
nie ma znaczenia, ważne jest jedynie to, czy dany przedmiot należy do naszego zbioru, czy nie.
Wyrażamy t ↪e w lasność za pomoc ↪a nast ↪epuj ↪acej zasady jednoznaczności : Dla A,B : P(D),

A = B ↔ ∀z(z ∈ A↔ z ∈ B).

Aby udowodnić, że dwa zbiory A i B s ↪a równe, post ↪epujemy wi ↪ec zwykle tak: pokazujemy,
że każdy element zbioru A należy też do B, a każdy element zbioru B należy do A. A zatem
równość zbiorów to ich wzajemne zawieranie.

Fakt 2.1 ∀A,B :P(D)(A = B ↔ A ⊆ B ∧B ⊆ A).

Przyk lad: Zgodnie z zasad ↪a jednoznaczności napisy {a, b}, {b, a}, {b, a, b} i {a, b, b, a} (a jeśli
a = b, to także napisy {a} i {b}) oznaczaj ↪a ten sam zbiór.

Mówimy, że zbiór jest pusty , gdy nie ma żadnego elementu.

Fakt 2.2 Każdy typ D ma dok ladnie jeden pusty podzbiór.

Dowód: Przypuśćmy, że A1, A2 : P(D) oraz ∀x:D(x 6∈ A1) oraz ∀x:D(x 6∈ A2). Wtedy

∀x:D(x ∈ A1 ↔ x ∈ A2)

co oznacza (z jednoznaczności), że A1 = A2. �

Zbiór pusty oznaczamy symbolem ∅.

Uwaga: Mówi ↪ac, że zbiór A jest pusty, zaprzeczamy stwierdzeniu ∃x. x ∈ A; zauważmy, że
znaczy to tyle samo, co stwierdzenie ∀x. x 6∈ A. Inaczej:

¬∃x. x ∈ A wtedy i tylko wtedy, gdy ∀x. x 6∈ A.

Powyższa równoważność jest przyk ladem zastosowania prawa De Morgana:

¬∃x.W (x) wtedy i tylko wtedy, gdy ∀x.¬W (x).

Analogicznie, zaprzeczeniem tezy uniwersalnej jest teza egzystencjalna:

¬∀xW (x) wtedy i tylko wtedy, gdy ∃x.¬W (x).

Dzia lania na zbiorach

Niech A,B : P(D). Wówczas:

• Sum ↪a zbiorów A i B nazywamy zbiór A ∪B = {x :D | x ∈ A ∨ x ∈ B}.
• Iloczyn lub przeci ↪ecie zbiorów A i B to zbiór A ∩B = {x :D | x ∈ A ∧ x ∈ B}.
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• Różnic ↪a zbiorów A i B nazywamy zbiór A−B = {x :D | x ∈ A ∧ x 6∈ B}.
• Dope lnienie zbioru A (do typu D) to zbiór −A = {x :D | x 6∈ A} (czyli różnica D−A).

• Różnica symetryczna zbiorów A i B to zbiór A−· B = (A−B) ∪ (B −A).

Dla odróżnienia od sumy prostej (patrz niżej), ”zwyk l ↪a” sum ↪e nazywamy czasem sum ↪a mno-
gościow ↪a lub teoriomnogościow ↪a. Także o przeci ↪eciu zbiorów mówimy ”iloczyn mnogościowy”.

Uwaga: Definicja dope lnienia zbioru A zależy od typu D. Jeśli typ nie jest ustalony, poj ↪ecie
dope lnienia nie ma sensu. Ale typ zazwyczaj wynika z kontekstu.

Ćwiczenie 2.3 Przypuśćmy, że zbiór A ma n elementów, a zbiór B ma m elementów. Ile
elementów mog ↪a mieć zbiory A ∪B, A ∩B, A−B?

Ćwiczenie 2.4 Udowodnić, że dla dowolnych A i B jeśli A−B = ∅ to A ⊆ B.

Rozwi
↪

azanie: Mamy udowodnić, że dla każdych A i B, z za lożenia A−B = ∅ wynika teza
A ⊆ B. Przypuśćmy wi ↪ec, że A i B s ↪a zbiorami spe lniaj ↪acymi warunek A−B = ∅. Naszym
zadaniem jest wykazanie, że A ⊆ B, czyli że ∀x (x ∈ A → x ∈ B). Inaczej: każdy element x
zbioru A ma należeć do B. Rozważmy wi ↪ec jakís element x ∈ A, pokażemy, że x ∈ B.

Pos lużymy si ↪e wnioskowaniem przez zaprzeczenie: przypuśćmy, że x 6∈ B. Skoro x ∈ A
i x 6∈ B, to x ∈ A − B. Ale A − B = ∅, wi ↪ec x ∈ ∅, co jest niemożliwe. Hipoteza x 6∈ B
okaza la si ↪e fa lszywa, czyli faktycznie x ∈ B.

A zatem udowodnilísmy implikacj ↪e x ∈ A→ x ∈ B, a ponieważ x by l zupe lnie dowolny, wi ↪ec
możemy stwierdzić, że zachodzi warunek ∀x (x ∈ A → x ∈ B), czyli A ⊆ B. Ostatecznie
widzimy, że zawieranie A ⊆ B musi zachodzić zawsze wtedy, gdy A−B = ∅.

Powyższe rozwi ↪azanie jest oczywíscie nieco ”przegadane”. Zwykle taki dowód zapiszemy
w zwi ↪ez ly sposób:

Niech A−B = ∅ oraz x ∈ A. Gdyby x 6∈ B, to x ∈ A−B = ∅, sprzeczność. Zatem x ∈ B.

Przyjrzyjmy si ↪e bliżej konstrukcji naszego dowodu. Zauważmy na przyk lad różnic ↪e pomi ↪edzy
za lożeniami x ∈ A i x 6∈ B. Pierwsze z tych za lożeń obowi ↪azuje wsz ↪edzie tam gdzie mowa
o hipotetycznym przedmiocie x, drugie za lożenie potrzebne nam by lo tylko ”lokalnie” dla
wykazania jego fa lszywości.

Także sama nazwa x ma sens tylko w ”wewn ↪etrznej” cz ↪eści rozumowania (nie ma przecież
w tezie twierdzenia mowy o żadnym x). Przypomina to zjawisko znane z programowania:
lokalnie zadeklarowanego identyfikatora używamy tylko w bloku zawieraj ↪acym jego deklaracj ↪e.

Struktur ↪e blokow ↪a naszego dowodu przedstawimy na rysunku z pomoc ↪a pude lek Jaśkowskiego.
(Uczynione kursyw ↪a adnotacje o ”celu”nie s ↪a cz ↪eści ↪a dowodu, ale dodatkowym komentarzem.)
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Za lóżmy, że A−B = ∅. (Cel 1: A ⊆ B)
Weźmy dowolne x ∈ A. (Cel 2: x ∈ B)
Za lóżmy, że x 6∈ B. (Cel 3: sprzeczność)
Skoro x ∈ A i x 6∈ B, to x ∈ A−B.
Ale A−B = ∅, wi ↪ec x ∈ ∅ – sprzeczność. (Cel 3 osi ↪agni ↪ety)

Zatem x ∈ B. (Cel 2 osi ↪agni ↪ety)
Zatem ∀∈x (x ∈ A→ x ∈ B), czyli A ⊆ B. (Cel 1 osi ↪agni ↪ety)

Zatem jeśli A−B = ∅ to A ⊆ B.

Na dobr ↪a spraw ↪e należa loby ca ly rysunek w lożyć do jeszcze jednego dużego pude lka, zaczy-
naj ↪acego si ↪e od ”Niech A i B b ↪ed ↪a dowolnymi zbiorami. . .

Ćwiczenie 2.5 Udowodnić, że dla dowolnych A, B, C, jeśli A−B ⊆ C to A ⊆ B ∪ C.

Rozwi
↪

azanie: Za lóżmy, że A − B ⊆ C. Aby wykazać A ⊆ B ∪ C, przypuśćmy, że x ∈ A.
Jeśli x ∈ B to oczywíscie x ∈ B∪C, w przeciwnym razie x ∈ A−B ⊆ C, sk ↪ad x ∈ C ⊆ B∪C.

W powyższym zwi ↪ez lym dowodzie wyst ↪epuje wnioskowanie przez przypadki. Bardziej szcze-
gó low ↪a wersj ↪e tego dowodu przedstawimy z pomoc ↪a pude lek:

Za lóżmy, że A−B ⊆ C. (Cel 1: A ⊆ B ∪ C)
Weźmy dowolne x ∈ A. (Cel 2: x ∈ B ∪ C)
Wiadomo, że x ∈ B lub x 6∈ B.

Przypuśćmy, że x ∈ B. (Cel 3: x ∈ B ∪ C)
Wtedy x ∈ B ∪ C (Cel 3 osi ↪agni ↪ety)

Przypuśćmy, że x 6∈ B. (Cel 4: x ∈ B ∪ C)
Ponieważ x ∈ A i x 6∈ B, wi ↪ec x ∈ A−B.
Ponieważ x ∈ A−B oraz A−B ⊆ C, wi ↪ec x ∈ C.
Wtedy x ∈ B ∪ C (Cel 4 osi ↪agni ↪ety)

Ponieważ x ∈ B lub x 6∈ B, wi ↪ec x ∈ B ∪ C. (Cel 2 osi ↪agni ↪ety)

Zatem ∀∈x (x ∈ A→ x ∈ B ∪ C) (Cel 1 osi ↪agni ↪ety)

Zatem jeśli A−B ⊆ C to A ⊆ B ∪ C.

Dzia lania nieskończone

Poj ↪ecie sumy i iloczynu można uogólnić. Przypuśćmy, że mamy rodzin ↪e
3 zbiorówR : P(P(D)),

inaczej mówi ↪ac R ⊆ P(D). Wtedy sum ↪a (lub sum ↪a uogólnion ↪a) rodziny R nazywamy zbiór⋃
R = {x:D | ∃A(x ∈ A ∧A ∈ R)}.

Suma rodzinyR : P(P(D)) jest zawarta w D, czyli jest typu P(D). Zapami ↪etajmy tak ↪a zasad ↪e:

x ∈
⋃
R ⇔ ∃A(x ∈ A ∧A ∈ R).

3Rodzina zbiorów to zbiór, którego elementami s ↪a zbiory.
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Jeśli R : P(P(D)) jest rodzin ↪a niepust ↪a (R 6= ∅) to określamy uogólniony iloczyn rodziny R:⋂
R = {x:D | ∀A(A ∈ R → x ∈ A)}.

Iloczyn pustej rodziny uważamy za nieokreślony. Wi ↪ecej by loby z nim zamieszania niż z niego
pożytku. Dla R 6= ∅ mamy równoważność:

x ∈
⋂
R ⇔ ∀A(A ∈ R → x ∈ A).
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3 Produkty, sumy proste, relacje

Jak już powiedzielísmy wcześniej, każdy zbiór sk lada si ↪e z elementów tego samego rodzaju,
czy też tego samego typu. Przez typ rozumiemy tu wi ↪ec pewn ↪a naturalnie określon ↪a dzie-
dzin ↪e matematyczn ↪a. Oczywíscie wszystkie obiekty danego typu także tworz ↪a zbiór, a wi ↪ec
każdy typ jest zbiorem. Na odwrót niekoniecznie – aby mówić o typie musimy mieć po temu
dostatecznie dobre powody, zwykle zależne od kontekstu matematycznego.

S ↪a pewne naturalne sposoby tworzenia nowych typów z typów już znanych. Oprócz pot ↪egi to
na przyk lad iloczyn kartezjański, suma prosta i przestrzeń funkcyjna.

Iloczyn kartezjański zbiorów A i B, to zbiór oznaczany przez A×B, który sk lada si ↪e z par
uporz ↪adkowanych postaci 〈a, b〉, gdzie a ∈ A oraz b ∈ B. Para uporz ↪adkowana 〈a, b〉 to ab-
strakcyjny obiekt zadany przez wybór pierwszej wspó lrz ↪ednej a i drugiej wspó lrz ↪ednej b. Ina-
czej mówi ↪ac, dwie pary uważamy za równe, gdy ich odpowiednie wspó lrz ↪edne s ↪a takie same.

〈a, b〉 = 〈x, y〉 wtedy i tylko wtedy, gdy a = x oraz b = y.

Powyższa równoważność wyraża zasadnicz ↪a w lasność par uporz ↪adkowanych. Można uważać
j ↪a za pośredni ↪a (aksjomatyczn ↪a) definicj ↪e poj ↪ecia pary uporz ↪adkowanej. Rzeczywíscie, dalsze
nasze rozważania dotycz ↪ace par uporz ↪adkowanych b ↪ed ↪a si ↪e wy l ↪acznie na tej w lasności opierać.
(Tak naprawd ↪e nie jest ważne czym w istocie s ↪a pary uporz ↪adkowane, ważne że zachowuj ↪a
si ↪e zgodnie ze swoj ↪a ”specyfikacj ↪a”.)

Jeśli a : D i b : E , to para uporz ↪adkowana 〈a, b〉 jest typu D × E . A zatem, dla A : P(D)
i B : P(E) mamy A×B : P(D × E).

Poj ↪ecie produktu można uogólnić na trzy i wi ↪ecej wymiarów. Można też zdefiniować produkt
A×B×C jako (A×B)×C, przyjmuj ↪ac, że trójka uporz ↪adkowana 〈a, b, c〉 to para 〈〈a, b〉, c〉.
Czwórka uporz ↪adkowana 〈a, b, c, d〉 to para 〈〈a, b, c〉, d〉 i tak dalej. Równie dobrze moglibyśmy
nawiasy rozstawić inaczej, ale nie ma to znaczenia. Istotne w lasności produktu (A×B)× C
s ↪a takie same jak w lasności produktu A× (B × C) i na dobr ↪a spraw ↪e można je utożsamiać.

Na oznaczenie produktu postaci A× A piszemy cz ↪esto A2. Podobnie A3 oznacza A× A× A
i ogólnie Ak to produkt postaci A× · · · ×A, gdzie A wyst ↪epuje k razy.

Uporz ↪adkowane pary, trójki, czwórki itd. nazywamy po polsku krotkami .

Suma prosta zbiorów A i B, któr ↪a oznaczymy przez A⊕B, zwana jest też koproduktem lub
sum ↪a roz l ↪aczn ↪a. Elementami A⊕ B s ↪a ”kopie” elementów A i ”kopie” elementów B. Ścíslej,
każdy element sumy prostej A⊕B jest

• albo postaci 〈d〉1, gdzie a ∈ A (lewa kopia elementu a);

• albo postaci 〈e〉2, gdzie b ∈ B (prawa kopia elementu b).

Przyjmujemy przy tym, że lewe i prawe kopie s ↪a zawsze różne, czyli:

〈x〉i = 〈y〉j wtedy i tylko wtedy, gdy x = y oraz i = j.

Jeśli A : P(D) i B : P(E), to elementy sumy prostej s ↪a typu D ⊕ E , a sam zbiór A ⊕ B jest
typu P(D ⊕ E).
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Suma prosta umożliwia cz ↪eściowe (ale kontrolowane) ”obej́scie” zasady, że elementy jednego
zbioru musz ↪a być tego samego typu. Cz ↪esto zaniedbujemy różnic ↪e pomi ↪edzy elementem a
zbioru A i elementem 〈a〉1 zbioru A ⊕ B (i tak samo z prawej), traktuj ↪ac sk ladowe sumy
prostej jak zwyk le jej (roz l ↪aczne) podzbiory.4 Stosowanie tej konwencji wymaga jednak pewnej
ostrożności: na przyk lad A⊕A jest sum ↪a mnogościow ↪a dwóch roz l ↪acznych kopii tego samego
zbioru A. W szczególności A⊕A to co innego niż A.

Suma prosta trzech (i wi ↪ecej) sk ladników może być definiowana podobnie jak w przypadku
produktu: A⊕B ⊕ C = (A⊕B)⊕ C.

Ćwiczenie 3.1 Przypuśćmy, że zbiór A ma n elementów, a zbiór B ma m elementów. Ile
elementów maj ↪a zbiory A⊕B, A×B, P(A)?

Relacje

Relacja to to samo, co wieloargumentowy predykat. Skoro zaś zbiór to nic innego jak ”zma-
terializowany” predykat, wi ↪ec wygodnym uścísleniem poj ↪ecia relacji jest taka definicja: relacja
dwuargumentowa to po prostu zbiór wszystkich uporz ↪adkowanych par tych przedmiotów, po-
mi ↪edzy ktorymi relacja zachodzi.5 Istotnie, znaj ↪ac ten zbiór, wiemy wszystko o relacji.

Definicja 3.2 Dowolny podzbiór r iloczynu kartezjańskiegoA×B nazywamy relacj ↪a z A do B.
Jeśli A = B, to mówimy, że r jest relacj ↪a w zbiorze A. Piszemy cz ↪esto ”x r y” albo ”r(x, y)”
zamiast ”〈x, y〉 ∈ r”.

Definicja 3.3 Pewne w lasności relacji dwuargumentowych maj ↪a swoje nazwy. Oto niektóre
z nich. Mówimy, że relacja r w A jest

zwrotna w A, gdy ∀x∈A (x r x);
symetryczna, gdy ∀x, y (x r y → y r x);
przechodnia, gdy ∀x, y, z (x r y ∧ y r z → x r z);

antysymetryczna, gdy ∀x, y (x r y ∧ y r x→ x = y);
spójna w A, gdy ∀x, y ∈A (x r y ∨ y r x).

Na przyk lad relacja prostopad lości prostych na p laszczyźnie jest symetryczna, ale nie jest
zwrotna,6 antysymetryczna, przechodnia ani spójna. Natomiast relacja równoleg lości prostych
jest zwrotna, przechodnia i symetryczna, ale nie jest antysymetryczna ani spójna.

Relacja równoważności to relacja zwrotna, symetryczna i przechodnia, jak na przyk lad wspom-
niana w laśnie równoleg lość prostych. Natomiast relacj ↪e zwrotn ↪a, antysymetryczn ↪a i przechod-
ni ↪a nazywamy cz ↪eściowym porz ↪adkiem (lub relacj ↪a cz ↪eściowo porz ↪adkuj ↪ac ↪a). Jeśli cz ↪eściowy
porz ↪adek jest na dodatek spójny, to przys luguje mu tytu l liniowego porz ↪adku. Na przyk lad
zawieranie zbiorów wyznacza cz ↪eściowy porz ↪adek w P(D), a zwyk la relacja ≤ jest liniowym
porz ↪adkiem w N (podobnie w R).

4Uważamy wi ↪ec D i E za podtypy koproduktu D ⊕ E .
5Tu ograniczamy si ↪e do relacji dwuargumentowych. Relacje wieloargumentowe utożsamia si ↪e ze zbiorami

odpowiednich krotek.
6Zamiast

”
zwrotna w A”, czy

”
spójna w A” zwykle mówimy

”
zwrotna” czy

”
spójna”. Pami ↪etajmy jednak,

że jeśli A  B to relacja zwrotna w A nie jest już zwrotna w B.
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Definicja 3.4 Relacj ↪a odwrotn ↪a do danej relacji r ⊆ A×B nazywamy zbiór

r−1 = {〈y, x〉 ∈ B ×A | 〈x, y〉 ∈ r}.

Oczywíscie r−1 jest relacj ↪a z B do A. Jeśli r ⊆ A×B oraz s ⊆ B ×C, to z lożeniem relacji r
z relacj ↪a s nazywamy relacj ↪e r · s ⊆ A× C, oznaczan ↪a też przez (r ; s), a określon ↪a tak:

x (r · s) y wtedy i tylko wtedy, gdy ∃z∈B (x r z ∧ z s y).

Relacja identycznościowa w zbiorze A to relacja 1A = {〈a, a〉 | a ∈ A}.

Użycie jedynki na oznaczenie relacji identycznościowej nie jest przypadkowe:

Fakt 3.5 Jeśli r jest relacj ↪a w A to r · 1A = 1A · r = r.

Lemat 3.6 Iloczyn dowolnej niepustej rodziny relacji przechodnich jest relacj ↪a przechodni ↪a.

Dowód: Niech R b ↪edzie niepust ↪a rodzin ↪a relacji przechodnich w jakimś typie D. Oznacza
to, że każdy element r ∈ R jest relacj ↪a przechodni ↪a w D, w szczególności r ⊆ D ×D. Wtedy
także

⋂
R ⊆ D×D, tj.

⋂
R jest relacj ↪a w D. Mamy udowodnić, że jest to relacja przechodnia.

Niech wi ↪ec 〈a, b〉, 〈b, c〉 ∈
⋂
R. Z definicji iloczynu wynika, że 〈a, b〉, 〈b, c〉 ∈ r dla wszystkich

elementów r ∈ R. Ale elementy rodziny R s ↪a relacjami przechodnimi, wi ↪ec para 〈a, c〉 należy
do każdej z nich. St ↪ad 〈a, c〉 ∈

⋂
R, a tegośmy w laśnie chcieli. �

Fakt 3.7 Dla dowolnej relacji r istnieje taka relacja przechodnia r+, że

• r ⊆ r+;

• jeśli r ⊆ s i s przechodnia to r+ ⊆ s.

Dowód: Skorzystamy z lematu 3.6. Zak ladaj ↪ac, że r jest relacj ↪a w zbiorze A, można
zdefiniować r+ =

⋂
{s ⊆ A×A | s jest przechodnia oraz r ⊆ s}. �

Definicja 3.8 Relacja r+ z faktu 3.7 to najmniejsza relacja przechodnia zawieraj ↪aca r. Nazy-
wamy j ↪a domkni ↪eciem przechodnim relacji r. Podobnie, domkni ↪ecie przechodnio-zwrotne r to
najmniejsza relacja przechodnia i zwrotna zawieraj ↪aca r, czyli relacja r∗ = 1A ∪ r+.

Jeśli używamy symbolu strza lki do oznaczenia relacji, to cz ↪esto zamiast →∗,⇒∗ itp. piszemy
odpowiedni ↪a strza lk ↪e z podwójnym grotem, czyli �,⇒⇒, itp.

Fakt 3.9 Dla dowolnej relacji r w zbiorze A zachodz ↪a równości

r+ = r · r∗ = r∗ · r.

Dowód: Ćwiczenie. �
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4 Funkcje

O funkcji z A do B mówimy wtedy, gdy każdemu elementowi zbioru A potrafimy jedno-
znacznie przypisać pewien element zbioru B. Inaczej, definicja funkcji f z A do B polega na
określeniu wartości funkcji f(x) ∈ B dla każdego argumentu x ∈ A. Wtedy można napisać

f : A→ B.

Można to zrobić na kilka sposobów. Najprościej jest napisać równanie postaci f(x) = E(x),
gdzie E(x) jest wyrażeniem (nie zawieraj ↪acym symbolu f), którego wartość należy do B, gdy
x ∈ A. Na przyk lad równanie f(x) = 3x2 + 2x − 1 określa pewn ↪a funkcj ↪e z R do R. T↪e
sam ↪a definicj ↪e można wypowiedzieć przy pomocy notacji lambda, pisz ↪ac f = λx.3x2 + 2x−1,
albo f = λx:R.3x2 + 2x − 1. Ogólnie, napis postaci λx.E(x) czytamy: ”funkcja zmiennej x
określona wyrażeniem E(x).” A wi ↪ec:

(λx.E(x))(a) = E(a).

Notacja lambda jest przydatna np. wtedy, gdy nie chcemy wprowadzać dodatkowych symboli
na oznaczenie funkcji, np. w zdaniu ”Funkcja λx.2xy+ y jest pochodn ↪a funkcji λx.x2y + xy.”

Cz ↪estym sposobem określania funkcji jest definicja warunkowa, ta na przyk lad

f(n) =
{
n/2, jeśli n jest parzyste;
3n+ 1, w przeciwnym przypadku,

określa funkcj ↪e z N do N. Można j ↪a też zapisać inaczej:

f(n) = if n jest parzyste then n/2 else 3n+ 1.

Taka definicja też bezpośrednio określa wartość funkcji dla każdego argumentu.

Jednak nie zawsze definicja ”wprost” jest możliwa. Wtedy czasem używamy definicji ”im-
plicite”. Na przyk lad dzielenie ca lkowite liczb naturalnych przez trzy można określić, mówi ↪ac,
że wartości ↪a funkcji dla danego n : N jest liczba m : N, spe lniaj ↪aca warunek

(3 ·m ≤ n) ∧ (n < 3 · (m+ 1)).

Ważne, że taka liczba m zawsze istnieje i że jest tylko jedna. Tego typu definicje można
zapisywać z pomoc ↪a (nies lusznie troch ↪e dzís zapomnianej) notacji jota: wyrażenie ıy.W (y)
czytamy ”jedyne y o w lasności W (y)”. Wartość tego wyrażenia7 jest określona wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje dok ladnie jeden taki element y, że W (y). Notacja jota może też wskazywać
na typ y lub zbiór do którego y ma należeć. Zatem dla a ∈ A mamy:

a = ıy ∈A.W (y) wtedy i tylko wtedy, gdy W (a) ∧ ∀y ∈A(W (y)→ y = a).

A wi ↪ec nasze dzielenie ca lkowite to funkcja λn:N ım:N. (3 ·m ≤ n) ∧ (n < 3 · (m+ 1)).

Funkcje cz
↪
eściowe: Ponieważ nie zawsze istnieje dok ladnie jedna wartość y spe lniaj ↪aca

ż ↪adany warunek, wi ↪ec wyrażenie λx∈A ıy ∈B.W (x, y) może nie być dobr ↪a definicj ↪a funkcji
z A do B. Nawet definicja funkcji ”wprost” może być niebezpieczna, np. taka: λx:R.1/x.
Dlatego mówi si ↪e też o funkcjach cz ↪eściowych, tj. takich, których wartość nie zawsze musi

7Zauważmy, że zarówno lambda jak jota powoduje wi ↪azanie zmiennej.
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być określona. (”Zwyk le” funkcje, nazywane też funkcjami ca lkowitymi , stanowi ↪a szczególny
przypadek funkcji cz ↪eściowych.) Napis f : A −◦� B stwierdza, że f jest funkcj ↪a cz ↪eściow ↪a z A
do B. Zbiór Dom(f) = {x∈A | f(x) jest określone} nazywamy wtedy dziedzin ↪a funkcji f .
Zachodzi równoważność:

a ∈ Dom(λx∈A ıy ∈B.W (x, y)) ⇔ ∃!y ∈B.W (a, y). (4.1)

Dziedzin ↪a funkcji ca lkowitej f : A→ B jest oczywíscie A.

Równość funkcji: Powiedzielísmy wyżej, że aby jednoznacznie określić funkcj ↪e f : A→ B
potrzeba i wystarcza określić wartość f(x) ∈ B dla dowolnego x ∈ A. Funkcje, które tym
samym argumentom przypisuj ↪a te same wartości uznajemy wi ↪ec za identyczne.

f = g ⇔ (Dom(f) = Dom(g)) ∧ ∀x(x ∈ Dom(f)→ f(x) = g(x)). (4.2)

Dla funkcji o ustalonej dziedzinie A możemy to napisać prościej:

f = g wtedy i tylko wtedy, gdy ∀x:A. f(x) = g(x);
f 6= g wtedy i tylko wtedy, gdy ∃x:A. f(x) 6= g(x).

Wykresem funkcji f : A→ B nazywamy zbiór (relacj ↪e) W(f) = {〈x, y〉 | f(x) = y} ⊆ A×B.
A zatem zasada równości dla funkcji może zostać wypowiedziana tak: funkcje o tych samych
wykresach s ↪a równe. W aksjomatycznej teorii mnogości funkcj ↪e wr ↪ecz utożsamia si ↪e z jej
wykresem (uważa si ↪e, że funkcja to po prostu zbiór par).

Inne definicje: Zbiorem wartości funkcji f : A→ B nazywamy zbiór

Rg(f) = {y :B | ∃x:Af(x) = y}.

Napis f : A → B oznacza, że Dom(f) = A oraz Rg(f) ⊆ B. Jeśli f : A → B i B ⊆ B′ to
poprawny jest też napis f : A→ B′. Ale dla A′ 6= A nieprawd ↪a jest, że f : A′ → B.

Czasami chcemy ograniczyć dziedzin ↪e jakiej́s funkcji do interesuj ↪acego nas podzbioru dziedziny.
Jeśli f : A → B, to obci ↪eciem funkcji f do podzbioru C zbioru A nazywamy funkcj ↪e
f�C : C → B, określon ↪a tak samo jak f , tj. f�C(a) = f(a) dla a ∈ C. Ścísle rzecz bior ↪ac,
funkcje f i f�C s ↪a różne, ale cz ↪esto dla uproszczenia zamiast f�C piszemy po prostu f .

Funkcja określona na iloczynie kartezjańskim A×B nazywana jest funkcj ↪a dwuargumentow ↪a.
Zwykle zamiast f(〈x, y〉) piszemy po prostu f(x, y). Podobnie post ↪epujemy przy wi ↪ekszej
liczbie argumentów. (Funkcja zeroargumentowa to sta la.)

Zbiór wszystkich funkcji o dziedzinie A i wartościach w B oznaczamy przez A→ B lub BA.

Jeśli A : P(D) iB : P(E) to funkcja f : A→ B jest funkcj ↪a cz ↪eściow ↪a zD do E . Mówimy wtedy,
że taka funkcja jest typu D −◦� E , a typ E (ale nie zbiór B) możemy nazwać przeciwdziedzin ↪a
funkcji f . Powiemy oczywíscie, że funkcja określona na ca lym typie D jest typu D → E .
Każda funkcja ca lkowita typu D → E może być uważana za funkcj ↪e cz ↪eściow ↪a o dziedzinie D.
Inaczej mówi ↪ac typ D → E jest podtypem typu D −◦� E .

Uwaga: Przypomnijmy, że typD jest podtypem typu E , gdy obiekty typuD można traktować
tak jak gdyby należa ly do E . Dotychczas zauważylísmy trzy przyk lady tego zjawiska:
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• Liczby naturalne i rzeczywiste;

• Funkcje ca lkowite i cz ↪eściowe;

• Sk ladowe sumy prostej i ca la suma.

Mamy wtedy koercj ↪e czyli (w lożenie) z D do E , czasami jawnie określon ↪a, ale cz ↪esto trak-
towan ↪a jako domyśln ↪a. Przyk ladem koercji jest w lożenie λx:D1.〈x〉1 : D1

1−1−→ D1 ⊕ D2.
W zależności od potrzeb możemy element d typu D1 utożsamiać z jego obrazem 〈d〉1, który
jest typu D1 ⊕D2 albo odróżniać te dwa obiekty. Podobna koercja wyst ↪epuje np. wtedy gdy
liczb ↪e naturaln ↪a 1 utożsamiamy z liczb ↪a rzeczywist ↪a 1.0.

Injekcje, surjekcje, bijekcje

• Funkcja f : A → B jest różnowartościowa (co zapisujemy f : A 1−1−→ B) wtedy i tylko
wtedy, gdy zachodzi warunek ∀x, y ∈A (x 6= y → f(x) 6= f(y)), lub równoważnie, gdy
∀x, y ∈A (f(x) = f(y)→ x = y).

• Funkcja f : A → B jest na B wtedy i tylko wtedy, gdy ∀y ∈B ∃x∈A (f(x) = y), lub
równoważnie, gdy B = Rg(f). Używamy wtedy zapisu f : A na−→ B.

• Funkcj ↪e różnowartościow ↪a nazywamy też injekcj ↪a, funkcj ↪e ”na” nazywamy surjekcj ↪a,
a funkcj ↪e, która jest różnowartościowa i ”na” nazywamy bijekcj ↪a. W przypadku bijekcji
stosujemy notacj ↪e f : A 1−1−→

na
B.

Analogiczne poj ↪ecia można sformu lować dla funkcji cz ↪eściowych. Powiemy na przyk lad, że
funkcja f : A −◦� B jest różnowartościowa, gdy ∀x, y ∈ Dom(f) (x 6= y → f(x) 6= f(y)).

Ważne przyk lady

Funkcjami różnowartościowymi s ↪a w lożenia in1 : A 1−1−→ A⊕B i in2 : B 1−1−→ A⊕B, określone
wzorem ini(z) = 〈z〉i, dla i = 1, 2. Jeśli A,B 6= ∅, to przyk ladami surjekcji s ↪a rzutowania
π1 : A × B → A oraz π2 : A × B → B określone równaniami π1(〈x, y〉) = x i π2(〈x, y〉) = y.
Trywialnym przyk ladem bijekcji typu A→ A jest funkcja identycznościowa idA = λx∈A.x.

Analogiczne poj ↪ecia można sformu lować dla funkcji cz ↪eściowych. Powiemy na przyk lad, że
funkcja f : A −◦� B jest różnowartościowa, gdy ∀x, y ∈ Dom(f) (x 6= y → f(x) 6= f(y)).

Odwracanie i sk ladanie funkcji

Jeżeli f : A
1−1
−◦� B to możemy określić funkcj ↪e cz ↪eściow ↪a f

−1 : B −◦� A, przyjmuj ↪ac dla y : B

f−1(y) = ıx∈A. f(x) = y.

Funkcj ↪e f
−1 nazywamy funkcj ↪a odwrotn ↪a do funkcji f . Mamy do zapami ↪etania równoważność:

f−1(y) = x wtedy i tylko wtedy, gdy f(x) = y.

Fakt 4.1 Jeśli f : A 1−1−→ B, to f−1 : Rg(f) 1−1−→
na

A. Jeśli f jest bijekcj ↪a z A do B to f−1

jest bijekcj ↪a z B do A.
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Dowód: Zacznijmy od tego, ze dziedzin ↪a f−1 jest Rg(f). Istotnie, na mocy równoważ-
ności (4.1) mamy y ∈ Dom(f−1) wtedy i tylko wtedy, gdy ∃!x f(x) = y. St ↪ad natychmiast
otrzymujemy inkluzj ↪e Dom(f−1) ⊆ Rg(f). Aby wykazać inkluzj ↪e w przeciwn ↪a stron ↪e, za-
 lóżmy, że y ∈ Rg(f). Wtedy y = f(x) dla pewnego x. Takie x jest tylko jedno, bo gdyby
f(x′) = y to x = x′ z różnowartościowości funkcji f .

Oczywíscie jeśli f−1(y) = x to f(x) = y, w szczególności x ∈ A. Zatem f−1 : Rg(f)→ A.

Funkcja f−1 jest różnowartościowa, bo gdyby f−1(x) = f−1(y) = z to x = f(z) = y. Jest
ona także na A, bo dla dowolnego x ∈ A mamy f(x) = f(x), a st ↪ad x = f−1(f(x)). �

Definicja 4.2 Niech f : A→ B oraz g : B → C. Z lożeniem funkcji f i g nazywamy funkcj ↪e
g ◦ f : A→ C określon ↪a równaniem (g ◦ f)(x) = g(f(x)) dla x ∈ A.

Dowody poniższych faktów pozostawione s ↪a jako ćwiczenie:

Fakt 4.3

1) Jeśli f : A→ B, g : B → C i h : C → D, to h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f .

2) Jeśli f : A 1−1−→
na

B, to f−1 ◦ f = idA oraz f ◦ f−1 = idB.

3) Jeśli f : A→ B, to f ◦ idA = f = idB ◦ f .

Fakt 4.4

1) Jeśli f : A 1−1−→ B oraz g : B 1−1−→ C to g ◦ f : A 1−1−→ C.

2) Jeśli f : A na−→ B oraz g : B na−→ C to g ◦ f : A na−→ C.

Sumowanie funkcji: Jeśli f, g : A −◦� B maj ↪a t ↪e w lasność, że f(x) = g(x) dla dowolnego
x ∈ Dom(f)∩Dom(g), to mówimy, że funkcje f i g s ↪a zgodne. Szczególny przypadek zgodności
funkcji zachodzi wtedy, gdy Dom(f) ⊆ Dom(g), oraz f(x) = g(x) dla wszystkich x ∈ Dom(f).
Piszemy wtedy f ⊆ g. (W istocie wtedy wykres funkcji f jest zawarty w wykresie funkcji g.)
Jeśli f i g s ↪a zgodne, to można określić funkcj ↪e h : A −◦� B wzorem

h(x) =
{
f(x), jeśli x ∈ Dom(f);
g(x), jeśli x ∈ Dom(g).

Funkcj ↪e t ↪e nazywamy oczywíscie sum ↪a funkcji f i g. Podobna sytuacja ma miejsce przy
definiowaniu funkcji na sumie prostej. Jeśli f : A1 → B i g : A2 → B, to sum ↪a prost ↪a funkcji
f i g nazwiemy funkcj ↪e f ⊕ g : A1 ⊕A2 → B określon ↪a wzorem

(f ⊕ g)(〈x〉i) =
{
f(x), jeśli i = 1;
g(x), jeśli i = 2.

Sumowanie funkcji ma sens także dla dowolnej rodziny funkcji cz ↪eściowych F , o ile każde dwie
funkcje z tej rodziny s ↪a zgodne. Sum ↪a rodziny F nazwiemy wtedy funkcj ↪e

⋃
F określon ↪a na⋃

{Dom(f) | f ∈ F} warunkiem

(
⋃
F)(x) = f(x), gdzie f ∈ F oraz x ∈ Dom(f).

Ścíslej, (
⋃
F)(x) = ıy∃f (f ∈ F ∧ x∈Dom(f) ∧ y = f(x)).
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Obrazy i przeciwobrazy

Definicja 4.5 Niech f : A −◦� B. Obraz zbioru C ⊆ A przy przekszta lceniu f to zbiór

f(C) = {b ∈ B | ∃a ∈ Dom(f) (a ∈ C ∧ f(a) = b)}.

Inaczej można napisać:

f(C) = {f(a) | a ∈ C}.

Przeciwobrazem zbioru D ⊆ B przy przekszta lceniu f nazywamy zbiór

f−1(D) = {a ∈ A | a ∈ Dom(f) ∧ f(a) ∈ D}.

Na przyk lad niech f : N → P(N) b ↪edzie funkcj ↪a przyporz ↪adkowuj ↪ac ↪a każdej liczbie n ∈ N
zbiór jej w laściwych (różnych od 1 i od n) dzielników pierwszych, przy czym przyjmijmy, że
zero nie ma dzielników pierwszych. Wtedy f({1, 3, 4, 6, 9, 12}) = {∅, {2}, {3}, {2, 3}}, oraz
f−1({{2}, {1, 2, 27, 36}}) = {2k | k ∈ N− {0, 1}}.

Uwaga: (1) Oznaczenie f−1(C) jest w istocie dwuznaczne. Może tu chodzić o przeciwo-
braz C przy przekszta lceniu f lub o obraz C przy przekszta lceniu f−1 (jeśli jest określone).
Szcz ↪eśliwie, w obu wypadkach chodzi o ten sam zbiór (ćwiczenie).

(2) Także napis f(C) może budzić w ↪atpliwości: chodzi o wartość funkcji f w punkcie C czy
o obraz zbioru C? Dlatego obraz oznacza si ↪e czasem przez ~f(C), lub f [C]. Ponieważ jednak
elementy dziedziny funkcji i podzbiory tej dziedziny s ↪a innego typu, znaczenie napisu f(C)
jest zwykle oczywiste.

Rodziny indeksowane

O rodzinie indeksowanej zbiorów {At}t∈T mówimy wtedy, gdy rozważamy pewne zbiory At,
identyfikowane (indeksowane) przez elementy zbioru T , a przy tym możliwe s ↪a powtórzenia
(możliwe, że At = As dla t 6= s). Chcemy odróżnić tak ↪a rodzin ↪e indeksowan ↪a od zwyk lego
zbioru {At | t ∈ T}. Najprościej jest przyj ↪ać, że jest to po prostu odpowiednia funkcja.

Definicja 4.6 Rodzina indeksowana {At}t∈T podzbiorów D to taka funkcja A : T → P(D),
że A(t) = At, dla dowolnego t ∈ T .

Sum ↪e rodziny indeksowanej {At}t∈T definiujemy jako sum ↪e uogólnion ↪a jej zbioru wartości,
czyli rodziny {At | t ∈ T}. Podobnie definiujemy iloczyn rodziny indeksowanej. A wi ↪ec:⋃

t∈T At =
⋃
{At | t ∈ T} oraz

⋂
t∈T At =

⋂
{At | t ∈ T}.

Produkt uogólniony: Iloczyn kartezjański (produkt) A × B sk lada si ↪e z par. Elemen-
tami produktu skończonej liczby zbiorów s ↪a zaś krotki odpowiedniej d lugości. To podsuwa
pomys l jak można zdefiniować produkt rodziny zbiorów indeksowanej liczbami naturalnymi:
produktem rodziny {An}n∈N powinien być zbiór wszystkich ci ↪agów nieskończonych a0, a1, . . .
spe lniaj ↪acych warunek an ∈ An dla dowolnego n ∈ N. No dobrze, ale co to jest ”ci ↪ag nieskoń-
czony”? Funkcja o dziedzinie N. Po tej obserwacji poniższa definicja powinna być oczywista.
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Definicja 4.7 Produktem uogólnionym (lub po prostu ”produktem” albo ”iloczynem kartez-
jańskim”) rodziny indeksowanej {At}t∈T podzbiorów D nazywamy zbiór∏

t∈T At = {f :T → D | ∀t ∈ T .f(t) ∈ At}

Zapiszmy inaczej to, co najważniejsze w tej definicji:

f ∈
∏
t∈T At ⇔ Dom(f) = T ∧ ∀t ∈ T .f(t) ∈ At.
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5 Relacje równoważności

Relacja równoważności jest zazwyczaj zadana przez jakieś kryterium klasyfikacji przedmiotów
ze wzgl ↪edu na pewn ↪a cech ↪e. Przedmioty s ↪a w relacji jeśli maj ↪a t ↪e cech ↪e wspóln ↪a, tj. kryterium
ich nie rozróżnia. Zwykle prowadzi to do utożsamiania przedmiotów ”nierozróżnialnych”
i tworzenia poj ↪eć abstrakcyjnych, np. ”wektor swobodny”, ”kierunek”. W tym przypadku
s lowo ”abstrakcja” należy rozumieć jako oderwanie od pozosta lych cech przedmiotów, które
s ↪a nieistotne z punktu widzenia naszego kryterium.

Definicja 5.1 Dwuargumentowa relacja r w zbiorze A jest relacj ↪a równoważności wtedy
i tylko wtedy, gdy jest zwrotna, symetryczna i przechodnia (Definicja 3.3), to jest:

• ∀x∈A (x r x);

• ∀x, y∈A (x r y → y r x);

• ∀x, y, z∈A(x r y ∧ y r z → x r z).

Relacja symetryczna i przechodnia jest nazywana cz ↪eściow ↪a relacj ↪a równoważności . Relacja
taka może zaj́sć tylko pomi ↪edzy elementami należ ↪acymi do jej dziedziny , tj. do zbioru

Dom(r) = {a ∈ A | ∃b∈A. a r b}.

Jeśli r jest relacj ↪a równoważności w A, to oczywíscie Dom(r) = A.

Fakt 5.2 Jeśli r jest cz ↪eściow ↪a relacj ↪a równoważności w A, oraz a ∈ Dom(r), to 〈a, a〉 ∈ r.

Dowód: Jeśli a ∈ Dom(r) to a r b dla pewnego b ∈ A. Wtedy b r a na mocy symetrii,
a st ↪ad a r a, z przechodniości. �

Przyk ladami relacji równoważności s ↪a równoleg lość prostych, podobieństwo figur geometrycz-
nych, przystawanie wektorów. Skrajne przyk lady relacji równoważności to relacja identycz-
nościowa 1A = {〈x, x〉 | x ∈ A} i relacja pe lna (totalna) A × A. Szczególnym przyk ladem
(cz ↪eściowej) relacji równoważności jest j ↪adro dowolnego (cz ↪eściowego) przekszta lcenia f , czyli
relacja ker(f) zadana (dla x, y ∈ Dom(f)) przez warunek

〈x, y〉 ∈ ker(f) ⇔ f(x) = f(y).

Akt abstrakcji , polegaj ↪acy na utożsamieniu elementów zbioru A pozostaj ↪acych ze sob ↪a w pew-
nej (cz ↪eściowej) relacji równoważności, powo luje do życia nowe abstrakcyjne obiekty przed-
stawiaj ↪ace elementy zbioru Dom(r) ”z dok ladności ↪a” do r. Jeśli przez a/r oznaczymy taki
abstrakt elementu a ∈ A, to zachodzi równoważność:

a/r = b/r wtedy i tylko wtedy, gdy a r b.

Jeśli r jest (cz ↪eściow ↪a) relacj ↪a równoważności w A, to abstrakty elementów zbioru A wyzna-
czone przez relacj ↪e r tworz ↪a zbiór (a w laściwie nowy typ) zwany zbiorem ilorazowym relacji r.

A/r = {a/r | a ∈ Dom(r)}
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Zasada abstrakcji

Definicja 5.3 Klas ↪a abstrakcji (cz ↪eściowej) relacji równoważności r w zbiorze A, wyznaczon ↪a
przez element x ∈ A, nazywamy zbiór [x]r = {y ∈ A | x r y}.

Fakt 5.4 Niech r ⊆ A×A b ↪edzie cz ↪eściow ↪a relacj ↪a równoważności w A.

1) Jeśli x ∈ Dom(r) to x ∈ [x]r.

2) Jeśli x, y ∈ Dom(r) to nast ↪epuj ↪ace warunki s ↪a równoważne:

a) x r y;

b) x ∈ [y]r;

c) y ∈ [x]r;

d) [x]r = [y]r;

e) [x]r ∩ [y]r 6= ∅.

Dowód: Cz ↪eść (1) wynika natychmiast z faktu 5.2. W cz ↪eści (2) równoważność warunków
(a), (b) i (c) wynika wprost z definicji i z tego, że relacja jest symetryczna.

(a)⇒(d) Za lóżmy, że x r y i niech t ∈ [x]r. Wtedy x r t, wi ↪ec też y r t z przechodniości i sy-
metrii. A wi ↪ec pokazalísmy inkluzj ↪e [x]r ⊆ [y]r. Inkluzji odwrotnej dowodzimy analogicznie.

(d)⇒(e) Skoro x ∈ [x]r = [y]r, na mocy cz ↪eści (1), to x ∈ [x]r ∩ [y]r.

(e)⇒(a) Jeśli t ∈ [x]r ∩ [y]r, to x r t oraz y r t. Z symetrii i przechodniości wynika x r y. �

Z powyższego natychmiast otrzymujemy równoważność:

[x]r = [y]r wtedy i tylko wtedy, gdy x/r = y/r.

Oznacza to, że mamy naturaln ↪a odpowiedniość pomi ↪edzy elementami A/r i klasami abstrakcji,
zadan ↪a przez bijekcj ↪e i ze zbioru klas abstrakcji r do zbioru A/r. Bijekcja ta jest określona
warunkiem i([x]r) = x/r. Można powiedzieć, że klasa abstrakcji [x]r stanowi ”implementacj ↪e”
poj ↪ecia abstraktu x/r w j ↪ezyku teorii zbiorów. Taka implementacja z powodzeniem może
odgrywać rol ↪e abstraktu, a typ ilorazowy A/r można utożsamiać ze zbiorem klas abstrakcji.
Od tej pory skwapliwie korzystamy z tej możliwości i uważamy, że zachodz ↪a równości:

x/r = [x]r oraz A/r = {[a]r | a ∈ Dom(r)}.

Z faktu 5.4 wynika też, że każda (cz ↪eściowa) relacja równoważności wyznacza podzia l swojej
dziedziny na roz l ↪aczne zbiory. Na odwrót to też prawda: każdy podzia l określa jednoznacznie
relacj ↪e równoważności. Aby uścíslić t ↪e obserwacj ↪e zaczniemy od definicji podzia lu.

Definicja 5.5 Podzia lem zbioru A nazywamy rodzin ↪e P ⊆ P(A), która spe lnia warunki:

• ∀p(p ∈ P → p 6= ∅);

• ∀p, q(p, q ∈ P → (p = q ∨ p ∩ q = ∅));

•
⋃
P = A, czyli ∀x(x∈A→ ∃p∈P (x ∈ p)).
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Twierdzenie 5.6 (Zasada abstrakcji)

1) Jeżeli r jest relacj ↪a równoważności w A to A/r jest podzia lem zbioru A.

2) Jeżeli P jest podzia lem zbioru A, to istnieje taka relacja równoważności r w A, że P = A/r.

Dowód: Cz ↪eść (1) wynika  latwo z faktu 5.4. Dla dowodu cz ↪eści (2), rozpatrzmy dowolny
podzia l P zbioru A i niech r b ↪edzie tak ↪a relacj ↪a:

r = {〈x, y〉 ∈ A×A | ∃p∈P (x ∈ p ∧ y ∈ p)}

Najpierw zauważmy, że r jest cz ↪eściow ↪a relacj ↪a równoważności. Zwrotność wynika z warunku⋃
P = A, a symetria bezpośrednio z definicji r. Pozostaje przechodniość. Przypuśćmy wi ↪ec,

że x r y i y r z. Wtedy s ↪a takie p, q ∈ P , że x, y ∈ p oraz y, z ∈ q. Ale wtedy p ∩ q 6= ∅, wi ↪ec
p = q. Skoro wi ↪ec x ∈ p i z ∈ q = p, to x r z.

Nast ↪epna obserwacja jest taka:

Jeśli x ∈ p ∈ P to [x]r = p. (*)

Dla dowodu (*) przypuśćmy, że x ∈ p ∈ P i niech t ∈ [x]r. Wtedy x, t ∈ q dla pewnego q ∈ P .
Ale q = p bo x ∈ p ∩ q. Zatem t ∈ p i wykazalísmy już, że [x]r ⊆ p. Na odwrót, jeśli t ∈ p, to
t r x (bo x ∈ p) wi ↪ec t ∈ [x]r.

Teraz wreszcie pokażemy, że P = A/r.

(⊆): Jeśli p ∈ P , to p 6= ∅, wi ↪ec jest x ∈ p. Wtedy p = [x]r na mocy (*), wi ↪ec p ∈ A/r.

(⊇): Dla dowolnego x ∈ A istnieje takie p ∈ P , że x ∈ p. Wtedy [x]r = p. A zatem każda
klasa [x]r ∈ A/r należy do P . �

Sens zasady abstrakcji jest taki: relacje równoważności i podzia ly zbioru to w istocie to samo.
Jedno determinuje drugie i na odwrót.

Pewnik wyboru

Niech r b ↪edzie cz ↪eściow ↪a relacj ↪a równoważności w typie D. Z typem ilorazowym D/r wi ↪ażemy
dwa naturalne przekszta lcenia:

• kanoniczn ↪a surjekcj ↪e κ : Dom(r)→ D/r, określon ↪a wzorem κ(a) = [a]r;

• funkcj ↪e wyboru σ : D/r → D, o w lasności σ([a]r) ∈ [a]r, dla dowolnego a ∈ D.

Zauważmy, że [σ(x)]r = x dla dowolnego x ∈ D/r, czyli κ ◦ σ = idD/r
.

Za lożenie, że dla każdego typu ilorazowego istnieje funkcja wyboru nazywane jest aksjomatem
wyboru (lub pewnikiem wyboru). To za lożenie nie jest wcale oczywiste, bo nie zawsze jest
możliwe określenie konkretnej funkcji wyboru. Z tego powodu mówi si ↪e o ”niekonstruktyw-
nym” charakterze aksjomatu wyboru. Na dodatek pewnik wyboru ma różne zaskakuj ↪ace kon-
sekwencje i dlatego czasami budzi kontrowersje. Niemniej życie bez pewnika wyboru by loby
bardzo uci ↪ażliwe, co si ↪e niebawem okaże.

W lasność σ(K) ∈ K, dla K ∈ Dom(σ), sugeruje nast ↪epuj ↪ace uogólnienie poj ↪ecia funkcji
wyboru. Jeśli R jest rodzin ↪a podzbiorów D (niekoniecznie roz l ↪aczn ↪a), to funkcj ↪a wyboru
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dla R nazywamy dowoln ↪a funkcj ↪e f : R → D spe lniaj ↪ac ↪a dla wszystkich A ∈ R warunek
f(A) ∈ A.

Twierdzenie 5.7 Dla dowolnej rodziny R zbiorów niepustych istnieje funkcja wyboru.

Dowód: Za lóżmy, że R ⊆ P(D) i niech T = D×P(D). Dla A ∈ R niech XA oznacza zbiór
{〈x,A〉 | x ∈ A} (jest to podzbiór T ). Zauważmy, że zbiory XA i XB s ↪a roz l ↪aczne zawsze
gdy tylko A 6= B. Dalej niech Z : P(P(T )) b ↪edzie rodzin ↪a wszystkich zbiorów postaci XA,
tj. niech Z = {XA | A ∈ R}. Dla formalistów możemy napisać:

Z = {V : P(T ) | ∃A:P(D)(A ∈ R ∧ ∀b:D∀B:P(D)(〈b, B〉 ∈ V ↔ B = A ∧ b ∈ A))}.

Rodzina Z sk lada si ↪e z niepustych i parami roz l ↪acznych zbiorów, stanowi wi ↪ec podzia l swojej
w lasnej sumy

⋃
Z. Na mocy zasady abstrakcji mamy wi ↪ec cz ↪eściow ↪a relacj ↪e równoważności r

w typie T , dla której zachodzi Z = T /r. Dalej, jeśli σ : T /r → T jest funkcj ↪a wyboru dla
rodziny T /r, to funkcja wyboru dla rodziny R może być określona jako λA. π1(σ(XA)). �

Oto jeszcze inna wersja aksjomatu wyboru. Zbiór S ⊆
⋃
X nazywamy selektorem dla

rodziny zbiorów X, jeżeli S ma dok ladnie po jednym elemencie wspólnym z każdym zbiorem
rodziny X, tj.:

∀a ∈ X∃t ∈ a (S ∩ a = {t}).

Na przyk lad zbiór {1, 3, 4} jest selektorem dla rodziny {{1, 2}, {3, 5}, {4, 5}}, natomiast ro-
dzina {{1}, {2}, {1, 2}} nie ma selektora.

Fakt 5.8 Dla dowolnej rodziny X niepustych zbiorów parami roz l ↪acznych8 istnieje selektor.

Dowód: Rodzina X stanowi podzia l zbioru
⋃
X, wyznacza wi ↪ec pewn ↪a cz ↪eściow ↪a relacj ↪e

równoważności. Zbiór wartości funkcji wyboru dla tej relacji jest ż ↪adanym selektorem. �

Uwaga: Fakt 5.8 podkreśla niekonstruktywność aksjomatu wyboru. Selektor to przecież
zbiór, a zbiór powinien być określony przez pewien predykat (kryterium przynależności). Ale
kryterium definiuj ↪ace selektor pozostaje nieustalone!

Nast ↪epuj ↪ace dwa twierdzenia demonstruj ↪a znaczenie aksjomatu wyboru. Jest on niezb ↪edny
do uzasadnienia pewnych intuicyjnie oczywistych w lasności.

Twierdzenie 5.9 Jeśli {At}t∈T jest rodzin ↪a indeksowan ↪a zbiorów niepustych, to produkt
Πt∈TAt jest niepusty.

Dowód: Niech ϕ b ↪edzie funkcj ↪a wyboru dla {At | t ∈ T}, gdzie At : P(D) i niech f : T → D
b ↪edzie określona przez równanie f(t) = ϕ(At), dla t ∈ T . Oczywíscie f ∈

∏
t∈T At. �

Twierdzenie 5.10 Za lóżmy, że A 6= ∅. Wtedy:

1) Jeśli f : A 1−1−→ B to istnieje taka funkcja g : B na−→ A, że g ◦ f = idA.
8Mówimy, że rodzina X jest roz l ↪aczna lub jest rodzin ↪a zbiorów parami roz l ↪acznych, gdy zachodzi warunek

∀a, b ∈ X(a 6= b→ a ∩ b = ∅).
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2) Jeśli g : B na−→ A to istnieje taka funkcja f : A 1−1−→ B, że g ◦ f = idA.

Dowód: (1) Skoro A 6= ∅, to mamy jakís element α ∈ A. A skoro funkcja f jest
różnowartościowa, to istnieje funkcja odwrotna f−1 : Rg(f) 1−1−→

na
A. Możemy wi ↪ec tak zdefi-

niować g(b), dla b ∈ B:

g(b) =
{
f−1(b), jeśli b ∈ Rg(f);
α, w przeciwnym przypadku.

(2) Dla a ∈ A, niech Fa = g−1({a}). Zbiory Fa s ↪a niepuste, wi ↪ec produkt Πa∈AFa jest
niepusty. Jeśli funkcja f jest elementem tego produktu, to dla dowolnego a ∈ A mamy
g(f(a)) = a, bo f(a) ∈ Fa. Ponadto f : A 1−1−→ B, bo zbiory Fa = g−1({a}) s ↪a roz l ↪aczne
i zawarte w B. �

Wniosek 5.11 Jeśli A 6= ∅, to nast ↪epuj ↪ace warunki s ↪a równoważne:

1) Istnieje funkcja f : A 1−1−→ B;

2) Istnieje funkcja g : B na−→ A.
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6 Liczby naturalne

Mimo że poj ↪ecie liczby naturalnej jest intuicyjnie oczywiste, ścis la definicja liczb naturalnych
nie jest wcale  latwa. Jednym ze sposobów jest podej́scie aksjomatyczne, z którym najcz ↪eściej
wi ↪ażemy nazwisko Giuseppe Peano. Aksjomaty Peana liczb naturalnych s ↪a takie:

• Zero jest liczb ↪a naturaln ↪a.

• Każda liczba naturalna ma nast ↪epnik , który jest liczb ↪a naturaln ↪a.

• Liczby o tych samych nast ↪epnikach s ↪a równe.

• Zero nie jest nast ↪epnikiem żadnej liczby naturalnej.

• Jeśli zero ma pewn ↪a w lasność W , oraz

– z tego że jakaś liczba naturalna ma w lasność W
wynika, że jej nast ↪epnik też ma w lasność W ,

to każda liczba naturalna ma w lasność W .

Podobn ↪a charakteryzacj ↪e liczb naturalnych poda l Richard Dedekind. W obu przypadkach
idea jest nast ↪epuj ↪aca. Liczba naturalna to albo zero (”element pierwotny”), albo nast ↪ep-
nik s(n) innej liczby naturalnej n (któr ↪a należy znać wcześniej). Inaczej: zaczynaj ↪ac od zera,
każde kolejne użycie operacji nast ↪epnika tworzy now ↪a liczb ↪e naturaln ↪a, różn ↪a od wszystkich
poprzednich. Na przyk lad, liczba 1 to s(0), liczba 2 to s(s(0)), i tak dalej.

Nasze za lożenia o typie liczb naturalnych N to s ↪a zgodne z duchem aksjomatów Peana i z myśl ↪a
Dedekinda. Poniżej, symbol 0 oznacza zero, a nast ↪epnik liczby n jest oznaczany przez s(n).

1. Zak ladamy, że 0 : N oraz, że

2. jeśli n : N to także s(n) : N.

Mamy wi ↪ec operacj ↪e nast ↪epnika s : N→ N. Przyjmujemy, że ma ona nast ↪epuj ↪ace w lasności:

3. Jest różnowartościowa: ∀mn:N(s(n) = s(m)→ n = m).

4. Zero nie należy do jej zbioru wartości: ∀m:N, ¬s(m) = 0.

Ostatni warunek zwany jest schematem (lub zasad ↪a) indukcji i wyraża w sposób pośredni
stwierdzenie, że wszystkie liczby naturalne powstaj ↪a z zera przez iterowanie nast ↪epnika (nie
ma żadnych innych liczb naturalnych):9

5. Jeśli W (0) oraz ∀n:N(W (n)→W (s(n))) to ∀n:N.W (n).

Zasada indukcji jest podstawow ↪a metod ↪a wnioskowania o w lasnościach liczb naturalnych.
Schemat logiczny wnioskowania przez indukcj ↪e przedstawimy z pomoc ↪a pude lek Jaśkowskiego:

9Ćwiczenie: Udowodnić, że ∀n:N(n = 0 ∨ ∃m:N. n = s(m)).
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...
Zatem W (0). (Krok bazowy wykonany)

Niech n ∈ N (Cel 1: W (n)→W (s(n)))
Za lóżmy, że W (n). (Cel 2: W (s(n))

...
Zatem W (s(n)). (Cel 2 osi ↪agni ↪ety)

Zatem W (n)→W (s(n)). (Cel 1 osi ↪agni ↪ety)

Zatem ∀n:N (W (n)→W (s(n)). (Krok indukcyjny wykonany)

Zatem ∀n:NW (n)

Oto pierwszy przyk lad. Niech s oznacza relacj ↪e nast ↪epnika w N, tj. niech n sm zachodzi wtedy
i tylko wtedy, gdy m = s(n). Przypomnijmy, że symbol s+ oznacza domkni ↪ecie przechodnie
relacji s, a symbol s∗ jej domkni ↪ecie przechodnio-zwrotne.

Fakt 6.1 Dla żadnej liczby naturalnej nie zachodzi zwi ↪azek n s+n. W szczególności zawsze
mamy s(n) 6= n.

Dowód: Gdyby 0 s+0 to, na mocy faktu 3.9, mielibyśmy 0 s∗ y s 0, czyli 0 = s(y) dla
pewnego y, sprzeczność. Za lóżmy wi ↪ec, że n s+n nie ma miejsca i przypuśćmy, że s(n) s+s(n).
Mamy znowu s(n) s∗ y s s(n) dla pewnego y, ale wtedy s(y) = s(n) wi ↪ec y = n. A zatem
n s s(n) s∗ y = n, czyli 〈n, n〉 należy do z lożenia relacji s z relacj ↪a s∗. Z faktu 3.9 wiemy, że
tym z lożeniem jest s+, i znowu dostajemy sprzeczność. �

Struktur ↪e naszego dowodu indukcyjnego widzimy na nast ↪epnym rysunku:

Za lóżmy, że 0 s+0. (Cel 1: sprzeczność)
...
Sprzeczność. (Cel 1 osi ↪agni ↪ety)

Zatem ¬ 0 s+0. (Krok bazowy wykonany)

Niech n ∈ N (Cel 2: ¬(n s+n)→ ¬(s(n) s+s(n))
Za lóżmy, że ¬(n s+n). (Cel 3: ¬(s(n) s+s(n))
Za lóżmy, że s(n) s+s(n). (Cel 4: sprzeczność)
...
Sprzeczność. (Cel 4 osi ↪agni ↪ety)

Zatem ¬ s(n) s+s(n). (Cel 3 osi ↪agni ↪ety)
Zatem ¬ (n s+n)→ ¬ (s(n) s+s(n)) (Cel 2 osi ↪agni ↪ety)

Zatem ∀n:N (¬(n s+n)→ ¬(s(n) s+s(n))) (Krok indukcyjny wykonany)

Zatem ∀n:N¬(n s+n)
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Definicja 6.2 Relacj ↪e (nieostrej) nierówności ≤ pomi ↪edzy liczbami naturalnymi można zde-
finiować jako domkni ↪ecie przechodnio-zwrotne s∗ relacji nast ↪epnika:

m ≤ n wtedy i tylko wtedy, gdy m s∗n.

Nierówność ostra jest poj ↪eciem wtórnym w stosunku do relacji ≤ :

m < n wtedy i tylko wtedy, gdy m ≤ n ale m 6= n.

Fakt 6.3 Relacje s+ i < pokrywaj ↪a si ↪e.

Dowód: Wystarczy pokazać, że warunek m s+n zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy m s∗n
oraz m 6= n. Implikacja z lewej do prawej wynika z faktu 6.1, w przeciwn ↪a stron ↪e z tego, że
relacja s∗ jest sum ↪a s+ i identyczności (fakt 3.9). �

Fakt 6.4 Relacja ≤ jest relacj ↪a liniowego porz ↪adku w N, tj. jest zwrotna, przechodnia, an-
tysymetryczna i spójna. Zero jest elementem najmniejszym, tj. ∀m. 0 ≤ m.

Dowód: Zwrotność i przechodniość wynikaj ↪a wprost z definicji. Aby wykazać antysymetri ↪e,
przypuśćmy, że n ≤ m ≤ n, gdzie m 6= n. Z wniosku 6.3 wynika, że w istocie zachodzi
n s+m s+ n, sk ↪ad n s+ n, co jest niemożliwe (lemat 6.1).

W lasność ∀m. 0 ≤ m można  latwo pokazać przez indukcj ↪e, bo oczywíscie 0 ≤ 0 a jeśli 0 ≤ n,
to z tego, że n s s(n) i z przechodniości wynika 0 ≤ s(n).

Spójność, czyli warunek ∀nm ∈ N(m ≤ n ∨ n ≤ m) udowodnimy przez indukcj ↪e ze wzgl ↪edu
na n, tj. pokażemy, że każde n ∈ N ma w lasność

∀m ∈ N(m ≤ n ∨ n ≤ m).

Dla n = 0 mamy zawsze n ≤ m, za lóżmy wi ↪ec, że ∀m ∈ N(m ≤ n ∨ n ≤ m) i pokażmy, że
wtedy także ∀m ∈ N(m ≤ s(n) ∨ s(n) ≤ m). Niech m ∈ N. Jeśli m ≤ n, to tym bardziej
m ≤ s(n). W przeciwnym razie n ≤ m, ale przypadek n = m już jest rozpatrzony, wi ↪ec
możemy przyj ↪ać, że w istocie n s+m. Z faktu 3.9 wynika n s s(n) ≤ m. �

Twierdzenie 6.5 (Zasada minimum) Każdy niepusty podzbiór A ⊆ N ma element naj-
mniejszy, tj. taki element a ∈ A, że ∀b (b ∈ A→ a ≤ b).

Dowód: Przypuśćmy, że A ⊆ N nie ma najmniejszego elementu. Przez indukcj ↪e ze wzgl ↪edu
na n dowodzimy, że ∀n∀k(k ∈ A→ n < k). St ↪ad już wynika, że A = ∅.

Najpierw zauważmy, że 0 6∈ A. W przeciwnym razie 0 by loby oczywíscie najmniejszym
elementem. A wi ↪ec ∀k(k ∈ A→ 0 < k).

Za lóżmy, że ∀k(k ∈ A→ n < k). Wtedy ∀k(k ∈ A→ s(n) ≤ k), bo na mocy faktów 3.9 i 6.3
nierówność n < k to to samo co s(n) ≤ k. Gdyby wi ↪ec s(n) ∈ A to s(n) by loby najmniejszym
elementem A. No to s(n) 6∈ A i warunek można wzmocnić: ∀k(k ∈ A→ s(n) < k). �

Najmniejszy element zbioru A ⊆ N oznaczamy przez minA.
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Wniosek 6.6 (Troch
↪
e inna zasada indukcji)

Jeśli ∀n:N(∀m:N(m < n→W (m))→W (n)) to ∀n:N.W (n).

Dowód: Niech A = {n :N | ¬W (n)}. Jeśli teza nie zachodzi, to zbiór A jest niepusty, ma
wi ↪ec element najmniejszy n. Wtedy zachodzi ∀m:N(m < n → W (m)), ale nie jest spe lniony
warunek W (n), co jest sprzeczne z za lożeniem. �

A wi ↪ec, aby udowodnić, że każda liczba naturalna spe lnia pewien warunek (należy do pewnego
zbioru B), wystarczy stwierdzić tak ↪a prawid lowość:

Jeśli wszystkie liczby mniejsze od pewnego n należ ↪a do B, to także n ∈ B.

Definiowanie przez indukcj
↪
e

Indukcja to nie tylko metoda dowodzenia twierdzeń, to także metoda definiowania poj ↪eć
i obiektów, zw laszcza funkcji. Jeśli chcemy określić funkcj ↪e f o dziedzinie N to powinnísmy
wskazać jej wartości dla wszystkich argumentów n : N. Możemy oczywíscie zacz ↪ać od zera.
Przypuśćmy dalej, że znaj ↪ac wartość f(x) dla jakiegokolwiek x, potrafimy zawsze wskazać
wartość f(s(x)). Na przyk lad możemy napisać takie dwa równania:

f(0) = 0;
f(s(m)) = s(s(f(m)).

Równania te nie stanowi ↪a definicji warunkowej funkcji f , bo symbol f wyst ↪epuje w nich także
po prawej stronie. Formalnie, s ↪a to wi ↪ec jakby ”postulaty”, które ż ↪adana funkcja powinna
spe lniać. Ale te postulaty określaj ↪a jednoznacznie wartość funkcji dla każdego x : N. (Możemy
uzasadnić przez indukcj ↪e, że dla dowolnego x : N wartość f(x) jest dobrze określona.)

Taki sposób definiowania może być zastosowany także do funkcji dwu- i wi ↪ecej argumen-
towych. Oto dwa najważniejsze przyk lady indukcji ze wzgl ↪edu na pierwszy argument :

0 + n = n; 0 · n = 0;
s(m) + n = s(m+ n). s(m) · n = m · n+ n.

Przyk lad 6.7 Możemy teraz policzyć ile jest dwa razy dwa: 2 ·2 = 1 ·2+2 = (0 ·2+2)+2 =
(0 + 2) + 2 = 2 + 2 = s(1 + 2) = s(s(0 + 2)) = s(s(2)) = s(s(s(s(0)))) = 4.

Nast ↪epuj ↪acy lemat formu luje w lasność znan ↪a jako  l ↪aczność dodawania. Przemienność do-
dawania,  l ↪aczność i przemienność mnożenia pozostawiamy jako ćwiczenie.

Lemat 6.8 Dla dowolnych liczb m, k, l ∈ N zachodzi równość m+ (k + l) = (m+ k) + l.

Dowód: Udowodnimy tez ↪e przez indukcj ↪e ze wzgl ↪edu na m. Inaczej mówi ↪ac udowodnimy,
ze każda liczba m : N ma w lasność

∀k, l :N.m+ (k + l) = (m+ k) + l.

Po pierwsze, 0 + (k+ l) = (k+ l) = (0 + k) + l, po drugie z warunku m+ (k+ l) = (m+ k) + l
wynika s(m) + (k + l) = s(m+ (k + l)) = s((m+ k) + l) = s(m+ k) + l = (s(m) + k) + l. �
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Dodawanie i mnożenie s ↪a przyk ladami funkcji definiowanych za pomoc ↪a tzw. rekursji prostej.
Ogólny schemat rekursji prostej wygl ↪ada tak:

f(0, n1, . . . , nk) = g(n1, . . . , nk);
f(s(m), n1, . . . , nk) = h(m,n1, . . . , nk, f(m,n1, . . . , nk)).

Tutaj definiujemy funkcj ↪e f : Nk+1 → N przez indukcj ↪e ze wzgl ↪edu na pierwszy argument,
z pomoc ↪a już określonych funkcji g : Nk → N i h : Nk+2 → N.

Nietrywialnym uogólnieniem rekursji prostej jest definiowanie przez indukcj ↪e funkcji o argu-
mentach i wartościach dowolnych typów. Oto schemat definiowania funkcji f : N×D → E .

f(0, d) = g(d); (6.1)
f(s(m), d) = h(m, d, f(m, d)). (6.2)

Przyk lad 6.9 Istniej ↪a różne schematy definiowania indukcyjnego. Na przyk lad poniższa
definicja funkcji Ackermanna-Sudana nie jest definicj ↪a przez rekursj ↪e prost ↪a:

A(0, x) = s(x);
A(s(n), 0) = A(n, 1);

A(s(n), s(x)) = A(n,A(s(n), x)).

Można pokazać ( latwe ćwiczenie), że wartość A(n, x) jest dobrze określona dla każdych n i x
(tj. że proces obliczenia A(n, x) wg powyższych regu l musi si ↪e zakończyć). Funkcja Acker-
manna nie może być jednak zdefiniowana z pomoc ↪a rekursji prostej.

Ćwiczenie 6.10 Jak duż ↪a liczb ↪a jest A(5, 4)? 10

Definicja 6.11 Za pomoc ↪a dodawania można także zdefiniować relacj ↪e nierówności pomi ↪edzy
liczbami naturalnymi.

m ≤ n wtedy i tylko wtedy, gdy ∃k(k +m = n).

Fakt 6.12 Definicje 6.2 i 6.11 s ↪a równoważne, tj. m s∗n zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy
k +m = n dla pewnego k.

Dowód: Implikacja z lewej do prawej zachodzi dlatego, że relacja ”∃k(k + m = n)” jest
przechodnia (jeśli k + m = n i l + n = p to (l + k) + m = p na mocy  l ↪aczności dodawania).
Implikacj ↪e z prawej do lewej można udowodnić przez indukcj ↪e ze wzgl ↪edu na k. Dok ladniej,
pokażemy, że każda liczba k : N ma w lasność ∀m:N (m s∗ k+m). Dla zera w lasność ta wynika
wprost z definicji. W kroku indukcyjnym mamy m s∗(k +m) s s(k +m) = s(k) +m. �

10Odpowiedź: Bardzo duż ↪a.
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7 Typy ilorazowe i indukcyjne

Konstrukcja liczb ca lkowitych

Liczby ca lkowite wymyślono po to, żeby można by lo odejmować dowolne liczby naturalne.
Liczby ca lkowite to ”formalne różnice” x− y dla x, y ∈ N, które można ”implementować” jako
pary uporz ↪adkowane. Odejmowanie to operacja odwrotna do dodawania, zatem powinna
zachodzić równość (x − y) + y = x. Ale wtedy także (x − y) + y + z = x + z, i widzimy, że
różnice x− y oraz (x+ z)− (y+ z) powinny być takie same. A wi ↪ec odpowiednie pary należy
utożsamiać. Dlatego typ liczb ca lkowitych powinien być zdefiniowany jako iloraz.

Rozpatrzmy nast ↪epuj ↪ac ↪a relacj ↪e w typie N× N:

〈m,n〉 ∼ 〈m′, n′〉 wtedy i tylko wtedy, gdy m+ n′ = m′ + n.

Nietrudno zauważyć, że to jest relacja równoważności.11 Typ ilorazowy (N×N)/∼ nazywamy
typem liczb ca lkowitych. Inaczej mówi ↪ac, liczby ca lkowite to pary liczb naturalnych, brane
z dok ladności ↪a do relacji ∼. Dzia lania na liczbach ca lkowitych określamy tak:

[〈m,n〉]∼ + [〈m1, n1〉]∼ = [〈m+m1, n+ n1〉]∼
[〈m,n〉]∼ · [〈m1, n1〉]∼ = [〈mm1 + nn1,mn1 + nm1〉]∼

−[〈m,n〉]∼ = [〈n,m〉]∼
Uwaga: Te definicje s ↪a poprawne, bo jeśli 〈m,n〉 ∼ 〈m′, n′〉 i 〈m1, n1〉 ∼ 〈m′1, n′1〉, to:

• 〈m+m1, n+ n1〉 ∼ 〈m′ +m′1, n
′ + n′1〉;

• 〈mm1 + nn1,mn1 + nm1〉 ∼ 〈m′m′1 + n′n′1,m
′n′1 + n′m′1〉;

• 〈n,m〉 ∼ 〈n′,m′〉.

Przy tej definicji, liczby naturalne nie s ↪a liczbami ca lkowitymi. Ale możemy si ↪e umówić, że
tak jest. Mamy bowiem naturalnie określon ↪a koercj ↪e i : N 1−1−→ Z, dan ↪a warunkiem

i(n) = [〈n, 0〉]∼
i z dużym powodzeniem możemy utożsamiać każd ↪a liczb ↪e naturaln ↪a n z liczb ↪a ca lkowit ↪a i(n).
Zauważmy na przyk lad, że i(m + n) = i(m) + i(n) oraz i(m · n) = i(m) · i(n), a wi ↪ec aryt-
metyk ↪e liczb naturalnych (a o ni ↪a tu przecież g lównie chodzi) możemy uprawiać bez przeszkód
w zbiorze Rg(i) ⊆ Z.

Konstrukcja liczb wymiernych

Typ Q wszystkich liczb wymiernych także zdefiniujemy jako typ ilorazowy. Tym razem chodzi
oczywíscie o dzielenie liczb ca lkowitych. Rozważamy cz ↪eściow ↪a relacj ↪e równoważności ≈
w zbiorze par Z× Z, dan ↪a warunkiem

〈x, y〉 ≈ 〈u, v〉 wtedy i tylko wtedy, gdy y, v 6= 0 oraz x · v = u · y,

i przyjmujemy Q = (Z×Z)/≈. Po sprawdzeniu, że 〈x, y〉 ≈ 〈x′, y′〉 i 〈u, v〉 ≈ 〈u′, v′〉 implikuje
〈xv + yu, yv〉 ≈ 〈x′v′ + y′u′, y′v′〉 oraz 〈xu, yv〉 ≈ 〈x′u′, y′v′〉, możemy zdefiniować operacje

11Wskazówka: udowodnić przez indukcj ↪e prawo skracania: Jeśli n+ k = m+ k, to n = m.
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na liczbach wymiernych:

[〈x, y〉]≈ + [〈u, v〉]≈ = [〈xv + yu, yv〉]≈
[〈x, y〉]≈ · [〈u, v〉]≈ = [〈xu, yv〉]≈

Liczby ca lkowite interpretujemy jako liczby wymierne za pomoc ↪a koercji

j(z) = [〈z, 1〉]≈.
Oczywíscie zamiast [〈x, y〉]≈ piszemy x

y .

Konstrukcja liczb rzeczywistych

Zobaczmy teraz pokrótce, jak można zdefiniować liczby rzeczywiste. Funkcj ↪e f : N → Q
nazwiemy ci ↪agiem Cauchy’ego, gdy

∀ε:Q (ε > 0→ ∃n:N ∀k:N(k ≥ n→ (f(n)− ε < f(k) < f(n) + ε)))

W typie N → Q określimy cz ↪eściow ↪a relacj ↪e równoważności ≡, której dziedzin ↪a jest zbiór C
wszystkich ci ↪agów Cauchy’ego:

f ≡ g ⇔ ∀ε:Q (ε > 0→ ∃n:N∀k:N(k ≥ n→ (f(k)− ε < g(k) < f(k) + ε))).

Typ R liczb rzeczywistych definiujemy jako (N→ Q)/≡. Dzia lania na liczbach rzeczywistych
definiujemy ”po wspó lrz ↪ednych”. Wynikiem dodawania ([f ]≡) + ([g]≡) jest wi ↪ec abstrakt
ci ↪agu h określonego równaniem h(n) = f(n) + g(n). Przyjmujemy, że Q ⊆ R poprzez identy-
fikacj ↪e każdej liczby wymiernej q ∈ Q z ci ↪agiem sta lym o wartości q.

Typy indukcyjne

Powróćmy jeszcze do liczb naturalnych. Każda liczba naturalna powstaje na jeden z dwóch
sposobów. Albo jest to po prostu zero, albo nast ↪epnik liczby wcześniej otrzymanej. Mamy
wi ↪ec dwa konstruktory liczb naturalnych: zero i nast ↪epnik. Nast ↪epnik s : N → N jest kon-
struktorem jednoargumentowym, sta la 0 : N jest konstruktorem bez argumentów. Istotne
jest to, że te dwa sposoby wzajemnie si ↪e wykluczaj ↪a, żadna liczba nie jest jednocześnie zerem
i nast ↪epnikiem. Mamy tu szczególny przypadek ogólniejszego zjawiska, kiedy elementy pew-
nego typu tworzone s ↪a przez kilka niezależnych konstruktorów, a przy tym każdy element
można otrzymać tylko na jeden sposób. Takie typy nazywamy indukcyjnymi .

S lowa

Jako przyk lad weźmy typ indukcyjny o jednym konstruktorze zeroargumentowym ε i dwóch
jednoargumentowych a i b. Każdy element tego typu, na przyk lad a(b(a(a(b(ε))))), jest wi ↪ec
otrzymany przez aplikowanie a i b w różny sposób do ε. Możemy taki element reprezentować
w zapisie beznawiasowym jako abaabε, a jeszcze lepiej odwrotnie – jako εbaaba. Wreszcie
możemy opuścić ε na pocz ↪atku i napisać tylko baaba.

Elementy naszego typu indukcyjnego można wi ↪ec utożsamiać z ci ↪agami liter a i b, przy czym
sta la ε odpowiada ci ↪agowi pustemu. Takie ci ↪agi nazywamy s lowami nad alfabetem {a, b}.
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Naturalnym uogólnieniem jest poj ↪ecie s lowa nad dowolnym skończonym alfabetem Σ. Typ
s lów nad alfabetem Σ oznaczany jest przez Σ∗. Poniżej dla uproszczenia przyjmujemy, że
Σ = {a, b}. Podstawowe w lasności typu {a, b}∗ s ↪a takie:

• S lowo puste ε jest s lowem;

• Jeśli w : {a, b}∗, to wa,wb : {a, b}∗;

• Jeśli wx = vy, gdzie w, v : {a, b}∗ oraz x, y ∈ {a, b}, to w = v i x = y;

• S lowa postaci wa,wb nie s ↪a puste.

G lówn ↪a metod ↪a dowodzenia w lasności s lów i definiowania operacji na s lowach jest indukcja.
Zasada indukcji dla s lów ma postać:

Jeśli W (ε) oraz ∀w:{a, b}∗(W (w)→W (wa) ∧W (wb)) to ∀w:{a, b}∗.W (w).

Przyk ladem definicji przez indukcj ↪e jest zaś poniższa definicja d lugości s lowa. Określamy tu
funkcj ↪e, która każdemu s lowu w : {a, b}∗ przypisuje pewn ↪a liczb ↪e |w| : N.

|ε| = 0; |wa| = |w|+ 1; |wb| = |w|+ 1.

Widoczne jest podobieństwo pomi ↪edzy s lowami d lugości n i n-krotkami. Dlatego cz ↪esto przyj-
muje si ↪e utożsamienie Σ∗ =

⋃
n∈N Σn, ale trzeba si ↪e wtedy umówić, że Σ0 = {ε}.

Schemat definiowania przez indukcj ↪e funkcji f : {a, b}∗ ×D → E można napisać podobnie do
schematu dla liczb naturalnych (6.1–6.2):

f(ε, d) = g(d); (7.1)
f(wa, d) = ha(w, d, f(w, d)); (7.2)
f(wb, d) = hb(w, d, f(w, d)). (7.3)

Ważn ↪a operacj ↪a na s lowach jest sk ladanie s lów czyli konkatenacja. Konkatenacj ↪a (z lożeniem)
s lów w i v nazywamy s lowo w ·v powsta le przez dopisanie s lowa v na końcu s lowa w. Definicja
indukcyjna (ze wzgl ↪edu na drugi argument) jest taka:

w · ε = w; w · va = (w · v)a; w · vb = (w · v)b.

Operacja konkatenacji jest  l ↪aczna, co można  latwo wykazać przez indukcj ↪e (ćwiczenie), na
przyk lad:

ein · (und · zwanzig) = (ein · und) · zwanzig = einundzwanzig.

A oto inne przyk lady wnioskowania przez indukcj ↪e dla s lów.

Fakt 7.1 Dla dowolnego s lowa w zachodzi ε · w = w.

Dowód: Zgodnie z zasad ↪a indukcji dla s lów należy sprawdzić trzy hipotezy:

1. ε · ε = ε;

2. Jeśli ε · w = w to ε · wa = wa;

3. Jeśli ε · w = w to ε · wb = wb.
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Perwsza z nich (krok bazowy) wynika natychmiast z definicji konkatenacji. W cz ↪eści drugiej
(krok indukcyjny, cz ↪eść pierwsza) mamy ε · wa = (ε · w)a, a to z za lożenia indukcyjnego jest
równe wa. Podobnie w drugiej cz ↪eści kroku indukcyjnego (3). �

Fakt 7.2 Dla dowolnych s lów w i v zachodzi |w · v| = |w|+ |v|.

Dowód: Nasz dowód jest przez indukcj ↪e ze wzgl ↪edu na v. Inaczej mówi ↪ac, udowodnimy,
że każde s lowo v ma w lasność

∀w:{a, b}∗.|w · v| = |w|+ |v|.

Krok bazowy polega na sprawdzeniu równości |w · ε| = |w|, oczywistej, bo w · ε = w.

W kroku indukcyjnym (przypadek pierwszy) zak ladamy, że |w ·v| = |w|+ |v| dla wszystkich w
i liczymy |w · va| = |(w · v)a| = |w · v|+ 1 = |w|+ |v|+ 1 = |w|+ |va|, korzystaj ↪ac z za lożenia
indukcyjnego. Drugi przypadek jest analogiczny. �

Porz
↪
adek prefiksowy

Piszemy w ⊆ v, gdy s lowo w jest przedrostkiem (prefiksem) s lowa v, tj. gdy istnieje takie
s lowo u, że v = w ·u. Relacj ↪e ⊆ nazywamy porz ↪adkiem prefiksowym.  Latwo zauważyć analogi ↪e
pomi ↪edzy porz ↪adkiem prefiksowym i porz ↪adkiem ≤ w N, mamy bowiem (por. fakt 6.12):

Fakt 7.3 Niech s oznacza relacj ↪e nast ↪epnika dla s lów, tj. niech w s v zachodzi wtedy i tylko
wtedy, gdy v = wa lub v = wb. Porz ↪adek prefiksowy jest domkni ↪eciem przechodnio-zwrotnym
relacji s.

Dowód: Ćwiczenie. �

Fakt 7.4 Porz ↪adek prefiksowy jest cz ↪eściowym porz ↪adkiem w zbiorze s lów.

Dowód: Zwrotność i przechodniość s ↪a oczywiste. Antysymetria wynika np. z takiej ob-
serwacji: jeśli w = vx i v = wy to w = wyx. A skoro |w| = |wyx| = |w|+ |x|+ |y| (fakt 7.2),
to x = y = ε. �

Analogicznie do porz ↪adku prefiksowego można zdefiniować porz ↪adek sufiksowy o podobnych
w lasnościach.

Listy

Lista liczb naturalnych to skończony ci ↪ag liczb. Lista może być pusta (ozn. nil) lub otrzymana
przez dopisanie jakiej́s liczby n : N do już istniej ↪acej listy `, co oznaczamy przez cons(n, `) lub
przez n :: `. A wi ↪ec listy tworz ↪a typ indukcyjny list generowany przez dwa konstruktory:

nil : list, oraz cons : N× list→ list.

Zasada indukcji dla list jest nast ↪epuj ↪aca:
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Jeśli W (nil) oraz ∀`:list(W (`)→ ∀n:N.W (n :: `)) to ∀`:list.W (`).

Schemat definiowania przez indukcj ↪e funkcji f : list×D → E ma postać:

f(nil, d) = g(d);
f(n :: `, d) = h(`, n, d, f(`, d)),

gdzie g : D → E oraz h : list× N×D × E → E .

Wiele obiektów naturalnie pojawiaj ↪acych si ↪e w matematyce i informatyce można uważać
za elementy pewnych typów indukcyjnych. Na przyk lad skończone drzewa binarne tworz ↪a
typ indukcyjny z jednym konstruktorem dwuargumentowym i jedn ↪a sta l ↪a. Nieco bardziej
wyrafinowany przyk lad to typ ω-tree, który ma dwa konstruktory

leaf : ω-tree oraz node : (N→ ω-tree)→ ω-tree.

Elementy tego typu możemy interpretować jako drzewa, w których każdy wierzcho lek wew-
n ↪etrzny ma tyle nast ↪epników ile jest liczb naturalnych. Pierwszy konstruktor, to drzewo
z lożone z jednego líscia. Argumentem drugiego konstruktora jest funkcja, która każdej licz-
bie naturalnej przypisuje drzewo typu ω-tree. A zatem node(f) to drzewo, którego korzeń
po l ↪aczony jest z poddrzewami f(n) dla wszystkich n ∈ N.

Wspólne cechy typów indukcyjnych to

• jednoznaczność sposobu w jaki każdy element typu jest otrzymany przez dzia lanie kon-
struktorów;

• swoista zasada indukcji;

• swoisty schemat definiowania przez indukcj ↪e.
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8 Równoliczność

Definicja 8.1 Mówimy, że zbiory A i B s ↪a równoliczne, albo że s ↪a to zbiory tej samej mocy
(i piszemy A ∼ B) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje bijekcja f : A 1−1−→

na
B.

Powyższa definicja opiera si ↪e na tym samym pomyśle, którego używaj ↪a dzieci nie znaj ↪ace
arytmetyki do podzielenia si ↪e po równo kasztanami, jab lkami itp. Wystarczy dawać każdemu
po jednym, aż do wyczerpania zasobów.

Uwaga 8.2 Poj ↪ecie mocy zbioru, inaczej zwanej jego liczb ↪a kardynaln ↪a jest wygodnym skrótem
myślowym. Zamiast mówić, że dwa zbiory s ↪a lub nie s ↪a równoliczne, mówimy że maj ↪a (lub
nie) tak ↪a sam ↪a moc. Jeśli użyjemy znaku m na oznaczenie mocy jakiegoś zbioru A, to napis
B = m czytamy ”B jest mocy m”. Taki napis w istocie oznacza tyle samo co B ∼ A.

Przyk lad 8.3

• Przedzia ly otwarte (a, b) i (c, d) s ↪a równoliczne, bo funkcja f : (a, b) 1−1−→
na

(c, d) może być

określona wzorem f(x) = d−c
b−a · x+ bc−ad

b−a .

• Przedzia l (−π
2 ,

π
2 ) (a zatem także każdy inny przedzia l otwarty) jest równoliczny z ca lym

typem R liczb rzeczywistych. Dla dowodu wystarczy użyć funkcji tangens.

• Przedzia ly (0, 1] i (0, 1) s ↪a równoliczne, bo mamy tak ↪a funkcj ↪e f : (0, 1] 1−1−→
na

(0, 1):

f(x) =
{

1
n+1 , jeśli x = 1

n , dla pewnego n ∈ N;
x, w przeciwnym przypadku.

• Typ R jest równoliczny ze zbiorem wszystkich liczb rzeczywistych dodatnich, a równo-
liczność ustala np. funkcja logarytm.

Fakt 8.4 Dla dowolnych zbiorów A, B, C,

• A ∼ A;

• Jeśli A ∼ B to B ∼ A;

• Jeśli A ∼ B i B ∼ C to A ∼ C.

Uwaga: Z powyższego wynika, że równoliczność zbiorów tego samego typu P(D) jest relacj ↪a
równoważności w P(D).

Teraz jeszcze jeden przydatny lemat.

Lemat 8.5 Niech a 6∈ A i b 6∈ B. Wówczas:

• A ∪ {a} ∼ B ∪ {b} wtedy i tylko wtedy, gdy A ∼ B.
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• Injekcja f : A ∪ {a} 1−1−→ B ∪ {b} istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje injekcja
g : A 1−1−→ B.

Dowód: Jeśli g : A 1−1−→ B, to injekcj ↪e f : A ∪ {a} 1−1−→ B ∪ {b} określamy wzorem

f(x) =
{
b, jeśli x = a;
g(x), w przeciwnym przypadku.

Jeśli na dodatek funkcja g jest na B, to także f jest ”na”. To dowodzi implikacji (⇐) w obu
cz ↪eściach lematu. Przypuśćmy wi ↪ec, że f : A∪{a} 1−1−→ B∪{b}. Określimy funkcj ↪e g : A→ B
definicj ↪a warunkow ↪a:

g(x) =
{
f(a), jeśli f(x) = b;
f(x), w przeciwnym przypadku.

Nietrudno zauważyć, że g jest różnowartościowa, a jeśli f jest ”na” to także g jest ”na”. �

Zbiory skończone

Powiemy, że podzbiór A : P(N) jest ograniczony , gdy istnieje takie n : N, że a ≤ n dla wszyst-
kich a ∈ A. Można wtedy napisać A ≤ n. Jeśli ograniczenie jest ”ostre”, tj. dla każdego a ∈ A
zachodzi a < n to napiszemy A < n. Oczywíscie każdy zbiór ograniczony ma ograniczenia
ostre. Szczególnym rodzajem zbioru ograniczonego jest zbiór O(n) = {m :N | m < n} zwany
odcinkiem pocz ↪atkowym wyznaczonym przez n, który dla prostoty b ↪edziemy oznaczać przez n.

Lemat 8.6 Zbiór A : P(N) jest ograniczony wtedy i tylko wtedy, gdy jest równoliczny z pew-
nym odcinkiem pocz ↪atkowym.

Dowód: (⇒) Przez indukcj ↪e ze wzgl ↪edu na n dowodzimy, że jeśli A < n, to A jest
równoliczny z pewnym odcinkiem pocz ↪atkowym. Dla n = 0 mamy oczywíscie A ∼ 0, za lóżmy
wi ↪ec, że A < s(n). Jeśli w istocie A < n, to teza wynika z za lożenia indukcyjnego, mamy
wi ↪ec A 6< n, co oznacza, że n ∈ A. Niech A′ = A − {n}. Z za lożenia indukcyjnego mamy
równoliczność A′ ∼ m dla pewnego m, sk ↪ad A ∼ s(m).

(⇐) Niech A ∼ n. Indukcja ze wzgl ↪edu na n. Jeśli n = 0 to A = ∅, wi ↪ec A < 0. Jeśli
n = s(m) to A 6= ∅; wtedy A− {a} ∼ m jest ograniczony, sk ↪ad A− {a} < k, dla pewnego k.
Wtedy A < max{k, s(a)}. �

Definicja 8.7 Zbiór B jest skończony wtedy i tylko wtedy, gdy jest równoliczny z pewnym
ograniczonym podzbiorem N. W przeciwnym razie mówimy, że B jest nieskończony .

Z lematu 8.6 wynika, że zbiory skończone s ↪a w istocie równoliczne z odcinkami n dla n : N.
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Lemat 8.8 Dla dowolnych n,m ∈ N:

1) Nie istnieje f : s(n) 1−1−→ n.

2) Nie istnieje f : n na−→ s(n).

3) Jeśli m ∼ n to m = n.

Dowód: (1) Indukcja. Oczywiste dla n = 0. Krok indukcyjny wynika natychmiast
z lematu 8.5.

(2) Ta cz ↪eść  latwo wynika z poprzedniej i z twierdzenia 5.10. Ale można j ↪a też udowodnić
przez indukcj ↪e (bez pomocy pewnika wyboru) z pomoc ↪a lematu 8.5 (ćwiczenie).

(3) Dowód jest przez indukcj ↪e ze wzgl ↪edu na n, tj. za lożenie indukcyjne ma postać:

∀m ∈ N(m ∼ n→ m = n). (*)

Warunek jest oczywisty dla n = 0, bo tylko zbiór pusty jest równoliczny ze zbiorem pustym.
Za lóżmy wi ↪ec, że zachodzi (*) i niech m ∼ s(n), czyli m ∼ n ∪ {n}. Wtedy na pewno m 6= 0,
wi ↪ec m = s(m′), sk ↪ad m = m′ ∪ {m′}, dla pewnego m′. Z lematu 8.5 wynika, że m′ ∼ n
a wi ↪ec m′ = n. W konsekwencji m = s(n). �

Jeśli n ∈ N, to piszemy A = n gdy A ∼ n. Poprawność tego oznaczenia wynika z lematu 8.8.
Oczywíscie mówimy wtedy, że A ma n elementów. Z tego samego lematu wynika też nast ↪epu-
j ↪acy użyteczny fakt:

Twierdzenie 8.9 Jeśli A jest zbiorem skończonym, oraz f : A → A to f jest różnowartoś-
ciowa wtedy i tylko wtedy, gdy jest na A.

Dowód: (⇒) Przypuśćmy, że f jest różnowartościowa, ale nie jest ”na”, tj. istnieje element
a ∈ A− Rg(f). To w szczególności oznacza, że A 6= ∅. Wiemy, że A jest skończony, czyli
równoliczny z odcinkiem wyznaczonym w N przez pewn ↪a liczb ↪e. Skoro A 6= ∅, to ta liczba
nie jest zerem, ma wi ↪ec postać s(n), dla pewnego n. Przedstawiaj ↪ac zbiór A w postaci sumy
A = (A − {a}) ∪ {a} i korzystaj ↪ac z lematu 8.5, otrzymujemy równoliczność A − {a} ∼ n.
Istniej ↪a wi ↪ec funkcje h : A− {a} 1−1−→

na
n oraz g : s(n) 1−1−→

na
A. Zatem h ◦ f ◦ g : s(n) 1−1−→ n, co

jest sprzeczne z lematem 8.8(1).

(⇐) Przypuśćmy, że f : A na−→ A nie jest różnowartościowa. Wtedy s ↪a takie różne a, b ∈ A,
że f(a) = f(b). Wówczas f�A−{a} : A−{a} na−→ A. Zbiór A musi być niepusty i podobnie jak

w poprzedniej cz ↪eści dowodu mamy funkcje h : n 1−1−→
na

A−{a} i g : A 1−1−→
na

s(n). Otrzymujemy

g ◦ (f�A−{a}) ◦ h : n na−→ s(n). Z lematu 8.8(2) wynika teraz sprzeczność. �
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Nast ↪epuj ↪ace twierdzenie zbiera kilka ważnych w lasności zbiorów skończonych.

Fakt 8.10

0) Jeśli A jest skończony, to A ∪ {a} jest skończony.

1) Każdy podzbiór zbioru skończonego jest skończony.

2) Jeśli A jest nieskończony i B jest skończony, to A−B 6= ∅.

3) Jeśli A jest skończony i f : A na−→ B, to B jest skończony.

4) Suma i iloczyn kartezjański dwóch zbiorów skończonych s ↪a skończone.

Dowód: (0) Jeśli A = n oraz a 6∈ A to A ∪ {a} = s(n).

(1) Jeśli B ⊆ A i A jest skończony, to mamy bijekcj ↪e f : A 1−1−→
na

n, dla pewnego n ∈ N. Zbiór B

jest wi ↪ec równoliczny z podzbiorem f(B) ⊆ n, który oczywíscie jest ograniczony. Zatem B
też jest skończony.

(2) W przeciwnym razie A ⊆ B i A by lby skończony na mocy cz ↪eści (1).

(3) Z twierdzenia 5.10 wynika, że istnieje wtedy funkcja g : B 1−1−→ A, a wi ↪ec B jest równoliczny
ze zbiorem Rg(g) ⊆ A, który musi być skończony, jako podzbiór zbioru skończonego.12

(4) Ćwiczenie. Wskazówka: przez indukcj ↪e należy wykazać, że suma dwóch roz l ↪acznych
zbiorów, które maj ↪a n i m elementów, jest zbiorem o n + m elementach. Podobnie dla
iloczynu kartezjańskiego i mnożenia. �

12T↪e cz ↪eść można też udowodnić bez pomocy twierdzenia 5.10. Wskazówka: zacz ↪ać od przypadku A ⊆ N.
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9 Zbiory przeliczalne

Fakt 9.1 Jeśli n ∈ N to nie istnieje funkcja f : N 1−1−→ n. W szczególności zbiór liczb
naturalnych N jest nieskończony.

Dowód: Gdyby taka funkcja istnia la, to f�
s(n)

: s(n) 1−1−→ n, a to być nie może z powodu
lematu 8.8(1). �

Definicja 9.2 Liczb ↪e kardynaln ↪a (moc) zbioru N oznaczamy symbolem ℵ0 (”alef zero”).
Zbiory równoliczne z N nazywamy wi ↪ec zbiorami mocy ℵ0 (por. uwag ↪e 8.2). Mówimy, że
zbiór A jest przeliczalny wtedy i tylko wtedy, gdy jest skończony lub jest zbiorem mocy ℵ0.
W przeciwnym razie zbiór A jest nieprzeliczalny .

Moc ℵ0 jest najmniejsz ↪a moc ↪a nieskończon ↪a, w nast ↪epuj ↪acym sensie:

Twierdzenie 9.3 Zbiór A jest nieskończony wtedy i tylko wtedy, gdy ma podzbiór mocy ℵ0.

Dowód: (⇒) Niech ϑ b ↪edzie funkcj ↪a wyboru dla rodziny P(A)− {∅}. Określimy funkcj ↪e
f : N→ A, za pomoc ↪a takiej definicji indukcyjnej:

f(n) = ϑ(A− f(n)) (*)

Poprawność tej definicji nie jest oczywista i wymaga takiej obserwacji: Skoro n jest zbiorem
skończonym, to f(n) też jest skończone (na mocy faktu 8.10(3)) a zatem zbiór A− f(n) jest
niepusty (na mocy faktu 8.10(2)) i dlatego prawa strona równania ma sens.13

Zauważmy, że funkcja f jest różnowartościowa. W rzeczy samej, jeśli m 6= n, to na przyk lad
m < n. Wtedy f(m) ∈ f(n), a wi ↪ec wartość f(n), wybierana z dope lnienia zbioru f(n),
musi być różna od f(m). Zatem f : N 1−1−→

na
Rg(f). Zbiór Rg(f) ma wi ↪ec moc ℵ0 i jest

podzbiorem A.

(⇐) Jeżeli N ∼ B ⊆ A i A = n ∈ N, to istniej ↪a funkcje f : N 1−1−→
na

B i g : A 1−1−→
na

n. St ↪ad

g ◦ f : N 1−1−→ n, co jest sprzeczne z faktem 9.1. �

Wniosek 9.4 Zbiór jest nieskończony wtedy i tylko wtedy, gdy jest równoliczny z pewnym
swoim podzbiorem w laściwym.

Dowód: (⇐) Ta cz ↪eść wynika wprost z twierdzenia 8.9.

(⇒) Skorzystamy z poprzedniego twierdzenia. Jeśli zbiór A jest nieskończony, to ma pod-
zbiór B o mocy ℵ0. Mamy wi ↪ec funkcj ↪e f : N 1−1−→

na
B i możemy określić g : A→ A warunkiem

g(x) =
{
f(f−1(x) + 1), jeśli x ∈ B;
x, w przeciwnym przypadku.

13Dla dociekliwych, zauważmy też, że ścísle rzecz bior ↪ac, stosujemy tu schemat definiowania przez indukcj ↪e,
określaj ↪ac pewien ci ↪ag funkcji cz ↪eściowych o coraz to wi ↪ekszych dziedzinach.
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 Latwo zauważyć, że funkcja g jest różnowartościowa. Ale ta funkcja nie jest na A, bo ele-
ment f(0) nie należy do Rg(g). Zatem A ∼ Rg(g)  A. �

Przypomnijmy, że dla B ⊆ N, przez minB oznaczamy najmniejszy element zbioru B. Taki
element zawsze istnieje, jeśli tylko B jest niepusty (twierdzenie 6.5).

Fakt 9.5 Każdy podzbiór zbioru przeliczalnego jest przeliczalny.

Dowód: Niech C b ↪edzie podzbiorem zbioru przeliczalnego B. Jeśli C jest skończony,
to dobrze, wi ↪ec niech C b ↪edzie nieskończony. Wtedy zbiór B też musi być nieskończony,
a skoro B jest przeliczalny, to mamy funkcj ↪e g : B 1−1−→

na
N. Zbiór C jest wi ↪ec równoliczny

z podzbiorem g(C) zbioru N. A zatem wystarczy udowodnić, że każdy nieskończony podzbiór
zbioru N jest przeliczalny.

Niech A b ↪edzie takim podzbiorem. Definiujemy przez indukcj ↪e funkcj ↪e f : N→ A:

f(n) = min(A− f(n)) (*)

Ta definicja jest poprawna, a funkcja f jest różnowartościowa, z powodów podobnych do
omawianych w dowodzie twierdzenia 9.3. Pozostaje stwierdzić, że f jest na A. Przypuśćmy,
że nie, tj. że istnieje jakieś m ∈ A − Rg(f). Wtedy dla dowolnego n mamy jednocześnie
m ∈ A − f(n) i m 6= f(n), a wi ↪ec m > f(n). St ↪ad Rg(f) ⊆ m, czyli Rg(f) jest zbiorem
skończonym. To niemożliwe, bo f jest różnowartościowa, wi ↪ec Rg(f) ∼ N. �

Nast ↪epuj ↪acy fakt uzasadnia nazw ↪e ”zbiór przeliczalny”. Zbiór jest przeliczalny, gdy jego ele-
menty można przeliczać (niekoniecznie przeliczyć), tj. ustawić je w ci ↪ag nieskończony.

Wniosek 9.6 Niepusty zbiór A jest przeliczalny wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje surjekcja
f : N na−→ A.

Dowód: (⇒) Jeśli A = ℵ0 to taka funkcja istnieje z definicji i nawet jest różnowartościowa.
Jeśli A = n ∈ N, to n 6= 0 i mamy funkcj ↪e g : n 1−1−→

na
A, któr ↪a można poprawić tak:

h(m) =
{
g(m), jeśli m < n;
g(0), w przeciwnym przypadku.

(⇐) Niech f : N na−→ A i niech g = λa:A. min{i ∈ N | f(i) = a}. Wtedy g : A 1−1−→ N, zbiór A
jest wi ↪ec równoliczny z podzbiorem Rg(g) zbioru N, a zatem przeliczalny. �

Lemat 9.7 Jeśli zbiór A jest przeliczalny i f : A na−→ B, to B jest przeliczalny.

Dowód: Na mocy wniosku 9.6 istnieje surjekcja g : N na−→ A. Wtedy f ◦ g : N na−→ B, wi ↪ec
na mocy tego samego wniosku zbiór B jest przeliczalny. �

Fakt 9.8 Jeśli zbiory A i B s ↪a przeliczalne to A ∪B i A×B też s ↪a przeliczalne.

Dowód: Jeśli któryś ze zbiorów A i B jest pusty to teza jest oczywista. Za lóżmy wi ↪ec, że
A i B s ↪a niepuste. Na mocy wniosku 9.6 istniej ↪a wi ↪ec funkcje f : N na−→ A i g : N na−→ B.
Możemy teraz określić funkcj ↪e ϕ : N na−→ A ∪B wzorem
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ϕ(n) =
{
f(k), jeśli n = 2k, dla pewnego k;
g(k), jeśli n = 2k + 1, dla pewnego k

A zatem A∪B jest zbiorem przeliczalnym, co też wynika z wniosku 9.6. Aby określić funkcj ↪e
ψ : N na−→ A × B, skorzystamy z jednoznaczności rozk ladu liczb naturalnych na czynniki
pierwsze. Każd ↪a liczb ↪e n 6= 0 możemy jednoznacznie zapisać w postaci

n = 2i3jq,

gdzie q nie jest podzielne ani przez 2 ani przez 3. Przyjmujemy

ψ(n) =
{
〈f(0), g(0)〉, jeśli n = 0;
〈f(i), g(j)〉, jeśli n = 2i3jq oraz q nie dzieli si ↪e przez 2 ani 3

Funkcja ψ jest ”na”, bo dla dowolnych a ∈ A, b ∈ B istniej ↪a takie liczby i, j, że f(i) = a
i f(j) = b. A wi ↪ec 〈a, b〉 = ψ(2i3j). �

Przyk lad 9.9 Funkcja t : N × N → N dana wzorem t(n,m) = 2n3m jest różnowartościowa.
Natomiast nast ↪epuj ↪ace funkcje u, v : N× N→ N s ↪a nawet bijekcjami.14

u(m,n) = 2m(2n+ 1)− 1;

v(m,n) = (m+ n)(m+ n+ 1)
2 +m.

Sprawdzenie, że tak jest w istocie, pozostawiamy jako ćwiczenie. Wskazówka: pierwszy sk lad-
nik w definicji v(m,n) przedstawia sum ↪e liczb naturalnych od zera do m+ n.

Przyk lady zbiorów przeliczalnych

• Zbiór N× N jest przeliczalny (jak widać z powyższego).

• Zbiór Z wszystkich liczb ca lkowitych jest przeliczalny. Skoro bowiem Z = N × N/∼ to
mamy funkcj ↪e κ : N× N na−→ Z określon ↪a warunkiem κ(m,n) = [〈m,n〉]∼. (Mówi ↪ac po
ludzku, chodzi o funkcj ↪e κ(m,n) = m − n. Każda liczba ca lkowita jest różnic ↪a dwóch
liczb naturalnych.)

• Zbiór Q wszystkich liczb wymiernych jest przeliczalny z analogicznych powodów.

• A wi ↪ec przeliczalny jest też np. zbiór wszystkich punktów p laszczyzny o wspó lrz ↪ednych
wymiernych. Utożsamiamy go przecież ze zbiorem Q×Q.

Twierdzenie 9.10 Suma przeliczalnej rodziny zbiorów przeliczalnych jest przeliczalna.

Dowód: Niech A b ↪edzie przeliczaln ↪a rodzin ↪a zbiorów przeliczalnych. Bez straty ogólności
możemy za lożyć, że:

• A 6= ∅, bo inaczej
⋃
A = ∅, czyli teza jest oczywista;

14Czasami o bijekcji z N×N na N mówimy funkcja pary. Taka funkcja pozwala na zakodowanie dwóch liczb
naturalnych za pomoc ↪a jednej.
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• ∅ 6∈ A, bo
⋃
A =

⋃
(A− {∅}), wi ↪ec zamiast A możemy wzi ↪ać A− {∅}.

A wi ↪ec, na mocy wniosku 9.6 mamy funkcj ↪e:

F : N na−→ A,

a ponieważ elementy A s ↪a też przeliczalne, wi ↪ec dla dowolnego m ∈ N jest też funkcja

fm : N na−→ F (m).

Wtedy G : N × N na−→
⋃
A, gdzie G(m,n) = fm(n). Sprawdźmy, że funkcja G jest fak-

tycznie ”na”. Ponieważ F jest ”na”, wi ↪ec każdy element a ∈
⋃
A należy do pewnego F (m).

Zatem a jest postaci fm(n), bo fm też jest ”na”. Wnioskujemy, że
⋃
A jest zbiorem przeliczal-

nym, jako obraz zbioru przeliczalnego (lemat 9.7). �

Uwaga: * Choć nie widać tego na pierwszy rzut oka, dowód powyższego twierdzenia w istotny sposób
opiera si ↪e na pewniku wyboru. Przypisujemy bowiem każdej liczbie m pewn ↪a funkcj ↪e fm : N na−→ F (m), a wi ↪ec
implicite stosujemy funkcj ↪e wyboru dla rodziny A. Ścíslej, powo lujemy si ↪e tu na twierdzenie 5.9 o niepustości
produktu zbiorów niepustych.

Wniosek 9.11 Jeśli alfabet A jest przeliczalny to zbiór wszystkich s lów A∗ też jest przeli-
czalny.

Dowód: Niech An oznacza zbiór wszystkich s lów nad A d lugości n. Nietrudno pokazać
przez indukcj ↪e, że każdy ze zbiorów An jest przeliczalny. Istotnie, zbiór A0 = {ε} jest jed-
noelementowy, a krok indukcyjny wynika z  latwej równoliczności An+1 ∼ An × A. Skoro A∗

jest sum ↪a wszystkich An, dla n ∈ N, to teza wynika z twierdzenia 9.10. �

Uwaga: Analogiczny fakt jest prawdziwy dla takich typów indukcyjnych jak skończone
drzewa binarne, listy itp.

Liczby algebraiczne to pierwiastki rzeczywiste wielomianów o wspó lczynnikach wymiernych.
Pozosta le liczby (takie jak e i π) nazywamy przest ↪epnymi .

Wniosek 9.12 Zbiór wszystkich liczb algebraicznych jest przeliczalny.

Dowód: Wielomian jest wyznaczony przez skończony ci ↪ag swoich wspó lczynników. Zbiór
wielomianów Q[x] jest wi ↪ec równoliczny z Q∗ i też przeliczalny.

Wielomian ma skończenie wiele pierwiastków, wi ↪ec zbiór liczb algebraicznych to przeliczalna
suma zbiorów skończonych. �
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10 Teoria mocy

Lemat 10.1 Jeżeli A ∼ B i C ∼ D oraz istnieje injekcja f : A 1−1−→ C, to istnieje też injekcja
g : B 1−1−→ D.

Dowód: Istniej ↪a bijekcje ϕ : B 1−1−→
na

A oraz ψ : C 1−1−→
na

D. Zatem ψ ◦ f ◦ ϕ : B 1−1−→ D. T↪e
konstrukcj ↪e przedstawia poniższy diagram:

A
f // C

ψ

��
B

ϕ

OO

// D

�

Definicja 10.2 Mówimy, że moc zbioru A jest mniejsza lub równa mocy zbioru B (i piszemy
A ≤ B), wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje injekcja f : A 1−1−→ B. Jeżeli A ≤ B ale zbiory A i B
nie s ↪a równoliczne, to piszemy A < B i mówimy, że zbiór A jest mocy mniejszej niż zbiór B.

Uwaga:

• Poprawność powyższej definicji wynika z lematu 10.1.

• Jeśli m, n s ↪a liczbami kardynalnymi to m ≤ n oznacza, że A ≤ B, dla A = m, B = n.

• Jeśli f : A 1−1−→ B, ale f nie jest bijekcj ↪a, to nie znaczy, że A < B. Na przyk lad funkcja
nast ↪epnika jest injekcj ↪a z N w N i nie jest ”na”, ale przecież N 6< N.

Przyk lad 10.3

• Jeśli A ⊆ B, to A ≤ B.

• Dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi n < ℵ0.

• Dla dowolnego zbioru A zachodzi A ≤ P(A). Istotnie, mamy ζ : A 1−1−→ P(A), gdzie
ζ(a) = {a} dla a ∈ A.

• Zbiór A jest nieskończony wtedy i tylko wtedy, gdy ℵ0 ≤ A (twierdzenie 9.3).

Fakt 10.4 Dla dowolnych niepustych zbiorów A,B nast ↪epuj ↪ace warunki s ↪a równoważne:

1) A ≤ B;

2) Istnieje g : B na−→ A;

3) Zbiór A jest równoliczny z pewnym podzbiorem zbioru B.

Dowód: Równoważność warunków (1) i (2) to dok ladnie treść twierdzenia 5.11. Równo-
ważność (1) i (3) wynika z nast ↪epuj ↪acych obserwacji:
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• Jeśli f : A 1−1−→ B to A ∼ Rg(f).

• Jeśli f : A 1−1−→
na

C ⊆ B to f : A 1−1−→ B. �

Fakt 10.5 Dla dowolnych zbiorów A,B,C:

• A ≤ A;

• Jeśli A ≤ B i B ≤ C to A ≤ C.

O ile powyższy fakt jest ca lkiem oczywisty, to antysymetria nierówności

Jeśli A ≤ B i B ≤ A to A = B

(zwana twierdzeniem Cantora-Bernsteina) nie jest już oczywista. Udowodnimy j ↪a najpierw
w takiej wersji:

Lemat 10.6 Jeśli ϕ : A 1−1−→ C ⊆ A to C ∼ A.
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Rysunek 1: Dowód lematu 10.6

Dowód: Zaczniemy od określenia ci ↪agu zbiorów Xn, dla n ∈ N.

X0 = A− C;
Xn+1 = ϕ(Xn).

Niech X =
⋃
{Xn | n ∈ N} i niech Y = A−X. Zauważmy, że C = A−X0 = (X ∪Y )−X0 =

(X −X0) ∪ Y , bo Y ∩X0 = ∅. Określimy bijekcj ↪e ψ : A 1−1−→
na

C jak nast ↪epuje:
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ψ(x) =
{
x, jeśli x ∈ Y ;
ϕ(x), jeśli x ∈ X

Inaczej, ψ = ϕ�X ∪ idY . Na Rysunku 1 zbiór X odpowiada obszarowi zakreskowanemu,
a zbiór Y to ca la reszta. Poszczególne zakreskowane sk ladowe to zbioryXn. A zatem funkcja ψ
jest identyczności ↪a na obszarze bia lym, a każd ↪a z zakreskowanych sk ladowych przekszta lca
w nast ↪epn ↪a. Funkcja ψ jest różnowartościowa, ponieważ idY : Y 1−1−→ Y oraz ϕ�X : X 1−1−→ X
s ↪a s ↪a funkcjami różnowartościowymi, a przy tym X i Y s ↪a roz l ↪aczne. Ponadto ψ jest na C.
Jeśli bowiem c ∈ C, to s ↪a dwie możliwości. Albo c ∈ Y i wtedy c = ψ(c), albo c ∈ X −X0

i mamy c ∈ Xn+1 dla pewnego n. A wtedy c = ϕ(x) = ψ(x) dla pewnego x ∈ Xn. �

Twierdzenie 10.7 (Cantora-Bernsteina) Jeśli A ≤ B i B ≤ A to A = B.

Dowód: Z za lożenia istniej ↪a funkcje f : A 1−1−→ B i g : B 1−1−→ A. Zbiór C = Rg(g) jest
oczywíscie równoliczny z B. Jeśli teraz ϕ = g ◦f to ϕ : A 1−1−→ C. Na mocy lematu 10.6, zbiór
A jest równoliczny z C, a wi ↪ec także z B. �

Twierdzenie Cantora-Bernsteina jest niezwykle użytecznym narz ↪edziem do badania mocy
zbiorów. Zwykle znacznie  latwiej jest wskazać dwie funkcje różnowartościowe, jedn ↪a z A
do B i drug ↪a z B do A, niż bijekcj ↪e pomi ↪edzy A i B. Na przyk lad moc dziwnej figury A
na Rysunku 2 jest taka sama jak moc każdego z dwóch kó l (otwartych). Mamy bowiem
K ≤ A ≤ L, bo K ⊆ A ⊆ L. Ponieważ  latwo zauważyć, że dowolne dwa ko la otwarte s ↪a
równoliczne, wi ↪ec K = L, i możemy użyć twierdzenia Cantora-Bernsteina.

K

A

L

Rysunek 2: Zastosowanie twierdzenia Cantora-Bernsteina

Twierdzenie 10.8 (Cantora) Dla dowolnego zbioru A zachodzi A < P(A).



3 października 2011, godzina 13: 08 strona 48

Dowód: Już poprzednio zauważylísmy, że A ≤ P(A), należy wi ↪ec pokazać, że nie istnieje
bijekcja F : A 1−1−→

na
P(A). Przypuśćmy, że taka jest, i niech B = {x ∈ A | x 6∈ F (x)}. Skoro

F jest ”na”, to istnieje takie b ∈ A, że F (b) = B. Pytamy, czy b ∈ B. Jeśli b ∈ B, to
z definicji zbioru B mamy b 6∈ F (b) = B. Ale jeśli b 6∈ B, to też źle, bo wtedy warunek
b 6∈ F (b) nie powinien zachodzić, czyli mielibyśmy w laśnie b ∈ B. Otrzymana sprzeczność
wynik la z za lożenia, że F : A 1−1−→

na
P(A), a wi ↪ec takiej funkcji nie ma. �

Rozumowanie użyte w dowodzie twierdzenia Cantora stosuje tzw. metod ↪e przek ↪atniow ↪a (roz-
ważamy dwuargumentowy predykat ”x 6∈ F (y)” dla x = y). Do sprzeczności doprowadzi lo
nas zjawisko podobne do paradoksu k lamcy ,15 znane też z anegdoty o wojskowym fryzjerze,
któremu polecono golić tych i tylko tych żo lnierzy, co sami si ↪e nie gol ↪a. Porównajmy dwa
niemożliwe do spe lnienia warunki:

∀x ∈ A(x ∈ F (b)⇔ x 6∈ F (x));

∀x(b goli x⇔ x nie goli x).

a zobaczymy, że chodzi tu o to samo zjawisko.

Wniosek 10.9

1. Istniej ↪a zbiory nieprzeliczalne, na przyk lad P(N).

2. Istnieje nieskończenie wiele liczb kardynalnych.

Dowód: (1) Natychmiastowy wniosek z twierdzenia Cantora.

(2)  Latwo widzieć, że N < P(N) < P(P(N)) < P(P(P(N))) < · · · �

Uwaga 10.10 Przypisuj ↪ac inne typy zbiorom A i P(A) wykluczamy t ↪e możliwość, że jakís
podzbiór B zbioru A jest jednocześnie jego elementem. W ”beztypowej” teorii mnogości takie
zjawiska s ↪a dopuszczalne, ale i tam:

Nie istnieje zbiór wszystkich zbiorów, tj. zbiór Ω spe lniaj ↪acy warunek ∀x(x ∈ Ω).

Istotnie, gdyby Ω by l zbiorem wszystkich zbiorów, to także każdy podzbiór Ω by lby jego
elementem, mielibyśmy wi ↪ec P(Ω) ⊆ Ω, sk ↪ad P(Ω) ≤ Ω.

Liczby rzeczywiste

Definicja 10.11 Moc zbioru wszystkich liczb rzeczywistych nazywamy continuum i oznacza-
my przez C.

Przypomnijmy, że 2N to zbiór wszystkich funkcji z N do 2 = {0, 1}, inaczej – zbiór wszystkich
nieskończonych ci ↪agów zerojedynkowych. Zamiast 2N zwykle piszemy po prostu 2N.

15Stwierdzenie
”
To zdanie jest fa lszywe” nie może być ani prawdziwe ani fa lszywe.
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Fakt 10.12 C = P(N) = 2N.

Dowód: Najpierw zauważmy, że F : 2N 1−1−→
na

P(N), gdzie F (f) = f−1({1}). Istotnie, dla

f 6= g istnieje jakieś n, dla którego f(n) = 1 i g(n) = 0 albo na odwrót. Zatem n ∈ F (f)
i n 6∈ F (g) albo na odwrót, funkcja F jest wi ↪ec różnowartościowa. Jest też na P(N), bo jeśli
B ⊆ N to B = F (χB), gdzie χB to funkcja charakterystyczna zbioru B, czyli:

χB(n) =
{

1, jeśli n ∈ B;
0, w przeciwnym przypadku.

A zatem zbiory P(N) i 2N s ↪a tej samej mocy. Aby pokazać, że jest to moc continuum,

skorzystamy z twierdzenia 10.7, tj. udowodnimy dwie nierówności: 2N ≤ C i C ≤ P(N).

[2N ≤ C] Niech H : 2N → R przyporz ↪adkowuje każdemu ci ↪agowi zerojedynkowemu liczb ↪e
rzeczywist ↪a z przedzia lu (0, 1), której zapis dziesi ↪etny po przecinku odpowiada temu ci ↪agowi.
A wi ↪ec na przyk lad H(0110001110 . . .) = 0, 0110001110 . . . Dok ladniej, dla dowolnego f ∈ 2N

H(f) =
∞∑
i=0

f(i)
10i+1

Aby sprawdzić, że funkcja H jest różnowartościowa, przypuśćmy, że f 6= g. Niech teraz
n = min{i | f(i) 6= g(i)}. Wtedy

∑
i<n

f(i)
10i+1 =

∑
i<n

g(i)
10i+1 . Oznaczmy t ↪e sum ↪e przez b

i przypuśćmy na przyk lad, że f(n) = 0 i g(n) = 1. Wtedy

H(f) = b+
∞∑

i=n+1

f(i)
10i+1

< b+
1

10n+1
≤ H(g).

[C ≤ P(N)] Niech α : N 1−1−→
na
Q b ↪edzie dowoln ↪a ustalon ↪a bijekcj ↪a, i niech

G(x) = {n ∈ N | α(n) < x},

dla dowolnego x ∈ R. W ten sposób określilísmy funkcj ↪e G : R → P(N). Ta funkcja jest
różnowartościowa, bo jeśli x 6= y to na przyk lad x < y, a wtedy istnieje liczba wymierna q
spe lniaj ↪aca nierówności x < q < y. Mamy wi ↪ec α−1(q) ∈ G(y)−G(x). �
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11 Arytmetyka liczb kardynalnych

Lemat 11.1 Niech A ≤ B i C ≤ D. Wtedy:

1) A⊕ C ≤ B ⊕D;

2) A× C ≤ B ×D;

3) Jeśli C 6= ∅, to AC ≤ BD.

Dowód: Istniej ↪a funkcje f : A 1−1−→ B i g : C 1−1−→ D.

(1) Wówczas oczywíscie f ⊕ g : A ⊕ C 1−1−→ B ⊕ D. (2) Funkcja F : A × C 1−1−→ B × D
może być określona warunkiem F (a, c) = 〈f(a), g(c)〉. Różnowartościowość F  latwo wynika
z różnowartościowości f i g.

(3) Ponieważ C 6= ∅, wi ↪ec istnieje funkcja h : D na−→ C. Funkcj ↪e G : AC → BD określimy
równaniem G(α) = f ◦ α ◦ h. Rysunek poniżej objaśnia t ↪e definicj ↪e:

C
α // A

f

��
D

h

OO

G(α)
// B

Sprawdźmy, że funkcja G jest różnowartościowa. Jeśli α, β ∈ AC oraz α 6= β, to α(c) 6= β(c),
dla pewnego c ∈ C. Funkcja h jest ”na”, wi ↪ec istnieje takie d ∈ D, że h(d) = c. Z różnowartoś-
ciowości funkcji f wnioskujemy, że

G(α)(d) = f(α(h(d))) = f(α(c)) 6= f(β(c)) = f(β(h(d))) = G(β)(d),

czyli, że G(α) 6= G(β). �

Wniosek 11.2 Jeśli A = B i C = D to

• A⊕ C = B ⊕D;

• A× C = B ×D;

• AC = BD.

Dowód:  Latwa konsekwencja lematu 11.1. Uwaga: należy zauważyć, że A∅ = 1 dla
dowolnego zbioru A. �

Z wniosku 11.2 wynika poprawność nast ↪epuj ↪acej definicji:
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Definicja 11.3

Sum ↪a m + n liczb kardynalnych m i n nazywamy moc dowolnego zbioru postaci A⊕C, gdzie
A = m i C = n. (Inaczej, m + n to moc zbioru A ∪C, gdzie A = m, C = n, oraz A ∩C = ∅.)

Iloczynem m · n liczb kardynalnych m i n nazywamy moc dowolnego zbioru postaci A × C,
gdzie A = m, C = n.

Pot ↪eg ↪a mn o podstawie m i wyk ladniku n nazywamy moc dowolnego zbioru postaci AC , gdzie
A = m, C = n.

Uwaga: Zwyk le dzia lania na liczbach naturalnych pokrywaj ↪a si ↪e z dzia laniami określonymi
powyżej.

Przyk lad 11.4

• ℵ0 + ℵ0 = ℵ0, bo Z ∼ N.

• ℵ0 · ℵ0 = ℵ0, bo N× N ∼ N.

• 2ℵ0 = C, na mocy faktu 10.12.

• Przyjmijmy i0 = ℵ0 i dalej in+1 = 2in . (Hebrajsk ↪a liter ↪e i czytamy ”bet”.) Wtedy
P(N) = R = i1, P(P(N)) = i2, itd.

Fakt 11.5 Jeśli m ≥ ℵ0 to m + ℵ0 = m.

Dowód: Niech A = m i C = ℵ0, a przy tym A∩C = ∅. Na mocy twierdzenia 9.3, istnieje
podzbiór B ⊆ A, o mocy ℵ0. Wtedy A∪C = (A−B)∪ (B∪C) ∼ (A−B)∪B = A, ponieważ
B ∪ C też jest mocy ℵ0. A zatem m + ℵ0 = A ∪ C = A = m. �

Wiele praw arytmetyki liczb naturalnych można uogólnić na dowolne liczby kardynalne.
W szczególności, dla dowolnych liczb kardynalnych m, n i p, zachodz ↪a nast ↪epuj ↪ace równości:

• m + 0 = m (bo A⊕∅ ∼ A).

• m + n = n + m (bo A⊕B ∼ B ⊕A).

• (m + n) + p = m + (n + p) (bo (A⊕B)⊕ C ∼ A⊕ (B ⊕ C)).

• m · 1 = m (bo A× 1 ∼ A).

• m · 0 = 0 (bo A×∅ = ∅).

• m · n = n ·m (bo A×B ∼ B ×A).

• (m · n) · p = m · (n · p) (bo (A×B)× C ∼ A× (B × C)).

• m · (n + p) = m · n + m · p (bo A× (B ⊕ C) ∼ (A×B)⊕ (A× C)).

• m0 = 1 (bo tylko ∅ należy do A∅).
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• m1 = m (bo elementy A1 to funkcje sta le).

• 1m = 1 (bo funkcja należ ↪aca do {0}A musi być stale równa zero).

• 0m = 0, o ile m 6= 0 (bo nie ma funkcji ze zbioru niepustego w pusty).

Mniej oczywiste s ↪a trzy prawa pot ↪egowania.

Fakt 11.6 Dla dowolnych liczb kardynalnych m, n i p, zachodz ↪a nast ↪epuj ↪ace równości:

1) mn ·mp = m(n+p);

2) mn · pn = (m · p)n;

3) (mn)p = mn·p.

Dowód: W cz ↪eści (1) należy pokazać, że AB × AC ∼ AB⊕C . W tym celu można określić
bijekcj ↪e F : AB ×AC 1−1−→

na
AB⊕C wzorem F (f, g) = f ⊕ g, dla f : B → A i g : C → A.

Dla dowodu cz ↪eści (2) potrzebna jest bijekcja G : AB ×CB 1−1−→
na

(A×C)B, któr ↪a zdefiniujemy

tak: G(f, g)(b) = 〈f(b), g(b)〉, dla f : B → A, g : B → C i b ∈ B.

W cz ↪eści (3) pos lużymy si ↪e bijekcj ↪a H : (AB)C 1−1−→
na

AB×C , która jest określona wzorem

H(ϕ)(b, c) = ϕ(c)(b), dla ϕ : C → AB i dla c ∈ C, b ∈ B. Dowód, że jest to istotnie bijekcja,
podobnie jak funkcje określone w (1) i (2) pozostawiamy jako ćwiczenie. �

Lemat 11.1 stwierdza, że dzia lania na liczbach kardynalnych s ↪a operacjami monotonicznymi
w nast ↪epuj ↪acym sensie. Jeśli m ≤ n i p ≤ q (na przyk lad p = q), to:

• m + p ≤ n + q;

• m · p ≤ n · q;

• mp ≤ nq, pod warunkiem, że p 6= 0.

Wniosek 11.7

1) ℵ0 · C = C · C = C.

2) ℵℵ00 = Cℵ0 = C.

3) 2C = ℵC
0 = CC.

Dowód:

1) Bo C ≤ ℵ0 · C ≤ C · C = 2ℵ0 · 2ℵ0 = 2ℵ0+ℵ0 = 2ℵ0 = C.

2) Bo C = 2ℵ0 ≤ ℵℵ00 ≤ Cℵ0 = (2ℵ0)ℵ0 = 2ℵ0·ℵ0 = 2ℵ0 = C.
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3) Bo 2C ≤ ℵC
0 ≤ CC = (2ℵ0)C = 2ℵ0·C = 2C. �

Uwaga 1: Jak już stwierdzilísmy, dzia lania na liczbach kardynalnych s ↪a monotoniczne. Za-
tem m ≤ n implikuje m + p ≤ n + p, m · p ≤ n · p, mp ≤ np i pm ≤ np. Takie wynikania nie
zachodz ↪a jednak dla nierówności ostrej <. Istotnie: mamy wprawdzie 5 < ℵ0, ale:

• 5 + ℵ0 = ℵ0 + ℵ0 = ℵ0;

• 5 · ℵ0 = ℵ0 · ℵ0 = ℵ0;

• 2ℵ0 = ℵℵ00 = C;

• C5 = Cℵ0 = C.

Uwaga 2: Nie można w sensowny sposób określić odejmowania liczb kardynalnych. Odejmo-
wanie jest dzia laniem odwrotnym do dodawania. Aby można by lo je zdefiniować, z warunku
m + p = m + q = n musia loby wynikać p = q. Wtedy przyj ↪elibyśmy, że n−m = p. Ale skoro
na przyk lad ℵ0 + 5 = ℵ0 + ℵ0 = ℵ0, to różnica ℵ0 − ℵ0 nie ma sensu. Podobnie nie można
zdefiniować dzielenia, pierwiastkowania ani logarytmowania liczb kardynalnych.

Hipoteza continuum ∗

Nie znamy żadnej liczby m spe lniaj ↪acej nierówności ℵ0 < m < C. Przypuszczenie, że takiej liczby nie ma

nazywane jest hipotez ↪a continuum. Hipoteza continuum okaza la si ↪e zdaniem niezależnym od teorii zbiorów.

Oznacza to, że na gruncie tej teorii nie można udowodnić ani hipotezy (P.J. Cohen, 1964) ani jej zaprzeczenia

(K. Gödel, 1939).
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12 Relacje porz
↪
adkuj

↪
ace

Definicja 12.1 Relacj ↪e r ⊆ A×A nazywamy relacj ↪a cz ↪eściowego porz ↪adku w A, gdy jest

zwrotna w A, czyli ∀x(x ∈ A→ x r x);
przechodnia, czyli ∀x∀y∀z(x r y ∧ y r z → x r z);

antysymetryczna, czyli ∀x∀y(x r y ∧ y r x→ x = y).

Par ↪e 〈A, r〉, a czasami sam zbiór A, nazywamy zbiorem cz ↪eściowo uporz ↪adkowanym, lub po
prostu cz ↪eściowym porz ↪adkiem. Określenie ”cz ↪eściowy porz ↪adek” jest też używane w stosunku
do samej relacji. Jeśli dodatkowo relacja r jest spójna w A, tj.

∀x∀y(x, y ∈ A→ (x r y ∨ y r x))

to mówimy, że jest to relacja liniowego porz ↪adku. Określenia liniowy porz ↪adek, zbiór liniowo
uporz ↪adkowany, stosuje si ↪e odpowiednio.

Przyk lad 12.2

• Relacja ≤ w zbiorze liczb naturalnych jest liniowym porz ↪adkiem.

• Typ N jest cz ↪eściowo uporz ↪adkowany przez relacj ↪e podzielności:16

m|n wtedy i tylko wtedy, gdy ∃k:N (k ·m = n).

• Każda rodzina zbiorów jest cz ↪eściowo uporz ↪adkowana przez inkluzj ↪e.

• S lowa s ↪a cz ↪eściowo uporz ↪adkowane przez relacj ↪e ⊆ porz ↪adku prefiksowego.

Relacje cz ↪eściowo porz ↪adkuj ↪ace najcz ↪eściej oznaczamy symbolami ≤, �, v i podobnymi. Jeśli
relacja ≤ jest cz ↪eściowym porz ↪adkiem w A , to relacja < jest domyślnie określona tak:

x < y wtedy i tylko wtedy, gdy x ≤ y i x 6= y.

Dla A 6= ∅, ta relacja nie jest cz ↪eściowym porz ↪adkiem, bo nie jest zwrotna. Notacj ↪e ≺, @
itp. stosujemy odpowiednio.

Jeśli 〈A, r〉 jest cz ↪eściowym (liniowym) porz ↪adkiem, oraz B ⊆ A, to  latwo zauważyć, że
〈B, r∩(B×B)〉 jest też cz ↪eściowym (liniowym) porz ↪adkiem. Dla prostoty oznaczamy go przez
〈B, r〉. Na przyk lad każda rodzina zbiorów jest cz ↪eściowo uporz ↪adkowana przez inkluzj ↪e.

Definicja 12.3 Niech 〈A,≤〉 b ↪edzie cz ↪eściowym porz ↪adkiem.

1. Elementy a, b ∈ A s ↪a porównywalne, gdy a ≤ b lub b ≤ a. W przeciwnym razie a, b s ↪a
nieporównywalne.

2. Jeśli B ⊆ A i każde dwa elementy zbioru B s ↪a porównywalne (tj. 〈B,≤〉 jest liniowo
uporz ↪adkowany) to mówimy, że B jest  lańcuchem w A.

16Uwaga: w myśl tej definicji, zero jest podzielne przez każd ↪a liczb ↪e, w tym przez siebie.
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3. Jeśli B ⊆ A i każde dwa różne elementy zbioru B s ↪a nieporównywalne, to mówimy, że
B jest anty lańcuchem w A.

Ostrzeżenie: W zbiorze cz ↪eściowo uporz ↪adkowanym z warunku x 6≤ y nie wynika x > y!
Elementy x, y mog ↪a być nieporównywalne.

Porz
↪
adkowanie s lów

Niech A b ↪edzie ustalonym alfabetem. Przypomnijmy, że typ s lów nad A oznaczamy przez A∗.
Jeśli alfabet A jest uporz ↪adkowany przez jak ↪aś relacj ↪e ≤, to w A∗ możemy określić porz ↪adek
leksykograficzny �. Przyjmujemy, że w � v, gdy zachodzi jedna z możliwości

• w ⊆ v;

• Istnieje takie s lowo u, że ua ⊆ w i ub ⊆ v, dla pewnych a, b ∈ A takich, że a < b.

Na przyk lad, jeśli a < b, to ε � ab � aba � baba � bba. Porz ↪adek leksykograficzny jest
wyznaczony przez ”pierwsz ↪a różnic ↪e” pomi ↪edzy s lowami. Możemy to wyrazić ścíslej, jeśli
przez w(n) oznaczymy n + 1. liter ↪e s lowa w, zdefiniowan ↪a przez tak ↪a indukcj ↪e: ε(n) jest
zawsze nieokreślone, aw(0) = a, bw(0) = b, aw(n+ 1) = bw(n+ 1) = w(n).

Lemat 12.4 Niech w 6⊆ v, v 6⊆ w i niech k b ↪edzie najmniejsz ↪a tak ↪a liczb ↪a, że w(k) 6= v(k).
Wówczas w � v wtedy i tylko wtedy, gdy w(k) < v(k).

Dowód: Ćwiczenie. �

Lemat 12.5 Jeśli w ⊆ xay to albo w ⊆ x albo xa ⊆ w.

Dowód: Ćwiczenie. Wskazówka: Pokazać najpierw, że w ⊆ v zachodzi wtedy i tylko wtedy,
gdy w(n) = v(n) dla n < |w|. �

Fakt 12.6 Porz ↪adek leksykograficzny jest relacj ↪a cz ↪eściowego porz ↪adku w zbiorze A∗. Jeśli
alfabet jest liniowo uporz ↪adkowany, to porz ↪adek leksykograficzny też jest liniowy.

Dowód: Zwrotność relacji � wynika ze zwrotności relacji ⊆. Aby udowodnić przechodniość
za lóżmy, że w � v i v � x. Mamy do rozpatrzenia 4 przypadki.

Przypadek 1: w ⊆ v i v ⊆ x. Wtedy oczywíscie w ⊆ x.

Przypadek 2: w ⊆ v = uav′, oraz x = ubx′, gdzie a < b. Mamy tu dwie możliwości
(ćwiczenie 12.5): albo w ⊆ u albo ua ⊆ w. Wtedy odpowiednio, albo w ⊆ x,albo w = uaw′,
a wtedy w � x na mocy drugiej cz ↪eści definicji.

Przypadek 3: w = uaw′ oraz v = ubv′ ⊆ x i a < b. Wtedy x = ubv′x′ i mamy w � x na
mocy drugiej cz ↪eści definicji.
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Przypadek 4: w = uaw′ i v = ubv′ oraz jednocześnie v = u′a′v′′ i x = u′b′x′ gdzie a < b
i a′ < b′. Skoro v = ubv′ = u′a′v′′, to ub ⊆ u′ lub u′a′ ⊆ u (ćwiczenie 12.5). W pierwszym
przypadku u′ = ubu′′, wi ↪ec w = uaw′ � ubu′′b′x′ = x. W drugim przypadku u = u′a′u′′, wi ↪ec
w = u′au′′w′ � u′bx′ = x.

Pozostaje wykazać antysymetri ↪e. Niech wi ↪ec w � v i v � w. Tu też mamy cztery przypadki,
analogiczne do rozpatrzonych powyżej. Zauważmy jednak, że powtarzaj ↪ac poprzednie rozu-
mowanie dla x = w, w przypadkach 2, 3 i 4 otrzymamy sprzeczność. Okaże si ↪e bowiem, że
w = uaw′ = ubw′′, gdzie a < b. Zostaje wi ↪ec tylko przypadek 1, a wtedy w = v.

Jeśli alfabet jest liniowo uporz ↪adkowany, to spójność relacji � wynika z lematu 12.4. �

Elementy wyróżnione

Definicja 12.7 Niech 〈A,≤〉 b ↪edzie cz ↪eściowym porz ↪adkiem i niech a ∈ A. Mówimy, że
element a jest w zbiorze A:

najwi ↪ekszy, gdy ∀x ∈ A (x ≤ a);
maksymalny, gdy ∀x ∈ A (a ≤ x→ a = x);
najmniejszy, gdy ∀x ∈ A (a ≤ x);
minimalny, gdy ∀x ∈ A (x ≤ a→ a = x).

Fakt 12.8 Jeśli a jest elementem najwi ↪ekszym (najmniejszym) w 〈A,≤〉, to jest też ele-
mentem maksymalnym (minimalnym). Innych elementów maksymalnych (minimalnych) wte-
dy nie ma.

Dowód: Za lóżmy, że a jest najwi ↪ekszy w A. Aby pokazać, że jest maksymalny, przypuśćmy,
że a ≤ x. Ale skoro a jest najwi ↪ekszy, to x ≤ a wi ↪ec a = x. Niech teraz b ∈ A b ↪edzie też
elementem maksymalnym. Skoro a jest najwi ↪ekszy, to b ≤ a wi ↪ec b = a bo b jest maksymalny.
A wi ↪ec a jest jedynym elementem maksymalnym w A. �

Przyk lad 12.9

• W zbiorze uporz ↪adkowanym 〈N, | 〉 gdzie | oznacza relacj ↪e podzielności (przyk lad 12.2),
zero jest elementem najwi ↪ekszym, a 1 najmniejszym.

• W porz ↪adku 〈N − {0, 1}, | 〉 nie ma elementu najmniejszego ani żadnych elementów
maksymalnych. Natomiast liczby pierwsze s ↪a elementami minimalnymi.

• W zbiorze Z liczb ca lkowitych, uporz ↪adkowanym przez zwyk l ↪a relacj ↪e ≤, nie ma żadnych
elementów minimalnych ani maksymalnych.

• Rozpatrzmy cz ↪eściowy porz ↪adek 〈Z⊕ {ω},�〉 gdzie:

x � y ⇔ [(x, y ∈ Z) ∧ (x ≤ y)] ∨ [x = y = ω]

Ten porz ↪adek ma tylko jeden element minimalny ω, ale nie ma elementu najmniejszego.
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Uwaga: Relacja odwrotna do relacji cz ↪eściowo porz ↪adkuj ↪acej r też jest relacj ↪a cz ↪eściowo
porz ↪adkuj ↪ac ↪a. Elementy minimalne ze wzgl ↪edu na r s ↪a elementami maksymalnymi ze wzgl ↪edu
na r−1 i na odwrót. Podobny dualizm dotyczy elementów najwi ↪ekszych i najmniejszych.
Dlatego wszystkie fakty dotycz ↪ace elementów maksymalnych i najwi ↪ekszych stosuj ↪a si ↪e też
odpowiednio do elementów minimalnych i najmniejszych.

Fakt 12.10

1) Każdy skończony i niepusty cz ↪eściowy porz ↪adek ma element maksymalny.

2) Jeśli 〈A,≤〉 jest porz ↪adkiem liniowym i a ∈ A jest jego elementem maksymalnym to
a jest elementem najwi ↪ekszym.

3) A zatem każdy skończony i niepusty liniowy porz ↪adek ma element najwi ↪ekszy.

4) Analogiczne fakty maj ↪a miejsce w odniesieniu do elementów najmniejszych i minimal-
nych.

Dowód: (1) Przez indukcj ↪e ze wzgl ↪edu na n ≥ 1, pokażemy, że każdy cz ↪eściowy porz ↪adek
mocy n ma element maksymalny. Jeśli zbiór ma tylko jeden element, to ten element jest
oczywíscie maksymalny. Za lóżmy wi ↪ec, że teza zachodzi dla zbiorów n-elementowych i niech
〈A,≤〉 b ↪edzie zbiorem cz ↪eściowo uporz ↪adkowanym o n+1 elementach. Wtedy możemy przed-
stawić zbiór A jako sum ↪e A = B ∪ {a}, gdzie B jest zbiorem n-elementowym oraz a 6∈ B.
Z za lożenia indukcyjnego B ma element maksymalny b. Jeśli teraz b 6≤ a, to b jest elementem
maksymalnym w A. W przeciwnym razie elementem maksymalnym jest a. Istotnie, przy-
puśćmy, że a ≤ c. Wtedy c = a (i dobrze) lub c ∈ B. W tym drugim przypadku  latwo
zauważyć, że a = b = c, bo b jest maksymalny w B.

(2) Za lóżmy, że 〈A,≤〉 jest porz ↪adkiem liniowym i a ∈ A jest maksymalny. Niech b ∈ A.
Gdyby b 6≤ a to a ≤ b, wi ↪ec a = b z maksymalności.

(3) Oczywista konsekwencja (1) i (2).

(4) Należy zastosować (1), (2) i (3) do porz ↪adku odwrotnego. �

Definicja 12.11 Niech 〈A,≤〉 b ↪edzie porz ↪adkiem cz ↪eściowym i niech B ⊆ A i a ∈ A.
Mówimy, że a jest ograniczeniem górnym zbioru B (oznaczenie a ≥ B), gdy b ≤ a dla
wszystkich b ∈ B.

Element a jest kresem górnym zbioru B (oznaczenie a = supB), gdy jest najmniejszym
ograniczeniem górnym B, czyli:

• a ≥ B;

• jeśli c ≥ B to c ≥ a, dla dowolnego c ∈ A.

Analogicznie definiujemy ograniczenia dolne (oznaczenie a ≤ B) i kresy dolne (oznaczenie
a = inf B).
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Przyk lad 12.12

• W rodzinie wszystkich podzbiorów zbioru A (uporz ↪adkowanej przez inkluzj ↪e) kresem
górnym dowolnej podrodziny X ⊆ P(A) jest suma

⋃
X.

• W rodzinie wszystkich wypuk lych17 podzbiorów p laszczyzny, każdy podzbiór X ma kres
górny. Kresem tym jest iloczyn wszystkich zbiorów wypuk lych zawieraj ↪acych wszystkie
zbiory z X. Zwykle nie jest to

⋃
X, bo suma nie musi być wypuk la.

• W zbiorze liczb wymiernych Q ze zwyk lym uporz ↪adkowaniem zbiór {q ∈ Q | q2 < 2}
ma ograniczenia górne ale nie ma kresu górnego.

• W zbiorze liczb rzeczywistych R każdy podzbiór ograniczony z góry ma kres górny
(i analogicznie z do lu). W lasność t ↪e nazywamy ci ↪ag lości ↪a.

• W zbiorze {a, b, c, d} uporz ↪adkowanym jak na rysunku, podzbiór {c, d} ma dwa ograni-
czenia górne, ale nie ma kresu górnego.

a b

c

OO ??����������������
d

OO__>>>>>>>>>>>>>>>>

Nast ↪epuj ↪acy fakt podamy na razie bez dowodu.

Twierdzenie 12.13 (Lemat Kuratowskiego-Zorna) Niech 〈A,≤〉 b ↪edzie zbiorem cz ↪eś-
ciowo uporz ↪adkowanym, spe lniaj ↪acym nast ↪epuj ↪acy warunek:

(*) Każdy  lańcuch ma w A ograniczenie górne.

Wtedy w A istnieje element maksymalny.

Nast ↪epuj ↪ace twierdzenie stanowi ważny przyk lad zastosowania Lematu Kuratowskiego-Zorna.
Przypomnijmy, że podzbiór A przestrzeni liniowej V jest liniowo niezależny , jeśli z warunku
k1v1 + · · · + knvn = 0, gdzie v1, . . . , vn ∈ A, wynika k1 = · · · = kn = 0. Zbiór A jest baz ↪a
przestrzeni V , wtedy i tylko wtedy, gdy jest liniowo niezależny, oraz każdy element przestrzeni
jest kombinacj ↪a liniow ↪a elementów zbioru A.

Twierdzenie 12.14 Każda przestrzeń liniowa ma baz ↪e.

Dowód: Nietrudno zauważyć, że liniowo niezależny zbiór A jest baz ↪a przestrzeni V wtedy
i tylko wtedy, gdy dodanie do zbioru A dowolnego nowego elementu powoduje utrat ↪e liniowej
niezależności. A zatem baza to element maksymalny rodziny

Z = {A ⊆ V | A jest liniowo niezależny},
17Zbiór jest wypuk ly wtedy i tylko wtedy, gdy wraz z dowolnymi dwoma punktami zawiera odcinek  l ↪acz ↪acy

te punkty.
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uporz ↪adkowanej przez inkluzj ↪e. Użyjemy wi ↪ec Lematu Kuratowskiego-Zorna, aby wykazać ist-
nienie elementu maksymalnego zbioru Z. W tym celu wystarczy stwierdzić, że każdy  lańcuch
jest w Z ograniczony z góry. Niech wi ↪ec  L b ↪edzie  lańcuchem w Z i niech B =

⋃
 L. Pokażemy,

że zbiór B jest liniowo niezależny.

Istotnie, przypuśćmy, że k1v1 + · · ·+knvn = 0, gdzie v1, . . . , vn ∈ B. Skoro wektory v1, . . . , vn
należ ↪a do sumy  lańcucha  L, to każdy z nich należy do pewnego sk ladnika. St ↪ad wynika,
że v1 ∈ A1, . . . , vn ∈ An dla pewnych A1, . . . , An ∈  L. Rodzina zbiorów {A1, . . . , An} jest
skończona i liniowo uporz ↪adkowana przez inkluzj ↪e, ma wi ↪ec element najwi ↪ekszy na mocy
faktu 12.10(3). To znaczy, że dla pewnego i mamy v1, . . . , vn ∈ Ai, a przecież zbiór Ai jest
liniowo niezależny. St ↪ad kombinacja liniowa k1v1 + · · ·+knvn = 0 musi byc trywialna i mamy
k1 = · · · = kn = 0.

Ponieważ B jest liniowo niezależny, wi ↪ec B ∈ Z, a przy tym oczywíscie B zawiera wszystkie
elementy  L, jest wi ↪ec ograniczeniem górnym naszego  lańcucha w zbiorze Z. Spe lnione jest
wi ↪ec za lożenie twierdzenia 12.13 i musi istnieć element maksymalny. �

Struktur ↪e powyższego dowodu zilustrujemy schematycznie z pomoc ↪a pude lek.

Cel 1: Każdy  lańcuch jest ograniczony z góry.
Za lóżmy, że  L jest  lańcuchem. Cel 2: B =

⋃
 L ogranicza  L w Z.

(Uwaga: Cel 2 oznacza, że B ∈ Z oraz ∀A .A ∈  L→ A ⊆ B)
Cel 3: B ∈ Z

(Uwaga: Cel 3 oznacza, że B jest liniowo niezależny)
Niech v1, . . . , vn ∈ B b ↪ed ↪a takie, że k1v1 + · · ·+ knvn = 0. . . Cel 4: k1 = · · · = kn = 0.
...
Zatem k1 = · · · = kn = 0 (Cel 4 osi ↪agni ↪ety)

Zatem B jest liniowo niezależny, tj. B ∈ Z (Cel 3 osi ↪agni ↪ety)
 Latwo widzieć, że ∀A .A ∈  L→ A ⊆ B
Zatem B jest ograniczeniem  L w Z (Cel 2 osi ↪agni ↪ety)

Zatem każdy  lańcuch ma ograniczenie górne (Cel 1 osi ↪agni ↪ety)
Z lematu Kuratowskiego-Zorna istnieje element maksymalny.
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13 Punkty sta le

Definicja 13.1 Niech 〈A,≤〉 b ↪edzie porz ↪adkiem cz ↪eściowym.

• Podzbiór B zbioru A jest skierowany wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych a, b ∈ B
istnieje takie c ∈ B, że a, b ≤ c.

• Zbiór A jest zupe lnym porz ↪adkiem cz ↪eściowym (cpo) wtedy i tylko wtedy, gdy każdy
jego skierowany podzbiór ma kres górny.

• Zbiór A jest krat ↪a zupe ln ↪a wtedy i tylko wtedy, gdy każdy podzbiór A ma kres górny.

Oczywíscie każdy  lańcuch jest zbiorem skierowanym. W szczególności elementy dowolnego
ci ↪agu wst ↪epuj ↪acego a0 ≤ a1 ≤ a2 ≤ . . . tworz ↪a zbiór skierowany. Także zbiór pusty jest
zbiorem skierowanym. Z definicji porz ↪adku zupe lnego wynika wi ↪ec istnienie elementu naj-
mniejszego sup∅, tradycyjnie oznaczanego przez ⊥.

Fakt 13.2 W kracie zupe lnej każdy podzbiór ma kres dolny.

Dowód: Niech 〈A,≤〉 b ↪edzie krat ↪a zupe ln ↪a i niech B ⊆ A. Przez C oznaczmy zbiór
wszystkich ograniczeń dolnych zbioru B:

C = {x ∈ A | x ≤ B}.

Teraz jeśli b ∈ B to b ≥ C, wi ↪ec dla c = supC mamy b ≥ c. To znaczy, że c jest ograniczeniem
dolnym zbioru B. Co wi ↪ecej, c jest kresem dolnym, bo x ≤ B oczywíscie implikuje x ≤ c. �

Definicja 13.3 Niech 〈A,≤〉 i 〈B,≤〉 b ↪ed ↪a porz ↪adkami cz ↪eściowymi.

• Funkcja f : A→ B jest monotoniczna wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych x, y ∈ A
nierówność x ≤ y implikuje f(x) ≤ f(y).

• Jeśli 〈A,≤〉 i 〈B,≤〉 s ↪a zupe lnymi porz ↪adkami cz ↪eściowymi to funkcja f : A → B jest
ci ↪ag la wtedy i tylko wtedy, gdy f zachowuje kresy górne niepustych zbiorów skierowa-
nych, tj. dla dowolnego skierowanego i niepustego podzbioru X ⊆ A istnieje sup f(X)
i zachodzi równość f(supX) = sup f(X).

• Jeśli f : A → A oraz f(a) = a, to mówimy, że a jest punktem sta lym funkcji f .
Najmniejszy punkt sta ly danej funkcji to najmniejszy element zbioru wszystkich jej
punktów sta lych (o ile taki istnieje).

Fakt 13.4 Każda funkcja ci ↪ag la jest monotoniczna.

Dowód: Niech x ≤ y. Wtedy zbiór {x, y} jest skierowany, a jego kresem górnym jest y.
Zatem f(y) jest kresem górnym zbioru {f(x), f(y)}, czyli f(x) ≤ f(y). �

Twierdzenie 13.5 Jeśli zbiór cz ↪eściowo uporz ↪adkowany 〈A,≤〉 jest krat ↪a zupe ln ↪a, to każda
funkcja monotoniczna f : A→ A ma najmniejszy punkt sta ly.
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Dowód: Rozpatrzmy zbiór B = {x ∈ A | f(x) ≤ x}. Niech a = inf B. Pokażemy, że a jest
najmniejszym punktem sta lym funkcji f .

Dla dowolnego x ∈ B mamy a ≤ x, wi ↪ec f(a) ≤ f(x) ≤ x. Zatem f(a) jest ograniczeniem
dolnym zbioru B, sk ↪ad f(a) ≤ a, bo a jest kresem dolnym.

Ale skoro f(a) ≤ a, to także f(f(a)) ≤ f(a), wi ↪ec f(a) ∈ B. Zatem a ≤ f(a) i mamy równość.

Ponieważ wszystkie punkty sta le funkcji f musz ↪a należeć do B, wi ↪ec a jest najmniejszym
punktem sta lym. �

Nie zawsze mamy do czynienia z kratami zupe lnymi. Ale jeśli funkcja jest ci ↪ag la, to można
to za lożenie os labić. Przypomnijmy, że dla dowolnej funkcji f : A → A notacja fn oznacza
n-krotne z lożenie funkcji f , tj. f0 = idA oraz fn+1 = f ◦ fn.

Twierdzenie 13.6 Jeśli 〈A,≤〉 jest zupe lnym porz ↪adkiem cz ↪eściowym, to każda funkcja ci ↪ag la
f : A→ A ma najmniejszy punkt sta ly, którym jest sup{fn(⊥) | n ∈ N}.

Dowód: Oczywíscie ⊥ ≤ f(⊥). Ponieważ f jest monotoniczna (fakt 13.4), wi ↪ec przez  latw ↪a
indukcj ↪e wnioskujemy, że ci ↪ag fn(⊥) jest wst ↪epuj ↪acy: fn(⊥) ≤ fm(⊥) dla n ≤ m. A zatem
zbiór {fn(⊥) | n ∈ N} jest skierowany i ma kres górny. Z ci ↪ag lości funkcji dostajemy

f(sup{fn(⊥) | n ∈ N}) = sup{fn+1(⊥) | n ∈ N} = sup{fn(⊥) | n ∈ N},

czyli a = sup{fn(⊥) | n ∈ N} jest punktem sta lym. Pozostaje sprawdzić, że jest najmniejszy.

Jeśli b jest innym punktem sta lym, to przez indukcj ↪e wnioskujemy, że fn(⊥) ≤ b dla dowolnego
n ∈ N. (Zaczynamy od oczywistej nierówności ⊥ ≤ b, a krok indukcyjny wynika z monoto-
niczności: fn+1(⊥) ≤ f(b) = b.) A zatem b ≥ {fn(⊥) | n ∈ N} sk ↪ad b ≥ a. �

Uwaga: W przypadku funkcji monotonicznej, która nie jest ci ↪ag la, kres górny ci ↪agu fn(⊥)
może nie być punktem sta lym. Ale jeśli jest punktem sta lym, to zawsze najmniejszym.

Omówimy teraz kilka przyk ladów, w których wyst ↪epuj ↪a punkty sta le przekszta lceń monoto-
nicznych. Pierwszy przyk lad dotyczy dosyć typowej sytuacji gdy pewien zbiór rozszerzamy
o nowe elementy, tak aby otrzymać nowy zbiór zamkni ↪ety ze wzgl ↪edu na pewne operacje.
Drugi dotyczy definiowania j ↪ezyka formalnego.

Przyk lad 13.7 Niech r b ↪edzie relacj ↪a w zbiorze A. Przypomnijmy, że s · s′ oznacza z loże-
nie relacji s i s′. Rozpatrzmy zbiór P(A × A) uporz ↪adkowany przez inkluzj ↪e, oraz funkcj ↪e
f : P(A×A)→ P(A×A) określon ↪a tak:

f(s) = 1A ∪ r ∪ s ∪ (s · s).

Funkcja f jest ci ↪ag la (ćwiczenie), wi ↪ec ma najmniejszy punkt sta ly. Jest to relacja r∗, czyli
przechodnio-zwrotne domkni ↪ecie relacji r. Żeby si ↪e o tym przekonać, należy zauważyć, że
warunek f(s) = s zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy relacja s jest przechodnia (tj. s · s ⊆ s)
i zwrotna (tj. 1A ⊆ s) oraz r ⊆ s.

Przyk lad 13.8 Palindrom to s lowo, które czyta si ↪e w obie strony tak samo, np.

adapannapoca lowanawo lacopannapada



3 października 2011, godzina 13: 08 strona 62

Definicj ↪e (niepustego) palindromu nad {a, b}∗ można podać w postaci gramatyki bezkontek-
stowej:

X ::= ε | a | b | aX a | bX b

Rozumiemy j ↪a tak:

• S lowo puste i s lowo jednoliterowe jest palindromem.

• Jeśli X jest palindromem, to aX a jest palindromem.

• Jeśli X jest palindromem, to bX b jest palindromem.

• Nie ma innych palindromów.

Zbiór P wszystkich palindromów spe lnia warunek

P = {ε, a, b} ∪ {aXa | X ∈ P} ∪ {bXb | X ∈ P}.

Jest to najmniejszy zbiór o tej w lasności, tj. najmniejszy punkt sta ly przekszta lcenia

λP :P({a, b}∗). {ε, a, b} ∪ {aXa | X ∈ P} ∪ {bXb | X ∈ P}.

Przedsmak semantyki denotacyjnej

Kolej na nieco bardziej rozbudowany przyk lad. Typ A −◦� B wszystkich funkcji cz ↪eściowych
z A do B jest cz ↪eściowo uporz ↪adkowany przez inkluzj ↪e. Co wi ↪ecej, jest to porz ↪adek zupe lny
(chociaż nie krata zupe lna). Funkcje cz ↪eściowe z A do B wygodnie jest utożsamiać z funkcjami
ca lkowitymi o dziedzinie A i wartościach w B⊥ = B ⊕ {⊥}, gdzie ⊥ reprezentuje ”wartość
nieokreślon ↪a”. Jeśli umówimy si ↪e, że zbiór B⊥ jest uporz ↪adkowany tak:

b ≤ b′ wtedy i tylko wtedy, gdy b = ⊥ lub b = b′,

to możemy zauważyć, że A −◦� B ma uporz ↪adkowanie ”po wspó lrz ↪ednych”:

f ≤ g wtedy i tylko wtedy, gdy ∀a ∈ A (f(a) ≤ g(a)).

Rozpatrzmy teraz nast ↪epuj ↪acy ”program” definiuj ↪acy funkcj ↪e cz ↪eściow ↪a f : Z× Z −◦� Z.

f(m,n) = if m = n then 0 else f(m+ 3, n) + 3. (*)

Ta definicja, rozumiana jako równanie na funkcjach cz ↪eściowych, nie wyznacza jednoznacznie
funkcji f . Równanie ma wi ↪ecej niż jedno rozwi ↪azanie. Inaczej mówi ↪ac, operator na funkcjach
cz ↪eściowych

Φ : (Z× Z −◦� Z)→ (Z× Z −◦� Z),

określony warunkiem

Φ(f)(m,n) = if m = n then 0 else f(m+ 3, n) + 3,

ma wi ↪ecej niż jeden punkt sta ly. Na przyk lad

• f1(m,n) = n−m;

• f2(m,n) = if 3|(n−m) then n−m else 7;

• f0(m,n) = if m ≤ n ∧ 3|(n−m) then n−m else ⊥.
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Ale tylko jeden z tych punktów sta lych odpowiada obliczeniowemu rozumieniu definicji rekuren-
cyjnej (*). Jest to najmniejszy punkt sta ly:

f(m,n) =
{
n−m, jeśli m ≤ n oraz 3|(n−m);
nieokreślone, w przeciwnym przypadku.

Funkcja f obliczana przez program zadany równaniem (*) jest sum ↪a ci ↪agu funkcji cz ↪eściowych
fk = Φk(⊥), gdzie ⊥ to funkcja nigdzie nie określona.  Latwo widzieć, że fk określone jest dla
tych par 〈m,n〉 dla których obliczenie wymaga nie wi ↪ecej niż k − 1 odwo lań rekurencyjnych.

Ćwiczenie 13.9 Wyznaczyć kilka pocz ↪atkowych wartości ci ↪agu Φk(⊥), gdzie Φ jest zadane
definicj ↪a rekurencyjn ↪a

f(m) = if m ≤ 1 then 1 else if parzyste(m) then f(m/2) else f(3m+ 1).

Bisymulacje

Najmniejsze punkty sta le wyst ↪epuj ↪a wsz ↪edzie tam, gdzie mamy do czynienia z indukcj ↪a,
rekursj ↪a itp. Ale czasami przydatne jest też poj ↪ecie najwi ↪ekszego punktu sta lego. Rozpatrzmy
nast ↪epuj ↪acy przyk lad.

Przypuśćmy, że dany jest pewien zbiór A, w którym określona jest rodzina P relacji dwuargu-
mentowych. O elementach A myślimy jako o możliwych stanach pewnego procesu, a relacje ze
zbioru P reprezentuj ↪a różne rodzaje możliwych przej́sć pomi ↪edzy stanami. Aby to podkreślić,
zamiast 〈a, b〉 ∈ α (dla α ∈ P ) piszemy a α b. Za lóżmy dodatkowo, nasz proces ma w lasność

”skończonego niedeterminizmu”, tj. że

dla dowolnych a i α zbiór {b | a α b} jest skończony. (*)

Relacja ∼ w zbiorze A jest (cz ↪eściow ↪a) bisymulacj ↪a
18, gdy dla dowolnych a1, a2 ∈ A takich,

że a1 ∼ a2, i dowolnego α ∈ P , zachodz ↪a nast ↪epuj ↪ace warunki:

• Jeśli a1  α b1 dla pewnego b1, to istnieje takie b2, że a2  α b2 i b1 ∼ b2.

• Jeśli a2  α b2 dla pewnego b2, to istnieje takie b1, że a1  α b1 i b1 ∼ b2.

Sens tej definicji jest taki: zachowanie procesu uruchomionego w stanie a1 może być ”symu-
lowane” przez proces uruchomiony w stanie a2, i na odwrót.

Zauważmy, że suma wszystkich bisymulacji cz ↪eściowych jest bisymulacj ↪a. Jest to najwi ↪eksza
możliwa bisymulacja. Oznaczymy j ↪a przez ≈ i nazwiemy pe ln ↪a bisymulacj ↪a

19. A wi ↪ec warunek
a1 ≈ a2 to najs labszy warunek gwarantuj ↪acy analogiczne zachowanie procesu w obu stanach.

Rozpatrzmy teraz nast ↪epuj ↪acy operator F : P(A×A)→ P(A×A):

F(r) = {〈a1, a2〉 | ∀α∀b1 (a1  α b1 → ∃b2 (b1 r b2 ∧ a2  α b2))}
∩ {〈a1, a2〉 | ∀α∀b2 (a2  α b2 → ∃b1 (b1 r b2 ∧ a1  α b1))}. (**)

18Ang.: bisimulation.
19Ang.: bisimilarity.



3 października 2011, godzina 13: 08 strona 64

Nietrudno zauważyć, że F jest operatorem ci ↪ag lym20 (ćwiczenie). Cz ↪eściowe bisymulacje to
dok ladnie te relacje, które spe lniaj ↪a warunek r ⊆ F(r). Pe lna bisymulacja jest najwi ↪ek-
szym punktem sta lym operatora F (porównajmy to z konstrukcj ↪a w dowodzie twierdze-
nia 13.5). Co wi ↪ecej, relacja ≈ jest iloczynem (kresem dolnym) zst ↪epuj ↪acego ci ↪agu relacji
>,F(>),F2(>), . . . Symbol > oznacza oczywíscie relacj ↪e pe ln ↪a A × A, czyli najwi ↪ekszy ele-
ment kraty zupe lnej P(A×A). Zauważmy jeszcze, że k-te przybliżenie Fk(>) relacji ≈ można
interpretować jako najs labsz ↪a relacj ↪e gwarantuj ↪ac ↪a takie same zachowanie procesu przez pier-
wsze k kroków.

Ćwiczenie 13.10 Czy bisymulacja musi być przechodnia? A zwrotna? Czy relacja pusta
jest bisymulacj ↪a? Czy pe lna bisymulacja jest relacj ↪a równoważności?

20Nie b ↪edzie to jednak prawd ↪a, jeśli zrezygnujemy z za lożenia (*). Mimo to, najwi ↪ekszy punkt sta ly istnieje,
chociaż nie jest kresem dolnym ci ↪agu Fn(>).
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14 Izomorfizmy porz
↪
adków

Cz ↪esto mamy do czynienia z dwoma zbiorami, które s ↪a różne, ale ”tak samo” uporz ↪adkowane.
Takie porz ↪adki nazywamy izomorficznymi.

Definicja 14.1 Mówimy, że zbiory cz ↪eściowo uporz ↪adkowane 〈A,≤〉 i 〈B,≤〉 s ↪a izomorficzne,
gdy istnieje bijekcja f : A 1−1−→

na
B spe lniaj ↪aca warunek

a ≤ a′ ⇔ f(a) ≤ f(a′),

dla dowolnych a, a′ ∈ A. Piszemy wtedy 〈A,≤〉 ≈ 〈B,≤〉 albo po prostu A ≈ B, a funkcj ↪e f
nazywamy izomorfizmem.

Jeśli dwa zbiory cz ↪eściowo uporz ↪adkowane s ↪a izomorficzne i jeden z nich

• ma element najmniejszy, najwi ↪ekszy, maksymalny, minimalny;21

• jest liniowo uporz ↪adkowany;

• jest cpo, jest krat ↪a zupe ln ↪a;

• i tak dalej,

to ten drugi też ma odpowiedni ↪a w lasność. Zamiast ”i tak dalej” można wstawić dowolny
warunek dotycz ↪acy tylko relacji porz ↪adkuj ↪acej.

Przyk lad 14.2 Rozpatrzmy nast ↪epuj ↪ace podzbiory R, uporz ↪adkowane ” jak zwykle”:

• A = {1− 1
n | n ∈ N− {0}};

• A′ = {1− 1
n | n ∈ N− {0}} ∪ {1};

• A′′ = {1− 1
n | n ∈ N− {0}} ∪ {1, 2};

• B = {m− 1
n | m,n ∈ N− {0}}.

Zbiór wszystkich liczb naturalnych N jest izomorficzny ze zbiorem A, ale żadne dwa spośród
zbiorów: A, A′, A′′, B nie s ↪a izomorficzne. (Na przyk lad A 6≈ A′, bo A nie ma elementu
najwi ↪ekszego.)

Mniej oczywisty jest nast ↪epny fakt. Mówimy, że zbiór liniowo uporz ↪adkowany A jest g ↪esty ,
gdy dla dowolnych a, b ∈ A, jeśli a < b to a < c < b dla pewnego c.

Twierdzenie 14.3

1. Każdy przeliczalny zbiór liniowo uporz ↪adkowany jest izomorficzny z pewnym podzbiorem
zbioru Q wszystkich liczb wymiernych.

21Niepotrzebne skreślić.
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2. Każdy przeliczalny zbiór g ↪esty bez końców (tj. bez elementu najwi ↪ekszego i najmniejsze-
go) jest izomorficzny z Q.

Dowód: Za lóżmy, że 〈A,≤〉 jest przeliczalnym zbiorem liniowo uporz ↪adkowanym. Bez
straty ogólności zak ladamy, że A jest nieskończony, tj. A = {an | n ∈ N}, gdzie wszystkie an
s ↪a różne. Podobnie, zbiór liczb wymiernych przedstawimy w postaci Q = {qn | n ∈ N}, gdzie
wszystkie qn s ↪a różne.

Określamy funkcj ↪e f : A 1−1−→ Q, definiuj ↪ac f(an) przez indukcj ↪e ze wzgl ↪edu na n, w ten
sposób, aby dla dowolnych i, j ≤ n zachodzi la równoważność:

ai < aj wtedy i tylko wtedy, gdy f(ai) < f(aj). (∗)

Przypuśćmy wi ↪ec, że f(ai) s ↪a już określone dla i < n, i że za lożenie indukcyjne (∗) zachodzi
dla i, j < n. Ustawmy w ci ↪ag rosn ↪acy ai1 < ai1 < · · · < ain elementy a0, . . . , an−1. Wtedy
liczby f(ai1) < f(ai1) < · · · < f(ain) także tworz ↪a ci ↪ag rosn ↪acy.

Jeśli n = 0, to przyjmijmy X0 = A i Y0 = Q. Jeśli zaś n > 0, to niech

• X0 = {a ∈ A | a < ai1} oraz Y0 = (−∞, f(ai1)) ∩Q;

• Xj = {a ∈ A | aij < a < aij+1} oraz Yj = (f(aij ), f(aij+1)) ∩Q, dla j ∈ {1, . . . , n− 1};

• Xn = {a ∈ A | ain < a} oraz Yn = (f(ain),∞) ∩Q.

Element an, dla którego chcemy określić wartość f(an), musi należeć do jednego ze zbiorów
X0, X1, . . . , Xn, powiedzmy do X`. Nazwijmy go przedzia lem krytycznym dla n. Elementy
zbioru Y` nazwiemy zaś liczbami dozwolonymi dla n. Aby zachodzi l warunek (∗), wystarczy,
aby f(an) by lo dozwolone dla n. Niech wi ↪ec f(an) = qm, gdzie m = min{k ∈ N | qk ∈ Y`}.

Za lóżmy teraz, że A jest g ↪esty i nie ma końców. Wtedy określona wyżej funkcja f jest
izomorfizmem porz ↪adków. Wystarczy w tym celu sprawdzić, że f jest surjekcj ↪a.

Przypuśćmy wi ↪ec, że tak nie jest i niech m = min{k | qk 6∈ Rg(f)}. Liczby qj dla j < m,
dziel ↪a zbiór Q na m + 1 przedzia lów, a do jednego z nich należy qm. Przypuśćmy, że jest
to przedzia l (ql, qr). (W przypadku, gdy jest to przedzia l niew laściwy, dowód jest podobny.)
Mamy wi ↪ec l, r < m oraz qj 6∈ (ql, qr) dla j < m. Ponadto ql, qr ∈ Rg(f), czyli ql = f(ap)
i qr = f(as) dla pewnych p, s. Niech d = min{k | ap < ak < as} i niech f(ad) = qx. Ponieważ
funkcja f zachowuje porz ↪adek i jest injekcj ↪a, wi ↪ec na pewno qx ∈ (ql, qr), sk ↪ad mamy x > m.

Przedzia l krytyczny dla d jest wyznaczony przez jedn ↪a lub dwie spośród liczb a0, a1, . . . , ad−1,
z których żadna nie należy do zbioru C = {a ∈ A | ap < a < as}. Zatem zbiór C jest zawarty
w przedziale krytycznym, a wszystkie liczby z przedzia lu (ql, qr), w tym qm, s ↪a dozwolone
dla d. Tu otrzymujemy sprzeczność, bo liczb ↪a dozwolon ↪a dla d o najmniejszym numerze
jest qx, a przecież x > m. �

Ćwiczenie 14.4 Udowodnić, że zbiory {m2n | m ∈ Z, n ∈ N} i {m + n
√

2 | m,n ∈ Z}
uporz ↪adkowane przez zwyk l ↪a relacj ↪e ≤, s ↪a izomorficzne.
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Definicja 14.5

• Powiemy, że zbiór liniowo uporz ↪adkowany jest ci ↪ag ly , gdy każdy jego podzbiór ograni-
czony z góry ma kres górny. (Tak ↪a w lasność ma na przyk lad zbiór R liczb rzeczywistych.)

• Podzbiór A zbioru liniowo uporz ↪adkowanego B jest g ↪esty w B, gdy zachodzi warunek
∀a, b ∈ B(a < b→ ∃c ∈ A(a < c < b)).

Uporz ↪adkowanie liczb rzeczywistych jest równie unikalne jak uporz ↪adkowanie liczb wymiernych.

Twierdzenie 14.6 Jeśli liniowo uporz ↪adkowany zbiór B (bez końców) jest ci ↪ag ly i ma prze-
liczalny podzbiór g ↪esty, to B ≈ R.

Dowód: Niech W b ↪edzie przeliczalnym podzbiorem g ↪estym w B. Zauważmy, że W nie
może mieć elementu pierwszego ani ostatniego, a wi ↪ec na mocy twierdzenia 14.3(2) jest izomor-
ficzny ze zbiorem liczb wymiernych Q (uporz ↪adkowanym tak jak zwykle). Niech f : W 1−1−→

na
Q

b ↪edzie odpowiednim izomorfizmem.

Dla b ∈ B przez b↓ oznaczmy zbiór {w ∈W | w < b}. Rozpatrzmy przekszta lcenie F : B → R,
dane wzorem F (b) = sup f(b↓). Przekszta lcenie to zachowuje porz ↪adek i jest różnowartoś-
ciowe, bo jeśli x < y to x < b1 < b2 < y dla pewnych b1, b2 ∈ W . Wtedy dla dowolnego
d ∈ x↓ mamy f(d) < f(b1), sk ↪ad F (x) ≤ f(b1) < f(b2) ≤ F (y).

Pozostaje wykazać, że F jest na R. Dla r ∈ R, niech Br = {w ∈ W | f(w) < r} (zauważmy,
że Br = {f−1(q) | q < r}) i niech br = supBr. Wówczas

w < br wtedy i tylko wtedy, gdy f(w) < r,

dla w ∈ W . Istotnie, gdyby w < br i f(w) ≥ r to w by loby ograniczeniem górnym zbioru Br
a wtedy w ≥ br. Na odwrót, jeśli f(w) < r, to f(w) < q < r, dla pewnego q ∈ Q, sk ↪ad wynika
w < f−1(q) ≤ br.

A wi ↪ec F (br) = sup f(br↓) = sup{f(w) | w ∈W ∧ w < br} = sup{q ∈ Q | q < r} = r. �
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15 Dobre ufundowanie

Definicja 15.1 Niech 〈A,≤〉 b ↪edzie zbiorem cz ↪eściowo uporz ↪adkowanym. Jeśli każdy nie-
pusty podzbiór zbioru A ma element minimalny, to mówimy, że 〈A,≤〉 jest cz ↪eściowym dobrym
porz ↪adkiem, lub, że A jest dobrze ufundowany . Jeśli ponadto porz ↪adek 〈A,≤〉 jest liniowy, to
jest to dobry porz ↪adek. (Wtedy każdy niepusty podzbiór A ma element najmniejszy.)

Przyk lad 15.2

• Zbiór N jest dobrze uporz ↪adkowany.

• Zbiory z przyk ladu 14.2 s ↪a dobrze uporz ↪adkowane przez zwyk ly porz ↪adek w R.

• Zbiory Z, Q, R nie s ↪a dobrze uporz ↪adkowane.

• Relacja porz ↪adku prefiksowego jest dobrym ufundowaniem zbioru A∗. Relacja porz ↪adku
sufiksowego też.

• Niech r = {〈`, n :: `〉 | n ∈ N ∧ ` ∈ list} i niech v b ↪edzie domkni ↪eciem przechodnim
relacji r ∪ idlist. Wtedy v jest dobrym ufundowaniem typu list.

• Jeśli w A s ↪a dwa elementy a, b, takie że a < b, to porz ↪adek leksykograficzny �, wyzna-
czony przez ≤, nie jest dobrym ufundowaniem zbioru A∗. (Zbiór {anb | n ∈ N} nie ma
elementu minimalnego.)

Zauważmy, że definicja dobrego ufundowania dla list oparta jest na takim samym schemacie
jak porz ↪adek prefiksowy dla s lów (por. ćwiczenie 7.3). Jest to przechodnio-zwrotne domkni ↪ecie
relacji ”bezpośredniego nast ↪epnika”. W podobny sposób można dobrze ufundować inne typy
indukcyjne.

Fakt 15.3 Zbiór 〈A,≤〉 jest dobrze ufundowany wtedy i tylko wtedy, gdy nie istnieje w nim
ci ↪ag malej ↪acy, tj. taki podzbiór {ai | i ∈ N}, że ai+1 < ai dla dowolnego i.

Dowód: (⇒) Gdyby taki istnia l, to by nie mia l elementu minimalnego.

(⇐) Weźmy niepusty podzbiór B ⊆ A i przypuśćmy, że B nie ma elementu minimalnego.
Skoro B jest niepusty to ma jakís element b0. On oczywíscie nie jest minimalny, wi ↪ec jest takie
b1 ∈ B, że b1 < b0. I tak dalej: przez indukcj ↪e określamy ci ↪ag malej ↪acy b0 > b1 > b2 > · · · �

Drzewa

Definicja 15.4 Podzbiór B zbioru cz ↪eściowo uporz ↪adkowanego A nazywamy odcinkiem po-
cz ↪atkowym w A, gdy

∀x, y ∈ A (x ∈ B ∧ y ≤ x→ y ∈ B).

Szczególny przypadek odcinka pocz ↪atkowego to odcinek wyznaczony przez element x ∈ A:

OA(x) = {y ∈ A | y < x}.
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Uwaga: nierówność w definicji OA(x) jest ostra, tj. x 6∈ OA(x). Jeśli wiadomo o jaki zbiór
chodzi, to zamiast OA(x) piszemy po prostu O(x).

Definicja 15.5 Jeśli w zbiorze cz ↪eściowo uporz ↪adkowanym mamy a < b, ale dla żadnego c
nie zachodzi a < c < b, to mówimy, że a jest bezpośrednim poprzednikiem b, i że b jest
bezpośrednim nast ↪epnikiem a.

Nast ↪epuj ↪aca definicja uogólnia poj ↪ecie drzewa binarnego, o którym by la mowa w rozdziale 7.

Definicja 15.6 Zbiór cz ↪eściowo uporz ↪adkowany 〈T,≤〉 nazywamy drzewem, gdy spe lnia on
nast ↪epuj ↪ace warunki:

1) Istnieje element najmniejszy.

2) Każdy odcinek postaci OT (x) jest skończonym22  lańcuchem.

Jeśli  lańcuch OT (x) ma n elementów, to powiemy, że x jest wierzcho lkiem o wysokości n.
Element najmniejszy, nazywany korzeniem, ma wysokość zerow ↪a.

Niech A b ↪edzie jakimś alfabetem (niekoniecznie skończonym). Niepusty podzbiór T zbioru A∗

nazywamy drzewem s lów (nad A), gdy jest on odcinkiem pocz ↪atkowym w 〈A∗,⊆〉, czyli gdy
spe lniony jest warunek

∀w, u ∈ A∗ (w · u ∈ T → w ∈ T ).

Na przyk lad nast ↪epuj ↪acy zbiór jest drzewem s lów nad alfabetem {a, b}:

{ε, a, b, aa, ab, ba, bb, aaa, aab, abb, bab, bba, bbb, aaba, aabb, baba, bbab}.

Przedstawiamy go tak jak na Rysunku 3.23

Twierdzenie 15.7 Każde drzewo jest izomorficzne z pewnym drzewem s lów.

Dowód: Niech 〈T,≤〉 b ↪edzie drzewem i niech ⊥ b ↪edzie korzeniem tego drzewa. Dla a ∈ T ,
przez Sa oznaczymy zbiór wszystkich bezpośrednich nast ↪epników a. Weźmy dowolny alfabet A
spe lniaj ↪acy warunek A ≥ Sa, dla dowolnego a ∈ T . Istniej ↪a wtedy funkcje ξa : Sa

1−1−→ A.

Funkcj ↪e f : T 1−1−→ A∗ określimy przez indukcj ↪e ze wzgl ↪edu na wysokość argumentu, w ten
sposób, aby spe lniony by l warunek:

a ≤ b ⇔ f(a) ⊆ f(b), (*)

Zaczynamy od f(⊥) = ε. Jeśli f(a) jest określone dla jakiegoś a ∈ T , oraz b jest bezpośrednim
nast ↪epnikiem a, to przyjmujemy

f(b) = f(a) · ξa(b).

Dowód warunku (*) jest przez  latw ↪a indukcj ↪e ze wzgl ↪edu na wysokość b. �

22Czasami drzewem nazywa si ↪e każdy porz ↪adek, który ma element najmniejszy i w którym wszystkie
zbiory O(x) s ↪a dobrze uporz ↪adkowane (ale niekoniecznie skończone).

23Jak wiadomo, drzewa rosn ↪a zwykle z góry na dó l.
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Rysunek 3: Drzewo

Definicja 15.8

1. Ga l ↪ezi ↪a w drzewie T nazywamy dowolny ci ↪ag postaci ε= a0, a1, a2, . . . (skończony lub
nieskończony) gdzie każde ai+1 jest bezpośrednim nast ↪epnikiem ai.

2. Mówimy, że T jest drzewem o skończonym rozga l ↪ezieniu, jeśli każdy element T ma
skończenie wiele bezpośrednich nast ↪epników.

Twierdzenie 15.9 (Lemat Königa) Jeśli T jest nieskończonym drzewem o skończonym
rozga l ↪ezieniu to w T jest ga l ↪aź nieskończona.

Dowód: Dla a ∈ T niech Ta = {b ∈ T | a ≤ b}. Przez indukcj ↪e konstruujemy nieskoń-
czon ↪a ga l ↪aź ε= a0, a1, a2, . . . w ten sposób, aby dla każdego i zbiór Tai by l nieskończony.
Krok bazowy jest poprawny, bo Tε = T . Jeśli teraz Tan jest zbiorem nieskończonym, oraz
wierzcho lek an ma tylko skończenie wiele bezpośrednich nast ↪epników b1, . . . , bk, to zauważmy,
że Tan = {an} ∪ Tb1 ∪ · · · ∪ Tbk , wi ↪ec któryś ze zbiorów Tbj , . . . , Tbk musi być nieskończony,
powiedzmy Tbj . Jako an+1 możemy wi ↪ec przyj ↪ać bj . �

Lemat Königa ma rozmaite zastosowania. Cz ↪esto używamy go, aby pokazać, że pewne
obliczenia musz ↪a si ↪e zakończyć w ograniczonym czasie. Oto przyk lad:

Definicja 15.10 Relacja → w zbiorze A ma w lasność silnej normalizacji (SN) wtedy i tylko
wtedy, gdy nie istnieje nieskończony ci ↪ag postaci a0 → a1 → a2 → · · ·

Fakt 15.11 Relacja → ma w lasność SN wtedy i tylko wtedy, gdy relacja � jest dobrym
ufundowaniem.24

24Symbol ← (odp. �) oznacza oczywíscie relacj ↪e odwrotn ↪a do → (odp. �).
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Dowód: Ćwiczenie. (Tylko antysymetria nie jest oczywista.) �

Fakt 15.12 Za lóżmy, że relacja → w zbiorze A ma w lasność SN oraz dla dowolnego a ∈ A,
zbiór Sa = {b ∈ A | a → b} jest skończony. Wówczas dla dowolnego a ∈ A istnieje taka
liczba n, że każdy ci ↪ag postaci a = a0 → a1 → a2 → · · · → ak spe lnia warunek k ≤ n.

Dowód: Ustalmy a ∈ A i niech T ⊆ A∗ b ↪edzie zbiorem wszystkich s lów postaci a0a1 . . . ak,
gdzie a0 = a oraz ai → ai+1 dla i < k. Zbiór T z porz ↪adkiem prefiksowym jest drzewem
o skończonym rozga l ↪ezieniu, a zatem teza wynika z lematu Königa. �

Nast ↪epny przyk lad dotyczy problemu znanego st ↪ad, że jego algorytmiczne rozwi ↪azanie jest
w ogólnym przypadku niemożliwe. Przypuśćmy, że dany jest skończony zbiór K (dozwolonych
rodzajów kafelków). Na zbiorze K mamy określone relacje zgodności poziomej r i pionowej s.
Jeśli M ⊆ Z× Z, to mówimy, że funkcja f : M → K jest pokryciem zbioru M , gdy

〈f(x, y), f(x+ 1, y)〉 ∈ r 〈f(x, y), f(x, y + 1)〉 ∈ s

dla wszystkich x, y dla których odpowiednie punkty leż ↪a w zbiorze M . Mówi ↪ac o pokryciu
zbioru M ⊆ R× R mamy na myśli pokrycie dla M ∩ (Z× Z).

Fakt 15.13 Jeśli istnieje pokrycie każdego kwadratu to istnieje pokrycie ca lej p laszczyzny.

Dowód: Niech Wn = {p ∈ Z | − n < p < n}, gdzie n ∈ N i niech

T = {f | f jest pokryciem W 2
n dla pewnego n ∈ N}.

Zbiór T uporz ↪adkowany przez inkluzj ↪e jest drzewem o skończonym rozga l ↪ezieniu. Istotnie,
każde pokrycie kwadratu Wn o boku 2n − 1 ma co najwyżej (K)8n rozszerzeń do pokrycia
kwadratu Wn+1. Drzewo T jest nieskończone, bo istniej ↪a pokrycia dowolnie wielkich kwa-
dratów, a zatem ma nieskończon ↪a ga l ↪aź ∅ ⊆ f1 ⊆ f2 ⊆ f3 ⊆ . . ., gdzie każde fn jest
pokryciem W 2

n . Suma wszystkich funkcji fn stanowi pokrycie ca lej p laszczyzny. �

Indukcja

Zasada indukcji, któr ↪a znamy dla liczb naturalnych i innych typów indukcyjnych, uogólnia
si ↪e  latwo na dowolne zbiory dobrze ufundowane. T↪e uogólnion ↪a zasad ↪e indukcji nazywamy
czasem indukcj ↪a strukturaln ↪a lub noetherowsk ↪a.

Fakt 15.14 (Zasada indukcji) Niech 〈A,≤〉 b ↪edzie dobrze ufundowany i niech P ⊆ A. Za-
 lóżmy, że dla dowolnego a ∈ A zachodzi implikacja:

OA(a) ⊆ P ⇒ a ∈ P .

Wtedy P = A.

Dowód: Przypuśćmy, że P 6= A. ZbiórA−P jest wtedy niepusty i ma element minimalny a.
Z minimalności mamy jednak OA(a) ⊆ P , wi ↪ec a ∈ P . �
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Analogicznie uogólniamy schemat definiowania przez indukcj ↪e. Jeśli 〈A,≤〉 jest dobrze ufun-
dowany, to możemy definiować funkcj ↪e f : A→ B, korzystaj ↪ac z dowolnych wartości f(b) dla
b < a przy określaniu f(a). Na przyk lad ta definicja funkcji f : N− {0, 1} → N

f(n) =
{
n, jeśli n jest pierwsze;
f(m) + f(k), jeśli n = mk,

jest przez indukcj ↪e ze wzgl ↪edu na dobrze ufundowan ↪a relacj ↪e podzielności.

Nast ↪epuj ↪aca definicja jest nam potrzebna do przyk ladu dowodu przez indukcj ↪e noetherowsk ↪a.

Definicja 15.15 Niech → b ↪edzie relacj ↪a binarn ↪a w zbiorze A. Piszemy a ↓ b gdy istnieje
takie c, że a � c � b. Mówimy, że → ma w lasność Churcha-Rossera (CR), gdy dla dowol-
nych a, b, c ∈ A:

jeśli b� a� c to b ↓ c.

Relacja → ma s lab ↪a w lasność Churcha-Rossera (WCR), gdy dla dowolnych a, b, c ∈ A:

jeśli b← a→ c to b ↓ c.

Zauważmy, że w lasność CR nie wynika z WCR. Najprostszy przyk lad jest chyba taki:

• ←− • ←→ • −→ •

Fakt 15.16 (Lemat Newmana) Relacja o w lasnościach WCR i SN ma też w lasność CR.

Dowód: Za lóżmy, że relacja → w zbiorze A ma w lasności WCR i SN. Ponieważ zbiór
〈A,�〉 jest dobrze ufundowany, wi ↪ec możemy zastosować indukcj ↪e ze wzgl ↪edu na porz ↪adek�.
Udowodnimy, że każdy element a ma w lasność:

”Dla dowolnych b, c, jeśli b� a� c, to b ↓ c.”

Jeśli a = b lub a = c to teza jest oczywista. Za lóżmy wi ↪ec (zob. Rysunek 4), że
b� b1 ← a→ c1 � c.

Na mocy WCR jest takie d, że b1 � d� c1. Z za lożenia indukcyjnego, zastosowanego do b1
i c1 mamy wi ↪ec b � e � d � f � c, dla pewnych e, f . Teraz możemy zastosować za lożenie
indukcyjne dla d. Dostaniemy takie g, że e� g � f . Ale wtedy także b� g � c. �
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Rysunek 4: Dowód lematu Newmana
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16 Porz
↪
adki dobre

Zaczynamy od dwóch nietrywialnych przyk ladów dobrych porz ↪adków.

Fakt 16.1 Dla dowolnego k, zbiór Nk, z lożony z k-krotek liczb naturalnych (s lów d lugości k)
jest dobrze uporz ↪adkowany przez porz ↪adek leksykograficzny (wyznaczony przez zwyk le uporz ↪ad-
kowanie zbioru N).

Dowód: Indukcja ze wzgl ↪edu na k. Dla k = 0, 1, teza jest oczywista. Za lóżmy wi ↪ec, że
zbiór Nk jest dobrze uporz ↪adkowany i niech B ⊆ Nk+1 b ↪edzie niepusty. Przyjmijmy:

• b = min{n | ∃w(n · w ∈ B)};

• B′ = {w ∈ Nk | b · w ∈ B}.

Zbiór B′ jest niepustym podzbiorem Nk, ma wi ↪ec element najmniejszy w. S lowo bw jest wtedy
najmniejszym elementem B. �

Czasami wygodne jest poj ↪ecie ”zbioru z powtórzeniami”, czyli multizbioru. Formalnie mul-
tizbiory definiujemy jako funkcje. Na przyk lad multizbiór {1, 2, 2, 3, 4, 4, 4} to taka funkcja M ,
że M(1) = M(3) = 1, M(2) = 2 i M(4) = 3. Dla x 6= 1, 2, 3, 4 przyjmujemy M(x) = 0.

Definicja 16.2 Multizbiorem nad A nazywamy dowoln ↪a funkcj ↪e M : A→ N.

W stosunku do multizbiorów używamy notacji teoriomnogościowej, pami ↪etaj ↪ac, że nie należy
jej w tym przypadku rozumieć dos lownie. Na przyk lad piszemy a ∈ M gdy M(a) > 0
oraz M ⊆ N gdy M(a) ≤ N(a) dla wszystkich a ∈ A. Możemy też określić dzia lania na
multizbiorach, przyjmuj ↪ac

(M ∪N)(a) = M(a) +N(a), oraz (M −N)(a) = max{0,M(a)−N(a)},

dla dowolnego a ∈ A. Powiemy, że multizbiór jest skończony , gdy skończony jest zbiór
Rg(M) = {a ∈ A | a ∈M}.

Niech teraz M,N b ↪ed ↪a skończonymi multizbiorami nad N. Piszemy M → N , gdy dla pewnych
a,N ′ zachodzi równość N = (M − {a}) ∪N ′, i przy tym a > b dla wszystkich b ∈ N ′. Jeśli
M ⊆ {0, 1, . . . , n− 1} to M można reprezentować krotk ↪a cM = 〈M(n− 1), . . . ,M(0)〉 ∈ Nn.

Fakt 16.3 Relacja → w zbiorze M wszystkich skończonych multizbiorów nad N ma w lasność
silnej normalizacji.

Dowód: Przypuśćmy, że mamy nieskończony ci ↪ag skończonych multizbiorów

M0 →M1 →M2 → · · ·

i niech k = 1 + max{n | n ∈ M0}. Nietrudno zauważyć, że we wszystkich multizbiorach Mi

wyst ↪epuj ↪a tylko liczby mniejsze od k. Informacj ↪e o Mi możemy wi ↪ec przedstawić w postaci
k-krotki wi = 〈Mi(k−1), . . . ,Mi(0)〉 ∈ Nk. Na przyk lad, jeśli k = 4, orazMi = {0, 0, 2, 3, 3, 3},
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to wi = 〈3, 1, 0, 2〉. Zauważmy, że krotki ci tworz ↪a ci ↪ag malej ↪acy ze wzgl ↪edu na porz ↪adek
leksykograficzny w zbiorze Nk:

c0 � c1 � c2 � · · ·

A wi ↪ec z faktu 16.1 otrzymujemy sprzeczność. �

Wniosek 16.4 Zbiór M wszystkich skończonych multizbiorów nad N jest dobrze uporz ↪ad-
kowany przez relacj ↪e �.

Dowód: Z faktu 16.3  latwo wynika dobre ufundowanie. Sprawdzenie, że porz ↪adek jest
liniowy, pozostawiamy jako ćwiczenie. �

W lasności dobrych porz
↪
adków

Lemat 16.5 Jeśli A jest zbiorem dobrze uporz ↪adkowanym, to każdy w laściwy odcinek pocz ↪at-
kowy w A jest postaci OA(x).

Dowód: Niech B b ↪edzie w laściwym odcinkiem pocz ↪atkowym w A i niech x b ↪edzie naj-
mniejszym elementem zbioru A−B. Wówczas B = OA(x). Rzeczywíscie:

• Jeżeli b ∈ B to b < x, bo inaczej x ≤ b i by loby x ∈ B. Zatem b ∈ OA(x).

• Jeżeli b ∈ OA(x), to b < x, wi ↪ec b 6∈ A−B, czyli b ∈ B. �

Lemat 16.6 Jeśli A jest zbiorem dobrze uporz ↪adkowanym, to A nie jest izomorficzny z żad-
nym swoim w laściwym odcinkiem pocz ↪atkowym.

Dowód: Przypuśćmy, że to nieprawda i niech x = min{y ∈ A | A ≈ OA(y)}. Za lóżmy, że
f : A→ OA(x) jest izomorfizmem. Wtedy f obci ↪ete do odcinka OA(x) też jest izomorfizmem,
a mianowicie izomorfizmem odcinków OA(x) i OA(f(x)). St ↪ad A ≈ OA(f(x)), a przy tym
f(x) < x, co jest sprzeczne z minimalności ↪a x. �

Mora l: Różne odcinki pocz ↪atkowe zbioru dobrze uporz ↪adkowanego nie s ↪a izomorficzne.

Lemat 16.7 Niech A i B b ↪ed ↪a dobrymi porz ↪adkami i niech

∀x∈A∃y∈B (OA(x) ≈ OB(y)).

Wtedy A jest izomorficzny z pewnym odcinkiem pocz ↪atkowym w B (być może niew laściwym).

Dowód:∗ Niech Φ = {〈x, y〉 ∈ A × B | OA(x) ≈ OB(y)}. Udowodnimy, że dla dowolnych
〈x, y〉, 〈x′, y′〉 ∈ Φ zachodzi równoważność:

x < x′ ⇔ y < y′ (*)

(⇒) Przypuśćmy, że x < x′ ale y ≥ y′. Niech f : OA(x) → OB(y) b ↪edzie izomorfizmem.
Ponieważ OB(y′) ⊆ OB(y) wi ↪ec odcinek OB(y′) jest izomorficzny z odcinkiem OA(f−1(y′)).
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Oznacza to jednak, że OA(x′) ≈ OA(f−1(y′)). Ale f−1(y′) < x′, bo f−1(y′) ∈ OA(x),
wi ↪ec mamy sprzeczność z Lematem 16.6: zbiór OA(x′) jest izomorficzny ze swoim w laściwym
odcinkiem pocz ↪atkowym.

Cz ↪eść (⇐) warunku (*) można udowodnić podobnie.

Z warunku (*) wynika, że jeśli dla x ∈ A przyjmiemy

f(x) = ıy∈B.OA(x) ≈ OB(y),

to f : A 1−1−→ B oraz A ≈ f(A). Pozostaje zauważyć, że f(A) jest odcinkiem pocz ↪atkowym
w B. Ale jeśli y ∈ f(A) oraz y′ ≤ y, to odcinek OB(y′) jest izomorficzny z przeciwobrazem
f−1(OB(y′)), który jest odcinkiem pocz ↪atkowym w A. St ↪ad y′ ∈ f(A) (por. Lemat 16.5).

Twierdzenie 16.8 Jeśli A i B s ↪a dobrze uporz ↪adkowane, to jeden z nich jest izomorficzny
z odcinkiem pocz ↪atkowym drugiego.

Dowód:∗ Przypuśćmy, że B nie jest izomorficzny z żadnym w laściwym odcinkiem pocz ↪at-
kowym zbioru A. Przez indukcj ↪e ze wzgl ↪edu na uporz ↪adkowanie zbioru A pokażemy:

∀x∈A∃y∈B (OA(x) ≈ OB(y)) (**)

Niech x ∈ A i przypuśćmy, że każdy odcinek OA(x′), gdzie x′ < x jest izomorficzny z pew-
nym OB(y′). Z lematu 16.7 wnioskujemy, że OA(x) jest izomorficzne z pewnym odcinkiem
pocz ↪atkowym zbioru B. Nie może to być ca ly zbiór B, bo za lożylísmy, że B nie jest izomor-
ficzny z odcinkami w laściwymi w A. A zatem OA(x) ≈ OB(y) dla pewnego y.

Stosuj ↪ac jeszcze raz Lemat 16.7 otrzymujemy, że A jest izomorficzny z jakimś odcinkiem
pocz ↪atkowym zbioru B (możliwe, że z ca lym B).

Z powyższego wynika, że uporz ↪adkowanie dobre jest poj ↪eciem bardzo jednoznacznym. Dwa
dobre porz ↪adki albo s ↪a izomorficzne, albo jeden z nich jest d luższy. Innych różnic mi ↪edzy
dobrymi porz ↪adkami nie ma.

Teraz jeszcze definicja, która za chwil ↪e b ↪edzie przydatna.

Definicja 16.9 Mówimy, że element a zbioru dobrze uporz ↪adkowanego jest graniczny , gdy
nie jest bezpośrednim nast ↪epnikiem innego elementu. W przeciwnym razie element a nazy-
wamy niegranicznym.

Liczby porz
↪
adkowe

Zbiorom dobrze uporz ↪adkowanym przypisujemy liczby porz ↪adkowe, podobnie jak dowolnym
zbiorom przypisujemy liczby kardynalne. Umawiamy si ↪e mianowicie, że liczby porz ↪adkowe
dwóch zbiorów s ↪a równe wtedy i tylko wtedy, gdy s ↪a to zbiory izomorficzne. Ponadto, przyj-
mujemy, że liczba porz ↪adkowa odcinka jest zawsze mniejsza lub równa liczbie porz ↪adkowej
ca lego zbioru. (Na mocy twierdzenia 16.8 dwie liczby porz ↪adkowe s ↪a wi ↪ec zawsze porówny-
walne.) Jeśli α jest liczb ↪a porz ↪adkow ↪a zbioru A to cz ↪esto mówi si ↪e, że A jest typu porz ↪ad-
kowego α. Liczba porz ↪adkowa skończonego dobrego porz ↪adku to po prostu liczba jego ele-
mentów, a liczb ↪e porz ↪adkow ↪a zbioru 〈N,≤〉 oznaczamy przez ω. Dalsze liczby porz ↪adkowe
otrzymujemy przez dzia lania arytmetyczne:
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Definicja 16.10 Niech α, β b ↪ed ↪a odpowiednio liczbami porz ↪adkowymi zbiorów A i B. Wów-
czas α+ β oznacza liczb ↪e porz ↪adkow ↪a zbioru A⊕B uporz ↪adkowanego tak:

〈x〉i ≤ 〈y〉j wtedy i tylko wtedy, gdy i < j, lub i = j oraz x ≤ y.

Natomiast α ·β to liczba porz ↪adkowa zbioru A×B uporz ↪adkowanego ”antyleksykograficznie”:

〈a, b〉 ≤ 〈a′, b′〉 wtedy i tylko wtedy, gdy b < b′, lub b = b′ oraz a ≤ a′.

Porz ↪adek typu α + β jest utworzony z dwóch  lańcuchów: pierwszy typu α, drugi typu β.
Zauważmy, że n+ ω = ω dla dowolnego n ∈ N, ale ω + n 6= ω.

Przyk lad 16.11 W przyk ladzie 15.2 zbiór A jest typu ω, zbiór A′ typu ω + 1, a zbiór A′′

typu ω + 2. Natomiast zbiór {1− 1
n | n ∈ N− {0}} ∪ {2−

1
n | n ∈ N− {0}} jest typu ω + ω.

Porz ↪adek typu α ·β można sobie wyobrażać tak: weźmy porz ↪adek typu β i w miejsce każdego
elementu wstawmy nowy egzemplarz porz ↪adku typu α. Widzimy, że tak określone dzia lanie
nie jest przemienne: mamy bowiem 2 · ω = ω ale ω · 2 = ω + ω.

Przyk lad 16.12 Zbiór B z przyk ladu 15.2 jest typu ω · ω.

Oczywíscie zamiast ω · ω napiszemy ω2 i ogólnie przyjmiemy, że ωn = ω · · ·ω (n razy). Dalej
można określic liczb ↪e ωω jako najmniejsz ↪a liczb ↪e porz ↪adkow ↪a, wi ↪eksz ↪a od wszystkich ωn,
liczb ↪e ω

ω+1 jako ωω · ω, itd.

Przyk lad 16.13 Zbiór M wszystkich skończonych multizbiorów nad N jest typu ωω.

Uwaga: Liczba kardynalna ℵℵ00 jest nieprzeliczalna. Ale liczba porz ↪adkowa ωω jest typem
zbioru przeliczalnego.

Twierdzenie o dobrym uporz
↪
adkowaniu

Poniższe twierdzenie znacznie u latwia dowody wielu faktów, pozwala bowiem na post ↪epowa-
nie przez indukcj ↪e. Trzeba jednak pami ↪etać o jego niekonstruktywnym charakterze. Wynika
z niego np. że istnieje relacja dobrze porz ↪adkuj ↪aca zbiór liczb rzeczywistych, ale nie wynika,
jaka ta relacja naprawd ↪e jest.

Twierdzenie 16.14 (Zermelo) Każdy zbiór można dobrze uporz ↪adkować.

Dowód:∗ Niech A b ↪edzie dowolnym zbiorem i niech Φ b ↪edzie funkcj ↪a wyboru dla rodziny
P(A)− {∅}. Powiemy, że zbiór uporz ↪adkowany 〈D,≤〉 jest fajny , gdy D ⊆ A, oraz

∀x ∈ D (x = Φ(A−OD(x))).

Cz
↪
eść 1: Pokażemy najpierw, że jeśli 〈D1,≤1〉 i 〈D2,≤2〉 s ↪a fajne, to jeden z nich jest

(dos lownie) odcinkiem pocz ↪atkowym drugiego.

Dla ustalenia uwagi, za lóżmy, że D2 nie jest w laściwym podzbiorem D1. Przez indukcj ↪e ze
wzgl ↪edu na porz ↪adek ≤1 dowodzimy, że dla dowolnego x ∈ D1:
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1) x ∈ D2;

2) OD1(x) = OD2(x).

Przypuśćmy, że wszystkie elementy odcinka OD1(x) spe lniaj ↪a powyższe warunki. Jeśli x
jest graniczny, to mamy OD1(x) =

⋃
{OD1(y) | y <1 x}. Z za lożenia indukcyjnego jest to

suma odcinków pocz ↪atkowych w D2, a wi ↪ec OD1(x) też jest odcinkiem pocz ↪atkowym w D2.
Jeśli x jest niegraniczny, to mamy natomiast OD1(x) = OD1(x′) ∪ {x′} = OD2(x′) ∪ {x′}, dla
odpowiedniego x′. (Skorzystalísmy tu z za lożenia indukcyjnego o x′.) Zbiór OD2(x′) ∪ {x′}
jest oczywiscie odcinkiem pocz ↪atkowym w D2.

A wi ↪ec OD1(x) w każdym przypadku jest odcinkiem pocz ↪atkowym w D2. Jest to odcinek
w laściwy (bo inaczej D2 = OD1(x)  D1) czyli mamy OD1(x) = OD2(y), dla pewnego y. Ale
oba zbiory D1 i D2 s ↪a fajne, wi ↪ec x = Φ(A−OD1(x)) = Φ(A−OD2(y)) = y, a st ↪ad od razu
wynika (1) i (2).

Ponieważ warunki (1) i (2) zachodz ↪a dla wszystkich elementów zbioru D1, wi ↪ec D1 ⊆ D2.
Musimy jeszcze sprawdzić, że D1 jest odcinkiem pocz ↪atkowym w D2. Niech wi ↪ec x ∈ D1 oraz
y <2 x i y ∈ D2. Wtedy y ∈ OD2(x) = OD1(x), w szczególności y ∈ D1. To kończy cz ↪eść 1
naszego dowodu.

Mora l: Jeśli 〈D1,≤1〉 i 〈D2,≤2〉 s ↪a fajne, to warunki a ≤1 b i a ≤2 b s ↪a równoważne, jesli
tylko a, b ∈ D1 ∩D2.

Cz
↪
eść 2: Nast ↪epna obserwacja jest taka: suma wszystkich zbiorów fajnych jest fajna.

Niech F oznacza t ↪e sum ↪e. Uporz ↪adkowanie ≤F zbioru F można okreslić jako (dos lownie) sum ↪e
uporz ↪adkowań wszystkich zbiorów fajnych. Sprawdźmy, czy to jest dobre uporz ↪adkowanie.

• Zwrotność: Jeśli a ∈ F to a ∈ D dla pewnego fajnego 〈D,≤D〉. Wtedy a ≤D a, wi ↪ec
także a ≤F a.

• Antysymetria: Niech a ≤F b i b ≤F a. To znaczy, że a ≤D1 b i b ≤D2 a, dla pewnych
fajnych 〈D1,≤D1〉 i 〈D2,≤D2〉. Ale jeden z tych zbiorów jest odcinkiem pocz ↪atkowym
drugiego, co oznacza, że tak naprawd ↪e zachodzi też np. a ≤D2 b. A wi ↪ec a = b.

• Przechodniość: Niech a ≤F b i b ≤F c. S ↪a wi ↪ec takie fajne porz ↪adki 〈D1,≤D1〉
i 〈D2,≤D2〉, że a ≤D1 b i b ≤D2 c. Jeden z nich (niech b ↪edzie to np. D1) jest od-
cinkiem pocz ↪atkowym drugiego, mamy wi ↪ec a ≤D2 b i b ≤D2 c, sk ↪ad wnioskujemy
a ≤D2 c i wreszcie a ≤F c.

• Spójność: Niech a, b ∈ F . Wtedy a ∈ D1 i b ∈ D2 dla pewnych fajnych D1 i D2. Jeśli
na przyk lad D1 ⊆ D2 to elementy a i b s ↪a porównywalne w D2, a wi ↪ec i w F .

• Dobroć: Rozpatrzmy dowolny niepusty podzbiór B ⊆ F . Niech a b ↪edzie dowolnym jego
elementem i niech D b ↪edzie takim fajnym zbiorem, że a ∈ D. Podzbiór B ∩D zbioru
D jest niepusty, ma wi ↪ec element najmniejszy b. Jest to także najmniejszy element
zbioru B ze wzgl ↪edu na porz ↪adek ≤F . Istotnie, niech c ∈ B. Wtedy albo c ≥F a ≥F b,
albo c ≤F a. W tym drugim przypadku c ∈ D, wi ↪ec także c ≥F b.

Przyjemność sprawdzenia, że porz ↪adek 〈F,≤F 〉 jest fajny, pozostawiamy czytelnikowi.
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Cz
↪
eść 3: Zbiór F jest identyczny ze zbiorem A. Rzeczywiscie, przypuśćmy, że F 6= A,

i niech a = Φ(A − F ). Uporz ↪adkowanie zbioru F można teraz rozszerzyć do uporz ↪adkowa-
nia zbioru F1 = F ∪ {a}, przyjmuj ↪ac, że a jest elementem najwi ↪ekszym. Tak uporz ↪ad-
kowany zbiór F1 jest fajny, ale nie jest zawarty w sumie wszystkich zbiorów fajnych i mamy
sprzeczność.

Ostatecznie otrzymujemy, że 〈A,≤F 〉 jest zbiorem fajnym, w szczególności jest dobrze uporz ↪ad-
kowany.

Z twierdzenia 16.14 wynika istotna w lasność liczb kardynalnych:

Wniosek 16.15 Dla dowolnych zbiorów A i B zachodzi A ≤ B lub B ≤ A.

Dowód: Zbiory A i B można dobrze uporz ↪adkować, a wtedy jeden z nich jest izomorficzny
z odcinkiem pocz ↪atkowym drugiego. �

Możemy teraz udowodnić twierdzenie 12.13.

Wniosek 16.16 (Lemat Kuratowskiego-Zorna) Niech 〈A,≤〉 b ↪edzie porz ↪adkiem cz ↪eścio-
wym, spe lniaj ↪acym nast ↪epuj ↪acy warunek:

Każdy  lańcuch ma w A ograniczenie górne

Wtedy w A istnieje element maksymalny.

Dowód:∗ Niech � b ↪edzie relacj ↪a dobrze porz ↪adkuj ↪ac ↪a zbiór A. Bez straty ogólności można
za lożyć, że 〈A,�〉 nie ma elementu ostatniego (ćwiczenie).

Dla dowolnego a ∈ A określimy przez indukcj ↪e pewien zbiór  La, w ten sposób, że:

a)  La ⊆ {x ∈ A | x ≺ a};

b)  La jest  lańcuchem ze wzgl ↪edu na porz ↪adek ≤.

Zak ladaj ↪ac, że  Lb jest już określone dla wszystkich b ≺ a, definiujemy  La =
⋃
{ Lb | b ≺ a}, gdy

a jest elementem granicznym. Jeśli natomiast a jest bezpośrednim nast ↪epnikiem pewnego b,
to przyjmujemy:

 La =
{

 Lb ∪ {b}, jeśli  Lb ∪ {b} jest  lańcuchem;
 Lb, w przeciwnym przypadku.

Nietrudno sprawdzić, że warunki (a) i (b) s ↪a spe lnione, i że suma  L =
⋃
{ La | a ∈ A} jest też

 lańcuchem ze wzgl ↪edu na ≤. Niech c b ↪edzie ograniczeniem górnym  lańcucha  L. Twierdzimy,
że c jest elementem maksymalnym ze wzgl ↪edu na ≤.

Istotnie, jeśli c ≤ a, to a jest porównywalne z każdym elementem zbioru  L, tym bardziej
z każdym elementem zbioru  La. Wtedy jednak a ∈  Lb, gdzie b jest bezpośrednim nast ↪ep-
nikiem a ze wzgl ↪edu na �. (Taki bezpośredni nast ↪epnik istnieje, bo za lożylísmy, że elementu
ostatniego nie ma.) Ostatecznie wnioskujemy, że a ∈  L, czyli a ≤ c.

Uwaga*: Dowód lematu Kuratowskiego-Zorna ma charakter niekonstruktywny, tj. nie wskazuje elementu

maksymalnego, a jedynie uzasadnia jego istnienie. Dowód ten opiera si ↪e istotnie na pewniku wyboru. Twier-

dzenie 12.13 jest w istocie równoważne pewnikowi wyboru.
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17 Klasyczny rachunek zdań

Logiki symbolicznej używalísmy dot ↪ad jako sposobu ścis lego zapisywania faktów i definicji ma-
tematycznych wyrażanych w j ↪ezyku polskim. Teraz zobaczymy jak systemy logiki formalnej
modeluj ↪a sposoby wnioskowania matematycznego metodami samej matematyki. Najwi ↪ecej
uwagi poświ ↪ecimy rachunkowi zdań. Rachunek zdań to formalny model j ↪ezyka, w którym
wyst ↪epuj ↪a spójniki zdaniowe. Wyrażenia tego j ↪ezyka nazywamy formu lami zdaniowymi . De-
finiujemy je przez indukcj ↪e:

Definicja 17.1

• Symbole zdaniowe (zwykle p, q, r, . . .), nazywane też zmiennymi zdaniowymi , oraz znaki
⊥ i > s ↪a formu lami zdaniowymi.

• Jeśli napis α jest formu l ↪a zdaniow ↪a, to także napis ¬α jest formu l ↪a zdaniow ↪a.

• Jeśli α i β s ↪a formu lami zdaniowymi to napisy (α→ β), (α↔ β), (α ∨ β) i (α ∧ β) też
s ↪a formu lami zdaniowymi.

Uwaga: Dla pe lnej jednoznaczności sk ladni nasze formu ly s ↪a w pe lni nawiasowane. W prak-
tyce wiele nawiasów pomijamy, stosuj ↪ac zwyk le konwencje.

Znaczenie formu l

Wartość logiczna formu ly zdaniowej to zawsze 0 (fa lsz) lub 1 (prawda). Aby ustalić t ↪e wartość
trzeba jednak najpierw znać wartości symboli zdaniowych.

Definicja 17.2 Interpretacja zdaniowa (także: wartościowanie zdaniowe) to funkcja %, która
każdemu symbolowi zdaniowemu p przypisuje wartość logiczn ↪a %(p) równ ↪a 0 lub 1. Wartość
formu ly zdaniowej α przy interpretacji % oznaczamy przez [[α]]% i określamy przez indukcj ↪e:

• [[⊥]]% = 0 oraz [[>]]% = 1;

• [[p]]% = %(p), gdy p jest symbolem zdaniowym;

• [[¬α]]% = 1− [[α]]%;

• [[α ∨ β]]% = max{[[α]]%, [[β]]%};

• [[α ∧ β]]% = min{[[α]]%, [[β]]%};

• [[α→ β]]% = 0, gdy [[α]]% = 1 i [[β]]% = 0;

• [[α→ β]]% = 1, w przeciwnym przypadku;

• [[α↔ β]]% = 1− |[[α]]% − [[β]]%|.
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 Latwo można zauważyć, że [[α→ β]]% = max{[[β]]%, 1− [[α]]%}, czyli [[α→ β]]% = [[¬α∨ β]]%, dla
dowolnego %. A zatem zamiast formu ly α → β moglibyśmy z równym powodzeniem używać
wyrażenia ¬α ∨ β, lub też odwrotnie: zamiast alternatywy α ∨ β pisać ¬α → β. Podobnie
α↔ β znaczy to samo co (α→ β)∧(β → α). Nasz wybór spójników nie jest wi ↪ec ”oszcz ↪edny”,
w istocie w logice klasycznej wystarczy używać np. alternatywy i negacji.

Notacja i terminologia: Jeśli [[ϕ]]% = 1 to piszemy też % |= ϕ lub |= ϕ[%] i mówimy, że ϕ
jest spe lniona przez interpretacj ↪e %. Napis Γ |= ϕ oznacza, że każda interpretacja spe lnia-
j ↪aca wszystkie formu ly z Γ spe lnia także formu l ↪e ϕ. Mówimy wtedy, że ϕ jest semantyczn ↪a
konsekwencj ↪a zbioru Γ. Jeśli Γ jest puste, to zamiast Γ |= ϕ piszemy po prostu |= ϕ. Oz-
nacza to, że formu la ϕ jest spe lniona przez każd ↪a interpretacj ↪e. Na koniec powiedzmy jeszcze,
że formu lami równoważnymi nazywamy takie formu ly ϕ i ψ, których wartości przy każdej
interpretacji s ↪a takie same (tj. takie, że |= ϕ↔ ψ).

Definicja 17.3 Formu la ϕ jest spe lnialna, gdy % |= ϕ zachodzi dla pewnej interpretacji %.
Jeśli zaś |= ϕ to mówimy, że ϕ jest tautologi ↪a (klasycznego) rachunku zdań. Oczywíscie ¬ϕ
jest spe lnialna wtedy i tylko wtedy, gdy ϕ nie jest tautologi ↪a.

Tautologie rachunku zdań

Przypuśćmy, że każdemu symbolowi zdaniowemu p wyst ↪epuj ↪acemu w formule ϕ przyporz ↪ad-
kowalísmy pewn ↪a formu l ↪e S(p). Przez S(ϕ) oznaczymy wtedy formu l ↪e otrzyman ↪a z ϕ na
skutek jednoczesnej zamiany wszystkich symboli zdaniowych p na odpowiadaj ↪ace im for-
mu ly S(p). Mówimy, że formu la S(ϕ) jest instancj ↪a schematu zdaniowego ϕ. Na przyk lad,
jeśli S(p) = p→ q oraz S(q) = q → r, to S(p→ q) oznacza formu l ↪e (p→ q)→ (q → r).

Fakt 17.4 Jeżeli ϕ jest tautologi ↪a, to S(ϕ) jest też tautologi ↪a.

Dowód: Dla dowolnej interpretacji zdaniowej % zdefiniujemy inn ↪a interpretacj ↪e %, przyj-
muj ↪ac %(p) = [[S(p)]]%, dla każdego symbolu zdaniowego p. Teraz, przez indukcj ↪e ze wzgl ↪edu
na d lugość formu ly ξ udowodnimy, że [[ξ]]% = [[S(ξ)]]%. Zaczynamy od przypadku bazowego,
kiedy ξ jest atomem (sta l ↪a ⊥, sta l ↪a >, lub symbolem zdaniowym). Wtedy teza wynika wprost
z definicji. Za lóżmy teraz, że ξ jest formu l ↪a z lożon ↪a, na przyk lad ξ = α∨ β. Formu ly α i β s ↪a
krótsze od ξ, spe lniaj ↪a wi ↪ec za lożenie indukcyjne. Mamy st ↪ad

[[ξ]]% = [[α ∨ β]]% = max{[[α]]%, [[β]]%} = max{[[S(α)]]%, [[S(β)]]%} = [[S(α) ∨ S(β)]]% = [[S(ξ)]]%.

Podobnie post ↪epujemy, gdy ξ jest implikacj ↪a, koniunkcj ↪a czy też negacj ↪a. Jeśli teraz ϕ jest
tautologi ↪a, to [[S(ϕ)]]% = [[ϕ]]% = 1, dla każdego %. �

A zatem każda instancja tautologii jest także tautologi ↪a. Nietrudno uogólnić powyższ ↪a
obserwacj ↪e na przypadek, w którym wyrażenia S(p) mog ↪a być dowolnymi stwierdzeniami
o określonych (jakkolwiek) wartościach logicznych. A zatem tautologie rachunku zdań (i ogól-
niej zwi ↪azki postaci Γ |= ϕ) opisuj ↪a wzorce poprawnego wnioskowania, w których symbole
zdaniowe reprezentuj ↪a dowolne zdania.

Przyjrzymy si ↪e teraz niektórym tautologiom.
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Przyk lad 17.5 Nast ↪epuj ↪ace formu ly (i wszystkie ich instancje) s ↪a tautologiami:

1. p→ p;

2. (p→ q)→ ((q → r)→ (p→ r));

3. p→ (q → p);

4. (p→ (q → r))→ ((p→ q)→ (p→ r));

5. ⊥ → p i p→ > oraz >;

6. p→ (p ∨ q), q → (p ∨ q) oraz (p→ r)→ ((q → r)→ (p ∨ q → r));

7. (p ∧ q)→ p, (p ∧ q)→ q oraz (r → p)→ ((r → q)→ (r → p ∧ q));
8. p ∧ p↔ p oraz p ∨ p↔ p;

9. p ∧ (q ∧ r)↔ (p ∧ q) ∧ r oraz p ∨ (q ∨ r)↔ (p ∨ q) ∨ r;
10. p ∧ q ↔ q ∧ p oraz p ∨ q ↔ q ∨ p;
11. p ∧ (q ∨ r)↔ (p ∧ q) ∨ (p ∧ r) oraz p ∨ (q ∧ r)↔ (p ∨ q) ∧ (p ∨ r);
12. p ∨ ⊥ ↔ p oraz p ∧ > ↔ p.

13. p ∨ ¬p;
14. p→ ¬¬p oraz ¬¬p→ p;

15. (p→ q)→ (¬q → ¬p) oraz (¬q → ¬p)→ (p→ q);

16. ((p→ q)→ p)→ p;

17. (¬p→ p)→ p;

18. ¬(p ∨ q)↔ (¬p ∧ ¬q) oraz ¬(p ∧ q)↔ (¬p ∨ ¬q);
19. (p→ q)↔ (¬p ∨ q);
20. ((p↔ q)↔ r)↔ (p↔ (q ↔ r));

21. (p→ q) ∨ (q → p) oraz p ∨ (p→ q).

Nasza lista tautologii zaczyna si ↪e od czterech formu l, w których wyst ↪epuje wy l ↪acznie najważ-
niejszy spójnik logiczny – implikacja. Pierwsze dwie wyrażaj ↪a w lasności, które można nazwać
zwrotności ↪a (1) i przechodniości ↪a (2) implikacji. Formu la (3) mówi, że dodatkowe za lożenie
można zawsze zignorować. Formu la (4) (prawo Frege) wyraża ”dystrybutywność” implikacji
wzgl ↪edem siebie samej i może być odczytywana tak: jeśli r wynika z q w kontekście p, to ten
kontekst może być w l ↪aczony do za lożenia i konkluzji. Chociaż mniej intuicyjny niż poprzednie
trzy, schemat (4) okazuje si ↪e cz ↪esto bardzo użyteczny.

Implikacj ↪e A → B można interpretować jako stwierdzenie, że warunek A jest ”silniejszy”25

niż B. Tautologie (5) stwierdzaj ↪a wi ↪ec, że najsilniejszym możliwym stwierdzeniem jest fa lsz,
a najs labszym prawda, która sama jest najprostsz ↪a tautologi ↪a.

Formu ly (6) mówi ↪a, że alternatywa p∨q jest najsilniejszym warunkiem, który wynika zarówno
z p jak i z q. Te trzy formu ly sk ladaj ↪a si ↪e wi ↪ec na pewn ↪a definicj ↪e alternatywy. Dualne
formu ly (7) wyrażaj ↪a najważniejsz ↪a w lasność koniunkcji: jest to najs labszy warunek impli-
kuj ↪acy oba argumenty. Inne w lasności koniunkcji i alternatywy, jak idempotentność (8),

25Ścíslej, silniejszy lub tak samo silny.
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 l ↪aczność (9), przemienność (10) i wzajemna dystrybutywność (11) można wywnioskować ze
schematów (3,4,6,7).

Nast ↪epne na líscie s ↪a dwie równoważności (12) wyrażaj ↪ace tak ↪a myśl: fa lsz jest ”elementem
neutralnym” dla alternatywy (tak jak zero dla dodawania) a prawda dla koniunkcji (jak 1 dla
mnożenia). Dlatego ⊥ możemy uważać za ”pust ↪a alternatyw ↪e” a > za ”pust ↪a koniunkcj ↪e”.

Numerem 13 oznaczone jest prawo wy l ↪aczonego środka stanowi ↪ace fundament logiki dwuwartoś-
ciowej. Na tym fundamencie oparta jest symetria praw podwójnej negacji (14) i kontrapozy-
cji (15), pozwalaj ↪acych na wnioskowanie przez zaprzeczenie.

Formu la (16) (prawo Peirce’a) wyraża podobn ↪a myśl przy pomocy samej implikacji. Sens
prawa Peirce’a widać najlepiej gdy q jest fa lszem; otrzymujemy wtedy prawo Claviusa (17).

Formu la (19) wyraża implikacj ↪e z pomoc ↪a negacji i alternatywy i jest cz ↪esto bardzo przydatna,
gdy np. chcemy przekszta lcić jak ↪aś formu l ↪e do wygodniejszej postaci. Podobnie użyteczne s ↪a
prawa De Morgana (18).

W lasności ↪a, która cz ↪esto uchodzi naszej uwagi, jest  l ↪aczność równoważności (20). W zwiazku
z tym, wyrażenie A ↔ B ↔ C można z czystym sumieniem pisać bez nawiasów. Zwróćmy
jednak uwag ↪e na to, że oznacza ono zupe lnie co innego niż stwierdzenie że A, B i C s ↪a sobie
nawzajem równoważne! Nieco paradoksalny charakter prawa (20) bierze si ↪e z tego, że logika
klasyczna jest dwuwartościowa. Jeszcze bardziej paradoksalne wydawać si ↪e mog ↪a prawa (21),
których uzasadnienie także wymaga odwo lania si ↪e do rachunków zerojedynkowych.

Postać normalna formu l

Definicja 17.6 Każdy symbol zdaniowy i negacj ↪e symbolu zdaniowego nazwijmy litera lem.
Mówimy, że formu la zdaniowa ϕ jest w koniunkcyjnej postaci normalnej, gdy ϕ jest koniunkcj ↪a
alternatyw litera lów, tj. wygl ↪ada tak:

(p1
1 ∨ · · · ∨ p

k1
1 ) ∧ · · · ∧ (p1

r ∨ · · · ∨ pkr
r ),

gdzie r ≥ 0, ki ≥ 0, dla i = 0, . . . r, a wszystkie pij s ↪a litera lami. Przy tym, w myśl przy-
k ladu 17.5(12), pust ↪a koniunkcj ↪e (r = 0) utożsamiamy ze sta l ↪a >, a sta la ⊥ to koniunkcja
z jednym pustym sk ladnikiem (r = 1, k1 = 0).

Fakt 17.7 Dla każdej formu ly zdaniowej istnieje równoważna jej formu la w koniunkcyjnej
postaci normalnej.

Dowód: Aby przekszta lcić dan ↪a formu l ↪e do postaci normalnej najpierw eliminujemy z niej
równoważności, zast ↪epuj ↪ac każde podwyrażenie postaci α ↔ β przez (α → β) ∧ (β → α),
a nast ↪epnie usuwamy też implikacje stosuj ↪ac schemat z przyk ladu 17.5(19).

Teraz ”przesuwamy w dó l” wszystkie negacje za pomoc ↪a praw De Morgana oraz usuwamy
zb ↪edne negacje stosuj ↪ac równoważności ¬¬α ↔ α, ¬⊥ ↔ > i ¬> ↔ ⊥. Robimy to tak
d lugo, aż otrzymamy formu l ↪e, w której negacja stosowana jest tylko do symboli zdaniowych.
Mamy wi ↪ec tylko koniunkcje, alternatywy, sta le logiczne i litera ly. Nadmiar sta lych logicznych
eliminujemy korzystaj ↪ac z równoważności > ∨ α ↔ >, > ∧ α ↔ α, ⊥ ∧ α ↔ ⊥, ⊥ ∨ α ↔ α.
Pozostaje ”uporz ↪adkować” wyst ↪apienia spójników ∧ i ∨, zast ↪epuj ↪ac podwyrażenia postaci
ϕ ∨ (ψ ∧ ϑ) przez (ϕ ∨ ψ) ∧ (ϕ ∨ ϑ).
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Aby si ↪e przekonać, że ta procedura musi si ↪e zakończyć, każdej formule (już bez → i ↔)
przypiszemy liczbow ↪a wag ↪e:

• waga(p) = 2, gdy p jest symbolem zdaniowym, lub sta l ↪a logiczn ↪a.

• waga(ϕ ∧ ψ) = waga(ϕ) + waga(ψ) + 2;

• waga(ϕ ∨ ψ) = 2 · waga(ϕ) · waga(ψ);

• waga(¬ϕ) = 2waga(ϕ).

Zauważmy teraz, że opisane wyżej przekszta lcenia zawsze zmniejszaj ↪a wag ↪e formu ly. Na przy-
k lad, jeśli waga(α) = a i waga(β) = b to podformu la postaci ¬(α∨β) ma wag ↪e 22ab. Po prze-
suni ↪eciu negacji ”w g l ↪ab” otrzymujemy formu l ↪e ¬α∧¬β o wadze 2a+ 2b+ 2 < 22ab. Ponieważ
przy każdej ”poprawce” waga formu ly si ↪e zmniejsza, nie możemy jej poprawiać w nieskończo-
ność i wreszcie uzyskamy formu l ↪e, do której żadnego przekszta lcenia nie da si ↪e już zastosować.

Taka formu la musi być w postaci normalnej. Mozna to uzasadnić przez indukcj ↪e ze wzgl ↪edu
na jej d lugość. Jeśli jest to zmienna lub sta la logiczna (d lugość 1), to teza jest oczywista.
Jeśli jest to koniunkcja α ∧ β, to jej cz lony α i β s ↪a krótsze, a wi ↪ec zgodnie z za lożeniem
indukcyjnym musz ↪a być w postaci normalnej. Ca la formu la α ∧ β oczywíscie też jest wtedy
w postaci normalnej.

Niech wi ↪ec nasza formu la b ↪edzie alternatyw ↪a α ∨ β. Z za lożenia indukcyjnego, α i β s ↪a
w postaci normalnej. Gdyby któraś z tych formu l by la koniunkcj ↪a, np. α = γ∧δ to moglibyśmy
przekszta lcić α ∨ β w formu l ↪e (γ ∨ β) ∧ (δ ∨ β), a za lożylísmy, że to już niemożliwe. Zatem
zarówno α jak i β musz ↪a być alternatywami litera lów, sk ↪ad α ∨ β jest w postaci normalnej.

Zostaje przypadek negacji ¬α. Wtedy α nie może być niczym innym niż zmienn ↪a, bo z za loże-
nia indukcyjnego musi być w postaci normalnej, a w każdym innym przypadku ¬α podlega
dalszym przekszta lceniom. �
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Logika pierwszego rz
↪
edu

Logika pierwszego rz ↪edu to taka logika predykatów, w której stosowanie kwantyfikatorów ogra-
niczone jest do obiektów indywiduowych tj. do elementów jakiej́s dziedziny. Funkcje i relacje
określone w takiej dziedzinie uważa si ↪e za ustalone. Formalna definicja systemu pierwszego
rz ↪edu wymaga wi ↪ec określenia listy dozwolonych operacji i relacji, a ścíslej, listy dozwolonych
symboli operacji i relacji.

Struktury relacyjne

Definicja 17.1 Przez sygnatur ↪e rozumiemy pewien (zwykle skończony) zbiór symboli rela-
cyjnych i funkcyjnych, każdy z ustalon ↪a liczb ↪a argumentów. Sygnatur ↪e Σ przedstawić można
jako sum ↪e:

Σ =
⋃
n∈N

Σn ∪
⋃
n∈N

ΣR
n ,

gdzie Σn jest zbiorem n-argumentowych symboli funkcyjnych, a ΣR
n jest zbiorem n-argumento-

wych symboli relacyjnych. O symbolu f ∈ Σn powiemy, że jego arność to liczba n i napiszemy
ar(f) = n. Podobnie dla r ∈ ΣR

n .

Uwaga: Jeżeli sygnatura jest skończona, to prawie wszystkie ze zbiorów Σn i ΣR
n s ↪a puste.

Oczywíscie n-argumentowe symbole funkcyjne pos luż ↪a nam jako nazwy n-argumentowych
funkcji, a n-argumentowe symbole b ↪ed ↪a nazwami n-argumentowych relacji. Przypomnijmy, że
n-argumentowa relacja w zbiorze A to dowolny podzbiór iloczynu kartezjańskiego An. Inaczej
mówi ↪ac, jest to pewien zbiór krotek postaci 〈a1, . . . , an〉, gdzie a1, . . . , an ∈ A. Krotk ↪e 〈a〉
utożsamiamy z elementem a, tj. uważamy, że A1 to to samo co A. Natomiast zbiór A0 ma
tylko jeden element, mianowicie pust ↪a krotk ↪e 〈 〉. S ↪a wi ↪ec tylko dwie relacje zero-argumentowe:
pusta i pe lna.

Skoro zbiór A0 ma tylko jeden element, to funkcja zeroargumentowa f : A0 → A przyj-
muje tylko jedn ↪a wartość. B ↪edziemy wi ↪ec każd ↪a tak ↪a funkcj ↪e nazywać sta l ↪a i utożsamiać
z odpowiednim elementem zbioru A.

Definicja 17.2 Struktura relacyjna albo model sygnatury Σ to niepusty zbiór (zwany dziedzi-
n ↪a lub nośnikiem struktury) wraz z interpretacj ↪a symboli sygnaturowych jako funkcji i relacji
o odpowiedniej liczbie argumentów. Dok ladniej, jeśli Σ = {f1, . . . , fn, r1, . . . , rm}, to struktur ↪a
relacyjn ↪a (modelem) nazywamy krotk ↪e postaci:

A = 〈A, fA1 , . . . , fAn , rA1 , . . . , rAm〉,

gdzie dla dowolnego i:

• fAi : Ak → A, jeśli ar(fi) = k (w szczególności fAi ∈ A, gdy k = 0);

• rAi ⊆ Ak, gdy ar(ri) = k.

Definicja 17.3 Jeśli sygnatura Σ nie zawiera żadnych symboli relacyjnych, to modele tej
sygnatury nazywamy algebrami .
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Konwencje notacyjne: Nośnik struktury A oznaczamy przez |A|. Cz ↪esto przyjmujemy
domyślnie, że |A| = A, |B| = B itd., lub po prostu struktur ↪e i jej nośnik oznaczamy tym
samym symbolem. Cz ↪esto też tak samo oznacza si ↪e symbol relacyjny (funkcyjny) i odpowiada-
j ↪ac ↪a mu relacj ↪e (funkcj ↪e).

Przyk lad 17.4 Niech Σ = {+, •, 0, 1,≤}, gdzie Σ2 = {+, •}, Σ0 = {0, 1}, oraz ΣR
2 = {≤}.

Modelem dla sygnatury Σ jest oczywíscie zbiór liczb rzeczywistych ze zwyk lymi dzia laniami
i porz ↪adkiem:

R = 〈R,+R, •R, 0R, 1R,≤R〉.

Ten model zwykle zapiszemy po prostu tak:
R = 〈R,+, ·, 0, 1,≤〉.

Inne modele dla tej sygnatury to np. zbiór liczb naturalnych ze zwyk lymi dzia laniami i po-
rz ↪adkiem oraz zbiór wszystkich podzbiorów R z dzia laniami mnogościowymi i inkluzj ↪a:

N = 〈N,+, ·, 0, 1,≤〉;
P = 〈P(R),∪,∩,∅,R,⊆〉.

Ale modelem jest też taka struktura:
A = 〈R, ·, f, π, 0,∅〉,

gdzie f(a, b) = 3 dla dowolnych liczb a, b (symbol “+” jest interpretowany jako mnożenie!).

Przyk lad 17.5 Modelami dla sygnatury Σ = {•, 1}, gdzie Σ2 = {•} i Σ0 = {1}, s ↪a na
przyk lad struktury 〈N,+, 0〉 i 〈N, ·, 1〉, oraz algebra s lów z konkatenacj ↪a i s lowem pustym:
〈{a, b}∗, ·, ε〉.

Przyk lad 17.6 Graf zorientowany G = 〈V,E〉, gdzie V jest zbiorem wierzcho lków, oraz
E ⊆ V × V jest zbiorem kraw ↪edzi, jest modelem jednoelementowej sygnatury Σ = ΣR

2 = {r}.

Termy

Jak powiedzielísmy na pocz ↪atku, symbole należ ↪ace do sygnatury maj ↪a nam s lużyć jako nazwy
pewnych funkcji i relacji. Znaczenie tych nazw zależy oczywíscie od wybranego modelu.
W szczególności symbole sta lych s ↪a nazwami ustalonych elementów modelu. Inne elementy
modelu też mog ↪a być nazwane, na przyk lad jeśli f ∈ Σ2 i c ∈ Σ0 to napis:

”f(f(c, c), f(c, f(c, c)))”,

b ↪edzie w modelu A = 〈A, f, c〉 nazw ↪a elementu f(f(c, c), f(c, f(c, c))).

W ten sposób można jednak nazywać tylko elementy generowane przez sta le. Aby nazywać
dowolne elementy modelu potrzebujemy zmiennych. Ustalmy wi ↪ec pewien zbiór symboli V ,
roz l ↪aczny z sygnatur ↪a, którego elementy (oznaczane x, y, . . .) b ↪edziemy nazywali zmiennymi
indywiduowymi , lub po prostu zmiennymi . Zwykle przyjmuje si ↪e, że V jest nieskończonym
zbiorem przeliczalnym.
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Definicja 17.7 Przez termy sygnatury Σ rozumiemy elementy najmniejszego zbioru napi-
sów TΣ (ozn. też po prostu przez T ) spe lniaj ↪acego warunki:

• V ⊆ TΣ;

• jeśli f ∈ Σn oraz t1, . . . , tn ∈ TΣ to ”f(t1, . . . , tn)”∈ TΣ.

Konwencje notacyjne: Niektóre dwuargumentowe symbole funkcyjne, jak np. ”+”, ”∪”
s ↪a tradycyjnie pisane pomi ↪edzy argumentami. Dlatego i my zamiast formalnie poprawnego

”+(2, 2)” zwykle napiszemy ”2+2”.

Przyk lad 17.8 Wyrażenie ”f(g(g(x2, f(c)), x1))” jest termem sygnatury Σ, gdzie g ∈ Σ2,
f ∈ Σ1 oraz c ∈ Σ0. Wyrażenie ”(0 + x1) • 1” jest termem sygnatury Σ, w której +, • ∈ Σ2

i 0, 1 ∈ Σ0.

Cz ↪esto wygodnie jest reprezentować termy za pomoc ↪a drzew skończonych, w których líscie s ↪a
etykietowane zmiennymi i sta lymi, a wierzcho lki wewn ↪etrzne symbolami funkcyjnymi. Oczy-
wíscie stopień wyj́sciowy wierzcho lka (liczba dzieci) musi si ↪e zgadzać z liczb ↪a argumentów
użytego symbolu funkcyjnego. Na przyk lad term f(g(g(x2, f(c)), x1)) przedstawiamy jako:

f

g
xx II

g
xx CC x1

x2 f

c

Definicja 17.9 Dla dowolnego termu t, zbiór zmiennych wolnych termu t, oznaczany przez
FV (t), jest określony przez indukcj ↪e:

• FV (x) = {x}, gdy x jest zmienn ↪a;

• FV (f(t1, . . . , tn)) = FV (t1) ∪ · · · ∪ FV (tn).

Jeśli X ⊆ V , to stosujemy takie oznaczenia:

• TΣ(X) = {t ∈ TΣ | FV (t) ⊆ X}

• TΣ(n) = TΣ({x1, . . . , xn})

Zauważmy, że FV (c) = ∅, gdy c jest symbolem sta lej (c ∈ Σ0).

Oczywíscie chcemy używać termów jako nazw obiektów indywiduowych (elementów jakiegoś
modelu A). To znaczy, że chcemy każdemu termowi przypisać jego wartość w modelu A.
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Definicja 17.10 Wartościowaniem w strukturze A nazywamy dowoln ↪a funkcj ↪e v : V → |A|.
Takie wartościowanie v każdemu termowi t przypisuje jego wartość oznaczon ↪a [[t]]v, któr ↪a
definiujemy przez indukcj ↪e:

• [[x]]v = v(x), gdy x jest zmienn ↪a;

• [[f(t1, . . . , tn)]]v = fA([[t1]]v, . . . , [[tn]]v), gdy f ∈ Σn.

Jeśli v jest wartościowaniem w strukturze A, oraz a ∈ |A|, to przez vax oznaczamy wartoś-
ciowanie określone tak:

v[x 7→ a](y) =
{
a, gdy y = x;
v(y), w przeciwnym przypadku.

Formu ly pierwszego rz
↪
edu

Definicja 17.11 Formu ly atomowe sygnatury Σ s ↪a nast ↪epuj ↪ace:

• symbole ”⊥” i ”>”;

• napisy postaci ”r(t1, . . . , tn)”, gdzie r ∈ ΣR
n oraz t1, . . . , tn ∈ TΣ;

Definicja 17.12 Formu ly sygnatury Σ definiujemy jako elementy najmniejszego zbioru FΣ

(ozn. też F) spe lniaj ↪acego warunki:

• formu ly atomowe należ ↪a do FΣ;

• jeśli ϕ,ψ ∈ FΣ to także (ϕ→ ψ), (ϕ ∨ ψ), (ϕ ∧ ψ), (ϕ↔ ψ),¬ϕ ∈ FΣ;

• jeśli ϕ ∈ FΣ i x ∈ V (x jest zmienn ↪a indywiduow ↪a) to także (∀xϕ), (∃xϕ) ∈ FΣ.

Definicja 17.13 Zbiór zmiennych wolnych formu ly ϕ, oznaczany przez FV (ϕ), jest określony
przez indukcj ↪e:

• FV (r(t1, . . . , tn)) = FV (t1) ∪ · · · ∪ FV (tn);

• FV (t1 = t2) = FV (t1) ∪ FV (t2);

• FV (⊥) = ∅;

• FV (ϕ→ ψ) = FV (ϕ ∧ ψ) = FV (ϕ ∨ ψ) = FV (ϕ) ∪ FV (ψ) = FV (ϕ) ∪ FV (ψ).

• FV (∀xϕ) = FV (∃xϕ) = FV (ϕ)− {x}.

Znaczeniem formu ly jest wartość logiczna ”prawda”(1) lub ”fa lsz” (0). Formu lom sygnatury Σ
możemy przypisywać znaczenia w dowolnej strukturze tej sygnatury, zależnie od wybranego
wartościowania termów.

Definicja 17.14 Wartość [[ϕ]]v formu ly ϕ w strukturze A przy wartościowaniu v definiujemy
przez indukcj ↪e (ze wzgl ↪edu na budow ↪e formu ly):
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• [[⊥]]v = 0 oraz [[>]]v = 1;

• [[r(t1, . . . , tn)]]v = 1, gdy 〈[[t1]]v, . . . , [[tn]]v〉 ∈ rA;

• [[r(t1, . . . , tn)]]v = 0, w przeciwnym przypadku;

• [[¬α]]v = 1− [[α]]v;

• [[α ∨ β]]v = max{[[α]]v, [[β]]v};

• [[α ∧ β]]v = min{[[α]]v, [[β]]v};

• [[α→ β]]v = 0, gdy [[α]]v = 1 i [[β]]v = 0;

• [[α→ β]]v = 1, w przeciwnym przypadku;

• [[α↔ β]]v = 1− |[[α]]v − [[β]]v|.

• [[∀xϕ]]v = min{[[ϕ]]v[x 7→a] | a ∈ |A|};

• [[∃xϕ]]v = max{[[ϕ]]v[x 7→a] | a ∈ |A|};

Definicja 17.15 Formu la jest spe lnialna (spe lnialna w A) jeśli jest spe lniona w pewnym
modelu (w modelu A) przez pewne wartościowanie. Zbiór formu l jest spe lnialny (w A) jeśli
wszystkie formu ly z tego zbioru s ↪a spe lnione przez to samo wartościowanie w pewnym modelu
(w modelu A).

Formu la ϕ jest prawdziwa w A (piszemy A |= ϕ), jeżeli jest spe lniona w A przez wszystkie
wartościowania. Formu la ϕ jest prawdziwa (jest tautologi ↪a) jeżeli jest prawdziwa w każdym
modelu A. Wtedy piszemy po prostu |= ϕ.

Tautologie logiki predykatów

Tautologiami logiki pierwszego rz ↪edu s ↪a na przyk lad formu ly postaci:26

22. ∀x(A(x)→ B(x))→ (∀xA(x)→ ∀xB(x));

23. ∀x(A(x)→ B(x))→ (∃xA(x)→ ∃xB(x));

24. ¬∀xA(x)↔ ∃x¬A(x);

25. ¬∃xA(x)↔ ∀x¬A(x);

26. ∀x(A(x) ∧B(x))↔ ∀xA(x) ∧ ∀xB(x);

27. ∃x(A(x) ∨B(x))↔ ∃xA(x) ∨ ∃xB(x);

28. ∀x∀yA(x, y)↔ ∀y∀xA(x, y);

29. ∃x∃yA(x, y)↔ ∃y∃xA(x, y);

30. ∃x∀yA(x, y)→ ∀y∃xA(x, y);

31. ∀xA(x)→ ∃xA(x).
26Przypomnijmy, że dziedzina przebiegana przez zmienne musi być niepusta.
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Jeśli zmienna x nie jest wolna w A, to tautologiami s ↪a też formu ly:

32. A↔ ∃xA;

33. A↔ ∀xA;

34. ∀x(A ∨B(x))↔ A ∨ ∀xB(x);

35. ∃x(A ∧B(x))↔ A ∧ ∃xB(x).

Schematy (24) i (25) nazywamy prawami De Morgana. Tautologie (26) i (27) wskazuj ↪a na
bliski zwi ↪azek kwantyfikatora ogólnego z koniunkcj ↪a i kwantyfikatora szczegó lowego z alter-
natyw ↪a. Analogiczna rozdzielność kwantyfikatora ogólnego wzgl ↪edem alternatywy (34) i kwan-
tyfikatora szczegó lowego wzgl ↪edem koniunkcji (35) zachodzi pod warunkiem, że zmienna
wi ↪azana kwantyfikatorem nie wyst ↪epuje w jednym z cz lonów formu ly. Schematy (26–27)
i (34–35) możemy nazywać prawami dystrybutywności przez analogi ↪e do schematu (11). Pra-
wo (34) nazywane też bywa prawem Grzegorczyka.

Prawa (28)–(30) charakteryzuj ↪a możliwości permutowania kwantyfikatorów. Implikacja od-
wrotna do (30) nie jest tautologi ↪a, jako przyk lad weźmy prawdziwe zdanie ∀x:N∃y:N. x < y
(dla każdej liczby naturalnej istnieje liczba od niej wi ↪eksza). Po przestawieniu kwantyfika-
torów otrzymamy fa lszywe stwierdzenie o istnieniu najwi ↪ekszej liczby naturalnej.

Dziedzina, któr ↪a przebiegaj ↪a wartości zmiennych jest zawsze niepusta; to za lożenie powoduje,
że formu l ↪e (31) trzeba też uznać za tautologi ↪e.

Uwaga: Cz ↪esto zak lada si ↪e, że znak = zawsze oznacza równość. Przy tej konwencji np. for-
mu la ∀x∀y(x = y → y = x) jest uważana za tautologi ↪e. Jeśli = może oznaczać jak ↪akolwiek
relacj ↪e, to oczywíscie nie można tak powiedzieć.

Postać normalna formu ly: Czasem chcemy by wszystkie kwantyfikatory znajdowa ly si ↪e na
pocz ↪atku formu ly. Mówimy, że formu la ϕ jest w preneksowej postaci normalnej , gdy

ϕ = Q1y1Q2y2 . . . Qnyn ψ,

gdzie każde z Qi to ∀ lub ∃, a ψ nie zawiera kwantyfikatorów. (Oczywíscie n może być
zerem.) Stosuj ↪ac równoważności (24–27) i (34–35) możemy każd ↪a formu l ↪e przekszta lcić w rów-
noważn ↪a formu l ↪e w preneksowej postaci normalnej. Na przyk lad formu la ∃yp(y) → ∀zq(z)
jest równoważna każdej z nast ↪epuj ↪acych formu l:

¬∃y p(y) ∨ ∀z q(z);

∀y ¬p(y) ∨ ∀z q(z);

∀y(¬p(y) ∨ ∀z q(z));

∀y∀z(¬p(y) ∨ q(z));

∀y∀z(p(y)→ q(z)).

Z pomoc ↪a praw De Morgana i praw dystrybutywności możemy si ↪e czasem  latwo przekonać
o tym, że dana formu la jest tautologi ↪a. Na przyk lad z powyższego przyk ladu wynika od razu,
że formu la (∃yp(y)→ ∀zq(z))→ ∀y(p(y)→ q(y)) jest równoważna tautologii

∀y∀z(p(y)→ q(z))→ ∀y(p(y)→ q(y)).
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18 Dowodzenie twierdzeń

Sprawdzenie, czy dana formu la rachunku zdań jest tautologi ↪a, wymaga obliczenia jej wartości
przy 2n różnych interpretacjach, gdzie n jest liczb ↪a zmiennych zdaniowych tej formu ly. Dla
logiki predykatów nie istnieje w ogóle żaden algorytm sprawdzania czy dana formu la jest
tautologi ↪a. W obu przypadkach s ↪a jednak metody dowodzenia pozwalaj ↪ace na uzasadnienie
prawdziwości formu ly z pomoc ↪a pewnego ustalonego systemu regu l wnioskowania. Opiszemy
tu nieformalnie jeden z takich systemów, zwany naturaln ↪a dedukcj ↪a i pochodz ↪acy od Ger-
harda Gentzena i Stanis lawa Jaśkowskiego. Regu ly naturalnej dedukcji w dużym stopniu
przypominaj ↪a rzeczywiste sposoby wnioskowania stosowane w matematyce.

Dowód w systemie naturalnej dedukcji polega na wyprowadzaniu kolejnych wniosków z przyj ↪e-
tych za lożeń. Stosuje si ↪e w tym celu regu l wnioskowania. Cz ↪eści dowodu, w których wprowa-
dzane s ↪a pomocnicze za lożenia i nazwy umieszczane s ↪a w pude lkach Jaśkowskiego. A zatem
dowód to ci ↪ag formu l i pude lek.

Najprostsza regu la bywa nazywana aksjomatem naturalnej dedukcji i stanowi, że każde z za-
 lożeń może być przywo lane w dowolnym miejscu:

Z za lożenia mamy A.

Powyżej, A może być albo za lożeniem wolnym (globalnym), przyj ↪etym przed rozpocz ↪eciem
dowodu, albo za lożeniem lokalnym, które obowi ↪azuje w aktualnym pude lku.

Dla każdego operatora logicznego (spójnika lub kwantyfikatora) w systemie naturalnej de-
dukcji mamy metod ↪e (regu l ↪e) wprowadzania tego operatora i metod ↪e jego eliminacji . Pierw-
sza pozwala na udowodnienie zdania, w którym dany operator wyst ↪epuje jako g lówny, druga
pokazuje jak można użyć takiego zdania do dowodzenia innych.

Koniunkcja: Koniunkcj ↪e można wywnioskować z obu jej sk ladowych. Oto schemat wpro-
wadzania koniunkcji (jeśli tezy A i B już uznalísmy za prawdziwe, to uznajemy A ∧B):

A
...
B
...

Ponieważ A oraz B, wi ↪ec A ∧B.

Schemat eliminacji koniunkcji mówi, że każda sk ladowa jest konsekwencj ↪a koniunkcji. Jeśli
wcześniej wyprowadzilísmy A ∧B, to możemy wywnioskować A b ↪adź B.

A ∧B A ∧B
...

...
Ponieważ A ∧B, wi ↪ec A. Ponieważ A ∧B, wi ↪ec B.

Implikacja: Użycie implikacji w dowodzie jest możliwe wtedy, gdy potrafimy też wyprowa-
dzić jej przes lank ↪e. Ten sposób wnioskowania nazywa si ↪e odrywaniem (modus ponens).
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A
...

A→ B
...

Ponieważ A oraz A→ B, wi ↪ec B.

Dowód implikacji A→ B polega na uzasadnieniu B przy za lożeniu A. Zapiszemy to tak:

Za lóżmy A. (Cel: B)
...
Zatem B. (Cel osi ↪agni ↪ety)

Zatem A→ B.

Wyprowadzenie B z za lożenia A zamkn ↪elísmy w pude lku Jaśkowskiego, aby je odseparować
od reszty wnioskowania. Za lożenie A jest bowiem wprowadzone ”lokalnie”, a w ”globalnym”
dowodzie (czyli na zewn ↪atrz pude lka) możemy korzystać tylko z konkluzji A→ B. Powo lanie
si ↪e na A poza pude lkiem by loby b l ↪edem i jest niedozwolone.

Jako pierwszy przyk lad udowodnimy tautologi ↪e (3).

Za lóżmy p (Cel 1: q → p)

Za lóżmy q (Cel 2: p)
Z za lożenia mamy p (Cel 2 osi ↪agni ↪ety)

Zatem q → p (Cel 1 osi ↪agni ↪ety)

Zatem p→ (q → p)

W nast ↪epnym przyk ladzie udowodnimy tautologi ↪e zdaniow ↪a (4). Zrobimy tu pewne uprosz-
czenie: zamiast trzech zagnieżdżonych pude lek narysujemy tylko jedno, wypisuj ↪ac wszystkie
potrzebne za lożenia od razu.

Za lóżmy p→ (q → r), p→ q, p. (Cel: r)
Ponieważ p oraz p→ (q → r), wi ↪ec q → r.
Ponieważ p oraz p→ q, wi ↪ec q.
Ponieważ q oraz q → r, wi ↪ec r.

Zatem (p→ (q → r))→ ((p→ q)→ (p→ r))

Negacja: Kto pami ↪eta, że negacja to w laściwie szczególny rodzaj implikacji, ten nie b ↪edzie
zaskoczony takim schematem wprowadzania negacji:

Za lóżmy A (Cel: ⊥)
...
Zatem ⊥ (sprzeczność).

Zatem ¬A.
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Oczywíscie eliminacja negacji wygl ↪ada tak:

A
...
¬A

...
Ponieważ A oraz ¬A, wi ↪ec ⊥ (sprzeczność).

Jako przyk lad udowodnimy formu l ↪e p→ ¬¬p:

Za lóżmy p (Cel: ¬¬p)
Za lóżmy ¬p. (Cel: ⊥)
Ponieważ p oraz ¬p, wi ↪ec sprzeczność.

Zatem ¬¬p

Zatem p→ ¬¬p

Regu ly wprowadzania i eliminacji negacji nie zawsze jednak s ↪a wystarczaj ↪ace. Potrzebny jest
nam jeszcze schemat wnioskowania przez zaprzeczenie, np. taki:

Za lóżmy ¬A. (Cel: ⊥)
...
Zatem ⊥.

Zatem A.

Wnioskowanie przez zaprzeczenie jest niezb ↪edne na przyk lad w dowodzie formu ly ¬¬p→ p:

Za lóżmy ¬¬p (Cel: p)

Za lóżmy ¬p. (Cel: ⊥)
Ponieważ ¬p oraz ¬¬p, wi ↪ec sprzeczność.

Zatem p

Zatem ¬¬p→ p

Alternatywa: Alternatywa wynika z każdego ze swoich sk ladników:

A B
...

...
Ponieważ A, wi ↪ec A ∨B. Ponieważ B, wi ↪ec A ∨B.
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Sposób użycia alternatywy w dowodzie, to wnioskowanie w rozbiciu na przypadki. Mamy tu
dwa ”lokalne” za lożenia obowi ↪azuj ↪ace tylko wewn ↪atrz swoich pude lek. Oczywíscie wcześniej
należy udowodnić sam ↪a alternatyw ↪e.

A ∨B
...

Za lóżmy A. (Cel 1: C)
...
Zatem C.

Za lóżmy B. (Cel 2: C)
...
Zatem C.

Ponieważ A ∨B, wi ↪ec C.

Teraz nietrywialne zadanie: jak udowodnić p ∨ ¬p (zasad ↪e tertium non datur)? Nie wprost.

Za lóżmy ¬(p ∨ ¬p) (Cel 1: ⊥)
(Cel 2: p ∨ ¬p)

(Cel 3: ¬p)
Za lóżmy p. (Cel 4: ⊥)
Ponieważ p, wi ↪ec p ∨ ¬p.
Ponieważ p ∨ ¬p oraz ¬(p ∨ ¬p), wi ↪ec sprzeczność. (Cel 4 osi ↪agni ↪ety)

Zatem ¬p. (Cel 3 osi ↪agni ↪ety)
Ponieważ ¬p, wi ↪ec p ∨ ¬p. (Cel 2 osi ↪agni ↪ety)
Ponieważ p ∨ ¬p oraz ¬(p ∨ ¬p), wi ↪ec sprzeczność. (Cel 1 osi ↪agni ↪ety)

Zatem p ∨ ¬p.

Adnotacje o kolejnych celach pomocniczych pokazuj ↪a taktyk ↪e użyt ↪a w naszym dowodzie.
Aby udowodnić absurdalność za lożenia ¬(p ∨ ¬p), wnioskujemy z niego p ∨ ¬p, a w tym celu
postanowilísmy wyprowadzić ¬p.

Równoważność: Równoważność to dwie implikacje. Wnioskowanie z użyciem równoważ-
ności (eliminacja ↔) jest wi ↪ec zgodne z schematami:

A B
...

...
A↔ B A↔ B

...
...

Ponieważ A oraz A↔ B, wi ↪ec B. Ponieważ B oraz A↔ B, wi ↪ec A.
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Natomiast wprowadzenie równoważności polega na dowodzie ”w obie strony”:

Za lóżmy A. (Cel: B)
...
Zatem B.

Za lóżmy B. (Cel: A)
...
Zatem A.

Zatem A↔ B.

Fa lsz: Dla sta lej⊥ nie ma regu ly wprowadzania (ostatecznie nikt nie chce udowodnić fa lszu).27

Mamy jednak regu l ↪e eliminacji. Pozwala ona na wyprowadzenie z ⊥ dowolnego wniosku
(ex falso quod libet).

⊥
...

Ponieważ ⊥, wi ↪ec A.

Zastosujemy t ↪e regu l ↪e w dowodzie formu ly p→ (¬p→ q):

Za lóżmy p oraz ¬p. (Cel 1: q)
(Cel 2: ⊥)

Ponieważ p oraz ¬p, wi ↪ec ⊥.
Ponieważ ⊥, wi ↪ec q.

Zatem p→ (¬p→ q)

Prawda: Prawda jest mniej ciekawa niż fa lsz. Oto schemat wprowadzania prawdy:

Wiadomo, że >. (I co z tego?)

Nast ↪epny przyk lad to nasze ulubione prawo Peirce’a. Zastosujemy tu zasad ↪e ex falso quod
libet i znowu użyjemy metody dowodu przez zaprzeczenie. Uwaga: nie należy jej nadużywać,
gdy możliwy jest dowód wprost.

27Fa lsz (sprzeczność) można udowodnić przez eliminacj ↪e negacji. Nie jest to jednak wprowadzenie sta lej ⊥,
a raczej

”
ods loni ↪ecie”⊥ ukrytego w negacji.
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Za lóżmy (p→ q)→ p (Cel 1: p)

Za lóżmy ¬p. (Cel 2: ⊥)
(Cel 3: p)

(Cel 4: p→ q)
Za lóżmy p. (Cel 5: q)

(Cel 6: ⊥)
Ponieważ p oraz ¬p, wi ↪ec ⊥.
Ponieważ ⊥, wi ↪ec q.

Zatem p→ q
Ponieważ p→ q oraz (p→ q)→ p, wi ↪ec p.
Ponieważ p i ¬p, wi ↪ec sprzeczność.

Zatem p.

Zatem ((p→ q)→ p)→ p.

Oczywíscie, uzasadnianie każdego twierdzenia od samego pocz ↪atku by loby nieracjonalnie pra-
coch lonne, dlatego w dowodach cz ↪esto powo lujemy si ↪e na fakty już wcześniej udowodnione.
Na przyk lad w poniższym dowodzie formu ly (p → q) → ((¬p → q) → q) powo lamy si ↪e na
zasad ↪e wy l ↪aczonego środka. Dzi ↪eki temu skorzystamy z regu ly eliminacji alternatywy (czyli
rozważymy dwa przypadki).

Za lóżmy p→ q oraz ¬p→ q (Cel: q)
Wiadomo, że p ∨ ¬p
Za lóżmy p. (Przypadek 1)
Ponieważ p oraz p→ q, wi ↪ec q.

Za lóżmy ¬p. (Przypadek 2)
Ponieważ ¬p oraz ¬p→ q, wi ↪ec q.

Ponieważ p ∨ ¬p, wi ↪ec q

Zatem (p→ q)→ ((¬p→ q)→ q)

Kwantyfikator ogólny: Aby udowodnić tez ↪e uniwersaln ↪a ∀x:D. A(x) należy wywnioskować
w lasność A(x), nie zak ladaj ↪ac na temat x niczego poza tym, że należy do D. Dlatego schemat
wprowadzania ∀ jest taki, jak niżej. (Nazwa x jest ”lokalna” i obowi ↪azuje wewn ↪atrz pude lka,
w którym zosta la zadeklarowana. Nie może być tam użyta w innym znaczeniu.)

Weźmy dowolne x : D. (Cel: A(x))
...
Zatem A(x).

Zatem ∀x:D. A(x).

Eliminacja ∀ polega na zastosowaniu w lasności ogólnej w szczególnym przypadku:
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d : D
...

∀x:D. A(x)
...

Ponieważ ∀x:D. A(x) oraz d : D, wi ↪ec A(d).

Jako przyk lad28 rozpatrzmy formu l ↪e ∀x:DP (x)∧∀x:D(P (x)→ Q)→ Q, zak ladaj ↪ac, że d ∈ D,
i że zmienna x nie wyst ↪epuje w Q.

Za lóżmy ∀x:D.P (x) ∧ ∀x:D(P (x)→ Q) (Cel: Q)
Ponieważ ∀x:D.P (x), oraz d : D, wi ↪ec P (d)
Ponieważ ∀x:D(P (x)→ Q), oraz d : D, wi ↪ec P (d)→ Q
Skoro P (d)→ Q oraz P (d), to Q.

Zatem ∀x:DP (x) ∧ ∀x:D(P (x)→ Q)→ Q.

Jeśli dziedzina D jest domyślna, to zwykle zak ladamy, że jest niepusta. Wtedy d nie musi
być nazw ↪a konkretnego przedmiotu, ale może też być zmienn ↪a. W ten sposób nasza regu la
odzwierciedla za lożenie o niepustości dziedziny.

...
∀x.A(x)

...
Ponieważ ∀x.A(x), wi ↪ec A(x).

Oto przyk lad użycia tej wersji regu ly wprowadzania ∀:

Za lóżmy ∀xP (x) ∧ ∀x(P (x)→ Q) (Cel: Q)
Ponieważ ∀xP (x), wi ↪ec P (x)
Ponieważ ∀x(P (x)→ Q), wi ↪ec P (x)→ Q
Skoro P (x)→ Q oraz P (x), to Q.

Zatem ∀xP (x) ∧ ∀x(P (x)→ Q)→ Q.

Kwantyfikator szczegó lowy: Wprowadzenie ∃ jest możliwe, o ile mamy ”́swiadka”:

d : D
...

A(d)
...

Ponieważ A(d) oraz d : D, wi ↪ec ∃x:D. A(x)

”Świadek” d może być dowolnym wyrażeniem, nawet zmienn ↪a. Zobaczmy jak można udowod-
nić zdanie Q→ ∃x (P (x)→ Q):

28W tym przyk ladzie pomini ↪eto
”
oczywist ↪a” operacj ↪e eliminacji koniunkcji.
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Za lóżmy Q

Za lóżmy P (x).
Z za lożenia mamy Q.

Zatem P (x)→ Q.
Ponieważ P (x)→ Q, wi ↪ec ∃x (P (x)→ Q).

Zatem Q→ ∃x (P (x)→ Q).

A oto zasada eliminacji dla kwantyfikatora szczegó lowego, określaj ↪aca jak fakt egzystencjalny
może byc wykorzystany w dowodzie. Aby wywnioskować tez ↪e B z za lożenia ∃x:D. A(x) należy
udowodnić B zak ladaj ↪ac, że x jest typu D i że zachodzi A(x) ale nie zak ladaj ↪ac nic wi ↪ecej na
temat x. Inaczej mówi ↪ac, nieważne jakie jest x, ważne, że istnieje. Oczywíscie formu la B nie
może zależeć od x (zawierać wolnych wyst ↪apień zmiennej x).

Niech x : D b ↪edzie takie, że A(x) (Cel: B)
...
Zatem B.

Ponieważ ∃x:D. A(x), wi ↪ec B.

Jako nast ↪epny przyk lad udowodnijmy zdanie ∃x:D∀y:E P (x, y)→ ∀y:E∃x:D P (x, y)

Za lóżmy ∃x:D∀y:E P (x, y) (Cel: ∀y:E∃x:D P (x, y))

Weźmy dowolne y : E . (Cel: ∃x:D P (x, y))
(Użyjemy regu ly eliminacji dla ∃)

Niech x:D b ↪edzie takie, że ∀y:E P (x, y). (Cel: ∃x:D P (x, y))
Ponieważ ∀y:E P (x, y), oraz y : E , wi ↪ec P (x, y).
Ponieważ P (x, y), wi ↪ec ∃x:D P (x, y)).

Ponieważ ∃x:D∀y:E P (x, y), wi ↪ec ∃x:D P (x, y)).

Zatem ∀y:E∃x:D P (x, y).

Zatem ∃x:D∀y:E P (x, y)→ ∀y:E∃x:D P (x, y).

W najmniejszym pude lku mamy dowód tezy ∃x:D P (x, y), otrzymany przy dodatkowym za lo-
żeniu ∀y:E P (x, y). Nowo wprowadzona zmienna x, odgrywa tu rol ↪e ”́swiadka” dla tezy egzys-
tencjalnej ∃x:D∀y:E P (x, y). W praktyce matematycznej mamy cz ↪esto do czynienia z takim
zabiegiem. Na przyk lad:

Wiadomo, że istniej ↪a liczby przest ↪epne różne od e i od π. Niech wi ↪ec ζ b ↪edzie tak ↪a liczb ↪a . . .

Ostatni przyk lad to dowód formu ly C korzystaj ↪acy z ”wolnych”(inaczej ”globalnych”) za lożeń:

∀x(P (x)→ C), B → ∃y P (y), A→ B, A.

Aby wyprowadzić C musimy najpierw udowodnić ∃y P (y) i do tej formu ly zastosować elimi-
nacj ↪e ∃. Tym razem dowód nie zaczyna si ↪e od lokalnych za lożeń ani deklaracji. Dlatego nie
ma zewn ↪etrznego pude lka.
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(Cel 1: C)
(Cel 2: ∃y P (y))

Ponieważ A i A→ B, wi ↪ec B.
Ponieważ B i B → ∃y P (y), wi ↪ec ∃y P (y).

(Użyjemy regu ly eliminacji dla ∃)

Niech y b ↪edzie takie, że P (y). (Cel 2: C)
Ponieważ ∀x(P (x)→ C), wi ↪ec P (y)→ C.
Ponieważ P (y) oraz P (y)→ C, wi ↪ec C.

Ponieważ ∃y P (y), wi ↪ec C

Zasady budowy dowodu

Dowód w naturalnej dedukcji polega na wyprowadzaniu kolejnych wniosków z przyj ↪etych
wcześniej za lożeń. Każdy dowód jest ci ↪agiem skończonym, w którym wyst ↪epować mog ↪a:

• pojedyncze stwierdzenia, tj. za lożenia i wnioski;

• pude lka zawieraj ↪ace mniejsze dowody.

Pude lka mog ↪a być dowolnie zagnieżdżone. Dowód uważamy za poprawny, jeśli stosuje si ↪e do
nast ↪epuj ↪acych zasad:

• Każdy wniosek jest otrzymany poprzez zastosowanie której́s z regu l wnioskowania. Mog ↪a
być przy tym wykorzystane tylko stwierdzenia i nazwy widoczne z danego miejsca.
W szczególności, zwrotu ”Ponieważ A. . . ” lub ”Z za lożenia mamy A. . . ” wolno użyć
tylko wtedy, gdy A jest widoczne.

• W każdym kroku widoczne s ↪a tylko stwierdzenia wcześniejsze (już uzasadnione), w tym
globalne za lożenia.

• Zawartość pude lka jest niewidoczna na zewn ↪atrz pude lka.

• Stwierdzenia poprzedzaj ↪ace jakieś pude lko s ↪a widoczne wewn ↪atrz tego pude lka. To samo
dotyczy wprowadzonych wcześniej nazw zmiennych.

• Nowa zmienna wprowadzona w wewn ↪etrznym pude lku ”zas lania”wcześniejsze deklaracje
zmiennych o tej samej nazwie i wszystkie stwierdzenia odwo luj ↪ace si ↪e do tej nazwy.

Ćwiczenie 18.1 Metod ↪a naturalnej dedukcji udowodnić tautologie (1–21).

Poj ↪ecie dowodu można ścísle sformalizować, (mówimy wtedy o dowodach formalnych). Z dru-
giej strony, zasady naturalnej dedukcji można stosować, w sposób mniej formalny, jako wska-
zówki dotycz ↪ace poprawnej budowy zwyk lych dowodów matematycznych pisanych po polsku,
czy angielsku. Widzielísmy już, że logiczny szkielet poprawnego dowodu cz ↪esto w znacznym
stopniu przypomina konstrukcje rozważane powyżej. Taki dowód  latwiej zrozumieć, jeśli
przedstawimy sobie jego konstrukcj ↪e z pomoc ↪a pude lek Jaśkowskiego, zw laszcza jeśli istotn ↪a
rol ↪e odgrywaj ↪a w nim lokalne za lożenia i zmienne (np. fakt 6.1 i twierdzenie 12.14).

Notacja i terminologia: Jeśli formu la α ma dowód wykorzystuj ↪acy wolne za lożenia ze
zbioru Γ = {β1, ..., βn} to piszemy Γ ` α lub β1, ..., βn ` α. Jeśli α można udowodnić
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bez wolnych za lożeń, to piszemy ` α (zauważmy różnic ↪e pomi ↪edzy znakami ` i |= ). Tak ↪a
formu l ↪e nazywamy twierdzeniem naturalnej dedukcji . Jeśli Γ ` ⊥, to mówimy, że zbiór Γ jest
sprzeczny.

Mamy nast ↪epuj ↪acy odpowiednik faktu 17.4:

Fakt 18.2 Jeśli formu la zdaniowa α jest twierdzeniem naturalnej dedukcji, to każda jej
instancja S(α) też jest twierdzeniem naturalnej dedukcji.

Dowód: W dowodzie formu ly α zast ↪epujemy każdy symbol zdaniowy p przez S(p) i dowód
pozostaje poprawny. �

Pozostawiamy czytelnikowi takie uogólnienie faktu 18.2 aby obejmowa l wnioskowania postaci
β1, ..., βn ` α.

Poprawność i pe lność

Oczywíscie to co udowodnimy, powinno być prawd ↪a. Mówimy, że system wnioskowania jest
poprawny (lub adekwatny) jeśli każde jego twierdzenie jest tautologi ↪a logiczn ↪a.

Naturalna dedukcja jest poprawnym systemem dowodzenia, co intuicyjnie uzasadnieniamy
tym, że regu ly wnioskowania pozwalaj ↪a z prawdziwych stwierdzeń wyprowadzić tylko praw-
dziwe wnioski. Inaczej: jeśli wszystkie za lożenia użyte w jakimś dowodzie s ↪a spe lnione, to
także wszystkie wyprowadzone w nim wnioski s ↪a spe lnione.

Spróbujmy t ↪e obserwacj ↪e nieco uścíslić. Ponieważ nasz wyk lad logiki predykatów by l wysoce
nieformalny, ograniczymy si ↪e do rachunku zdań.

Twierdzenie 18.3 (o poprawności) System naturalnej dedukcji dla rachunku zdań jest po-
prawny: dla dowolnej formu ly α, jeśli ` α to |= α.

Dowód: Udowodnimy nieco silniejszy fakt. Dla dowolnej formu ly α i dowolnego zbioru Γ,

jeśli Γ ` α to Γ |= α. (*)

Dowód przeprowadzimy przez indukcj ↪e ze wzgl ↪edu na rozmiar. . . dowodu29 formu ly α.

Niech wi ↪ec Γ ` α i niech % b ↪edzie tak ↪a interpretacj ↪a, że [[γ]]% = 1 dla wszystkich γ ∈ Γ. Mamy
wykazać, że [[α]]% = 1.

Jeśli dowód Γ ` α polega po prostu na przywo laniu za lożenia (tj. α ∈ Γ), to sprawa jest
oczywista. W przeciwnym razie formu la α musia la zostać wyprowadzona z użyciem jednej
z regu l wnioskowania. Jako pierwszy przyk lad rozpatrzmy regu ly zwi ↪azane z implikacj ↪a.

Przypuśćmy, że α zosta la wywnioskowana przez eliminacj ↪e implikacji (regu l ↪e odrywania):

Ponieważ β oraz β → α, wi ↪ec α.

29Paradoksalność tego zdania jest pozorna i wynika z dwojakiego znaczenia s lowa
”
dowód”. Raz chodzi tu

o dowód rozumiany jako uzasadnienie pewnej w lasności w j ↪ezyku polskim. A drugi raz – o sformalizowany
dowód w systemie naturalnej dedukcji, inaczej o wyprowadzenie formu ly α z za lożeń Γ.
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To znaczy, że wcześniej wyprowadzono formu ly β i β → α, używaj ↪ac tych samych za lożeń Γ.
Inaczej mówi ↪ac, mamy Γ ` β oraz Γ ` β → α, a na dodatek odpowiednie dowody s ↪a krótsze.
Z za lożenia indukcyjnego wynika wi ↪ec, że Γ |= β oraz Γ |= β → α. St ↪ad [[β]]% = [[β → α]]% = 1,
a to oznacza, że także [[α]]% = 1.

Rozpatrzmy teraz dowód α kończ ↪acy si ↪e zastosowaniem regu ly wprowadzania implikacji.
W tym przypadku α = α1 → α2 i dowód wygl ↪ada mniej wi ↪ecej tak:

...

Za lóżmy α1.
...
Zatem α2.

Zatem α1 → α2.

Jeśli zrobimy w nim dwie drobne zmiany i usuniemy pude lko, to otrzymamy coś takiego:

...

Z za lożenia mamy α1.
...
Zatem α2.

Mamy tu dowód formu ly α2 z za lożeń Γ∪{α1}. Na dodatek ten dowód jest krótszy i możemy
użyć za lożenia indukcyjnego. Otrzymujemy wi ↪ec Γ ∪ {α1} |= α2. Jeśli teraz [[α1]]% = 1 to
także [[α2]]% = 1 sk ↪ad [[α]]% = 1. A jeśli [[α1]]% = 0, to także [[α]]% = 1.

W podobny sposób post ↪epujemy w pozosta lych przypadkach (gdy dowód Γ ` α kończy si ↪e
jak ↪aś inn ↪a regu l ↪a). Na przyk lad, jeśli by l to dowód przez zaprzeczenie, to istnieje krótszy
dowód dla Γ,¬α ` ⊥, do którego stosujemy za lożenie indukcyjne. Szczegó ly pozostawiamy
czytelnikowi. �

Ciekawsz ↪a (ale trudniejsz ↪a) w lasności ↪a systemu wnioskowania jest pe lność. System jest pe lny ,
gdy każda tautologia jest jego twierdzeniem.30 Pe lność naturalnej dedukcji dla rachunku
zdań uzasadnimy nieformalnie poniżej. W przypadku logiki predykatów problem pe lności jest
bardziej z lożony i wymaga przede wszystkim uścíslenia o jak ↪a dok ladnie logik ↪e predykatów
chodzi. Dla logiki pierwszego rz ↪edu, gdzie kwantyfikatory wi ↪aż ↪a tylko zmienne indywiduowe,
twierdzenie o pe lności zachodzi, chociaż jego dowód wymaga innych metod niż użyte poniżej.
Jeśli kwantyfikatory mog ↪a wi ↪azać zmienne oznaczaj ↪ace zbiory, funkcje lub relacje, to mamy
do czynienia z logik ↪a wyższego rz ↪edu. Dla klasycznej logiki wyższego rz ↪edu naturalna dedukcja
nie jest pe lnym systemem wnioskowania. Co gorsza, żaden skończony system regu l nie jest
w tym przypadku pe lny.

Pe lność rachunku zdań.

Zaczniemy od kilku prostych obserwacji. Ich dowody pozostawiamy jako ćwiczenia.
30Zwykle o pe lności mówi si ↪e tylko w odniesieniu do systemów poprawnych.
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Lemat 18.4 Dla dowolnych formu l β i γ zachodzi:

1. β ` β;

2. β ` ¬¬β;

3. ¬β,¬γ ` ¬(β ∨ γ);

4. β, γ ` β ∧ γ;

5. ¬β ` ¬(β ∧ γ) oraz ¬γ ` ¬(β ∧ γ);

6. β,¬γ ` ¬(β → γ);

7. ¬β ` β → γ oraz γ ` β → γ.

Lemat 18.5 Naturalna dedukcja ma takie w lasności:

1. Jeśli β1, ..., βn ` α to także β1, ..., βn, γ ` α (monotoniczność).

2. Jeśli β1, ..., βn ` α oraz β1, ..., βn, α ` γ to β1, ..., βn ` γ (regu la ci ↪ecia).

Lemat 18.6 Jeśli β1, . . . , βn, γ ` α oraz β1, . . . , βn,¬γ ` α to β1, . . . , βn ` α.

Dla dowolnej interpretacji zdaniowej % i dowolnej formu ly α przyjmijmy, że

α% =
{
α, jeśli [[α]]% = 1;
¬α, w przeciwnym przypadku.

Na przyk lad jeśli %(p) = 0 i %(q) = 1, to q% = q oraz ((p→ q)→ p)% = ¬((p→ q)→ p).

Lemat 18.7 (Kalmár) Niech p1, . . . , pn b ↪ed ↪a wszystkimi symbolami zdaniowymi wyst ↪epuj ↪a-
cymi w formule α. Wówczas p%1, . . . , p

%
n ` α%.

Dowód: Dowód przebiega przez indukcj ↪e ze wzgl ↪edu na d lugość formu ly α. Jeśli α jest
zmienn ↪a lub sta l ↪a logiczn ↪a to teza jest oczywista (patrz lematy 18.4(1) i 18.5)).

Przypuśćmy, że α = β → γ. Jeśli [[α]]% = 0 to [[β]]% = 1 i [[γ]]% = 0. Formu ly β i γ s ↪a
krótsze od α, mamy wi ↪ec p%1, . . . , p

%
n ` β oraz p%1, . . . , p

%
n ` ¬γ z za lożenia indukcyjnego. Jeśli

zaś można udowodnić β i ¬γ to można też udowodnić ¬(β → γ) (lemat 18.4(6)). Niech
wi ↪ec [[α]]% = 1. S ↪a tu możliwe dwa przypadki: albo [[β]]% = 0 albo [[γ]]% = 1. W pierwszym
przypadku z za lożenia indukcyjnego wiemy, że p%1, . . . , p

%
n ` ¬β, a w drugim, że p%1, . . . , p

%
n ` γ.

W obu przypadkach potrafimy udowodnić β → γ (lemat 18.4(7)).

Za lóżmy teraz, że α = β ∨ γ i niech [[α]]% = 1. Wtedy jedna z formu l β, γ ma dowód
przy za lożeniach p%1, . . . , p

%
n i stosuj ↪ac zasad ↪e wprowadzania alternatywy od razu dostajemy

p%1, . . . , p
%
n ` β ∨ γ. Jeśli natomiast [[α]]% = 0 to z za lożenia indukcyjnego wynika, że mamy

dowody formu l ¬γ i ¬β. Teraz  latwo jest udowodnić negacj ↪e alternatywy (lemat 18.4(3)).

Nast ↪epny przypadek, to α = β ∧ γ. Tu rozumowanie jest podobne, korzystamy teraz z ćwi-
czeń 4 i 5. Pozostaje jeszcze przypadek negacji, α = ¬β. Jeśli teraz [[α]]% = 1 to teza wynika
natychmiast z za lożenia indukcyjnego o β, w przeciwnym razie należy z β wyprowadzić po-
dwójn ↪a negacj ↪e ¬¬β (lemat 18.4(2)). �



3 października 2011, godzina 13: 08 strona 103

Twierdzenie 18.8 (o pe lności rachunku zdań) Każda tautologia zdaniowa ma dowód
w systemie naturalnej dedukcji.

Dowód: Niech α b ↪edzie tautologi ↪a zdaniow ↪a. Wtedy α% = α dla dowolnej interpre-
tacji %. Niech p1, . . . , pn b ↪ed ↪a wszystkimi symbolami zdaniowymi wyst ↪epuj ↪acymi w formule α.
Udowodnimy, że dla dowolnego m ≤ n i dowolnego % zachodzi p%1, . . . , p

%
m ` α. Przyjmuj ↪ac

m = 0 otrzymamy ` α.

Dowód przebiega przez indukcj ↪e ze wzgl ↪edu na n − m. Dla m = n teza wynika z lematu
Kalmára. Przypuśćmy wi ↪ec, że m < n. Z za lożenia indukcyjnego mamy p%1, . . . , p

%
m, pm+1 ` α

oraz p%1, . . . , p
%
m,¬pm+1 ` α. Ponieważ jednak pm+1∨¬pm+1 jest twierdzeniem, wi ↪ec nietrudno

jest pokazać, że p%1, . . . , p
%
m ` α (lemat 18.6). �
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Podzi
↪
ekowania

Za liczne uwagi, które pomog ly usun ↪ać z tych notatek rozmaite b l ↪edy, dzi ↪ekuj ↪e Pani Karolinie
So ltys oraz Panom: Jaros lawowi Apelskiemu,  Lukaszowi Bieniaszowi-Krzywiec, Jaros lawowi
B lasiokowi, Dominikowi Borowcowi, Rados lawowi Burnemu, Jackowi Chrz ↪aszczowi, Bartoszo-
wi D ↪abrowskiemu, Norbertowi Dojerowi, WoJciechowi Dudkowi, Mateuszowi Dzwonkowi, Ok-
tawianowi Freusowi, Krzysztofowi Gerasowi, Maćkowi Fija lkowskiemu, Andrzejowi Findeise-
nowi, Dariuszowi Grali, Mateuszowi Greszcie, Danielowi Hansowi, Szczepanowi Hummelowi,
Joachimowi Jelisiejewowi,  Lukaszowi Kalbarczykowi, Szymonowi Kamińskiemu, Marcinowi
Kościelnickiemu, Piotrowi Ksi ↪ażkowi, Boles lawowi Kulbabińskiemu, S lawomirowi Lasocie,
Grzegorzowi Leszczyńskiemu, Aleksandrowi Lewandowskiemu, Kamilowi Majdanikowi, Szy-
monowi Matejczykowi,  Lukaszowi Marecikowi, Adamowi Michalikowi, Micha lowi Ogińskie-
mu, Micha lowi Oniszczukowi, Krzysztofowi Opolskiemu, Adamowi Panasiukowi, Adrianowi
Panasiukowi, Mi loszowi Piechockiemu, Karolowi Piotrowskiemu, Damianowi Rodziewiczo-
wi, Markowi Rojowi, Maciejowi Różańskiemu, Krzysztofowi Sachanowiczowi, S lawomirowi
Sadziakowi, Paw lowi Selwetowi, Micha lowi Skrzypczakowi, Adamowi Slaskiemu, Marcinowi
Sulikowskiemu, Micha lowi Świtakowskiemu, Marcinowi Tatjewskiemu, Szymonowi Toruńczy-
kowi, Bart lomiejowi Wísniewskiemu, Wojciechowi Wísniewskiemu i Maciejowi Zdanowiczowi.


