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Numeryczne obliczanie catek

Wybrane §rodowiska i biblioteki dla obliczerdt numerycznych

Zasady zaliczania przedmiotu

Na zaliczenie przedmiotu sktadajg si¢: zaliczenie ¢wiczen i zdanie egzaminu.
Polowa ¢wiczen ma miejsce w laboratorium, pozostale ¢wiczenia sg w sali przy
tablicy. Na koricowg ocene sktadaja sie

e punkty, ktérymi prowadzacy ¢wiczenia ocenil prace domowe, tj. rozwigzania
zadan na kartce,

e punkty za rozwigzania zadan programistycznych,

e punkty zdobyte na egzaminie pisemnym.

Po egzaminie pisemnym beda wystawione propozycje ocen, w ktérych zadania
domowe, zadania programistyczne i egzamin pisemny majg udzialy odpowiednio
25%, 35% 1 40%. Otrzymang propozycje oceny uczestnik zaje¢ moze przyjaé, lub
wystawi¢ na ryzyko zmiany na egzaminie ustnym.
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Prosze bardzo uwaznie przeczytaé tre§¢ zadan. Na ocene bardzo duzy wplyw

bedzie miata czytelnosé rozwigzan i poprawno$¢ uzasadnienia kazdej odpowiedzi.

. Wykonaj dwie iteracje metody Newtona dla ukladu réwnan

X3+ x—xy—2y*=—4,
y>—y =6,

dla punktu startowego (xo,yo) = (2,—2).

3 _— b3 zostala obliczona przy uzyciu nastepujacego

. Wartos§¢ wyrazenia w = a
algorytmu, zrealizowanego za pomocg arytmetyki zmiennopozycyjnej:

x1 = axatb*b;

X2 = atb;
x3 = 0.5%(x1+x2%x2);
w = x3*x(a-b);

Napisz wyrazenie, ktérego wartoscia jest blad (bezwzgledny) otrzymanego
wyniku, je$li w zadnym z dziatan nie wystgpil nadmiar ani niedomiar.

. Wartosci fq,..., fn pewnej funkcji rzeczywistej f s podane w punktach
X1,...,XN. Funkcja ta ma by¢ przyblizona przez wielomian w stopnia co
najwyzej n < N tak, aby wyrazenie Z?':](fi —w(x4))? bylo jak najmniejsze.
Napisz uktad réwnan liniowych, taki ze rozwigzanie powyzszego zadania
aproksymacji mozna sprowadzi¢ do liniowego zadania najmniejszych kwadratow
dla tego uktadu. Podaj algorytm rozwigzywania tego zadania za pomoca odbié
Householdera. Jaki jest koszt tego algorytmu w zaleznosci od liczb n i N?

. Skonstruuj odpowiednig baze Newtona i rozwigz przy uzyciu algorytmu réznic
dzielonych zadanie interpolacyjne Hermite'a dla danych przedstawionych
w tabelce:

Xi ‘ 1 ‘ 3
f(xi) —4 | =8
f'(xi) | —10| 30

(xi) | —8

5. Rozwazamy konstrukcje interpolacyjnej funkcji sklejanej drugiego stopnia,

s(x) = Z]i\]:?)s diN?(x), ktérej wezly sg liczbami naturalnymi, u; =1 dla
1=0,...,N, reprezentowanej za pomocg funkcji B-sklejanych N?. Warunki
interpolacyjne (tj. wartoéci funkcji, s, = s(vy)) sg zadane w punktach vy = 2,
vi=k+13dlak=1,...,N—4ivy 3=N-—2 Wiedzac, ze N} (i+x) = Nj(x) dla
kazdego x € R oraz i € {0,...,N — 3}, a ponadto N3(x) = 0 jesli x < 0 lub x > 3,
oraz N3(3) = N3(21) = 1, N3(1) = N3(2) = 3 i N3(11) = 2, napisz uktad réwna,
ktoérego rozwigzanie jest wektorem wspoélczynnikéw d; poszukiwanej funkcji.

. Ktére z podanych na wykltadzie metod rozwigzywania uktadéw réwnan liniowych

mogg by¢ uzyte do rozwigzania uktadu réwnan liniowych:

a) Z poprzedniego zadania.

b) Ukladu réwnan normalnych dla regularnego liniowego zadania najmniejszych
kwadratéw z liczbg niewiadomych nie przekraczajaca 100.

c) Ukladu réwnan z wielka macierza (n x n, gdzie n > 10*) symetryczna
i dodatnio okreslona, ktéra ma w kazdym wierszu mniej niz 20 niezerowych
wspoélczynnikéw rozmieszczonych nieregularnie.

W kazdym przypadku napisz, z uzasadnieniem, ktéra z tych metod wydaje sie
najbardziej odpowiednia.

. Podaj najmniejsze n, takie ze blad aproksymacji jednostajnej funkcji f(x) = sinx

w przedziale [—47, 47t przez optymalnie dobrany wielomian stopnia n jest
mniejszy niz 1. Odpowiedz uzasadnij, powotujac si¢ na stosowne twierdzenie.

. Calke

1
I(f) = f(x)d
0= feax
chcemy przybliza¢ kwadraturg o postaci
Q(f) = Ao(f(—l) + f(1)) + Ay (f(—a) + f(a)).

Dobierz liczbe a i wspélczynniki Ay, A; tak, aby otrzymacé kwadrature

o najwiekszym rzedzie. Podaj oszacowanie bledu tej kwadratury, jesli funkcja f
ma w przedziale [—1,1] cigglg pochodng czwartego rzedu i istnieje stata My, taka
ze dla kazdego x € [—1, 1] zachodzi nieréwnoéé |f¥(x)| < My.
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Rozwigzywanie rownan nieliniowych

Rozwazamy zadanie znalezienia liczby x, takiej ze

przy czym mamy do dyspozycji podprogram obliczajacy warto§¢ funkcji f dla
argumentu x podanego jako parametr. To dla programu. Natomiast aby taki
program napisaé, lub wybra¢ gotowy do rozwigzania konkretnego zadania,

zawsze musimy wiedzie¢ cos§ wiecej o funkcji f. Przede wszystkim trzeba wiedzieé,

czy rozwigzanie istnieje. Czy istnieje wiecej niz jedno? A moze nieskoriczenie

wiele? To oczywiscie zalezy od funkcji f. Dalej, jesli rozwigzan jest wiecej, to czy
mamy znalezé wszystkie, kilka, czy tylko jedno, obojetnie ktére, albo spelniajace
jaki§ dodatkowy warunek?

Aby wybraé algorytm, musimy wiedzie¢ tez w jakim zbiorze ta funkcja jest
okre§lona i czy jest ciggla, przyda sie tez wiedza np. czy ciggla jest jej pochodna
rzedu 1, 2 i by¢ moze dalsze. W niektérych metodach oprécz podprogramu
obliczajacego f(x) bedzie tez potrzebny podprogram obliczajacy f'(x), a nawet
dalsze pochodne.

Metoda Newtona

Niech A oznacza ograniczony przedzial domkniety, w ktérym jest okreslona

funkcja rzeczywista f klasy C2. Chcemy znalezé miejsce zerowe funkcji f w tym

przedziale (zalozymy, ze istnieje i jest tylko jedno, w kazdym praktycznym

zastosowaniu to zalozenie oczywiscie trzeba sprawdzi¢). Napiszemy wzér Taylora:
f(x) f'(x)

f//
f(X-i—h):T“‘ 1 h+ 2(15‘)

h?.
Rozumiemy go tak: jesli liczby x oraz x + h nalezg do przedziatu A, w ktérym

funkcja f jest klasy C?, to istnieje liczba &, lezaca pomiedzy x oraz x + h, takia ze
powyzsza rownos¢ zachodzi.

Metoda Newtona (czgsto w literaturze nazywana metoda stycznych lub metoda

Newtona-Raphsona, wersja wspdlczesna roézni si¢ od wersji podanych przez nich

obu) jest nastepujaca: wybieramy liczbe x, ktéra jest przyblizeniem miejsca
zerowego funkcji f, a nastepnie konstruujemy rekurencyjnie elementy ciggu
X1,X2, ..., W taki sposéb: majac xy, okreslamy wielomian

wi(h) = f(xi) + ' (x ) h.

1.2

Znajdujemy miejsce zerowe d wielomianu wy i przyjmujemy X1 = Xy + 6. Mamy
stad formule

_ fxi)
Xyl = Xk — i)

Interpretacja geometryczna jest taka: wykres funkcji f jest gtadka krzywa,
przechodzacg przez punkt (xy, f(xi)). Konstruujemy prosta styczng do wykresu
w tym punkcie i przyjmujemy za xy,; punkt przeciecia stycznej z osig x.

Zbadamy, jakie warunki wystarczy spelni¢, aby ciag (xi)xey dla dowolnego xo € A
zbiegal do rozwigzania, ktére oznaczymy literg . Przede wszystkim zauwazamy,
ze w zadnym punkcie tego ciggu pochodna funkcji f nie moze by¢ zerowa.
Naturalne jest zalozenie, ze w przedziale A pochodna znaku nie zmienia, co
wiecej, zachodzi nieréwnosé |f'(x)| > K dla pewnej stalej K > 0. Dalej, poniewaz f
jest klasy C?(A), istnieje stata M, taka ze |[f”(x)| < M dla kazdego x € A.

Oznaczmy ¢y = xx — & — jest to (bezwzgledny) biad aproksymacji rozwigzania
przez k-ty element ciggu. Na podstawie wzoru Taylora piszemy

0 = (@) = flxa) + F/lxs) (@ — xa) + 36 (@ — xa)”

Liczba &y lezy miedzy « i xi. Dzielimy strony przez f’(xy):

_ fbad (&) o fxd (&) >

= i) + o — X+ 2 (xy) & = ) + & — X1 + X1 — X+ 2 (xy) €.
Poniewaz X1 —xx = —%, mamy stad

_ &) 5 *

1 = Zf/(Xk) Ek' ( )

Mozemy oszacowad

el < ey 2
k+1 \ZK kl -

. . L, ., . M .
Aby zachodzita nieréwnoéc |ey1| < |eil, wystarcay, ze s¢len] < 1, czyli

B |<ZK
Kk M

Jesli blad przyblizenia rozwigzania przez punkt x,, z ktérego zaczynamy, spetnia
te nieré6wnos$é, to kazdy nastepny blad ma mniejszg warto$¢ bezwzgledna niz
poprzedni, co wigcej, cigg bledéw zbiega do zera.
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Mamy zatem warunek dostateczny zbieznosci metody, ale zbadajmy jeszcze

szybko$¢ tej zbieznosci. Wybierzmy dowolng podstawe logarytmu wiekszg niz 1
7 (Ex—1)

i oznaczmy ay = log ey, g(k) = log| o0 )

|. Na podstawie réwnosci (*) mozemy
napisaé réwnanie réznicowe

a, = 2ar1 + g(k).

Niech G = log % Jeéli rozwazymy réwnanie uproszczone,
ay = 2ax1+ G,

dla ktérego przyjmiemy Gy = ap < —G, to dla kazdego k mamy
ap < 8= (ap+G)-2*—G.

Ciag (Gy)ken dazy wykladniczo do —oo, a cigg (ayx)keny dazy do —oo co najmniej
tak samo szybko. To za$ oznacza, ze jesli xy jest przyblizeniem rozwigzania, ktére
ma n cyfr dokladnych, to xi,1 bedzie mie¢ w przyblizeniu 2n cyfr doktadnych.
Zatem zbiezno$¢ jest bardzo szybka. Na podstawie powyzsze] nieréwnosci, znajac
oszacowanie |¢o| i G oraz tolerancje bledu, mozna oszacowaé liczbe iteracji
wystarczajaca do otrzymania rozwigzania z btedem w granicach tej tolerancji.

Uwaga. Mozna udowodnié zbiezno§é metody przy stabszych zalozeniach, np. ze
funkcja f niekoniecznie jest klasy C?, ale jej pochodna spelnia warunek Lipschitza.

Podstawowe pojecia

Roéwnania nieliniowe (i ich uktady) sg rozwigzywane za pomocg metod
iteracyjnych — przykladem jest przedstawiona wyzej metoda Newtona. Powod
jest taki, ze rozwigzania na ogdé!t nie dajg sie wyrazi¢ za pomocg czterech dziatan
algebraicznych i to dotyczy nawet réwnan drugiego stopnia (oczywiscie, mamy do
dyspozycji pierwiastek kwadratowy, ale jego tez oblicza sie iteracyjnie, za pomoca
odpowiedniego mikroprogramu procesora). Aby mie¢ ogblne spojrzenie na metody
iteracyjne, wprowadzimy kilka pojeé.

Funkcja iteracyina jest to funkcja, ktéra elementowi xy, bedacemu przyblizeniem

rozwigzania, przyporzadkowuje kolejne przyblizenie, xi,1. W metodzie Newtona
funkcja iteracyjna jest okre§lona wzorem
(x) f(x)
X)=x———.
o 7(x)
Jest jasne, ze funkcja iteracyjna powinna by¢ tak skonstruowana, aby
rozwigzanie « bylo jej punktem stalym, tj. aby byto ¢(«) = «.

1.4

Funkcje iteracyjne dla pewnych metod sg bardziej skomplikowane. Po pierwsze,
argumentem funkcji iteracyjnej oprocz ostatniego przyblizenia moze by¢ takze
jedno lub wiecej poprzednich (czasami takie metody nazywa sie metodami
z pamiecig). Na przyklad w metodzie siecznych, o ktérej bedzie mowa dalej,
potrzebne sg dwa ostatnie przyblizenia, ktére nie mogg by¢ jednakowe. Funkcja
iteracyjna ma w tym przypadku postaé

f(x) f(x) — f(y)

—x— dzie flx,y] = oY)
(PS(X)U) x f[x,y]’ gazie [X»U} x—y )

zatem w kolejnych iteracjach obliczamy xy 1 = @s(xk, xk_1). Wreszcie, funkcja
iteracyjna moze w jawny sposéb zaleze¢ od numeru iteracji, k — w tym
przypadku méwimy o metodzie niestacjonarne;.

Kula zbieznoéci rozwigzania « jest to kula o $rodku o (w przypadku réwnan

z jedng niewiadoma jest to przedzial symetryczny wzgledem o), taka ze jesli
wybierzemy dowolny punkt startowy xo wewnatrz tej kuli, to ciag (xx)ken zbiega
do «. Znalezienie kuli zbieznosci jest na ogét bardzo trudne, wigc tego nie robimy,
ale na podstawie wtasnosci funkcji f i definicji metody mozemy szacowac jej
promienl r. Na przykiad, dla metody Newtona znalezliémy oszacowanie r > ZMK
Jest oczywiste, ze jesli rownanie ma kilka rozwigzan, to kazde z nich ma wtasna
kule zbieznosci i wszystkie te kule sg roztaczne. Kule zbieznosci pewnych
rozwigzan mogga by¢ zbiorem pustym — moze sie zdarzy¢, ze dana metoda nie jest
w stanie takich rozwigzan znalezé. Warto natomiast zwréci¢ uwage, ze jesli punkt
startowy nie nalezy do kuli zbieznosci zadnego rozwigzania, to metoda moze
znalezé rozwigzanie, jesli otrzymany po pewnej liczbie iteracji punkt ,wpad?!”’ do
kuli zbieznosci. Tylko, ze nie nalezy liczy¢ na taki przypadek.

Twierdzeniem o ogromnym znaczeniu praktycznym, a zwlaszcza w metodach
numerycznych, jest twierdzenie Banacha o punkcie statym: jesl zbior X
z metrykqg p jest zupetng przestrzenig metryczng, a funkcja @: X — X jest

przeksztatceniem zwezajgcym (tj. istnieje stata L < 1, taka ze

Vavex p(@(a), (b)) < Lp(a,b)), to funkcja @ ma jeden punkt staty

w zbiorze X. Wykazanie, ze metoda dziala, tj. wytwarza cigg zbiezny do
rozwigzania, czgsto sprowadza si¢ do znalezienia (wykazania istnienia lub
oszacowania promienia) kuli X, w ktérej funkcja iteracyjna ¢ jest
przeksztalceniem zwezajacym.

Wryktadnik zbiezno$ci metody opisuje asymptotyczng szybkos¢ zbieznosci

ciggu (xi)ken do rozwigzania. Przeprowadzony rachunek dla metody Newtona
dowibdtl, ze jesls funkcja f spetnia uczynione zatozenia, to wyktadnik zbieznosci
jest nie mniejszy niz 2. Formalna definicja jest taka: wykladnik zbieznosci metody
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jest to najwieksza liczba p, taka ze istniejg state K i C < +o0, takie ze dla kazdego
k > K zachodzi nieréwnosé

lexs1] < Cley|?, czyli logleryi| < log C + plogley.

Wyktadnik zbieznosci powinien by¢ wigkszy lub réwny 1, przy czym jesli p =1, to
oczywiscie musi by¢ C < 1. Przykladem metody o wyktadniku zbieznosci 1 jest
metoda bisekcji: w kazdej iteracji otrzymujemy przyblizenie rozwigzania

z oszacowaniem bledu mniejszym o polowe. Réwniez metoda Newtona ma
wykladnik zbieznosci 1, jesli nie jest spelnione zalozenie, ze pochodna funkcji f

w otoczeniu rozwigzania jest niezerowa. Dla p > 1, gdyby bylo K =0, to by
oznaczalo, ze istniejg state a i b, takie ze

log lex] < a+ (logleol + b)p*.

Ostatnie przedstawiane tu pojecie podstawowe to maksymalna graniczna
dokladno$é. Analiza metody Newtona byla przeprowadzona przy zalozeniu, ze nie
ma bledéw w obliczeniach, tj. zaréwno wartosci funkcji f i pochodnej w Xy sg
obliczane dokladnie, jak i w koficowych dziataniach obliczenia wartosci funkcji
iteracyjnej nie ma bledéw. Obliczenia wykonujemy jednak z bledami zaokraglen,
ktére ograniczajg mozliwg do uzyskania doktadnosé rozwigzania. Wartosé funkcji f
jest obliczana z pewnym bledem, dalsze dzialania w obliczaniu funkcji iteracyjnej
tez sg niedokladne. Za rozwigzanie metoda moze zatem przyjaé dowolny punkt
przedziatu, w ktérym biad obliczonej wartosci funkcji f jest wigkszy lub réwny
100%. Jesli pochodna funkcji jest bliska 0, to ten przedzial moze by¢ diugi.

Metoda siecznych

Wada metody Newtona jest koniecznosé obliczania wartosci pochodnej funkcji f.
Metoda siecznych jest modyfikacjg metody Newtona, w ktérej pochodna zostata
zastapiona przez réznicg dzielong (albo iloraz réznicowy, jak kto woli), czyli pewne
przyblizenie pochodnej. Majac dwa rézne przyblizenia rozwigzania, X i Xx_1,
prowadzimy prostg przez punkty (xy,f(xx)) i (xy_1,f(xx_1)). Prosta ta przecina
(siecze) wykres funkcji f w tych punktach, i w tym sensie jest jego sieczng.

Skonstruowana sieczna jest wykresem wielomianu pierwszego stopnia. Punkt xy 1
jest miejscem zerowym tego wielomianu. W metodzie siecznych nalezy podaé dwa
poczatkowe przyblizenia rozwigzania, Xo i X1, a nastepnie w kazdej iteracji obliczaé

- (%) (i) — f(xi—1)
Xk4+1 = Xx — f e

= egdzie fhx,x 1] =
Xy Xk—1] Xk — T

1.6

Aby dokonaé analizy metody siecznych, uzyjemy pewnego uogélnienia wzoru
Taylora:

£(8)
2!

f(z) = f(x) + fix,yl(z —x) + (z—x)(z—y).

Wzér ten jest szczegdlnym przypadkiem wzoru opisujacego reszte interpolacyjng
Hermite’a, ktory podam (z dowodem) na jednym z dalszych wyktadéw. Podany
wyzej wzor rozumiemy w ten sposéb, ze jesli liczby x, y, z lezg w przedziale A,

w ktérym funkcja f jest klasy C?, to istnieje & € A, takie ze podana wyzej rownosé
zachodzi (liczba & lezy miedzy najmniejsza i najwieksza sposréd tych trzech liczb).

Jak poprzednio, « oznacza poszukiwane rozwigzanie, za$ €, = xy — . Liczymy

(&)
2

0 =fla) = f(xx) + flxi, Xl (o0 — xi) + (¢ —x3) (& — xp—1)

i dzielimy stronami przez f[xy, X 1]:

fxi) (&)

0= _ B e
M+ [0 6 Xk+1 +M+ zf[Xk’inl} ((X Xk)((x X 1)v

skad, po skroceniu podkreslonych sktadnikéw, otrzymujemy

f//(E,k)

m(“”‘k)(“*xlﬁ),

0=o0—Xy1 +

a po uporzagdkowaniu i uwzglednieniu faktu, ze istnieje liczba 1y polozona miedzy
Xk 1 %1, taka ze flxy, xx_1] = f'(1), mamy stad réwnosé

"
€kl = Zf’(nl;) Ex€k—1- (**)

Jesli, jak poprzednio, mozemy oszacowac [f'(x)] > K > 01 [f”(x)] < M dla
kazdego x € A, to mamy

£ ~—|€kll€k—1]-

Jesli oba bledy, ek i ex_1, majg wartosci bezwzgledne mniejsze niz %(7 to wartosci
bezwzgledne kolejnych bledéw bedg coraz mniejsze — w ten sposéb mamy
oszacowany promien kuli zbieznosci. Zbadajmy jeszcze rzad zbieznosci. W tym
celu oznaczmy ay = log |ey| oraz g(k) = log f«/f((ff,ﬂﬂ iG= log|%|.

Na podstawie (**) mozemy napisaé¢ réwnanie réznicowe drugiego rzedu,

ax = ax—1 + ax— + g(k),
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i jego uproszczong wersje
Elk = dk_] + dk_z + G.

Dla ustalonych wyrazéw poczatkowych, Gy = ao i G; = ay, istniejg liczby a, b, ¢
(mniejsza o dokladne wzory, ale zachecam do ich znalezienia dla wprawy), takie ze
1-V5 , _1+V5

2 y N2 — 2 )

i jesli liczby ao i a; sa dostatecznie mate, to b < 0. Skladnik bAk dominuje

i wtedy ciag (Gy)ren zbiega wykladniczo do —oo. Zachodzi tez nieréwnosé ay < Gy

G = aAk + oAk + ¢, gdzie A=

dla kazdego k, w zwiazku z czym, dla dostatecznie duzych k, jesli przyblizenie x;
rozwigzania o ma n cyfr dokladnych, to przyblizenie xy; bedzie ich mialo okolo
Aon. Wyktadnik zbieznosci metody siecznych, A, ~ 1.618, jest ulamkiem.

Metoda siecznych ma mniejszy wykladnik zbieznosci niz metoda Newtona, ale
jedna jej iteracja jest tansza — odpada obliczanie pochodnej. Okazuje sie, ze jesli
zadamy tolerancje ¢ dopuszczalnego bledu, to metoda siecznych moze znalezé
dostatecznie doktadne rozwigzanie szybciej (w wiekszej liczbie iteracji, z ktérych
kazda zajmuje mniej czasu). Z tego punktu widzenia, jesli koszt obliczania réznicy
dzielonej uznamy za nieistotny, to metoda Newtona jest optacalna, gdy koszt
obliczania pochodnej nie przewyzsza ok. 0.44 kosztu obliczania wartosci funkcji f.

Metoda Newtona dla ukladu réwnan

Rozwazamy teraz zadanie znalezienia wsp6lnego miejsca zerowego n rzeczywistych
funkcji skalarnych, ktérych argumentami jest n zmiennych rzeczywistych.
Mozemy zatem napisa¢ uktad w postaci rozwinietej:

fl(xh"'vxn) :0»

fn(xh s ,Xn) = 0»
lub ,zwinietej”
f(x) =0.

Funkcja f jest okre§lona w pewnym obszarze A przestrzeni R™ i ma warto§ci w R™.

Niech h = (hy,...,hy). Dla funkcji skalarne;j f; klasy C?(A), mozemy napisaé
wzo6r Taylora:

1 1

filx + ) = S fix) + 7 DF(R) 4 5, D, (B, ).

2!
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Rozumiemy go tak: jesli obszar A zawiera odcinek o konicach x i x + h, to istnieje
punkt &; na tym odcinku, taki ze powyzsza réwno§¢ zachodzi. Symbol Df;l
oznacza rézniczke funkcji f; w punkcie x, czyli przeksztalcenie liniowe, ktére
dowolnemu wektorowi h przyporzadkowuje liczbe

of; of;

h
0% 1t 0xXp Ix

Dfi|x(h) -

hn.

Wartoscia tego przeksztalcenia jest zatem iloczyn skalarny gradientu funkcji f;
w punkcie x i wektora h. Symbol szi‘gi oznacza rézniczke drugiego rzedu, tj.

przeksztalcenie dwuliniowe, ktérego wartoscig dla pary wektoréw (g, h) jest liczba

>

n
k=1

Dfilg, (g, h) =

M-

_thk-

)
Drobny klopot (o ktérym nie nalezy zapominad) jest taki, ze punkt &; dla
kazdego i moze by¢ rézny, dlatego nie mozna tak prosto zapisa¢ odpowiedniego
wzoru dla funkcji wektorowej f. Niemniej, ze wzoru Taylora wynika, ze jesli
obszar A zawiera odcinek x,x + h, to dla wektorowej funkcji f klasy C2(A)
zachodzi réwno§é

f(x +h) = f(x) + Dflx(h) + T, ()

przy czym Dfl, jest rozniczkg przeksztalcenia f w punkcie x, a ponadto istnieje
macierz B (zalezna od x i h) o wymiarach n x n i wspéiczynnikach wektorowych

) azﬁ 21, T n . *%\ : .,
by = [6x, . ’21 N Eu] € R™, taka ze reszta we wzorze (*¥) jest réwna
n n
N
r=h"Bh=) } buhh ()
=1 k=1

i spelnia oszacowanie
M
Il < 2w

dla pewnej statej M (stala ta jest okreslona przez pochodne drugiego rzedu
funkcji f; w obszarze A i przez uzywang norme).

Metoda Newtona polega tym, ze majgc przyblizenie xy rozwigzania «,
konstruujemy przeksztalcenie afiniczne R™ — R™, okreslone przez pierwsze dwa
sktadniki po prawej stronie wzoru (*¥), a nastepnie przyjmujemy za X miejsce
zerowe tego przeksztalcenia. Czyli

Xier1 = Xk — (Dfly, )7 (F(x1)).
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Aby obliczy¢ xy.1, nalezy obliczyé wektor fi = f(xy) oraz macierz pochodnych
czastkowych pierwszego rzedu

o | af
> lx " o

Xk
J = : :
ofn. %‘

oxy Ixe "7 Oxn Ixg

zwang jakobianem, ktéra reprezentuje rézniczke funkcji f w punkcie xy,
a nastepnie rozwigza¢ uktad réwnan liniowych

Jid = —fi

i ObliCZyé Xk+1 =Xk + .

Oczywiscie, aby to obliczenie byto wykonalne, macierz J, musi byé nieosobliwa.
Przyjmiemy zalozenie, ze istnieje taka stata K, ze dla kazdego punktu x

w rozpatrywanym obszarze A rézniczka przeksztalcenia f speinia warunek
[|(Dfl) 7| < K~'. Zatem, dla x, € A jest ||J,.'|| < K~'. Na podstawie wzoréw (**)
i (3%), mamy

0 =fla) = f(xi) + Jilox — x1) + (¢ — xi) Bl — x1.),

Dalej postepujemy identycznie, jak w przypadku skalarnym. Oznaczamy
£x = X, — . Strony réwnosci mnozymy przez ],:1, oraz odejmujemy
i dodajemy Xy 1:

0= J (i) + & —Xi1 + X1 — Xk + i €LBEr = & — Xiei1 + T ELBiER.
Stad wielko§¢ bledu kolejnego przyblizenia rozwigzania,
et = Ji € Bk,
mozemy oszacowaé tak:
M
lexll < S lledl®.

Jesli funkcja f spelnia przyjete zalozenia, to wyktadnik zbieznosci metody
Newtona jest réowny 2 — koncowy rachunek (z rozwigzywaniem réwnania
réznicowego) jest identyczny jak dla réwnania z jedng niewiadoma.

Modyfikacje

Metoda Newtona dla uktadu réwnan moze by¢ dos¢ kosztowna: oprocz wartosci
funkcji f, sktadajacej sie z n liczb, trzeba obliczy¢ macierz Jy, tj. w ogdlnosci

n? liczb, a nastepnie rozwigzaé uktad réwnari, co moze wymagaé wykonania @(n?3)
dzialan zmiennopozycyjnych. Ze wzrostem liczby réwnan i niewiadomych koszty
te mogg stac¢ sig¢ zaporowe. Dla bardzo duzych n czesto macierz ], jest rzadka, tj.

ma znacznie mniej niz n?

wspbiczynnikdéw niezerowych. W takim przypadku
nalezy po pierwsze oblicza¢ tylko wspolczynniki niezerowe (ich rozmieszczenie
w macierzy nalezy wyznaczy¢ zawczasu), a ponadto uzy¢ metody rozwigzywania

uktadu réwnan liniowych dostosowanej do macierzy rzadkiej.

Czesto stosuje sie rozmaite modyfikacje metody Newtona. Po pierwsze, zamiast
obliczaé¢ wspélczynniki macierzy Ji na podstawie dokladnych wzoréw, ktére mogg
by¢ znacznie bardziej skomplikowane (czyli drozsze) niz wzory opisujace

funkcje f;, mozna obliczaé réznice dzielone; w tym celu trzeba obliczy¢ wartosci
funkcji f w n + 1 punktach.

Jesli punkty xy_n,...,Xx s3 W potozeniu ogélnym, tj. wektory x; — x; dla
j=k—mn,..., k—1 sa liniowo niezalezne, to mozna obliczy¢ przyblizenie
macierzy J, na podstawie wartosci funkcji f w tych punktach (to jednak jest do§é
kosztowne, w ogdlnoici trzeba wykonaé ©(n?) operacji, cho¢ istnieja pewne
sposoby zmniejszania tego kosztu). To jest wielowymiarowa metoda siecznych. Jej
wada jest bardzo maly wykladnik zbieznosci (bliski 1) dla duzych n.

Kolejna modyfikacja polega na wykorzystaniu macierzy Ji w kilku kolejnych
iteracjach. To réwniez obniza wykladnik zbieznoéci, ale dodatkowe iteracje z tg
sama macierzg sg bardzo tanie: nie trzeba obliczaé¢ pochodnych i mozna skorzystaé
z ,gotowych” czynnikéw (np. tréjkatnych) rozktadu macierzy. Koszt rzedu n’

w rozwigzywaniu uktadéw réwnan liniowych jest zwigzany z rozktadaniem
macierzy na te czynniki, majac je, mozna rozwigzaé¢ uktad kosztem @(n?) dziatan.

Istniejg modyfikacje metody Newtona, majace na celu ,powiekszenie” kuli
zbieznosci poszukiwanych rozwigzan. Dla nie do§¢ dobrego punktu xy czesto
zdarza sie, ze przyrost 8, otrzymany przez rozwigzanie uktadu réwnan J.6 = —fy
jest za duzy. Wtedy mozna przyjaé xi.1 = Xx + 6, dla odpowiednio wybranego
parametru 3 € (0,1). Metoda skuteczniejsza, cho¢ bardziej kosztowna, polega na
wyznaczeniu przyrostu przez rozwigzanie uktadu réwnan

(Jx + AI)& = —fy,

z odpowiednio wybranym parametrem A. Metoda ta moze by¢ tez skuteczna

w pewnych przypadkach, gdy macierz ] jest osobliwa. Parametr A dobieramy tak,
aby otrzymacé jak najmniejsze residuum uktadu, tj. aby zminimalizowaé norme
wektora ;. Po pewnej liczbie iteracji mozemy otrzymac przyblizenie



rozwigzania nalezace do kuli zbiezno$ci metody Newtona i od tej chwili
przyjmowaé A = 0.

Kryteria stopu

Wazng decyzja w obliczeniach jest, kiedy je przerwaé. Na przykilad wykonywanie
kolejnych iteracji po osiggnieciu maksymalnej granicznej doktadnosci jest strata
czasu. Dlatego w petli, realizujacej iteracje, musi sie pojawi¢ jedna lub wiecej

instrukcji przerywajacych obliczenia po spelnieniu pewnego warunku.

Po pierwsze, mozna daé limit liczby iteracji, np. okreslony przez parametr

procedury. W wzelu typowych zastosowaniach, jesli metoda Newtona nie znalazta
rozwigzania (z graniczng dokladnoscia) po siedmiu’ iteracjach, to juz nie znajdzie
(bo funkcja nie spelnia warunkéw koniecznych dziatania metody, zaczeliémy od
ztego przyblizenia startowego, lub w ogble nie ma rozwigzania).

Drugie kryterium stopu jest residualne. Residuum réwnania w punkcie xy jest to

liczba f(xy) (lub wektor f(xy)). Jesli residuum ma dostatecznie malg wartosé
bezwzgledng (lub norme, dla ukladu réwnan), na przyklad poréwnywalng

z oszacowaniem bledu, z jakim obliczamy wartosci funkcji f, to przerywamy
obliczenia.

Wreszcie jest kryterium przyrostowe. Obliczenia przerywamy, gdy wartosé

bezwzgledna (lub norma) przyrostu 8 = x4 — X jest mniejsza niz pewna
wielko§¢ progowa. Dla wielu metod dlugosé przyrostu w danym kroku jest
gérnym oszacowaniem bledu rozwiazania przyblizonego x; (ale to zalezy takze od
funkecji f).

!Prosze nie sugerowac sie, ze zawsze taki limit jest dobry!

Zadania i1 problemy

. Wykaz, ze algorytm

w = a[n];
= 0.0;
for (i =n-1; i >=0; i-- ) {
= p*x + W;

= o

wxx + alil;

}

dla n > 0 oblicza warto§é wielomianu w(x) = a,x™+ -+ a;x + ao 1 jego
pochodnej w punkcie x.

. Znajdz wzér opisujacy funkcje iteracyjng dla obliczania pierwiastka stopnia n

z liczby rzeczywistej a przy uzyciu metody Newtona. Oblicz pierwsze trzy
przyblizenia liczby v/2, jesli xo = 1.

. Znajdz wzor opisujacy funkcje iteracyjng dla metody Newtona zastosowanej do

funkcji f(x) = a — 1/x. Czy mozna obliczy¢ iloraz x = a/b nie wykonujac operacji
dzielenia?

. Niech f(x) = (x — a)™, dla pewnego n > 1. Jak dziala metoda Newtona w tym

przypadku (nie znamy a, startujemy z xo # a)? Jak dziala metoda
zmodyfikowana (zaktadamy, ze znamy n), okreslona wzorem

flad

f/(xx)

Xk+1 =X — T

. Dla funkcji f jak w poprzednim zadaniu okreslamy funkcje g(x) = f(x)/f’(x). Jak

dziala metoda Newtona, zastosowana do funkcji g7
Napisz funkcje iteracyjng dla tego przypadku wzorem, w ktérym wystepujag tylko
wartosci i pochodne funkcji f.

. Praypuséémy, ze pochodna funkcji f klasy C3 jest niezerowa. Okre§lamy funkcje g

wzorem ¢(x) = f(x)/4/f’(x). Oblicz pochodng drugiego rzedu funkcji g

w punkcie «, takim ze () = 0. Co mozna stagd wywnioskowaé o zbieznosci
metody Newtona zastosowanej do funkcji g?

Zastapienie funkcji f przez okreslong wyzej funkcje g daje metode zwang
metoda Halleya (tak, tego, ktéry odkryt komete). Napisz wzoér opisujacy funkcje
iteracyjng dla metody Halleya.

. Zbadaj, jak zachowuje si¢ metoda Newtona, jesli funkcja f, ktérej miejsce zerowe

nalezy znalez¢, jest okre§lona wzorem
f(x) = sgnxy/|x|

dla dowolnego punktu startowego xy # 0.



8. Przypusémy, ze w metodzie siecznych poczatkowe przyblizenia rozwigzania sg Programy 1 projekty
konficami przedziatu, w ktérym funkcja f zmienia znak. Metode modyfikujemy
w ten sposéb, ze po wyznaczeniu kolejnego przyblizenia odrzucamy to, w ktérym 1. Podany nizej program zawiera implementacje trzech metod rozwiazywania réwnani
funkcja f ma ten sam znak, co w nowym punkcie (ta metoda nazywa sie nieliniowych. Przetestuj dzialanie tych metod, wybierajac rézne funkcje (np.
regula falsi). Jaki jest wykladnik zbieznosci tej metody, jesli funkcja f jest Scisle wielomiany) i rézne poczatkowe przyblizenia rozwigzania. Typ float
wypukta albo §cisle wklesta? w makrodefinicji FLOAT zamienl na double i powtdrz eksperymenty.
9. (zadanie z ksigzki Kincaida i Cheneya) Wykonaj jeden lub dwa kroki metody #include <stdlib.h>
Newtona dla ukladéw réwnan #include <stdio.h>
xy—z2 = 1 o] #include <math.h>
xyz—x2+y? = 2, xo=101,
eX_eVtz = 3 1 #define FLOAT float
AxP—y? = 0 . 0 1 FLOAT f1 ( void *usrptr, FLOAT x )
bxy—x = 1° =l {
- return sin ( x ) - 0.5%x; /¥ funkcja */
. *F1%*
xy?+xy+xt = 3 |1 U A
By =2y —x? = =2’ °T | ) )
4 void fdl ( void *usrptr, FLOAT x, FLOAT *f, FLOAT *df )

{
*f = sin ( x ) - 0.5%x; /* funkcja */
*df = cos ( x ) - 0.5; /* pochodna */
return;

Y /xfdix/

void Bisekcja ( FLOAT (*f) (void *usrptr, FLOAT x), void *usrptr,
FLOAT a, FLOAT b, FLOAT eps,
FLOAT #*x, char *error )

FLOAT c, fa, fb, fc;

fa = f ( usrptr, a );
fb = £ ( usrptr, b );
if ( fa*xfb <= 0.0 && eps > 0.0 ) {
while ( fabs(b-a) > eps ) {
c = 0.5%(a+b);
fc = £ ( usrptr, c );
if ( faxfc <= 0.0 ) b = c;
else a = c;
¥
*X = a;
*error = 0;



else
*xerror = 1;
} /#Bisekcjax/

void Newton ( wvoid (*fd) (void *usrptr, FLOAT x,
FLOAT *f, FLOAT *fd), void *usrptr,
FLOAT xO, FLOAT eps, FLOAT delta, int maxit,
FLOAT *x, char *error )

FLOAT £0, 40, dx;

int 1i;

if ( eps > 0.0 || delta > 0.0 ) {
for (i =0; i < maxit; i++ ) {
fd ( usrptr, x0, &f0, &d0 );
dx = £0/d0;
if ( fabs (f0) < delta || fabs(dx) < eps ) {
*x = x0;
*xerror = 0;
return;
}
x0 -= dx;
}
}
*error = 1;
} /*Newton*/

void Secant ( FLOAT (*f) (void *usrptr, FLOAT x), void *usrptr,
FLOAT a, FLOAT b, FLOAT eps, FLOAT delta, int maxit,
FLOAT *x, char *error )

FLOAT c, fa, fb, fc;

int 1i;

if ( eps > 0.0 || delta > 0.0 ) {
fa = f ( usrptr, a );
fb = £ ( usrptr, b );
for (i =0; i < maxit; i++ ) {
c = a - (b-a)/(fb-fa)*fa;

fc = £ ( usrptr, c );
if ( fabs(fc) < delta || fabs(c-b) < eps ) {
*X = C;

*error = 0;

return;
}
=Db; fa = fb;
b =—c; fb = fc;
}
}

*error = 1;
} /*Secantx*/

int main ( void )
{

FLOAT x;

char error;

Bisekcja ( f1, NULL, 1.0, 3.0, 1.0e-6, &x, &error );
if ( error )
printf ( "Blad\n" );
else
printf ( "rozwiazanie x = Jf\n", x );
Newton ( fd1, NULL, 1.0, 1.0e-6, 1.0e-6, 20, &x, &error );
if ( error )
printf ( "Blad\n" );
else
printf ( "rozwiazanie x = %f\n", x );
Secant ( f1, NULL, 1.0, 3.0, 1.0e-6, 1.0e-6, 20, &x, &error );
if ( error )
printf ( "Blad\n" );
else
printf ( "rozwiazanie x = %f\n", x );
exit ( 0 );
} /*main*/



2. Przeprowadz eksperymenty z metodg Newtona dla kilku réznych uktadéw réwnan, FLOAT *f, *Df, res, dx;
Za pomocg ponizszego programu. Poréwnaj wyniki eksperymentéw z uzyciem long int *permut, one = 1, info;
liczb zmiennopozycyjnych pojedynczej i podwdjnej precyzji (wystarczy
odkomentowa¢é linie z makrodefinicjg __DOUBLE__). f = malloc ( n*(n+1)*sizeof (FLOAT) + n*sizeof (long int) );
if (!1f)
Implementacja metody korzysta z procedury sgesv_ lub dgesv_ z biblioteki return 0;
LAPACK, w celu rozwigzania uktadéw réwnan liniowych tworzonych przez Df = &f[n];
metode Newtona. Makrodefinicja IND zapewnia dostep do wspélczynnikéw permut = (long int*)&Df [n*n];
macierzy, przechowywanych w tablicy jednowymiarowej; tu jest stosowana for (i =0; i < maxit; i++ ) {
konwencja z jezyka FORTRAN, w ktérej wspélczynniki macierzy sa #ifdef EKSPERYMENT
przechowywane kolumnami, cho¢ wiersze i kolumny indeksujemy od zera (jak printf ( "%2d: ", i );
w C), a nie od jedynki (jak w FORTRANie). for ( j =0; j <mj; j++ )

printf ( "%12.9£,", x[j] );
/¥ printf ( "\n" );*/
#endif
/* oblicz wartosc funkcji ¢ pochodna */
fd ( n, usrptr, x, £, Df );
#ifdef EKSPERYMENT
printf (" " );
for ( j = 0; j < mj; j++)
printf ( "%12.9f,", £[j] );
printf ( "\n" );
#endif
/* residualne kryterium stopu */

#include <stdlib.h>
#include <string.h>
#include <stdio.h>
#include <math.h>

#include "f2c.h"
#include "clapack.h"

/*#define __DOUBLE__*/
#ifndef __DOUBLE__
#define FLOAT float
#define GESV sgesv_
#else

#define FLOAT double
#define GESV dgesv_
#endif

for ( res = 0.0, j =0; j < nj; j++ )

res += f[jI*f[j];
if ( res <= deltax*delta )

goto sukces;

/* rozwiaz uklad rownan Df*dz = -f 1 oblicz nowy punkt */

info = O;
GESV ( &n, &one, Df, &n, permut, f, &n, &info );
if ( info ) {

printf ( "GESV info: %1ld\n", info );

goto klops;

#define IND(n,i,j) ((m)*(j)+(i))
#define EKSPERYMENT

char SysNewton ( long int n,
void (*fd) (long int n, void *usrptr,
FLOAT #*x, FLOAT *f, FLOAT *Df),
void *usrptr, FLOAT eps, FLOAT delta, int maxit,
FLOAT *x )

}
for ( j = 0; j <mnj j++)
x[j1 -= £[j1;
/* przyrostowe kryterium stopu */
for (dx = 0.0, j =0; j < n; j++ )

int i, j; dx += f[j1*£[j];



if ( dx < eps*eps )
goto sukces;

klops:
free ( f );
return O;

sukces:
free ( £ );
return 1;

} /*SysNewton*/

#define NN 3
void TestFD ( long int n, void *usrptr,
FLOAT #*x, FLOAT *f, FLOAT *Df )

/¥ n == NN == 3 x/

f[o] = x[0] + x[1] + x[2] - 3.0;

f[1] = x[0]1*x[0] + x[1]1*x[1] + x[2]*x[2] - 17.0;

f[2] = x[0]*x[11*x[2] + 12.0;

Df[IND(NN,0,0)] = 1.0;

Df[IND(NN,0,1)] = 1.0;

Df[IND(NN,0,2)] = 1.0;

Df [IND(NN,1,0)] = 2.0*x[0];

Df [IND(NN,1,1)] = 2.0*x[1];

Df [IND(NN,1,2)] = 2.0*x[2];

Df [IND(NN,2,0)] = x[1]*x[2];

Df [IND(NN,2,1)] = x[0]*x[2];

Df [IND(NN,2,2)] = x[0]*x[1];
} /*TestFDx/

void TestSysNewton ( void )

{
FLOAT x[NN] = { 1.0, 2.0, -2.0 };

/* inny punkt startowy */

/% FLOAT z[NN] = { 1.0, 2.0, -1.0 }; */
int  i;

printf ( "Test metody Newtona\n" );

if ( SysNewton ( NN, TestFD, NULL, 1.0e-6, 1.0e-6, 20, x ) ) {
for (i =0; i < NN; i++ )
printf ( "%f,", x[i] );
printf ( "\n" );
¥
else
printf ( "klops\n" );
} /#TestSysNewton*/
#undef NN

int main ( void )

{
TestSysNewton () ;
exit ( 0 );

} /*main*/

1.20



1.21

3. Metoda Bairstowa

Metoda Bairstowa ma na celu roztozenie wielomianu rzeczywistego w na iloczyn
tréjmianéw kwadratowych (o wspoélczynnikach rzeczywistych). Pierwiastki tego
wielomianu sg pierwiastkami tych tréjmianéw, przy czym ich obliczenie przez
rozwigzywanie réwnain kwadratowych jest znacznie wygodniejsze niz
rozwigzywanie bezpoérednio réwnania algebraicznego w(x) = 0.

Niech w(x) = Y ', aix' i niech t(x) = x? 4 cx + d. Dzielenie z reszta
wielomianu w przez tréjmian t mozna wykonaé nastepujgco. Mamy

w(x) = z(x)t(x) + T(x),

gdzie z(x) = zo + z1X + - - - + zn2x"2, 1(x) = px + q, przy czym, jesli przyjmiemy
zn=12zn1=0,todlak=2,...,n zachodzg réwnosci

ap = zid + zi1¢ + zi 2,
a ponadto mamy

aq :Z1d+ZoC+P,
a0220d+ q.

Zatem, dla ustalonych liczb ¢, d, mozemy obliczy¢ kolejno z, 5, ..., 2o,

a nastepnie, z ostatnich dwoch réwnan p i q. Okreslamy funkcje f: R> — R?,
ktérej argumentami sg liczby c i d, a wektorowe wartosci majg wspoirzedne p i g.
Znalezienie miejsca zerowego funkcji f jest réwnoznaczne ze znalezieniem
tréjmianu kwadratowego t, przez ktéry wielomian w dzieli si¢ bez reszty. Metoda
Bairstowa polega na zastosowaniu metody Newtona do funkcji f.

Deflacja polega na znalezieniu kolejnego tréjmianu dzielacego wielomian w przez
zastosowanie metody Bairstowa do wielomianu z. Kolejne tré6jmiany sg
znajdowane mniejszym kosztem. Obliczenia koniczymy po otrzymaniu wielomianu
stopnia mniejszego niz 3.

Projekt. ZnajdZ odpowiednie wzory, napisz algorytm obliczania wartosci funkcji f
i jej pochodnej (tj. macierzy pochodnych czastkowych) i zastosuj ten algorytm

w implementacji metody Bairstowa. Mozesz do tego celu wykorzystaé procedury
podane wczeéniej.
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Arytmetyka zmiennopozycyjna

Liczb rzeczywistych jest nieskoriczenie (a nawet nieprzeliczalnie) wiele, a pamigé
choéby najwiekszego komputera jest skonczona. Dlatego w obliczeniach
numerycznych musimy si¢ zadowoli¢ poruszaniem sie¢ w pewnym skoriczonym
zbiorze, ktérego elementy tylko przyblizajg wszelkie liczby rzeczywiste, jakie
moglyby si¢ pojawi¢ w tych obliczeniach.

Rzedy wielkosci tych liczb mogg by¢ rézne i btedy ich przyblizenia tez moga by¢
rézne. Zwykle im wieksza liczba, tym wiekszy jej blad nam nie przeszkadza. Na
przyktad, jesli dowiemy sie, ze jakis obiekt ma diugo$¢ 147 km, to informacje, ze
w rzeczywistodci ma o 1 mm mniej, jesteSmy sklonni zignorowaé. Co innego, jesli
obiekt ma tylko 0.5 mm dilugo$ci — blad rzedu 1 mm jesteSmy wtedy sktonni
potraktowaé z cala powagg i stanowczoscia.

Naturalne jest zatem uzywanie takiego sposobu reprezentowania liczb, ktory
umozliwia przyblizanie tych liczb rzeczywistych, ktore nie majg dokiadnej
reprezentacji, z malym bledem wzglednym. Na przyklad, jesli dtugo$¢ 147 km jest
podana z bledem nie wiekszym niz 0.1%, to wiemy, ze blad bezwzgledny jest
mniejszy niz 150 m, i taka dokladno$¢ nieraz nam wystarczy.

Reprezentacja zmiennopozycyjna

Powszechnie uzywana reprezentacja zmiennopozycyjna liczb rzeczywistych jest

kompromisem miedzy dokladnodcig i zlozonoscig czasowg i pamieciows. Jej
gléwnym celem jest masowe przetwarzanie liczb, czemu stuzy stosunkowo mata

ilo§¢ miejsca zajmowanego przez te reprezentacje i mozliwos¢ szybkiego
wykonywania dziatani przez specjalnie opracowane w tym celu poduktady
procesoréw. Bledy tej reprezentacji sg dostatecznie mate na potrzeby znakomitej
wiekszosci zastosowan. Istniejg inne reprezentacje, umozliwiajagce prowadzenie
obliczen ze znacznie wiekszg dokladnoscia, ale znacznie wolniej i w wiekszej
pamieci. Te inne reprezentacje sg poza zakresem tego wyktadu. Jeszcze jedno:
reprezentacje zmiennopozycyjne majg powszechnie przyjety standard, ktéry
ulatwia m.in. wymiane danych. Reprezentacje niestandardowe tak fajnie nie maja.

Idea reprezentacji zmiennopozycyjnej wigze si¢ z tzw. pdétlogarytmicznym zapisem
liczby. Kazdg dodatnig liczbe rzeczywista mozemy przedstawi¢ za pomocg liczby
z przedziatu [1,10) i catkowitej potegi liczby 10, na przyktad

27182818 = 2.7182818 - 107.

2.2

W komputerach zamiast liczby 10 i dziesieciu réznych cyfr, wygodniej jest uzywaé
liczby 2 i bitéw.

Podstawowa reprezentacja okre§lona przez standard IEEE-754 (opracowany
w 19851.) sktada sie z bitu znaku, s, po ktérym nastepuje cecha c i mantysa m:

s ¢ ] m |

d t
Mantysa jest liczbg rzeczywista; jesli reprezentuje jg cigg bitdéw by 1b¢ ;... b1by,
tom= Z;]o b2k, a zatem zawsze 0 < m < 1. Cecha jest licaba catkowita (bez
znaku), reprezentowang za pomocg d bitéw, ktéra wplywa na sposéb interpretacji
calego ciggu bitéw. Liczba reprezentowana przez taki cigg, w zaleznosci od cechy,
jest réwna

x=(=1)*2"(14+m) dla0<c<24—1,
x=(=1)*2""m dla c =0,
x=(—1)°00 dlac=2¢—1,m=0,
X

= NaN (,nie-liczba”) dlac=24—1, m#0.

Liczby d, t i b sg ustalone dla konkretnej reprezentacji. Cechg charakterystyczna
reprezentacji z uzyciem pierwszego wzoru jest tzw. normalizacja. Majac dowolng
liczbe rzeczywistg x # 0, przedstawiong w ukltadzie dwojkowym, dobieramy ceche
c (czyli réwnowaznie czynnik 2°°°) tak, ze czynnik (1 + m) w wyrazeniu
opisujacym x jest liczbg z przedziatu [1,2). Jesli otrzymana w ten sposéb cecha

jest za duza (wigksza lub réwna 2¢ — 1), to mamy nadmiar zmiennopozycyiny
(ang. floating point overflow), czyli niewykonalne zadanie reprezentowania liczby
o za duzej wartosci bezwzglednej, zwykle bedace powodem do przerwania
obliczen. Jedli nie ma nadmiaru, to pierwszy wzoér opisuje liczbe w ten sposéb, ze
najbardziej znaczaca jedynka w rozwinieciu dwéjkowym nie jest jawnie pamietana
— wlaénie to jest normalizacja. Dzigki niej kazdy cigg bitéw reprezentuje inng
liczbe, co m.in. umozliwia optymalne wykorzystanie bitéw do zmniejszenia
btedow.

Niech x oznacza dowolng liczbe rzeczywista. Jej reprezentacje, tj. potozona
najblizej niej liczbe zmiennopozycyjng, oznaczymy symbolem rd(x) (z ang.
rounding). Jeéli liczbe x mozemy przedstawié¢ w postaci

x = (=1)%2°7°(1 + ),
dobierajac ceche c tak, aby mieé¢ f € [0,1) oraz 0 < ¢ < 297!, to (z jednym
rzadkim wyjatkiem, gdy f trzeba zaokragli¢ w gére do jedynki) bedziemy mieli

rd(x) = (=1)°2°°(1 + m),
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—t—1

przy czym |f —m| < 2 . Blad wzgledny reprezentacji spelnia nieréwnosé

o rdbol T2 ) (DR )
K (12551 4 1)) Slf-mi<27

Co ciekawe, nieréwnos¢ ta jest spelniona tez w specjalnym przypadku
wspomnianym wcze$niej (bo w mianowniku 1+ f ~ 2). Zatem, maksymalny biad
wzgledny reprezentacji zmiennopozycyjnej, jesli nie ma niedomiaru ani nadmiaru,
jest na poziomie 27", gdzie t jest liczba bitéw mantysy. Jesli kierunek
zaokraglania wybieramy mniej starannie (np. zawsze obcinamy w kierunku zera),
to blad wzgledny moze byé dwa razy wiekszy, czyli rzedu v =27

Bardziej skomplikowana sytuacja zdarza sie w przypadku, gdy cecha jest za mata
(tj. gdy w pierwszym wzorze nalezaloby przyja¢ ¢ < 0). Wtedy korzystamy

z drugiego wzoru, w ktérym wystepuje czynnik m (przypominam, ze m € [0, 1)).
Jesli c = m = 0, to mamy reprezentacje zera; liczba 0 jako jedyna ma dwie
reprezentacje, réznigce sie bitem znaku. Jesli ¢ =01 m # 0, to mamy do
czynienia z niedomiarem zmiennopozycyjnym, czyli reprezentowaniem liczby x za

pomocg mantysy o mniejszej liczbie bitéw istotnych (jesli w uzyciu jest pierwszy
wzbér, to istotne sg wszystkie bity mantysy, jesli drugi, to tylko bity od pozycji
najmniej znaczacej, do najbardziej znaczacej pozycji, na ktérej jest jedynka).
Najdoktadniejszg reprezentacja liczb o bardzo matej wartosci bezwzglednej
(mniejszej niz 27°7) jest 0. Niedomiar wigze si¢ zatem ze (stopniowg) utrata
doktadnosci reprezentacji. Dla x — 0 blad wzgledny reprezentacji dazy do 100%,
a blad bezwzgledny jest ograniczony. W analizie bleddéw najczesciej nie bierzemy
tego przypadku pod uwage.

Reprezentacja umozliwia uzywanie nieskoniczonosci, takze w rachunkach
(np. wynik dzielenia dowolnej liczby przez nieskoriczonoéé jest réwny 0).

Nie-liczby sg wykorzystywane do sygnalizowania bledéw, np. préby obliczenia
pierwiastka kwadratowego z liczby ujemnej. Mozna je tez wykorzysta¢ do
odpluskwiania programu, np. nadajac zmiennym takie wartosci poczatkowe,

a nastepnie §ledzac, czy nie ma do nich odwotan przed przypisaniem wiasciwej
wartoéci liczbowe].

W standardzie IEEE-754 sg zdefiniowane formaty liczb pojedynczej i podwdjnej
precyzji, a takze liczb pojedynczej i podwdjnej rozszerzonej precyzji. Liczby
pojedynczej rozszerzonej precyzji jako$ sie nie przyjety, procesory w komputerach
PC ich nie obstuguja. Dane na temat standardowych formatéw sg w tabelce:
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Bld|t|] b | M | S | ~ | &n

pojedyncza,
float
pojed. rozszerzona

3218 |23 127 1038 | 10738 | 1077 | 107%

44 111 [ 31| 1023 | 10398 | 1073%8 | 10710 | 107317

podwdjna
double
podw. rozszerzona

64 |11 |52 | 1023 | 10308 | 107308 | 10715 | 10732

80 | 15| 63 | 16383 | 107932 | 1074932 | 1017 | 1074%%!

long double

Oznaczenia: B — catkowita liczba bitéw, d — liczba bitéw cechy, t — liczba
bitéw mantysy, b — stala odejmowana od cechy w celu otrzymania wyktadnika.
Stata b jest réwna 297" — 1, dzieki czemu jesli liczba x ma reprezentacije
znormalizowang, to 1/x na ogét tez. Liczby M = 22'-v-2(2 _ 7YY — najwicksza
liczba zmiennopozycyjna, S = 2'"® — najmniejsza dodatnia liczba reprezentowana
w postaci znormalizowanej, v = 27t — oszacowanie wzglednych btedéw

zl—b—t

zaokraglen, oraz p = — najmniejsza zmiennopozycyjna liczba dodatnia, sg

podane w przyblizeniu (tylko rzad wielkosci).

Reprezentacje rozszerzonej precyzji nie wymuszaja normalizacji (mantysa ma t+ 1
bitéw i jest liczbg z przedziatu [0, 2), jej najbardziej znaczacy bit ma wartos¢ 1),
ale wyniki dziatan, je$li nie ma niedomiaru, sg normalizowane przez procesor.
Jeszcze jedno: w 32-bitowych systemach operacyjnych liczba rozszerzonej
podwoéjnej precyzji zajmuje 96 bitéw, z ktérych 16 jest nieuzywanych. Jesli nie
ma istotnego powodu, to najlepiej nie uzywac tej reprezentacji liczb.

Oproécz standardu IEEE-754 istnieje tez standard IEEE-854, ktéry definiuje
reprezentacje liczb zmiennopozycyjnych z podstawami 2 i 10. Standard ten stuzy
do wymiany danych miedzy komputerami, natomiast okre§lone przezen
reprezentacje nie sg przetwarzane bezposrednio przez jednostki zmiennopozycyjne
procesoréw (w kazdym razie znanych mi). Je§li nie ma waznych powodéw do
uzywania reprezentacji okreslonych w tym standardzie, to mozna si¢ nim nie
przejmowac.

Do celéw specjalnych bywajg uzywane reprezentacje niestandardowe; istnieje np.
dosé¢ rzadko spotykany format poczwérnej precyzji, w ktérym reprezentacja liczby
zajmuje 128 bitéw (cecha ma w nim 15 bitéw, mantysa 112). Nie styszalem

o procesorach z rejestrami zmiennopozycyjnymi o takiej dlugosci, zatem dzialania
na takich liczbach muszg by¢ wykonywane przez odpowiednie podprogramy.

Z drugiej strony, reprezentacje 16- 11- i 10-bitowe (bit znaku moze byé nieobecny,
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cecha ma 5 bitéw, a mantysa 10, 6 albo 5) sg uzywane przez niektére karty
graficzne podczas wykonywania obrazéw, gdy dokladno§é ma male znaczenie, zasd
najwazniejsza jest szybkodé obliczeni i oszczedno$¢ miejsca. Wspomniane karty
graficzne majg specjalizowane poduktady do wykonywania dziatan na takich
liczbach.

Arytmetyka i bledy zaokraglen

Na potrzeby analizy bleddéw dzialanie procesora podczas wykonywania operacji
arytmetycznych mozna sobie wyobrazi¢ tak: doktadny wynik dziatania jest
poddawany normalizacji (tj. dobierana jest cecha), a nastgpnie zaokragleniu —
nieskonczony ciag bitéw mantysy jest obcinany i ewentualnie zaokraglany w gore.
Nie wyznacza sie oczywiscie nieskoficzonego ciggu bitéw mantysy, zamiast tego
wykorzystuje sie trzy bity dodatkowe (,wystajace” poza format), z ktérych
pierwsze dwa sg zwykle, a trzeci ,lepki” — bit ten otrzymuje wartosé 1, jesli
dowolny dalszy bit nieskoriczenie dlugiej mantysy jest niezerowy. Te trzy bity
zawsze wystarczg do poprawnego zaokraglenia liczby. Wyboru kierunku
zaokraglania mozna dokonaé, ustawiajgc odpowiednie bity w rejestrze sterujagcym
procesora (zwykle zostawiamy domy$lne zaokraglanie do najblizszej liczby
zmiennopozycyjne;j).

Istotne jest, ze oprécz reprezentacji liczb, standard IEEE-754 okresla wtasno$ci
dzialan, w tym wymagania dotyczace doktadnosci wynikéw — dotyczy to czterech
dzialan arytmetycznych, pierwiastka kwadratowego, oraz konwersji reprezentacji
catkowitej i zmiennopozycyjnej. Istniejg procesory, ktére wprawdzie przetwarzaja
liczby w standardowym formacie, ale realizowane przez nie dzialania nie speinajg
wszystkich warunkéw okreslonych w standardzie. Najbardziej rozpowszechnionym
sprzetem tego rodzaju sg karty graficzne, ktére mogg m.in. nie obstugiwaé liczb
nieznormalizowanych (tj. zapisanych przy uzyciu drugiego wzoru podanego

w opisie formatu; w razie niedomiaru wynikiem dzialania jest zero) lub zaokraglaé
wyniki dziatain w arbitralnie okreslony sposéb (standard nakazuje umozliwiaé
dokonanie wyboru). Powinien o tym pamietaé¢ kazdy, kto zajmuje si¢ tzw.
GPGPU (general programming on graphics processing unit).

Jesli x jest liczba rzeczywista, a rd(x) jest jej znormalizowanym
zmiennopozycyjnym przyblizeniem (bez nadmiaru i niedomiaru), to mamy
[x —rd(x)| < [x|2777, skad wynika, ze istnieje liczba ¢, taka ze

rd(x) =x(1+¢) oraz g/ <27t

Sposéb zaokraglania (do najblizszej liczby zmiennopozycyjnej, zawsze w strone
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zera, zawsze w przeciwng strone, zawsze w gore albo zawsze w dét) moze by¢
ustawiony réznie, przez co blad wzgledny moze byé dwa razy wickszy. Jesli zatem
© oznacza dowolne z czterech dziatan arytmetycznych, to zamiast wyniku

x = a ¢ b, po zaokragleniu, otrzymamy liczbe

%X =1fllaob) =(aob)(1+¢),

dla pewnego ¢ € (—v,v) (piszemy fi(a ¢ b) zamiast rd(aob), bo ten ostatni symbol
oznacza u nas wynik zaokraglenia do najblizszej liczby zmiennopozycyjnej).

Whuyniki dziatan sg najczedciej argumentami dalszych dzialan, zatem podczas
obliczenl numerycznych ma miejsce zjawisko zwane kumulacjg bledéw.

W szczegdlnych przypadkach moze ono doprowadzi¢ do otrzymania bardzo
niedokladnych wynikéw konicowych, mimo ze poszczegbdlne bledy zaokragleri sg
mate. Ponadto wskutek zaokragleri zbiér liczb zmiennopozycyjnych z dziataniami
dodawania i mnozenia nie jest ciatem (z punktu widzenia algebry). Przede
wszystkim, nie jest zamkniety ze wzgledu na dziatania (bo moze wystapi¢
nadmiar) i s w nim dzielniki zera (np. jesli liczba |x| jest dostatecznie mata, to
fi(x * x) =0). Po drugie, dodawanie i mnozenie nie sg dzialaniami tacznymi

i dodawanie nie jest rozdzielne wzgledem mnozenia. W konsekwencji, algorytmy
oparte na réznych wzorach algebraicznie réownowaznych (w ciele R), moga
produkowaé rézne wyniki (czasem bardzo od siebie odlegte). Analiza algorytméw
ma na celu miedzy innymi badanie, na jakg dokladnoé§¢ wynikéw obliczen
wykonywanych z bledami zaokragleri mozna liczyé (i moze si¢ przydaé do
wybrania najlepszego algorytmu, albo przynajmniej do odrzucenia najgorszego).

Arytmetyka zmiennopozycyjna zespolona

W réznych zadaniach wystepujg liczby zespolone. W obliczeniach ich czesci
rzeczywiste i urojone sg reprezentowane w postaci zmiennopozycyjnej. Jesli zatem
zamiast liczby z = (a,b) # 0 mamy liczbe Z = (&, b) = (a(1 + €4), b(1 + €p)), gdzie
leal, lev| < v, to liczbe z reprezentujemy z bledem wzglednym

lz—2  /aZel + bl - Vavi+b3v?
|z| Vaz+b? Va2 + b2
Zatem reprezentacja zmiennopozycyjna liczby zespolonej zapewnia réwnie maty
biad, jak reprezentacja liczby rzeczywistej. Dodawanie i odejmowanie liczb

zespolonych wykonujemy na podstawie wzoréw bedacych definicjg tych dzialan,
w zwigzku z czym, je$li nie ma nadmiaru ani niedomiaru, otrzymamy

(z1 +25) = (z1 £ 22)(1 +¢), gdzie [e] <.
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Mnozenie tez wykonuje sie na podstawie definicji tego dzialania:
(a1,b1) - (az,b2) = (a1a2 — bibz, arbs + azby).
Zamiast doktadnego wyniku otrzymamy

fi((as,by) - (az,b2)) = ((araz(1 + &1) = byby(1 4 £2))(1 + €3),
(arbz(1 + e4) + azbi(1 +&5))(1 + €6)),

przy czym, je§li w zadnym dzialaniu nie wystgpil nadmiar ani niedomiar, to
wszystkie epsilony majg wartosci bezwzgledne mniejsze niz v. Mozna udowodnié
(za pomoca dosy¢ zmudnego rachunku), ze wtedy otrzymany wynik jest rowny

(ar,b1) - (az,b2) - (1+ &),

gdzie & jest pewna liczba zespolona, taka ze & < (1 + v2)v.

Dzielenie zespolone jest bardziej klopotliwe, bo algorytm musi unikaé¢ nadmiaru
i niedomiaru (zwréémy uwage, ze nawet w przypadku mnozenia, wynik dziatania
moze mieé reprezentacje, za§ wyniki posrednie mogg jej nie mie¢ z powodu
nadmiaru — w dzieleniu ten problem tez wystepuje). Dzielenie powinno sig
wykonywaé za pomocg algorytmu

if (a2 >= b2 ) {

p = b2/a2;

q = a2+b2xp;

wynik = ((al+bl*p)/q, (bl-alxp)/q);
}
else {

p = a2/b2;

q = a2*p+b2;

wynik = ((al*p+bl)/q, (bl*p-al)/q);
}

Jesli nie ma nadmiaru ani niedomiaru, to wzgledny blad zaokraglenia wyniku nie
jest wiekszy niz (4 + V2)v.

2.8

Zadania i1 problemy

. Oblicz oznaczone na wyktladzie literami M, S i v parametry charakteryzujace

niestandardowe arytmetyki zmiennopozycyjne: 128-, 16-, 11- i 10-bitowa.
Przyjmij b =2¢"—1.

. Niech x oznacza liczbe¢ zmiennopozycyjng pojedynczej lub podwdjnej precyzji,

a i(x) liczbe catkowita bez znaku (odpowiednio 32- lub 64-bitowa) reprezentowang
przez ten sam ciag bitéw. Sprawds, ze jesli x; > x; > 0, x; > 0 > x;, lub

0 > x1 > x2, to i(x2) > i(x1). Wyjasnij, jak mozna to wykorzysta¢ do sortowania
ciggu liczb zmiennopozycyjnych. Co przeszkadza w sortowaniu w analogiczny
sposéb liczb rozszerzonej podwdjnej precyzji?
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Bledy w obliczeniach
W obliczeniach numerycznych wystepuja btedy pieciu rodzajéow.

Btedy modelu. Model matematyczny dowolnego zjawiska (przyrodniczego,
ekonomicznego i w ogdle kazdego) jest tego zjawiska uproszczeniem. Na przebieg
zjawiska ma wplyw wiele réznych czynnikéw, z ktérych jedne sg ignorowane (bo
ich wptyw zostal uznany za pomijalny), a inne nie s znane dostatecznie
doktadnie, aby mozna bylo napisa¢ catkowicie poprawny wzoér. Jesli model
znacznie odbiega od zjawiska, to i wyniki obliczen mogg bardzo si¢ réznié od tego,
co mozna zaobserwowaé w rzeczywistosci.

Bledy danych wejéciowych. Dane wejsciowe trzeba zapisaé w postaci liczb

zmiennopozycyjnych, co powoduje ich zaburzenie. Jedli wynik od danych zalezy
(a zwykle tak jest), to nawet gdyby nie byto innych bledéw, wynik obliczern moze
sie rézni¢ od wyniku do§wiadczenia. Ponadto, na ogét dane otrzymujemy

z pomiaréw, ktorych niedoktadnosci mogg by¢ znacznie wieksze niz blad
reprezentacji zmiennopozycyjnej. Najdokladniejsze pomiary w fizyce daja
kilkana$cie cyfr doktadnych, czesto znamy dane z dokladnoscig rzedu 1%,

a czasami bledy sg na poziomie kilkudziesigciu procent. Sygnaty lub obrazy moga
by¢ znieksztalcone z powodu szumu i bardzo niewyrazne. To wszystko ma bardzo
duzy wplyw na wynik (albo jego brak, jesli algorytm nie poradzi sobie

z niedoktadnymi danymi).

Btedy aproksymaciji. W obliczeniach numerycznych stosuje si¢ przyblizenia

funkcji, ktérych dokladne obliczenie jest niewykonalne lub zbyt kosztowne. Na
przyktad, zamiast granicy nieskoriczonego ciggu zbieznego, bierze sie pewien
element tego ciggu. Zamiast sumy szeregu nieskonczonego oblicza si¢ sume ilu$
poczatkowych skladnikéw. Zamiast catki oblicza si¢ kwadrature. Réwnania
rézniczkowe czesto zastepuje sie réwnaniami réznicowymi; mozna podaé wiele
dalszych przykladéw.

Bledy zaokraglen. Wynik kazdego dzialania wykonanego przez komputer podlega
zaokragleniu. Skutki badzo czgsto sa mate w poréwnaniu ze skutkami innych
bledéw, ale czasem mogg zupelinie zmieni¢ wynik.

Btledy grube. To sg skutki wszelkich pomytlek, awarii, oraz bledéw popelnionych
w procesie pozyskiwania danych lub w implementacji algorytmu. Z innych
przyczyn mozna tu tez wymieni¢ sabotaz (np. uprawiany przez producentéw
wiruséw komputerowych i przez nierzetelnych autoréw oprogramowania).

3.2

Uwarunkowanie zadania

Wiekszo$¢ zadan numerycznych polega na obliczeniu warto$ci pewnej funkcji f,
ktoérej dziedzing jest pewien obszar D C R™. Wynik obliczenia jest wektorem

w R™, przy czym m moze by¢ okre§lone przez konkretny argument x € D — na
przyktad, gdy trzeba znalezé wszystkie rzeczywiste miejsca zerowe wielomianu,
ktérego wspblczynniki sg wspblrzednymi wektora x. Zaldézmy jednak, ze m jest
ustalone (i znane) dla wszystkich x € D, a funkcja f jest ciggla. Zanim zaczniemy
rozpatrywaé jakiekolwiek algorytmy obliczania wyniku, zajmiemy si¢ wplywem,
jaki zaburzenia danych (ktére mogg pochodzi¢ z niedokladnych pomiaréw i ktére
trzeba zastgpi¢ liczbami zmiennopozycyjnymi) majg na wynik.

Pojecie numerycznego uwarunkowania zadania okre§la wrazliwo§¢ wyniku na

zaburzenia danych; dla zadania dobrze uwarunkowanego niewielkie zaburzenie

danych powoduje niewielkg zmiane wyniku. Zadanie jest zle uwarunkowane, jesli

po matej zmianie danych otrzymujemy zupelnie inny wynik. W zwigzku ze
sposobem reprezentowania liczb (ktéry zapewnia maly btad wzgledny), bierzemy
pod uwage wzgledne zaburzenia danych i spowodowane przez nie zmiany wyniku.

Liczbowa miara uwarunkowania nazywa si¢ wskaznikiem uwarunkowania zadania.
Okreéla sie go wzorem

- 1(%) — Fx)| /ch—xu)
°°“df"”"‘n§3iﬁ<e< 6] A

Symbol cond pochodzi od angielskiego condition number; napis po lewej stronie

czytamy: ,wskaznik uwarunkowania zadania obliczenia f(x) dla danych x”.

W okresleniu wskaznika uwarunkowania uzywamy jakich§ norm (zaleznie od
zadania) i okreslamy najwieksza dopuszczalng zmiane (zaburzenie) ¢ danych x.
Nastepnie badamy iloraz wzglednego zaburzenia wyniku i powodujacej to
zaburzenie wzglednej zmiany danych.

Co daje znajomo$¢ wskaznika uwarunkowania? Jesli dane znamy z btedem
wzglednym nie wiekszym niz ¢, to blad wzgledny wyniku (uwaga: doktadnego
wyniku dla danych X, jakimi dysponujemy, w poréwnaniu z wynikiem dla
nieznanych nam danych doktadnych x) nie jest wigkszy niz € condy) x. Na
przyktlad, jesli wskaznik uwarunkowania jest réwny 100 (to jeszcze nie jest duzo),
a dane reprezentujemy w formacie pojedynczej precyzji, tj. z bledem nie
wigkszym niz v =~ 107 (i poza zaokragleniem nie ma innych bledéw), to wiemy, ze
jesteSmy w stanie otrzymaé wynik z piecioma cyframi doktadnymi. Je$li jednak
pomiar danych ma blad rzedu 1%, to otrzymany wynik moze mie¢ btad 100%; na
og6t taki wynik jest bezwartoSciowy. Albo nalezy wtedy zdoby¢ doktadniejsze
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dane, albo zajaé si¢ innym zadaniem (by¢ moze mozna jako$ przeformutowaé
problem). Pamietajmy przy tym, ze zalozyliSmy brak btedéw w algorytmie, ktory
moze dodatkowo zepsué wynik.

Czesto przyjmuje sig, ze zaburzenia danych sg bardzo mate (bo wzgledne biedy
reprezentacji zmiennopozycyjnej sg bardzo male), wiec dla uproszczenia oblicza
sie warto$¢ graniczng wskaznika uwarunkowania, dla ¢ — 0 (co ma sens, jesli
wskaznik jest ciggly w otoczeniu x). Je§li zadanie polega na obliczeniu wartosci
skalarnej funkcji f, ktéra ma skalarny argument x, przy czym funkcja f ma
pochodng, to mamy wtedy

cond) x = f'(x)].

f(x)

Bledy reprezentacji wektoréw

Niech x = [x1,...,xn]" € R™ i niech X = [%;,...,%n]" € R"™, przy czym
%i = x¢(1 + ¢;) dla kazdego 1. Zamiast rozpatrywaé osobno bledy poszczegdlnych
sktadowych wektora, co mogtoby zbyt by¢ pracochtonne, czesto blad opisuje sig
jedng liczbg, za pomocg jakiej§ normy. Najczeiciej wykorzystywane sg tzw.
normy Héldera, okreslone wzorem
1/

el = (Bl + -+ xal?) 7,

dla pewnego p > 1. Czesto stosuje si¢ norme — przypadek graniczny, dla p — oo:

IX|lo = max [|xi.
ie{l,..,n}

Za miarg bledu bezwzglednego mozemy przyjaé liczbe ||x — X||,. Jesli x # 0 i dla
kazdego 1 jest |ei] < v, to miara bledu wzglednego spelnia nieréwnosé

~ 1 1
x =% (xielP 4+ xneal?) " (vlP 4+ avP) P xfy
x5 %[l N o9 (x|

Zatem, blad wzgledny reprezentacji wektora, ktérego wspoirzedne zostaly
zokraglone do najblizszych liczb zmiennopozycyjnych, mierzony za pomoca
dodolnej normy Héldera (takze || - || ), jest na poziomie bledu reprezentacji
pojedynczej liczby.

H’ﬁ;ﬁ"’ < & > 0 nie wynika, ze bledy
poszczegdlnych sktadowych sg mate. Jesli pewna sktadowa jest réwna 0, to

Uwaga: Nalezy pamietaé, ze z nieréwnosci

dowolne niezerowe jej zaburzenie daje nieograniczony biad wzgledny. Tak wiec,
wykonujgc odpowiednie rachunki, nie nalezy wycigga¢ pochopnych wnioskéw.

3.4

Numeryczna poprawno$¢ algorytmu

Skutki bledéw zaokraglen w obliczeniach czasem mozna zinterpretowaé jako
skutki takiego zaburzenia danych, ze otrzymany wynik jest dla tych zaburzonych
danych dokiadny. Jesli takie hipotetyczne zaburzenie danych jest mate, to
moéwimy, ze algorytm jest numerycznie poprawny. Pewne algorytmy sag

numerycznie poprawne, inne nie sg. W zasadzie numeryczna poprawno$é
0 jest to” — w praktyce niczego lepszego po algorytmach numerycznych
spodziewac sig¢ nie mozna.

Tak, jak uwarunkowanie zadania, numeryczng poprawno$¢ mozna mierzyc¢,
badajac tzw. stale kumulacji algorytmu. Algorytm jest tym lepszy, im te stale sg
mniejsze. Aby je zdefiniowaé, wprowadzimy potrzebne oznaczenia. Niech

A oznacza algorytm. Zatem, niech A(x) oznacza wynik obliczenia, ktéry powinien
by¢ jak najblizszy ,prawdziwemu” rozwigzaniu zadania, f(x). Obliczony wynik
sklada si¢ z liczb zmiennopozycyjnych, zatem mozemy dopuéci¢ do rozwazan jego
btad reprezentacji. Przypu$émy zatem, ze istniejg liczby K4 i K,,, takie ze dla
kazdego x € D istniejg dane zaburzone X, dla ktérych spelnione sg nieréwnosci

[[f(%) — AKXl
R S

Moéwimy wtedy, ze algorytm A jest numerycznie poprawnym algorytmem

% — x|
x|

< Kqv, oraz

obliczania wartoéci funkcji f w dziedzinie (klasie zadan) D, ze stalymi kumulacji
(danych) Kq4 i (wyniku) K,,.

Trzeba podkresli¢, ze w analizie algorytmu czesto wystepuje swoboda wybierania
danych lub wyniku, do ktérych ,doczepiamy” bledy; z jednej strony to utrudnia
analize, a z drugiej stwarza mozliwosci pewnej ,,gimnastyki”, wskutek czego pewne
oszacowania mogg by¢ poprawione — nieraz jest tak, ze algorytm w praktyce
dziata bardzo dobrze, tj. wytwarza bardzo dokladne wyniki, za§ analiza tego nie
potwierdza, bo na przyktad daje bardzo grube oszacowania stalych kumulacji.
Wspomniana ,gimnastyka” czasem pomaga. W analizie btedu zwykle zaklada sie,
ze btedy w poszczegdlnych dziataniach sa niezalezne (i nieskorelowane), a ich
wartosci bezwzgledne sumujg sie, tymczasem poszczegbélne bledy wzgledne moga
by¢ mniejsze niz v, moga sie tez znosi¢. Czasem analiza btedu pozwala wykry¢
newralgiczne miejsca i pomaga przeprojektowaé wzory.

Jesli stata K4 jest réwna 0, to znaczy, ze niezaleznie od uwarunkowania zadania
otrzymany wynik jest bardzo doktadny, tj. otrzymany z doktadnoscig na poziomie
bledu reprezentacji (tj. btad wyniku jest co najwyzej K,, razy wigkszy). Taka
sytuacja wystepuje w praktyce nadzwyczaj rzadko. Czesciej ,wing” za
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niedokladno$¢ wyniku mozna ,zwali¢” na dane. Takie postepowanie, tj. znalezienie
i oszacowanie zaburzenia danych, ktére prowadzi do otrzymanego wyniku, nazywa
sie¢ analizg wstecz; jej tworcg byt Wilkinson. Jesli zadanie jest dobrze
uwarunkowane i state kumulacji sg nieduze, to stad wynika, ze obliczony wynik
jest dobrym przyblizeniem wyniku poszukiwanego.

Numeryczna stabilnos¢ algorytmu

Czesto si¢ nie udaje udowodnienie numerycznej poprawnosci algorytmu, tj.
znalezienie statych kumulacji niezaleznych od danych w ustalonej dziedzinie D.
Woéwczas mozna sprobowaé zbadaé, czy jest on numerycznie stabilny — ta
wlasnos¢ jest pewnego rodzaju ,minimum przyzwoitosci” algorytmu. Aby ja
zdefiniowa¢, zbadajmy, jak duzy bytby blad wyniku, gdyby dane zostaly
zaburzone na poziomie bledu reprezentacji (co musi mie¢ miejsce — dane do
obliczen sg liczbami zmiennopozycyjnymi) i wynik tez nalezaloby zaokragli¢ (bo
tez go reprezentujemy w ten sposéb), ale poza zaokragleniem koricowego wyniku
wszystkie obliczenia bylyby wykonywane dokladnie.

Btad (bezwzgledny) wyniku spelniajacy wymienione warunki mozna oszacowac
przez liczbe

|If(x)]|(cond,, d + 1)v.

Wzgledny blad danych, na poziomie v, przenosi si¢ na wynik z czynnikiem
cond,, d; do tego wynik trzeba jeszcze zaokragli¢, stad do wskaznika
uwarunkowania zostala dodana jedynka. Liczba bedaca wartoscig podanego
wyrazenia nazywa si¢ optymalnym poziomem bledu.

Jesli teraz algorytm zaokragla wyniki wykonywanych dziatan, to moze wynik
zepsu¢ dodatkowo. Moéwimy, ze algorytm A jest numerycznie stabilnym
algorytmem obliczania funkcji f, jesli istnieje liczba K (stata kumulacji), taka ze
dla dowolnych danych d € D spelniona jest nieréwnos¢

[f(x) = A(x)[| < K[[f(x)[|(condy, d + T)v.

Wazne jest tez, aby stata kumulacji nie byta bardzo duza.

W tym ujeciu analizy bledéw nie zajmujemy sie tym, czy istniejg takie dane,
bliskie danych x, dla ktérych otrzymujemy (ewentualnie zaburzony na poziomie
btedu reprezentacji) wynik. Dane takie mogg wigc nie istnie¢ — mozemy na
przyktad otrzymac sinus pewnego kata rzeczywistego wiekszy niz 1. Istotne jest
to, ze majac algorytm numerycznie stabilny, mozemy dowolnie zmniejszy¢ skutki

3.6

bledéw zaokraglen, wykorzystujac w obliczeniach dostatecznie dokladng
arytmetyke (czyli takg o dostatecznie dlugiej mantysie: przypominam,

ze v = 27'). Oczywiscie, dla zadan zle uwarunkowanych arytmetyki standardowe
mogg nie wystarczyé, ale wtedy czy na pewno znamy dane az tak dokladnie?

Jesli funkcja f, ktérej warto$¢ nalezy obliczy¢, spelnia warunek Lipschitza, tj.
istnieje stata L, taka ze

Vxwen [f(x) = fy)ll < Llx -yl

to kazdy algorytm numerycznie poprawny jest tez numerycznie stabilny, ale
numeryczna stabilno$§é nie gwarantuje numerycznej poprawnosci.

Tlustracjg opisanych poje¢ moze by¢ rysunek, bedacy ilustracjg zadania
rozwigzywania uktadu dwéch réwnan liniowych Ax = b, z nieosobliwg

macierza A. Rozwigzaniem zadania jest wektor x = A~'b, przy czym ten wzér
jest pozyteczny w teoretycznej analizie zadania i algorytméw jego rozwigzywania,

ale nie jest dobrym algorytmem numerycznym (i prosze go nie uzywaé w tym
charakterze). Danymi sg wsp6lczynniki macierzy A i wektora prawej strony b.
Dla ilustracji pojeé rozpatrujemy tylko zaburzenia wektora prawej strony.
Wielko§¢ tych zaburzen jest taka, jak gdyby mantysa miata mniej wiecej trzy bity.

a) b) c)

Na rysunku a) mamy ilustracj¢ uwarunkowania zadania. Zaznaczona kula (tj.
koto) o $rodku b ma promien v||b||. Zaburzenie danych polega na zastapieniu
wektora b przez jakis element tej kuli. Obrazem tej kuli jest elipsoida (elipsa)
o $rodku x. Wskaznik uwarunkowania zadania (ze wzgledu na zaburzanie
wektora b, ale takze macierzy A, co bedziemy bada¢ na jednym z dalszych
wykladéw) jest ilorazem dlugosci najdluzszej i najkrotszej osi elipsoidy.

Numeryczna poprawnosc¢ jest zilustrowana na rysunku b). Algorytm
wyprodukowal pewien wektor X. Niech b = Ax. Przypusémy, ze stata kumulacji
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Kw = 0. Wtedy
Ib — bl
o < Kg,
[bllv

i mamy gwarancje, ze dla otrzymanego wyniku X, ktéry lezy w obrebie
narysowanej linig przerywang elipsy, istniejg dane f), ktoére lezg w narysowanym
linig przerywang kole (promieri tego kola jest K4 razy wigkszy niz ||b||v). Jesli zas
wezmiemy K,, > 0, to dopuszczamy dodatkowe zaburzenie wyniku; lezy on

w nieco wigkszym obszarze ograniczonym przez krzywa zobrazowang przez linie
ciagla (ta krzywa nie jest elipsg). Dla takiego wyniku istnieje bliski punkt lezacy
w obszarze ograniczonym elipsg, ktéry jest doktadnym wynikiem dla pewnych
danych polozonych w wigkszym kole o §rodku b.

Numeryczna stabilnosé jest przedstawiona na rysunku c). Rozwazamy zaburzenia
danych b na poziomie btedu reprezentacji. Dla tak zaburzonych danych wynik
lezy w obszarze zacienionym, ograniczonym przez elips¢. Ten obszar rozszerzamy,
aby uwzglednié¢ blad reprezentacji wyniku, a nastepnie opisujemy koto. Promien
tego kota jest optymalnym poziomem bledu. Wynik jest punktem kota

o promieniu K razy wigkszym. Dla pewnych punktéw tego kota, polozonych
daleko od elipsy, nie istniejg dane f), lezace blisko danych b i takie, ze mamy
dokladny wynik dla danych b.

3.8

Zadania i1 problemy

. Zadanie polega na obliczeniu sumy n liczb: s = x; + --- + x,,. Dla algorytmu

sumowania ,)po kolei” napisz wyrazenie, ktérego wartos¢ jest sumg obliczong

z bledami zaokraglen (przy zalozeniu, ze nie wystapil nadmiar ani niedomiar
zmiennopozycyjny). Skonstruuj wektor X = [X1,...,%,], taki ze wynik obliczenia
jest suma jego wspélrzednych i znajdz statg kumulacji, dowodzac w ten sposéb
numerycznej poprawnosci.

. Zréb to samo dla algorytmu sumowania parami, w kté6rym oblicza sie sumy

kolejnych par danych liczb, sumy par tych sum, itd., az do otrzymania sumy
wszystkich sktadnikéw. Poréwnaj state kumulacji tych dwéch algorytmoéw.

. Algorytm Kahana sumowania liczb: para zmiennych zmiennopozycyjnych, (s,c),

symuluje liczbe zmiennopozycyjng o dwukrotnie dluzszej mantysie, dzieki czemu
bledy wzgledne zaokraglen s na poziomie 224

= al[0];

0.0;

(i=1;1i<mn; i++ ) {

= ali]-c;

H O w
[e)
La | |

S+y;
= (t-8)-y;
= t;

mﬁﬁ%’
1]

}

. Zadanie polega na obliczeniu wartosci wielomianu w(x) = a,x™+ -+ + a1x + ao

dla ustalonego x. Skonstruuj wspétczynniki w bazie potegowej wielomianu Ww(x),
ktérego wartos¢ w punkcie x zostata obliczona i znajdz stalg kumulacji.

. Zbadaj bledy zaokraglenn wytworzone przez algorytm obliczania wartosci

wyrazenia a’ + ab + b?, korzystajacy ze wzoru

w= %((a+b)2+[a2+bz]).

Mnozenie przez catkowite potegi liczby 2 (tu przez %), jesli nie ma nadmiaru ani
niedomiaru, jest wolne od bledéw zaokraglen.

Przypomnienia

. Przypomnienie pojecia normy (potrzebne w dalszych wyktadach): norma jest to

dowolny funkcjonat || - || okreslony w przestrzeni liniowej V nad cialem
liczbowym K (np. R lub C; w tym wyktladzie rozpatrujemy tylko przestrzenie
rzeczywiste) i przyjmujacy wartodci rzeczywiste, ktoéry spelnia warunki:
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e dodatnioéé: Vyev ||x|| > 0 oraz ||x|| =0 = x =0, 4. Norme w R™" indukowang przez normy drugie w R™ i R™ mozna obliczy¢ na

o potliniowose: Vxev aek ||ax| = |al||x]], podstawie wzoru
e nieréwnos¢ trojkata: Vyyev [[x +yll < |Ix|| + (Y]l A2 = /p(ATA),

W przestrzeni R™ (a takze C™) bardzo czesto rozwaza si¢ normy Hoéldera: dla
dowolnego p > 1 funkcja okreslona wzorem

HXHp = ()P4 -+ ‘XH‘P)1/D

spelnia podane warunki, jest wiec normg. Réwniez w granicy dla p — oo
otrzymujemy norme

[Xllo = max [xil.
ie{l,...n]

Szczegoblnie czesto rozwaza sig normy Hélderadlap=1,p=oc0ip =2.

. Norma Héldera dla p = 2, czyli tak zwana norma euklidesowa, mierzy ,zwykla

dtugos¢” wektora. Norma ta ma zwigzek z iloczynem skalarnym w R™, okreslonym
wzorem

x,u) =y'x,

mianowicie dla kazdego x € R™ zachodzi réwno§¢
Ixll2 = v/ {x,x).

. Niech Vi Vy bedg przestrzeniami okre§lonymi nad tym samym cialem
liczbowym K i niech beda okreslone w nich jakie§ (dowolne) normy, odpowiednio
|- 1lai]l-llo- Zbibér L(Vy; Vi) wszystkich przeksztatcen liniowych V, — Vy, jest
przestrzenia liniowg nad K. Funkcjonal okreslony w przestrzeni L(V,;Vy,) wzorem

f(x)
111 = sup 1M — up 10
o Ixlla i<
jest norma. Méwimy, zZe jest to norma indukowana przez normy || - ||o i || - |o-

Przestrzen przeksztalcen liniowych R™ — R™ mozemy utozsamié

z przestrzenig R™™ macierzy m x n. Jesli w przestrzeniach R™ i R™ przyjmiemy
normy p-te Holdera, to norme indukowang w R™" bedziemy réwniez oznaczad
symbolem || - ||,. W przestrzeni R™' = R™ p-ta norma indukowana jest tozsama
z p-tg normg Hoéldera (zatem symbol || - ||, nie prowadzi do nieporozumier).

Normy indukowane pierwsza i nieskoriczona sg tatwe do obliczenia:

Al = max 3 layl,

Al = max > lay.
m} P

Na ¢wiczeniach, jesli bedzie czas, warto udowodnié te wzory.

w ktérym p(ATA) oznacza promien spektralny macierzy ATA, tj. najwieksza
wartos¢ bezwzgledng wartosci wlasnej macierzy ATA (w tym przypadku
najwieksza warto$¢ wlasna jest liczba rzeczywista nieujemna). Jesli macierz A jest
kwadratowa i symetryczna, to zachodzi tez réwnos¢ ||A|2 = p(A). Jesli nie znamy
warto$ci wiasnych, to mozemy skorzystaé z oszacowania ||A |z < v/[|ATA] -

. Udowodnij, ze norma Frobeniusa, okre§lona w przestrzeni R™" wzorem

[AllF =

jeSlin>1im > 1, nie jest norma indukowang przez zadng p-tg norme Hdéldera.
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Rozwigzywanie uktadéw réwnan liniowych

Zajmujemy sie rozwigzywaniem ukitadu réwnan liniowych
Ax =D,

w ktérym dane s3: nieosobliwa macierz A o wymiarach n X n i wektor b € R™.
Uktad ten ma jednoznaczne rozwiazanie, x = A~'b, ale ten wzér, poza bardzo
szczegblnymi przypadkami, nie nadaje sie do numerycznego rozwigzywania
naszego zadania (ale w rachunkach symbolicznych nie zawahamy sie go uzyé, do
czego mamy pelne prawo).

Uwarunkowanie uktadu réwnan liniowych

Zbadamy, jak zmieni sie rozwigzanie uktadu, jeéli dane, tj. macierz A lub
wektor b zaburzymy. Dla ukiadu réwnan

Ax'=1b +ob
otrzymujemy rozwigzanie
X' =ATTb+A5b=x+A"'6b,

skad wynika, ze

5b|| 150 _
x' —x A7T|I8b) = |A b” = |A7"||AX]| St
[ <A lIob] = [[Al[b]l o] AT [AX] HbH
50|
AT AN
bl
i ostatecznie
x’— _ 6b

Zaburzymy teraz macierz A, tj. bedziemy rozwigzywaé uktad (A + dA)x” =D.
Mamy

A(I+A7T8AX" = 0.

Musimy zalozy¢, ze zaburzenie macierzy A jest na tyle mate, ze macierz
(I+ A~'6A) jest nieosobliwa, dzieki czemu mozemy ja odwrécié i uzyé wzoru
przyblizonego

(I+A7TBA) '~ 1—AT8A.

4.2

Dostaniemy wtedy
~(I-ATSA)JA b =A"Tb—A5AA D =x — A T5Ax,

skad wynika przyblizona nieréwnosé

"

X" =] _

(x|

Zatem, oba zaburzenia wzgledne danych, tj. wektora b i macierzy A, moga

A

\
<HANAT T
1AL

przeniesé sie na wynik z czynnikiem co najwyzej ||A|||A7"||. Ten czynnik jest
wskaZznikiem uwarunkowania zadania rozwigzywania ukladu réwnain Ax =b

i bywa tez nazywany wskaznikiem uwarunkowania macierzy A. Jeéli przyjmiemy

norme p-tg indukowang, to mamy wskaznik uwarunkowania macierzy A
w normie p-tej, ktory oznaczamy symbolem cond,A (cond,A = ||A[,[|A7"],)-

Normy indukowane || - |7 1| - ||c macierzy A sg tatwe do znalezienia. Poniewaz na
ogét nie znamy (i nie tracimy czasu na znajdowanie) macierzy A~, jej norme
mozemy zwykle tylko oszacowaé. Jesli dysponujemy dodatkowsg informacjg

o zadaniu, z ktoérego wzig! sie nasz uktad réwnan, to warto z takiej informacji
skorzystaé w tym celu. Szacowanie normy macierzy A~ jest tez w zasadzie
mozliwe na podstawie czynnikéw rozkitadu znalezionych podczas rozwigzywania
ukladu jedng z metod bezposrednich.

Metody bezposrednie

Metody bezposrednie mozemy stosowaé wtedy, gdy liczba réwnan i niewiadomych
jest mata (co najwyzej rzedu 103) lub gdy macierz uktadu jest ,szczegélnie tatwa”,
np. tréjdiagonalna. Metody te, gdyby nie bylo bledéw zaokraglen, dawatyby
doktadny wynik po wykonaniu skoiiczenie wielu dziata. Bledy zaokraglen
oczywiscie to psuja.

Metoda eliminacji Gaussa

Metoda eliminacji Gaussa jest najprostszym i chyba najczesciej uzywanym
algorytmem rozwigzywania uktadéw réwnan liniowych. Sktada sie on z dwoch

etapéw. W pierwszym uktad jest przeksztalcany tak, aby powstal réwnowazny
danemu uktad réwnan liniowych z macierzg tréjkatng géorng. W etapie drugim, na
podstawie kolejnych réwnan (od korica) obliczamy kolejne niewiadome (tez od
korica) — w kazdym réwnaniu wystepuje tylko jedna niewiadoma, ktorej wartosé
nie zostala obliczona wczeéniej.
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W pierwszym etapie (ktory jest wlasciwg eliminacjg Gaussa), konstruujemy ciag

macierzy A® = A A . AM1) = U, takich ze macierz A ma w kolumnach
1,...,k wspélczynniki ponizej diagonali réwne 0. Majac macierz
Al = [ag‘*”]m, obliczamy wspétczynniki macierzy A™:
(k=1) , (k1)
Lk = ay /Clkk » .
W _ (k1 (k=1) . 1 dai=k+1,...,n
a;’ = aqy  —lkay S, dlaj=k+1,...,n

'=al"Vdlai<k, oraz alf =0 dlai> k.

Ponadto ag‘
Przeksztalcanie wektora prawej strony polega na skonstruowaniu ciggu wektoréw
b® =b,b", ... b™ D =y. W k-tym kroku eliminacji obliczamy wspétrzedne
wektora b

b = b|

i i

U _1ubE Y dlai=k+1,...,n,

za§ dlai=1,...,k mamy bik) = bgkfn. W wyniku eliminacji otrzymujemy

macierz tréjkatng

U W2 Wz ... Uin
0 U2 U23 ... Upp

u= 0 0 usz ... us, ,
0O 0 ... 0 um

i wektor y, takie ze uklad Ux =y jest rownowazny ukladowi danemu.

Niech
1 0 0 ... 0
Ly 1 0 ... 0
L= 13 lpn 1 e,
. ) 0
bn Lo ovee lon 1

Okazuje sie, ze zachodzi réwnos$¢ A = LU. Przeksztalcanie wektora prawej strony
jest robwnowazne rozwigzywaniu ukladu réwnai Ly = b. Zatem mozemy najpierw
wyznaczy¢ tylko macierze L i U, a przetwarzanie wektora prawej strony przeniesé¢
do drugiego etapu, w ktérym trzeba rozwigzaé kolejno uktady réwnan

z macierzami tréjkatnymi, Ly =b i Ux = y.

Eliminacje mozna wykona¢ w miejscu (po lacinie in situ). Po obliczeniu

wspbiczynnika liy, mozna go zapamieta¢ na miejscu wspoiczynnika agf” (czyli na
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miejscu zajmowanym poczatkowo przez ai). Obliczone wspéiczynniki (18‘) dla
i < j wpisujemy w miejsce ag“”. W ten sposéb otrzymamy tablice z liczbami

U U2 W3 Uin
by |up up ... uxm

o L2 |uss ..o Usn |,

lnl an e 111‘11.71 Unn
do ktérej moze siggaé¢ podprogram rozwigzujacy uktady tréjkatne. Podprogram

eliminacji in situ ,psuje” poczatkowq zawartos¢ tablicy. Jesli oryginalna macierz A
jest potrzebna (czesto jest), nalezy jg skopiowaé i ,zepsué” kopie.

Opisany wyzej algorytm jest zawodny; nieosobliwos¢ macierzy A nie gwarantuje
wykonalnosci dzielenia przez wspdiczynnik a%‘j, ktéry moze by¢ zerem. Co wiecej,
jesli wspolczynnik ten ma mala warto$¢ bezwzgledna, to skutki bledéw zaokraglen
mogg prowadzi¢ do otrzymania bardzo niedokladnych wynikéw. Dlatego stosuje
sie wybor elementu gléwnego (ang. pivoting). Najczeiciej stosowany wybor

czeSciowy w kolumnie polega na wyszukaniu w zbiorze {agjn) RN iﬁ:”}

wspbélczynnika a{}f” o najwiekszej wartosci bezwzglednej, a nastepnie (jesli 1 # k)

przestawieniu réwnan 1 i k. Jesli macierz A jest nieosobliwa, to po takim
przestawieniu dzielenie jest wykonalne i wspétczynniki 1y, majg wartosci
bezwzgledne nie wieksze niz 1.

Mozna dowiesé, ze skutki takiego przestawiania sg takie same, jak gdyby réwnania
zostaly poprzestawiane przed przystapieniem do eliminacji. Zatem, po
zastosowaniu czeSciowego wyboru elementu gléwnego, otrzymamy macierze L i U,
takie ze LU = PA, gdzie P oznacza macierz dokonanej permutacji réwnan.

Macierz P trzeba jako$ reprezentowac, aby mozna bylo odpowiednio poprzestawiaé
wspblirzedne wektora prawej strony, poniewaz trzeba bedzie rozwigzaé uktady
réwnan Ly = Pb i Ux =y. Najprostszy sposéb polega na uzyciu tablicy liczb
catkowitych o dlugosci n; pozycji k-tej przypisujemy indeks 1 wiersza, ktéry zostat
przestawiony z k-tym (albo k, jesli nie bylo przestawienia). Przestawianie liczb
zmiennopozycyjnych w tablicy jest operacjg wolng od bledéw zaokragleri.

Istnieje tez wybér pelny elementu gléwnego; przestawiamy w nim wiersze

i kolumny tak, aby wspétczynnik a%f”, przez ktory bedziemy dzieli¢, mial
najwieksza warto§¢ bezwzgledng w prawej dolnej podmacierzy
n+1—kxn+1—k W ten sposéb otrzymujemy rozktad macierzy LU = PAQT.
Do rozwiazania mamy uktady Ly = Pb i Uz =y, a nastepnie trzeba obliczyé

x = Q'z, czyli odpowiednio poprzestawiaé¢ wspotrzedne rozwiazania. Macierz
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permutacji Q mozna reprezentowaé w taki sam sposéb jak P. Pelny wybér
elementu gltéwnego jest dosyé kosztowny i bardzo rzadko zdarza sig¢ sytuacja, gdy
dokladno$¢ wyniku otrzymanego z wyborem czeSciowym jest za mala, a wybér
pelny daje dostatecznie maty biad.

Zwréémy uwage, ze aby rozwigza zadanie, rozwiazujemy numerycznie dwa
podzadania, tj. uklady z macierzami tréjkatnymi. Dla kazdego p iloczyn
wskaznikéw uwarunkowania tych podzadan, cond, L i cond, U, jest zawsze
wigkszy lub réwny wskaznikowi uwarunkowania catego zadania, cond, A. Ponadto
dla dowolnych permutacji reprezentowanych przez macierze P i Q mamy

cond, A = cond, PAQT. Wybér elementu gléwnego mozna interpretowaé jak
dazenie do tego, aby iloczyn wskaznikéw uwarunkowania czynnikéw rozktadu
macierzy PA (lub PAQT) byl mozliwie maly.

Metoda eliminacji Gaussa z wyborem elementu gtéwnego jest algorytmem
numerycznie poprawnym, tj. istnieje macierz A, taka ze zachodzi ré6wnosé
PAQT = LU dla obliczonych macierzy tréjkatnych L i U, oraz
JA-Al _
~
1Al

przy czym w tym wzorze jest uzyta norma indukowana || - ||7 lub || - ||e-

Fa(A)v,

Liczba F,,(A) jest stalg kumulacji; jesli jest stosowany wyboér czeSciowy, to ma ona
duze oszacowanie (F,(A) < 3-2™ —5), ale w praktyce stala ta jest prawie zawsze
znacznie mniejsza; jej doktadniejsze oszacowanie zalezy od wartosci

(k) 2 2 .
i » @ wybor elementu gléwnego jest
pewng metodg przeciwdzialania wystapieniu w obliczeniach wielkich liczb.

bezwzglednych obliczonych wspoéiczynnikéw a

Obliczenie wektora x przez rozwigzanie ukladéw réwnan z macierzami L i U jest
réwniez numerycznie poprawnym algorytmem rozwigzywania uktadu réwnan
liniowych. Rachunki w dowodzie tego twierdzenia sg dosy¢ dlugie i zmudne.

Jesli macierz A jest pelna, to wyznaczanie czynnikéw tréjkatnych ma koszt

(n3 —n)/3 operacji zmiennopozycyjnych (za jedna operacje uznamy dzielenie lub
mnozenie z dodawaniem), natomiast rozwiazywanie ukladéw tréjkatnych kosztuje
n? takich operacji. W wielu zastosowaniach mamy do czynienia z macierzami
rzadkimi, tj. majacymi duzo zerowych wspoétczynnikéw. W takich przypadkach
czynem karalnym? jest uzycie ogblnego algorytmu, odpowiedniego dla macierzy
pelnych. Jesli np. macierz jest wstegowa, tj. istnieje k < n, takie ze a;; = 0 dla
[1—j| > k, to odpowiedni wariant metody eliminacji Gaussa moze znalez¢ czynniki
tréjkatne kosztem rzedu k?n operacji, a koszt rozwigzywania uktadéw réwnan

z tymi czynnikami jest rzedu kn. I tego wariantu nalezy uzyc.

?Na podstawie §186 Kodeksu Etyki Zawodowej, Kompetencji i Przayzwoitoéci nalezy sie za to
od 1 do 3 lat Kompromitacji, a za notoryczng recydywe grozi Kompromitacja Dozywotnia.
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Metoda odbié Householdera

Inng metodg doprowadzenia ukladu réwnan liniowych do ukladu réwnowaznego
z macierzg trojkatng jest metoda odbi¢ Householdera. Przypomnijmy wtasnosci
odbié symetrycznych w R™. Niech v oznacza dowolny wektor jednostkowy

(w sensie normy drugiej, tj. taki ze ||v||; = 1). Odbicie symetryczne wzgledem
hiperplaszczyzny prostopadlej do wektora v jest okreslone wzorem

Hx =x — 2w'x.
Macierz odbicia jest wiec réwna
H=1-2w"
Odbicie jest inwolucja, tj. swojg wtasng odwrotnoscia:

2 (1 TV(T T 1 T T, T
H =(I-2vw )(I-2w') =1—4wv -0—4\)%7\1/\) =L

Macierz odbicia jest ponadto symetryczna, a zatem H™H = H? = I, czyli
macierz H jest ortogonalna. Tak wiec odbicie jest izometrig; dla dowolnych
wektoréw x,y € R™ zachodzi réwnosé

(Hx,Hy) =y"H'™Hx = y'x = (x,y),

skad dalej wynika, ze dla dowolnego wektora x jest ||Hx||, = ||x||,. Jesli wektor v
jest niezerowy, ale niekoniecznie jednostkowy, to macierz odbicia symetrycznego
wzgledem hiperplaszczyzny prostopadiej do niego jest okreslona wzorem

2
H=I-v=—"
vavv

W algorytmach numerycznych, jesli to nie jest wynikiem, ktéry koniecznie

musimy otrzymaé, nigdy nie wyznaczamy jawnie macierzy H. Majac wektor v,
2
Vv
wektora x w odbiciu, obliczamy kolejno

mozemy obliczy¢ liczbe v = a nastepnie, chcac obliczy¢ obraz y dowolnego

s=v'x,
t =1ys,
y=x—tv.

W tym obliczeniu nalezy wykona¢ 2n + 1 operacji (mnozen z dodawaniami),
podczas gdy mnozenie wektora x przez macierz H ma koszt n? operacji; ponadto
metoda z macierzg H reprezentowang jawnie jest znacznie gorsza ze wzgledu na
skutki btedéw zaokraglen. Zauwazmy jeszcze jedng wiasno$¢ macierzy odbicia:
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jesli k-ta wspélrzedna wektora v jest réwna 0, to k-ty wiersz i k-ta kolumna
macierzy H sa takie, jak w macierzy jednostkowej. Wtedy k-ta wspéirzedna
wektora Hx jest identyczna, jak k-ta wspélrzedna wektora x. Zatem kazda zerowa
wspbirzedna wektora v (jesli wiemy, ktére to sg) umozliwia zaoszczedzenie dwoch
operacji w powyzszym obliczeniu.

Niech a oznacza pewien wektor w R™. Niech e oznacza pewien ustalony wektor
jednostkowy (tj. ||e||2 =1). Odbicie Householdera jest to odbicie H skonstruowane

w taki sposéb, aby wektor Ha miat kierunek wektora e. Musi by¢é zatem

Ha = £||a|;e. To za$ oznacza, ze wektor normalny hiperplaszczyzny odbicia, v,
musi mie¢ kierunek wektora a — || a||;e, albo a + ||al|,e. Chcac zmniejszy¢ skutki
bledéw zaokraglen, nalezy zawsze wybiera¢ dluzszy z tych dwdch wektorow.

Zastosujmy teraz odbicia do przeksztalcania uktadu réwnan liniowych Ax = b.

W pierwszym kroku odbijemy kolumny a,..., a, macierzy A i wektor prawej
strony b tak, aby obraz H;a; pierwszej kolumny miat kierunek wektora e;.
Powstanie uktad HiAx = H;b, ktérego macierz ma zera w pierwszej kolumnie pod
diagonalg (tj. wszystkie wspolczynniki oprocz pierwszego sg zerowe). Jesli teraz
odrzucimy pierwsze réwnanie, to otrzaymamy podukiad, w ktérym nie wystepuje
niewiadoma x;. Poduklad ten mozemy dalej przeksztatcaé w podobny sposéb.

Na poczatku k-tego kroku mamy réwnowazny wyj$ciowemu uktad réwnan

AlTy = b1 ktérego macierz A" ma zerowe wspétczynniki ponizej
diagonali w pierwszych k — 1 kolumnach. Przeksztalcamy macierz A x| ktéra
jest prawym dolnym blokiem macierzy A® " o wymiarach n +1 —k x n+ 1 —k,
oraz blok b wektora b*") zlozony z jego ostatnich n + 1 —k wspétczynnikéw.
W tym celu konstruujemy wektor ¥ € R™1* dany wzorem

(k—

v =a " £ 6 " e,

A%

w ktérym dgkil) oznacza pierwsza kolumne macierzy A1) (czyli ,dolng czesc”

k-tej kolumny macierzy A1), Pierwsza wspotrzedna wektora e; jest jedynka,

pozostate n — k to zera. Aby wektor (¥ byt jak najdtuzszy, wybieramy znak ,+”
jesli pierwsza wspolrzedna wektora dakfl) jest dodatnia, a ,,—” w przeciwnym

razie. Nastepnie obliczamy liczbe vy = {,(k)f{){k) i poddajemy kolumny

macierzy A § wektor BV odbiciu. Nie ma przy tym potrzeby stosowania
ogoélnego wzoru do odbijania wektora dskfn, bo skadinagd wiemy, co z tego wyjdzie.

Przeksztalcenie kolumn bloku A% jest réwnowazne odbiciu kolumn
macierzy A® 1) wzgledem hiperptaszczyzny, ktérej wektor normalny v sktada
sie z k — 1 zer i z wektora V). Oznaczmy macierz tego odbicia literg H*). Po
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wykonaniu n — 1 odbi¢ mamy uklad réwnain liniowych
Rx =Q'b,

ktérego macierz
R=HM™D  HDA=Q'TA

jest tréjkatna gérna. Mamy réwnosé
A=QR, gdzie Q=HD. . HO

przy czym macierz Q, jako iloczyn macierzy ortogonalnych, jest ortogonalna.
W ten sposéb, za pomocg odbi¢ symetrycznych, znalezliémy
rozklad ortogonalno-tréjkatny macierzy A.

Podobnie, jak w eliminacji Gaussa, przeksztalcanie prawej strony mozemy
wykonaé pézniej, ale w tym celu trzeba zapamigtaé wektory vV (i, aby nie
oblicza¢ ich ponownie, co kosztuje, liczby y*)). W tym celu mozemy uzyé miejsc
w tablicy poczatkowo zawierajacej wspéiczynniki macierzy A, ale potrzebujemy
dla kazdego wektora odbicia dwéch dodatkowych miejsc. Jeden z mozliwych
sposob6w przechowywania wynikéw obliczen jest taki:

T Tz Tz ... Tin
v, T2 T23 N Toin
1
V; ) V3 T33 N T3n
Y el
DR Y e
Symbole 1;; oznaczaja tu wspélczynniki macierzy R, zad vgk) oznaczaja

wspotrzedne wektora v(%). Jest tez mozliwe zmieszczenie wynikéw obliczenia

z wykorzystaniem tylko jednej dodatkowej zmiennej dla kazdej kolumny, po
przeskalowaniu wektoréw v(*). Jak poprzednio, wykonanie obliczen in situ oznacza
yzepsucie” tablicy wspbtczynnikéw macierzy A, zatem najlepiej, aby takiemu
yZepsuciu” poddaé kopie.

Zlozono$¢ obliczeniowa wyznaczania rozktadu QR macierzy n x n jest réwna

§n3 + 0(n?), jest zatem w przyblizeniu dwukrotnie wigksza niz eliminacja Gaussa.
Z drugiej strony, odpadajg koszty wybierania elementu gtéwnego, zresztg
decydujacy wplyw na czas obliczenl ma efektywnosé wykorzystania pamieci
podrecznej (cache’a) procesora przez implementacje algorytmu, dlatego nie mozna
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powiedzie z gory, ze eliminacja Gaussa dziata dwukrotnie szybciej. Natomiast
uzycie izometrii (tj. przeksztalcen reprezentowanych przez macierze ortogonalne)
daje bardzo dobre wlasno$ci numeryczne algorytmu. Zauwazmy, ze oryginalne
zadanie zastgpujemy dwoma podzadaniami — ukladami réwnan Qy =b

i Rx = y. Wskaznik uwarunkowania w normie drugiej macierzy ortogonalnej Q
jest rowny 1 (bo ||Q[2=||Q "2 =1), za§ cond, R = cond, A.

Metoda Choleskiego

W wielu zastosowaniach nalezy rozwigzaé¢ uktad Ax = b, ktérego macierz A jest
symetryczna i dodatnio okre§lona. Dla takich macierzy mozna stosowa¢ eliminacje
Gaussa, przy czym okazuje sie, ze wyboér elementu gtéwnego jest niepotrzebny.
Jednak symetria macierzy to okazja do zmniejszenia kosztu obliczen o potowe.
Takich okazji nie wypada marnowac.

Metoda Choleskiego polega na rozlozeniu macierzy A na czynniki tréjkatne,

z ktérych kazdy jest transpozycja drugiego: A = LL", gdzie macierz L jest
trojkatna dolna. Po znalezieniu takiego rozkladu mozna rozwigzac kolejno uktady
réwnad [y =biL™x =vy.

Wspbétczynniki macierzy L mozna obliczyé, traktujac réwnosé LLT = A jak uktad
réwnan, ktérego rozwigzanie mozna obliczy¢ ,,po kolei”; poniewaz macierz A jest
symetryczna, mamy %n(n + 1) danych niezaleznych wspoéiczynnikéw. Tyle samo
wspo6iczynnikéw ma na diagonali i pod nig poszukiwana macierz L. Zatem, dla i, j
takich ze 1 < j < i< n mamy réwnania

n j j—1
ag =) ladp=) ladp=) ladp+Lyly.
k=1 k=1 k=1

Wyodrebniony sktadnik sumy powyzej umozliwia obliczenie wspélczynnika 1j,
jesli znamy wszystkie pozostate wspélczynniki macierzy L wystepujace

w sumowanych iloczynach; mozna uporzadkowaé réwnania w takiej kolejnosci, ze
to jest mozliwe. Mianowicie, mozemy oblicza¢ kolejno

ST

=S ebubic g5 5o
) dlai=1,...,n.

ly=1/aiu— 11;:11 lizk)
Obliczenie mozna wykona¢ in situ, wpisujac liczby li; natychmiast po obliczeniu
w miejsce ay; (a zatem, ,psujac” dang macierz A lub jej kopig). Trzeba podkresli¢,
ze macierz A musi by¢ nie tylko symetryczna, ale takze dodatnio okreslona, aby
powyzszy algorytm byl wykonalny (tj. aby istniala nieosobliwa macierz tréjkatna
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dolna L, taka ze A = LLT). To jest warunek konieczny i dostateczny, aby
wyrazenia, z ktérych nalezy obliczaé pierwiastki kwadratowe, miaty dodatnie
wartosci.

Zauwazmy, ze jesli poczatkowych k wspélczynnikéw w i-tym wierszu (dla k < 1)
to zera, to réwniez macierz L ma na poczatku i-tego wiersza k zerowych
wspoélczynnikéw. Mozna to wykorzysta¢ do efektywnego wykorzystania miejsca
w pamieci, a takze do zmniejszenia kosztu znajdowania rozkladu (np. jesli

macierz A jest wstegowa). Je§li macierz A jest pelna, to tez mozna przechowywaé
1
2
znalezienie rozkladu wymaga wykonania ok. %n3 operacji mnozenia z dodawaniem

tylko dolny jej tréjkat w tablicy o dtugosci sn(n + 1). Dla macierzy pelnej

lub dzielenia i obliczenia n pierwiastkéw kwadratowych.
Uktlady i algorytmy blokowe

Wiele ukladéw réwnan liniowych rozwigzywanych w praktycznych zastosowaniach
ma macierze o specjalnych wtasnosciach, ktére mozna wykorzysta¢ do
zmniejszenia kosztu rozwigzywania. Bardzo czesto macierz w naturalny sposéb
dzieli sie na wyrdzniajace si¢ jako§ bloki. W najprostszej sytuacji, niech

B C

A=lp &

Przypusémy, ze macierz A € R™" jest nieosobliwa i blok B € R** dla pewnego
ke{1,...,n— 1} tez jest nieosobliwy. Podzielmy réwniez prawa strone i wektor
niewiadomy na bloki:

q z
Uklad Ax = b podzielili§my w ten sposéb na dwa poduktady:

By + Cz =p,
Dy+Ez=q.

Znajac z, moglibySmy rozwigzaé pierwszy poduktlad; jego rozwigzanie wyraza sig
wzorem

y=B""(p—Cz).
Wstawiamy to wyrazenie do drugiego podukiadu; mamy

DB '(p—Cz)+Ez=q,



czyli
(E—DB'C)z=q—DB 'p.

Macierz S = E — DB~'C nazywa sie macierza Schura; jeli macierze A i B sa
nieosobliwe, to réwniez macierz S jest nieosobliwa. Mozemy znaleZ¢ rozwigzanie z
uktadu z tg macierza, a nastepnie blok y. Jesli o macierzy B wiemy tylko tyle, ze
jest nieosobliwa, to nalezaloby ja rozlozy¢ na czynniki tréjkatne (lub ortogonalny
i trojkatny). Powiedzmy, ze mamy macierz permutacji P i macierze tréjkatne L

i U, takie ze PB = LU. Wtedy nalezy wykona¢ nastepujacy algorytm:

. Korzystajac z macierzy P, L, U, rozwigz (macierzowy) uktad réwnan BF = C,
a nastepnie oblicz macierz S = E — DF,

. Rozwiaz uktad réwnan Bv = p, a nastepnie oblicz wektor w = q — D,

. Rozwiaz uktad réwnari Sz = w; w tym celu nalezy wyznaczy¢ i wykorzystaé jakis
uzyteczny rozklad macierzy S,

. Oblicz wektor u = p — Cz, a nastepnie, korzystajac z macierzy P, L, U, rozwiaz
uktad réwnan By = u.
Alternatywnie, oblicz wektor t = Cz, a nastepnie rozwigz uktad Bs =t i oblicz
y=v-—s.

Z wyjatkiem ograniczenia mozliwo$ci wyboru elementu gléwnego, nie mamy tu
zadnych zmian (w szczegélnosci kosztu) w poréwnaniu ze zwykla eliminacja
Gaussa (cho¢ pierwsze dwa kroki mozna wykonaé réwnolegle). Jesli jednak blok B
jest macierza symetryczng dodatnio okreslong, to zamiast eliminacji Gaussa
mozemy uzy¢ dwukrotnie tanszej metody Choleskiego. Jesli za§ blok B jest na
przyktad macierzg diagonalng lub ortogonalng, to niezaleznie od tego, jakie sg
pozostate bloki macierzy A, uklady réwnan z macierzag B mozemy rozwigzywac
znacznie mniejszym kosztem. Ponadto, gdyby blok B by! macierzg odbicia
symetrycznego, reprezentowang przez wektor normalny hiperplaszczyzny odbicia
(lub iloczynem takich macierzy, reprezentowanych przez odpowiednie wektory), to
jawne wyznaczanie wspélczynnikéw macierzy B, po to by nastepnie rozwigzaé
uklad réwnan z tg macierza, byloby przejawem skrajnego niedotestwa. Dlatego
powtarzam staly apel: najpierw nalezy sie dowiedzie¢ jak najwiecej o zadaniu,

a potem dobieraé algorytm jego rozwigzywania.

Metody iteracyjne

Jesli liczba n rownan i niewiadomych jest wielka, to koszt metod bezposrednich
rozwigzywania takich uktadéw jest zbyt duzy. Czesto w zastosowaniach pojawiajg
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si¢ uktady z n rzedu tysiecy lub milionéw. Bardzo czgsto macierze uktadéw

w takich zastosowaniach sg rzadkie, np. majg tylko O(n) niezerowych
wspoélczynnikéw, ale rozmieszczenie tych wspoélczynnikéw uniemozliwia stosowanie
metod bezposrednich (np. znalezienie metodg réznic skoriczonych rozwigzania
przyblizonego réwnania rézniczkowego Poissona w kwadracie sprowadza si¢ do
rozwigzania uktadu réwnan liniowych, ktérego macierz jest wstegowa, przy czym
wstega ma szeroko§é rzedu /1, a w kazdym wierszu jest co najwyzej

5 wspoélczynnikéw niezerowych).

Do rozwigzywania wielkich ukladéw réwnan liniowych stosuje si¢ metody
iteracyjne. Majac poczatkowe przyblizenie x, rozwigzania &, metoda konstruuje
elementy ciggu, x1,X2,..., zbieznego do «. Obliczenia przerywa si¢ na podstawie
kryteriéw stopu podobnych, jak dla réwnan nieliniowych, tj. ustalonego limitu
liczby iteracji, kryterium residualnego (residuum jest w tym przypadku wektor

b — Ax) lub kryterium przyrostowego (opartego na badaniu wartosci wyrazenia
[[xk+1 — xx||). Podstawowa operacja, wykonywang w kazdej iteracji, jest mnozenie
pewnego wektora przez macierz uktadu A, lub inng macierz, skonstruowang na
podstawie A. Dzigki takiemu ograniczeniu mozna korzysta¢ z bardzo oszczednych
reprezentacji macierzy, ktore sg w istocie wykazami (tablicami lub listami) miejsc,
w ktérych sg niezerowe wspoéiczynniki. Koszt mnozenia wektora przez macierz jest
wtedy proporcjonalny do liczby tych wspétczynnikéw.

Metody iteracji prostej

Metody iteracji prostej polegajg na tym, ze na podstawie macierzy A i wektora
prawej strony b konstruuje sie pewng macierz B i wektor t, przyjmuje poczatkowe
przyblizenie rozwigzania, Xo, i w kolejnych iteracjach oblicza

X1 = BXk + t.

Macierz B i wektor t muszg by¢ tak dobrane, aby zachodzita réwnos¢ o« = B + t,
tj. aby rozwigzanie bylo punktem stalym funkcji @(x) = Bx + t. Ponadto, aby
cigg wektoréw xy byl zbiezny do « dla dowolnego punktu startowego xo,

funkcja @ musi byé przeksztalceniem zwezajacym, a zatem pewna (dowolna)
norma indukowana macierzy B musi by¢ mniejsza od 1. Okazuje sie, ze
warunkiem koniecznym i dostatecznym istnienia takiej normy, ktéra dla

macierzy B przyjmuje warto$¢ mniejsza od 1, jest nieréwnos¢ p(B) < 1, gdzie p(B)
jest to promien spektralny, tj. najwieksza warto$¢ bezwzgledna wartosci wlasnej

macierzy B. Aby zbiezno$¢ byla szybka, p(B) musi by¢ jak najmniejsze, ale
mozliwo$§¢ skonstruowania macierzy B o malym promieniu spektralnym zalezy od
macierzy A (i w szczegdlnosci od jej wskaznika uwarunkowania).



Metoda Jacobiego: macierz A przedstawiamy w postaci sumy A =L+ D + U,
gdzie macierz L powstaje z A przez zastapienie zerami wspélczynnikéw na i nad
diagonala, macierz D jest diagonalna, a macierz U ma zerowe wspétczynniki na
i pod diagonalg. Uklad Ax = b przepisujemy w postaci

(L+D+Wx=0b, czyli Dx=b—(L+ Ux,
skad otrzymujemy metode:
X1 =D 7 (b — (L4 U)xy).
W metodzie Jacobiego mamy zatem By = —D~'(L + U) oraz t; = D~'b.

W obliczeniach nie wyznaczamy macierzy D', choé to jest latwe; zamiast tego
rozwigzujemy uklad réwnan z macierzg diagonalng D (podobnie postepujemy

w innych metodach). Warunek p(Bj) < 1 jest spelniony dla wielu macierzy A;
latwym do sprawdzenia przypadkiem jest macierz diagonalnie dominujaca, tj. taka
ze |ai| > 3~ |yl dla kazdego 1.

Metoda Gaussa-Seidela: jak poprzednio, bierzemy A =L + D + U, po czym

piszemy uklad
(L+D)x =b — Ux,
skad otrzymujemy ukiad réwnan do rozwigzania w kazdej iteracji:
(L+D)xiy1 = b — Uxy.
W metodzie Gaussa-Seidela mamy zatem Bgs = —(L+ D) 'Uitgs = (L+ D) 'b.
Podobnie jak w metodzie Jacobiego, jesli macierz A jest diagonalnie dominujaca,

to ciag (X1 )xen jest zbiezny do « dla kazdego xo € R"™, przy czym zbieznosé
metody Gaussa-Seidela jest zwykle szybsza.

Metoda Richardsona: Wprowadzamy parametr T i piszemy uktad réwnowazny
uktadowi Ax = b:

x + TAx = x + Tb,

skad mamy
x=(I—-1tA)x+1b =x+1(b — Ax).

Metoda Richardsona polega na obliczaniu wektoréw
X1 = X+ T(b — Axy).

W tej metodzie mamy Br = I — TA, tg = Tb. Podstawowym problemem jest
dobranie parametru T tak, aby ciag (xi)x byl zbiezny i aby ta zbieznosé byla jak
najszybsza. Jeszcze do tego wrocimy.
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Metoda sprzezonych gradientéw

Metoda sprzezonych gradientéw (ang. conjugate gradient method, w skrocie CG)

stuzy do rozwigzywania uktadu n réwnan liniowych Ax = b z macierzg A
symetryczng i dodatnio okre$long. Co ciekawe, z punktu widzenia algebry metoda
ta jest metodg bezposrednia, mianowicie wytwarza skoiczony ciag x1,...,Xn dla
pewnego m < n; gdyby nie bylo bledéw zaokragleri (ktére oczywiscie sg), to
ostatni element tego ciaggu bylby rozwigzaniem «. W praktyce najczesciej metode
te wykorzystuje sie jak metode iteracyjng, ktéra wytwarza dostatecznie doktadne
przyblizenie xy rozwigzania dla pewnego k znacznie mniejszego niz n.

Podstawowym krokiem metody CG jest minimalizacja wielomianu kwadratowego
wzdluz pewnej prostej. Funkcja okre§lona wzorem

1
f(x) = ExTAx —x'b

jest wielomianem drugiego stopnia zmiennych x;,...,X,. Poniewaz macierz A jest
dodatnio okreslona, funkcja f ma minimum; jej gradient jest réwny

Vif(x) =Ax —b,

a wiec wektor residuum, r = b — Ax = —Vf(x), okresla kierunek najszybszego
spadku funkcji f w punkcie x. Poszukiwane rozwigzanie « jest wiasnie tym
punktem przestrzeni R™, w ktérym funkcja f przyjmuje warto§¢ minimalng.

Niech x; oznacza biezgce przyblizenie rozwigzania, za§ vy oznacza pewien
niezerowy wektor. Zbioér L ={x = x + tvy: t € R} jest prosta w R™
Podstawiajac jako argument funkcji f wyrazenie xy + tvy, otrzymujemy wielomian
jednej zmiennej,

1
g(t) = f(xk + tvk) = E (v{Avktz — ZV{(b — Axk)t + XI(AXk — Zb)) .

Tréjmian kwadratowy g(t) = at? — 2bt + ¢ ze wspélczynnikiem a > 0 przyjmuje
warto§¢ minimalng dla t = b/a. Zatem, obliczajac

Ty = b— AXk,
T
= ViTk
K=
VAV’

Xit1 = Xk + tivy,,
otrzymamy punkt x, ; prostej L, w ktérym wartos¢ funkcji f jest najmniejsza.
Mozemy zauwazy¢ (lub przynajmniej sprawdzic), ze nastepny wektor residuum,
T = b — Axyq = Ty — tiAvy, spelnia warunek v/, = 0.

Istnieje rodzina metod iteracyjnych, w ktérych powyzsze obliczenie taczy sie
z pewng strategia wyboru wektoréw vy, wyznaczajacych kierunki odpowiednich



prostych w kolejnych iteracjach; oczywiscie, istotne sg tylko kierunk: tych
wektoréw. W metodzie CG, ktéra nalezy do tej rodziny, wektory vy majg kierunki
sprzezone wzgledem macierzy A, przez co rozumiemy, ze spetniajg réwnosci
vIAvy =0 dla i # k. Przyjrzyjmy sie tej wlasnosci i temu, co z niej wynika. Dla
dowolnej symetrycznej i dodatnio okreslonej macierzy A istnieje (jednoznacznie
okreslona) macierz B symetryczna i dodatnio okreslona®, taka ze A = B2 Jesli
oznaczymy w; = Bv; dla kazdego i, to dla i # k mamy (wy, w;) = w]w, =0. Po
podstawieniu x = B~'y jako argumentu funkcji f, otrzymujemy wielomian

1 1
h(y) =f(B"'y) =5y"BTAB 'y —y"B b =2y"y—y'B b,

ktérego czes¢ kwadratowa jest réwna 1(y?+ - -+ +y32). Poszukiwanie minimum
funkcji f(x) wzdtuz prostych o kierunkach vy, ..., Vy, zaczynajac od punktu x,,
jest rébwnowazne minimalizacji funkcji h(y) wzdluz prostych o wzajemnie
prostopadtych kierunkach wy, ..., wy, zaczynajac od punktu yo = Bx,.

Obliczenie dla pewnego uktadu dwéch réwnani przedstawia rysunek. Wektor

Vo = T jest prostopadly do przechodzacej przez x, warstwicy funkcji f, ktéra jest
elipsg o §rodku «. Punkt x; lezy na kolejnej warstwicy; residuum w tym punkcie,
11, ma kierunek najszybszego spadku funkcji f, za§ wektor v; wyznacza kierunek
prostej laczacej punkt x; i rozwigzanie «. Obrazy wy i w; wektorow vy i v4

w przeksztalceniu liniowym okre§lonym przez macierz B sg prostopadte do siebie;
obrazami warstwic funkcji f, tj. warstwicami funkcji h, sg okregi. W ogélnosci do
znalezienia w R™ minimum funkcji kwadratowej h, ktérej warstwice sg sferami,

3Istnieje macierz ortogonalna X i macierz diagonalna A z dodatnimi wspélczynnikami
A1,...,An na diagonali, takie ze A = XAX"; liczby A1, ..., A, sg wartosciami wiasnymi
macierzy A, a jej wektorami wlasnymi sa kolumny macierzy X. Macierz B jest rowna XMX', gdzie
M jest macierza diagonalna, z liczbami v/A7,..., /A, na diagonali.
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wystarczy wykonaé co najwyzej n krokéw minimalizacji wzdluz prostych
wzajemnie prostopadtych.

W metodzie CG przyjmujemy vy = ro = b — AXx, oraz
_V{Arkﬂ
vIAv,

Otrzymane w ten sposéb wektory v, majg kierunki sprzezone wzgledem

Vi1 = Tyt + SkVy, gdzie sy = , dla k > 0, takiego ze v # 0.

macierzy A i metoda znajduje rozwigzanie po co najwyzej n iteracjach.

Szkic dowodu: Zauwazamy, ze dla kazdego j < k 4 1 wektor v; jest kombinacja
liniowg wektoréw 1o, ..., 1;, a wektor 1; jest kombinacja liniowg wektoréw

Vo, ...,V;. Niech K; oznacza podprzestrzen przestrzeni R™ rozpiety przez te
wektory*. Przed obliczeniem wektora vy mamy wektory o, ..., T (oraz
Vo, ... V), a zatem sg okreslone przestrzenie Ko C -+ C Kyyq. Przyjmujemy
zalozenie indukcyjne, ze dla kazdego wektora u € K, gdzie 0 <1 < j <k, jest
uTAv; = u'r; = 0. Réwnowaznie, dla 0 < i < j < k sa spelnione réwnosci
vIAv; =r]Av; =v]rj=1lr;=0.

i

Wiemy, ze residuum w punkcie Xy, spelnia warunek v/ri; = 0. Mamy tez
T
VAT

.
=Ty IAv, = 0.
viAv, ¥

T T T
VAV = VA (T + siovd = VAT —

Niech i < k. Jedli u € Ky, to
U.T‘I'k_H = U.T(T'k — tkAVk) = U.TTk — tkUTAVk =0.

Poniewaz Vi1 = 71 + Sevi oraz tiAvy =1 — 1y € K1 C Ky, mamy réwniez

1
T T T T T
Vi AVi = Vi AT + sivi) = Vi ATy + s Vi Ave = — (1 — 1) ‘T = 0.
~—— t
-0
Z zalozenia indukcyjnego i wykazanych wyzej réwnosci wynika, ze

uTAvi = u'r, =0 dla kazdego wektora u € K.

Z przeprowadzonego wyzej rachunku wynika, ze wektory 1o, 11, ... s do siebie
nawzajem prostopadle. Ale cigg ortogonalny w R™ moze sktada¢ si¢ z co
najwyzej n niezerowych wektoréw, zatem residuum w punkcie x otrzymanym po
co najwyzej n iteracjach metody CG musi by¢ zerowe. O

Wyrazenie sy mozna przeksztalcié, aby zmniejszy¢ koszt jego obliczania:

T T T T T
s — VAT o 1 (T —Tip1) T . VAV T T T Tkt
L= — -

VAV, t viAv vire viAv vy

“Przestrzenie K; = lin{ro, ..., 15} =lin{v, ..., V;} sa nazywane przestrzeniami Krylowa.
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Teoretycznie (a dokladniej, na podstawie takiej teorii, ktéra nie przewiduje
bledéw zaokraglenl) obliczenia nalezy zakoriczyé po otrzymaniu 1 = 0.
W implementacji korzystajacej z arytmetyki zmiennopozycyjnej obliczenia sag
przerywane, gdy wektor vy lub 1y,; ma dostatecznie mala norme druga.
Metode CG realizuje nastepujacy podprogram:
r=b—Ax; /xr=r1y */
vV=r,; /¥ v=yvy */
c=1"r;
for ( k=0; k<n; k++ ) {
if ( vIv < 8% ) return;
zZ=Av;
t=c/(vlz); /* t=t, */
X=xX+1tv; /¥ X=X */
T=r—tz; /* T =T */
d=1"r;
if ( d < ¢e? ) return;
v=r+(d/c)v; /x v=v g */
c=d;
}

Tablica x poczatkowo zawiera wspoéirzedne wektora xo. Obliczone przyblizenie
rozwigzania jest koricowg zawartoscig tej tablicy; oprécz niej podprogram uzywa
jeszcze trzech tablic o dlugosci n. Mnozenie wektora przez macierz A moze by¢
realizowane przez podprogram podany jako parametr i bedacy ,czarng skrzynkg”
dla implementacji metody. Parametry 6 i ¢ okreslajg kryteria stopu.

Poprawianie uwarunkowania

Rozwazmy metode Richardsona. Jesli macierz A jest symetryczna i dodatnio
okre§lona, to jej wartosci wlasne sg rzeczywiste i dodatnie, zawarte w przedziale
[Amin, Amax]- Macierz By o najmniejszym promieniu spektralnym otrzymamy,
przyjmujac

2
Amin + Amax
Czesto mamy pewne informacje na temat wartosci wlasnych macierzy A, co

T = Topt =

umozliwia dobranie optymalnego lub prawie optymalnego parametru.
Przyjrzyjmy sie jednak szybkosci zbieznosci. Promieni spektralny macierzy
Br =1 — ToptA (ktéry dla macierzy symetrycznej jest réwny jej normie drugiej
indukowanej) jest réwny

ZAmin )\max - AmirA

Br) = 1 — ToptAmin = 1 — = .
p( R) E Pt }\max + }\min )\max + Amin
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Dla macierzy symetrycznej i dodatnio okreslonej (zalozyliémy, ze taka jest
macierz A) jest conds A = Apax/Amin- Korzystajac z tej formuly, otrzymujemy
_ cond, A —1

" cond; A+ 1°

Tak wiec, nawet jesli wybierzemy optymalnie parametr T, jesli macierz A ma

p(Br)

wielki wskaznik uwarunkowania, zbieznos¢ konstruowanego przez metode
Richardsona ciggu (Xy)xeny do rozwigzania jest bardzo wolna. Podobne
spostrzezenie dotyczy takze innych metod iteracyjnych. W szczegdlnosci dla
metody CG biad &, = X — ot ma oszacowanie (z macierza B = B', taka ze B2 = A)

Vcond, A — 1 K
Beol|2.

Beyl2 €2 ——————
Bellz (\/condzA +1

metoda Jacobiego:




Rysunek przedstawia eksperyment, w ktérym byly rozwigzywane dwa uklady
réwnan o tym samym rozwigzaniu, ktérych macierze symetryczne i dodatnio
okreslone maja wskazniki uwarunkowania odpowiednio 4 i 16. Pokazane sg ciagi
przyblizen rozwigzania wygenerowane przez opisane wczesniej metody (dla
metody Richardsona przyjety zostal optymalny parametr 1) i warstwice
wielomianu kwadratowego f rozwazanego w opisie metody CG, przechodzace przez
kolejne punkty xy.

Zbiezno$¢ metod iteracyjnych mozna przyspieszy¢, zastepujac ukiad dany
uktadem réwnowaznym, ktérego macierz ma mniejszy wskaznik uwarunkowania.

Cel ten mozna osiggnaé za pomoca macierzy C o nastepujacych wiasnosciach:
uklady réwnan z macierzg C sg tatwe do rozwiazania, i zachodzi nieréwnosé
cond(C7'A) < cond A; aby tak byto, macierz C musi w jaki§ sposéb przyblizaé
macierz A. Metode iteracyjna stosujemy do uktadu C'Ax = C~'b, przy czym
nigdy nie wyznaczamy macierzy C~'A; zamiast tego, majac obliczy¢ wektor

u = C'Av, obliczamy w = Av i rozwigzujemy uktad Cu = w.

Nawet jesli macierze A i C sa symetryczne, macierz C~'A na ogdl nie jest taka.
Niektore metody, na przykiad CG, wymagaja, aby macierz uktadu byta
symetryczna. Aby zachowad symetrie, wybieramy taka macierz C, aby uklady
réwnan z nig byty latwe do rozwiazania i aby byto cond(C'AC™T) < cond A.
Uklad dany zastepujemy ukladem réwnan

C'AC Ty =Cp, (*)

po rozwiazaniu ktérego mozna obliczy¢ x = C~"y; implementacje metody CG
mozna zmodyfikowaé tak, aby to ostatnie obliczenie bylo niepotrzebne — residua
ukladu (*) mozemy obliczaé na podstawie wzoru®

T = Cilb — CilAciTykﬂq = Ci] (b — AXk+]) =Tk — tkC71AVk.

Zastepowanie uktadu réwnan ukladem o macierzy lepiej uwarunkowanej ma
angielska nazwe preconditioning, a uzywana do tego macierz C to tzw.
preconditioner; terminy te nie majg powszechnie przyjetych polskich
odpowiednikéw. Metody znajdowania odpowiednich macierzy sg silnie zwigzane

5Jak zawsze, majac jawna reprezentacje macierzy C, nie mnozymy wektora przez C~', tylko
rozwigzujemy odpowiedni uklad réwnan. Dalsze przeksztalcenia prowadzg do otrzymania wzoréw,
w ktérych poprawianie uwarunkowania ukladu rozwiazywanego za pomocg metody CG jest
realizowane za pomoca (symetrycznej i dodatnio okreslonej) macierzy S = CC', ktéra powinna
przybliza¢ macierz A, ale by¢ od niej ,tatwiejsza”; w opartej na tych wzorach implementacji
metody CG macierz C nie jest potrzebna, natomiast w kolejnych iteracjach trzeba rozwigzywac
uktady réwnan z macierzg S.
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ze specyfikg zadania i daleko wykraczajg poza ten wyktad. Niemniej, warto

wiedzie¢, ze metody iteracyjne z poprawianiem uwarunkowania sg w zasadzie
jedynymi skutecznymi metodami rozwigzywania naprawde wielkich uktadéw
réwnarni liniowych (ktére w praktyce czesto sa naprawde Zle uwarunkowane).
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Zadania 1 problemy 9. Metodg Choleskiego rozt6z na czynniki tréjkatne macierz
42 0 2
. Znajdz wyrazenie opisujace wskaznik uwarunkowania zadania obliczania iloczynu 22 0 1
danej macierzy nieosobliwej A i wektora x. A= 00 4 —6
21 —6 12

. Udowodnij, ze jesli macierz kwadratowa nieosobliwa A jest iloczynem macierzy
kwadratowych B i C, to (dla wskaznikéw uwarunkowania okreslonych za pomocg

dowolnej normy indukowanej) zachodzi nieréwnos¢ cond A < cond B cond C. Korzystajac z tego rozkladu rozwiaz uklad réwnan Ax = b z wektorem prawej

L . strony b = [4,1,—6,13].
. Rozwigz uklady réwnan liniowych

BB Do )2

Oblicz wskaznik uwarunkowania macierzy pierwszego ukladu w normie pierwszej.
. Udowodnij, ze jesli macierz A n x n jest symetryczna i wspélczynnik aq; # 0, to
po wykonaniu pierwszego kroku eliminacji Gaussa blok n — 1 x n — 1 w prawym
dolnym rogu przeksztalconej macierzy jest symetryczny.
. Napisz procedury eliminacji Gaussa bez wyboru elementu gtéwnego dla macierzy
tréjdiagonalnej i cyklicznej tréjdiagonalne;.

. Macierz n x n

H d

A=
d’ ¢

ma blok H =1 —2ww7, gdzie w € R™' jest wektorem jednostkowym. Jaki
warunek muszg speinia¢ wektory w i d oraz liczba c, aby macierz A byta
nieosobliwa? Zaproponuj algorytm rozwigzywania uktadéw réwnan liniowych
z takg macierza, przy zalozeniu, ze dane sg wektory w i d, liczba c i wektor
prawej strony.

. Macierz o strukturze blokowej

A B
BT 0

)

jesli blok A jest symetryczny i dodatnio okreslony, a kolumny macierzy B sg
liniowo niezalezne, jest nieosobliwa. Zaproponuj korzystajacy z tych informacji
algorytm rozwigzywania uktadu réwnan liniowych z taka macierza.
Wskazéwka: Po obliczeniu macierzy C = A~'B, uzyj odbi¢ Householdera do
znalezienia macierzy ortogonalnej Q i tréjkatnej gérnej R, takich ze C = QR oraz
C'C =R'R.

. Zmodyfikuj procedure CG z wykladu tak, aby obliczenia byly wykonywane dla
uktadu z poprawionym uwarunkowaniem.
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Programy i projekty

1. Eliminacja Gaussa. Podane nizej procedury sg implementacjg metody eliminacji

Gaussa z czeSciowym wyborem elementu gtéwnego. Sg one tu zamieszczone po to,
by pokazaé, jak to wyglada. W praktyce znacznie lepiej jest uzywac bardzo dobrze
zaimplementowanych (w szczegdlnosci zoptymalizowanych ze wzgledu na
szybkos¢) 1 gruntownie przetestowanych procedur z biblioteki LAPACK (tak, jak
we wczesniej zrealizowanym eksperymencie z metodg Newtona dla uktadu réwnan
nieliniowych).

#define FLOAT float
#define IND(n,i,j) ((m)*(i)+(j))

char LUDecomp ( int n, FLOAT *a, int *permut )
{

int i, j, k;

FLOAT m, mmax;

/% rozklad metoda eliminacji Gaussa */
for ( j =0; j <mn-1; j++ ) {
/* wybor elementu glounego */
mmax = fabs(a[IND(n,j,j)1);
k= 3;
for (i = j+1; i < mn; i++ ) {
m = fabs(a[IND(n,i,j)]);
if (m > mmax ) { mmax = m; k = i; }
}
/% przestawiantie wierszy */
if ( (permut[j]l = k) !'= 3 )
for (i =0; i < n; i++ )
{m=alIND(n,j,i)]; alIND(n,j,i)] = al[IND(mn,k,i)];
al[IND(n,k,i)] = m; }
/* wlasciwa eliminacja Gaussa */
if ( a[IND(n,j,j)] == 0.0 )
return O;
for (i = j+1; i < mn; i++ ) {
m = a[IND(n,i,j)] = al[IND(n,i,j)]1/alIND(n,j,j)];
for ( k = j+1; k < n; k++ )
a[IND(n,i,k)] -= a[IND(n,j,k)]*m;
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}

return 1;
} /#LUDecomp*/

void LUSolve ( int n, FLOAT #*a, int *permut, FLOAT *b )
{

int i, j;

FLOAT m;

/* przestawianie wspolczynnikow prawej strony */
for (i =0; i < n-1; i++ )
if ( (j = permut[i]) !'= i)
{ m=0bl[il; blil = b[jl; b[j] = m; }
/* rozwiazywanie ukladu L*y = b */
for (i =1; i < n; i++ )
for ( j =05 j <i; j++)
b[i] -= a[IND(n,i,j)]1*b[j];
/* rozwiazywanie ukladu Uz
for (i =n-1; i >=0; i-- ) {
for ( j = i+1; j < mn; j++)
b[i] -= al[IND(m,i,j)I1*b[jl;
b[i]l /= alIND(n,i,i)];
}
} /*LUSolve*/

I

<
*

~N

Procedura LUDecomp dokonuje rozktadu macierzy PA na czynniki tréjkatne L i U,
in situ, tj. wpisujac wspoétczynniki macierzy L i U do tablicy, w ktérej poczatkowo
sg dane wspoélczynniki macierzy A. Reprezentacja macierzy P jest zapisywana

w tablicy permut.

Procedure LUSolve rozwigzuje uktady z macierzami tréjkatnymi, zastepujac
w tablicy b wektor prawej strony obliczonym rozwigzaniem.
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2. Numeryczne obliczanie wyznacznika. Wyznacznika macierzy kwadratowej,

zwlaszcza duzej, nie nalezy obliczaé w ogdle, chyba ze naprawde nie mozna tego
unikngé. Jesli naprawde nie mozna, to nalezy postuzy¢ sie rozktadem
tréjkatno-trojkatnym lub ortogonalno-tréjkatnym. Wyznacznik macierzy
tréjkatnej jest iloczynem jej wspélczynnikéw na diagonali. Wyznacznik macierzy
permutacji jest réwny +1, zaleznie od parzystosci liczby transpozycji, ktérych
ztozeniem jest ta permutacja. Wyznacznik macierzy ortogonalnej Q = H;...Hy,
bedacej iloczynem macierzy odbié, jest réwny 41, zaleznie od parzystosci liczby
odbi¢. Zamieszczone nizej procedury realizujg dwa algorytmy obliczania
wyznacznika: opartg na rozkladzie znalezionym za pomocg eliminacji Gaussa

(z wykorzystaniem procedury LUDecomp) i naiwng implementacje rozwiniecia
Laplace’a. Przeprowadz eksperymenty z tymi procedurami i poréwnaj wyniki oraz
czasy ich obliczania.

#define FLOAT float
#define IND(n,i,j) ((m)*(i)+(j))
char LUDecomp ( int n, FLOAT *a, int *permut );

FLOAT detLU ( int n, FLOAT *a, char *error )
{

int *permut, 1i;

FLOAT det;

char chs;

*error = 1;
permut = (int*)malloc ( n*sizeof(int) );
if ( permut ) {
if ( LUDecomp ( n, a, permut ) ) {
for ( det = a[IND(n,0,0)], i = 1; i < n; i++ )
det *= a[IND(n,i,i)];
for (chs =0, i = 0; i < n; i++ )
if ( permut[i] !'= 1)
chs = !chs;
if ( chs )
det = -det;
*xerror = 0;

else
det = 0.0;
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free ( permut );
return det;
}
else return 0.0;
} /*detLU*/

FLOAT r_detLaplace ( int n, FLOAT **a, char *error )
{
FLOAT **s, det, dd;

int 1i;

if (n==1) {
*error = 0;
return al0][0];

}
else {
s = (FLOAT**)malloc ( (n-1)*sizeof (FLOAT*) );
if (s ) {

for (i =1; i < nj; i++ )

s[i-11 = &a[il[1];
det = 0.0;
for (i =0; 1 <mn; i++ ) {

dd = r_detlaplace ( n-1, s, error );

(0]

if ( *error )
goto way_out;
if (i & 0x01 )
det -= a[i] [0]*dd;
else
det += al[i] [0]*dd;
if (i <n-1)
s[i] = &alil[1];
}
way_out:
free ( s );
return det;
}
else {
*error = 1;
return 0.0;

}
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}
} /#r_detlaplace*/

FLOAT detLaplace ( int n, FLOAT *a, char *error )
{
FLOAT **r, det;

int 1i;

r = (FLOAT**)malloc ( n*sizeof (FLOAT*) );
if (r) {
for (i =0; i < n; i++ ) /* UWAGA, trik! %/
r[i] = &al[n*i];
det = r_detLaplace ( n, r, error );
free (r );
return det;
¥

else {

O =

*error

return O.

}
} /*detLaplace*/

. Reprezentacje macierzy rzadkich

Jesli wiekszo§¢ wspolczynnikéw macierzy to zera, to nie nalezy zajmowaé nimi
pamieci operacyjnej. Jesli macierz ma jaka$§ wyrazng strukture, to mozna uzy¢é
specjalnie dobranej struktury danych do jej reprezentowania. W ogélnym
przypadku mozna stosowaé reprezentacje, w ktérej dla kazdego wspdlczynnika
niezerowego pamieta si¢ trzy liczby: indeksy wiersza i kolumny oraz
wspbiczynnik. Takie tréjki mogg byé w osobnych tablicach lub w jednej tablicy
struktur. Szczegblnie tatwe jest naapisanie procedury mnozenia wektora przez
macierz w takiej postaci.

Inna reprezentacja to format spakowanych wierszy (albo kolumn). W kazdym
wierszu znajdujemy pozycje niezerowych wspdlczynnikéw. Indeksy tych pozycji
(tj. kolumn) zapisujemy w tablicy, dla kolejnych wierszy jeden za drugim.

Do drugiej tablicy, indeksowanej numerem wiersza, wpisujemy indeks (do
plerwszej tablicy) pierwszego numeru kolumny dla danego wiersza. Liczba
niezerowych wspoélczynnikéw w wierszu jest réznicg kolejnych elementéw drugiej
tablicy.
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Podany nizej program zawiera implementacje trzech algorytméw rozwigzywania
uktadu réwnan liniowych metodg iteracji prostej. Macierz jest reprezentowana za
pomocg tablicy struktur, zawierajacych indeksy i wartoséci niezerowych
wspbéiczynnikéw. Tablica ta w zasadzie moze by¢ nieuporzadkowana, ale na
potrzeby implementacji metody Gaussa-Seidela jest sortowana w kolejnosci
rosnacych indekséw wierszy, a w wierszu w kolejnosci rosnacych indekséw kolumn.
Macierz ukladu réwnan w rozpatrywanym zastosowaniu (rozwigzywaniu réwnania
Poissona metoda réznic skoriczonych) jest symetryczna i diagonalnie dominujgca.

#include <stdlib.h>
#include <string.h>
#include <stdio.h>
#include <math.h>

#define FLOAT double

typedef struct {
int i, j;
FLOAT aij;
} spmelem;

/% mnozenie macierzy spakowanej przez wektor */
void MultSPMatV ( int n, int nnze, spmelem *mat, FLOAT *x, FLOAT *y )
{

int k;

memset ( y, O, n*sizeof (FLOAT) );
for ( k = 0; k < nnze; k++ )
y[mat[k].i] += mat[k].aij*x[mat[k].j];
} /*MultSPMatVx*/

FLOAT NormaResiduum ( int n, int nnze, spmelem *mat,
FLOAT *b, FLOAT *x )

FLOAT *y, res;
int 1i;

y = malloc ( n*sizeof (FLOAT) );
if ( ly)
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exit (1 ); /* 11! x/
MultSPMatV ( n, nnze, mat, x, y );
for (res = 0.0, i =0; i < mn; i++ ) {

y[i] -= bl[il;

res += y[il*y[il;
}
free (y );

res = sqrt ( res );
printf ( "%f\n", res );
return res;
} /*NormaResiduum*/

void Jacobi ( int n, int nnze, spmelem *mat,
FLOAT *b, FLOAT *x, FLOAT eps )

FLOAT *y, r0;
int k, i, j, iter;

y = malloc ( n*sizeof (FLOAT) );
if ( 'y )
return;
rO0 = NormaResiduum ( n, nnze, mat, b, x );
iter = 0;
do {
iter ++;
memcpy ( y, b, n*sizeof (FLOAT) );
for ( k = 0; k < nnze; k++ ) {

i = mat[k].i;
j = mat[k].j;
if (i!=3)
y[i] -= mat([k].aij*x[j];
}

for ( k = 0; k < nnze; k++ ) {
i = mat[k].i;
if (i == matlk].j )
x[i] = y[il/mat[k].aij;
}
} while ( NormaResiduum ( n, nnze, mat, b, x ) > eps*r0 );
free (y );
printf ( "wykonanych %d iteracji\n", iter );
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} /*Jacobix/

void GaussSeidel ( int n, int nnze, spmelem *mat,
FLOAT *b, FLOAT *x, FLOAT eps )

{
} /*GaussSeidel*/

void Richardson ( int n, int nnze, spmelem *mat, FLOAT tau,
FLOAT *b, FLOAT *x, FLOAT eps )

{
} /#*Richardson*/

void QuickSort ( int n, void *usrptr,
char (xless) (int,int,void*),
void (*swap) (int,int,void*) );

char my_less ( int i, int j, void *usrptr )
{

spmelem *a;

a = (spmelem*)usrptr;

if (alil.i < aljl.i)
return 1;

else if ( alil.i == aljl.i && alil.j < aljl.j )
return 1;

else
return O;

} /*my_less*/

void my_swap ( int i, int j, void *usrptr )

{
spmelem *a, b;
a = (spmelem*)usrptr;
b = alil; alil = aljl; aljl = b;

} /*my_swap*/

void SetupLapMat ( int M, int N, int *n, int *nnze,
spmelem **mat, FLOAT *hh )
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int _n, _nnze, i, j, k;
spmelem *_mat;
FLOAT hhi, hh2;

*n = _n = Nx*M;
*nnze = _nnze = 5*M*N - 2x(M+N) ;
*mat = _mat = malloc ( _nnze*sizeof(spmelem) );
if ( !_mat )
return;

memset ( _mat, O, _nnzex*sizeof(spmelem) );
/* okreslanie niezerowych elementow */
(FLOAT) (N+1) ; hh1l *= hhi;
(FLOAT) (M+1) ; hh2 *= hh2;
*hh = hh1%hh2;
/% na diagonali */
for ( k = 0; k < M#N; k++ ) {
_mat[k].i = _mat[k].j = k;
_mat[k].aij = 2.0%(hh1+hh2);
}

[=N=)
==y
N =
o

/* na kodiagonalach */
for (i =0; i < Nj; i++ )
for ((j =0; j <M-1; j++, k +=2) {
_mat[k].i = _mat[k+1].j = i*M+j+1;
_mat[k].j = _mat[k+1].i = i*M+j;
_mat [k].aij = _mat[k+1].aij = -hhi;
}
/* na diagonalach blokow kodiagonalnych */
for (i =0; 1 < N-1; i++ )
for (j =0; j<M; j++y, k += 2 ) {
_mat[k].i = _mat[k+1].j = i*M+j;
_mat[k].j = _mat[k+1].i = (i+1)*M+j;
_mat[k].aij = _mat[k+1].aij = -hh2;
}
/* sortuj */
QuickSort ( _nnze, _mat, my_less, my_swap );
} /*SetupLapMat*/

void Testl ( int M, int N )
{
#define EPS 1.0e-4
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int i, n, nnze;
spmelem *mat;
FLOAT hh, *x, *b;

SetupLapMat ( M, N, &n, &nnze, &mat, &hh );
if ( 'mat )

exit (1 );
x = malloc ( 2*n*sizeof (FLOAT) );
if ( 'x )

exit (1 );
b = &x[n];
for (i =0; i < n; i++ )

b[i] = hh;

/* teraz rozne metody iteracyjne rozwiazywania */

/* ukladow rouman liniowych */
/* startujemy od zera */
printf ( "Metoda Jacobiego:\n" );
memset ( x, O, n*sizeof (FLOAT) );
Jacobi ( n, nnze, mat, b, x, EPS );

printf ( "Metoda Gaussa-Seidela:\n" );
memset ( x, O, n*sizeof (FLOAT) );
GaussSeidel ( n, nnze, mat, b, x, EPS );

printf ( "Metoda Richardsona:\n" );
memset ( x, O, n*sizeof (FLOAT) );
Richardson ( n, nnze, mat, 0.01, b, x, EPS );

free ( mat );
free ( x );
#undef EPS
} /#Testi*/

int main ( void )

{
Testl ( 20, 20 );
exit ( 0 );

} /*main*/



5.1

Liniowe zadania najmniejszych kwadratow

Rozwazamy uklad réwnan liniowych Ax = b z macierza A € R™" i wektorem
b € R™ Uklad ten moze (cho¢ nie musi) by¢ sprzeczny. Liniowe zadanie

najmniejszych kwadratéw (LZNK) polega na znalezieniu wektora x*, takiego ze
norma druga wektora residuum, b — Ax*, jest najmniejsza. Je$li uktad jest
niesprzeczny, to rozwigzanie LZNK jest zwyklym rozwigzaniem tego uktadu.

LZNK ma rozwigzanie; jest nim taki wektor x*, ze wektor residuum jest
prostopadty (w sensie iloczynu skalarnego (u,v) = v'u) do przestrzeni liniowej
(podprzestrzeni R™) rozpietej przez kolumny ay,..., a, macierzy A. Dla dowodu
rozwazmy wektor y*, ktéry jest rzutem prostopadlym wektora b na te
podprzestrzen. Zatem istnieje wektor x*, taki ze y* = Ax* i wektor

b — y* = b — Ax* (czyli residuum) jest prostopadly do tej podprzestrzeni. Jesli
wezmiemy dowolny wektor x € R™ i obliczymy y = Ax, to wektor

Yy —y* = A(x — x*) jest prostopadly do wektora b — y*. Ale wtedy, na podstawie
twierdzenia Pitagorasa, mamy

b —Ax|3=[b—yl3=b—y" I3+ [y —yl3 > b —y*[I3 = b — Ax||3.

Dla y # y* powyzsza nieréwnoé¢ jest ostra. O

LZNK ma rozwigzanie jednoznaczne wtedy i tylko wtedy, gdy kolumny
macierzy A sg liniowo niezalezne (co jest mozliwe tylko dla m > n). Zadania

z takimi macierzami to tzw. regularne liniowe zadania najmniejszych kwadratéw
(RLZNK). Jesli macierz ma kolumny liniowo zalezne, to zadanie (nieregularne,
NLZNK) ma wiele rozwigzan, ich zbiér jest warstwa przestrzeni R™

o wymiarze n — r (gdzie r oznacza rzad macierzy A).

Tlustracje liniowych zadan najmniejszych kwadratéw mamy na rysunku.
Rysunek a) przedstawia zadanie regularne dla uktadu z macierzg 3 x 2. Kolumny
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macierzy A = [a;, a,] rozpinaja dwuwymiarowa podprzestrzeri przestrzeni R>, nie
zawierajgca wektora prawej strony b. Poniewaz kolumny te sg liniowo niezalezne,
rzut prostopadly y* wektora b na te podprzestrzen jest ich kombinacjg liniowg

o jednoznacznie okre§lonych wspétczynnikach — wspéirzednych wektora x*, ktéry
jest jedynym rozwigzaniem tego zadania.

Na rysunku b) jest pokazane zadanie nieregularne, z macierza 3 x 3 o liniowo
zaleznych kolumnach. Kolumny te rozpinajg przestrzei dwuwymiarowa, ktorej
elementem wektor b nie jest. Jego rzut prostopadly y* na te podprzestrzen jest
jednoznacznie okres§lony, ale mozna go wyrazi¢ jako kombinacje liniowg kolumn
ai, az, az na nieskonczenie wiele sposobéw i wiasnie tyle rozwigzan ma zadanie.

Regularne LZNK

Prostopadto$é¢ dowolnego wektora w R™ do podprzestrzeni jest rownowazna
prostopadtosci tego wektora do wszystkich elementéw dowolnej bazy tej
podprzestrzeni. Zatem, majac ukiad rownan Ax = b, mozemy pomnozy¢ skalarnie
residuum przez kolumny macierzy A i przyréwnac do zera:

(b—Ax,a;) =0, i=1,...,n.

Mozna to zapisa¢ w postaci macierzowej, po prostych przeksztatceniach
otrzymujac tzw. uklad réwnan normalnych:

ATAx = ATb.

Jesli kolumny as, ..., a, sg liniowo niezalezne, to ich zbiér jest bazg odpowiedniej
podprzestrzeni; wtedy macierz symetryczna M = ATA jest dodatnio okreslona
(skad wynika, ze nieosobliwa) i uktad ma jednoznaczne rozwigzanie — rozwigzanie
RLZNK (jesli kolumny sg liniowo zalezne, to uklad réwnan normalnych jest
niesprzeczny, ale ma nieskoriczenie wiele rozwigzan, ktérymi sg wszystkie
rozwigzania NLZNK).

Algorytm réwnan normalnych jest najprostsza i najtanszg metoda numeryczng
rozwigzywania RLZNK. Polega on na obliczeniu macierzy M = ATA i wektora
d = Ab, a nastepnie rozwigzaniu uktadu réwnain Mx = d. Poniewaz macierz M

jest symetryczna, obliczenie jej wspolczynnikéw moze byé wykonane kosztem
mn(n + 1)/2 dzialani (mnozen i dodawar zmiennopozycyjnych). Uklad réwnarn
z macierzg M moze by¢ rozwigzany metoda Choleskiego.

Wiekszg doktadno$¢ rozwigzania mozna osiggnaé, korzystajac z rozktadu
ortogonalno-tréjkatnego macierzy A. Dla ustalonej macierzy A € R™" istnieje
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macierz ortogonalna Q € R™™ i macierz R € R™", ktorej wspolczynniki ponizej
diagonali sg zerowe, przy czym jesli macierz A ma liniowo niezalezne kolumny, to
macierz R réwniez (zatem ma niezerowe wspoélczynniki diagonalne). Dla m > n
pierwsze n kolumn macierzy Q i wierszy macierzy R sg okre§lone jednoznacznie
z doktadnos$cig do zwrotéw.

Macierze Q i R podzielimy na bloki, odpowiednio

Q=1Q1,QJ, R—[R‘},

takie ze Q; € R™™ i Ry € R™™. Poniewaz blok R; jest zerowy, mamy A = QR;.
Podstawmy to do ukladu réwnan normalnych:

RIQTQiRix =R]Q/b.

Macierz QJQj jest macierza jednostkowa n x n, a poniewaz macierz R; jest
nieosobliwa, mamy uklad réwnowazny uktadowi réwnan normalnych:

R]X - QTbv

z nieosobliwg macierzg trojkatng goérng Rj.

Jesli dany uklad réwnan, Ax = b, dla ktérego stawiamy LZNK, pomnozymy
stronami przez QT, to mozemy w nim wyréznié¢ dwa poduktady:

R1X = Q-]rb»
0x = QTb.

Uklad dany jest niesprzeczny wtedy i tylko wtedy, gdy wektor QJb = 0. Co

wiecej, poniewaz pierwszy poduklad ma rozwigzanie jednoznaczne (jest nim

rozwigzanie LZNK), a macierz drugiego podukladu jest zerowa, dlugos¢ wektora
Tb jest najmniejsza osiggalng normga residuum, b — Ax.

Istnieje wiele metod rozkladania macierzy A na czynniki Q i R albo Q; i R;.
Jedng z nich jest zastosowanie odbi¢ Householdera. Za pomocg n odbi¢,
konstruowanych tak samo, jak w zastosowaniu do ukladu réwnan liniowych

z nieosobliwg macierzg n x n, macierz A przeksztalcamy na macierz R. Macierz
ortogonalng Q reprezentujemy za pomocg wektoréw normalnych hiperptaszczyzn
kolejnych odbi¢ (ktére mozemy przechowywaé w tablicy poczgtkowo zawierajgcej
wspolczynniki macierzy A); mamy

Q"=HHn...H;, Q=H;...HH,

gdzie H; = I — y;wv'. Macierzy Q nie wyznaczamy w postaci jawnej.

5.4

Algorytm rozwigzywania RLZNK za pomocg odbié¢ sktada sie z nastgpujacych
krokéw:

. Znadz rozktad macierzy A, tj. reprezentacje macierzy Q w postaci wektoréw odbié

i macierz R.

2. Oblicz wektor y = Qb = H,,...H;b.

. Wybierz pierwsze n wierszy macierzy R i wektora y, tj. macierz Ry = QA

i wektor y; = QJb, i rozwiagz uklad Rix = y;.

Rozkladu macierzy A na czynniki Q; i R; mozemy dokonaé za pomoca
ortonormalizacji Grama-Schmidta; sg ré6zne numeryczne implementacje tej
procedury. W tak zwanym algorytmie modyfikowanym (MGS), dajacym

(w implementacji uzywajacej arytmetyki zmiennopozycyjnej) doktadniejszy wynik

niz algorytm klasyczny z podrecznika algebry liniowej, konstruujemy macierze

AO=A .  AM=Q,. Jesli kolumny macierzy A*) oznaczymy agk), RN a(nk), to
obliczamy
for (k=1; k<n; k++ ) {
k=T _ (k-1
Tkk = ali : ai );
(k) _ 1 (k1)
a0 =54
for (i=k+T1; i<n; i++ ) {
T (k=1
fki=01(<] a§ ;
K k—1 Kk
0 = o) _r,af9;
}
}

()

Wynikiem obliczenia sg kolumny ¢; = a; = macierzy Q; i wspétczynniki 1; na

i powyzej diagonali macierzy R;.

Do rozwigzania RLZNK za pomocg ortonormalizacji stuzy nastepujacy algorytm:

. Za pomocg ortonormalizacji Grama-Schmidta znajdz macierze Q; i R;.
2. Oblicz wektor y; = QJb.

. Rozwiaz uklad réwnan R;x = y;.

Przyczyna, dla ktérej algorytmy korzystajace z rozktadu ortogonalno-tréjkatnego
dajg dokladniejsze wyniki niz algorytm réwnan normalnych jest taka, ze
wyjSciowe zadanie jest zwykle znacznie lepiej uwarunkowane niz uktad réwnan
normalnych. Dlatego btedy zaokraglen popelnione podczas obliczania macierzy M
i jej rozktadania na czynniki tréjkatne przenosza si¢ na wynik ze znacznie
wigkszym czynnikiem. Tymczasem uwarunkowanie uktadu réwnad Rix = Qb

(w normie drugiej) jest takie samo, jak uwarunkowanie zadania wyjsciowego.
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Dualne LZNK

Inny rodzaj liniowego zadania najmniejszych kwadratéw mozemy postawié, gdy
dany ukiad wspéirzednych, Ax = b, jest niesprzeczny i nieokreslony.
W dualnym liniowym zadaniu najmniejszych kwadratéw (DLZNK) celem jest

wybranie jednego elementu ze zbioru rozwigzan uktadu Ax = b. Nalezy wybraé
rozwigzanie x* najkrétsze (o najmniejszej normie drugiej), lub takie, aby dla
ustalonego wektora X € R™ wektor x* — % byl najkrétszy; pierwsza sytuacja jest
szczegblnym przypadkiem drugiej.

DLZNK ma rozwiazanie. Niech AT = [ay,..., a., tj. niech wektory

ai,...,an € R™ bedg transponowanymi wierszami macierzy A. Rozwigzaniem
DLZNK jest taki wektor x*, ze Ax* = b i réznica x* — X jest kombinacja liniowa
wektoréw as,...,a,. DowiedZmy tego. Zbiér rozwigzan réwnania liniowego
alx = b; jest warstwa réwnolegla do podprzestrzeni o wymiarze n — 1
prostopadtej do wektora a;. Zbiér rozwigzan catego uktadu réwnan Ax = b jest
przecieciem tych warstw, i jest to warstwa przestrzeni R™ réwnolegla do
podprzestrzeni, do ktérej nalezg wszystkie wektory prostopadie do wektorow
ai,...,an. Jesli zatem wektor x jest dowolnym rozwigzaniem uktadu Ax = b, to
wektor x — x* jest prostopadly do wektoréw aq,..., a,,, a wiec takze do ich
kombinacji liniowej x* — X, i z twierdzenia Pitagorasa mamy

e = RI13 =[x = x*[13 + [x* = R[5 > [lx" —&]3.

Jesli x # x*, to nieréwno$¢ jest ostra. O

AR
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Tlustracje DLZNK dla uktadu dwoch réwnan z trzema niewiadomymi mamy na
rysunku. Zbiér rozwigzan ukladu jest prosta prostopadtia do ptaszczyzny rozpietej
przez wektory aq, a,, tj. przecigciem dwoéch plaszczyzn prostopadtych do tych
wektorow. Wektor x* — R jest prostopadly do tej prostej.

5.6

Jesli wigc wektor x jest rozwigzaniem DLZNK, to wektor x — X musi by¢
kombinacjg liniowa transponowanych wierszy macierzy A, a zatem istnieje
wektor y € R™, taki ze ATy =x —R. Jedli te réwnosé pomnozymy przez
macierz A, to otrzymamy

AATY = Ax — AR.
Po podstawieniu Ax = b mamy stad uklad réwnan z niewiadomym wektorem y
AATYy =b — AR,

zwany dualnym uktadem réwnan normalnych. Macierz AAT jest symetryczna

i jesli wiersze macierzy A sa liniowo niezalezne, to jest dodatnio okre§lona. Aby
tak byto, musi by¢ n > m. Jesli wiersze macierzy A sg liniowo zalezne, to nie
mamy gwarancji, ze uktad réwnan Ax = b jest niesprzeczny, i mamy do czynienia
z zadaniem nieregularnym.

Algorytm dualnych réwnani normalnych polega na obliczaniu macierzy M = AAT
i wektora d = b — AR, a nastepnie rozwigzaniu uktadu My = d (do czego mozna
uzyé metody Choleskiego) i obliczeniu rozwigzania x = R + ATy. Jesli ma byé
znalezione rozwigzanie o najmniejszej normie drugiej, to X = 0; mozna wtedy
pomingé niektére obliczenia.

Wiekszg doktadno$é mozna uzyskac, korzystajac z rozktadu
trojkatno-ortogonalnego macierzy A. Istnieje macierz L € R™", ktéra ma zera za

wspoélczynnikiem diagonalnym w kazdym wierszu, i macierz ortogonalna Q € R™",
takie ze A = LQT; macierze te mozna otrzyma¢, stosujac do macierzy A’
(kolumnowo regularnej) te same algorytmy rozkladu ortogonalno-trojkatnego,
ktérych uzycie do rozwigzania RLZNK bylo opisane wcze$niej. Otrzymujemy
macierze L = [L1,L,] i Q =[Q1, Q2], w ktérych blok L; € R™™ jest nieosobliwg
macierza tréjkatng dolna, blok L, jest zerowy, i macierze L; i Qq sg dane
jednoznacznie z doktadnoscia do zwrotéw kolumn. Zachodzi réwnosé A = 1;Q7.

Po podstawieniu czynnikéw rozktadu do dualnego uktadu réwnan normalnych
mamy

LiQiQiLjy =b—LiQ{%,

a poniewaz QTQ; = I i macierz L, jest nieosobliwa, mamy uklad réwnowazny
Liy =L7'b - Qi%.

Rozwigzujac powyzszy uklad réwnan, mozna by obliczy¢ wektor y, a nastepnie

obliczyé x =R + ATy, ale poniewaz poza tym wektor y nie jest do niczego
potrzebny, lepszym rozwigzaniem po znalezieniu czynnikéw rozkladu macierzy A
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jest uzycie tylko tych czynnikéw. Oznaczajagc w = L?]b — QJ% i podstawiajac
Y= L?Tw, otrzymamy ATy = Q1L1TL1’TW = Qiw. Stad otrzymujemy algorytm
rozwigzywania DLZNK:

. Za pomocgy ortonormalizacji Grama-Schmidta znajdz macierze tr6jkatng dolng L,
i kolumnowo-ortogonalng Q1, takie ze A = [1Q7.

. Rozwiaz uklad réwnan liniowych L1z = b i oblicz wektor w = z — QJX.
. Oblicz x =%+ Qw.

Powyzszy algorytm mozna zrealizowaé réwniez za pomocg odbié¢ Householdera,
bez jawnego wyznaczania macierzy Q. Inny algorytm rozwigzywania DLZNK
korzystajacy z odbi¢ mozemy otrzymaé w taki sposéb: Niech s = Q'x i § = Q'R.
Podstawiajac nowe wyrazenie do uktadu LQ"x = b, otrzymujemy uklad réwnan
Ls = b, ktéry mozemy przedstawié¢ w postaci Lys7 + L,8, = b. Poniewaz blok L,
jest zerowy, wektor s; musi by¢ rozwigzaniem ukladu réwnan L;s; = b, za$
wektor s; trzeba zatem wybraé tak, aby wektor x — X = Q(s — §) mial najmniejsza
norme drugg. Ale jest ona réwna normie drugiej wektora s — §. Zatem, jesli
wektor § podzielimy (w tym samym miejscu co s) na bloki §; = QJR i §, = QI%,
to aby zminimalizowaé norme drugg wektora s — §, musimy przyjaé s, = $;.
Mamy stad taki algorytm:

. Znajdz macierz tréjkatng dolng L i wektory odbié reprezentujace macierz Q, takie
7e A = LQ". Wybierz blok L; macierzy L.
. Oblicz § = Q'&, stosujac odpowiednie odbicia.

. Rozwigz uktad L1s; = b i zt6z wektor s z blokéw s; 155 = §5.

4. Oblicz x = Qs, stosujac odpowiednie odbicia.

Nieregularne LZNK

Jesli rzad r macierzy A jest mniejszy zaréwno od liczby kolumn n, jak i od liczby
wierszy m, to liniowe zadanie najmniejszych kwadratéw dla ukladu Ax = b jest
nieregularne. Zbidr rozwigzan takiego zadania jest nieskorniczony; jest on warstwa
n — r-wymiarowg (przestrzeni R™), ktérej elementami sa takie wektory x, ze
wektor y* = Ax jest rzutem prostopadlym wektora b na podprzestrzen rozpieta
przez kolumny macierzy A (tj. residuum, b — y*, jest wektorem prostopadiym do
tej podprzestrzeni). Dokladnie jeden element tej warstwy ma najmniejsza norme
druga; co wigcej, dla dowolnego wektora ® € R™ istnieje doktadnie jeden

element x* tej warstwy, taki ze norma druga réznicy x* — X jest najmniejsza.
Rozwigzanie NLZNK zwykle polega na znalezieniu tego wektora x*. Rozumowanie
podobne do przeprowadzonego wczesniej dla DLZNK uzasadnia stwierdzenie, ze
wektor x* — R jest kombinacjg liniowg transponowanych wierszy macierzy A.
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NLZNK sg trudne do numerycznego rozwigzania. Jest tak dlatego, ze rozwigzanie
zadania zalezy od danych w sposéb paskudnie nieciggly. NLZNK jest szczegélnie
trudne, jesli nie znamy rzedu macierzy A i dopiero mamy go na podstawie
obliczenl numerycznych ustalié.

Najodporniejsze numeryczne algorytmy rozwigzywania NLZNK korzystaja
z rozkladu wzgledem wartodci szczegdlnych (ang. singular value decomposition,

SVD) macierzy A. Dowodzi sig, ze dla dowolnej macierzy A € R™" istniejg
macierze ortogonalne U € R™™ i V € R™" oraz macierz diagonalna X € R™",
takie ze A = UZVT. Wspétczynniki diagonalne macierzy Z, oy,..., o1, gdzie

1 = min{m, n}, nazywajg si¢ warto§ciami szczegdlnymi macierzy A i sg nieujemne.

Rozklad w og6lnosci nie jest jednoznaczny, ale same wartosci szczegdlne i liczby
ich wystapieni (krotnosci) sa okreslone przez macierz A jednoznacznie. Zwykle
rozktadu dokonuje si¢ w taki sposéb, aby wartosci szczegdlne byty uporzadkowane
nierosngco na diagonali macierzy £: 01 > 02> - > 0, > 0pp 1 =--- =07 =0.
Liczba niezerowych wartosci szczegblnych jest rzedem macierzy A.

Wyznaczanie rozktadu SVD wigze si¢ z rozwigzywaniem algebraicznego
zagadnienia wlasnego i dla macierzy o wiecej niz czterech wierszach i kolumnach
moze by¢ dokonane tylko jakas metoda iteracyjng. Opis algorytmu Goluba, ktéry

dokonuje rozkladu (otrzymujac reprezentacje macierzy U i V w postaci ciggu
wektoréw odbi¢ Householdera i tzw. obrotéw Givensa), pominiemy (kto bedzie
potrzebowal, ten go znajdzie). Natomiast przyjrzyjmy si¢ zastosowaniu tego
rozktadu do rozwigzania zadania.

NLZNK dla uktadu réwnann Ax = b i wektora & mozna zastgpi¢ zadaniem
réwnowaznym dla ukladu réwnan Iy = d, gdzie d = U"b, i wektora {j = V'R
(po rozwigzaniu tego zadania mozemy obliczy¢ x = Vy). Zalézmy dla
uproszczenia, ze X = 0, czyli § = 0. Wtedy rozwigzaniem NLZNK dla ukladu
Xy = d jest wektor o wspélrzednych

o di/(j'i, dlaigr,
YT o dlai>r.

Mamy stad wyjasnienie trudnodci zadania: niewielkie zaburzenie macierzy A moze
spowodowaé pewne niegroZne zmiany macierzy U i V, oraz zaburzenie macierzy X:
jesli dowolna zerowa warto$¢ szczegdlna zmieni si¢ na niezerows, (czyli skutkiem
zaburzenia bedzie zwigkszenie rzedu macierzy A) i d; # 0, to trzeba bedzie przyjac
y; = di/0, zamiast zera, dla pewnego 1 > r. Tak wiec, im mniej zaburzymy
macierz A (w sposob zmieniajacy 0;), tym wieksza bedzie zmiana wyniku.
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Jesli znamy rzad r macierzy A, to po znalezieniu rozktadu SVD mozemy zamienié
na zera obliczone numerycznie wartosci szczegélne o; dla i > r — obliczone
wartodci niezerowe sg skutkiem bledéw zaokraglen i aproksymacji popetnionych
podczas rozkladania. Jesli rzedu nie znamy, to mozemy przyjaé pewien prog
(zalezny od oszacowania bledéw) i zamieni¢ na zera znalezione wartosci szczegélne
mniejsze od tego progu; to postepowanie nazywa si¢ regularyzacig dyskretna.

Inne podejscie to tzw. regularyzacija ciggla — do wszystkich wartosci
szczegbélnych dodajemy pewng liczbe s > 0, otrzymujac zadanie z macierza
pelnego rzedu, tj. RLZNK, jesli m > n, uklad réwnan z macierza kwadratowa
nieosobliwg, jesli n = m, albo DLZNK, jesli m < n. Wybér metody regularyzacji
zalezy od zastosowania.

5.10

Zadania i1 problemy
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Jaki bedzie skutek uzycia arytmetyki pojedynczej precyzji do rozwigzania LZNK
dla uktadu Ax = b za pomoca algorytmu réwnan normalnych, jesli [e| < 1074?

. Tabela zawiera wyniki pomiaréw (z bledami) wartosci pewnej funkcji:

Przy zalozeniu, ze funkcja ma postaé f(x) = ap + a;(x? —4), znajdz liczby ao i a;

najlepiej pasujace do wynikéw tych pomiaréw. Postaw i rozwigz w tym celu
LZNK, uzywajac algorytmu réwnan normalnych oraz odbi¢ Householdera.

. Pseudoodwrotno$é macierzy A € R™™ jest to macierz A" € R™™, taka ze macierz

AAT jest macierza rzutu ortogonalnego przestrzeni R™ na podprzestrzen rozpieta
przez kolumny macierzy A, zas macierz ATA jest macierzg rzutu ortogonalnego na
podprzestrzen rozpieta przez wiersze macierzy A.

Udowodnij, ze

a) jesli macierz A jest kwadratowa nieosobliwa, to At = A1,

b) jesli macierz A jest kolumnowo regularna, to AT = (ATA) AT,

c) jesli macierz A jest wierszowo regularna, to A* = AT(AAT)~.

Zbadaj zwigzek pseudoodwrotnodci z liniowymi zadaniami najmniejszych
kwadratow.

Wskazéwka: znajdz wzory opisujace rozwigzania odpowiednich ukladéw réwnan
normalnych.

4. LZNK z wiezami. Dany uklad réwnan liniowych jest podzielony na dwa

poduktady, z macierzami B € R™" i C € R*" (takimi, ze k <n < m + k):
Bx =d,
Cx =e,
przy czym macierz A = [ &] jest kolumnowo regularna, a macierz C jest wierszowo

regularna. Zadanie polega na znalezieniu wektora x*, takiego ze Cx* = e oraz
norma druga wektora residuum pierwszego poduktadu jest najmniejsza.
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Algorytm zamiany zmiennych: Znajdujemy rozktad macierzy C na czynniki L

i QT, odpowiednio tréjkatny dolny i ortogonalny. Dokonujemy zamiany
zmiennych, wprowadzajac nowy wektor niewiadomy, y = Q"x. Macierz L dzielimy
na bloki, L = [L;, L], z ktérych pierwszy jest nieosobliwg macierzg trojkatng
dolng, a drugi jest macierzg zerowa. Macierz Q dzielimy na bloki Q7 i Q,. W ten
spos6b drugi podukiad zastepujemy uktadem réwnowaznym L,y; = e, z ktbrego
wyznaczymy Yy;. Po zamianie zmiennych w pierwszym poduktadzie otrzymujemy
uktad réwnan liniowych

BQy=d, czyli BQiy;+BQuy,=4d, czyli BQyy,=d—-BQy;.

w ogdblnosci sprzeczny. Dla tego uktadu rozwigzujemy regularne liniowe zadanie
najmniejszych kwadratéw, po czym na podstawie otrzymanych wektoréw y; i yz
mozemy obliczy¢ x = Qy.

Algorytm z mnoznikami Lagrange’a: Jesli macierz B jest kolumnowo regularna, to

symetryczna macierz M = B'B jest dodatnio okreslona. Wtedy kwadrat normy
drugiej residuum pierwszego podukiadu jest wielomianem drugiego stopnia
wspbélirzednych wektora x, ktéry w kazdej warstwie przestrzeni R™ ma
jednoznacznie okre§lone minimum:

f(x) = ||d —Bx||3 =x"Mx — 2x"B"d + d"d.

Aby znalezé minimum funkcji f w zbiorze rozwigzan drugiego poduktadu,
wystarczy rozwigzaé uklad réwnan

M

Po rozwigzaniu tego ukladu blok y odrzucamy; jego wspdirzedne sg tzw.
mnoznikami Lagrange’a dla postawionego tu zadania minimalizacji z wigzami.

Podany wyzej blokowy uklad réwnari mozemy rozwigza¢ w podobny sposéb, jak
uktad w zadaniu 7 na s. 4.21, ale zamiast obliczenia macierzy M i zastosowania do
niej metody Choleskiego, lepiej jest dokonaé rozkladu ortogonalno-tréjkatnego
macierzy B.

Opracuyj szczegdly obu algorytméw (w szczegdlnosci okresl wymiary i sposoby
reprezentowania wszystkich macierzy otrzymanych w obliczeniach).

Uzasadnij stwierdzenie, ze macierz BQ, przetwarzana w pierwszym algorytmie
jest kolumnowo-regularna.

Udowodnij, ze drugi algorytm daje rozwigzanie zadania.

. Opisz, jak zrealizowaé pierwszy podany na wykladzie algorytm rozwigzywania
DLZNK korzystajacy z rozkiadu trojkatno-ortogonalnego, za pomoca odbié
Householdera (bez jawnego wyznaczania macierzy Q1).
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6. Metoda Newtona z pseudoodwrotnoscig stuzy do numerycznego rozwigzywania

ukladéw réwnai nieliniowych, w ktérych liczba réwnan, m, jest mniejsza niz
liczba niewiadomych, n. Uktad réwnan liniowych ] 6 = —fy jest rozwigzywany
jako DLZNK, w celu wyznaczenia najkrétszego spelniajgcego ten ukiad wektora 8,
po czym przyjmuje sie Xy = X, + 8. W ten sposob, jesli funkcja f speinia
odpowiednie warunki, powstaje ciag (X )ren zbiezny do pewnego rozwigzania «
(z nieskoniczonego zbioru rozwigzan), polozonego w poblizu punktu startowego xo.

Wykonaj dwa kroki metody Newtona z pseudoodwrotnoscig dla uktadu réwnan

x24+y?—22=3
x+y+z=1

przyjmujac xo = [0,0,0]". W rachunkach ,recznych” ukladaj i rozwiagzuj dualny
uklad réwnan normalnych.

. Sprawd?, ze w metodzie sprzezonych gradientéw obliczenie

T = T — tAvg

jest krokiem ortogonalizacji Grama-Schmidta w sensie iloczynu skalarnego
{(u,v) = vTu, za$ konstrukcja

Vi1 = Tt + SkV

jest krokiem ortogonalizacji Grama-Schmidta w sensie iloczynu skalarnego
(u,v)A =vTAu.
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Projekt

Napisz procedure rozwigzywania LZNK z wiezami (zad. 4 na s. 5.10-11),
realizujaca jedna (dowolng) z metod rozwazanych w zadaniu. Wbuduj te
procedure w program umozliwiajgcy przeczytanie danych z pliku. Wskazane jest
maksymalne wykorzystanie w implementacji algorytmu procedur z pakietu
LAPACK (ten projekt jest ¢wiczeniem z umiejgtnosci opracowania implementacji
na podstawie dokumentacji pakietu). Mozesz skorzystaé ze stron pod adresami

http://www.netlib.org/lapack/
http://www.netlib.org.lapack/lug

i ze stron manuala. Nazwy procedur piszemy matymi literami, np. man dgesv,
tylko litery, choé w programie w C nazwy te majg dodane na koicu podkre§lenie,
np. dgesv_, za§ w Fortranie pisze si¢ je wielkimi literami (bez podkreslenia).
Procedury, ktére moga si¢ przydaé¢ w tym projekcie, to m.in. dgetrf, dgetrs,
dgelqf, dgeqrf, dgels, dtbtrs, a takze procedury BLAS: daxpy, ddot, dgemm,
dgemv, dspmv, dsymm, dtrmm, dtrmv, dtrsm, dtrsv.
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Algebraiczne zagadnienie wtasne
Niech A € R™". Jesli wektor x # O spelnia réwnanie Ax = Ax dla pewnej liczby A,
to moéwimy, ze jest to wektor wlasny macierzy A, za$ liczba A jest to

warto$¢ wiasna tej macierzy; pare (x,A) nazywamy parg wlasng macierzy A.

Algebraiczne zagadnienie wiasne polega na znalezieniu, dla danej macierzy A, jej

(wszystkich, kilku lub jednej) wartosci wtasnych albo par witasnych. Algebraiczne
zagadnienia wlasne wystepuja w réznych zastosowaniach, np. w mechanice, maja
tez zwigzek z innymi zadaniami numerycznej algebry liniowej, np.

rozwigzywaniem ukladéw réwnan lub liniowych zadan najmniejszych kwadratow.

Réwnanie Ax = Ax mozna przepisa¢ w postaci (A — Al)x = 0. Z tej postaci
natychmiast wynika, ze para (x,A), w ktérej wektor x # 0, moze spelniaé to
réwnanie (czyli jest parg wiasna) wtedy i tylko wtedy, gdy macierz A — Al jest
osobliwa. To oznacza, ze jej wyznacznik jest zerowy. Wyrazenie det(A — AI) jest
wielomianem stopnia n zmiennej A. Na podstawie zasadniczego twierdzenia
algebry (Gauss, 1799 r.), réwnanie charakterystyczne det(A — AI) = 0 ma
rozwigzanie, ktére jest liczbg rzeczywista albo zespolong. Tak wiec kazda macierz

ma jaka§ warto§é wlasng. Zbiér (w ogélnosci zespolonych) wartosci wlasnych
dowolnej macierzy A nazywa si¢ widmem tej macierzy; oznaczamy je symbolem
spect A.

Dla ustalonego A uktad réwnan (A — Al)x = O jest jednorodny; jesli zatem A € R
jest wartoscig wlasng macierzy A, to zbiér rozwigzan jest podprzestrzenia liniowa
przestrzeni R™. Jest to tzw. podprzestrzen wlasna macierzy A przynalezna

do wartosci wlasnej A. Wymiar tej podprzestrzeni jest nazywany krotno$cig

geometryczng wartosci wiasnej A. Z kolei, wielomian charakterystyczny mozna
przedstawi¢ w postaci

det(A —AI) = (A; —A) ..o (An—A).

Liczby Aq,...,An to wartosci wlasne, ktére moga sie powtarzac. Liczba wystgpien
wartosci wlasnej A; w tym rozkladzie jest zwana jej krotnoécig algebraiczng.

Krotno$¢ algebraiczna dowolnej wartosci wtasnej jest wieksza lub réwna krotnosci
geometrycznej tej wartosci wtasne;j.

O macierzach A i B, dla ktérych istnieje nieosobliwa macierz C, taka ze

B = C 'AC méwimy, %e to s3 macierze podobne. Podobiefistwo macierzy jest
oczywiscie relacjg rownowaznosci. Mozna udowodnié, ze jesli macierze sg
podobne, to majg identyczne wartosci wtasne, o identycznych krotnosciach
algebraicznych i geometrycznych.

6.2

Wektory wlasne przynalezne do réznych wartosci wiasnych dowolnej danej
macierzy sg liniowo niezalezne. Jeéli krotno$¢ algebraiczna kazdej wartosci wlasnej
macierzy A jest réwna krotnosci geometrycznej, to suma baz wszystkich
podprzestrzeni wlasnych sklada si¢ z n niezaleznych liniowo wektoréw wiasnych
macierzy A. Ustawmy te wektory w macierz X = [xq,...,X,]; macierz ta jest
nieosobliwa. Wtedy

AX = [AX1,...,Axd] = [A1X1, ..., AnXxn] = XA,

gdzie macierz A jest diagonalna; jej wspélczynniki diagonalne sg wartosciami
wilasnymi macierzy A. Mozemy napisa¢ réwnosci

XTAX=A 1 XAXT=A.

Taka macierz A jest zatem podobna do macierzy diagonalnej, méwimy tez, ze jest
diagonalizowalna. Macierz nie jest diagonalizowalna, jesli co najmniej jedna jej
warto$§¢ wlasna ma krotnosé algebraiczng rézng (wickszg) od geometrycznej.

Przyklady: Macierz

Sl Sl ]

jest diagonalizowalna. Macierz
[3 4
4 3

tez jest diagonalizowalna, ale jej wartosci wiasne sg liczbami zespolonymi,

A = (3,—4), A\ = (3,4), zatem wektory wlasne — kolumny odpowiedniej
macierzy X — majg co najmniej jedng wspoirzedng zespolong. Natomiast macierz

11
01
nie jest diagonalizowalna; krotno$¢ algebraiczna wartosci wiasnej 1 jest réwna 2,
a krotno$¢ geometryczna jest réwna 1.
Niech w(x) = ax* + - - - + a;x + a, bedzie dowolnym wielomianem. Mozemy uzy¢
macierzy A jako argumentu, tj. napisaé

w(A) = A+ -+ 1A + aol.

Latwo jest sprawdzi¢, ze jesli liczba A jest wartoScig wiasng macierzy A, to
liczba w(A) jest wartoscig wlasng macierzy w(A). To samo stwierdzenie dotyczy
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funkcji wymiernych, tj. ilorazéw wielomianéw. Dzielenie licznika przez mianownik
(podczas obliczania skalarnej wartodci funkcji dla danego x) zastepujemy przez
mnozenie macierzy — licznika — przez odwrotnos$¢ macierzy — mianownika.

Jesli macierz A € R™" jest symetryczna, to jest diagonalizowalna, co wiecej, j€j
wszystkie wartosci wtasne sg liczbami rzeczywistymi i istnieje baza ortonormalna
przestrzeni R™ zlozona z wektoréw wiasnych tej macierzy. Zatem, istnieje macierz
ortogonalna X, taka ze X 'AX = XTAX = A jest macierza diagonalng. W wielu
zastosowaniach pojawia si¢ potrzeba rozwigzania algebraicznego zagadnienia
wlasnego z macierza symetryczng — jest to przypadek prostszy do numerycznego
rozwigzywania niz przypadek ogdélny i gtéwnie na nim sie dalej skupimy.

Kilka uwag na temat uwarunkowania zadania: jesli macierz A jest

diagonalizowalna, to na podstawie twierdzenia Bauera-Fikego mamy nastepujace
oszacowanie: niech A oznacza zaburzenie macierzy A. Niech p oznacza (dowolng)
warto§¢ wlasng macierzy A + 0A i niech A; oznacza wartos¢ wtasng macierzy A,
taka ze réznica p — A; ma najmniejszg warto§¢ bezwzgledna. Zachodzi nieréwnosé

Il — Ay < cond X - ||6A]|,

gdzie X oznacza macierz, ktérej kolumny sg wektorami wiasnymi macierzy A
(norma indukowana moze tu by¢ dowolna). Je§li macierz A jest symetryczna, to
istnieje odpowiednia macierz ortogonalna X, i wtedy cond, X = 1. Dla macierzy
diagonalizowalnej niesymetrycznej zadna macierz X zbudowana z wektoréw
wtasnych nie jest ortogonalna i dlatego cond; X > 1. Jesli macierz A nie jest
diagonalizowalna, to zmiany warto$ci wtasnych zalezg od powodujacych je
zaburzen macierzy A w sposéb ciagly, ale nie lipschitzowski. Numeryczne
obliczanie warto$ci wlasnych takich macierzy jest ktopotliwe.

Jesli macierze A i A + A sa symetryczne i symbolami A i p oznaczymy wektory
zbudowane odpowiednio z tak samo (np. malejgco) uporzadkowanych wartosci
wtasnych tych macierzy, to na podstawie twierdzenia Wielandta-Hoffmana
zachodzi nieré6wnosé

l[w = Allz < [[3A[[r.

Zadanie wyznaczania wektora A jest zatem bardzo dobrze uwarunkowane, choé
jesli pewne wartos$ci wlasne majg bardzo male wartosci bezwzgledne, to ich
zaburzenia wzgledne spowodowane dodaniem matego zaburzenia 6A mogg by¢
duze.

Uwarunkowanie zadania wyznaczania wektoréw wilasnych zalezy od odlegltosci
miedzy wartoSciami wlasnymi, i jest tym gorsze, im mniej odpowiednie wartosci
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wlasne si¢ réznig. Zauwazmy, ze jesli pewna warto§é wtasna ma krotnosé
geometryczng k > 1, to istnieje nieskoniczenie wiele baz odpowiedniej
podprzestrzeni wlasnej, zlozonych z wektoréw jednostkowych. Macierz zaburzona
moze mieé zamiast tej wartosci wlasnej k réznych wartosci wiasnych
(jednokrotnych) i dlatego w tym przypadku rozwigzanie zalezy od zaburzenia

w sposéb nieciagly (jest to mozliwe nawet, jesli macierz A jest symetryczna).

Uwaga: Nie jest dobrym pomystem obliczanie wspélczynnikéw wielomianu
charakterystycznego det(A — Al), np. w bazie potegowej, a nastepnie znajdowanie
jego miejsc zerowych. Nawet jedli zadanie wyjSciowe jest dobrze uwarunkowane,
zadanie znalezienia miejsc zerowych wielomianu na podstawie jego
wspoéiczynnikéw jest zwykle bardzo Zle uwarunkowane.

Metoda potegowa

Przypusémy, ze jedna z wartosci wtasnych macierzy A dominuje, tj. jej wartosé¢
bezwzgledna jest wigksza niz wartosci bezwzgledne wszystkich pozostalych
wartosci wlasnych, i przypusémy, ze mamy wyznaczy¢ pare wilasng z wlasnie tg
wartos$cig wlasng. Zalozymy, ze dominujgca warto$¢ wlasna jest liczbg rzeczywista
(mozemy, jesli macierz A jest symetryczna) i chwilowo przyjmiemy, ze jej krotnosé
jest rowna 1. Niech bedzie to warto$¢ wtasna A;.

Wybieramy niezerowy wektor x(©) € R™, a nastepnie dla k > 0 okre§lamy wektory
xM, wzorem x® = Ax*V (czyli xW = A*x(9)). Jesli macierz A jest
diagonalizowalna, to istniejg liczby cy,...,c,, takie ze

n
x9 = Z CiXi,
i=1

gdzie x; to wektory wlasne macierzy A. Wtedy mamy

k

n n
As
X(k) = Z ci)\lfxi = }\11< Z Ci <)\71> Xi.
i=1 i=1 !

Jesli |A{| < |Aq], to dla k — oo ciag liczb (A;/A;)* dazy do zera. To oznacza, ze
jesli ¢y # 0, to ciag kierunkéw wektoréw x(*) dazy do kierunku wektora
wlasnego x;, przynaleznego do dominujacej wartosci wtasnej. Po wykonaniu
dostatecznie wielu iteracji mozemy w ten sposéb znalezé wektor bliski wektora
wlasnego x;.

Podane rozumowanie jest podstawag metody potegowej rozwigzywania

algebraicznego zagadnienia wlasnego, a dokladniej wyznaczania pary wtasnej
(x1,A1) z dominujaca wartoscig wiasng. Jesli krotno§¢ geometryczna tej wartosci
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wlasnej jest wigksza niz 1, to kierunki otrzymanego ciggu wektoréw zbiegajg do
kierunku pewnego wektora wtasnego zwigzanego z dominujacg wartoscig wtasng.
Opisane postepowanie jest jednak niepraktyczne, poniewaz jesli [A;| # 1, to
dtugoéci wektoréw x¥) maleja do zera lub rosna nieograniczenie. Dlatego nalezy
stosowaé normalizacije, tj. dzieli¢ kolejne otrzymane wektory przez ich diugosci —
pamietamy, ze istotne sg tylko kierunki tych wektoréw. Mamy stad algorytm:

. Przyjmij z(® £ 0,
.Dlak=1,2,... obliczaj

w_ 1

(k) — (k=1) (
Yy =Az z
’ ||y |l2

Jesli pewien wektor z jest wektorem wlasnym macierzy A, to speinia réwnanie
Az = Az. Mozemy je potraktowaé jak uktad n réwnan z jedng niewiadomg, ktérg
jest warto§¢ wlasna A; macierz tego uktadu jest kolumnowa, jest nig wektor z. Dla
takiego uktadu stawiamy RLZNK. Uklad réwnan normalnych ma postaé

2'zA = 2TAz,
aby go rozwigzal, obliczamy tzw. iloraz Rayleigha

zZTAz
zTz °

Jesli wektor z nie jest wektorem wlasnym, to oczywiscie uktad Az = Az jest
sprzeczny, ale jesli wektor z jest przyblizeniem wektora wlasnego x;, to iloraz
Rayleigha jest przyblizeniem wartosci wlasnej A;. Ale jesli Hz||2 =1, to mianownik
ilorazu Raylelgha jest réwny 1. Zatem, po obliczeniu wektora z(* obhczamy liczbe
pr_1 = zMTy 1 Podczas gdy ciag wektoréow jednostkowych z(* zbiega do
wektora wlasnego, ciag liczb py zbiega do dominujacej wartosci wiasnej A;.

Jesli macierz A jest symetryczna, A; jest drugg co do wartosci bezwzglednej
wartoscig wlasng, i symbolem t, oznaczymy tangens najmniejszego kata miedzy
wektorem z( i wektorem x; nalezacym do podprzestrzeni wtasnej przynaleznej
do wartosci wlasnej A, to mozna udowodnié, ze

A, |2k
<22ty oras oMl < 2JAlI2 = O[22

‘7\ A

Szybkosé zbieznosci zalezy wiec od tego, ,,jak bardzo dominuje” wartosé
wtasna A;. Zbieznoé¢ nie ma miejsca, jesli dwie wartosci wlasne dominuja, tj.
A2 = —A;. W takim przypadku ,prosta” metoda potegowa nie wystarczy do
rozwigzania zadania.
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Jesli liczba ¢ dla przyjetego wektora z(©) jest zerem, to teoretycznie ciag (z)yen
zbiega do wektora wlasnego zwigzanego z ktéra§ z pozostatych wartosci wlasnych.
Ale w obliczeniach numerycznych wystepujg bledy zaokraglen, ktérych skutki

w tym przypadku mogq byé dobroczynne: zaburzenie spowodowane
zaokragleniem zwykle doprowadza do pojawienia sie odpowiedniej sktadowej

o kierunku wektora wlasnego zwigzanego z wartoscig wiasng A;, po czym kolejne
iteracje ,wzmacniajg” te sktadows, jednoczesnie ,wygaszajac” pozostate.

Odwrotna metoda potegowa

Jesli liczba A jest wartoscig wiasng macierzy A, to dla dowolnego a ¢ spect A
liczba 1/(A — a) jest wartoicia wlasng macierzy (A — al)~'. Zauwazmy, ze jesli
liczba a jest najblizej wartosci wiasnej A; macierzy A (tj. A\ — al < [A\; — a| dla
kazdego j # i), to wartoéé wtasna 1/(A; — a) macierzy (A — al)~' dominuje;

co wigcej, im lepsze przyblizenie a wartosci wlasnej A; wybierzemy, tym szybsza
jest zbieznoéé metody potegowej zastosowanej do macierzy (A — al)™’

Otrzymana na podstawie powyzszego spostrzezenia odwrotna metoda potegowa,

zwana tez metodg Wielandta, umozliwia obliczenie dowolnej wartosci wiasnej

macierzy A (a nie tylko dominujacej), a poza tym umozliwia otrzymanie szybkiej
zbieznosci. Algorytm jest taki:

. Oblicz macierz B = A — al i rozt6z ja (np. na czynniki tréjkatne, za pomoca

eliminacji Gaussa).

2. Przyjmij z(® #£ 0,
.Dlak=1,2,... obliczaj

y® =Bz rozwiazujac uklad réwnan By =z,

b _ | Yy
Hy ||2

Ciag wektorow (z®)cn dazy do wektora wtasnego macierzy B!, ktéry jest takze
wektorem wtasnym macierzy A. Na podstawie ilorazu Rayleigha py = z(®Tyk=T)

mozna obliczyé przyblizenie A\; =~ 1/py + a.

Jesli macierz A jest pelna, to koszt jej roztozenia w kroku pierwszym jest

rzedu n3, za$ koszt rozwiazywania uktadu réwnan w kazdej iteracii jest rzedu n?,
czyli taki sam jak koszt jednej iteracji zwyklej metody potegowej. Koszt jednej
iteracji mozna zmniejszy¢, dokonujac wstepnego przeksztalcenia macierzy, co
bedzie opisane dalej.
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Przyblizenie wartosci wlasnej otrzymane na podstawie ilorazu Rayleigha po
wykonaniu pewnej liczby iteracji umozliwia (znaczne) przyspieszenie zbieznosci,
kosztem ponownego rozkladania na czynniki macierzy A — a’l. Macierz ta jest zle
uwarunkowana (tym gorzej, im lepszym przyblizeniem warto$ci wlasnej

macierzy A jest liczba a’), ale poniewaz prawa strona rozwigzywanego uktadu
réwnan jest przyblizeniem wektora wlasnego przynaleznego do dominujacej
wartosci wlasnej macierzy (A — a’l)~7, okazuje sie, ze skutki bledéw zaokraglen
nie sg grozne dla doktadnos$ci obliczen.

Sprowadzanie macierzy symetrycznej do postaci tréjdiagonalne]

Wprawdzie (dla macierzy n x n, gdzie n > 4) na ogét nie mozna w skoriczenie
wielu krokach skonstruowaé macierzy X, takiej ze macierz A = X" 'AX jest
diagonalna, ale dla macierzy symetrycznej mozna skonstruowaé macierz
ortogonalna U, taka ze macierz T = U~ 'AU jest tréjdiagonalna. Koszt tego
obliczenia jest (dla macierzy petnej) rzedu n3, ale mozna je wykonaé jednorazowo,
a nastepnie rozwigzaé¢ zagadnienie wlasne dla macierzy T; ma ona te same
wartosci wlasne, co macierz A, jesli za§ wektor y jest wektorem wiasnym
macierzy T, to wektor x = Uy jest wektorem wlasnym macierzy A. Zaréwno koszt
obliczania iloczynu y® = Tz(* jak i koszt rozwigzywania uktadu réwnarn
(T—al)y™ =z, jest rzedu n. Wstepne przeksztalcenie macierzy do postaci
trojdiagonalnej jest tez wstepnym krokiem wielu innych algorytméw
rozwigzywania algebraicznego zagadnienia wlasnego.

Opiszemy algorytm Ortegi-Householdera. Otrzymana w nim macierz U jest
iloczynem macierzy n — 2 odbi¢ Householdera; jak zwykle, nie wyznaczamy jej

w postaci jawnej, tylko zapamietujemy odpowiedni cigg wektoréw normalnych
hiperptlaszczyzn odbi¢. Obliczenie polega na skonstruowaniu ciggu macierzy
symetrycznych, A® = A A0 . A2 =T Wspétczynniki macierzy A
spelniaja warunek agq = a;.'f’ =0dlaj < korazi>j+ 1. Ponadto, jeslii < k

lubj <k, to alf) = aff "

Idea przeksztalcenia jest przedstawiona na schemacie:

e o o o o e o o o o e O

e o o o o o o o o o e O O O ©

e o o o o — O o o o — O o o o

e o o o o o o o o o o o o

e o o o o o o o o o o o o
— — —

A0 H1A(0) H1A(O)H1 =AM
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o o o o °o o
e o o o o e o o o o e o O

e o o o — o o o o — e 0 o O

o o o o o o o o o o

o o o o o o o o o o

A HZA(U HZA(UHZ — A2

W podanych wyzej schematach symbol ,,e” oznacza oryginalny lub niezmieniony
wspbiczynnik macierzy, za$ ,,0” oznacza wspdiczynnik, ktéry wskutek odbicia
ulegt zmianie. Puste miejsca oznaczajg (wytworzone lub zachowane) zera.

Pierwsza wspoélrzedna wektora v;, okreslajacego odbicie reprezentowane przez
macierz H; =1 —yww]T, jest réwna 0. Dla takiego odbicia macierze A© i H;A(©)
maja taki sam pierwszy wiersz. Odbicie konstruujemy w taki sposéb, aby

w pierwszej kolumnie macierzy HiA© w wierszach 3,...,n otrzymaé zera.
Mnozenie przez macierz odbicia z prawej strony zachowuje pierwszg kolumne
macierzy H;A©), w tym jej zerowe wspétczynniki. Wykonane przeksztalcenie
A©® - A jest podobienistwem macierzy, poniewaz macierz H; jest symetryczna
i ortogonalna. Ponadto przeksztalcenie to zachowuje symetrie, a zatem

w pierwszym wierszu macierzy A", w kolumnach 3,...,n tez mamy zera.

Wektor v, ma dwie pierwsze wspolrzedne réwne zero, czego konsekwencja jest
zachowanie pierwszego wiersza i pierwszej kolumny macierzy Al

Teraz implementacja. W k-tym kroku mamy obliczyé macierz

AM = HAM T H, = (I -y AR (1 = yiviewy)

=AM —yy v AR oy ADy T g 2y T ARy T
Oznaczmy w = v A* Dy, Wtedy
AW = Ay wT — vl 4y (viviw)v).
Niech p = W — vi(Viw)yy /2. Mozemy sprawdzié, ze
AW = AFTD — (vpT+pvy).

Wtasnie tego wzoru uzywamy w obliczeniach. Zauwazmy, ze wektory w i p
obliczone w k-tym kroku majg k — 1 poczatkowych wspéirzednych réwnych 0.
Dzigki symetrii mozna oblicza¢ tylko wspoétczynniki na i pod (albo na i nad)
diagonala, dla zmniejszenia kosztu.
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Algorytm QR

Niech A bedzie nieosobliwg macierzg symetryczng i niech Z_; bedzie dowolng
macierzg nieosobliwg n x n. Kolumny macierzy Yy = AZy_1, zgodnie ze
spostrzezeniami, na ktérych opiera si¢ metoda potegowa, maja ,kierunki blizsze”
kierunku wektora wtasnego x;, przynaleznego do dominujgcej wartosci wtasnej,
Aq. Ale gdyby$my uklad wektoréw ygk), . ,yﬂf), tj. kolumn macierzy Y} poddali
ortonormalizacji Grama-Schmidta, to otrzymaliby§my ukilad wektoréw

ng)’ e ,zﬂ‘), z ktérych kazdy ma ,kierunek blizszy” kierunku wektora
przynaleznego do kolejnej wartodci wiasnej (zakladamy, ze wartodci wiasne sg
ponumerowane w taki sposéb, ze [M ] > [As| = - -+ = |Ay). Jest tak dlatego, bo
ortonormalizacja ,likwiduje” sktadowe wektora ygk) w kierunkach wektoréw

zgk), ..,2™ ktére sg przyblizeniami wektoréw wiasnych x4,...,%;_; macierzy A.

y~i—1
Stad wynika przypuszczenie, ze dla kazdego i € {1,...,n} ciag wektoréw (zik])keN
dazy do wektora wtasnego x; przynaleznego do wartosci wiasnej A;.

Macierz Zy = [z(]k), . ,zﬂd] jest ortogonalna, a ponadto istnieje macierz tréjkatna

gérna Ry, taka ze Yy = ZyRy. Przyjmijmy Z, = [ i oznaczmy

def

A E ZIAZ,

(czyli w szczegblnodci Ay = A, ponadto wszystkie macierze Ay sg podobne do A
i symetryczne). Wtedy

Ax = ZI Y1 = Z{ Zyes1 Ryt

Niech Quy1 = Z]Zyy1. Stad Zy11 = ZxQy.1, @ przez indukcje mamy stad
Zy=2720Q1...Qx=Q1...Qx

Na tej podstawie
Ar=Qp...QIAQs ... Qx = QiAL1Qi = RiQx.

Podany wyzej rachunek jest podstawg dla nastepujacego algorytmu:

1. Prayjmij Ao = A,
2.Dlak=1,2,...

znajdz macierze ortogonalng Qy i tréjkatng gérng Ry,
takie ze Ak,] = QkRk1
oblicz Ak = Rka.
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Jesli cigg macierzy (Zy)xen zbiega do macierzy X, ktérej kolumny sg wektorami
wlasnymi macierzy A, to cigg macierzy (Ay)wen zZbiega do macierzy diagonalnej A,
ktérej znalezienie jest rownoznaczne z obliczeniem wszystkich wartosci wiasnych.
Zbiezno$¢ moze jednak nie mieé miejsca. Aby jg po pierwsze osiggnaé, a po drugie
sprawié¢, by byla jak najszybsza, w kolejnych iteracjach dobiera sig parametr ay
(tzw. przesuniecie) i znajduje czynniki rozktadu macierzy Ay — ail = QkRy,

a nastenie oblicza si¢ macierz Ay = RyQy + axl. Dla dowolnego ay otrzymana

w ten sposéb macierz Ay tez jest podobna do Ay ;. Istniejg rézne sposoby
dobierania przesuniecia; jego warto§¢ powinna przybliza¢ jedng z wartosci
wlasnych macierzy A. Najprostszy (i skuteczny) wyboér to ay = aﬁ‘{”, bardziej
wyrafinowane sposoby pominiemy.

Okazuje sie, ze jesli macierz Ay_1 jest tréjdiagonalna, to macierz Ay tez jest.
Dlatego pierwszym etapem obliczenn powinno by¢ przeksztalcenie macierzy do
postaci tréjdiagonalnej (przy uzyciu algorytmu Ortegi-Householdera), co kosztuje
O(n?) operacji. Przeksztalcenia w kolejnych iteracjach zachowuja te postac.
Rozktadanie macierzy Ay _; — axl na czynniki Qy i Ry moze by¢ wykonane
dowolng metoda, niekoniecznie przez ortonormalizacje Grama-Schmidta. Zwykle
rozktadu macierzy dokonuje sie za pomocg tzw. obrotéw Givensa. Koszt jednej
iteracji dla macierzy tréjdiagonalnej jest rzedu n.

Wspblczynniki diagonalne kolejnych macierzy Ay daza do wartosci wiasnych, zas
wspolczynniki kodiagonalne (tj. sasiadujace z diagonala) daza do zera. Jesli
wartos$¢ bezwzgledna pewnego wspoéiczynnika na kodiagonali jest dostatecznie
matla, tj. na poziomie bledéw zaokragleri, to wspélczynnik ten zastepuje sie zerem,
ale wtedy powstaje macierz blokowo-diagonalna z tréjdiagonalnymi blokami:

o o e o
e o o e o o
L] o e o
—
o o e o
e o o e o o
o o o o

i obliczenia mozna kontynuowaé dla tych blokéw niezaleznie, dobierajac
niezaleznie przesuniecia. Przej$cie od zadania postawionego dla catej macierzy do
zadan w mniejszych blokach nazywa si¢ deflacig. Algorytm QR ze wstepnym
przeksztalceniem do postaci tréjdiagonalnej, przesunieciami i rekurencyjng
deflacjg jest najefektywniejszym znanym algorytmem znajdowania wszystkich
wartosci wiasnych macierzy symetryczne;.
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Zadania i1 problemy

. Niech A = [a;5)i; € C™™. Kotem Gerszgorina nazywa si¢ zbiér liczb zespolonych z
spelniajacych nieréwnosé |z — ayi < Z#i lag].

Twierdzenie Gerszgorina: Kazda wartosé wtasna macierzy A lezy w pewnym

kole Greszgorina.

Wskazéwka do dowodu: Wybierz wektor wiasny x, spelniajacy warunek ||x||, =1,
i zbadaj kolo Gerszgorina o §rodku ay;, takie ze |xi| = 1.

Whioski: 1. Poniewaz macierz AT ma to samo widmo co A, wartoici wtasne lezg
w przecieciu sumy két Gerszgorina obu tych macierzy.
2. Macierz diagonalnie dominujgca jest nieosobliwa.

. Zbadaj, jak zmieni sie widmo macierzy dwudiagonalnej n x n

po zastgpieniu wspétczynnika a,.; = 0 przez ¢ # 0.

. Udowodnij, ze jesli wartosci wiasne Ai, A; macierzy A = AT € R™" s3 rézne, to
przynalezne do nich wektory wtasne sg prostopadie.

. Niech p(A) oznacza promien spektralny macierzy A, tj. najwiekszg wartosé
bezwzgledng wartosci wlasnej tej macierzy. Udowodnij, ze norma druga
indukowana macierzy A wyraza si¢ wzorem

[Allz=v/p(ATA).

Jesli macierz A jest symetryczna, to jest tez ||A|2 = p(a). Korzystajac z tego
wzoru i podanych wiadomosci o zagadnieniu wlasnym, wykaz, ze dla macierzy
symetrycznej cond; A = [Amaxl/Aminl (Amax I Amin to odpowiednio wartosci wiasne
o najwickszej i najmniejszej wartosci bezwzglednej).

. Udowodnij, ze jesli macierz T, symetryczna i tréjdiagonalna, ma wspoétczynniki
kodiagonalne (tj. sasiadujace z diagonalnymi) niezerowe, to kazda jej wartosé
wtasna ma krotnos¢ 1.

. Niech ¢,s € Ric?+ s?=1. Dla i j macierz Gjj, ktéra ma wspéiczynniki
gii = 0j; = €, 0ji = —gij = S, a pozostale wspotczynniki takie, jak macierz
jednostkowa, jest macierza obrotu w plaszczyznie lin{e;, e;}; istnieje liczba ¢, taka
ze ¢ = cos ¢ oraz s = sin$ — jest to kat obrotu. Macierz Gj; jest ortogonalna.
Iloczyn GyA macierzy obrotu i dowolnej macierzy A ma takie same wiersze co A,
poza i-tym i j-tym. Iloczyn AGj; ma takie same kolumny poza i-ta i j-ta.
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Niech A € R™" bedzie macierzg dang i niech B = GjA. Kat obrotu mozna dobra¢
tak, aby wspoétczynnik by; macierzy B byl réwny 0; tak skonstruowane
przeksztalcenie nazywa si¢ obrotem Givensa.
Przypusémy, ze ay; # 0; w przeciwnym razie wystarczy wzia¢ ¢ =0, tj. Gy =1L
Jesli ay; # 0, to przyjmujemy ¢ = arctg ai;/a;;, skad mamy

e %Ay

Va +af’ vVag + a3

Nie ma zatem potrzeby obliczania wartosci funkcji trygonometrycznych ani
cyklometrycznych, jest tylko pierwiastek kwadratowy. Obrét mozemy
reprezentowac za pomoca jednej liczby &, okreslonej wedtug algorytmu Stewarta:

if (a5 > fagl ) {
ﬁ ( a,-]-;éO ) { d:aij/a,-]-; T:V1+d2; E,:d/T; }

else £ =0;

}

else {
if (ay#0) { d=gaj/ay; r=V1+d% E=r/d; }
else £=1;

}

Dokonujac rozkladu macierzy na czynniki ortogonalny i tréjkatny, mozna liczbe &
zapamigtaé na miejscu wspélczynnika ai;. Na podstawie & mozemy obliczyé c i s:
if (<) {e=vV1-8% s=—&; %}

else if (|&==1) { c=0; s=1; }

else { c=1/&; s=—v1—c%; }

. Udowodnij, ze jeSli macierz T jest symetryczna i tréjdiagonalna i T = QR, gdzie Q

jest macierza ortogonalna, a R tréjkatna goérna, to macierz RQ = QTTQ tez jest
symetryczna i tréjdiagonalna.

Wskazdéwka. Przedstaw macierz Q w postaci iloczynu G12Gy3 - ... Gn_1n macierzy
obrotéw Givensa i sprawd, ze iloczyn RQ ma pod dolng kodiagonalg zerowe
wspolczynniki. Nastepnie powolaj sie na symetrie.
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Interpolacja wielomianowa
Zadania interpolacyjne Lagrange’a i Hermite’a
Niech xo, ..., Xn beda danymi liczbami, z ktérych kazde dwie sg rézne i niech
Yo, - - - ,Yn bedg liczbami dowolnymi. Zadanie interpolacyjne Lagrange’a polega na

skonstruowaniu wielomianu h(x) stopnia co najwyzej n, takiego ze h(x;) = y; dla
i=0,...,n.

Wymaganie, aby liczby x;, zwane wezlami interpolacyjnymi, byly parami rézne,

jest oczywiste; nie mozna zadawaé¢ dwodch réznych wartosci funkcji w tym samym
punkcie. Ale mozemy dopuscié, aby wezly powtarzaly sie, jesli dla kazdego
dodatkowego ,egzemplarza” wezta okreslimy inny warunek interpolacyjny. Jesli
warunek ten polega na podaniu wartosci pochodnej kolejnego rzedu, to mamy
ogblniejsze zadanie interpolacyjne Hermite'a: dla kazdego wezta okre§lamy jego

krotno§é — jest to liczba jego wystapien w danym ciggu weztéw. Dla wezla x;
o krotnosci r > 1 zadajemy wartos¢ funkcji, h(x;), pochodnej, h'(x;),
i pochodnych do rzedu r — 1 wiacznie.

Zadanie interpolacyjne Hermite’a i jego przypadek szczegblny — zadanie
interpolacyjne Lagrange’a — ma jednoznaczne rozwigzanie. Jesli poszukiwany
wielomian przedstawimy jako kombinacje liniowg elementéw dowolnej bazy
przestrzeni R[x], (przestrzeni wielomianéw stopnia co najwyzej n), to mozemy
warunki interpolacyjne zapisa¢ w postaci uktadu réwnan liniowych,

z niewiadomymi wspélczynnikami w wybranej bazie. Wymiar przestrzeni, czyli
liczba niewiadomych, jest réwny n + 1, tj. taki sam jak liczba réwnar.
Przypusémy, ze warunki interpolacyjne sg jednorodne, tj. wszystkie zadane
wartosci funkcji i pochodnych sg réwne 0. Wtedy rozwigzaniem uktadu jest
wektor zerowy, ktéry reprezentuje wielomian zerowy. Gdyby istnial niezerowy
wielomian h(x) stopnia co najwyzej n speilniajacy te same warunki interpolacyjne,
to musialby by¢ podzielny przez wielomian pn1(x) = (x —%¢) - ... (x —xn), ale to
oznacza, ze stopienl wielomianu h musiatby by¢ co najmniej n + 1.
Jednoznaczno$é rozwigzania uktadu réwnan opisujacego jednorodne warunki
interpolacyjne oznacza, ze macierz tego uktadu jest nieosobliwa, a wigc dla
dowolnej prawej strony (tj. dowolnych zadanych wartosci funkcji i pochodnych)
zadanie ma jednoznaczne rozwigzanie.

Rozwigzanie zadania interpolacyjnego Lagrange’a mozna przedstawié wzorem

n . X —X;5
) =) wix), gdae @x) = []
i=0 ' :
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ale wzor ten nie jest praktyczny w obliczeniach numerycznych (nalezy go raczej
traktowaé jako dowdd istnienia rozwigzania zadania, czasem przydaje sie tez
w rachunkach symbolicznych i w rozwazaniach teoretycznych).

Bazy Newtona

Niech xo,...,Xxn bedg liczbami danymi. Mozemy okre§li¢ wielomiany

pn(x) = (x —xo) - ...+ (x = xn1),
Prp1(x) = (x —%0) - ... - (X = Xn_1) (X = Xn).
Zbiér wielomianéw {py,...,px} jest bazg przestrzeni R[x]y, ktorej elementami sg

wszystkie wielomiany stopnia co najwyzej k. Ta tzw. baza Newtona jest
wygodniejsza od bazy potegowej w zastosowaniu do zadan interpolacji
wielomianowej®. W szczegblnosci, majac wspélczynniki by,...,b, wielomianu
stopnia co najwyzej n, mozemy obliczy¢ wartosé¢ wielomianu w(x) = Y I, bipi(x)
za pomocg odpowiednio uogblnionego schematu Hornera:

w=bn;
for (i=n—-1; 1>0; i-- )
w = wk(x —xq) + by;

Aby rozwigzaé zadanie interpolacyjne Lagrange’a, mozemy dla wybranej

bazy {fo,...,fn) przestrzeni R[x],, utworzy¢ macierz A € R™ "™ taka ze jej
wspoétczynnik ay; = fi(x;) (numerujemy tu wiersze i kolumny od 0 do n).
Rozwigzanie zadania sprowadza si¢ do rozwigzania uktadu réwnan z tg macierza.
Dla bazy potegowej mamy uklad réwnari z macierzg peing

T % ... x¢ ap Yo
1T x ... x} ag Yi

. = b
1T xn ... X% an Yn

ktérego rozwigzaniem jest wektor wspélczynnikéw wielomianu h(x) =Y apxX,
za$ dla bazy Newtona okres§lonej za pomocg weztéw interpolacyjnych mamy uktad

6Baza potegowa jest szczegélnym przypadkiem bazy Newtona, dla xg = -+ = xj_1 = 0.
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z macierzg tréjkatng dolna:

1 0 0 bo Yo
1 pilxq) - : by | | w
T : :

T pi(xn) ... Pnlxn) bn Yn

Mozemy obliczyé wspélczynniki tej macierzy i rozwigzaé uklad kosztem tylko
©(n?) operacji (dalej poznamy inny algorytm obliczania wspélczynnikéw
wielomianu interpolacyjnego w bazie Newtona). W razie potrzeby, mozemy
nastepnie kosztem ©(n?) operacji przejé¢ do bazy potegowej, ale jesli nie jest to
konieczne, to nie warto tego robié.

Réznice dzielone

Niech f oznacza pewng funkcje A C R — R. Dla ustalonych liczb x; € A (wezlow
interpolacyjnych) okreslamy réznice dzielone rzedu 0:

def

fixid = f(xi).

Zakladajac, ze wezly sg jednokrotne (czyli parami rézne), mozemy nastgpnie
okresli¢ dla k > 0O réznice dzielone rzedu k wzorem

fIxe, .. X def iy - ooy Xipro1] = flxi, - - ,Xi+k]. (*)
Xi— Xi+k

Roéznice dzielong mozna postrzega¢ na dwa sposoby:

. Dla ustalonych wezléw x, ..., X4k jest to kombinacja liniowa wartosci funkcji f
w tych wezlach, a zatem jest to funkcjonatl liniowy w przestrzeni funkcji
o ustalonej dziedzinie A, do ktérej naleza te wezty,

. Dla ustalonej funkcji f jest to funkcja k + 1 zmiennych. Latwo jest dowies¢, ze jest
to funkcja symetryczna, tj. dowolne przestawienie jej argumentéw (weztéw) nie
zmienia jej wartosci.

Jak wiemy, jesli wyrazenie limy, o f[x,x + h] ma okreslong (i skoriczong) warto§¢,
to jest to pochodna funkcji f w punkcie x. Mozemy zatem rozszerzyé definicje
réznicy dzielonej na przypadek, gdy pewne (lub nawet wszystkie) wezly majg
krotnosci wigksze niz 1, wykorzystujac przejscie do granicy. Okazuje si¢ (co
uzasadnimy pézniej), ze jesli funkcja f jest klasy C¥, to réznica dzielona, widziana
jako funkcja, ktorej argumentami sg wezty, jest ciggla i zachodzi réwnosc

) £ (%,
lim f[X,'l, N 1Xi+k] = ( l) .
Xit1yeeey Xi+k X k!

7.4

Na tej podstawie mozemy zdefiniowaé réznice dzielong rzedu k w przypadku, gdy
Xi ="'+ = Xitk, WZOrem

o
o,

e f(k)(xi)
g, ..., xg]
I Kl
k+1

) (**)

natomiast w przypadku, gdy pewne wezly majg krotnodé wieksza niz 1, ale nie
wszystkie wezty sa jednakowe, mozemy (dzigki symetrii) uporzadkowa¢ je tak, aby
bylto x;i # Xitk, 1 uzy¢ wzoru (*).

W przypadku ogdlnym réznica dzielona rzedu k, f[xi, ..., xi;x], jest kombinacjg
liniowg wartosci funkcji f i jej pochodnych w weztach, przy czym jesli pewien
wezel ma krotnosé r, to kombinacja obejmuje pochodne funkcji f w tym wezle do
rzedu v — 1.

Algorytm réznic dzielonych

Przypusémy, ze wezty xo, ..., X, sa parami rézne. Obliczmy réznice dzielong
wielomianu py(x) nalezacego do bazy Newtona okreslonej dla tych wezléw:

_ (x —%0) oo (x = xx1) — (X0 —X0) ... - (X0 — Xx—1) o
prlx, xol = =
X —Xo
(x —%x7) ..o (x —%X1).

Otrzymali§my wielomian stopnia k — 1. Obliczajac réznice dzielone coraz
wyzszych rzedéw, dostaniemy wielomiany coraz nizszych stopni:

prlx, x0, x1] = (x —%x2) - ... (X — X1,
pk[XvXOy e »kaﬂ = (X - Xk71)»
prlx, xo, oy X2, X1l = 1.

Po ostatnim kroku mozemy oczywiscie podstawi¢ x = xy, co nie zmieni wartosci
otrzymanego wielomianu stopnia 0. Réznice dzielone rzedéw wyzszych niz k sg
réwne 0. Biorgc pod uwageg zbiér miejsc zerowych wielomianu py, mamy

0 dlai#£k,

Pk[Xo‘-n‘Xi]:{ 1 dlai=k

Podany wyzej rachunek ,przechodzi” tez na przypadek wezldéw powtarzajacych sie
— wystarczy uzy¢ indukcji i w kroku indukcyjnym dokonaé odpowiedniego
przejscia do granicy.
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Niech h(x) bedzie rozwigzaniem zadania interpolacyjnego Lagrange’a dla weztéw
X0, - - -, Xn. Wielomian h mozemy przedstawi¢ jako kombinacje liniowg elementéw
bazy Newtona: h(x) = Y} | bypw(x). Z tego, ze dla ustalonych wezléw réznice
dzielone sg funkcjonalami liniowymi, i z przeprowadzonego wyzej rachunku
wynika, ze zachodzg réwnosci

n
h[Xo, AN ,XJ = Z bkpk[X(), e ,Xi] = bi.
k=0
Znamy warto§ci wielomianu h w weztach interpolacyjnych, sg nimi liczby
Yo, - .-, Yn, @ zatem mozemy obliczy¢ wspodiczynniki by,..., b, wielomianu h
w bazie Newtona. Wygodnie jest przedstawi¢ ich obliczenie za pomocg schematu

Xo [ Yo =Dbo
x1 |y — hilxo,x1] = by

N N

x2 |y2 — hlxi,xal = hlxe,x1,%2] =b;

Xn | Yn — hlxn_1,%xn] — hlxn_2,Xn_1,%nl ... = hlxo,...,Xn] = by

Podprogram realizujacy to obliczenie zastepuje w tablicy y dane wartosci funkcji
przez wspodiczynniki by, ..., by:
for (j=1T;j<mn; j++)
for (i=n; i>j; i--)
ylil = (YAl —yli — 1)/ (=[] —x[L —il);

Aby rozwigzaé zadanie interpolacyjne Hermite’a, nalezy zmodyfikowaé ten
algorytm. Istotne jest uporzadkowanie danych; wymagamy, aby w tablicy x
wszystkie ,egzemplarze” wezta krotnego wystepowaly obok siebie. W tablicy y
zadang warto$§¢ funkcji podajemy w miejscu odpowiadajacym pierwszemu
wystapieniu odpowiedniego wezta, a na kolejnych miejscach podajemy wartosci
kolejnych pochodnych. Algorytm mozna zrealizowaé¢ w taki sposob:

k[0] =0;
for (i=1; i< n; i++)
kil =x[i] == x[i—1] 2 ki—1]+1 : 0;

for (j=1;j<n; j++ )
for (i=m; i>2j; i--)
if ( k[i] == 0)
ylil = (YAl —yfi —1—k[A - 1])/(x[] —x[i —iD);
else { yli] /= j; kfil--; }
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W pierwszej petli w miejscu i-tym pomocniczej tablicy k zapisujemy informacje,
ktérego rzedu pochodnej wartoscig jest dana liczba y[i]. W drugiej petli uzywamy
tej informacji do wybrania odpowiedniej instrukcji: obliczenia réznicy dzielonej za
pomocg wzoru (*) lub podzielenia yli] przez odpowiednig liczbe catkowita, co
prowadzi do otrzymania silni w mianowniku wzoru (**).

Dowodzi sig, ze jesli wezty sg monotonicznie uporzadkowane, to algorytm réznic
dzielonych jest numerycznie poprawny, tj. obliczone wspétczynniki w bazie
Newtona reprezentujg wielomian interpolacyjny dla odpowiednio malo
zaburzonych danych wartoéci funkcji (i jej pochodnych).

Reszta interpolacyjna

Z uwagi na liczne zastosowania zadan interpolacyjnych Lagrange’a i Hermite’a
w aproksymacji funkcji i w konstrukcji réznych metod numerycznych (np.
rozwigzywania réwnan nieliniowych i obliczania calek), duze znaczenie ma wzor
opisujacy reszte interpolacying.

Twierdzenie. Jesli funkcja f jest klasy C™' w przedziale A C R i h(x) oznacza
wielomian interpolacyjny Hermite’a funkcyi f dla weztow xo,...,xn € A, to
dla kazdego x € A istnieje liczba & € A, taka ze

f(n+1](a)

f(x) —h(x) = m

Prntl (X)

Dowéd. Mozemy ponumerowaé wezty tak, aby tworzyly cigg niemalejacy.
Jesli x = x; dla pewnego i € {0,...,n}, to pn1(x) =0 1 dowodzona réwnos¢ jest
oczywista (z dowolnym &). Dla ustalonego x € A\ {xo, ..., X, } okreslamy funkcje

def

gx(s) = f(s) —h(s) — zpnyi(s),

z parametrem z = z(x), ktéry dobierzemy za chwile. Korzystajac z tego,

ze Pny1(x) # 0, bierzemy

f(x) —h(x)
pn+1(x)

)

i w ten sposéb dostajemy g.(x) = 0. Tak okre§lona funkcja ma co najmniej

1 + 2 miejsca zerowe tj. wszystkie wezly interpolacyjne’ i punkt x. Funkcja g, jest
klasy C™1(A). Jej pochodna rzedu k < n + 1 ma co najmniej n + 2 — k miejsca
zerowe. Istotnie, jesli x; < xi;1, to (z twierdzenia Rolle’a) funkcja gy, ktéra na

7Jeéli pewien wezel ma krotnosé v > 1, to liczymy go 1 razy; funkcja g, przyjmuje w tym
punkcie warto$¢ 0 razem z pochodnymi rzedu 1,..., v —1.
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konicach przedziatu [xi, xi,1] przyjmuje te sama wartosé¢ 0, osigga w tym przedziale
maksimum lub minimum, w punkcie bedacym miejscem zerowym funkcji g.. Jesli
za§ funkcja g, ma miejsce zerowe o krotnosci r > 1 (w wezle x;), to jej pochodna
ma w tym punkcie miejsce zerowe o krotnosci r — 1. Korzystajac z indukc;ji,
stosujemy to rozumowanie do kolejnych pochodnych. Wynika z niego, ze
pochodna rzedu n + 1 funkcji g, ma w przedziale A co najmniej jedno miejsce
zerowe, &. Podstawiajac s = &, dostajemy

0= g;nJrl)(E’) _ ]c(n+1)(£) _ h(n+1)(£) —ZD:T;”(EJ-

Pochodna rzedu n + 1 wielomianu h(s) (stopnia n) jest réwna 0, za§ pochodna
wielomianu p,,11(s) (stopnia n + 1), ktérego wspoédiczynnik (w bazie potegowe;)

przy s™ jest réwny 1, jest dla kazdego s réwna (n + 1)!. Zatem

i (E)

(m+1)

Dowdd zakonczymy, wstawiajac to do definicji funkcji g, i bioragc s =x. O

Ze wzoru na reszte interpolacyjng latwo wynika® podany wczesniej bez dowodu
fakt, ze jesli funkcja jest klasy C* w otoczeniu punktu x;, to

() (.
lim f[X‘l, .o inHc] = f—(Xl)

)
XitTyeees XitkX{ k!

co jest podstawg podanej definicji réznic dzielonych takze dla weztéw

o krotnosciach wiekszych niz 1. Dowiedziony wzér w szczegblnym przypadku, gdy
X0 = -+ = Xpn, jest wzorem Taylora (z reszta w postaci Lagrange’a). Inny
przypadek szczegbdlny, dla dwoch weztow jednokrotnych, wykorzystaliSmy juz

w analizie metody siecznych. Dalsze zastosowania nastgpia.

8Za przedzial A mozemy przyja¢ najkrétszy przedziat zawierajacy wszystkie wezty — podczas
przejscia do granicy diugosé tego przedzialu zbiega do zera.

7.8

Zadania i1 problemy

. Rozwiaz zadanie interpolacyjne Lagrange’a (tj. skonstruuj baze Newtona i oblicz

wspolczynniki wielomianu interpolacyjnego w tej bazie) dla wezléw i wartosci
funkcji podanych w tabelce:
xi |-2|-1]0]2]3
fxi) [17 ] 1 [1]1]37

. Rozwiaz zadanie interpolacyjne Hermite’a dla wezléw i wartosci funkcji

i pochodnych podanych w tabelce:

x [0]1]3
fx) [—1]-2]80
f(x1) -2
£ (x:) 12

. Przejscie miedzy bazg Newtona i potegowg moze by¢ dokonane za pomoca

schematu Hornera; zobaczmy, w jaki sposéb. Rozwazmy dzielenie z reszta
wielomianu w(x) = apx™+ -+ + aix + ap przez dwumian (x — xo):

n n—1 n—1
w(x) =) ax'= <Z Ci+1X1) (x—=x0) +co=cux™+ ) _(ci— curxo)x’.
i=0 i=0 i=0

Stad c,, = a,, oraz ¢; = ci11Xp + a4 dla i < n. Zauwazamy, ze liczby c¢; sg kolejno
nadawanymi warto§ciami zmiennej w podczas obliczania za pomoca (zwyklego)

schematu Hornera wartos$ci w(xo). Otrzymujemy reszte z dzielenia,

bo = co = W(xo), 1 wspblczynniki w bazie potegowe]j ilorazu c(x). Jeéli okreslimy
baze Newtona, ktorej elementami sg wielomiany

to wspélczynniki wielomianu c(x) w tej bazie sg identyczne ze wspdiczynnikami
by,..., b, wielomianu w w bazie Newtona {py,...,pn}. Aby otrzymaé by, mozna
nastepnie podzieli¢ wielomian c(x) przez (x — x1), 1 tak dalej, rekurencyjnie.
Mamy zatem algorytm przejscia od bazy potegowej do bazy Newtona:

for (j=0; j<m; j++ )
for (i=n—1; 1>j; i--)
ali] += ali + 1] *x;;
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(algorytm ten zastepuje w tablicy a wspdiczynniki wielomianu w bazie potegowej
wspolczynnikami w bazie Newtona). Algorytm przej$cia w drugg strone wykonuje
operacje przeciwne w odwrotnej kolejnosci:

for (j=n—1;3j>20; j--)
for (i=j; i<mn; i++ )
alil -= ali + 1] *x;;

. Algorytm Aitkena. Warto§¢ w dowolnym punkcie x wielomianu interpolacyjnego
Lagrange’a okreslonego przez wezty Xo, ..., X, 1 wartosci w tych weztach
Yo, - -+, Yn, moze by¢ obliczona (kosztem O(n?) operacji) bezposrednio na
podstawie tych danych. Przypus$émy, ze dwa wielomiany stopnia co

kf”(x) i ‘pgﬁn(x), sg rozwigzaniami zadan interpolacyjnych

najwyzej k — 1, p(i
Lagrange’a odpowiednio dla weztéw xi,...,Xiix_1 OTaz Xii1,..., Xtk Wtedy
wielomian

pl(x) = Sl Vs Xl i)
Xitk — Xi Xitk — Xi
ma stopienl co najwyzej k i jest rozwigzaniem zadania dla weztéw Xi, ..., Xiqk.
Istotnie, dla x = x; pierwszy z ulamkéw w powyzszym wzorze ma wartosc 1,
a drugi 0 (zatem pik](x-l) = 'pgkfn(xi] = yYi, dla x = x4 utamki maja wartosci 01 1
(skad wynika pgk)(xwk) = p&?”(xﬁk) = Yiixk), za§ dla kazdego x € R (w tym dla
X € {Xit1,- .., Xi1k_1}) suma ulamkéw jest réwna 1, a wiec ‘pik)(xj) =vy;dla
j=i+1,...,i+k—1.
Wartosci wielomianéw stopnia 0 w punkcie x, pgo)(x) = yi, mamy za darmo.
Mozemy zatem wpisa¢ liczby yo, ..., Yn do tablicy p, i wykonaé algorytm

for ( k=1T1; k<n; k++ )
for (i=0; i<n—k; i++ )
plil = ((xipe—x) * plil + (x —xi) * pli+ 11) /(Xic — x1) 5
otrzymujac w ten sposéb warto§¢ wielomianu interpolacyjnego w zmiennej p[0].
. Zachodzi wzdér Leibniza: jesli funkcje g i h sg odpowiednio gtadkie
if(x)=g(x)h(x), to

k

flxo, ..., Xl :Zg[xo,...,xl]h[xl,...,xk].

1=0
Aby go udowodni¢, okreslamy bazy Newtona:

1-1 k

px) =[Jx=x),  amx)= [ x—x).

j=0 j=k—m+1

7.10

Niech F(x) oznacza iloczyn wielomianéw interpolacyjnych Hermite’a funkcji g i h

opartych na weztach xo, ..., %
3 3
Fx) =) glxo,...,xupu(x) D hlxm, ..., xddrm(x).
1=0 m=0

Dla dowolnego wezla x; o krotnosci r funkcje F i f majg w tym wezle takie same
wartosci i pochodne do rzedu r — 1 wigcznie. Mozemy napisaé

Fx)= Y (9o, xdhbm, o oxidpi¥)ae m®) + D (o)

o<I<Km<k o<m<li<k

(skladniki obu sum sg opisane tym samym wzorem). Dla m < | iloczyn
wielomianéw p1(x)qr_m(x) ma w wezle x; o krotno$ci r miejsce zerowe o krotnosci
co najmniej r, a zatem pierwsza suma (ktorej wszystkie skladniki majg stopien nie
wiekszy niz k) reprezentuje wielomian interpolacyjny Hermite’a funkcji f, oparty
na weztach xo, ..., xx. Wspdtczynnik tego wielomianu odpowiadajacy
wielomianowi p, w bazie Newtona i jednoczeénie x* w bazie potegowej jest réwny
flxo, ..., xi). Sktadniki stopnia k w pierwszej sumie majg | = m, a pozostale majg
stopien nizszy. Pozostaje zauwazy¢, ze wspblczynnik przy x* (w bazie potegowej)
pierwszej sumy jest rowny wyrazeniu po prawej stronie wzoru Leibniza. O
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Interpolacja funkcjami sklejanymi
Motywacja dla stosowania funkcji sklejanych

Funkcje sklejane sg to funkcje okre§lone w ten sposéb, ze pewien przedzial

[a,b] C R (albo, jesli jest taka potrzeba, caly zbiér liczb rzeczywistych) dzielimy
na podprzedziaty, wybierajac wezty. W kazdym przedziale, ktérego koricami sg
wezty, funkcja sklejana stopnia n jest wielomianem stopnia co najwyzej n.

W wielu zastosowaniach funkcje sklejane sg wygodniejsze niz funkcje
wielomianowe. W szczegblnosci, ksztalt wykresu funkcji sklejanej nawet niskiego
stopnia moze by¢ dowolnie skomplikowany, tatwo jest wigc aproksymowaé rézne
funkcje z dobrg dokladnoscig. Zastosowanie funkcji sklejanych w interpolacji ma
réwniez przewage nad wielomianami. Wystepujacy we wzorze opisujacym
rozwigzanie zadania interpolacji Lagrange’a wielomian

X —X;

O;(x) = -9

R b =
jel0,... nA\{i}

ktéry przyjmuje wartos¢ 1 dla x = x; oraz 0 dla x = x; # x4, miedzy swoimi
miejscami zerowymi oscyluje i (zaleznie od 1 i od liczb xq, ..., Xx,) moze
przyjmowaé wartosci wychodzace daleko poza przedziat [0, 1]. Funkcje sklejane nie
maja tej wady, dzieki czemu np. wykres funkcji sklejanej przechodzacej przez
zadane punkty wydaje si¢ zwykle zgodny z oczekiwaniami.

Obciete funkcje potegowe

Wezty funkcji sklejanej oznaczymy symbolami u;; przyjmiemy, ze tworza one cigg

rosnacy (na razie pominiemy przypadek weztéw krotnych, tj. tworzacych ciag
niemalejacy, ale niekoniecznie réznowartosciowy). Zalozymy, ze wielomiany p; i

i p; stopnia co najwyzej n, opisujace funkcje sklejang s odpowiednio

w przedziatach (u;_1,w4) oraz (ui, ui, 1), przyjmujg w punkcie u; te samg wartoéé,
a ponadto maja takie same pochodne rzedu 1,...,n — 1 (uwaga: zalozenie, ze
réwniez pochodna rzedu n obu wielomianéw jest taka sama oznacza, ze to jest ten
sam wielomian).

Réznica wielomianéw p; i p;_1 musi by¢ zatem wielomianem stopnia co
najwyzej n, ktéry w punkcie u; ma miejsce zerowe o krotnosdci n, ale kazdy taki
wielomian ma postaé ¢(x — u;)™ dla pewnej stalej c. Jednym z wielu sposobéw
okre§lania funkcji sklejanych jest uzycie tzw. obcietych funkcji potegowych,

8.2
okreslonych wzorem
gef | (x—uy))" dlax >,
x—w)t =
( 3 { 0 dla x < u;.
Majac wezty np. uy,...,un, mozemy wybra¢ dowolny wielomian p_; (stopnia co
najwyzej n) oraz liczby co, ..., cn, 1 okredlié funkcje sklejang stopnia n wzorem

N
s() =Pl + ) eile—w)t.
i=0

Takie przedstawienie funkcji sklejanej daje pewne intuicje (np. ,,od razu widac”, ze
funkcja s jest klasy C™'(R)), ale obciete funkcje potegowe sa niewygodne

w zastosowaniach i oparta na nich reprezentacja jest podatna na bledy zaokraglen.
Dlatego do reprezentowania funkcji sklejanych i przetwarzania ich w obliczeniach
numerycznych stosuje sie inne sposoby. Chyba naymniej wygodnym z tych
sposob6w jest stosowanie bazy potegowe;.

Uwaga. W tym wykladzie postuguje sie pojeciem stopnia funkcji sklejanej, tj.
najwiekszego dopuszczalnego przez reprezentacje stopnia wielomianu opisujacego
te funkcje w pewnym przedziale, ale w wielu publikacjach i bibliotekach
podprograméw jest w uzyciu tzw. rzad funkcji sklejanej, tj. liczba o 1 wigksza od
stopnia. Zatem, np. funkcje sklejane pierwszego rzedu to funkcje stopnia 0, czyli
kawatkami state, wykresem funkcji sklejanej rzedu 2, czyli stopnia 1, jest lamana.

Z wielu réznych wzgledéw w zastosowaniach dominujg funkcje sklejane trzeciego
stopnia (tzw. kubiczne) i teraz na nich skupimy uwage.

Reprezentacja Hermite'a funkcji sklejanych trzeciego stopnia

Okres§lamy cztery wielomiany:
Hoo(t) =263 —3t2+ 1,  Hyolt) = —2t3 4 312
Hoi(t) = t3 = 2t2 + t, Hy(t) =3 —t2

Wielomiany te sg rozwigzaniami zadan interpolacyjnych Hermite’a dla dwéch
dwukrotnych wezléw, 0 i 1. Mianowicie, zachodza réwnosci

Hoo(0) =1, Hoo(1) = Hgo(0) = Hge(1) =0,
Hio(1) =1, Hio(0) = Hjo(0) = Hip(1) =0,
Hgi(0) =1, Hoi(0) = Hoi(1) = Hyy (1) =0,
Hy (1) =1, Hy(0) =Hy (1) = Hy(0) = 0.
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Dzigki temu rozwigzanie zadania interpolacyjnego Hermite’a z tymi weztami dla
dowolnej funkcji f mozemy zapisa¢ wzorem

h(t) = f(0)Hoo(t) + f'(0)Hoi (t) + F(1)Hio(t) + f'(1)Hy (1).

Co wiece]j, przez zamiane zmiennej mozemy znalezé rozwigzanie zadania
interpolacyjnego dla dowolnych dwéch weztéw interpolacyjnych o krotnosci 2.
Jesli wezlami tymi sg liczby u; i uiyq, 1 oznaczymy h; = ui — u; (zakladamy, ze
h; > 0), to mamy stad wzor

h(x) = f(ui)Hieo(x) + f'(wi)Hior(x) + f(wis1)Hip0(x) + ' (wip ) Hi (x),
w ktérym uzylismy funkcji

Hioo(x) = Hoo(t),
Hi10(x) = Hiolt),

przy czym t = (x — uy)/hy.

Dla ustalonych wezléw uy, ..., un (tworzacych cigg rosnacy), majac dowolne
liczby ay,...,an oraz by,..., by, mozemy okresli¢ funkcje kawatkami
wielomianowg w przedziale [ug, un] wzorem

s(x) = pilx) = aiHipo(x) + biHio1(x) + agaHiq0(x) + bipiHii(x)

dla x € [uy, ujiql-

Jest oczywiste, ze funkcja ta jest klasy C'[up, un], i w wezle u; ma wartosé¢ aj,
a jej pochodna w u; jest réwna b;, dlai=0,...,N.

Funkcja s jest funkcjg sklejana, ale w istocie opartg na ciggu weztéw, z ktoérych
kazdy nalezy liczy¢ dwukrotnie. Funkcja ta jest (sklejanym) rozwigzaniem zadania
interpolacyjnego Hermite’a, w ktérym dla kazdego wezta zadajemy dwa warunki
interpolacyjne: warto§¢ funkcji i pochodnej. Funkcja ta jest skonstruowana za
pomocg wielomianéw spelniajgcych warunki interpolacyjne Hermite’a dla dwéch
wezléw o krotnosci 2 (koricéw kazdego przedzialu (ui,uiyq)) i dlatego jej

reprezentacja w tej postaci jest nazywana reprezentacja Hermite'a®
Kubiczne interpolacyjne krzywe sklejane

Aby okresli¢ krzywa sklejang trzeciego stopnia, ktéra jest rozwigzaniem zadania
interpolacyjnego Lagrange’a (tj. dla kazdego wezta u; chcemy podac tylko jedng

SW czasach, gdy zyt Charles Hermite (1822-1901 r.), funkcje sklejane nie byly jeszcze znane;
odkry! je Schoenberg w 1946 r.

8.4

liczbe, a;, bedaca wartoscig funkcji), skorzystamy z warunku cigglosci pochodnej
drugiego rzedu. Zatem, pochodne drugiego rzedu wielomianéw p;_1(x) i pi(x),
opisujacych poszukiwang funkcje s w przedziatach (u;_1,u;) oraz (ui, wiyq), maja
przyjmowaé w punkcie u; t¢ sama warto§é (reprezentacja Hermite'a gwarantuje,
ze beda mialy w tym punkcie identyczne wartosci i pochodne pierwszego rzedu).
Na tej podstawie mozemy obliczy¢ liczby by, tj. wartosci pochodnej pierwszego
rzedu funkcji s w weztach interpolacyjnych.

Aby wyprowadzié¢ odpowiednie réwnania, nalezy obliczy¢ pochodne wielomianéw,
za pomocg ktérych przedstawiamy rozwigzanie:

i 6 7 —6 " —6 " 6
Haff],oo(ui) = —hz , Hifoo(uri) = W’ Hiq,]o(ui) = —hz y Hmo(ui) = F’
i1 i i—1 i
2 —4 4 -2
" D= — " )= — v )= — " D)= —.
{1,01(u) h tor(ud) e 1 () he (i) h
Zatem, warunek cigglosci drugiej pochodnej w punkcie wy, p{,;(wi) = p{(w), ma
postaé
6 6 2 4 6 6 4 2
01— 50+t —big+ —bi=—5a+ 5041 — —bi— —bi.
Z Qi R, ai + hy O + e hiza + hizfl 1 T, i

Po pomnozeniu stron przez h; 1h;/2 i uporzadkowaniu, dostajemy réwnanie

; hi_
hibig + 2(hi +hy)bi + hi_1biy =3 (hhq (ai—aiq) + f(aiﬂ — ai)).
i1 ‘
(*)

W ten sposéb otrzymali§my réwnania cigglosci pochodnych drugiego rzedu
funkcji s w ,wewnetrznych” weztach uy, ..., un_1; dla ustalonych liczb ay,...,an
musimy znalez¢ liczby yo,...,Yn spelniajace te robwnania. Zauwazamy, ze liczba
niewiadomych jest o 2 wieksza niz liczba réwnan. Aby mieé¢ rozwigzanie
jednoznaczne, trzeba dolozy¢ dodatkowe dwa réwnania.

Dodatkowe réwnania w konstrukcji sklejanych krzywych interpolacyjnych opisuja
zwykle tzw. warunki brzegowe, tj. pewne warunki narzucone na pochodne

funkcji s w skrajnych weztach uy i un. Najprostszy sposéb, to arbitralne
okreslenie wartosci pochodnych pierwszego rzedu, tj. liczb by i by. To jednak
moze by¢ klopotliwe dla uzytkownika programu. Czesto stosowanym
rozwigzaniem jest zadanie, aby pochodna drugiego rzedu funkcji s byta

w punktach uy i uy réwna 0. Powstaje wtedy tzw. naturalna krzywa sklejana. Na
podstawie wypisanych wczesniej wartosci funkcji Hj ji, rownania p§(ug) =0
i p{i_;(un) = 0 mozemy przedstawi¢ w postaci
Zhobo + hob] = 3((1] — ao),
hno1bnot + Zhaoiby = 3(an — an-).
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Po dotaczeniu tych réwnan otrzymujemy uklad réwnan liniowych z macierzg
tréjdiagonalng. Mozemy zauwazy¢, ze dla dowolnego rozmieszczenia wezléw, tj.
dla dowolnych dodatnich liczb hy, ..., hn_1, macierz ta jest diagonalnie
dominujaca. Zatem, mamy uktad o jednoznacznym rozwigzaniu, ktére mozemy
znalezé za pomocy eliminacji Gaussa kosztem O(N) dzialan arytmetycznych.

Istnieje wiele innych sposobéw okre§lania warunkéw brzegowych, np. mozna
zazadad, aby pochodna trzeciego rzedu wielomianéw po i pn—1 byla réwna 0
(zatem, aby byly to wielomiany drugiego stopnia), lub tez, aby wielomian p, byt
identyczny z p;, a wielomian pn_1 2 pn_2 (2 wiec, aby wezty interpolacyjne g

i un_1 nie byly weztami funkcji sklejanej — po angielsku nazywa sig¢ to warunek
not a knot).

Jeszcze inna mozliwosé, to przyjecie by = by 1 wymaganie, aby pochodna drugiego
rzedu funkcji s w weztach up 1 un byla taka sama. Wtedy, jesli ap = an, tj.
funkcja s ma t¢ samg warto§¢ w punktach up i un, skonstruujemy tzw.

okresowg funkcje sklejang — naktadajgc warunek, ze dla kazdego x € R

s(x +T) = s(x), gdzie T = un — Uo, otrzymujemy okresowa funkcje klasy C2(R).
W ukladzie réownan (*) zastepujemy niewiadoma by przez by i dotaczamy

réwnanie

h hne
hobno1 + 2(hnot + ho)bo + hnoiby = 3(  (ap—an) + —T(a; - ao)),
hnoa ho

otrzymujac w ten sposéb uklad réwnan z macierza cykliczng tréjdiagonalna,

diagonalnie dominujaca.
Twierdzenie Holladaya

Dla duzej liczby weztéw wielomiany interpolacyjne Lagrange’a ,zle sie zachowujg”,
tj. ich wartosci miedzy sgsiednimi weztami moga wystawaé daleko poza przedziatl,
ktérego koricami sg wartosci wielomianu w tych weztach. Udowodnimy
twierdzenie, ktére mozna zinterpretowaé w ten sposoéb, ze pod tym wzgledem
najlepiej, jak tylko si¢ da, zachowuje sie naturalna kubiczna interpolacyjna
funkcja sklejana. W tym celu okreslimy funkcjonal, ktéry nazwiemy energia,

i ktoéry przyjmiemy za miare ,powyginania” wykreséw funkcji klasy C2[uo, un:

W

R [ (%)% dx.
(f"(x))

uy

Twierdzenie Holladaya. W zbiorze funkcji klasy C2[uo, un] spetniajgcych
warunk: interpolacyjne Lagrange’a okreslone w weztach uy, ..., Uy
najmniejszq energie ma naturalna kubiczna funkcja sklejana.

8.6

Dowdd. Niech s oznacza naturalng kubiczng funkcje sklejang speiniajgcg zadane
warunki interpolacyjne, i niech f oznacza dowolng inng funkcje klasy C?,
przyjmujaca w wezltach te same wartosci. Mamy f = (f —s) + s, zatem

E(f) = JuN (f"(x) — SH(X))ZdX + ZJuN (f"(x) — s"(x))s"(x) dx +
o w
JuN (s”(x))zdx.

Obliczymy drugg catke w powyzszym wzorze, catkujac przez czesci:

JHN (f"(x) —s"(x))s"(x) dx =

upy

(f'(x) —s'(x))s"(x)

un uN
fJ (f'(x) — s"(x))s"(x) dx.
Uo uo

Dla naturalnej funkcji sklejanej s jest s”(up) = s”(un) = 0, ponadto w kazdym
przedziale (ui, ui,1) pochodna trzeciego rzedu funkcji s jest stala; oznaczmy ja
symbolem s;. Rozpatrywana catka jest wiec réwna

N-T g NI Ui
S @ - sta)siax == Y st -0 [ <o,
i=0 YW =0 b

bo dla kazdego i jest f(u;) = s(uwy). Mamy stad

UN

E(f) = JuN (F7(x) — s"(x)) > dx + J (s"())

Uo Uo

2dx.

Jesli funkcje f i s maja takg samg pochodng drugiego rzedu w przedziale [, un]
i sg rézne, to ich réznica jest wielomianem stopnia O lub 1, ale wtedy nie moga
przyjmowac tych samych wartos$ci we wszystkich weztach. Zatem, jesli przyjmujag
i sg rézne, to zachodzi nieréwnosé E(f) > E(s), co pragneliémy udowodnié. O

Funkcje B-sklejane

Funkcje sklejane trzeciego stopnia sg odpowiednie w wiekszosci zastosowan
praktycznych, ale w pewnych przypadkach potrzebne sg tez funkcje sklejane
innych stopni. Reprezentacja Hermite’a, opisana wczesniej, jest w miare wygodna
dla funkcji stopnia nieparzystego, ale jeszcze wygodniejsza w zastosowaniach, dla
dowolnego stopnia, jest reprezentacja B-sklejana. Funkcje sklejang stopnia n

z weztami uy, ..., un (ogblnie w literaturze jest wiele sposobéw numerowania

i oznaczania wezléw i funkcji B-sklejanych) reprezentuje si¢ w postaci

N—n—1

si) = ) diNP(x),
i=0
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tj. jako kombinacje liniowa tzw. funkcji B-sklejanych NT', okre§lonych wzorem
Mansfielda-de Boora-Coxa:

(x) = 1 dlax € [u, i)
0 W przeciwnym razie
X — Uy u; —x
S U NM(x) + LN&;](X).
Uipn — U Witn+1 — Uit

Okreslenie funkcji B-sklejanych dopuszcza wezly o krotnosci wiekszej niz 1, przy
czym dla kazdego i powinna zachodzi¢ nieréwno$¢ u; < Uiint1, PO W przeciwnym
razie funkcja NT' bytaby funkcjg zerowa. Bez dowodu podam najwazniejsze
wtlasnosci tych funkcji. Funkcje NT' sg nieujemne. Funkcja NT' jest rézna od zera
tylko w przedziale [u, Ui 1) 1 miedzy kolejnymi weztami w tym przedziale jest
opisana za pomocg wielomianéw stopnia n. Ponadto funkcja ta ma tylko jedno
maksimum (stagd nazwa B-sklejane, ang. B-spline, od ksztaltu wykresu, ktéry
troche przypomina przekréj dzwonu). Suma funkcji stopnia n okreslonych za
pomocg wezléw Uy, ..., un W przedziale [u,, un_n) jest réwna 1. Zwykle

w zastosowaniach za dziedzing funkcji s przyjmuje sie¢ ten przedzial (ewentualnie
domkniety, tj. [Un, Un_nl)-

Pochodna funkcji B-sklejanej stopnia n wyraza si¢ wzorem

d n n n—1 n n—1

&Ni ()= Witn — uiNi ()= Witn+1 — Uit Ni” ()-
Okazuje si¢ (jest kilka dowodéw, wszystkie sg dosy¢ zmudne), ze w otoczeniu
dowolnego wezla o krotnosci r funkcje B-sklejane (a zatem i kazda funkcja s, ktéra
jest ich kombinacjg liniowa) sg ciggle razem z pochodnymi rzedu 1,...,n—r.
Zaleznie od potrzeb, mozemy wiec dobraé stopien i wezly tak, aby otrzymad
funkcje sklejane odpowiedniej do zastosowania klasy. Prawie zawsze wystarczy
n < 10, najczesciej bierze sie n = 3. W pewnych zastosowaniach przydaje sie wzoér

Witn+1

[ Nrae = [ N = e )
R n

w

W przedziale [uy, Uy 1) C [Un, Un_n) niezerowe wartosci przyjmuje n + 1 funkcji
B-sklejanych stopnia n, mianowicie funkcje Ni_,..., N}. Wielomiany opisujace
te funkcje w przedziale [u;, 1) sg liniowo niezalezne. Wartosci tych
wielomianéw dla ustalonego x mozna obliczy¢ za pomocg algorytmu de Boora,

ktéry realizuje obliczenie na podstawie wzoru Mansfielda-de Boora-Coxa. Przed
wykonaniem podanej nizej procedury nalezy znalezé przedzial [uy, uy 1), do

8.8

ktérego nalezy liczba x; mozna w tym celu zastosowaé wyszukiwanie binarne, lub,
jesli wezly u,,...,un_n sg réwnoodlegte, postuzyé sie dzieleniem (tj. obliczyé
k=n+[(x—un)/(unsr —un)]).

for (j=1;j<mn; j++ ) {

B = (w1 —x)/ (U — kajﬂ);

blk—j] = Bxblk—j+1];
for (i=k—j+1; i<k; i++ ) {
a=1-0;

B = (Wi —x)/(Uirgp1 — Uir1);
blil = axbli]l +p*bli+1];

}
bkl «= (1—-B);
}
Liczby N _.(x),...,NE(x) sa koicowymi wartosciami zmiennych
blk —nl,...,b[k]. Koszt tego obliczenia jest rzedu n?. Mozna wykazaé, ze

algorytm ten ma dobre wlasnodci numeryczne (tj. dobrze dziala w implementacji
z uzyciem arytmetyki zmiennopozycyjnej), co jest konsekwencjg faktu, ze liczby o
i f nalezg do przedziatu [0, 1].

Konstrukcja B-sklejanej reprezentacji kubicznej funkcji interpolacyjnej, tj.
obliczenie wspélczynnikéw d;, réwniez polega na rozwigzaniu uktadu réwnan
liniowych. W tym przypadku przyjmujemy, ze wartodci a; funkcji sg zadane
w wezlach u,, ..., uUn_n, tworzacych ciag rosnacy. Poniewaz w kazdym z tych
weztéw tylko trzy funkcje B-sklejane sg niezerowe, mamy réwnania

N7 5(w)dis 4+ N7 (wi)dio+ N{ j(w)dig = as.

Wartosci funkcji B-sklejanych w weztach mozemy obliczy¢ za pomocg algorytmu
de Boora. Do tych réwnan (dla i =3,...,N — 3) nalezy dolaczyé jeszcze dwa
réwnania opisujgce warunki brzegowe (np. prowadzace do otrzymania naturalnej
funkcji sklejanej s, tj. spetniajgcej warunek s”(u,) = s”(un_n) = 0). Dla
dowolnych sensownych warunkéw brzegowych réwnania mozna przeksztalci¢ tak,
aby otrzymac uktad réwnowazny z macierzg tréjdiagonalna.

Twierdzenie Schoenberga-Whitney

Przypomnijmy, ze stowo ,wezly” byto juz uzywane w dwoch znaczeniach. Po
pierwsze, w znaczeniu wezty interpolacyine, czyli punkty, w ktérych zadajemy

wartosci funkcji. Drugie znaczenie to wezly funkcii sklejanej, czyli punkty
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rozgraniczajace przedzialy, w ktérych funkcja jest (a dokladniej, moze byé)
opisana za pomocg réznych wielomianéw. Do tej pory wybieraliSmy wezty
interpolacyjne pokrywajace sie z weztami funkcji sklejanej, ale mozemy dopuscié
inny ich wybér. Trzeba jednak wiedzieé, jaki wyboér jest dopuszczalny, aby
rozwigzanie zadania interpolacyjnego Lagrange’a istniato.

Oznaczmy zatem symbolami uy, ..., un wezly funkcji sklejanej, a konkretniej
niemalejacy cigg weztéw, ktérych uzyjemy do okreslenia funkcji B-sklejanych
stopnia n. Liczba tych funkcji to N —n. Wezly interpolacyjne oznaczymy
symbolami vy, ...,VN_n_1. Zatem, liczba warunkéw interpolacyjnych, ktére
nakladamy, jest réwna wymiarowi przestrzeni funkcji sklejanych rozpietej przez
nasze funkcje B-sklejane, dzigki czemu warunki brzegowe sg zbedne. Zalozymy, ze
wezly interpolacyjne sa ponumerowane tak, aby tworzyty ciag rosnacy (jest jasne,
ze wezly interpolacyjne muszg by¢ parami rézne).

Twierdzenie Schoenberga-Whitney. Funkcja sklejana stopnia n, oparta na

ciggu weztow Uy, ..., uN ¢ przyjmujgca zadane wartosci ao,. .., AN_n_1
odpowiednio w punktach vy, ...,Vn_n_1, ktdre tworzq cigg rosngcy, istnieje
1 jest jednoznaczna wtedy 1 tylko wtedy, gdy NI'(vi) #0 dlai=0,...,N—n—1.

Dowdd tego twierdzenia jest zmudny i polega na wykazaniu ze odpowiednia
macierz Vandermonde’a (tj. macierz V o wspdlczynnikach ay; = N;‘(vi)) jest
nieosobliwa wtedy i tylko wtedy, gdy podany w twierdzeniu warunek jest
spelniony. Twierdzenie rozstrzyga problem z punktu widzenia algebry, ale nie
gwarantuje, ze macierz V jest dobrze uwarunkowana. Aby tak bylo, dla kazdego
ie€{0,...,N—n— 1} wezet interpolacyjny v; powinien leze¢ w poblizu punktu,
w ktérym odpowiadajgca mu funkcja B-sklejana NI' osigga warto$¢ maksymalna.

Przypusémy, ze dane sa wezly interpolacyjne, vy, ..., VN_n_1, ustawione w ciag
rosnacy. Jesli n jest nieparzyste, to dobrym (ale nie jedynym dobrym) wyborem
jest przyjecie weztéw funkcji sklejanej ug = - - = un = Vo, Oraz uj = vi_(n41),2 dla
i=n+1,.... N—n—1,iunn="""=UN=VN_n_1-

Dla parzystego n mozna wybra¢ up =--- =Un = Vo, 1 Wi = (Vi_n2_1+ Vi_ns)/2
dlai=n+1,...,N—n—1,0raz un.n =" =UN = VN_n_1-

Wspomniana wyzej macierz V jest wstegowa, a doktadniej, ma w kazdym wierszu
co najwyzej n + 1 niezerowych wspodiczynnikéw. Dzieki temu znalezienie sklejanej
funkcji interpolacyjnej moze by¢ bardzo malo kosztowne (koszt eliminacji Gaussa
w tym przypadku to O(Nn?) operacii).

8.10

Zadania i1 problemy

. Napisz uktad réwnan, ktérego rozwigzaniem sg liczby by, ..., by, bedace

warto$ciami pochodnej naturalnej kubicznej sklejanej funkcji interpolacyjnej
w weztach 0,...,N. Rozwiagz ten uklad dla N =4 i danych wartosci funkcji
a=--=a3=0,as,=1.

Podaj oszacowanie wskaznika uwarunkowania macierzy tego uktadu w normie
drugiej, na podstawie twierdzenia Gerszgorina.

. Napisz uklad réwnan dla okresowej kubicznej funkcji interpolacyjnej (warunki

interpolacyjne, tj. wartosci funkcji, zadane sg w weztach funkcji sklejanej),
z weztami réwnoodlegtymi w; =idlai=0,...,5, i rozwigz ten uktad.

. Napisz rownanie opisujgce warunek not a knot dla kubicznej interpolacyjnej

funkcji sklejanej klasy C2; wezet interpolacyjny u; ma nie byé wezlem funkcji
sklejanej.

. Wyprowad# alternatywna posta¢ réwnania umozliwiajacego skonstruowanie

kubicznej sklejanej funkcji interpolacyjnej klasy C2, z niewiadomymi wartosciami
Ci—1, Ci, Ciy1 Pochodnej drugiego rzedu odpowiednio w weztach wi_q, i 1 Wi4g.
Wskazéwka: Pochodne drugiego rzedu wielomianéw p;_; i py, opisujacych funkcje
sklejang w przedziatach [u; 1, u] oraz [ui, w1, s3 wielomianami pierwszego
stopnia, interpolujacymi odpowiednio liczby c;_1, ¢; oraz ci, ciy1. Znajdz te
wielomiany i scatkuj dwukrotnie, dobierajac state catkowania tak, aby otrzymane
wyrazenia opisywaty wielomiany p; 1 i p; i w szczegdlnosci przyjmowaty

w wezle u; (danag) wartos$¢ ai, a ich pochodne pierwszego rzedu przyjmowaty
(niewiadoma) wartos¢ b;. Nastepnie oblicz a;_1 = pi_1(uwi—1) oraz aiy1 = pi(uis)
i stad otrzymaj dwa wyrazenia na b;. Postaw znak réwnosci miedzy tymi
wyrazeniami i uporzadkuj otrzymane réwnanie.

. Znajdz wielomiany stopnia 5, bedace rozwigzaniami szesciu zadan

interpolacyjnych Hermite'a, dla dwéch weztéw trzykrotnych O i 1, analogicznych
do zadan, ktérych rozwigzaniami sg wielomiany trzeciego stopnia z wyktadu.
Podaj spos6b okreslenia interpolacyjnej funkcji sklejanej stopnia 5 dla weztéw
Uy, ..., UN przy uzyciu tych wielomiandéw.

Wskazdéwka: Wystarczy znalezé trzy wielomiany przez rozwigzanie zadan
interpolacyjnych. Pozostate trzy sa do nich symetryczne, tj. Hio(x) = Hoo(1 — x),
Hii(x) = —Hoi (T —x), Hia(x) = Hoa(1 —x).

. Znajdz wielomiany opisujace funkcje B-sklejane N? oraz N3, okreslone dla wezlow

bedacych kolejnymi liczbami naturalnymi.

Wskazéwka: Dla kazdego i € Z oraz x € R jest NI'(x) = N{(x — 1), wystarczy
zatem znalez¢ wielomiany opisujace tylko jedng funkcje B-sklejang ustalonego
stopnia.
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. Napisz uktad réwnan, ktérego rozwigzaniem jest wektor wspéiczynnikéw

do, . .., dn—4 naturalnej kubicznej sklejanej funkcji interpolacyjnej w bazie
{N3,...,N3_,}, przy czym funkcje B-sklejane, z ktérych sklada si¢ ta baza, sa
okredlone za pomocg ciggu weztéw réwnoodlegtych: u; =idlai=0,...,N
(warunki interpolacyjne, tj. wartosci funkcji, sa okre§lone w weztach 3,...,N —3).

. Napisz uklad réwnarn, ktérego rozwigzaniem jest wektor wspotczynnikéw (w bazie

B-sklejanej) funkcji sklejanej stopnia 2, przy czym weztami funkcji sklejanej sg
liczby naturalne 0,1,..., N, a wezlami interpolacyjnymi sg liczby

2,2%)3%, ooy N— 2%) N — 2 (z wyjatkiem wezléw skrajnych odleglosci miedzy
kolejnymi weztami sg réwne 1).

. Na podstawie wzoru Mansfielda-de Boora-Coxa wyprowadz wzo6r, umozliwiajacy

obliczenie wartosci wielomianu py(x), opisujacego funkcje sklejang

s(x) = Z]i\‘:?‘q diNT(x) w przedziale [uy, uyi1) (dla x € [y, uyq) jest

pr(x) = Zl.f:kfn diNI(x)), za pomocg funkcji B-sklejanych stopnia n — 1. Stosujac
ten wzér rekurencyjnie, mozna obliczy¢ warto$¢ funkcji s(x) na postawie danych
liczb x i dy_n,...,dr. Odpowiedni algorytm ma koszt O(n?) i jest numerycznie

poprawny. Zapisz ten algorytm w postaci kodu w C.

Na podstawie wzoru opisujacego pochodng funkcji B-sklejanej wyprowadz wzoér
opisujacy pochodng funkcji sklejanej s(x) = Z?:B“*] diNI(x).
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Interpolacja trygonometryczna

Def. Wielomian trygonometryczny stopnia n jest to funkcja o postaci

n
w(t) = ao+Z ay cos kt + by sin kt. *
k=1
Wielomiany trygonometryczne wystepujg w réznych zastosowaniach, zwtaszcza
takich, w ktérych pojawiajg sie funkcje okresowe. Czesto powstajg z obciecia
szeregdw Fouriera, tj. szeregbw opisanych wzorem podobnym do wzoru (*),
w ktérym zamiast n jest oco.

Wzér (*) opisuje funkcje o okresie 27t. Aby otrzymaé funkcje o dowolnym
okresie T, mozna dokonaé zamiany zmiennych. Bedziemy mieli wtedy

f(x) =ao+ Z ay cos kt + by sinkt,

k=1
gdzie t = 27t(x — x0)/T, dla dowolnie wybranego x,.

Trygonometryczne zadanie interpolacyjne Lagrange’a polega na znalezieniu

wielomianu trygonometrycznego stopnia n, ktérego wartosci sg okreslone w 2n + 1
wezlach interpolacyjnych, x; € R, gdzie j =0,...,2n. Poniewaz wielomiany
trygonometryczne sg funkcjami okresowymi, jest oczywiste, ze warunkiem
koniecznym, aby zadanie miato rozwigzanie dla dowolnych zadanych wartosci
funkcji, jest (x; —xi)/T ¢ Z dla j # k. Jest to tez warunek dostateczny.

Dowobd (a wtasciwie szkic). Wystarczy to udowodni¢ dla przypadku szczegblnego
T = 27nt. Dla wezléw interpolacyjnych x; i wartosci funkcji f; podanych dla tych
wezléw, okre§lamy liczby z; = €™ oraz h; = zjf;. Jesli wezly xo, ..., %2, spelniajg
rozwazany warunek, to liczby z; sa parami rézne. Jak wiemy, zadanie
interpolacyjne Lagrange’a, tj. wyznaczenie wielomianu h(z) stopnia co

najwyzej 2n, takiego ze h(z;) = h; dlaj =0,...,2n, ma rozwigzanie!®. Mozemy je
przedstawi¢ w bazie potegowej w taki sposéb: h(z) = Zi;‘o Cr_nz.

Zespolona funkcja wymierna

mn
9z) = Y ozt

k=—mn
w weztach z; przyjmuje wartodci fj, i jest tylko jedna taka funkcja o tej postaci
(bo liczby c¢_,...,cn sa okreslone jednoznacznie przez warunki interpolacyjne
nalozone na wielomian h).

10Pod tym wzgledem zadanie interpolacji wielomianowej dla zespolonych weztéw i wartoéci funkcji
nie rézni sie od przypadku rzeczywistego.

9.2

Niech §(z) o g(z). Dla kazdego z € C takiego ze |z| = 1, w tym dla kazdego Zj,
jest z= lz i stad
n n n
8z) =glz)= ) oz =) Tz =) c.z~
k=—m k=—m k=—mn
Poniewaz liczby f; sg rzeczywiste, zachodzg réwnosci §(z;) = f; = g(z;) dla
kazdego j. Spelniajaca te warunki interpolacyjne funkcja §(z) tez jest tylko jedna
(tj- liczby C_,...,Cn s jednoznacznie okreslone przez te warunki), ale to
oznacza, ze w zbiorze {z € C: |z| = 1} funkcje g(z) i §(z) sg identyczne, a stad
wynika, ze c_ y =Crdlak=-mn,..., n.

Zatem, funkcja w(t) = g(e't) = g(e't) ma dla kazdego t € R wartoéé rzeczywista

i spetnia warunki w(x;) = f; dla j =0,...,2n. Bezposrednim rachunkiem mozemy
sprawdzi¢, ze jest to wielomian trygonometryczny (*), o wspétczynnikach

ao = Recy (jest Imco =0), oraz ax =2Recy i by = —2Imcy dlak > 0. O

W praktycznych zastosowaniach najczesciej wybiera sig¢ wezty X, ..., Xon, ktére
dzielg przedzial [xo,xo + T) (o dlugosci okresu T interpolowanej funkcji) na czesci
o jednakowych dlugo$ciach. Zamiast bezposrednio rozwigzywaé zadania
interpolacji trygonometrycznej, zwykle sprowadza sie problem do konstrukcji
zespolonego wielomianu algebraicznego, w sposéb podobny do uzytego

w powyzszym dowodzie.

Dyskretna transformata Fouriera

Def. Dyskretng transformatg Fouriera ciggu zespolonego (ay)kez 0 okresie n (tj.
speiniajacego warunek ayi, = ay dla kazdego k € Z) jest ciag zespolony (b;)jez

okreslony wzorem
n—1
bj = E akefzm’k/“.
k=0

Odwrotng dyskretng transformatg Fouriera ciggu (ay)xez nazywamy ciag (cj)iez

okreslony wzorem

1 n—1
cj=— E aye?™km,
n
k=0

Ciagi (bj)jez 1 (cj)jez sa okresowe o okresie n. Oba przeksztalcenia zdefiniowane
wyzej sg liniowe i kazde z nich jest jest odwrotnoscig tego drugiego, co uzasadnia
nazwe. Mamy bowiem

1 n—1 n-—1 n—1

d, = = Z (Z ake—zmjk/n) e2mili/m _ % Z akf e2m(1-Kk)j/n.

j=0 k=0 k=0 j=0
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Jesli k =1, to ¥ (-Wi/m — e0 — 1, za§ jesli k # 1, to liczby e (-Ki/m g5
pierwiastkami zespolonymi z 1; ich suma dla j ={0,...,n — 1} jest réwna 0. Stad
wynika, ze d; = a;.

Interpolacja trygonometryczna i dyskretna transformata Fouriera wystepuje
w wielu problemach zwigzanych z analiza, transmisjg i przetwarzaniem sygnatow
(np. akustycznych lub obrazéw), a takze w rozwigzywaniu réwnan rézniczkowych.

Algorytm FFT

Mozemy zauwazy¢, ze ciagg (bj)jcz, ktory jest transformatg ciggu (ai)iez, sktada
si¢ z warto$ci wielomianu stopnia n — 1 o wspéiczynnikach ao,...,a, 1

w punktach e 2™/™ j =0,...,n — 1. Dyskretng transformate Fouriera mozna
wyznaczy¢ za pomocg schematu Hornera; wyznaczenie pelnej transformaty
kosztowatoby wtedy n? —n mnozeri i dodawar zespolonych. Okazuje sie, ze
mozna to zadanie rozwigzaé kosztem ©(n(p; + - - - + p,)) dzialan, gdzie p1,...,pr
sg liczbami pierwszymi, takimi ze n =p; -...- p,. Odkrycia tego dokonali

w 1952 r. Cooley i Tukey.

Zauwazmy, ze cigg okresowy (ay)yez O okresie 1 jest ciggiem stalym i jest on
identyczny ze swojg dyskretng transformatg Fouriera. Dalej, przypuéémy, ze
liczba 1 jest podzielna przez p > 1. Oznaczmy w; = e 2™/". Wtedy wazér
definiujacy dyskretng transformate Fouriera mozna przedstawi¢ w postaci

n/p—1 n/p—1 n/p—1
b, = Z AeWPE 4 w; Z Ao WP+ - WP Z a wrPk
j pk¥Vj j PkATVV;5 j pkAp—T1W5 -
k=0 k=0 k=0

PodzieliliSmy tu ciag po, ..., pn_1 na podciagi n/p-elementowe, wybierajgc do
kazdego z nich co p-ty element. Mozemy dalej zauwazy¢, ze sumy mnozone przez
kolejne potegi liczby w; sg wyrazeniami opisujgcymi transformaty tych
podciagbéw, a dokladniej ich obustronnie nieskoficzonych rozszerzeri o okresie n/p.
Obliczenie dyskretnej transformaty Fouriera dla ciggu o okresie n moze by¢ zatem
wykonane przez nastepujacy algorytm rekurencyjny:

e Jesli n =1, to przyjmij by = ao (dla n = 1 przeksztalceniu poddajemy cigg
staly, ktérego obrazem jest ten sam ciag).

e Jesli n jest liczbg pierwsza, to zastosuj wzér podany jako definicja
dyskretnej transformaty Fouriera i uzyj schematu Hornera.

e Jesli n > 1 jest podzielne przez liczbe pierwszg p < n, to podziel ciagg na
p podciagbéw (zgodnie z opisem wyzej), oblicz transformaty tych podciagéw
i,scal” je, stosujagc wzér podany wyzej i schemat Hornera.

9.4

Wzér opisujacy transformate odwrotng moze byé przeksztalcony podobnie;

. o 27 s 2715 . . . — 21 i 27
zamiast w; = (cos =7, —sin 7¥) wystgpuje w nim liczba Wj = (cos 7, sin 72).
Mozemy zatem uzy¢ takiego samego algorytmu, zostawiajagc mnozenie wyniku

dzialania procedury rekurencyjnej przez czynnik Tll na sam koniec. Koszt
algorytmu w istotny sposob zalezy od mozliwosci roztozenia liczby n na czynniki.

Algorytm jest najbardziej efektywny, jesli liczba n jest potegg liczby 2 i czesto
okreslenie FFT (od angielskiego Fast Fourier Transform) dotyczy takiego
wariantu algorytmu. Zbadamy go dokladniej. Dla parzystej liczby n transformate
otrzymamy przez ,scalenie” transformat dwéch podciggdw, ztozonych odpowiednio
z elementéw parzystych i nieparzystych ciggu danego. Transformaty te oznaczymy
symbolami (p;)jez i (4j)jez. Przypomnijmy, ze transformaty te sg ciggami
obustronnie nieskoniczonymi, o okresie n/2, reprezentowanymi przez podciagi

Poy--+»Pn2-11do, ..., dn/2—1. Mozemy napisac
n/2—1 n/2-1
bj = Z aZijZk + Wj Z C12k+]W]-2k =Pj + W;dj.
k=0 k=0
Podstawiajac j + n/2 w miejsce j, i biorac pod uwage, ze Wy, = e 2mitn/2/n =
e~ 2mi/me—2min/(2n) — _y; oraz szfn/z = wfk, dostajemy
n/2-1 n/2-1
bjine = Z aZijzkn/Z + Wjin/2 Z a2k+1wj2]+<n/2 =Pj — Wjd;.
k=0 k=0

Implementacja algorytmu FFT w postaci procedury rekurencyjnej jest
nastepujaca:

void rFFT ( int n, complex al[] )
{

complex *p, *q, u, w, t; int j;

if (n>1) {
p = malloc ( n/2*sizeof(complex) );
q = &p[n/21;
for ( j =05 j <n/2; j++ ) {
plj]1 = al2xj1;
qljl = al2*j+11;
}
rFFT ( n/2, p );
rFFT ( n/2, q );
u=1;

W = efzrri/n;
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for ( j =05 j <n/2; j++ ) {
t = uxql[jl;
aljl = plj]1 + t;
alj+n/2] = pl[jl - t;
u = u*w;

}

free ( p);

¥
} /*rFFT+/

Ogladajac te implementacje, widzimy, ze cho¢ procedura umieszcza transformate
w tej samej tablicy, w ktérej sg poczatkowo dane liczby ay, ..., an_1, potrzebuje
ona sporo pamieci dodatkowej (w rzeczywistosci potrzeba dodatkowych tablic

o sumarycznej dtugoéci 2n). Mozna jednak zaprojektowaé taks implementacje,
ktéra wszystkie obliczenia wykonuje ,w miejscu”, tj. ktéra oprécz tablicy z danym
ciggiem, ktory nalezy zastapi¢ przez jego transformate, potrzebuje tylko
niewielkiej ustalonej liczby zmiennych prostych. Aby otrzymac takg procedure,
nierekurencyjng i dodatkowo oszczedzajaca pewne dzialania, przyjrzymy sie
przeptywowi danych”, to znaczy zbadamy, od ktérych wspodiczynnikéw zaleza
transformaty obliczane ,,po drodze”. Dla n = 8 ,przeptyw danych” jest
przedstawiony na rysunku (najlepiej go oglada¢ od prawej do lewej strony).

QAo L L g bo
as . . by
a * ® b2
ae o . b3
a; . . by
as ® ® b5
as P . be
az * L 4 b7

Krawedzie laczg dane z wynikami, tj. kazda liczba (z wyjatkiem danych) jest
obliczana na podstawie liczb znajdujacych si¢ w kolumnie na lewo od niej,
potaczonych z nig kreskami. Widzimy, ze w kazdym przypadku obliczenie polega
na zastapieniu pary liczb przez inng pare, obliczong tylko na jej podstawie (i dana
para liczb nie jest do niczego innego potrzebna). Jesli zatem ustawimy dane
wejSciowe w odpowiedniej kolejnosci, to mozna cate obliczenie wykonaé bez
potrzeby rezerwowania dodatkowej tablicy.

9.6

Ostatnia transformata powstaje z transformat podciagéw ,parzystego”

i ,nieparzystego”. Kazda z tych dwéch transformat jest obliczana na podstawie
transformat ,parzystego” i ,nieparzystego” podciggu odpowiedniego podciggu itd.;
zatem ogdlna regula porzadkowania danych wejSciowych polega na ustawieniu ich
w kolejnosci odwroconych bitow. Jesli indeks j danego wspdtczynnika a;
przedstawimy w ukladzie dwoéjkowym, przy uzyciu 1+ 1 = (log,n) + 1 cyfr
dwojkowych (bitéw), to indeks miejsca w tablicy, na ktérym ma si¢ on znalez¢,
otrzymamy wypisujac te bity w odwrotnej kolejnoséci. Procedura FFT, ktéra
realizuje to obliczenie, ma postaé

void FFT ( int n, complex a[] )
{

complex t, u, w;

int i, j, k, 1, m, p;

1 = logyn; m = n/2;
/* przestawianie danych w tablicy */
for (i=1, j=m; i<n-1; i++) {

if (i < j ) przestaw ( &alil], &aljl );

k = m;
while (k<=3 ) {j-=%k; k/=2; }
J+= Kk
¥
/% obliczanie transformaty */
for (k=1; k <= 1; k++ ) {
m=2% p=m/2;
u=1; w= e ™Pr,;
for ( j =05 j <p; j++ ) {
i=13
do {
t = a[i+pl*u;
ali+p] = ali]l-t; ali] = alil+t;
i += m;
} while (i <=n );
u k= w;
¥
¥
} /*#FFTx/

Algorytm ten opublikowali w 1965 r. Cooley, Lewis i Welch. Pierwsza petla,
for (i = ... ) ..., dokonuje przestawienia elementéw w tablicy zgodnie
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z kolejnoscig odwrdéconych bitéw. Kolejne przebiegi drugiej petli,

for (k= ... ) ..., majg na celu obliczenie n/2 transformat podciggéw

o okresie 2, /4 transformat podciagéw o okresie 4, itd. Liczba e=2™/™ (warto§é
zmiennej w) 1 jej potegi, czyli liczby w; (kolejne wartoéci zmiennej u) sg obliczane
tylko raz dla wszystkich transformat podciggéw o tym samym okresie. W kazdym
przebiegu petli for ( j = ... ) ... obliczane sg pary wspdiczynnikéw

o numerach j oraz j + p we wszystkich transformatach podciggéw o okresie

m = 2p, poniewaz petla najbardziej wewnetrzna (do. . .while) przebiega przez
wszystkie te transformaty.

Mozna udowodnié, ze algorytm FFT, takze w wersji ogélnej (dla dowolnego 1),
jest numerycznie stabilny, tj. istnieje stata K (zalezna od n), taka ze
wspolczynniki Bj obliczone przy uzyciu arytmetyki zmiennopozycyjnej przyblizajg
dokladne wspoétczynniki b; dyskretnej transformaty Fouriera z bledem
spelniajagcym nieréwnosé

max \Bj — b;| < Kvmax by,
j j
gdzie v = 27t Dla liczby n bedacej potega 2 mozna przyjaé
K= (\/E log,n + (log,n — 1)(3 + 2¢)) vn,

gdzie ¢ jest oszacowaniem bledu bezwzglednego obliczonych kosinuséw i sinuséw,
tj. czeéci rzeczywistych i urojonych liczb wj.

Szybkie mnozenie wielomianéw

Zajmiemy si¢ nastepujacym zadaniem: dane sg wspétczynniki a, ..., an
ibo,..., by wielomianéw a(x) =Y |, ax*ib(x) = Y |-, bixk. Nalezy obliczyé
wspétczynniki co, . .., Cnim wielomianu c(x) = Y 7" e = a(x)b(x). ,Zwykly”

algorytm mnozenia wielomianéw mozna zrealizowaé za pomocg podprogramu

for ( k = 0; k <= n+m; k++ ) c[k] = 0;
for (i =0; i <= n; i++ )
for ( j = 0; j <= m; j++ ) cli+j] += alil*b[j]l;

Operacjg dominujacg w tym algorytmie jest mnozenie wspétczynnikéw; operacji
tych nalezy wykonaé (n + 1)(m + 1); je§li m =~ n, to zlozono$é obliczeniowa ma
rzad @(n?), choé zaréwno danych, jak i wynikéw jest ©(n).

Alternatywny sposéb rozwigzywania tego zadania polega na wybraniu liczb
X0y - - - y Xnt+m, Obliczeniu wartosci wielomiandéw a i b, obliczeniu wartosci
c(x;) = a(x;)b(x;) wielomianu c i znalezieniu jego wspélczynnikéw w bazie
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potegowej, przez rozwigzanie zadania interpolacyjnego Lagrange’a. Mnozenie
wielomianéw — w postaci mnozenia ich warto§ci w wybranych punktach —
wymaga wykonania tylko n + m + 1 mnozen. Trzeba tylko umieé szybko obliczyé
wartosci wielomianéw a i b i szybko rozwigzaé zadanie interpolacyjne.
Do tego celu mozemy uzy¢ algorytmu FFT; jesli przyjmiemy, ze x; = e~ 2mi/N,
gdzie liczba N jest najmniejszg catkowity potega liczby 2 wiekszg niz n + m, to
ciag wartosci wielomianu a w tych punktach jest dyskretng transformata Fouriera
ciggu wspélczynnikéw ao,...,an,0,...,0 o dlugosci (a raczej okresie) N. Majac
wartoéci wielomianu ¢ w punktach x;, mozemy obliczy¢ jego wspélczynniki

w bazie potegowej, wyznaczajac odwrotng dyskretng transformate Fouriera. Cate
to obliczenie jest wykonalne za pomocg @(NlogN) = O((n + m) log(n + m))
dziatan zmiennopozycyjnych.
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Zadania i1 problemy

. Udowodnij, wykonujac odpowiedni rachunek, ze jesli c_y =¢x dla k =-—,...,n,
to dla kazdego t € R

n n
Z crett =ao+ Z aycos kt + by sinkt,
k=—mn k=1

gdzie co = (ao,0) oraz ¢y = J(ax, —by) dlak=1,...,n.

. Znajdz ztozonosé obliczeniows algorytmu FFT dla ciggu o dtugosci n = p¥, gdzie
p jest liczbg pierwsza, a k jest liczbg naturalng.
Czy istnieje monotoniczna funkcja f(n), taka ze zlozonos¢ algorytmu FFT jest
réwna O(f(n))? OdpowiedZ uzasadnij.

. Dwuwymiarowa dyskretna transformata Fouriera ukladu liczb aj € C, gdzie
j, k € Z, takiego ze istniejg liczby naturalne n, m, takie ze dla kazdego j,k € Z
jest ajx = Qjpnk = Qjk4m, jest ukladem liczb

m

bpq _ Z Z ajkeflrdjp/nfzmkq/m'

n
j=0 k=

o

Znajdz wzoér opisujacy dwuwymiarowg dyskretng transformate odwrotna.
Podaj algorytm obliczania dwuwymiarowej dyskretnej transformaty Fouriera za
pomocg algorytmu FFT (dla transformaty jednowymiarowej) i podaj ztozonosé
tego algorytmu w zalezno$ci od liczb n i m.
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Aproksymacja funkcji

Niech f oznacza funkcje okres§long w przedziale [a, b]. Definicja tej funkcji moze
nie by¢ wygodnym algorytmem obliczania wartosci tej funkcji (np. funkcja f moze
by¢ granica nieskoriczonego ciggu), ewentualnie mozemy mieé tylko ,czarng
skrzynke” w postaci podprogramu obliczajgcego wartos¢ funkcji f, przy czym
koszt ,siegniecia do tej skrzynki” moze by¢ bardzo duzy, jesli na przyktad
obliczenie wartosci funkcji f w punkcie x polega na przeprowadzeniu
eksperymentu fizycznego z parametrem x i dokonaniu pomiaru.

Zadanie aproksymacji polega na znalezieniu w ustalonej przestrzeni liniowej V,

ktoérej elementy sg funkcjami okreslonymi na przedziale [a, b], funkcji g
przyblizajacej funkcje f (ktéra w ogdlnodci nie jest elementem przestrzeni V).
Oczywiscie, przestrzenn V wybieramy tak, aby koszt obliczania wartosci nalezacych
do niej funkcji byt maty, bo w zamierzeniu bedziemy wielokrotnie obliczaé
wartosci funkcji g, ktérej chcemy uzywaé zamiast f w jakims§ celu.

Aby funkcja g mogta skutecznie ,udawa¢” funkcje f, mus: by¢ skonstruowana

w oparciu o dodatkowg wiedze na temat wiasnosci funkcji f i na temat
zamierzonej jakosci aproksymacyi. Jedli na przyktad funkcja f ma ciggla
pochodnag, to mozemy chcieé, aby nie tylko wartosci funkcji g byty bliskie wartosci
funkcji f, ale takze aby pochodna funkcji g przyblizala pochodng funkcji f (samo
przyblizanie wartosci funkcji f tego nie zapewnia). Przyjmiemy, ze funkcja f jest
elementem pewnej przestrzeni liniowej U, na przykiad przestrzeni funkcji

klasy C¥[a, b] dla pewnego k. Bedziemy rozpatrywaé algorytmy dobierania funkcji
z przestrzeni V C U. Algorytm bedzie skuteczny, jesli konkretna funkcja f, ktorej
przyblizenie chcemy znalez¢, jest istotnie elementem przestrzeni U (uwaga: to jest
nietrywialne, je$li funkcje f znamy tylko na podstawie pomiaréw).

Blad aproksymacji bedziemy mierzy¢ za pomocg pewnej normy okreslonej

w przestrzeni U. Zwykle normy okresla si¢ za pomocg calek i bardzo czesto bierze
si¢ normy Holdera; wtedy miarg bledu przyblizenia funkcji f przez g jest
wyrazenie (dla ustalonego p > 1)

b 1/p
I glly = (j |f(X)*9(X)|de> .

Dwa szczegdlnie wazne przypadki to p = 2 (méwimy wtedy o aproksymacji
§redniokwadratowej) oraz przypadek graniczny dla p — oo, gdy blad jest

okre§lony wzorem
[f = gllc = max [f(x) — g(x]|.
x€[a,b]

Ten przypadek nazywa sie aproksymacia jednostajng.

10.2
Gdybysmy byli zainteresowani takze przyblizaniem pochodnej funkcji f, to
mierzyliby§my blad innymi sposobami, np. obliczajac wyrazenie
max{|[f — glleo, c[lf’ = 9'lloc},
z jako§ wybrang zawczasu statg ¢ > 0.
Aproksymacja jednostajna

Z analizy znamy twierdzenie aproksymacyine Weierstrassa: Jesl: funkcja f jest
ciggta na przedziale [a,b], to dla kazdego € > 0 istnieje wielomian p,, pewnego

stopnia n, taki ze ||[f — pnllo < e.

Twierdzenie Weierstrassa ma konstruktywny dowdd (Bernstein, 1912 r.), ale
konstrukcja uzyta w tym dowodzie nie nadaje sie do praktycznego stosowania, bo
nawet dla ,tatwych” funkcji i niezbyt matego ¢ wynikajace z dowodu oszacowanie
liczby n moze by¢ rzedu wielu tysiecy, podczas gdy wystarczy n mniejsze niz 10.
Jedng z przyczyn tak stabych wynikéw konstrukcji jest to, ze poza ciggloscig

o funkcji f niczego sie nie zaklada.

Jesli funkcja f jest klasy C™*'[a, b], to zadanie aproksymacji mozemy rozwigzaé
przez skonstruowanie wielomianu interpolacyjnego Lagrange’a lub Hermite’a.

W tym celu wybieramy wezty interpolacyjne x; € [a,b] dlai=0,...,n, obliczamy
wartodci funkcji f (i ewentualnie pochodnych, jesli sg krotne wezty) i stosujemy
algorytm réznic dzielonych. Dla tak skonstruowanego wielomianu h,(x), na
podstawie wzoru opisujacego reszte, mamy

[F (g (x))]
f—hnlle = — " |pn ,
l leo = max CES I (%))
gdzie pny(x) = (x —%o) - ... (x — xn). Mamy zatem problem, jak dobraé wezty,

aby opisany powyzszym wzorem biad aproksymacji byl jak najmniejszy.
Wielomiany i wezty Czebyszewa

Mozemy ustali¢ € > 0, a nastepnie staraé sie dobra¢ wezty interpolacyjne

w przedziale [a,b] w dowolny sposéb zapewniajacy, ze blad aproksymacji jest

mniejszy niz €. Jesli sig¢ to uda, to nie przejmujemy sie tym, ze inny wybdr

mégtby daé jeszcze mniejszy btad. Jesli max,crq v [f™ 1 (x)| < My, to
Mn+1

[[f —halle < m\lpn+1l\oo- (*)
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Mozemy wybiera¢ wezly tak, aby zminimalizowaé czynnik ||[pni1]le. Aby to
zrobié¢, zbadamy tzw. wielomiany Czebyszewa, zdefiniowane za pomocg wzordéw

To(u 1 y
Ti(w) =u,
Te(u) = 2uT_g(u) — Tez(u) dlak > 1.

-

Jest jasne, ze funkcja Ty (u) jest wielomianem stopnia k. Wzér rekurencyjny dla
k > 1 to tak zwana formula tréjcztonowa, ktéra umozliwia m.in. numeryczne

obliczanie wartosci tych wielomiandéw i ich kombinacji liniowych dla ustalonego u.
Wielomiany Czebyszewa mozna okre§li¢ takze innymi sposobami, z ktérych nam
sie¢ przyda taki:

Te(u) = cos(karccosu) dlaue[—1,1].

Sprawdzmy, ze to jest réwnowazna definicja: oznaczmy u = cost. Wtedy
To(u) = cos0 =1 oraz Ty(u) = cost = u, zas dla k > 1, podstawiajac o = kt
i B = (k—2)t do tozsamosci trygonometrycznej

x+f3 x—f

Cos

=2
cos o + cos 3 cos 2 7

otrzymujemy réwnosé
coskt = 2cos(k — 1)tcost — cos(k — 2)t,

czyli formute tréjcztonows.

Na podstawie trygonometrycznego wzoru
okreslajgcego wielomiany Czebyszewa
mozemy stwierdzié¢, ze k miejsc zerowych
wielomianu Ty (czyli wszystkie) znajduje
sie w przedziale [—1, 1], mianowicie sg
nimi liczby [ | |1 X

2 +1

zj = cos n dlaj=0,...,k—1,

a ponadto wielomian T, w przedziale !
[—1, 1] przyjmuje wartosci ekstremalne,

T7(u)

na przemian +1 i —1, w punktach

yjzcoslkﬂ dlaj=0,...,k. 1

Majac ustalony przedzial [a, b] oraz liczbe k > 0, mozemy okresli¢ wielomian

ok
a0 = O n ),
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—a

gdzieu=2(x —a)/(b—a) — 1, czyli x = b%l + bTu. Z formuty tr6jcztonowe;j
latwo mozna wywnioskowaé, ze wielomian T, (u) jest suma wyrazenia 2 'uk

i pewnego wielomianu stopnia mniejszego niz k. Zatem wspétczynnik w bazie
potegowej przy x¥, czyli wspblczynnik wiodacy wielomianu qi(x) jest réwny 1.
Wielomian ¢y ma k miejsc zerowych w przedziale [a,b] i w k + 1 punktach tego
przedzialu, w tym w obu jego koricach, przyjmuje wartosci ekstremalne, réwne

(b — a)k/22% 1,

Udowodnimy, ze zaden wielomian stopnia k ze wspélczynnikiem wiodgcym
réwnym 1 nie moze mie¢ mniejszych co do modutu wartosci w calym przedziale
[a,b]. Istotnie, gdyby taki wielomian, w(x), istnial, to wielomian

T(x) = qi(x) — w(x) mialby stopieri mniejszy niz k, ale musialby mie¢ co najmniej
k miejsc zerowych w przedziale [a, b], bo wykres wielomianu w przecinalby
wykres wielomianu gy co najmniej raz miedzy kazdymi jego sgsiednimi punktami
ekstremalnymi (sgsiednie ekstrema maja te sama wartosé bezwzgledna i przeciwne
znaki, a wielomian w ma mie¢ w przedziale [a, b] mniejsze wartosci bezwzgledne).
Zatem, taki wielomian w nie istnieje. O

Dla dowolnych wezléw interpolacyjnych wielomian p, .1 wystepujacy
w oszacowaniu btedu ma wspoétczynnik wiodacy réwny 1. Mamy zatem narzedzie
do rozwigzywania zadania aproksymacji: aby przyblizyé funkcje klasy C™*!
w przedziale [a, b], wybieramy tzw. wezly Czebyszewa, okreslone wzorem
x‘:b—ka bfacoS 2j+1
) 2 2 2n+2
i konstruujemy wielomian interpolacyjny Lagrange’a h, stopnia n z tymi wezlami.

n dlaj=0,...,n,

Wtedy otrzymamy pni1 = qni1 i
Mn+l (b - a)n+]
n+1) 220+l

Wyrazenie po prawej stronie tej nieréwnosdci mozemy poréwnaé z przyjetym

progiem ¢, aby sprawdzi¢, czy blad jest dostatecznie matly. Jesli nie, ale funkcja f
ma ciggle pochodne wyzszych rzedéw (i umiemy znalezé ich oszacowania), to
mozemy sprobowacé szczescia z wielomianem interpolacyjnym wyzszego stopnia.

Alternans i algorytm Remeza

Teraz zajmiemy sie nastepujacym problemem: dla ustalonej funkcji rzeczywistej f
nalezy dobraé taki wielomian g* stopnia co najwyzej n, aby blad aproksymacji

w normie maksimum w przedziale [a, b] byl najmniejszy. Nieco uogélniajac
zadanie, rozwazymy problem aproksymacji przez okreslone w przedziale [a, b]
funkcje, ktére sg elementami ustalonej przestrzeni V o wymiarze k; zatem, majac
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taka przestrzen, chcemy w niej znalezé element najlepiej przyblizajacy dang
funkcje f, o ktérej zalozymy, ze jest ciggta.

Def. Przestrzen liniowa V o wymiarze k, ktorej elementami sg rzeczywiste funkcje

ciggle okreslone w przedziale [a, b], spelnia warunek Haara (albo: ma wlasno§é
Haara), jesli z faktu, ze funkcja g € V ma k réznych miejsc zerowych
w przedziale [a, b] wynika, ze jest to funkcja zerowa.

Wtasno§¢ Haara, dla dowolnie wybranego przedziatu [a, b], ma zatem przestrzen
liniowa R[x],,, ktorej elementy s wielomianami stopnia co najwyzej n, ale nie
tylko: wezmy przestrzen wielomianéw trygonometrycznych stopnia co najwyzej n
i ustalmy dowolny przedzial [a, b] krotszy niz 27 (tj. krétszy niz okres wszystkich
tych funkcji). Przestrzen ta ma wymiar 2n + 1, i jak wiemy, zadanie interpolacji
Lagrange’a dla 2n + 1 dowolnie wybranych w przedziale [a, b] (parami réznych)
wezléw ma w tej przestrzeni jednoznaczne rozwigzanie (zobacz rozdzial 9 tych
notatek). Jedli wiec pewien wielomian trygonometryczny stopnia n ma 2n + 1
miejsc zerowych w przedziale [a, b], to jest on funkcjg zerows. Natomiast nie majg
wtasnodci Haara przestrzenie, ktérych elementami sg funkcje sklejane: istniejg
niezerowe funkcje sklejane, ktére maja nieskoriczenie wiele miejsc zerowych.

Twierdzenie Czebyszewa o alternansie: Jesl: przestrzenn V o wymaiarze k spetnia

warunek Haara, to dla dowolnej funkcji ciggtey f zadanie aproksymacyi
jednostagne] ma w przestrzent V jednoznaczne rozwigzanie, g*. Funkcja

f — g*, opisujgca btgd aproksymacji, ma w przedziale [a,b] co najmniej k + 1
punktow, w ktérych przyymuje maksymalng wartos¢ bezwzglednag, przy czym
znaki wartosct funkcyi f — g* w kolejnych punktach z tego zbioru sg przeciwne.

Dowdd twierdzenia Czebyszewa, ktéry pominiemy, jest podobny do
przeprowadzonego wczeSniej dowodu stwierdzenia, ze wielomian g, ma
najmniejszg norme || - ||, dla przedziatu [a, b] wiréd wszystkich wielomianéw
stopnia k o wspélczynniku wiodacym 1 (i jest to jedyny taki wielomian).

Zbiér punktéw, w ktérych funkcja f — g* przyjmuje na przemian minimalng

i maksymalng warto§¢ (wszystkie o tej samej wartosci bezwzglednej ||f — g*||)
nazywany jest alternansem. Rozwigzanie zadania aproksymacji polega na
znalezieniu takiego wielomianu g* stopnia co najwyzej n, aby funkcja f — g*
przyjmowata w n + 2 punktach przedziatu [a, b] wartosci ekstremalne

o zmieniajacych si¢ znakach. Jesli funkcja f jest wypukla albo wklesta

i poszukujemy optymalnego wielomianu stopnia 1, to alternans skiada sie z trzech
punktéw, z ktorych dwa sg konicami przedziatu [a, b], dzigki czemu zadanie jest
latwe.
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Jesli poszukujemy optymalnego wielomianu wyzszego stopnia, to mozemy uzyé

opisanego nizej algorytmu Remeza, w ktérym konstruuje sie pewien cigg
wielomianéw (g'));cy stopnia n, zbiezny do poszukiwanego wielomianu g*.

Za g'°© mozna przyja¢ wielomian interpolacyjny Lagrange’a z n + 1 weztami
Czebyszewa w przedziale [a, b]. Istotne jest, aby funkcja f — g{°) miata

w przedziale [a, b] co najmniej n 4 2 lokalne minima i maksima, rozmieszczone na
przemian (wartosci bezwzgledne tych ekstreméw mogg by¢ rézne), i taki wybor
funkcji g!© to zapewnia: funkcja ¢® ma minimum lub maksimum miedzy
kazdymi dwoma weztami interpolacyjnymi, a takze przed pierwszym i za ostatnim
weztem, a jesli znaki kolejnych ekstreméw sg takie same (o co jest bardzo trudno),
to zamiast jednego z nich mozna przyjaé wezel.

Na podstawie wielomianu g0~") nalezy skonstruowaé g). W tym celu trzeba
znalezé wszystkie ekstrema funkcji f — gU~") w przedziale [a, b]. To moze by¢
bardzo trudnym zadaniem obliczeniowym. Majac pewne informacje o funkcji f,
mozemy ustalié¢ gestosé, z jaka wystarczy stablicowaé te funkcje i wielomian g0-")
w przedziale [a, b], aby nie ,zgubi¢” zadnego ekstremum (to moze by¢ np. 100,
1000, lub nawet wigcej punktéw), potem trzeba zastosowaé jakas metode
numeryczng znajdowania punktéw ekstremalnych z duza doktadnoscia!?.
Nastepnie tworzymy j-te przyblizenie alternansu: wybieramy n + 2 punkty

w przedziale [a,b], w ktérych funkcja f — g0~!
przy czym jesli lokalnych ekstreméw jest wiecej niz n + 2, to trzeba wybraé

) przyjmuje wartosci ekstremalne,

punkty, w ktérych ekstrema majg najwieksze wartosci bezwzgledne,

z zachowaniem warunku zmieniajacych sie znakéw. Oznaczmy wybrane punkty
symbolami y((,j), . ,ygld (lub lepiej w skrocie yo, ..., Yns1). Zalozymy, ze sg one
uporzagdkowane monotonicznie.

Wielomian g¥) ma spetniaé nastepujacy warunek: dlai=0,...,n + 1 ma byé
f(y1) — g9 (yi) = (=1)*r;, gdzie 15 jest niewiadoma liczba. Zatem, zachodzi
réwnoéé f(x) — g (x) = r;h0)(x) dla pewnej funkcji h'), takiej ze hU)(y;) = (—1)*

dlai=0,...,n+ 1. Obliczajgc réznicg dzielong rzedu n + 1, otrzymamy

flyo, .., Unt1l = 5h Vo, ..., yntal,
bo réznica dzielona rzedu n + 1 wielomianu gV stopnia n jest zerem. Ale stad
mozemy obliczyé
o Yo, .-+, Yny1l
T W0y, Ynnl
a nastepnie uzy¢ r; do obliczenia wartosci wielomianu g9 w punktach y; i znalezé

"Metody znajdowania ekstreméw, nieobecne w tym wykladzie, maja zwiazek z metodami
rozwigzywania réwnan nieliniowych.
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ten wielomian przez rozwigzanie zadania interpolacyjnego Lagrange'a (mamy tu
o 1 wezel i warunek interpolacyjny za duzo, ale to nie szkodzi).

Ciag wielomianéw gU) zwykle doé¢ szybko zbiega do wielomianu g*, ktéry
przybliza funkcje f z najmniejszym bledem w przestrzeni R[x],,, przy czym ciag
liczb |r;| zbiega do normy btedu, tj. maksymalnej wartosci bezwzglednej réznicy
f(x) — g*(x) w przedziale [a,b]. Jak wida¢ z opisu (ktéry jest dosy¢ uproszczony),
to jest kosztowny algorytm, ktérego stosowanie oplaca sig, jesli wartosci
wielomianu g* majg by¢ obliczane bardzo wiele razy. Najczesciej poprzestaje sie
na wielomianach nieoptymalnych, np. wielomianach interpolacyjnych z weztami
Czebyszewa, ktére zwykle dajg niewiele wigkszy blad aproksymacji, a sg
nieporéwnanie tatwiejsze do znalezienia. Jesli btad aproksymacji przez taki
wielomian jest zbyt duzy, rozwigzaniem problemu moze by¢ przyjecie wigkszego
stopnia. Inna mozliwo$¢, to konstrukcja aproksymacyjnej funkcji sklejane;j.

Aproksymacja jednostajna przez funkcje sklejane

Zauwazmy, ze gdyby funkcja f miata by¢ przyblizana w przedziale dwukrotnie
krétszym (np. w polowie przedziatu [a, b]), w ktérym przyjelibySmy wezly
interpolacyjne rozmieszczone w dwukrotnie mniejszych odstepach, to czynnik
Ilpns1llee We wzorze (*) dla tego krétszego przedziatu bytby 2™*' razy mniejszy.
Zatem skrocenie przedziatu [a, b] jest radykalnym sposobem zmniejszenia bledu
aproksymacji jednostajnej i czasami jest to jedyny skuteczny sposéb. Majac diugi
przedzial, mozemy podzieli¢ go na krétsze podprzedzialy i aproksymowaé
funkcje f w kazdym z nich innym wielomianem niskiego stopnia. Odpowiednio
dobrana reprezentacja aproksymacyjnej funkcji sklejanej moze zapewni¢ dobre
wtasnosci analityczne w danym zastosowaniu, tj. ciggtosé pochodnych
dostatecznie wysokiego rzedu.

Znanych jest wiele twierdzen na temat aproksymacji funkcjami sklejanymi
réznych stopni. Bez dowodu, ktéry jest dosyé zmudny (choé pouczajacy), podam
jedno z tych twierdzen.

Twierdzenie. Niech f € C?[a,b] i niech s oznacza kubiczng funkcje sklejang
klasy C?[a,b] z weztami up=a <u; < --- < Uy = b, takg ze s(u;) = f(u;) dla
1=0,...,n. Niech M, oznacza stalqg takq ze |[f"(x)| < M, dla kazdego
x € [a,b], oraz |s”(a)] <3M; 1 |s”(b)| < 3M,. Wtedy dla kazdego x € [a,b]
zachodzg nieréwnosct
1

f(x) = s(x)] < EMzhz, If'(x) —s'(x)| < 2M;h,

gdzie h = max;(ui g — w).
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Twierdzenie to stosuje si¢ m.in. do naturalnych kubicznych funkcji sklejanych (dla
ktorych s”(a) = s”(b) = 0), ale nie tylko. Wynika z niego, ze do osiggniecia
dowolnie matego bledu wystarczy wybranie dostatecznie gestego ciggu weztow

w przedziale [a,b], a ponadto mozna w ten sposéb réwniez dowolnie zmniejszy¢
biad aproksymacji pochodnej funkcji f.

Aproksymacja §redniokwadratowa

Niech p oznacza funkcje okreslona w przedziale A (ktéry moze by¢ otwarty lub
domkniety, ograniczony lub nieograniczony). Zakladamy, ze funkcja p jest
nieujemna, zbiér jej miejsc zerowych w A jest miary zero (np. pusty) i catka

z funkcji p w zbiorze A jest skoniczona. Funkcje p nazywamy funkcjg wagows albo
wagg. Dla takiej funkcji wzoér

(f,0)p = Lf(x)g(x)p(x) dx

okresla iloczyn skalarny, a funkcjonat

16l = /£, 1) = ,/Lf(xvp(x) dx

jest normga. Zadanie aproksymacji §redniokwadratowej czesto jest uogblniane
w ten sposéb, ze dla danej funkcji f nalezy znalez¢ w ustalonej przestrzeni V
(ktorej wymiar jest skonczony) funkcje g, taka ze wyrazenie ||f — gl|, jest
najmniejsze.

Rozwigzaniem zadania jest wektor (funkcja) g*, ktéra jest rzutem prostopadtym
wektora (funkcji) f na przestrzen V; zadanie aproksymacji redniokwadratowej
jest w istocie uogélnieniem liniowego zadania najmniejszych kwadratéw. Majac
baze po, ..., Ppn przestrzeni V, wystarczy znalezé wspoéiczynniki xo, ..., Xn
wektora g* = Z?:o x;p; w tej bazie. Wektor f — g* jest prostopadly do wszystkich
elementéw bazy przestrzeni V. Na podstawie tego warunku mozemy wyprowadzic
uklad réwnan normalnych

n

Z<pi,p]’>pXj = <pi>f>py dla'L:O,‘Tl
j=0

Macierz A = [(pi, Pj)oli; tego ukladu réwnan jest symetryczna i dodatnio
okreslona.

Wielomiany ortogonalne

Zadanie aproksymacji §redniokwadratowe] jest znacznie tatwiejsze do rozwigzania,
jesli dysponujemy baza ortogonalng przestrzeni V, tj. uktadem wektoréw



10.9

(funkcji) po, ..., Pn, takich ze lin{py, ..., pn} =V oraz (p;,pj)p =0 dlai#j. Dla
takiej bazy macierz uktadu réwnan normalnych jest diagonalna. Majac dowolng
baze przestrzeni V, mozemy znalezé baze ortogonalng za pomocg ortogonalizacji
Grama-Schmidta. Jesli V = R[x],, tj. elementami przestrzeni V sg wszystkie
wielomiany stopnia co najwyzej n, to za pomoca ortogonalizacji bazy potegowej
mozemy znalezé baze ortogonalng py,...,pn, W ktérej dla kazdego k stopiert
wielomianu py jest rowny k. Baze takg mozemy réwniez znalezé za pomoca
odpowiedniej formuty tréjcztonowej; wczesniej otrzymaliSmy tym sposobem

wielomiany Czebyszewa.

Twierdzenie. Dila ustalonego przedziatu A C R 1 funkcji wagowej p wielomiany
Py, tworzgce uktad ortogonalny dla k =0,1,... 1 takie, zZe dla kazdego k
stopien, wielomianu py jest rowny k, wyrazajqg sie wzorem

Pr(x) = (oax + Bi)pi—1(x) +vipra(x) dlak=1,2,...,

gdzie oy # 0 (mozna wybraé dowolnie), oraz

0<k<XPk71 >pk71>p
_R\PP k=D Fkl/p K= —

Pl

CXk(XDkA , Pk72> o
[Px—2ll3

P =
def def
przy czym p_i1(x) = 0, po(x) = ao # 0.

Dowéd. Dla kazdego k stopient wielomianu py jest réwny k, zatem jego
wspbélczynnik wiodacy ayx # 0. Niech oy = ax/ax_q. Niech wy = py — auxpi_1-
Wielomian wy, jest stopnia mniejszego niz k. Dla iloczynu skalarnego okreslonego
za pomocg catki z wagg zachodzi réwnos¢ (xf, g), = (f, xg),, zatem dla j <k —2

(Wi, Pj)p = (Px — oaXPi—1, Pj)p = (Piy Pj)p — ok{Pr—1, XPj)p = 0.

Wyrazajac wielomian wy w bazie py,...,Ppx_1, otrzymamy
k-1 k-1
(Wi, D)o = <Z biipi, Pj)p = Zbki<pi»pj>p = b (P, i) p-
i=0 i=0

Stad by; =0 dlaj < k— 2, a zatem mamy

Pk = ouXP1 + BxPr_1 + YkPr-2,
dla Bx = by k-1, Yk = b x—2. Mozemy obliczy¢

0= (P, Pr—1)p = o{XPr—1, Pk—1)p + Br(Pr—1, Pr—1)p + Y (Pr—2, Px—1)p,
—_——
-0
0= (P, Pr—2)p = (XPr_1, Pk—2)p + Br (Pr—1, Pr—2)p +VK{PK—2, Pk—2)p
—_—
v

skad otrzymujemy podane wyrazenia na 3y i vy O
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Oczywiscie, mozna wybrac liczby ap i ax tak, aby dosta¢ baze ortonormalna, ale
nie zawsze sie tak robi. Wazng wlasnoscig wielomianéw ortogonalnych (dowéd jest
prostym ¢wiczeniem) jest to, ze wszystkie ich miejsca zerowe sg rzeczywiste,
jednokrotne i potozone wewnatrz przedziatu A.

Wielomiany ortogonalne sg znane dla wielu réznych przedzialéw i wag; najwicksze
znaczenie praktyczne majg

wielomiany Legendre’a: p(x) =1, A = (—1,1),

wielomiany Czebyszewa: p(x) = (1 —x?)""/2, A =(—1,1),

wielomiany Hermite'a'?: p(x) = e, A =R,

wielomiany Laguerre’a: p(x) =e™*, A = (0, +00).

Tak wigc je§li mamy baze przestrzeni R[x],, ortogonalng w sensie iloczynu
skalarnego (-,-),, to zadanie znalezienia wielomianu g% stopnia co najwyzej n,
najlepiej przyblizajacego funkcje f, sprowadza sie do obliczenia wspdiczynnikéw
wielomianu g} w tej bazie:

_ <f)pi>P'
[p:ll3

i=

Mamy przy tym, na podstawie twierdzenia Pitagorasa, wyrazenie opisujgce blad:

n
If = anllz = IFll5 = D_ xillpsll,

i=0
dzieki czemu, jesli btad jest za duzy, mozemy zwiekszac n, obliczajac tylko kolejne
wspolczynniki x; (ale uwaga: sa takie funkcje f, dla ktérych btad nie maleje do
zera, gdy n — oo — trzeba uwazac). Podstawg rozwigzywania zadan aproksymacji
$redniokwadratowej jest obliczanie calek, co mozna robié analitycznie (jesli
umiemy, a nie zawsze tak jest) lub numerycznie. Numerycznym caltkowaniem
zajmiemy sie wkrétce.

12Nie nalezy mieszaé¢ wielomianéw ortogonalnych Hermite’a z zadaniem interpolacyjnym
Hermite’a.
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Zadania i1 problemy

. Algorytm Clenshawa. Niech h(x) = > I' ;a;Ti(x). Dla n > 1 mozemy obliczyé

h(x) = anTn(x) + anaTna(x) + an2Tna(x) +--- =
An(2xTra(x) = Ta2(3)) + anaTua(x) + an2Tna(x) +--- =
(2xan+ an )T a(x) + (an2—a)Thoax)+--- =
An 1 Tn1(x) + dn2Tha(x)+ -+ .

Wykonujac ten rachunek rekurencyjnie, mozemy otrzymac liczby @; i @, takie ze
h(x) = a;Ti(x) + @oTo(x) = @1x + @p. Napisz procedure obliczajacg h(x), oparta
na tym pomysle.

. ZnajdZ najmniejsze n, takie ze wielomian interpolacyjny h, stopnia n z wezlami
Czebyszewa w przedziale [0, 7t/2] przybliza jednostajnie funkcje f(x) = sinx w tym
przedziale z btedem nie wigkszym niz 107%.

Co mozna powiedzie¢ o bledzie wzglednym aproksymacji w tym przypadku?
Wskazoéwka: w oszacowaniach wygodnie jest korzystaé z nieréwnosci 2 < 10.

. Znajdz wielomian stopnia co najwyzej 1, ktéry przybliza jednostajnie funkcje
f(x) = e* w przedziale [0, 1] z najmniejszym mozliwym btedem.

. Znajdz wielomiany stopnia 0, 11 2, bedace rozwigzaniami aproksymacji
§redniokwadratowej dla funkcji f(x) = e* w przedziale [0, 1] z wagg p(x) = 1.

W rachunkach uzyj bazy potegowej.

. Udowodnij, ze wielomiany Czebyszewa stanowig uklad ortogonalny dla iloczynu

skalarnego okreslonego za pomoca catki w przedziale (—1,1) z waga (1 —x?)~/2.

. ZnajdZ wielomiany ortogonalne Legendre’a stopnia 0, 1, 2 i 3, za pomocg
ortogonalizacji bazy potegowej.

. Udowodnij, ze jesli py jest wielomianem k-tego stopnia, nalezagcym do rodziny
ortogonalnej w sensie iloczynu skalarnego okreélonego za pomocg catki w spéjnym
przedziale A z funkcjg wagowg p, to wszystkie jego miejsca zerowe sg rzeczywiste,
jednokrotne i leza wewnatrz przedziatu A.

Wskazéwka: przy zalozeniu, ze liczba j punktéw w przedziale A, w otoczeniu
ktérych wielomian py zmienia znak jest mniejsza niz k, okre§l wielomian stopnia j,
ktérego to sg miejsca zerowe, i zbadaj iloczyn skalarny tego wielomianu i py.



Numeryczne obliczanie catek

Def. Niech f oznacza pewng funkcje okres§lona w przedziale [a,b]. Kwadratura jest
to kombinacja liniowa wartosci funkcji f w pewnych punktach x; € [a, b], zwanych
weztami kwadratury:

n—1
Qf) =) Aif(x).
i=0

Liczby A; sa nazywane wspoéiczynnikami kwadratury.

Ogoblniejsza definicja okresla kwadrature jako kombinacje liniowg wartosci
funkcji f i jej pochodnych w wezlach kwadratury.

Kwadratura jest zatem funkcjonatem liniowym na przestrzeni funkcji okreslonych

w przedziale [a, b], podobnie jak catka oznaczonals:

W odréznieniu od catki, mogac oblicza¢ wartosci funkcji f w dowolnych punktach
przedziatu [a, b], mozna obliczy¢ warto§é kwadratury za pomoca skoriczenie wielu
dziatan arytmetycznych. Numeryczne obliczanie catek polega na obliczaniu
kwadratur. Wazne jest zapewnienie dostatecznej doktadnosci, tj. dostatecznie
matego bledu aproksymacji calki przez kwadrature. Temu celowi stuzy wybér
weztéw i wspoélczynnikéw kwadratury. Jak zwykle, skuteczno§é wyboru zalezy od
wlasnosci funkcji, ktére mamy zamiar catkowac.

Kwadratury interpolacyjne

Kwadratura interpolacyjna jest catkg z wielomianu interpolacyjnego Lagrange’a

lub Hermite’a funkcji f z wezlami w przedziale [a, b]. Jesli jest to wielomian
interpolacyjny Lagrange’a (tj. wezty s jednokrotne, obliczamy w nich tylko
wartosci funkcji f), to kwadratura ma wspolczynniki

b —_— .

Ai= J H wp(x) dx.
a; g T
FE{0,...,n—1TA\{i}

Wsréd kwadratur interpolacyjnych wyrézniamy kwadratury Newtona-Cotesa,

ktorych wezty dzielg przedzial [a, b] na czesci o réwnych dlugosciach (kwadratury
te okresla sie z wagg p(x) = 1), kwadratury Gaussa, ktérych wezly s miejscami

130Obliczajac catke, w pewnych przypadkach wygodnie jest wyréznié pewien czynnik w funkcji
podcalkowej, p(x), i traktowaé go jako wage, cho¢ zwykle przyjmuje sie wage p(x) = 1. Funkcje
wagowe, ktére nie sg stale, przydajg sie zwlaszcza podczas obliczania calek w przedziale
nieograniczonym lub calek z funkcji nieograniczonych. Zakladamy, ze funkcja p speinia warunki
podane w wyktadzie o aproksymacji, i w szczegdlnosci jest nieujemna.

zerowymi wielomianéw ortogonalnych, a takze inne kwadratury, dobierane
specjalnie do zastosowan.

Blad kwadratury jest to oczywiscie réznica I(f) — Q(f), ktéra zalezy od funkcji f.
Btad kwadratury interpolacyjnej opartej na n weztach mozna oszacowac,
obliczajac catke z wyrazenia opisujacego reszte interpolacji:

M. [®

1) - QA < 2 [ ipuleliptel ax
N a

ale to oszacowanie jest poprawne, je§li funkcja f jest klasy C"[a, b], i mozemy go
uzy¢ bezposrednio, jesli umiemy znalesé statg M,,, taka ze ||[f™] < My

Def. Rzad kwadratury jest to liczba r, taka ze kwadratura ma te samg wartosé co
catka dla kazdego wielomianu stopnia mniejszego niz r oraz inng wartos¢ niz catka
dla pewnego wielomianu stopnia .

Z definicji kwadratury interpolacyjnej natychmiast wynika, ze jej rzad jest nie
mniejszy niz liczba weztéw. Rzad zadnej kwadratury opartej na n weztach nie
moze by¢ wigkszy niz 2n, poniewaz jesli p,, jest wielomianem stopnia n, ktérego
miejscami zerowymi sg wszystkie wezty, to mamy Q(p2) = 0 oraz I(p2) > 0.

Mozemy wybraé pewien cigg kwadratur Qq, Qz, ..., np. kwadratur
Newtona-Cotesa coraz wyzszych rzeddéw, i zbadac zbieznos¢ ciggu liczb

Q+(f), Qa(f),. .. dla funkcji f spetniajgcej okreslone warunki (np. funkcji ciggtej).
Chcialoby sie, aby ten cigg mial granice, réwng I(f); jesli jg ma, to istotna jest
szybko$§¢ zbieznosci do tej granicy. Korzystajac z twierdzenia Weierstrassa, mozna
udwodnié

Twierdzenie. Cigg Q:(f), Qz(f),... jest zbiezny do granicy I(f) dla dowolnej
funkcyi ciggte; T wtedy 1 tylko wtedy, gdy jest zbiezny dla kazdego wielomianu
1 1stnieje stata K, taka ze suma wartosct bezwzglednych wspétczynikow kazdej
kwadratury w rozpatrywanym ciggu jest mniejsza niz K.

Pierwszy warunek podany w twierdzeniu jest spetniony przez kazdy ciag
kwadratur interpolacyjnych coraz wyzszych rzedéw, natomiast aby spelni¢ drugi
warunek, wystarczy zapewnic, ze wspolczynniki kazdej kwadratury sg nieujemne.
Niestety, ciagg kwadratur Newtona-Cotesa tego warunku nie spelnia, co wiecej,
sumy wartosci bezwzglednych wspoélczynnikéw tych kwadratur rosng
nieograniczenie. Praktycznie uzyteczne kwadratury Newtona-Cotesa majg tylko
kilka (mniej niz 8) wezléw. Zbadamy dwie najprostsze z nich.



Kwadratura trapezéw oparta jest na dwéch weztach, bedacych konicami

przedziatu [a, b]:

b—a
2

T(f) = (f(a) + f(b)).

bLatwo jest sprawdzié, ze rzad tej kwadratury jest réwny 2. Jesli funkcja f jest
klasy C2?[a,b], to p2(x) = (x — a)(x — b) i mamy oszacowanie btedu

1) = T()l < == | Ip2(x)ldx = —=(b—a)?,

M, Jb M,
2

a

ze stalg M,, taka ze [f”(x)| < M, dla kazdego x € [a, b].

Kwadratura Simpsona oparta jest na trzech weztach: koncach i §rodku

przedziatu [a, b]; oznaczymy ¢ = (a + b)/2:

b—a

S(f) = 2

(f(a) +4f(c) + f(b)).

Okazuje sie, ze rzad kwadratury Simpsona jest réwny 4. Jest tak dlatego, ze to
jest kwadratura interpolacyjna, ktérej srodkowy wezet jest dwukrotny, ale
wspoélczynnik, przez ktory nalezaloby pomnozy¢ f'(c), jest réowny 0. Blad
kwadratury Simpsona mozemy oszacowaé na dwa sposoby:

b
100 =506 < 22 | lix—al(x—e)ix —b)lax = 32 (b —al,
b
100 = (6 < 35 | lix—al(x—)x— bllax = 3 (b —a’

gdzie M3 i M4 to oszacowania warto$ci bezwzglednych pochodnych trzeciego

i czwartego rzedu funkcji f w przedziale [a, b]. Oczywiscie, kazdego z tych
oszacowan mozemy uzywaé pod warunkiem, ze odpowiednia pochodna funkcji f
jest ciggta.

Zamiana zmiennych

Jesli f(u) = g(x) dla x = su+t, gdzie s > 0 i t sg ustalonymi liczbami, oraz
c=sa+t, d=sb+t, to

b -l d
J f(u)p(u)du:gJ g(x)p((x —t)/s)dx, oraz
n—1 n—1

Qilf) = Y Actlu) = LY sAuglsu+ 1) = 1Qao).

i=0 i=0

W ten sposéb, majac dowolng kwadrature Qq:

n—1 b
Quf) = Y Adflu) ~ | flulplu)du,
i=0 a

mozemy otrzymaé nowg kwadrature Q;:

c

n—1 d
Qulg) = Y Biglxo) ~ | glxlol(x—t)/s)d,
i=0
z weztami x; = su; + t 1 wspblczynnikami B; = sA;.

Kwadratury Q; i Q; maja ten sam rzad. Ponadto, majac oszacowanie biedu
kwadratury Q;, podobne do podanych wczesniej oszacowan dla kwadratur
trapezéw i Simpsona, mozna poda¢ oszacowanie btedu kwadratury Q.
Mianowicie, jesli funkcje f i g sa klasy C* w swoich przedziatach catkowania'*
i blad kwadratury Q; ma gérne oszacowanie o postaci

C(b — a)*"" max [f¥(u)],
ucla,b]

to blad kwadratury Q, jest nie wigkszy niz

Clc —d)**" max g™ (x)],
x€[c,d]

z tg sama statg C.
Kwadratury Gaussa

Niech A C R oznacza (ograniczony lub nieograniczony) przedzial catkowania,
niech p oznacza funkcje wagowsa i niech py, p1,... bedzie ciggiem wielomianéw
ortogonalnych w sensie iloczynu skalarnego

def

(f,9)p = Lf(x)g(x)p(x) dx.

Ustalmy liczbe 1 i okre§lmy kwadrature interpolacyjng Q z weztami, ktére sg
miejscami zerowymi Xo, . .., Xn_1 Wielomianu p,; mozemy to zrobi¢, bo miejsca
zerowe tego wielomianu sg jednokrotne i znajduja si¢ w przedziale A. Dowolny
wielomian w stopnia mniejszego niz 2n mozemy przedstawié¢ w postaci

w(x) =pnlx)alx) +7(x),

14Ty rozwazamy k w ogélnosci inne niz liczba weztéw n. Dla kwadratury interpolacyjnej rzedu
T > n mozna wskaza¢ takie oszacowania dla k = {n,..., 1}, przyktadem jest kwadratura Simpsona
i kwadratury Gaussa, opisane dalej.



gdzie a i r to iloraz i reszta z dzielenia wielomianu w przez p,,; stopnie
wielomianéw a i r sg mniejsze niz n. Dzigki temu zachodzg réwnosci

I(w) = JAw(x)p(x) dx = L (pu(x)alx) + (x))plx) dx =

(P a>p+j r()p(x)dx = Q(r) = Q(w),
N—— A

poniewaz warto$ci wielomianéw w i r we wszystkich weztach kwadratury sg
jednakowe. Skonstruowana w ten sposéb kwadratura jest zatem rzedu 2n.

Kwadratury interpolacyjne, ktérych wezly sg miejscami zerowymi wielomianéw
ortogonalnych (odpowiadajacych danemu przedziatowi i funkcji wagowej) sa
nazywane kwadraturami Gaussa; nazwisko rodziny, do ktérej odpowiedni

wielomian nalezy, jest dolgczane do nazwiska Gauss, i w ten sposéb méwi sie np.
o kwadraturach Gaussa-Legendre’a, kwadraturach Gaussa-Czebyszewa,

kwadraturach Gaussa-Hermite’a i kwadraturach Gaussa-Laguerre’a.

Konstruujac kwadrature Gaussa, na ogoét trzeba jej wezly znalezé, rozwigzujac
numerycznie rownanie p,(x) = 0. Wspolczynniki kwadratury Gaussa mozna
obliczy¢ tak, jak wspotczynniki dowolnej kwadratury interpolacyjnej, lub na
podstawie wzoru

1
Y Bkx)?

w ktérym wystepuja wielomiany ortonormalne Py (x) = pi(x)/||pxllo- Wygodnie
jest uzy¢ w tym obliczeniu formutly tréjcztonowej. Zatem wspoélczynniki kazdej

Aq

kwadratury Gaussa sg dodatnie i z podanego wczesniej twierdzenia wynika, ze dla
dowolnej funkcji cigglej ciag kwadratur Gaussa coraz wyzszych rzedéw zbiega do
calki z tej funkcji (z odpowiedniag wagg).

Najwieksze znaczenie praktyczne majg kwadratury Gaussa-Legendre’a, poniewaz
najczesciej oblicza sie calki w skoriczonym przedziale, z wagg p(x) = 1.
Najprostsza kwadratura Gaussa-Legendre’a jest iloczynem dlugosci przedziatu
calkowania i wartosci funkcji w §rodku tego przedziatu. Jest to wiec kwadratura
rzedu 2, oparta na jedym wezle.

Niech p, oznacza wielomian ortogonalny Legendre’a stopnia n, wyskalowany tak,
aby jego wspoélczynnik wiodacy byt réwny 1. Biad aproksymacji jednostajnej
funkcji f klasy C*"[—1, 1] przez wielomian interpolacyjny Hermite’a hon_;

stopnia 2n — 1, oparty na weztach kwadratury Gaussa-Legendre’a (czyli miejscach

zerowych wielomianu p,,), z ktérych kazdy liczymy dwukrotnie'®, ma oszacowanie

Mo 5
— <
g [f(x) = hana ()] < 7 Pn(x)5,
gdzie My, = maxy e 1) [f2)(x)|. Niech

1
Cn= J Prlx)?dx.
—1

Po dokonaniu zamiany zmiennych, mozemy oszacowaé blad kwadratury
Gaussa-Legendre’a rzedu 2n dla przedziatu [a, b]:

MZn b—a 2n+1
- Qi< G (54)

przy czym teraz M, oznacza oszacowanie pochodnej rzedu 2n funkcji f
w przedziale [a, b].

Kwadratury ztozone

Tak jak w aproksymacji jednostajnej funkcji, skutecznym sposobem zmniejszenia
bledu aproksymacji catki przez kwadrature jest podzielenie przedziatu catkowania
na krétsze podprzedziaty i obliczenie sumy kwadratur interpolacyjnych dla tych
podprzedziatdw. W ten sposéb otrzymuje sie kwadratury zlozone. Blad takiej
kwadratury jest suma bledéw kwadratur dla podprzedziatéw, przy czym bledy te
moga mie¢ rézne znaki, a zatem mogg sie znosi¢. Oszacowania bledéw kwadratur

zlozonych zwykle sg sumami oszacowan bledéw w podprzedziatach, przez co
czesto bywajg pesymistyczne.

Dodatkowga korzyscig z zastosowania kwadratury ztozonej jest mozliwo$¢ podziatu
przedziatu catkowania w punktach niecigglosci funkcji podcatkowej lub jej
pochodnych (jesli punktéw tych jest skoriczenie wiele i je znamy). Wtedy

w kazdym podprzedziale funkcja podcatkowa ma wyzszg klase ciggtosci, co
umozliwia stosowanie kwadratur odpowiednio wyzszego rzedu. Ponadto, po
dokonaniu podzialu mozna stosowaé w podprzedzialach rézne kwadratury,
dostosowane do zachowania funkcji podcatkowej w tych podprzedziatach. Kolejna
mozliwo$¢ to adaptacja — dla konkretnej funkcji mozna znalezé oszacowania
bledéw w poszczegdlnych podprzedziatach, i na tej podstawie podejmowaé decyzje
o dalszym (rekurencyjnym) podziale niektérych z nich.

5Kwadratura Gaussa jest w istocie catka z wielomianu interpolacyjnego Hermite’a, ktorego
wszystkie wezly majg krotno$é 2. Oprécz wartosci funkcji podcatkowej nalezatoby wiec uwzglednié
wartosci jej pochodnej w wezlach, ale wybér wezldéw zapewnia, ze wszystkie wspdtczynniki, przez
ktore trzeba pomnozy¢ wartosci pochodnej, sg réwne 0 — zobacz tez opis kwadratury Simpsona.



Kwadratury w podprzedziatach konstruujemy za pomoca opisanej wczedniej
zamiany zmiennych. Zobaczmy przyktady kwadratur z podziatem przedziatu [a, b]
na N czedci o tej samej dlugosci h = (b —a)/N.

Zlozona kwadratura trapezéw powstaje w ten sposéb, ze w kazdym
z podprzedzialéw przedziatu [a, b] stosujemy kwadrature trapezéw. W ten sposob
otrzymamy liczbe

1 ha 1
T(f) = n(3f(xo) + X fx+ 5fbxn)
gdzie x; = a + ih. Jesli funkcja f jest klasy C2[a,b] i [f”(x)| < M, dla kazdego
x € [a, b], to warto§¢ bezwzgledna lokalnego bledu kwadratury trapezéw
w przedziale [x;,xi,1] nie przekracza %hi a zatem suma tych bledéw ma
oszacowanie

M,

My 2
12(b a)h”.

1(f) = Tu(f)] <
Zlozong kwadrature Simpsona otrzymujemy analogicznie. Oznaczmy
xi=a+1ih/2dlai=0,...,2N. Suma kwadratur Simpsona w N podprzedziatach
o dlugosci h jest réwna

N—-1

Sulf) = = (o) + 470c1) + 3 (2f0x20) + 4F(xaui1)) + Fxan)),

i=1

za$ dla funkcji f odpowiednio klasy C3[a,b] i C*[a,b] btad ma oszacowania

M3 3
1(F) = Su(f)] < 72(b — @),

My 4
[I(f) — Sn(f)I < m(b —alh

Konstruowanie zlozonych kwadratur Gaussa jest utrudnione, jesli funkcja wagowa

nie jest stata, dlatego powyzsze podejscie stosuje si¢ tylko do kwadratur
Gaussa-Legendre’a. Jesli funkcja f jest klasy C?"[a, b], to mozemy w kazdym
przedziale o dlugosci h uzy¢ kwadratury Gaussa-Legendre’a opartej na n weztach
i wtedy dostaniemy oszacowanie btedu o postaci

[1(f) — Qn(f)l € CuMan(b — a)h?",

w ktérym stata C,, zalezy tylko od rzedu kwadratury. Jak wida¢, dla h — O blad
bardzo szybko dazy do zera. Jesli funkcja f nie ma ciggtych pochodnych az tak
wysokiego rzedu, to blad nadal dazy do zera, choé wolniej.

Ekstrapolacja Richardsona i metoda Romberga

Niech f oznacza funkcje klasy C*“*2[a,b]. Dowodszi sie, ze btad ztozonej
kwadratury trapezow, z przedzialem [a, b] podzielonym na podprzedzialy
o jednakowej dlugosci h, mozna wyrazi¢ wzorem

I(f) — Tu(f) = cth? + coh* + - - + coh?™ + O(h?™2),

zwanym wzorem sumacyjnym Eulera-Maclaurina. Wspétczynniki ¢y, ..., c, zalezg

od pochodnych funkcji f w przedziale [a, b], ale nie zalezg od dlugosci
podprzedzialéw.

Mozemy ten wzoér przepisaé dla zlozonej kwadratury trapezéw z dwukrotnie
drobniejszym podziatem przedzialu caltkowania:

Ci,2, €24 Cn, o 42
I(f) = Thpe(f) ==—h"+ =h"+.- -+ —h O(h
(f) = Tny2(f) AR L S L ( ),
Jesli strony powyzszego wzoru pomnozymy przez 4/3 i odejmiemy od nich strony
wzoru dla kwadratury z podprzedzialami o dtugosci h pomnozone przez 1/3, to
otrzymamy réwnosé
4 1 4 2n 2n+2

1(F) = (3Twalf) = 3T(f) = dh* + -+ dah + O(h2'2),
Kombinacja liniowa® T](J)(f) =4/3Ty2(f) — 1/3Th(f) jest kwadratura, ktorej
dominujacy sktadnik btedu jest rzedu h*, zatem znacznie szybciej maleje podczas
zmniejszania h. Opisany sposéb wyeliminowania dominujgcego sktadnika btedu
(ktéry mozna stosowaé takze w innych przypadkach, gdy blad jest opisany za
pomocg szeregu potegowego) jest nazywany ekstrapolacjg Richardsona.

Ekstrapolacje Richardsona mozemy iterowaé. Majac kwadratury T}?) i Tr?)z:

ktérych dominujace sktadniki btedéw sa proporcjonalne do h¥+2, okreslamy

kwadrature
. 22j+2 . 1 .
(G+1) () ()
Th]+ (f) = 22i+2 _ 1 h)/Z(f) 25+ 1Th] (f),

ktorej btad ma dominujacy sktadnik btedu h?**. Oparta na tym pomysle metoda
numerycznego catkowania jest nazywana metoda Romberga. Podprogram
obliczajacy catke, dla ustalonego h, oblicza kwadratury Ty(f) i Ty 2(f) i oblicza

kwadrature T}(L”(f). Wyrazenie [Tn(f) — Tn/2(f)| moze by¢ przyjete za oszacowanie

16Co ciekawe, to jest ztozona kwadratura Simpsona, Sj,. Natomiast dalej opisane kwadratury

T}[lZ))T}(f)) ... nie sg zlozonymi kwadraturami interpolacyjnymi.



bledu, co jest analogig do przyrostowego kryterium stopu w metodach
numerycznych rozwigzywania réwnan nieliniowych. Jefli to oszacowanie jest zbyt

duze, to obliczana jest kwadratura Ty /4(f), a nastepnie T (f) 1 T]iz][f) itd.

h/2
Obliczenie przebiega zgodnie ze schematem

Tn(f)

Thy2(f) E T}[L”(f)

Toal® 3 TOU0 3 T2

Th/Zk (f)i T}[J/)zk—l(f)i . E T]ik)(f)

Za oszacowanie bledu kazdej kwadratury otrzymanej przez ekstrapolacje mozemy
przyjaé roéznice kwadratur, na podstawie ktérych zostata ona obliczona.
Zauwazmy, ze po kazdnym zmniejszeniu dlugosci podprzedziatéw dla kwadratury
trapezéw wartosci funkcji podcatkowej wystarczy tylko obliczyé tylko w nowych
weztach i nie ma potrzeby przechowywania wartosci funkcji f w tablicy.

Calkowanie funkcji wielu zmiennych

Znane z analizy twierdzenie Fubiniego umozliwia sprowadzenie zadania obliczenia

catki z funkcji f okreslonej w wielowymiarowym obszarze A do obliczenia catek
jednowymiarowych. Analogicznie mozna postepowaé z kwadraturami. Jest to
szczegblnie proste, gdy obszar A jest kostka. Powiedzmy, ze jest to prostokat:
A =la,b] x [c,d]. Majac kwadratury przyblizajgce catki w przedziatach [a, b]

i[c,d], odpowiednio z weztami xo,...,Xn_1 1 Yo,...,Ym_1 Oraz wspdlczynnikami
Aoy...,An11By,...,Bn_1, mozemy obliczy¢
n—1 —1 b d
@ﬂz}i&}i&ﬂmyﬂwj(Jﬁ&wdﬂdx
i=0 j=0 a e

Znane sg roéwniez kwadratury odpowiednie dla obszaréw o innym ksztaltcie. Jesli
np. obszar catkowania A jest tréjkatem, to kwadratury okreslone wzorami

Qilf) = 5 (f(a) +(b) + f(e)),
Qalf) = 3 (1(p) +fla) +f(r),
Qs(f) = %(S(f(a) +f(b) + f(c)) + 8(f(p) + f(q) + f(r)) +z7f(s)),

11.10

w ktérych T oznacza pole tréjkata A o wierzchotkach a, b, ¢, srodkach bokéw p,
q, r i srodku ciezkosci s, sg dokladne, jesli funkcja f jest odpowiednio
wielomianem stopnia 1, 2 i 3. Dowolny obszar wielokatny mozemy podzieli¢ na
tréjkaty i stosowaé kwadratury ztozone.

Numeryczne catkowanie jest ktopotliwe, jesli wymiar obszaru A jest duzy. Istniejg
zadania praktyczne (biorgce si¢ m.in. z ekonomii), w ktérych wymiar d obszaru
catkowania jest rzedu kilkuset. Obliczenie catki w takiej kostce d-wymiarowej za
pomocg kwadratury otrzymanej analogicznie, jak dla prostokata, jest
niewykonalne. Nawet gdyby w przedziale zmienno$ci kazdej zmiennej wybraé
tylko dwa wezty, liczba punktéw, w ktérych trzeba by obliczyé wartosci funkcji
podcatkowej, bytaby réwna 2¢. Zjawisko wyktadniczego wzrostu ztozonosci
obliczeniowej zadania ze wzrostem wymiaru dziedziny funkcji nosi nazwe
przeklenstwa wymiaru (ang. dimensionality curse).

Znanych jest kilka sposobéw obliczania przyblizonych wartosci calek
wielowymiarowych za pomocg wartodci funkcji obliczonych w znacznie mniejszej
liczbie punktéw. Sposdb najprostszy i jednoczesnie skuteczny dla najszerszej
klasy takich zadan wynalazt Ulam w 1946 r. Sposéb ten jest znany pod nazwa
metody Monte Carlo. Obszar A uznajemy za przestrzen zadrzen elementarnych

i okreslamy w nim jednostajny rozktad prawdopodobienistwa. Wtedy funkcja f
jest zmienng losowa. Iloczyn wartosci oczekiwanej tej zmiennej losowej i miary |A|
obszaru A jest poszukiwang calka, f A f. Dla n niezaleznych losowan punktéw

X; € A mozemy okresli¢ nowg zmienng losowa wzorem

n—1
Q) = ALY flx.).
i=0

Jest to wlasnie kwadratura Monte Carlo; jej warto$¢ oczekiwana tez jest

réwna poszukiwanej calce. Jesli zmienna losowa f ma wariancie o2, to
wariancja o2 kwadratury Monte Carlo jest réwna |A|o2/n. Zatem odchylenie
standardowe o,, zmiennej losowej Q(f) jest proporcjonalne do n~'/?

i w szczegdlnosdci nie zalezy od wymiaru d obszaru A. Dla dostatecznie duzego n
mozemy oczekiwaé, ze blad jest bardzo maty — z duzym prawdopodobienistwem,

ale nie z catkowitg pewnoscia.



11.11
Zadania i1 problemy

. Dla kwadratury interpolacyjnej opisanej wzorem
Q(f) = Aof(a) + Asf(c),

przyblizajgcej catke fsf(x) dx, znajdz wezet ¢ i wspdlczyniki Ay, A tak, aby rzad
tej kwadratury byl jak najwiekszy. Podaj rzad i oszacowanie bledu tej kwadratury.

Wskazéwka. Zacznij od przypadku a =0, b = 1, nastepnie uogélnij otrzymane
wyniki na przypadek dowolnego przedziatu [a, b].

. Znajdz wspdélczynniki kwadratury
Q(f) = Aof(a) + Bof'(a) + Asf(b) + B4f(b),

przyblizajacej catke fo(x) dx.
Jaki jest rzad tej kwadratury? Podaj oszacowanie jej btedu.
Wskazéwka. Rozwigz zadanie dla przypadku a =0, b = 1, korzystajac
z wielomiandéw Hgg, Ho1, Hio 1 Hyj, uzytych do konstrukcji interpolacyjnych
kubicznych funkcji sklejanych. Nastepnie uogélnij wynik.
. Oblicz wspétczynniki kwadratury Gaussa-Czebyszewa rzedu 2n.
Wskazéwka. Dokonaj zamiany zmiennych, podstawiajac x = cost.
. Jaka kwadratura wydaje si¢ najodpowiedniejsza do obliczania tzw. zupelnych
calek eliptycznych pierwszego i drugiego rodzaju, tj. funkcji okreslonych wzorami
VT — k22

d i E(k) = —d
X i (k) L g X

! 1
Kik) = L 01 =)

dla k € [0,1), i jak jej uzyé?

. Przypusémy, ze nalezy obliczy¢ catke z funkcji f w dwuwymiarowym obszarze A,
ktoéry lezy miedzy wykresami dwoch funkceji ciggtych, c i d, okre§lonych
w przedziale [a, b] i takich ze c(x) < d(x) dla kazdego x € [a, b]. Zaprojektuj
algorytm obliczania tej catki za pomoca pewnej kwadratury Q, ktérej wezty
i wspélczynniki sg podane w tablicach. Kwadratura Q przybliza catke z funkcji
jednej zmiennej w przedziale [0, 1].



12.1

Wybrane §rodowiska i1 biblioteki dla obliczen
numerycznych



