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Zasady zali
zania przedmiotu

Na zali
zenie przedmiotu skªadaj¡ si�: zali
zenie ¢wi
ze« i zdanie egzaminu.Poªowa ¢wi
ze« ma miejs
e w laboratorium, pozostaªe ¢wi
zenia s¡ w sali przytabli
y. Na ko«
ow¡ o
en� skªadaj¡ si�

• punkty, którymi prowadz¡
y ¢wi
zenia o
eniª pra
e domowe, tj. rozwi¡zaniazada« na kart
e,

• punkty za rozwi¡zania zada« programisty
zny
h,
• punkty zdobyte na egzaminie pisemnym.

Po egzaminie pisemnym b�d¡ wystawione propozy
je o
en, w który
h zadaniadomowe, zadania programisty
zne i egzamin pisemny maj¡ udziaªy odpowiednio

25%, 35% i 40%. Otrzyman¡ propozy
j� o
eny u
zestnik zaj�¢ mo»e przyj¡¢, lubwystawi¢ na ryzyko zmiany na egzaminie ustnym.
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Prosz� bardzo uwa»nie prze
zyta¢ tre±¢ zada«. Na o
en� bardzo du»y wpªywb�dzie miaªa 
zytelno±¢ rozwi¡za« i poprawno±¢ uzasadnienia ka»dej odpowiedzi.

1. Wykonaj dwie itera
je metody Newtona dla ukªadu równa«

{
x3 + x − xy − 2y2 = −4,

y3 − y = −6,dla punktu startowego (x0, y0) = (2,−2).

2. Warto±¢ wyra»enia w = a3 − b3 zostaªa obli
zona przy u»y
iu nast�puj¡
egoalgorytmu, zrealizowanego za pomo
¡ arytmetyki zmiennopozy
yjnej:x1 = a*a+b*b;x2 = a+b;x3 = 0.5*(x1+x2*x2);w = x3*(a-b);Napisz wyra»enie, którego warto±
i¡ jest bª¡d (bezwzgl�dny) otrzymanegowyniku, je±li w »adnym z dziaªa« nie wyst¡piª nadmiar ani niedomiar.

3. Warto±
i f1, . . . , fN pewnej funk
ji rze
zywistej f s¡ podane w punkta
h

x1, . . . , xN. Funk
ja ta ma by¢ przybli»ona przez wielomian w stopnia 
onajwy»ej n < N tak, aby wyra»enie ∑N

i=1(fi − w(xi))
2 byªo jak najmniejsze.Napisz ukªad równa« liniowy
h, taki »e rozwi¡zanie powy»szego zadaniaaproksyma
ji mo»na sprowadzi¢ do liniowego zadania najmniejszy
h kwadratówdla tego ukªadu. Podaj algorytm rozwi¡zywania tego zadania za pomo
¡ odbi¢Householdera. Jaki jest koszt tego algorytmu w zale»no±
i od li
zb n i N?

4. Skonstruuj odpowiedni¡ baz� Newtona i rozwi¡» przy u»y
iu algorytmu ró»ni
dzielony
h zadanie interpola
yjne Hermite'a dla dany
h przedstawiony
hw tabel
e:

xi 1 3

f(xi) −4 −8

f ′(xi) −10 30

f ′′(xi) −8

5. Rozwa»amy konstruk
j� interpola
yjnej funk
ji sklejanej drugiego stopnia,
s(x) =

∑N−3

i=0 diN
2
i(x), której w�zªy s¡ li
zbami naturalnymi, ui = i dla

i = 0, . . . ,N, reprezentowanej za pomo
¡ funk
ji B-sklejany
h N2
i . Warunkiinterpola
yjne (tj. warto±
i funk
ji, sk = s(vk)) s¡ zadane w punkta
h v0 = 2,

vk = k+ 11
2

dla k = 1, . . . ,N− 4 i vN−3 = N− 2. Wiedz¡
, »e N2
i(i+ x) = N2

0(x) dlaka»dego x ∈ R oraz i ∈ {0, . . . ,N − 3}, a ponadto N2
0(x) = 0 je±li x 6 0 lub x > 3,oraz N2

0(
1
2
) = N2

0(2
1
2
) = 1

8

, N2
0(1) = N2

0(2) = 1
2

i N2
0(1

1
2
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4

, napisz ukªad równa«,którego rozwi¡zanie jest wektorem wspóª
zynników di poszukiwanej funk
ji.

6. Które z podany
h na wykªadzie metod rozwi¡zywania ukªadów równa« liniowy
hmog¡ by¢ u»yte do rozwi¡zania ukªadu równa« liniowy
h:a) Z poprzedniego zadania.b) Ukªadu równa« normalny
h dla regularnego liniowego zadania najmniejszy
hkwadratów z li
zb¡ niewiadomy
h nie przekra
zaj¡
¡ 100.
) Ukªadu równa« z wielk¡ ma
ierz¡ (n × n, gdzie n > 104) symetry
zn¡i dodatnio okre±lon¡, która ma w ka»dym wierszu mniej ni» 20 niezerowy
hwspóª
zynników rozmiesz
zony
h nieregularnie.W ka»dym przypadku napisz, z uzasadnieniem, która z ty
h metod wydaje si�najbardziej odpowiednia.

7. Podaj najmniejsze n, takie »e bª¡d aproksyma
ji jednostajnej funk
ji f(x) = sin xw przedziale [−4π, 4π] przez optymalnie dobrany wielomian stopnia n jestmniejszy ni» 1. Odpowied¹ uzasadnij, powoªuj¡
 si� na stosowne twierdzenie.

8. Caªk�
I(f) =

∫1

−1

f(x)dx,
h
emy przybli»a¢ kwadratur¡ o posta
i

Q(f) = A0

(

f(−1) + f(1)
)

+ A1

(

f(−a) + f(a)
)

.Dobierz li
zb� a i wspóª
zynniki A0, A1 tak, aby otrzyma¢ kwadratur�o najwi�kszym rz�dzie. Podaj osza
owanie bª�du tej kwadratury, je±li funk
ja fma w przedziale [−1, 1] 
i¡gª¡ po
hodn¡ 
zwartego rz�du i istnieje staªa M4, taka»e dla ka»dego x ∈ [−1, 1] za
hodzi nierówno±¢ |f(4)(x)| 6 M4.



1.1

Rozwi¡zywanie równa« nieliniowy
h

Rozwa»amy zadanie znalezienia li
zby x, takiej »e

f(x) = 0,przy 
zym mamy do dyspozy
ji podprogram obli
zaj¡
y warto±¢ funk
ji f dlaargumentu x podanego jako parametr. To dla programu. Natomiast aby takiprogram napisa¢, lub wybra¢ gotowy do rozwi¡zania konkretnego zadania,zawsze musimy wiedzie¢ 
o± wi�
ej o funk
ji f. Przede wszystkim trzeba wiedzie¢,
zy rozwi¡zanie istnieje. Czy istnieje wi�
ej ni» jedno? A mo»e niesko«
zeniewiele? To o
zywi±
ie zale»y od funk
ji f. Dalej, je±li rozwi¡za« jest wi�
ej, to 
zymamy znale¹¢ wszystkie, kilka, 
zy tylko jedno, oboj�tnie które, albo speªniaj¡
ejaki± dodatkowy warunek?

Aby wybra¢ algorytm, musimy wiedzie¢ te» w jakim zbiorze ta funk
ja jestokre±lona i 
zy jest 
i¡gªa, przyda si� te» wiedza np. 
zy 
i¡gªa jest jej po
hodnarz�du 1, 2 i by¢ mo»e dalsze. W niektóry
h metoda
h opró
z podprogramuobli
zaj¡
ego f(x) b�dzie te» potrzebny podprogram obli
zaj¡
y f ′(x), a nawetdalsze po
hodne.

Metoda Newtona

Nie
h A ozna
za ograni
zony przedziaª domkni�ty, w którym jest okre±lonafunk
ja rze
zywista f klasy C2. Ch
emy znale¹¢ miejs
e zerowe funk
ji f w tymprzedziale (zaªo»ymy, »e istnieje i jest tylko jedno, w ka»dym prakty
znymzastosowaniu to zaªo»enie o
zywi±
ie trzeba sprawdzi¢). Napiszemy wzór Taylora:

f(x + h) =
f(x)

0!
+

f ′(x)

1!
h +

f ′′(ξ)

2!
h2.Rozumiemy go tak: je±li li
zby x oraz x + h nale»¡ do przedziaªu A, w którymfunk
ja f jest klasy C2, to istnieje li
zba ξ, le»¡
a pomi�dzy x oraz x + h, takia »epowy»sza równo±¢ za
hodzi.

Metoda Newtona (
z�sto w literaturze nazywana metod¡ sty
zny
h lub metod¡Newtona-Raphsona, wersja wspóª
zesna ró»ni si� od wersji podany
h przez ni
hobu) jest nast�puj¡
a: wybieramy li
zb� x0, która jest przybli»eniem miejs
azerowego funk
ji f, a nast�pnie konstruujemy rekuren
yjnie elementy 
i¡gu
x1, x2, . . ., w taki sposób: maj¡
 xk, okre±lamy wielomian

wk(h) = f(xk) + f ′(xk)h.

1.2

Znajdujemy miejs
e zerowe δ wielomianu wk i przyjmujemy xk+1 = xk + δ. Mamyst¡d formuª�

xk+1 = xk −
f(xk)

f ′(xk)
.

Interpreta
ja geometry
zna jest taka: wykres funk
ji f jest gªadk¡ krzyw¡,prze
hodz¡
¡ przez punkt (xk, f(xk)). Konstruujemy prost¡ sty
zn¡ do wykresuw tym punk
ie i przyjmujemy za xk+1 punkt prze
i�
ia sty
znej z osi¡ x.

Zbadamy, jakie warunki wystar
zy speªni¢, aby 
i¡g (xk)k∈N dla dowolnego x0 ∈ Azbiegaª do rozwi¡zania, które ozna
zymy liter¡ α. Przede wszystkim zauwa»amy,»e w »adnym punk
ie tego 
i¡gu po
hodna funk
ji f nie mo»e by¢ zerowa.Naturalne jest zaªo»enie, »e w przedziale A po
hodna znaku nie zmienia, 
owi�
ej, za
hodzi nierówno±¢ |f ′(x)| > K dla pewnej staªej K > 0. Dalej, poniewa» fjest klasy C2(A), istnieje staªa M, taka »e |f ′′(x)| 6 M dla ka»dego x ∈ A.

Ozna
zmy εk = xk − α � jest to (bezwzgl�dny) bª¡d aproksyma
ji rozwi¡zaniaprzez k-ty element 
i¡gu. Na podstawie wzoru Taylora piszemy

0 = f(α) = f(xk) + f ′(xk)(α − xk) +
1

2
f ′′(ξk)(α − xk)

2.

Li
zba ξk le»y mi�dzy α i xk. Dzielimy strony przez f ′(xk):

0 =
f(xk)

f ′(xk)
+ α − xk +

f ′′(ξk)

2f ′(xk)
ε2

k =
f(xk)

f ′(xk)
+ α − xk+1 + xk+1 − xk +

f ′′(ξk)

2f ′(xk)
ε2

k.

Poniewa» xk+1 − xk = −
f(xk)

f′(xk)

, mamy st¡d

εk+1 =
f ′′(ξk)

2f ′(xk)
ε2

k. (*)

Mo»emy osza
owa¢

|εk+1| 6
M

2K
|εk|

2.

Aby za
hodziªa nierówno±¢ |εk+1| < |εk|, wystar
zy, »e M
2K

|εk| < 1, 
zyli

|εk| <
2K

M
.Je±li bª¡d przybli»enia rozwi¡zania przez punkt x0, z którego za
zynamy, speªniat� nierówno±¢, to ka»dy nast�pny bª¡d ma mniejsz¡ warto±¢ bezwzgl�dn¡ ni»poprzedni, 
o wi�
ej, 
i¡g bª�dów zbiega do zera.



1.3

Mamy zatem warunek dostate
zny zbie»no±
i metody, ale zbadajmy jesz
zeszybko±¢ tej zbie»no±
i. Wybierzmy dowoln¡ podstaw� logarytmu wi�ksz¡ ni» 1i ozna
zmy ak = log |εk|, g(k) = log∣∣ f′′(ξk−1)

2f′(xk−1)

∣

∣. Na podstawie równo±
i (*) mo»emynapisa¢ równanie ró»ni
owe

ak = 2ak−1 + g(k).Nie
h G = log M
2K

. Je±li rozwa»ymy równanie uprosz
zone,�ak = 2�ak−1 + G,dla którego przyjmiemy �a0 = a0 < −G, to dla ka»dego k mamy

ak 6 �ak = (a0 + G) · 2k − G.Ci¡g (�ak)k∈N d¡»y wykªadni
zo do −∞, a 
i¡g (ak)k∈N d¡»y do −∞ 
o najmniejtak samo szybko. To za± ozna
za, »e je±li xk jest przybli»eniem rozwi¡zania, którema n 
yfr dokªadny
h, to xk+1 b�dzie mie¢ w przybli»eniu 2n 
yfr dokªadny
h.Zatem zbie»no±¢ jest bardzo szybka. Na podstawie powy»szej nierówno±
i, znaj¡
osza
owanie |ε0| i G oraz toleran
j� bª�du, mo»na osza
owa¢ li
zb� itera
jiwystar
zaj¡
¡ do otrzymania rozwi¡zania z bª�dem w grani
a
h tej toleran
ji.

Uwaga. Mo»na udowodni¢ zbie»no±¢ metody przy sªabszy
h zaªo»enia
h, np. »efunk
ja f niekonie
znie jest klasy C2, ale jej po
hodna speªnia warunek Lips
hitza.

Podstawowe poj�
ia

Równania nieliniowe (i i
h ukªady) s¡ rozwi¡zywane za pomo
¡ metoditera
yjny
h � przykªadem jest przedstawiona wy»ej metoda Newtona. Powódjest taki, »e rozwi¡zania na ogóª nie daj¡ si� wyrazi¢ za pomo
¡ 
ztere
h dziaªa«algebrai
zny
h i to doty
zy nawet równa« drugiego stopnia (o
zywi±
ie, mamy dodyspozy
ji pierwiastek kwadratowy, ale jego te» obli
za si� itera
yjnie, za pomo
¡odpowiedniego mikroprogramu pro
esora). Aby mie¢ ogólne spojrzenie na metodyitera
yjne, wprowadzimy kilka poj�¢.

Funk
ja itera
yjna jest to funk
ja, która elementowi xk, b�d¡
emu przybli»eniemrozwi¡zania, przyporz¡dkowuje kolejne przybli»enie, xk+1. W metodzie Newtonafunk
ja itera
yjna jest okre±lona wzorem

ϕN(x) = x −
f(x)

f ′(x)
.

Jest jasne, »e funk
ja itera
yjna powinna by¢ tak skonstruowana, abyrozwi¡zanie α byªo jej punktem staªym, tj. aby byªo ϕ(α) = α.

1.4

Funk
je itera
yjne dla pewny
h metod s¡ bardziej skomplikowane. Po pierwsze,argumentem funk
ji itera
yjnej opró
z ostatniego przybli»enia mo»e by¢ tak»ejedno lub wi�
ej poprzedni
h (
zasami takie metody nazywa si� metodamiz pami�
i¡). Na przykªad w metodzie sie
zny
h, o której b�dzie mowa dalej,potrzebne s¡ dwa ostatnie przybli»enia, które nie mog¡ by¢ jednakowe. Funk
jaitera
yjna ma w tym przypadku posta¢

ϕS(x, y) = x −
f(x)

f[x, y]
, gdzie f[x, y] =

f(x) − f(y)

x − y
,

zatem w kolejny
h itera
ja
h obli
zamy xk+1 = ϕS(xk, xk−1). Wresz
ie, funk
jaitera
yjna mo»e w jawny sposób zale»e¢ od numeru itera
ji, k � w tymprzypadku mówimy o metodzie niesta
jonarnej.

Kula zbie»no±
i rozwi¡zania α jest to kula o ±rodku α (w przypadku równa«z jedn¡ niewiadom¡ jest to przedziaª symetry
zny wzgl�dem α), taka »e je±liwybierzemy dowolny punkt startowy x0 wewn¡trz tej kuli, to 
i¡g (xk)k∈N zbiegado α. Znalezienie kuli zbie»no±
i jest na ogóª bardzo trudne, wi�
 tego nie robimy,ale na podstawie wªasno±
i funk
ji f i de�ni
ji metody mo»emy sza
owa¢ jejpromie« r. Na przykªad, dla metody Newtona znale¹li±my osza
owanie r >
2K
M

.Jest o
zywiste, »e je±li równanie ma kilka rozwi¡za«, to ka»de z ni
h ma wªasn¡kul� zbie»no±
i i wszystkie te kule s¡ rozª¡
zne. Kule zbie»no±
i pewny
hrozwi¡za« mog¡ by¢ zbiorem pustym � mo»e si� zdarzy¢, »e dana metoda nie jestw stanie taki
h rozwi¡za« znale¹¢. Warto natomiast zwró
i¢ uwag�, »e je±li punktstartowy nie nale»y do kuli zbie»no±
i »adnego rozwi¡zania, to metoda mo»eznale¹¢ rozwi¡zanie, je±li otrzymany po pewnej li
zbie itera
ji punkt �wpadª� dokuli zbie»no±
i. Tylko, »e nie nale»y li
zy¢ na taki przypadek.

Twierdzeniem o ogromnym zna
zeniu prakty
znym, a zwªasz
za w metoda
hnumery
zny
h, jest twierdzenie Bana
ha o punk
ie staªym: je±li zbiór Xz metryk¡ ρ jest zupeªn¡ przestrzeni¡ metry
zn¡, a funk
ja ϕ : X → X jestprzeksztaª
eniem zw�»aj¡
ym (tj. istnieje staªa L < 1, taka »e

∀a,b∈X ρ(ϕ(a), ϕ(b)) 6 Lρ(a, b)), to funk
ja ϕ ma jeden punkt staªyw zbiorze X. Wykazanie, »e metoda dziaªa, tj. wytwarza 
i¡g zbie»ny dorozwi¡zania, 
z�sto sprowadza si� do znalezienia (wykazania istnienia lubosza
owania promienia) kuli X, w której funk
ja itera
yjna ϕ jestprzeksztaª
eniem zw�»aj¡
ym.

Wykªadnik zbie»no±
i metody opisuje asymptoty
zn¡ szybko±¢ zbie»no±
i
i¡gu (xk)k∈N do rozwi¡zania. Przeprowadzony ra
hunek dla metody Newtonadowiódª, »e je±li funk
ja f speªnia u
zynione zaªo»enia, to wykªadnik zbie»no±
ijest nie mniejszy ni» 2. Formalna de�ni
ja jest taka: wykªadnik zbie»no±
i metody
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jest to najwi�ksza li
zba p, taka »e istniej¡ staªe K i C < +∞, takie »e dla ka»dego

k > K za
hodzi nierówno±¢

|εk+1| 6 C|εk|
p, 
zyli log |εk+1| 6 logC + p log |εk|.Wykªadnik zbie»no±
i powinien by¢ wi�kszy lub równy 1, przy 
zym je±li p = 1, too
zywi±
ie musi by¢ C < 1. Przykªadem metody o wykªadniku zbie»no±
i 1 jestmetoda bisek
ji: w ka»dej itera
ji otrzymujemy przybli»enie rozwi¡zaniaz osza
owaniem bª�du mniejszym o poªow�. Równie» metoda Newtona mawykªadnik zbie»no±
i 1, je±li nie jest speªnione zaªo»enie, »e po
hodna funk
ji fw oto
zeniu rozwi¡zania jest niezerowa. Dla p > 1, gdyby byªo K = 0, to byozna
zaªo, »e istniej¡ staªe a i b, takie »elog |εk| 6 a + (log |ε0| + b)pk.

Ostatnie przedstawiane tu poj�
ie podstawowe to maksymalna grani
znadokªadno±¢. Analiza metody Newtona byªa przeprowadzona przy zaªo»eniu, »e niema bª�dów w obli
zenia
h, tj. zarówno warto±
i funk
ji f i po
hodnej w xk s¡obli
zane dokªadnie, jak i w ko«
owy
h dziaªania
h obli
zenia warto±
i funk
jiitera
yjnej nie ma bª�dów. Obli
zenia wykonujemy jednak z bª�dami zaokr¡gle«,które ograni
zaj¡ mo»liw¡ do uzyskania dokªadno±¢ rozwi¡zania. Warto±¢ funk
ji fjest obli
zana z pewnym bª�dem, dalsze dziaªania w obli
zaniu funk
ji itera
yjnejte» s¡ niedokªadne. Za rozwi¡zanie metoda mo»e zatem przyj¡¢ dowolny punktprzedziaªu, w którym bª¡d obli
zonej warto±
i funk
ji f jest wi�kszy lub równy

100%. Je±li po
hodna funk
ji jest bliska 0, to ten przedziaª mo»e by¢ dªugi.

Metoda sie
zny
h

Wad¡ metody Newtona jest konie
zno±¢ obli
zania warto±
i po
hodnej funk
ji f.Metoda sie
zny
h jest mody�ka
j¡ metody Newtona, w której po
hodna zostaªazast¡piona przez ró»ni
� dzielon¡ (albo iloraz ró»ni
owy, jak kto woli), 
zyli pewneprzybli»enie po
hodnej. Maj¡
 dwa ró»ne przybli»enia rozwi¡zania, xk i xk−1,prowadzimy prost¡ przez punkty (xk, f(xk)) i (xk−1, f(xk−1)). Prosta ta prze
ina(sie
ze) wykres funk
ji f w ty
h punkta
h, i w tym sensie jest jego sie
zn¡.

Skonstruowana sie
zna jest wykresem wielomianu pierwszego stopnia. Punkt xk+1jest miejs
em zerowym tego wielomianu. W metodzie sie
zny
h nale»y poda¢ dwapo
z¡tkowe przybli»enia rozwi¡zania, x0 i x1, a nast�pnie w ka»dej itera
ji obli
za¢
xk+1 = xk −

f(xk)

f[xk, xk−1]
, gdzie f[xk, xk−1] =

f(xk) − f(xk−1)

xk − 1k−1

.

1.6

Aby dokona¢ analizy metody sie
zny
h, u»yjemy pewnego uogólnienia wzoruTaylora:

f(z) = f(x) + f[x, y](z − x) +
f ′′(ξ)

2!
(z − x)(z − y).Wzór ten jest sz
zególnym przypadkiem wzoru opisuj¡
ego reszt� interpola
yjn¡Hermite'a, który podam (z dowodem) na jednym z dalszy
h wykªadów. Podanywy»ej wzór rozumiemy w ten sposób, »e je±li li
zby x, y, z le»¡ w przedziale A,w którym funk
ja f jest klasy C2, to istnieje ξ ∈ A, takie »e podana wy»ej równo±¢za
hodzi (li
zba ξ le»y mi�dzy najmniejsz¡ i najwi�ksz¡ spo±ród ty
h trze
h li
zb).

Jak poprzednio, α ozna
za poszukiwane rozwi¡zanie, za± εk = xk − α. Li
zymy

0 = f(α) = f(xk) + f[xk, xk−1](α − xk) +
f ′′(ξk)

2
(α − xk)(α − xk−1)i dzielimy stronami przez f[xk, xk−1]:

0 =
f(xk)

f[xk, xk−1]
+ α − xk+1 + xk+1 − xk +

f ′′(ξk)

2f[xk, xk−1]
(α − xk)(α − xk−1),

sk¡d, po skró
eniu podkre±lony
h skªadników, otrzymujemy

0 = α − xk+1 +
f ′′(ξk)

2f[xk, xk−1]
(α − xk)(α − xk−1),

a po uporz¡dkowaniu i uwzgl�dnieniu faktu, »e istnieje li
zba ηk poªo»ona mi�dzy

xk i xk−1, taka »e f[xk, xk−1] = f ′(ηk), mamy st¡d równo±¢

εk+1 =
f ′′(ξk)

2f ′(ηk)
εkεk−1. (**)

Je±li, jak poprzednio, mo»emy osza
owa¢ |f ′(x)| > K > 0 i |f ′′(x)| 6 M dlaka»dego x ∈ A, to mamy

|εk+1| 6
M

2K
|εk||εk−1|.Je±li oba bª�dy, εk i εk−1, maj¡ warto±
i bezwzgl�dne mniejsze ni» 2K

M

, to warto±
ibezwzgl�dne kolejny
h bª�dów b�d¡ 
oraz mniejsze � w ten sposób mamyosza
owany promie« kuli zbie»no±
i. Zbadajmy jesz
ze rz¡d zbie»no±
i. W tym
elu ozna
zmy ak = log |εk| oraz g(k) = log∣∣f′′(ξk−1)

f′(ηk−1)

∣

∣ i G = log∣∣ M
2K

∣

∣.Na podstawie (**) mo»emy napisa¢ równanie ró»ni
owe drugiego rz�du,

ak = ak−1 + ak−2 + g(k),
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i jego uprosz
zon¡ wersj��ak = �ak−1 + �ak−2 + G.Dla ustalony
h wyrazów po
z¡tkowy
h, �a0 = a0 i �a1 = a1, istniej¡ li
zby a, b, c(mniejsza o dokªadne wzory, ale za
h�
am do i
h znalezienia dla wprawy), takie »e

�ak = aλk
1 + bλk

2 + c, gdzie λ1 =
1 −

√
5

2
, λ2 =

1 +
√

5

2
,i je±li li
zby a0 i a1 s¡ dostate
znie maªe, to b < 0. Skªadnik bλk

2 dominujei wtedy 
i¡g (�ak)k∈N zbiega wykªadni
zo do −∞. Za
hodzi te» nierówno±¢ ak 6 �akdla ka»dego k, w zwi¡zku z 
zym, dla dostate
znie du»y
h k, je±li przybli»enie xkrozwi¡zania α ma n 
yfr dokªadny
h, to przybli»enie xk+1 b�dzie i
h miaªo okoªo

λ2n. Wykªadnik zbie»no±
i metody sie
zny
h, λ2 ≈ 1.618, jest uªamkiem.

Metoda sie
zny
h ma mniejszy wykªadnik zbie»no±
i ni» metoda Newtona, alejedna jej itera
ja jest ta«sza � odpada obli
zanie po
hodnej. Okazuje si�, »e je±lizadamy toleran
j� ε dopusz
zalnego bª�du, to metoda sie
zny
h mo»e znale¹¢dostate
znie dokªadne rozwi¡zanie szyb
iej (w wi�kszej li
zbie itera
ji, z który
hka»da zajmuje mniej 
zasu). Z tego punktu widzenia, je±li koszt obli
zania ró»ni
ydzielonej uznamy za nieistotny, to metoda Newtona jest opªa
alna, gdy kosztobli
zania po
hodnej nie przewy»sza ok. 0.44 kosztu obli
zania warto±
i funk
ji f.

Metoda Newtona dla ukªadu równa«

Rozwa»amy teraz zadanie znalezienia wspólnego miejs
a zerowego n rze
zywisty
hfunk
ji skalarny
h, który
h argumentami jest n zmienny
h rze
zywisty
h.Mo»emy zatem napisa¢ ukªad w posta
i rozwini�tej:






f1(x1, . . . , xn) = 0,...

fn(x1, . . . , xn) = 0,lub �zwini�tej�

f(x) = 0.Funk
ja f jest okre±lona w pewnym obszarze A przestrzeni R
n i ma warto±
i w R

n.

Nie
h h = (h1, . . . , hn). Dla funk
ji skalarnej fi klasy C2(A), mo»emy napisa¢wzór Taylora:

fi(x + h) =
1

0!
fi(x) +

1

1!

Dfi|x(h) +
1

2!

D2fi|ξi
(h,h).
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Rozumiemy go tak: je±li obszar A zawiera od
inek o ko«
a
h x i x + h, to istniejepunkt ξi na tym od
inku, taki »e powy»sza równo±¢ za
hodzi. Symbol Dfi|xozna
za ró»ni
zk� funk
ji fi w punk
ie x, 
zyli przeksztaª
enie liniowe, któredowolnemu wektorowi h przyporz¡dkowuje li
zb�

Dfi|x(h) =
∂fi

∂x1

∣

∣

∣

x
h1 + · · · + ∂fi

∂xn

∣

∣

∣

x
hn.

Warto±
i¡ tego przeksztaª
enia jest zatem ilo
zyn skalarny gradientu funk
ji fiw punk
ie x i wektora h. Symbol D2fi|ξi

ozna
za ró»ni
zk� drugiego rz�du, tj.przeksztaª
enie dwuliniowe, którego warto±
i¡ dla pary wektorów (g,h) jest li
zba

D2fi|ξi
(g,h) =

n∑

j=1

n∑

k=1

∂2fi

∂xj∂xk

∣

∣

∣

ξi

gjhk.

Drobny kªopot (o którym nie nale»y zapomina¢) jest taki, »e punkt ξi dlaka»dego i mo»e by¢ ró»ny, dlatego nie mo»na tak prosto zapisa¢ odpowiedniegowzoru dla funk
ji wektorowej f. Niemniej, ze wzoru Taylora wynika, »e je±liobszar A zawiera od
inek x,x + h, to dla wektorowej funk
ji f klasy C2(A)za
hodzi równo±¢
f(x + h) = f(x) + Df|x(h) + r, (***)przy 
zym Df|x jest ró»ni
zk¡ przeksztaª
enia f w punk
ie x, a ponadto istniejema
ierz B (zale»na od x i h) o wymiara
h n × n i wspóª
zynnika
h wektorowy
h

bjk =
[

∂2f1

∂xj∂xk

∣

∣

ξ1
, . . . , ∂2fn

∂xj∂xk

∣

∣

ξn

]T ∈ R
n, taka »e reszta we wzorze (***) jest równa

r = hTBh =

n∑

j=1

n∑

k=1

bjkhjhk, (****)

i speªnia osza
owanie

‖r‖ 6
M

2
‖h‖2

dla pewnej staªej M (staªa ta jest okre±lona przez po
hodne drugiego rz�dufunk
ji fi w obszarze A i przez u»ywan¡ norm�).

Metoda Newtona polega tym, »e maj¡
 przybli»enie xk rozwi¡zania α,konstruujemy przeksztaª
enie a�ni
zne R
n → R

n, okre±lone przez pierwsze dwaskªadniki po prawej stronie wzoru (***), a nast�pnie przyjmujemy za xk+1 miejs
ezerowe tego przeksztaª
enia. Czyli

xk+1 = xk − (Df|xk
)−1

(

f(xk)
)

.
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Aby obli
zy¢ xk+1, nale»y obli
zy¢ wektor fk = f(xk) oraz ma
ierz po
hodny
h
z¡stkowy
h pierwszego rz�du

Jk =







∂f1

∂x1

∣

∣

xk
. . . ∂f1

∂xn

∣

∣

xk... ...

∂fn

∂x1

∣

∣

xk
. . . ∂fn

∂xn

∣

∣

xk







zwan¡ jakobianem, która reprezentuje ró»ni
zk� funk
ji f w punk
ie xk,a nast�pnie rozwi¡za¢ ukªad równa« liniowy
h

Jkδ = −fki obli
zy¢ xk+1 = xk + δ.

O
zywi±
ie, aby to obli
zenie byªo wykonalne, ma
ierz Jk musi by¢ nieosobliwa.Przyjmiemy zaªo»enie, »e istnieje taka staªa K, »e dla ka»dego punktu xw rozpatrywanym obszarze A ró»ni
zka przeksztaª
enia f speªnia warunek

‖(Df|x)
−1‖ 6 K−1. Zatem, dla xk ∈ A jest ‖J−1

k ‖ 6 K−1. Na podstawie wzorów (***)i (****), mamy

0 = f(α) = f(xk) + Jk(α − xk) + (α − xk)
TBk(α − xk),Dalej post�pujemy identy
znie, jak w przypadku skalarnym. Ozna
zamy

εk = xk − α. Strony równo±
i mno»ymy przez J−1
k , oraz odejmujemyi dodajemy xk+1:

0 = J−1
k f(xk) + α − xk+1 + xk+1 − xk + J−1

k εT
kBkεk = α − xk+1 + J−1

k εT
kBkεk.St¡d wielko±¢ bª�du kolejnego przybli»enia rozwi¡zania,

εk+1 = J−1
k εT

kBkεk,mo»emy osza
owa¢ tak:

‖εk+1‖ 6
M

2K
‖εk‖2.Je±li funk
ja f speªnia przyj�te zaªo»enia, to wykªadnik zbie»no±
i metodyNewtona jest równy 2 � ko«
owy ra
hunek (z rozwi¡zywaniem równaniaró»ni
owego) jest identy
zny jak dla równania z jedn¡ niewiadom¡.

Mody�ka
je
Metoda Newtona dla ukªadu równa« mo»e by¢ do±¢ kosztowna: opró
z warto±
ifunk
ji f, skªadaj¡
ej si� z n li
zb, trzeba obli
zy¢ ma
ierz Jk, tj. w ogólno±
i

1.10
n2 li
zb, a nast�pnie rozwi¡za¢ ukªad równa«, 
o mo»e wymaga¢ wykonania Θ(n3)dziaªa« zmiennopozy
yjny
h. Ze wzrostem li
zby równa« i niewiadomy
h kosztyte mog¡ sta¢ si� zaporowe. Dla bardzo du»y
h n 
z�sto ma
ierz Jk jest rzadka, tj.ma zna
znie mniej ni» n2 wspóª
zynników niezerowy
h. W takim przypadkunale»y po pierwsze obli
za¢ tylko wspóª
zynniki niezerowe (i
h rozmiesz
zeniew ma
ierzy nale»y wyzna
zy¢ zaw
zasu), a ponadto u»y¢ metody rozwi¡zywaniaukªadu równa« liniowy
h dostosowanej do ma
ierzy rzadkiej.

Cz�sto stosuje si� rozmaite mody�ka
je metody Newtona. Po pierwsze, zamiastobli
za¢ wspóª
zynniki ma
ierzy Jk na podstawie dokªadny
h wzorów, które mog¡by¢ zna
znie bardziej skomplikowane (
zyli dro»sze) ni» wzory opisuj¡
efunk
je fi, mo»na obli
za¢ ró»ni
e dzielone; w tym 
elu trzeba obli
zy¢ warto±
ifunk
ji f w n + 1 punkta
h.

Je±li punkty xk−n, . . . ,xk s¡ w poªo»eniu ogólnym, tj. wektory xj − xk dla

j = k − n, . . . , k − 1 s¡ liniowo niezale»ne, to mo»na obli
zy¢ przybli»enie �Jkma
ierzy Jk na podstawie warto±
i funk
ji f w ty
h punkta
h (to jednak jest do±¢kosztowne, w ogólno±
i trzeba wykona¢ Θ(n3) opera
ji, 
ho¢ istniej¡ pewnesposoby zmniejszania tego kosztu). To jest wielowymiarowa metoda sie
zny
h. Jejwad¡ jest bardzo maªy wykªadnik zbie»no±
i (bliski 1) dla du»y
h n.

Kolejna mody�ka
ja polega na wykorzystaniu ma
ierzy Jk w kilku kolejny
hitera
ja
h. To równie» obni»a wykªadnik zbie»no±
i, ale dodatkowe itera
je z t¡sam¡ ma
ierz¡ s¡ bardzo tanie: nie trzeba obli
za¢ po
hodny
h i mo»na skorzysta¢z �gotowy
h� 
zynników (np. trójk¡tny
h) rozkªadu ma
ierzy. Koszt rz�du n3w rozwi¡zywaniu ukªadów równa« liniowy
h jest zwi¡zany z rozkªadaniemma
ierzy na te 
zynniki, maj¡
 je, mo»na rozwi¡za¢ ukªad kosztem Θ(n2) dziaªa«.

Istniej¡ mody�ka
je metody Newtona, maj¡
e na 
elu �powi�kszenie� kulizbie»no±
i poszukiwany
h rozwi¡za«. Dla nie do±¢ dobrego punktu xk 
z�stozdarza si�, »e przyrost δ, otrzymany przez rozwi¡zanie ukªadu równa« Jkδ = −fkjest za du»y. Wtedy mo»na przyj¡¢ xk+1 = xk + βδ, dla odpowiednio wybranegoparametru β ∈ (0, 1). Metoda skute
zniejsza, 
ho¢ bardziej kosztowna, polega nawyzna
zeniu przyrostu przez rozwi¡zanie ukªadu równa«

(Jk + λI)δ = −fk,z odpowiednio wybranym parametrem λ. Metoda ta mo»e by¢ te» skute
znaw pewny
h przypadka
h, gdy ma
ierz Jk jest osobliwa. Parametr λ dobieramy tak,aby otrzyma¢ jak najmniejsze residuum ukªadu, tj. aby zminimalizowa¢ norm�wektora fk+1. Po pewnej li
zbie itera
ji mo»emy otrzyma¢ przybli»enie
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rozwi¡zania nale»¡
e do kuli zbie»no±
i metody Newtona i od tej 
hwiliprzyjmowa¢ λ = 0.

Kryteria stopu

Wa»n¡ de
yzj¡ w obli
zenia
h jest, kiedy je przerwa¢. Na przykªad wykonywaniekolejny
h itera
ji po osi¡gni�
iu maksymalnej grani
znej dokªadno±
i jest strat¡
zasu. Dlatego w p�tli, realizuj¡
ej itera
je, musi si� pojawi¢ jedna lub wi�
ejinstruk
ji przerywaj¡
y
h obli
zenia po speªnieniu pewnego warunku.

Po pierwsze, mo»na da¢ limit li
zby itera
ji, np. okre±lony przez parametrpro
edury. W wielu typowy
h zastosowania
h, je±li metoda Newtona nie znalazªarozwi¡zania (z grani
zn¡ dokªadno±
i¡) po siedmiu1 itera
ja
h, to ju» nie znajdzie(bo funk
ja nie speªnia warunków konie
zny
h dziaªania metody, za
z�li±my odzªego przybli»enia startowego, lub w ogóle nie ma rozwi¡zania).

Drugie kryterium stopu jest residualne. Residuum równania w punk
ie xk jest toli
zba f(xk) (lub wektor f(xk)). Je±li residuum ma dostate
znie maª¡ warto±¢bezwzgl�dn¡ (lub norm�, dla ukªadu równa«), na przykªad porównywaln¡z osza
owaniem bª�du, z jakim obli
zamy warto±
i funk
ji f, to przerywamyobli
zenia.
Wresz
ie jest kryterium przyrostowe. Obli
zenia przerywamy, gdy warto±¢bezwzgl�dna (lub norma) przyrostu δ = xk+1 − xk jest mniejsza ni» pewnawielko±¢ progowa. Dla wielu metod dªugo±¢ przyrostu w danym kroku jestgórnym osza
owaniem bª�du rozwiazania przybli»onego xk (ale to zale»y tak»e odfunk
ji f).

1Prosz� nie sugerowa¢ si�, »e zawsze taki limit jest dobry!
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Zadania i problemy

1. Wyka», »e algorytmw = a[n℄;p = 0.0;for ( i = n-1; i >= 0; i-- ) {p = p*x + w;w = w*x + a[i℄;}dla n > 0 obli
za warto±¢ wielomianu w(x) = anxn + · · · + a1x + a0 i jegopo
hodnej w punk
ie x.2. Znajd¹ wzór opisuj¡
y funk
j� itera
yjn¡ dla obli
zania pierwiastka stopnia nz li
zby rze
zywistej a przy u»y
iu metody Newtona. Obli
z pierwsze trzyprzybli»enia li
zby √
2, je±li x0 = 1.3. Znajd¹ wzór opisuj¡
y funk
j� itera
yjn¡ dla metody Newtona zastosowanej dofunk
ji f(x) = a − 1/x. Czy mo»na obli
zy¢ iloraz x = a/b nie wykonuj¡
 opera
jidzielenia?4. Nie
h f(x) = (x − a)n, dla pewnego n > 1. Jak dziaªa metoda Newtona w tymprzypadku (nie znamy a, startujemy z x0 6= a)? Jak dziaªa metodazmody�kowana (zakªadamy, »e znamy n), okre±lona wzorem

xk+1 = xk − n
f(xk)

f ′(xk)

?5. Dla funk
ji f jak w poprzednim zadaniu okre±lamy funk
j� g(x) = f(x)/f ′(x). Jakdziaªa metoda Newtona, zastosowana do funk
ji g?Napisz funk
j� itera
yjn¡ dla tego przypadku wzorem, w którym wyst�puj¡ tylkowarto±
i i po
hodne funk
ji f.6. Przypu±¢my, »e po
hodna funk
ji f klasy C3 jest niezerowa. Okre±lamy funk
j� gwzorem g(x) = f(x)/
√

f ′(x). Obli
z po
hodn¡ drugiego rz�du funk
ji gw punk
ie α, takim »e f(α) = 0. Co mo»na st¡d wywnioskowa¢ o zbie»no±
imetody Newtona zastosowanej do funk
ji g?Zast¡pienie funk
ji f przez okre±lon¡ wy»ej funk
j� g daje metod� zwan¡metod¡ Halleya (tak, tego, który odkryª komet�). Napisz wzór opisuj¡
y funk
j�itera
yjn¡ dla metody Halleya.7. Zbadaj, jak za
howuje si� metoda Newtona, je±li funk
ja f, której miejs
e zerowenale»y znale¹¢, jest okre±lona wzorem

f(x) = sgn x
√

|x|dla dowolnego punktu startowego x0 6= 0.
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8. Przypu±¢my, »e w metodzie sie
zny
h po
z¡tkowe przybli»enia rozwi¡zania s¡ko«
ami przedziaªu, w którym funk
ja f zmienia znak. Metod� mody�kujemyw ten sposób, »e po wyzna
zeniu kolejnego przybli»enia odrzu
amy to, w którymfunk
ja f ma ten sam znak, 
o w nowym punk
ie (ta metoda nazywa si�regula falsi). Jaki jest wykªadnik zbie»no±
i tej metody, je±li funk
ja f jest ±
i±lewypukªa albo ±
i±le wkl�sªa?9. (zadanie z ksi¡»ki Kin
aida i Cheneya) Wykonaj jeden lub dwa kroki metodyNewtona dla ukªadów równa«






xy − z2 = 1

xyz − x2 + y2 = 2

ex − ey + z = 3

, x0 =







0

0

1






,

{
4x2 − y2 = 0

4xy − x = 1
, x0 =

[

0

1

]

,

{
xy2 + x2y + x4 = 3

x3y5 − 2x5y − x2 = −2
, x0 =

[

1

1

]

.
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Programy i projekty

1. Podany ni»ej program zawiera implementa
je trze
h metod rozwi¡zywania równa«nieliniowy
h. Przetestuj dziaªanie ty
h metod, wybieraj¡
 ró»ne funk
je (np.wielomiany) i ró»ne po
z¡tkowe przybli»enia rozwi¡zania. Typ floatw makrode�ni
ji FLOAT zamie« na double i powtórz eksperymenty.#in
lude <stdlib.h>#in
lude <stdio.h>#in
lude <math.h>

#define FLOAT float

FLOAT f1 ( void *usrptr, FLOAT x ){ return sin ( x ) - 0.5*x; /* funk
ja */} /*f1*/
void fd1 ( void *usrptr, FLOAT x, FLOAT *f, FLOAT *df ){ *f = sin ( x ) - 0.5*x; /* funk
ja */*df = 
os ( x ) - 0.5; /* po
hodna */return;} /*fd1*/

void Bisek
ja ( FLOAT (*f)(void *usrptr, FLOAT x), void *usrptr,FLOAT a, FLOAT b, FLOAT eps,FLOAT *x, 
har *error ){ FLOAT 
, fa, fb, f
;

fa = f ( usrptr, a );fb = f ( usrptr, b );if ( fa*fb <= 0.0 && eps > 0.0 ) {while ( fabs(b-a) > eps ) {
 = 0.5*(a+b);f
 = f ( usrptr, 
 );if ( fa*f
 <= 0.0 ) b = 
;else a = 
;}*x = a;*error = 0;
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}else*error = 1;} /*Bisek
ja*/

void Newton ( void (*fd)(void *usrptr, FLOAT x,FLOAT *f, FLOAT *fd), void *usrptr,FLOAT x0, FLOAT eps, FLOAT delta, int maxit,FLOAT *x, 
har *error ){ FLOAT f0, d0, dx;int i;
if ( eps > 0.0 || delta > 0.0 ) {for ( i = 0; i < maxit; i++ ) {fd ( usrptr, x0, &f0, &d0 );dx = f0/d0;if ( fabs (f0) < delta || fabs(dx) < eps ) {*x = x0;*error = 0;return;}x0 -= dx;}}*error = 1;} /*Newton*/

void Se
ant ( FLOAT (*f)(void *usrptr, FLOAT x), void *usrptr,FLOAT a, FLOAT b, FLOAT eps, FLOAT delta, int maxit,FLOAT *x, 
har *error ){ FLOAT 
, fa, fb, f
;int i;
if ( eps > 0.0 || delta > 0.0 ) {fa = f ( usrptr, a );fb = f ( usrptr, b );for ( i = 0; i < maxit; i++ ) {
 = a - (b-a)/(fb-fa)*fa;
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f
 = f ( usrptr, 
 );if ( fabs(f
) < delta || fabs(
-b) < eps ) {*x = 
;*error = 0;return;}a = b; fa = fb;b = 
; fb = f
;}}*error = 1;} /*Se
ant*/
int main ( void ){ FLOAT x;
har error;

Bisek
ja ( f1, NULL, 1.0, 3.0, 1.0e-6, &x, &error );if ( error )printf ( "Blad\n" );elseprintf ( "rozwiazanie x = %f\n", x );Newton ( fd1, NULL, 1.0, 1.0e-6, 1.0e-6, 20, &x, &error );if ( error )printf ( "Blad\n" );elseprintf ( "rozwiazanie x = %f\n", x );Se
ant ( f1, NULL, 1.0, 3.0, 1.0e-6, 1.0e-6, 20, &x, &error );if ( error )printf ( "Blad\n" );elseprintf ( "rozwiazanie x = %f\n", x );exit ( 0 );} /*main*/
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2. Przeprowad¹ eksperymenty z metod¡ Newtona dla kilku ró»ny
h ukªadów równa«,za pomo
¡ poni»szego programu. Porównaj wyniki eksperymentów z u»y
iemli
zb zmiennopozy
yjny
h pojedyn
zej i podwójnej pre
yzji (wystar
zyodkomentowa¢ lini� z makrode�ni
j¡ __DOUBLE__).

Implementa
ja metody korzysta z pro
edury sgesv_ lub dgesv_ z bibliotekiLAPACK, w 
elu rozwi¡zania ukªadów równa« liniowy
h tworzony
h przezmetod� Newtona. Makrode�ni
ja IND zapewnia dost�p do wspóª
zynnikówma
ierzy, prze
howywany
h w tabli
y jednowymiarowej; tu jest stosowanakonwen
ja z j�zyka FORTRAN, w której wspóª
zynniki ma
ierzy s¡prze
howywane kolumnami, 
ho¢ wiersze i kolumny indeksujemy od zera (jakw C), a nie od jedynki (jak w FORTRANie).#in
lude <stdlib.h>#in
lude <string.h>#in
lude <stdio.h>#in
lude <math.h>

#in
lude "f2
.h"#in
lude "
lapa
k.h"

/*#define __DOUBLE__*/#ifndef __DOUBLE__#define FLOAT float#define GESV sgesv_#else#define FLOAT double#define GESV dgesv_#endif
#define IND(n,i,j) ((n)*(j)+(i))

#define EKSPERYMENT


har SysNewton ( long int n,void (*fd)(long int n, void *usrptr,FLOAT *x, FLOAT *f, FLOAT *Df),void *usrptr, FLOAT eps, FLOAT delta, int maxit,FLOAT *x ){ int i, j;
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FLOAT *f, *Df, res, dx;long int *permut, one = 1, info;

f = mallo
 ( n*(n+1)*sizeof(FLOAT) + n*sizeof(long int) );if ( !f )return 0;Df = &f[n℄;permut = (long int*)&Df[n*n℄;for ( i = 0; i < maxit; i++ ) {#ifdef EKSPERYMENTprintf ( "%2d: ", i );for ( j = 0; j < n; j++ )printf ( "%12.9f,", x[j℄ );/* printf ( "\n" );*/#endif /* obli
z wartos
 funk
ji i po
hodna */fd ( n, usrptr, x, f, Df );#ifdef EKSPERYMENTprintf ( " " );for ( j = 0; j < n; j++ )printf ( "%12.9f,", f[j℄ );printf ( "\n" );#endif /* residualne kryterium stopu */for ( res = 0.0, j = 0; j < n; j++ )res += f[j℄*f[j℄;if ( res <= delta*delta )goto suk
es;/* rozwiaz uklad rownan Df*dx = -f i obli
z nowy punkt */info = 0;GESV ( &n, &one, Df, &n, permut, f, &n, &info );if ( info ) {printf ( "GESV info: %ld\n", info );goto klops;}for ( j = 0; j < n; j++ )x[j℄ -= f[j℄;/* przyrostowe kryterium stopu */for ( dx = 0.0, j = 0; j < n; j++ )dx += f[j℄*f[j℄;
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if ( dx < eps*eps )goto suk
es;}
klops:free ( f );return 0;

suk
es:free ( f );return 1;} /*SysNewton*/

#define NN 3void TestFD ( long int n, void *usrptr,FLOAT *x, FLOAT *f, FLOAT *Df ){ /* n == NN == 3 */f[0℄ = x[0℄ + x[1℄ + x[2℄ - 3.0;f[1℄ = x[0℄*x[0℄ + x[1℄*x[1℄ + x[2℄*x[2℄ - 17.0;f[2℄ = x[0℄*x[1℄*x[2℄ + 12.0;Df[IND(NN,0,0)℄ = 1.0;Df[IND(NN,0,1)℄ = 1.0;Df[IND(NN,0,2)℄ = 1.0;Df[IND(NN,1,0)℄ = 2.0*x[0℄;Df[IND(NN,1,1)℄ = 2.0*x[1℄;Df[IND(NN,1,2)℄ = 2.0*x[2℄;Df[IND(NN,2,0)℄ = x[1℄*x[2℄;Df[IND(NN,2,1)℄ = x[0℄*x[2℄;Df[IND(NN,2,2)℄ = x[0℄*x[1℄;} /*TestFD*/
void TestSysNewton ( void ){ FLOAT x[NN℄ = { 1.0, 2.0, -2.0 };/* inny punkt startowy *//* FLOAT x[NN℄ = { 1.0, 2.0, -1.0 }; */int i;

printf ( "Test metody Newtona\n" );
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if ( SysNewton ( NN, TestFD, NULL, 1.0e-6, 1.0e-6, 20, x ) ) {for ( i = 0; i < NN; i++ )printf ( "%f,", x[i℄ );printf ( "\n" );}elseprintf ( "klops\n" );} /*TestSysNewton*/#undef NN
int main ( void ){ TestSysNewton ();exit ( 0 );} /*main*/
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3. Metoda Bairstowa

Metoda Bairstowa ma na 
elu rozªo»enie wielomianu rze
zywistego w na ilo
zyntrójmianów kwadratowy
h (o wspóª
zynnika
h rze
zywisty
h). Pierwiastki tegowielomianu s¡ pierwiastkami ty
h trójmianów, przy 
zym i
h obli
zenie przezrozwi¡zywanie równa« kwadratowy
h jest zna
znie wygodniejsze ni»rozwi¡zywanie bezpo±rednio równania algebrai
znego w(x) = 0.

Nie
h w(x) =
∑n

i=0 aix
i i nie
h t(x) = x2 + cx + d. Dzielenie z reszt¡wielomianu w przez trójmian t mo»na wykona¢ nast�puj¡
o. Mamy

w(x) = z(x)t(x) + r(x),gdzie z(x) = z0 + z1x + · · · + zn−2x
n−2, r(x) = px + q, przy 
zym, je±li przyjmiemy

zn = zn−1 = 0, to dla k = 2, . . . , n za
hodz¡ równo±
i

ak = zkd + zk−1c + zk−2,a ponadto mamy

a1 = z1d + z0c + p,

a0 = z0d + q.Zatem, dla ustalony
h li
zb c, d, mo»emy obli
zy¢ kolejno zn−2, . . . , z0,a nast�pnie, z ostatni
h dwó
h równa« p i q. Okre±lamy funk
j� f : R
2 → R

2,której argumentami s¡ li
zby c i d, a wektorowe warto±
i maj¡ wspóªrz�dne p i q.Znalezienie miejs
a zerowego funk
ji f jest równozna
zne ze znalezieniemtrójmianu kwadratowego t, przez który wielomian w dzieli si� bez reszty. MetodaBairstowa polega na zastosowaniu metody Newtona do funk
ji f.

De�a
ja polega na znalezieniu kolejnego trójmianu dziel¡
ego wielomian w przezzastosowanie metody Bairstowa do wielomianu z. Kolejne trójmiany s¡znajdowane mniejszym kosztem. Obli
zenia ko«
zymy po otrzymaniu wielomianustopnia mniejszego ni» 3.

Projekt. Znajd¹ odpowiednie wzory, napisz algorytm obli
zania warto±
i funk
ji fi jej po
hodnej (tj. ma
ierzy po
hodny
h 
z¡stkowy
h) i zastosuj ten algorytmw implementa
ji metody Bairstowa. Mo»esz do tego 
elu wykorzysta¢ pro
edurypodane w
ze±niej.
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Arytmetyka zmiennopozy
yjna

Li
zb rze
zywisty
h jest niesko«
zenie (a nawet nieprzeli
zalnie) wiele, a pami�¢
ho¢by najwi�kszego komputera jest sko«
zona. Dlatego w obli
zenia
hnumery
zny
h musimy si� zadowoli¢ poruszaniem si� w pewnym sko«
zonymzbiorze, którego elementy tylko przybli»aj¡ wszelkie li
zby rze
zywiste, jakiemogªyby si� pojawi¢ w ty
h obli
zenia
h.

Rz�dy wielko±
i ty
h li
zb mog¡ by¢ ró»ne i bª�dy i
h przybli»enia te» mog¡ by¢ró»ne. Zwykle im wi�ksza li
zba, tym wi�kszy jej bª¡d nam nie przeszkadza. Naprzykªad, je±li dowiemy si�, »e jaki± obiekt ma dªugo±¢ 147 km, to informa
j�, »ew rze
zywisto±
i ma o 1mm mniej, jeste±my skªonni zignorowa¢. Co innego, je±liobiekt ma tylko 0.5mm dªugo±
i � bª¡d rz�du 1mm jeste±my wtedy skªonnipotraktowa¢ z 
aª¡ powag¡ i stanow
zo±
i¡.

Naturalne jest zatem u»ywanie takiego sposobu reprezentowania li
zb, któryumo»liwia przybli»anie ty
h li
zb rze
zywisty
h, które nie maj¡ dokªadnejreprezenta
ji, z maªym bª�dem wzgl�dnym. Na przykªad, je±li dªugo±¢ 147 km jestpodana z bª�dem nie wi�kszym ni» 0.1%, to wiemy, »e bª¡d bezwzgl�dny jestmniejszy ni» 150m, i taka dokªadno±¢ nieraz nam wystar
zy.

Reprezenta
ja zmiennopozy
yjna

Powsze
hnie u»ywana reprezenta
ja zmiennopozy
yjna li
zb rze
zywisty
h jestkompromisem mi�dzy dokªadno±
i¡ i zªo»ono±
i¡ 
zasow¡ i pami�
iow¡. Jejgªównym 
elem jest masowe przetwarzanie li
zb, 
zemu sªu»y stosunkowo maªailo±¢ miejs
a zajmowanego przez t� reprezenta
j� i mo»liwo±¢ szybkiegowykonywania dziaªa« przez spe
jalnie opra
owane w tym 
elu podukªadypro
esorów. Bª�dy tej reprezenta
ji s¡ dostate
znie maªe na potrzeby znakomitejwi�kszo±
i zastosowa«. Istniej¡ inne reprezenta
je, umo»liwiaj¡
e prowadzenieobli
ze« ze zna
znie wi�ksz¡ dokªadno±
i¡, ale zna
znie wolniej i w wi�kszejpami�
i. Te inne reprezenta
je s¡ poza zakresem tego wykªadu. Jesz
ze jedno:reprezenta
je zmiennopozy
yjne maj¡ powsze
hnie przyj�ty standard, któryuªatwia m.in. wymian� dany
h. Reprezenta
je niestandardowe tak fajnie nie maj¡.

Idea reprezenta
ji zmiennopozy
yjnej wi¡»e si� z tzw. póªlogarytmi
znym zapisemli
zby. Ka»d¡ dodatni¡ li
zb� rze
zywist¡ mo»emy przedstawi¢ za pomo
¡ li
zbyz przedziaªu [1, 10) i 
aªkowitej pot�gi li
zby 10, na przykªad
27182818 = 2.7182818 · 107.

2.2

W komputera
h zamiast li
zby 10 i dziesi�
iu ró»ny
h 
yfr, wygodniej jest u»ywa¢li
zby 2 i bitów.

Podstawowa reprezenta
ja okre±lona przez standard IEEE-754 (opra
owanyw 1985 r.) skªada si� z bitu znaku, s, po którym nast�puje 
e
ha c i mantysa m:

s c
︸ ︷︷ ︸

d

m
︸ ︷︷ ︸

tMantysa jest li
zb¡ rze
zywist¡; je±li reprezentuje j¡ 
i¡g bitów bt−1bt−2 . . . b1b0,to m =
∑t−1

k=0 bk2
k−t, a zatem zawsze 0 6 m < 1. Ce
ha jest li
zb¡ 
aªkowit¡ (bezznaku), reprezentowan¡ za pomo
¡ d bitów, która wpªywa na sposób interpreta
ji
aªego 
i¡gu bitów. Li
zba reprezentowana przez taki 
i¡g, w zale»no±
i od 
e
hy,jest równa

x = (−1)s 2c−b (1 + m) dla 0 < c < 2d − 1,

x = (−1)s 21−b m dla c = 0,

x = (−1)s ∞ dla c = 2d − 1, m = 0,

x = NaN (�nie-li
zba�) dla c = 2d − 1, m 6= 0.Li
zby d, t i b s¡ ustalone dla konkretnej reprezenta
ji. Ce
h¡ 
harakterysty
zn¡reprezenta
ji z u»y
iem pierwszego wzoru jest tzw. normaliza
ja. Maj¡
 dowoln¡li
zb� rze
zywist¡ x 6= 0, przedstawion¡ w ukªadzie dwójkowym, dobieramy 
e
h�

c (
zyli równowa»nie 
zynnik 2c−b) tak, »e 
zynnik (1 + m) w wyra»eniuopisuj¡
ym x jest li
zb¡ z przedziaªu [1, 2). Je±li otrzymana w ten sposób 
e
hajest za du»a (wi�ksza lub równa 2d − 1), to mamy nadmiar zmiennopozy
yjny(ang. �oating point over�ow), 
zyli niewykonalne zadanie reprezentowania li
zbyo za du»ej warto±
i bezwzgl�dnej, zwykle b�d¡
e powodem do przerwaniaobli
ze«. Je±li nie ma nadmiaru, to pierwszy wzór opisuje li
zb� w ten sposób, »enajbardziej zna
z¡
a jedynka w rozwini�
iu dwójkowym nie jest jawnie pami�tana� wªa±nie to jest normaliza
ja. Dzi�ki niej ka»dy 
i¡g bitów reprezentuje inn¡li
zb�, 
o m.in. umo»liwia optymalne wykorzystanie bitów do zmniejszeniabª�dów.
Nie
h x ozna
za dowoln¡ li
zb� rze
zywist¡. Jej reprezenta
j�, tj. poªo»on¡najbli»ej niej li
zb� zmiennopozy
yjn¡, ozna
zymy symbolem rd(x) (z ang.rounding). Je±li li
zb� x mo»emy przedstawi¢ w posta
i

x = (−1)s2c−b(1 + f),dobieraj¡
 
e
h� c tak, aby mie¢ f ∈ [0, 1) oraz 0 < c < 2d−1, to (z jednymrzadkim wyj¡tkiem, gdy f trzeba zaokr¡gli¢ w gór� do jedynki) b�dziemy mielird(x) = (−1)s2c−b(1 + m),
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przy 
zym |f − m| 6 2−t−1. Bª¡d wzgl�dny reprezenta
ji speªnia nierówno±¢

|x − rd(x)|

|x|
=

|(−1)s2c−b(1 + f) − (−1)s2c−b(1 + m)|

|(−1)s2c−b(1 + f)|
6 |f − m| 6 2−t−1.

Co 
iekawe, nierówno±¢ ta jest speªniona te» w spe
jalnym przypadkuwspomnianym w
ze±niej (bo w mianowniku 1 + f ≈ 2). Zatem, maksymalny bª¡dwzgl�dny reprezenta
ji zmiennopozy
yjnej, je±li nie ma niedomiaru ani nadmiaru,jest na poziomie 2−t−1, gdzie t jest li
zb¡ bitów mantysy. Je±li kierunekzaokr¡glania wybieramy mniej starannie (np. zawsze ob
inamy w kierunku zera),to bª¡d wzgl�dny mo»e by¢ dwa razy wi�kszy, 
zyli rz�du ν = 2−t.

Bardziej skomplikowana sytua
ja zdarza si� w przypadku, gdy 
e
ha jest za maªa(tj. gdy w pierwszym wzorze nale»aªoby przyj¡¢ c 6 0). Wtedy korzystamyz drugiego wzoru, w którym wyst�puje 
zynnik m (przypominam, »e m ∈ [0, 1)).Je±li c = m = 0, to mamy reprezenta
j� zera; li
zba 0 jako jedyna ma dwiereprezenta
je, ró»ni¡
e si� bitem znaku. Je±li c = 0 i m 6= 0, to mamy do
zynienia z niedomiarem zmiennopozy
yjnym, 
zyli reprezentowaniem li
zby x zapomo
¡ mantysy o mniejszej li
zbie bitów istotny
h (je±li w u»y
iu jest pierwszywzór, to istotne s¡ wszystkie bity mantysy, je±li drugi, to tylko bity od pozy
jinajmniej zna
z¡
ej, do najbardziej zna
z¡
ej pozy
ji, na której jest jedynka).Najdokªadniejsz¡ reprezenta
j¡ li
zb o bardzo maªej warto±
i bezwzgl�dnej(mniejszej ni» 2−b−t) jest 0. Niedomiar wi¡»e si� zatem ze (stopniow¡) utrat¡dokªadno±
i reprezenta
ji. Dla x → 0 bª¡d wzgl�dny reprezenta
ji d¡»y do 100%,a bª¡d bezwzgl�dny jest ograni
zony. W analizie bª�dów naj
z�±
iej nie bierzemytego przypadku pod uwag�.

Reprezenta
ja umo»liwia u»ywanie niesko«
zono±
i, tak»e w ra
hunka
h(np. wynik dzielenia dowolnej li
zby przez niesko«
zono±¢ jest równy 0).

Nie-li
zby s¡ wykorzystywane do sygnalizowania bª�dów, np. próby obli
zeniapierwiastka kwadratowego z li
zby ujemnej. Mo»na je te» wykorzysta¢ doodpluskwiania programu, np. nadaj¡
 zmiennym takie warto±
i po
z¡tkowe,a nast�pnie ±ledz¡
, 
zy nie ma do ni
h odwoªa« przed przypisaniem wªa±
iwejwarto±
i li
zbowej.

W standardzie IEEE-754 s¡ zde�niowane formaty li
zb pojedyn
zej i podwójnejpre
yzji, a tak»e li
zb pojedyn
zej i podwójnej rozszerzonej pre
yzji. Li
zbypojedyn
zej rozszerzonej pre
yzji jako± si� nie przyj�ªy, pro
esory w komputera
hPC i
h nie obsªuguj¡. Dane na temat standardowy
h formatów s¡ w tabel
e:

2.4
B d t b M S ν µpojedyn
za,float 32 8 23 127 1038 10−38 10−7 10−45pojed. rozszerzona� 44 11 31 1023 10308 10−308 10−10 10−317podwójnadouble 64 11 52 1023 10308 10−308 10−15 10−323podw. rozszerzonalong double 80 15 63 16383 104932 10−4932 10−19 10−4951

Ozna
zenia: B � 
aªkowita li
zba bitów, d � li
zba bitów 
e
hy, t � li
zbabitów mantysy, b � staªa odejmowana od 
e
hy w 
elu otrzymania wykªadnika.Staªa b jest równa 2d−1 − 1, dzi�ki 
zemu je±li li
zba x ma reprezenta
j�znormalizowan¡, to 1/x na ogóª te». Li
zby M = 22d−b−2(2 − 2−t) � najwi�kszali
zba zmiennopozy
yjna, S = 21−b � najmniejsza dodatnia li
zba reprezentowanaw posta
i znormalizowanej, ν = 2−t � osza
owanie wzgl�dny
h bª�dówzaokr¡gle«, oraz µ = 21−b−t � najmniejsza zmiennopozy
yjna li
zba dodatnia, s¡podane w przybli»eniu (tylko rz¡d wielko±
i).

Reprezenta
je rozszerzonej pre
yzji nie wymuszaj¡ normaliza
ji (mantysa ma t + 1bitów i jest li
zb¡ z przedziaªu [0, 2), jej najbardziej zna
z¡
y bit ma warto±¢ 1),ale wyniki dziaªa«, je±li nie ma niedomiaru, s¡ normalizowane przez pro
esor.Jesz
ze jedno: w 32-bitowy
h systema
h opera
yjny
h li
zba rozszerzonejpodwójnej pre
yzji zajmuje 96 bitów, z który
h 16 jest nieu»ywany
h. Je±li niema istotnego powodu, to najlepiej nie u»ywa¢ tej reprezenta
ji li
zb.

Opró
z standardu IEEE-754 istnieje te» standard IEEE-854, który de�niujereprezenta
je li
zb zmiennopozy
yjny
h z podstawami 2 i 10. Standard ten sªu»ydo wymiany dany
h mi�dzy komputerami, natomiast okre±lone przeze«reprezenta
je nie s¡ przetwarzane bezpo±rednio przez jednostki zmiennopozy
yjnepro
esorów (w ka»dym razie znany
h mi). Je±li nie ma wa»ny
h powodów dou»ywania reprezenta
ji okre±lony
h w tym standardzie, to mo»na si� nim nieprzejmowa¢.
Do 
elów spe
jalny
h bywaj¡ u»ywane reprezenta
je niestandardowe; istnieje np.do±¢ rzadko spotykany format po
zwórnej pre
yzji, w którym reprezenta
ja li
zbyzajmuje 128 bitów (
e
ha ma w nim 15 bitów, mantysa 112). Nie sªyszaªemo pro
esora
h z rejestrami zmiennopozy
yjnymi o takiej dªugo±
i, zatem dziaªaniana taki
h li
zba
h musz¡ by¢ wykonywane przez odpowiednie podprogramy.Z drugiej strony, reprezenta
je 16- 11- i 10-bitowe (bit znaku mo»e by¢ nieobe
ny,
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e
ha ma 5 bitów, a mantysa 10, 6 albo 5) s¡ u»ywane przez niektóre kartygra�
zne pod
zas wykonywania obrazów, gdy dokªadno±¢ ma maªe zna
zenie, za±najwa»niejsza jest szybko±¢ obli
ze« i osz
z�dno±¢ miejs
a. Wspomniane kartygra�
zne maj¡ spe
jalizowane podukªady do wykonywania dziaªa« na taki
hli
zba
h.
Arytmetyka i bª�dy zaokr¡gle«

Na potrzeby analizy bª�dów dziaªanie pro
esora pod
zas wykonywania opera
jiarytmety
zny
h mo»na sobie wyobrazi¢ tak: dokªadny wynik dziaªania jestpoddawany normaliza
ji (tj. dobierana jest 
e
ha), a nast�pnie zaokr¡gleniu �niesko«
zony 
i¡g bitów mantysy jest ob
inany i ewentualnie zaokr¡glany w gór�.Nie wyzna
za si� o
zywi±
ie niesko«
zonego 
i¡gu bitów mantysy, zamiast tegowykorzystuje si� trzy bity dodatkowe (�wystaj¡
e� poza format), z który
hpierwsze dwa s¡ zwykªe, a trze
i �lepki� � bit ten otrzymuje warto±¢ 1, je±lidowolny dalszy bit niesko«
zenie dªugiej mantysy jest niezerowy. Te trzy bityzawsze wystar
z¡ do poprawnego zaokr¡glenia li
zby. Wyboru kierunkuzaokr¡glania mo»na dokona¢, ustawiaj¡
 odpowiednie bity w rejestrze steruj¡
ympro
esora (zwykle zostawiamy domy±lne zaokr¡glanie do najbli»szej li
zbyzmiennopozy
yjnej).

Istotne jest, »e opró
z reprezenta
ji li
zb, standard IEEE-754 okre±la wªasno±
idziaªa«, w tym wymagania doty
z¡
e dokªadno±
i wyników � doty
zy to 
ztere
hdziaªa« arytmety
zny
h, pierwiastka kwadratowego, oraz konwersji reprezenta
ji
aªkowitej i zmiennopozy
yjnej. Istniej¡ pro
esory, które wprawdzie przetwarzaj¡li
zby w standardowym forma
ie, ale realizowane przez nie dziaªania nie speªnaj¡wszystki
h warunków okre±lony
h w standardzie. Najbardziej rozpowsze
hnionymsprz�tem tego rodzaju s¡ karty gra�
zne, które mog¡ m.in. nie obsªugiwa¢ li
zbnieznormalizowany
h (tj. zapisany
h przy u»y
iu drugiego wzoru podanegow opisie formatu; w razie niedomiaru wynikiem dziaªania jest zero) lub zaokr¡gla¢wyniki dziaªa« w arbitralnie okre±lony sposób (standard nakazuje umo»liwia¢dokonanie wyboru). Powinien o tym pami�ta¢ ka»dy, kto zajmuje si� tzw.GPGPU (general programming on graphi
s pro
essing unit).

Je±li x jest li
zb¡ rze
zywist¡, a rd(x) jest jej znormalizowanymzmiennopozy
yjnym przybli»eniem (bez nadmiaru i niedomiaru), to mamy
|x − rd(x)| 6 |x|2−1−t, sk¡d wynika, »e istnieje li
zba ε, taka »erd(x) = x(1 + ε) oraz |ε| 6 2−1−t.Sposób zaokr¡glania (do najbli»szej li
zby zmiennopozy
yjnej, zawsze w stron�
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zera, zawsze w prze
iwn¡ stron�, zawsze w gór� albo zawsze w dóª) mo»e by¢ustawiony ró»nie, przez 
o bª¡d wzgl�dny mo»e by¢ dwa razy wi�kszy. Je±li zatem
⋄ ozna
za dowolne z 
ztere
h dziaªa« arytmety
zny
h, to zamiast wyniku
x = a ⋄ b, po zaokr¡gleniu, otrzymamy li
zb��x = �(a ⋄ b) = (a ⋄ b)(1 + ε),dla pewnego ε ∈ (−ν, ν) (piszemy �(a ⋄b) zamiast rd(a ⋄b), bo ten ostatni symbolozna
za u nas wynik zaokr¡glenia do najbli»szej li
zby zmiennopozy
yjnej).

Wyniki dziaªa« s¡ naj
z�±
iej argumentami dalszy
h dziaªa«, zatem pod
zasobli
ze« numery
zny
h ma miejs
e zjawisko zwane kumula
j¡ bª�dów.W sz
zególny
h przypadka
h mo»e ono doprowadzi¢ do otrzymania bardzoniedokªadny
h wyników ko«
owy
h, mimo »e posz
zególne bª�dy zaokr¡gle« s¡maªe. Ponadto wskutek zaokr¡gle« zbiór li
zb zmiennopozy
yjny
h z dziaªaniamidodawania i mno»enia nie jest 
iaªem (z punktu widzenia algebry). Przedewszystkim, nie jest zamkni�ty ze wzgl�du na dziaªania (bo mo»e wyst¡pi¢nadmiar) i s¡ w nim dzielniki zera (np. je±li li
zba |x| jest dostate
znie maªa, to�(x ∗ x) = 0). Po drugie, dodawanie i mno»enie nie s¡ dziaªaniami ª¡
znymii dodawanie nie jest rozdzielne wzgl�dem mno»enia. W konsekwen
ji, algorytmyoparte na ró»ny
h wzora
h algebrai
znie równowa»ny
h (w 
iele R), mog¡produkowa¢ ró»ne wyniki (
zasem bardzo od siebie odlegªe). Analiza algorytmówma na 
elu mi�dzy innymi badanie, na jak¡ dokªadno±¢ wyników obli
ze«wykonywany
h z bª�dami zaokr¡gle« mo»na li
zy¢ (i mo»e si� przyda¢ dowybrania najlepszego algorytmu, albo przynajmniej do odrzu
enia najgorszego).

Arytmetyka zmiennopozy
yjna zespolona

W ró»ny
h zadania
h wyst�puj¡ li
zby zespolone. W obli
zenia
h i
h 
z�±
irze
zywiste i urojone s¡ reprezentowane w posta
i zmiennopozy
yjnej. Je±li zatemzamiast li
zby z = (a, b) 6= 0 mamy li
zb� �z = (�a, �b) = (a(1 + εa), b(1 + εb)), gdzie

|εa|, |εb| < ν, to li
zb� z reprezentujemy z bª�dem wzgl�dnym

|z − �z|
|z|

=

√

a2ε2
a + b2ε2

b√
a2 + b2

<

√
a2ν2 + b2ν2

√
a2 + b2

= ν.

Zatem reprezenta
ja zmiennopozy
yjna li
zby zespolonej zapewnia równie maªybª¡d, jak reprezenta
ja li
zby rze
zywistej. Dodawanie i odejmowanie li
zbzespolony
h wykonujemy na podstawie wzorów b�d¡
y
h de�ni
j¡ ty
h dziaªa«,w zwi¡zku z 
zym, je±li nie ma nadmiaru ani niedomiaru, otrzymamy�(z1 ± z2) = (z1 ± z2)(1 + ε), gdzie |ε| < ν.
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Mno»enie te» wykonuje si� na podstawie de�ni
ji tego dziaªania:

(a1, b1) · (a2, b2) = (a1a2 − b1b2, a1b2 + a2b1).Zamiast dokªadnego wyniku otrzymamy�((a1, b1) · (a2, b2)) = ((a1a2(1 + ε1) − b1b2(1 + ε2))(1 + ε3),

(a1b2(1 + ε4) + a2b1(1 + ε5))(1 + ε6)),przy 
zym, je±li w »adnym dziaªaniu nie wyst¡piª nadmiar ani niedomiar, towszystkie epsilony maj¡ warto±
i bezwzgl�dne mniejsze ni» ν. Mo»na udowodni¢(za pomo
¡ dosy¢ »mudnego ra
hunku), »e wtedy otrzymany wynik jest równy

(a1, b1) · (a2, b2) · (1 + ξ),gdzie ξ jest pewn¡ li
zb¡ zespolon¡, tak¡ »e |ξ| < (1 +
√

2)ν.

Dzielenie zespolone jest bardziej kªopotliwe, bo algorytm musi unika¢ nadmiarui niedomiaru (zwró¢my uwag�, »e nawet w przypadku mno»enia, wynik dziaªaniamo»e mie¢ reprezenta
j�, za± wyniki po±rednie mog¡ jej nie mie¢ z powodunadmiaru � w dzieleniu ten problem te» wyst�puje). Dzielenie powinno si�wykonywa¢ za pomo
¡ algorytmuif ( a2 >= b2 ) {p = b2/a2;q = a2+b2*p;wynik = ((a1+b1*p)/q, (b1-a1*p)/q);}else {p = a2/b2;q = a2*p+b2;wynik = ((a1*p+b1)/q, (b1*p-a1)/q);}
Je±li nie ma nadmiaru ani niedomiaru, to wzgl�dny bª¡d zaokr¡glenia wyniku niejest wi�kszy ni» (4 +

√
2)ν.

2.8

Zadania i problemy

1. Obli
z ozna
zone na wykªadzie literami M, S i ν parametry 
harakteryzuj¡
eniestandardowe arytmetyki zmiennopozy
yjne: 128-, 16-, 11- i 10-bitow¡.Przyjmij b = 2d−1 − 1.2. Nie
h x ozna
za li
zb� zmiennopozy
yjn¡ pojedyn
zej lub podwójnej pre
yzji,a i(x) li
zb� 
aªkowit¡ bez znaku (odpowiednio 32- lub 64-bitow¡) reprezentowan¡przez ten sam 
i¡g bitów. Sprawd¹, »e je±li x2 > x1 > 0, x1 > 0 > x2 lub

0 > x1 > x2, to i(x2) > i(x1). Wyja±nij, jak mo»na to wykorzysta¢ do sortowania
i¡gu li
zb zmiennopozy
yjny
h. Co przeszkadza w sortowaniu w analogi
znysposób li
zb rozszerzonej podwójnej pre
yzji?
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Bª�dy w obli
zenia
h

W obli
zenia
h numery
zny
h wyst�puj¡ bª�dy pi�
iu rodzajów.

Bª�dy modelu. Model matematy
zny dowolnego zjawiska (przyrodni
zego,ekonomi
znego i w ogóle ka»dego) jest tego zjawiska uprosz
zeniem. Na przebiegzjawiska ma wpªyw wiele ró»ny
h 
zynników, z który
h jedne s¡ ignorowane (boi
h wpªyw zostaª uznany za pomijalny), a inne nie s¡ znane dostate
zniedokªadnie, aby mo»na byªo napisa¢ 
aªkowi
ie poprawny wzór. Je±li modelzna
znie odbiega od zjawiska, to i wyniki obli
ze« mog¡ bardzo si� ró»ni¢ od tego,
o mo»na zaobserwowa¢ w rze
zywisto±
i.

Bª�dy dany
h wej±
iowy
h. Dane wej±
iowe trzeba zapisa¢ w posta
i li
zbzmiennopozy
yjny
h, 
o powoduje i
h zaburzenie. Je±li wynik od dany
h zale»y(a zwykle tak jest), to nawet gdyby nie byªo inny
h bª�dów, wynik obli
ze« mo»esi� ró»ni¢ od wyniku do±wiad
zenia. Ponadto, na ogóª dane otrzymujemyz pomiarów, który
h niedokªadno±
i mog¡ by¢ zna
znie wi�ksze ni» bª¡dreprezenta
ji zmiennopozy
yjnej. Najdokªadniejsze pomiary w �zy
e daj¡kilkana±
ie 
yfr dokªadny
h, 
z�sto znamy dane z dokªadno±
i¡ rz�du 1%,a 
zasami bª�dy s¡ na poziomie kilkudziesi�
iu pro
ent. Sygnaªy lub obrazy mog¡by¢ znieksztaª
one z powodu szumu i bardzo niewyra¹ne. To wszystko ma bardzodu»y wpªyw na wynik (albo jego brak, je±li algorytm nie poradzi sobiez niedokªadnymi danymi).

Bª�dy aproksyma
ji. W obli
zenia
h numery
zny
h stosuje si� przybli»eniafunk
ji, który
h dokªadne obli
zenie jest niewykonalne lub zbyt kosztowne. Naprzykªad, zamiast grani
y niesko«
zonego 
i¡gu zbie»nego, bierze si� pewienelement tego 
i¡gu. Zamiast sumy szeregu niesko«
zonego obli
za si� sum� ilu±po
z¡tkowy
h skªadników. Zamiast 
aªki obli
za si� kwadratur�. Równaniaró»ni
zkowe 
z�sto zast�puje si� równaniami ró»ni
owymi; mo»na poda¢ wieledalszy
h przykªadów.

Bª�dy zaokr¡gle«. Wynik ka»dego dziaªania wykonanego przez komputer podlegazaokr¡gleniu. Skutki badzo 
z�sto s¡ maªe w porównaniu ze skutkami inny
hbª�dów, ale 
zasem mog¡ zupeªnie zmieni¢ wynik.

Bª�dy grube. To s¡ skutki wszelki
h pomyªek, awarii, oraz bª�dów popeªniony
hw pro
esie pozyskiwania dany
h lub w implementa
ji algorytmu. Z inny
hprzy
zyn mo»na tu te» wymieni¢ sabota» (np. uprawiany przez produ
entówwirusów komputerowy
h i przez nierzetelny
h autorów oprogramowania).

3.2

Uwarunkowanie zadania

Wi�kszo±¢ zada« numery
zny
h polega na obli
zeniu warto±
i pewnej funk
ji f,której dziedzin¡ jest pewien obszar D ⊂ R
n. Wynik obli
zenia jest wektoremw R

m, przy 
zym m mo»e by¢ okre±lone przez konkretny argument x ∈ D � naprzykªad, gdy trzeba znale¹¢ wszystkie rze
zywiste miejs
a zerowe wielomianu,którego wspóª
zynniki s¡ wspóªrz�dnymi wektora x. Zaªó»my jednak, »e m jestustalone (i znane) dla wszystki
h x ∈ D, a funk
ja f jest 
i¡gªa. Zanim za
zniemyrozpatrywa¢ jakiekolwiek algorytmy obli
zania wyniku, zajmiemy si� wpªywem,jaki zaburzenia dany
h (które mog¡ po
hodzi¢ z niedokªadny
h pomiarów i któretrzeba zast¡pi¢ li
zbami zmiennopozy
yjnymi) maj¡ na wynik.

Poj�
ie numery
znego uwarunkowania zadania okre±la wra»liwo±¢ wyniku nazaburzenia dany
h; dla zadania dobrze uwarunkowanego niewielkie zaburzeniedany
h powoduje niewielk¡ zmian� wyniku. Zadanie jest ¹le uwarunkowane, je±lipo maªej zmianie dany
h otrzymujemy zupeªnie inny wynik. W zwi¡zku zesposobem reprezentowania li
zb (który zapewnia maªy bª¡d wzgl�dny), bierzemypod uwag� wzgl�dne zaburzenia dany
h i spowodowane przez nie zmiany wyniku.

Li
zbowa miara uwarunkowania nazywa si� wska¹nikiem uwarunkowania zadania.Okre±la si� go wzorem
ondf(x) x = sup
‖�x−x‖<ε

(‖f(�x) − f(x)‖
‖f(x)‖

/‖�x − x‖
‖x‖

)

.Symbol 
ond po
hodzi od angielskiego 
ondition number; napis po lewej stronie
zytamy: �wska¹nik uwarunkowania zadania obli
zenia f(x) dla dany
h x�.W okre±leniu wska¹nika uwarunkowania u»ywamy jaki
h± norm (zale»nie odzadania) i okre±lamy najwi�ksz¡ dopusz
zaln¡ zmian� (zaburzenie) ε dany
h x.Nast�pnie badamy iloraz wzgl�dnego zaburzenia wyniku i powoduj¡
ej tozaburzenie wzgl�dnej zmiany dany
h.

Co daje znajomo±¢ wska¹nika uwarunkowania? Je±li dane znamy z bª�demwzgl�dnym nie wi�kszym ni» ε, to bª¡d wzgl�dny wyniku (uwaga: dokªadnegowyniku dla dany
h �x, jakimi dysponujemy, w porównaniu z wynikiem dlanieznany
h nam dany
h dokªadny
h x) nie jest wi�kszy ni» ε 
ondf(x) x. Naprzykªad, je±li wska¹nik uwarunkowania jest równy 100 (to jesz
ze nie jest du»o),a dane reprezentujemy w forma
ie pojedyn
zej pre
yzji, tj. z bª�dem niewi�kszym ni» ν ≈ 10−7 (i poza zaokr¡gleniem nie ma inny
h bª�dów), to wiemy, »ejeste±my w stanie otrzyma¢ wynik z pi�
ioma 
yframi dokªadnymi. Je±li jednakpomiar dany
h ma bª¡d rz�du 1%, to otrzymany wynik mo»e mie¢ bª¡d 100%; naogóª taki wynik jest bezwarto±
iowy. Albo nale»y wtedy zdoby¢ dokªadniejsze
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dane, albo zaj¡¢ si� innym zadaniem (by¢ mo»e mo»na jako± przeformuªowa¢problem). Pami�tajmy przy tym, »e zaªo»yli±my brak bª�dów w algorytmie, którymo»e dodatkowo zepsu¢ wynik.

Cz�sto przyjmuje si�, »e zaburzenia dany
h s¡ bardzo maªe (bo wzgl�dne bª�dyreprezenta
ji zmiennopozy
yjnej s¡ bardzo maªe), wi�
 dla uprosz
zenia obli
zasi� warto±¢ grani
zn¡ wska¹nika uwarunkowania, dla ε → 0 (
o ma sens, je±liwska¹nik jest 
i¡gªy w oto
zeniu x). Je±li zadanie polega na obli
zeniu warto±
iskalarnej funk
ji f, która ma skalarny argument x, przy 
zym funk
ja f mapo
hodn¡, to mamy wtedy
ondf(x) x =

∣

∣

∣

∣

x

f(x)
f ′(x)

∣

∣

∣

∣

.

Bª�dy reprezenta
ji wektorów

Nie
h x = [x1, . . . , xn]T ∈ R
n i nie
h �x = [�x1, . . . , �xn]T ∈ R

n, przy 
zym�xi = xi(1 + εi) dla ka»dego i. Zamiast rozpatrywa¢ osobno bª�dy posz
zególny
hskªadowy
h wektora, 
o mogªoby zbyt by¢ pra
o
hªonne, 
z�sto bª¡d opisuje si�jedn¡ li
zb¡, za pomo
¡ jakiej± normy. Naj
z�±
iej wykorzystywane s¡ tzw.normy Höldera, okre±lone wzorem

‖x‖p =
(

|x1|
p + · · · + |xn|p

)1/p
,dla pewnego p > 1. Cz�sto stosuje si� norm� � przypadek grani
zny, dla p → ∞:

‖x‖∞ = max

i∈{1,...,n}
|xi|.Za miar� bª�du bezwzgl�dnego mo»emy przyj¡¢ li
zb� ‖x − �x‖p. Je±li x 6= 0 i dlaka»dego i jest |εi| 6 ν, to miara bª�du wzgl�dnego speªnia nierówno±¢

‖x − �x‖
‖x‖p

=

(

|x1ε1|
p + · · · + |xnεn|p

)1/p

‖x‖p

6

(

|x1ν|p + · · · + |xnν|p
)1/p

‖x‖p

=
‖x‖ν
‖x‖ = ν.Zatem, bª¡d wzgl�dny reprezenta
ji wektora, którego wspóªrz�dne zostaªyzokr¡glone do najbli»szy
h li
zb zmiennopozy
yjny
h, mierzony za pomo
¡dodolnej normy Höldera (tak»e ‖ · ‖∞), jest na poziomie bª�du reprezenta
jipojedyn
zej li
zby.

Uwaga: Nale»y pami�ta¢, »e z nierówno±
i ‖x−�x‖p

‖x‖p
6 ε > 0 nie wynika, »e bª�dyposz
zególny
h skªadowy
h s¡ maªe. Je±li pewna skªadowa jest równa 0, todowolne niezerowe jej zaburzenie daje nieograni
zony bª¡d wzgl�dny. Tak wi�
,wykonuj¡
 odpowiednie ra
hunki, nie nale»y wy
i¡ga¢ po
hopny
h wniosków.

3.4

Numery
zna poprawno±¢ algorytmu

Skutki bª�dów zaokr¡gle« w obli
zenia
h 
zasem mo»na zinterpretowa¢ jakoskutki takiego zaburzenia dany
h, »e otrzymany wynik jest dla ty
h zaburzony
hdany
h dokªadny. Je±li takie hipotety
zne zaburzenie dany
h jest maªe, tomówimy, »e algorytm jest numery
znie poprawny. Pewne algorytmy s¡numery
znie poprawne, inne nie s¡. W zasadzie numery
zna poprawno±¢�to jest to� � w prakty
e ni
zego lepszego po algorytma
h numery
zny
hspodziewa¢ si� nie mo»na.

Tak, jak uwarunkowanie zadania, numery
zn¡ poprawno±¢ mo»na mierzy¢,badaj¡
 tzw. staªe kumula
ji algorytmu. Algorytm jest tym lepszy, im te staªe s¡mniejsze. Aby je zde�niowa¢, wprowadzimy potrzebne ozna
zenia. Nie
h

A ozna
za algorytm. Zatem, nie
h A(x) ozna
za wynik obli
zenia, który powinienby¢ jak najbli»szy �prawdziwemu� rozwi¡zaniu zadania, f(x). Obli
zony wynikskªada si� z li
zb zmiennopozy
yjny
h, zatem mo»emy dopu±
i¢ do rozwa»a« jegobª¡d reprezenta
ji. Przypu±¢my zatem, »e istniej¡ li
zby Kd i Kw, takie »e dlaka»dego x ∈ D istniej¡ dane zaburzone �x, dla który
h speªnione s¡ nierówno±
i

‖�x − x‖
‖x‖ 6 Kdν, oraz ‖f(�x) − A(x)‖

‖f(�x)‖ 6 Kwν.Mówimy wtedy, »e algorytm A jest numery
znie poprawnym algorytmemobli
zania warto±
i funk
ji f w dziedzinie (klasie zada«) D, ze staªymi kumula
ji(dany
h) Kd i (wyniku) Kw.

Trzeba podkre±li¢, »e w analizie algorytmu 
z�sto wyst�puje swoboda wybieraniadany
h lub wyniku, do który
h �do
zepiamy� bª�dy; z jednej strony to utrudniaanaliz�, a z drugiej stwarza mo»liwo±
i pewnej �gimnastyki�, wskutek 
zego pewneosza
owania mog¡ by¢ poprawione � nieraz jest tak, »e algorytm w prakty
edziaªa bardzo dobrze, tj. wytwarza bardzo dokªadne wyniki, za± analiza tego niepotwierdza, bo na przykªad daje bardzo grube osza
owania staªy
h kumula
ji.Wspomniana �gimnastyka� 
zasem pomaga. W analizie bª�du zwykle zakªada si�,»e bª�dy w posz
zególny
h dziaªania
h s¡ niezale»ne (i nieskorelowane), a i
hwarto±
i bezwzgl�dne sumuj¡ si�, tym
zasem posz
zególne bª�dy wzgl�dne mog¡by¢ mniejsze ni» ν, mog¡ si� te» znosi¢. Czasem analiza bª�du pozwala wykry¢newralgi
zne miejs
a i pomaga przeprojektowa¢ wzory.

Je±li staªa Kd jest równa 0, to zna
zy, »e niezale»nie od uwarunkowania zadaniaotrzymany wynik jest bardzo dokªadny, tj. otrzymany z dokªadno±
i¡ na poziomiebª�du reprezenta
ji (tj. bª¡d wyniku jest 
o najwy»ej Kw razy wi�kszy). Takasytua
ja wyst�puje w prakty
e nadzwy
zaj rzadko. Cz�±
iej �win�� za
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niedokªadno±¢ wyniku mo»na �zwali¢� na dane. Takie post�powanie, tj. znalezieniei osza
owanie zaburzenia dany
h, które prowadzi do otrzymanego wyniku, nazywasi� analiz¡ wste
z; jej twór
¡ byª Wilkinson. Je±li zadanie jest dobrzeuwarunkowane i staªe kumula
ji s¡ niedu»e, to st¡d wynika, »e obli
zony wynikjest dobrym przybli»eniem wyniku poszukiwanego.

Numery
zna stabilno±¢ algorytmu

Cz�sto si� nie udaje udowodnienie numery
znej poprawno±
i algorytmu, tj.znalezienie staªy
h kumula
ji niezale»ny
h od dany
h w ustalonej dziedzinie D.Wów
zas mo»na spróbowa¢ zbada¢, 
zy jest on numery
znie stabilny � tawªasno±¢ jest pewnego rodzaju �minimum przyzwoito±
i� algorytmu. Aby j¡zde�niowa¢, zbadajmy, jak du»y byªby bª¡d wyniku, gdyby dane zostaªyzaburzone na poziomie bª�du reprezenta
ji (
o musi mie¢ miejs
e � dane doobli
ze« s¡ li
zbami zmiennopozy
yjnymi) i wynik te» nale»aªoby zaokr¡gli¢ (bote» go reprezentujemy w ten sposób), ale poza zaokr¡gleniem ko«
owego wynikuwszystkie obli
zenia byªyby wykonywane dokªadnie.

Bª¡d (bezwzgl�dny) wyniku speªniaj¡
y wymienione warunki mo»na osza
owa¢przez li
zb�

‖f(x)‖(
ondw d + 1)ν.Wzgl�dny bª¡d dany
h, na poziomie ν, przenosi si� na wynik z 
zynnikiem
ondw d; do tego wynik trzeba jesz
ze zaokr¡gli¢, st¡d do wska¹nikauwarunkowania zostaªa dodana jedynka. Li
zba b�d¡
a warto±
i¡ podanegowyra»enia nazywa si� optymalnym poziomem bª�du.

Je±li teraz algorytm zaokr¡gla wyniki wykonywany
h dziaªa«, to mo»e wynikzepsu¢ dodatkowo. Mówimy, »e algorytm A jest numery
znie stabilnymalgorytmem obli
zania funk
ji f, je±li istnieje li
zba K (staªa kumula
ji), taka »edla dowolny
h dany
h d ∈ D speªniona jest nierówno±¢

‖f(x) − A(x)‖ 6 K‖f(x)‖(
ondw d + 1)ν.Wa»ne jest te», aby staªa kumula
ji nie byªa bardzo du»a.

W tym uj�
iu analizy bª�dów nie zajmujemy si� tym, 
zy istniej¡ takie dane,bliskie dany
h x, dla który
h otrzymujemy (ewentualnie zaburzony na poziomiebª�du reprezenta
ji) wynik. Dane takie mog¡ wi�
 nie istnie¢ � mo»emy naprzykªad otrzyma¢ sinus pewnego k¡ta rze
zywistego wi�kszy ni» 1. Istotne jestto, »e maj¡
 algorytm numery
znie stabilny, mo»emy dowolnie zmniejszy¢ skutki

3.6

bª�dów zaokr¡gle«, wykorzystuj¡
 w obli
zenia
h dostate
znie dokªadn¡arytmetyk� (
zyli tak¡ o dostate
znie dªugiej mantysie: przypominam,»e ν = 2−t). O
zywi±
ie, dla zada« ¹le uwarunkowany
h arytmetyki standardowemog¡ nie wystar
zy¢, ale wtedy 
zy na pewno znamy dane a» tak dokªadnie?

Je±li funk
ja f, której warto±¢ nale»y obli
zy¢, speªnia warunek Lips
hitza, tj.istnieje staªa L, taka »e

∀x,y∈D ‖f(x) − f(y)‖ 6 L‖x − y‖,to ka»dy algorytm numery
znie poprawny jest te» numery
znie stabilny, alenumery
zna stabilno±¢ nie gwarantuje numery
znej poprawno±
i.

Ilustra
j¡ opisany
h poj�¢ mo»e by¢ rysunek, b�d¡
y ilustra
j¡ zadaniarozwi¡zywania ukªadu dwó
h równa« liniowy
h Ax = b, z nieosobliw¡ma
ierz¡ A. Rozwi¡zaniem zadania jest wektor x = A−1b, przy 
zym ten wzórjest po»yte
zny w teorety
znej analizie zadania i algorytmów jego rozwi¡zywania,ale nie jest dobrym algorytmem numery
znym (i prosz� go nie u»ywa¢ w tym
harakterze). Danymi s¡ wspóª
zynniki ma
ierzy A i wektora prawej strony b.Dla ilustra
ji poj�¢ rozpatrujemy tylko zaburzenia wektora prawej strony.Wielko±¢ ty
h zaburze« jest taka, jak gdyby mantysa miaªa mniej wi�
ej trzy bity.

a)
b

x = A−1b

b)

�b

�x = A−1�b


)

�x
Na rysunku a) mamy ilustra
j� uwarunkowania zadania. Zazna
zona kula (tj.koªo) o ±rodku b ma promie« ν‖b‖. Zaburzenie dany
h polega na zast¡pieniuwektora b przez jaki± element tej kuli. Obrazem tej kuli jest elipsoida (elipsa)o ±rodku x. Wska¹nik uwarunkowania zadania (ze wzgl�du na zaburzaniewektora b, ale tak»e ma
ierzy A, 
o b�dziemy bada¢ na jednym z dalszy
hwykªadów) jest ilorazem dªugo±
i najdªu»szej i najkrótszej osi elipsoidy.

Numery
zna poprawno±¢ jest zilustrowana na rysunku b). Algorytmwyprodukowaª pewien wektor �x. Nie
h �b = Ax. Przypu±¢my, »e staªa kumula
ji
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Kw = 0. Wtedy

‖�b − b‖
‖b‖ν 6 Kd,

i mamy gwaran
j�, »e dla otrzymanego wyniku �x, który le»y w obr�bienarysowanej lini¡ przerywan¡ elipsy, istniej¡ dane �b, które le»¡ w narysowanymlini¡ przerywan¡ kole (promie« tego koªa jest Kd razy wi�kszy ni» ‖b‖ν). Je±li za±we¹miemy Kw > 0, to dopusz
zamy dodatkowe zaburzenie wyniku; le»y onw nie
o wi�kszym obszarze ograni
zonym przez krzyw¡ zobrazowan¡ przez lini�
i¡gª¡ (ta krzywa nie jest elips¡). Dla takiego wyniku istnieje bliski punkt le»¡
yw obszarze ograni
zonym elips¡, który jest dokªadnym wynikiem dla pewny
hdany
h poªo»ony
h w wi�kszym kole o ±rodku b.

Numery
zna stabilno±¢ jest przedstawiona na rysunku 
). Rozwa»amy zaburzeniadany
h b na poziomie bª�du reprezenta
ji. Dla tak zaburzony
h dany
h wynikle»y w obszarze za
ienionym, ograni
zonym przez elips�. Ten obszar rozszerzamy,aby uwzgl�dni¢ bª¡d reprezenta
ji wyniku, a nast�pnie opisujemy koªo. Promie«tego koªa jest optymalnym poziomem bª�du. Wynik jest punktem koªao promieniu K razy wi�kszym. Dla pewny
h punktów tego koªa, poªo»ony
hdaleko od elipsy, nie istniej¡ dane �b, le»¡
e blisko dany
h b i takie, »e mamydokªadny wynik dla dany
h �b.

3.8

Zadania i problemy

1. Zadanie polega na obli
zeniu sumy n li
zb: s = x1 + · · · + xn. Dla algorytmusumowania �po kolei� napisz wyra»enie, którego warto±¢ jest sum¡ obli
zon¡z bª�dami zaokr¡gle« (przy zaªo»eniu, »e nie wyst¡piª nadmiar ani niedomiarzmiennopozy
yjny). Skonstruuj wektor �x = [�x1, . . . , �xn], taki »e wynik obli
zeniajest sum¡ jego wspóªrz�dny
h i znajd¹ staª¡ kumula
ji, dowodz¡
 w ten sposóbnumery
znej poprawno±
i.2. Zrób to samo dla algorytmu sumowania parami, w którym obli
za si� sumykolejny
h par dany
h li
zb, sumy par ty
h sum, itd., a» do otrzymania sumywszystki
h skªadników. Porównaj staªe kumula
ji ty
h dwó
h algorytmów.3. Algorytm Kahana sumowania li
zb: para zmienny
h zmiennopozy
yjny
h, (s,
),symuluje li
zb� zmiennopozy
yjn¡ o dwukrotnie dªu»szej mantysie, dzi�ki 
zemubª�dy wzgl�dne zaokr¡gle« s¡ na poziomie 2−2t:s = a[0℄;
 = 0.0;for ( i = 1; i < n; i++ ) {y = a[i℄-
;t = s+y;
 = (t-s)-y;s = t;}4. Zadanie polega na obli
zeniu warto±
i wielomianu w(x) = anxn + · · · + a1x + a0dla ustalonego x. Skonstruuj wspóª
zynniki w bazie pot�gowej wielomianu �w(x),którego warto±¢ w punk
ie x zostaªa obli
zona i znajd¹ staª¡ kumula
ji.5. Zbadaj bª�dy zaokr¡gle« wytworzone przez algorytm obli
zania warto±
iwyra»enia a2 + ab + b2, korzystaj¡
y ze wzoru

w =
1

2

(

(a + b)2 + (a2 + b2)
)

.Mno»enie przez 
aªkowite pot�gi li
zby 2 (tu przez 1
2

), je±li nie ma nadmiaru aniniedomiaru, jest wolne od bª�dów zaokr¡gle«.

Przypomnienia

1. Przypomnienie poj�
ia normy (potrzebne w dalszy
h wykªada
h): norma jest todowolny funk
jonaª ‖ · ‖ okre±lony w przestrzeni liniowej V nad 
iaªemli
zbowym K (np. R lub C; w tym wykªadzie rozpatrujemy tylko przestrzenierze
zywiste) i przyjmuj¡
y warto±
i rze
zywiste, który speªnia warunki:
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• dodatnio±¢: ∀x∈V ‖x‖ > 0 oraz ‖x‖ = 0 ⇒ x = 0,

• póªliniowo±¢: ∀x∈V,a∈K ‖ax‖ = |a|‖x‖,

• nierówno±¢ trójk¡ta: ∀x,y∈V ‖x + y‖ 6 ‖x‖ + ‖y‖.W przestrzeni R
n (a tak»e C

n) bardzo 
z�sto rozwa»a si� normy Höldera: dladowolnego p > 1 funk
ja okre±lona wzorem

‖x‖p = (|x1|
p + · · · + |xn|p)1/pspeªnia podane warunki, jest wi�
 norm¡. Równie» w grani
y dla p → ∞otrzymujemy norm�

‖x‖∞ = max

i∈{1,...,n}
|xi|.Sz
zególnie 
z�sto rozwa»a si� normy Höldera dla p = 1, p = ∞ i p = 2.2. Norma Höldera dla p = 2, 
zyli tak zwana norma euklidesowa, mierzy �zwykª¡dªugo±¢� wektora. Norma ta ma zwi¡zek z ilo
zynem skalarnym w R

n, okre±lonymwzorem

〈x,y〉 = yTx,mianowi
ie dla ka»dego x ∈ R
n za
hodzi równo±¢

‖x‖2 =
√

〈x,x〉.3. Nie
h Va i Vb b�d¡ przestrzeniami okre±lonymi nad tym samym 
iaªemli
zbowym K i nie
h b�d¡ okre±lone w ni
h jakie± (dowolne) normy, odpowiednio

‖ · ‖a i ‖ · ‖b. Zbiór L(Va;Vb) wszystki
h przeksztaª
e« liniowy
h Va → Vb jestprzestrzeni¡ liniow¡ nad K. Funk
jonaª okre±lony w przestrzeni L(Va;Vb) wzorem

‖f‖ = sup

x6=0

‖f(x)‖b

‖x‖a

= sup

‖x‖61

‖f(x)‖bjest norm¡. Mówimy, »e jest to norma indukowana przez normy ‖ · ‖a i ‖ · ‖b.Przestrze« przeksztaª
e« liniowy
h R
n → R

m mo»emy uto»sami¢z przestrzeni¡ R
m,n ma
ierzy m × n. Je±li w przestrzenia
h R

n i R
m przyjmiemynormy p-te Höldera, to norm� indukowan¡ w R

m,n b�dziemy równie» ozna
za¢symbolem ‖ · ‖p. W przestrzeni R
m,1 = R

m p-ta norma indukowana jest to»samaz p-t¡ norm¡ Höldera (zatem symbol ‖ · ‖p nie prowadzi do nieporozumie«).Normy indukowane pierwsza i niesko«
zona s¡ ªatwe do obli
zenia:
‖A‖1 = max

j∈{1,...,n}

m∑

i=1

|aij|,

‖A‖∞ = max

i∈{1,...,m}

n∑

j=1

|aij|.

Na ¢wi
zenia
h, je±li b�dzie 
zas, warto udowodni¢ te wzory.

3.10

4. Norm� w R
m,n indukowan¡ przez normy drugie w R

n i R
m mo»na obli
zy¢ napodstawie wzoru

‖A‖2 =
√

ρ(ATA),w którym ρ(ATA) ozna
za promie« spektralny ma
ierzy ATA, tj. najwi�ksz¡warto±¢ bezwzgl�dn¡ warto±
i wªasnej ma
ierzy ATA (w tym przypadkunajwi�ksza warto±¢ wªasna jest li
zb¡ rze
zywist¡ nieujemn¡). Je±li ma
ierz A jestkwadratowa i symetry
zna, to za
hodzi te» równo±¢ ‖A‖2 = ρ(A). Je±li nie znamywarto±
i wªasny
h, to mo»emy skorzysta¢ z osza
owania ‖A‖2 6
√

‖ATA‖∞.5. Udowodnij, »e norma Frobeniusa, okre±lona w przestrzeni R
m,n wzorem

‖A‖F =

√

√

√

√

n∑

i=1

m∑

j=1

|aij|2,

je±li n > 1 i m > 1, nie jest norm¡ indukowan¡ przez »adn¡ p-t¡ norm� Höldera.
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Rozwi¡zywanie ukªadów równa« liniowy
h

Zajmujemy si� rozwi¡zywaniem ukªadu równa« liniowy
h

Ax = b,w którym dane s¡: nieosobliwa ma
ierz A o wymiara
h n × n i wektor b ∈ R
n.Ukªad ten ma jednozna
zne rozwi¡zanie, x = A−1b, ale ten wzór, poza bardzosz
zególnymi przypadkami, nie nadaje si� do numery
znego rozwi¡zywanianaszego zadania (ale w ra
hunka
h symboli
zny
h nie zawahamy si� go u»y¢, do
zego mamy peªne prawo).

Uwarunkowanie ukªadu równa« liniowy
h

Zbadamy, jak zmieni si� rozwi¡zanie ukªadu, je±li dane, tj. ma
ierz A lubwektor b zaburzymy. Dla ukªadu równa«

Ax ′ = b + δbotrzymujemy rozwi¡zanie

x ′ = A−1b + A−1δb = x + A−1δb,sk¡d wynika, »e

‖x ′ − x‖ 6 ‖A−1‖‖δb‖ = ‖A−1‖‖b‖‖δb‖
‖b‖ = ‖A−1‖‖Ax‖‖δb‖

‖b‖ 6

‖A−1‖‖A‖‖x‖‖δb‖
‖b‖ ,

i ostate
znie

‖x ′ − x‖
‖x‖ 6 ‖A‖‖A−1‖‖δb‖

‖b‖ .

Zaburzymy teraz ma
ierz A, tj. b�dziemy rozwi¡zywa¢ ukªad (A + δA)x ′′ = b.Mamy

A(I + A−1δA)x ′′ = b.Musimy zaªo»y¢, »e zaburzenie ma
ierzy A jest na tyle maªe, »e ma
ierz
(I + A−1δA) jest nieosobliwa, dzi�ki 
zemu mo»emy j¡ odwró
i¢ i u»y¢ wzoruprzybli»onego

(I + A−1δA)−1 ≈ I − A−1δA.

4.2

Dostaniemy wtedy

x ′′ ≈ (I − A−1δA)A−1b = A−1b − A−1δAA−1b = x − A−1δAx,sk¡d wynika przybli»ona nierówno±¢

‖x ′′ − x‖
‖x‖ 6 ‖A‖‖A−1‖‖δA‖

‖A‖ .

Zatem, oba zaburzenia wzgl�dne dany
h, tj. wektora b i ma
ierzy A, mog¡przenie±¢ si� na wynik z 
zynnikiem 
o najwy»ej ‖A‖‖A−1‖. Ten 
zynnik jestwska¹nikiem uwarunkowania zadania rozwi¡zywania ukªadu równa« Ax = bi bywa te» nazywany wska¹nikiem uwarunkowania ma
ierzy A. Je±li przyjmiemynorm� p-t¡ indukowan¡, to mamy wska¹nik uwarunkowania ma
ierzy Aw normie p-tej, który ozna
zamy symbolem 
ondpA (
ondpA = ‖A‖p‖A−1‖p).

Normy indukowane ‖ · ‖1 i ‖ · ‖∞ ma
ierzy A s¡ ªatwe do znalezienia. Poniewa» naogóª nie znamy (i nie tra
imy 
zasu na znajdowanie) ma
ierzy A−1, jej norm�mo»emy zwykle tylko osza
owa¢. Je±li dysponujemy dodatkow¡ informa
j¡o zadaniu, z którego wzi¡ª si� nasz ukªad równa«, to warto z takiej informa
jiskorzysta¢ w tym 
elu. Sza
owanie normy ma
ierzy A−1 jest te» w zasadziemo»liwe na podstawie 
zynników rozkªadu znaleziony
h pod
zas rozwi¡zywaniaukªadu jedn¡ z metod bezpo±redni
h.

Metody bezpo±rednie

Metody bezpo±rednie mo»emy stosowa¢ wtedy, gdy li
zba równa« i niewiadomy
hjest maªa (
o najwy»ej rz�du 103) lub gdy ma
ierz ukªadu jest �sz
zególnie ªatwa�,np. trójdiagonalna. Metody te, gdyby nie byªo bª�dów zaokr¡gle«, dawaªybydokªadny wynik po wykonaniu sko«
zenie wielu dziaªa«. Bª�dy zaokr¡gle«o
zywi±
ie to psuj¡.

Metoda elimina
ji Gaussa

Metoda elimina
ji Gaussa jest najprostszym i 
hyba naj
z�±
iej u»ywanymalgorytmem rozwi¡zywania ukªadów równa« liniowy
h. Skªada si� on z dwó
hetapów. W pierwszym ukªad jest przeksztaª
any tak, aby powstaª równowa»nydanemu ukªad równa« liniowy
h z ma
ierz¡ trójk¡tn¡ górn¡. W etapie drugim, napodstawie kolejny
h równa« (od ko«
a) obli
zamy kolejne niewiadome (te» odko«
a) � w ka»dym równaniu wyst�puje tylko jedna niewiadoma, której warto±¢nie zostaªa obli
zona w
ze±niej.
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W pierwszym etapie (który jest wªa±
iw¡ elimina
j¡ Gaussa), konstruujemy 
i¡gma
ierzy A(0) = A,A(1), . . . , A(n−1) = U, taki
h »e ma
ierz A(k) ma w kolumna
h

1, . . . , k wspóª
zynniki poni»ej diagonali równe 0. Maj¡
 ma
ierz

A(k−1) = [a
(k−1)

ij ]i,j, obli
zamy wspóª
zynniki ma
ierzy A(k):

lik = a
(k−1)

ik /a
(k−1)

kk ,

a
(k)

ij = a
(k−1)

ij − lika
(k−1)

kj , dla j = k + 1, . . . , n

} dla i = k + 1, . . . , n

Ponadto a
(k)

ij = a
(k−1)

ij dla i 6 k, oraz a
(k)

ik = 0 dla i > k.

Przeksztaª
anie wektora prawej strony polega na skonstruowaniu 
i¡gu wektorów

b(0) = b,b(1), . . . ,b(n−1) = y. W k-tym kroku elimina
ji obli
zamy wspóªrz�dnewektora b(k):

b
(k)

i = b
(k−1)

i − likb
(k−1)

k , dla i = k + 1, . . . , n,za± dla i = 1, . . . , k mamy b
(k)

i = b
(k−1)

i . W wyniku elimina
ji otrzymujemyma
ierz trójk¡tn¡

U =















u11 u12 u13 . . . u1n

0 u22 u23 . . . u2n

0 0 u33 . . . u3n... ... . . . . . . ...

0 0 . . . 0 unn















,

i wektor y, takie »e ukªad Ux = y jest równowa»ny ukªadowi danemu.

Nie
h

L =

















1 0 0 . . . 0

l21 1 0 . . . 0

l31 l32 1

. . . ...... ... . . . . . . 0

ln1 ln2 . . . ln,n−1 1

















,

Okazuje si�, »e za
hodzi równo±¢ A = LU. Przeksztaª
anie wektora prawej stronyjest równowa»ne rozwi¡zywaniu ukªadu równa« Ly = b. Zatem mo»emy najpierwwyzna
zy¢ tylko ma
ierze L i U, a przetwarzanie wektora prawej strony przenie±¢do drugiego etapu, w którym trzeba rozwi¡za¢ kolejno ukªady równa«z ma
ierzami trójk¡tnymi, Ly = b i Ux = y.

Elimina
j� mo»na wykona¢ w miejs
u (po ªa
inie in situ). Po obli
zeniuwspóª
zynnika lik, mo»na go zapami�ta¢ na miejs
u wspóª
zynnika a
(k−1)

ik (
zyli na

4.4

miejs
u zajmowanym po
z¡tkowo przez aik). Obli
zone wspóª
zynniki a
(k)

ij dla
i 6 j wpisujemy w miejs
e a

(k−1)

ij . W ten sposób otrzymamy tabli
� z li
zbami














u11 u12 u13 . . . u1n

l21 u22 u23 . . . u2n

l31 l32 u33 . . . u3n... ... . . . . . . ...

ln1 ln2 . . . ln,n−1 unn















,

do której mo»e si�ga¢ podprogram rozwi¡zuj¡
y ukªady trójkatne. Podprogramelimina
ji in situ �psuje� po
z¡tkow¡ zawarto±¢ tabli
y. Je±li oryginalna ma
ierz Ajest potrzebna (
z�sto jest), nale»y j¡ skopiowa¢ i �zepsu¢� kopi�.

Opisany wy»ej algorytm jest zawodny; nieosobliwos¢ ma
ierzy A nie gwarantujewykonalno±
i dzielenia przez wspóª
zynnik a
(k)

kk , który mo»e by¢ zerem. Co wi�
ej,je±li wspóª
zynnik ten ma maª¡ warto±¢ bezwzgl�dn¡, to skutki bª�dów zaokr¡gle«mog¡ prowadzi¢ do otrzymania bardzo niedokªadny
h wyników. Dlatego stosujesi� wybór elementu gªównego (ang. pivoting). Naj
z�±
iej stosowany wybór
z�±
iowy w kolumnie polega na wyszukaniu w zbiorze {a
(k−1)

kk , . . . , a
(k−1)

nk }wspóª
zynnika a
(k−1)

lk o najwi�kszej warto±
i bezwzgl�dnej, a nast�pnie (je±li l 6= k)przestawieniu równa« l i k. Je±li ma
ierz A jest nieosobliwa, to po takimprzestawieniu dzielenie jest wykonalne i wspóª
zynniki lik maj¡ warto±
ibezwzgl�dne nie wi�ksze ni» 1.

Mo»na dowie±¢, »e skutki takiego przestawiania s¡ takie same, jak gdyby równaniazostaªy poprzestawiane przed przyst¡pieniem do elimina
ji. Zatem, pozastosowaniu 
z�±
iowego wyboru elementu gªównego, otrzymamy ma
ierze L i U,takie »e LU = PA, gdzie P ozna
za ma
ierz dokonanej permuta
ji równa«.

Ma
ierz P trzeba jako± reprezentowa¢, aby mo»na byªo odpowiednio poprzestawia¢wspóªrz�dne wektora prawej strony, poniewa» trzeba b�dzie rozwi¡za¢ ukªadyrówna« Ly = Pb i Ux = y. Najprostszy sposób polega na u»y
iu tabli
y li
zb
aªkowity
h o dªugo±
i n; pozy
ji k-tej przypisujemy indeks l wiersza, który zostaªprzestawiony z k-tym (albo k, je±li nie byªo przestawienia). Przestawianie li
zbzmiennopozy
yjny
h w tabli
y jest opera
j¡ woln¡ od bª�dów zaokr¡gle«.

Istnieje te» wybór peªny elementu gªównego; przestawiamy w nim wierszei kolumny tak, aby wspóª
zynnik a
(k−1)

kk , przez który b�dziemy dzieli¢, miaªnajwi�ksz¡ warto±¢ bezwzgl�dn¡ w prawej dolnej podma
ierzy

n + 1 − k × n + 1 − k. W ten sposób otrzymujemy rozkªad ma
ierzy LU = PAQT.Do rozwi¡zania mamy ukªady Ly = Pb i Uz = y, a nast�pnie trzeba obli
zy¢

x = QTz, 
zyli odpowiednio poprzestawia¢ wspóªrz�dne rozwi¡zania. Ma
ierz
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permuta
ji Q mo»na reprezentowa¢ w taki sam sposób jak P. Peªny wybórelementu gªównego jest dosy¢ kosztowny i bardzo rzadko zdarza si� sytua
ja, gdydokªadno±¢ wyniku otrzymanego z wyborem 
z�±
iowym jest za maªa, a wybórpeªny daje dostate
znie maªy bª¡d.

Zwró¢my uwag�, »e aby rozwi¡za¢ zadanie, rozwiazujemy numery
znie dwapodzadania, tj. ukªady z ma
ierzami trójk¡tnymi. Dla ka»dego p ilo
zynwska¹ników uwarunkowania ty
h podzada«, 
ondp L i 
ondp U, jest zawszewi�kszy lub równy wska¹nikowi uwarunkowania 
aªego zadania, 
ondp A. Ponadtodla dowolny
h permuta
ji reprezentowany
h przez ma
ierze P i Q mamy
ondp A = 
ondp PAQT. Wybór elementu gªównego mo»na interpretowa¢ jakd¡»enie do tego, aby ilo
zyn wska¹ników uwarunkowania 
zynników rozkªaduma
ierzy PA (lub PAQT) byª mo»liwie maªy.

Metoda elimina
ji Gaussa z wyborem elementu gªównego jest algorytmemnumery
znie poprawnym, tj. istnieje ma
ierz �A, taka »e za
hodzi równo±¢

P �AQT = LU dla obli
zony
h ma
ierzy trójk¡tny
h L i U, oraz

‖�A − A‖
‖A‖ 6 Fn(A)ν,przy 
zym w tym wzorze jest u»yta norma indukowana ‖ · ‖1 lub ‖ · ‖∞.Li
zba Fn(A) jest staª¡ kumula
ji; je±li jest stosowany wybór 
z�±
iowy, to ma onadu»e osza
owanie (Fn(A) 6 3 · 2n − 5), ale w prakty
e staªa ta jest prawie zawszezna
znie mniejsza; jej dokªadniejsze osza
owanie zale»y od warto±
ibezwzgl�dny
h obli
zony
h wspóª
zynników a

(k)

ij , a wybór elementu gªównego jestpewn¡ metod¡ prze
iwdziaªania wyst¡pieniu w obli
zenia
h wielki
h li
zb.Obli
zenie wektora x przez rozwi¡zanie ukªadów równa« z ma
ierzami L i U jestrównie» numery
znie poprawnym algorytmem rozwi¡zywania ukªadu równa«liniowy
h. Ra
hunki w dowodzie tego twierdzenia s¡ dosy¢ dªugie i »mudne.

Je±li ma
ierz A jest peªna, to wyzna
zanie 
zynników trójk¡tny
h ma koszt

(n3 − n)/3 opera
ji zmiennopozy
yjny
h (za jedn¡ opera
j� uznamy dzielenie lubmno»enie z dodawaniem), natomiast rozwi¡zywanie ukªadów trójk¡tny
h kosztuje
n2 taki
h opera
ji. W wielu zastosowania
h mamy do 
zynienia z ma
ierzamirzadkimi, tj. maj¡
ymi du»o zerowy
h wspóª
zynników. W taki
h przypadka
h
zynem karalnym2 jest u»y
ie ogólnego algorytmu, odpowiedniego dla ma
ierzypeªny
h. Je±li np. ma
ierz jest wst�gowa, tj. istnieje k ≪ n, takie »e aij = 0 dla
|i − j| > k, to odpowiedni wariant metody elimina
ji Gaussa mo»e znale¹¢ 
zynnikitrójk¡tne kosztem rz�du k2n opera
ji, a koszt rozwi¡zywania ukªadów równa«z tymi 
zynnikami jest rz�du kn. I tego wariantu nale»y u»y¢.2Na podstawie �186 Kodeksu Etyki Zawodowej, Kompeten
ji i Przyzwoito±
i nale»y si� za tood 1 do 3 lat Kompromita
ji, a za notory
zn¡ re
ydyw� grozi Kompromita
ja Do»ywotnia.

4.6

Metoda odbi¢ Householdera

Inn¡ metod¡ doprowadzenia ukªadu równa« liniowy
h do ukªadu równowa»negoz ma
ierz¡ trójk¡tn¡ jest metoda odbi¢ Householdera. Przypomnijmy wªasno±
iodbi¢ symetry
zny
h w R
n. Nie
h v ozna
za dowolny wektor jednostkowy(w sensie normy drugiej, tj. taki »e ‖v‖2 = 1). Odbi
ie symetry
zne wzgl�demhiperpªasz
zyzny prostopadªej do wektora v jest okre±lone wzorem

Hx = x − 2vvTx.Ma
ierz odbi
ia jest wi�
 równa

H = I − 2vvT.Odbi
ie jest inwolu
j¡, tj. swoj¡ wªasn¡ odwrotno±
i¡:

H2 = (I − 2vvT)(I − 2vvT) = I − 4vvT + 4v vTv︸︷︷︸
=1

vT = I.

Ma
ierz odbi
ia jest ponadto symetry
zna, a zatem HTH = H2 = I, 
zylima
ierz H jest ortogonalna. Tak wi�
 odbi
ie jest izometri¡; dla dowolny
hwektorów x,y ∈ R
n za
hodzi równo±¢

〈Hx, Hy〉 = yTHTHx = yTx = 〈x,y〉,sk¡d dalej wynika, »e dla dowolnego wektora x jest ‖Hx‖2 = ‖x‖2. Je±li wektor vjest niezerowy, ale niekonie
znie jednostkowy, to ma
ierz odbi
ia symetry
znegowzgl�dem hiperpªasz
zyzny prostopadªej do niego jest okre±lona wzorem

H = I − v
2

vTv
vT.W algorytma
h numery
zny
h, je±li to nie jest wynikiem, który konie
zniemusimy otrzyma¢, nigdy nie wyzna
zamy jawnie ma
ierzy H. Maj¡
 wektor v,mo»emy obli
zy¢ li
zb� γ = 2

vT v

, a nast�pnie, 
h
¡
 obli
zy¢ obraz y dowolnegowektora x w odbi
iu, obli
zamy kolejno

s = vTx,

t = γs,

y = x − tv.W tym obli
zeniu nale»y wykona¢ 2n + 1 opera
ji (mno»e« z dodawaniami),pod
zas gdy mno»enie wektora x przez ma
ierz H ma koszt n2 opera
ji; ponadtometoda z ma
ierz¡ H reprezentowan¡ jawnie jest zna
znie gorsza ze wzgl�du naskutki bª�dów zaokr¡gle«. Zauwa»my jesz
ze jedn¡ wªasno±¢ ma
ierzy odbi
ia:
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je±li k-ta wspóªrz�dna wektora v jest równa 0, to k-ty wiersz i k-ta kolumnama
ierzy H s¡ takie, jak w ma
ierzy jednostkowej. Wtedy k-ta wspóªrz�dnawektora Hx jest identy
zna, jak k-ta wspóªrz�dna wektora x. Zatem ka»da zerowawspóªrz�dna wektora v (je±li wiemy, które to s¡) umo»liwia zaosz
z�dzenie dwó
hopera
ji w powy»szym obli
zeniu.

Nie
h a ozna
za pewien wektor w R
n. Nie
h e ozna
za pewien ustalony wektorjednostkowy (tj. ‖e‖2 = 1). Odbi
ie Householdera jest to odbi
ie H skonstruowanew taki sposób, aby wektor Ha miaª kierunek wektora e. Musi by¢ zatem

Ha = ±‖a‖2e. To za± ozna
za, »e wektor normalny hiperpªasz
zyzny odbi
ia, v,musi mie¢ kierunek wektora a − ‖a‖2e, albo a + ‖a‖2e. Ch
¡
 zmniejszy¢ skutkibª�dów zaokr¡gle«, nale»y zawsze wybiera¢ dªu»szy z ty
h dwó
h wektorów.

Zastosujmy teraz odbi
ia do przeksztaª
ania ukªadu równa« liniowy
h Ax = b.W pierwszym kroku odbijemy kolumny a1, . . . ,an ma
ierzy A i wektor prawejstrony b tak, aby obraz H1a1 pierwszej kolumny miaª kierunek wektora e1.Powstanie ukªad H1Ax = H1b, którego ma
ierz ma zera w pierwszej kolumnie poddiagonal¡ (tj. wszystkie wspóª
zynniki opró
z pierwszego s¡ zerowe). Je±li terazodrzu
imy pierwsze równanie, to otrzymamy podukªad, w którym nie wyst�pujeniewiadoma x1. Podukªad ten mo»emy dalej przeksztaª
a¢ w podobny sposób.

Na po
z¡tku k-tego kroku mamy równowa»ny wyj±
iowemu ukªad równa«

A(k−1)x = b(k−1), którego ma
ierz A(k−1) ma zerowe wspóª
zynniki poni»ejdiagonali w pierwszy
h k − 1 kolumna
h. Przeksztaª
amy ma
ierz �A(k−1), którajest prawym dolnym blokiem ma
ierzy A(k−1) o wymiara
h n + 1 − k × n + 1 − k,oraz blok �b(k−1) wektora b(k−1) zªo»ony z jego ostatni
h n + 1 − k wspóª
zynników.W tym 
elu konstruujemy wektor �v(k) ∈ R
n+1−k, dany wzorem�v(k) = �a(k−1)

1 ∓ ‖�a(k−1)

1 ‖2e1,w którym �a(k−1)

1 ozna
za pierwsz¡ kolumn� ma
ierzy �A(k−1) (
zyli �doln¡ 
z�±¢�

k-tej kolumny ma
ierzy A(k−1)). Pierwsza wspóªrz�dna wektora e1 jest jedynk¡,pozostaªe n − k to zera. Aby wektor �v(k) byª jak najdªu»szy, wybieramy znak �+�je±li pierwsza wspóªrz�dna wektora �a(k−1)

1 jest dodatnia, a �−� w prze
iwnymrazie. Nast�pnie obli
zamy li
zb� γk = 2�v(k)T �v(k) i poddajemy kolumnyma
ierzy �A(k−1) i wektor �b(k−1) odbi
iu. Nie ma przy tym potrzeby stosowaniaogólnego wzoru do odbijania wektora �a(k−1)

1 , bo sk¡din¡d wiemy, 
o z tego wyjdzie.

Przeksztaª
enie kolumn bloku �A(k−1) jest równowa»ne odbi
iu kolumnma
ierzy A(k−1) wzgl�dem hiperpªasz
zyzny, której wektor normalny v(k) skªadasi� z k − 1 zer i z wektora �v(k). Ozna
zmy ma
ierz tego odbi
ia liter¡ H(k). Po
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wykonaniu n − 1 odbi¢ mamy ukªad równa« liniowy
h

Rx = QTb,którego ma
ierz

R = H(n−1) . . . H(1)A = QTAjest trójk¡tna górna. Mamy równo±¢

A = QR, gdzie Q = H(1) . . . H(n−1),przy 
zym ma
ierz Q, jako ilo
zyn ma
ierzy ortogonalny
h, jest ortogonalna.W ten sposób, za pomo
¡ odbi¢ symetry
zny
h, znale¹li±myrozkªad ortogonalno-trójk¡tny ma
ierzy A.

Podobnie, jak w elimina
ji Gaussa, przeksztaª
anie prawej strony mo»emywykona¢ pó¹niej, ale w tym 
elu trzeba zapami�ta¢ wektory �v(k) (i, aby nieobli
za¢ i
h ponownie, 
o kosztuje, li
zby γ(k)). W tym 
elu mo»emy u»y¢ miejs
w tabli
y po
z¡tkowo zawieraj¡
ej wspóª
zynniki ma
ierzy A, ale potrzebujemydla ka»dego wektora odbi
ia dwó
h dodatkowy
h miejs
. Jeden z mo»liwy
hsposobów prze
howywania wyników obli
ze« jest taki:



























r11 r12 r13 . . . r1n

v
(1)

2 r22 r23 . . . r2n

v
(1)

3 v
(2)

3 r33 . . . r3n... ... . . . . . . ...

v
(1)
n v

(2)
n . . . v

(n−1)
n rnn

v
(1)

1 v
(2)

2 . . . v
(n−1)

n−1 •
γ(1) γ(2) . . . γ(n−1) •



























Symbole rij ozna
zaj¡ tu wspóª
zynniki ma
ierzy R, za± v
(k)

i ozna
zaj¡wspóªrz�dne wektora v(k). Jest te» mo»liwe zmiesz
zenie wyników obli
zeniaz wykorzystaniem tylko jednej dodatkowej zmiennej dla ka»dej kolumny, poprzeskalowaniu wektorów v(k). Jak poprzednio, wykonanie obli
ze« in situ ozna
za�zepsu
ie� tabli
y wspóª
zynników ma
ierzy A, zatem najlepiej, aby takiemu�zepsu
iu� podda¢ kopi�.

Zªo»ono±¢ obli
zeniowa wyzna
zania rozkªadu QR ma
ierzy n × n jest równa

2
3
n3 + O(n2), jest zatem w przybli»eniu dwukrotnie wi�ksza ni» elimina
ja Gaussa.Z drugiej strony, odpadaj¡ koszty wybierania elementu gªównego, zreszt¡de
yduj¡
y wpªyw na 
zas obli
ze« ma efektywno±¢ wykorzystania pami�
ipodr�
znej (
a
he'a) pro
esora przez implementa
j� algorytmu, dlatego nie mo»na
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powiedzie¢ z góry, »e elimina
ja Gaussa dziaªa dwukrotnie szyb
iej. Natomiastu»y
ie izometrii (tj. przeksztaª
e« reprezentowany
h przez ma
ierze ortogonalne)daje bardzo dobre wªasno±
i numery
zne algorytmu. Zauwa»my, »e oryginalnezadanie zast�pujemy dwoma podzadaniami � ukªadami równa« Qy = bi Rx = y. Wska¹nik uwarunkowania w normie drugiej ma
ierzy ortogonalnej Qjest równy 1 (bo ‖Q‖2 = ‖Q−1‖2 = 1), za± 
ond2 R = 
ond2 A.

Metoda Choleskiego

W wielu zastosowania
h nale»y rozwi¡za¢ ukªad Ax = b, którego ma
ierz A jestsymetry
zna i dodatnio okre±lona. Dla taki
h ma
ierzy mo»na stosowa¢ elimina
j�Gaussa, przy 
zym okazuje si�, »e wybór elementu gªównego jest niepotrzebny.Jednak symetria ma
ierzy to okazja do zmniejszenia kosztu obli
ze« o poªow�.Taki
h okazji nie wypada marnowa¢.

Metoda Choleskiego polega na rozªo»eniu ma
ierzy A na 
zynniki trójk¡tne,z który
h ka»dy jest transpozy
j¡ drugiego: A = LLT, gdzie ma
ierz L jesttrójk¡tna dolna. Po znalezieniu takiego rozkªadu mo»na rozwi¡za¢ kolejno ukªadyrówna« Ly = b i LTx = y.

Wspóª
zynniki ma
ierzy L mo»na obli
zy¢, traktuj¡
 równo±¢ LLT = A jak ukªadrówna«, którego rozwi¡zanie mo»na obli
zy¢ �po kolei�; poniewa» ma
ierz A jestsymetry
zna, mamy 1
2
n(n + 1) dany
h niezale»ny
h wspóª
zynników. Tyle samowspóª
zynników ma na diagonali i pod ni¡ poszukiwana ma
ierz L. Zatem, dla i, jtaki
h »e 1 6 j 6 i 6 n mamy równania

aij =

n∑

k=1

likljk =

j∑

k=1

likljk =

j−1∑

k=1

likljk + lijljj.

Wyodr�bniony skªadnik sumy powy»ej umo»liwia obli
zenie wspóª
zynnika lij,je±li znamy wszystkie pozostaªe wspóª
zynniki ma
ierzy L wyst�puj¡
ew sumowany
h ilo
zyna
h; mo»na uporz¡dkowa¢ równania w takiej kolejno±
i, »eto jest mo»liwe. Mianowi
ie, mo»emy obli
za¢ kolejno

lij =
aij −

∑j−1

k=1 likljk

ljj

dla j = 1, . . . , i − 1,

lii =

√

aii −
∑i−1

k=1 l2
ik,






dla i = 1, . . . , n.

Obli
zenie mo»na wykona¢ in situ, wpisuj¡
 li
zby lij naty
hmiast po obli
zeniuw miejs
e aij (a zatem, �psuj¡
� dan¡ ma
ierz A lub jej kopi�). Trzeba podkre±li¢,»e ma
ierz A musi by¢ nie tylko symetry
zna, ale tak»e dodatnio okre±lona, abypowy»szy algorytm byª wykonalny (tj. aby istniaªa nieosobliwa ma
ierz trójk¡tna
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dolna L, taka »e A = LLT). To jest warunek konie
zny i dostate
zny, abywyra»enia, z który
h nale»y obli
za¢ pierwiastki kwadratowe, miaªy dodatniewarto±
i.
Zauwa»my, »e je±li po
z¡tkowy
h k wspóª
zynników w i-tym wierszu (dla k < i)to zera, to równie» ma
ierz L ma na po
z¡tku i-tego wiersza k zerowy
hwspóª
zynników. Mo»na to wykorzysta¢ do efektywnego wykorzystania miejs
aw pami�
i, a tak»e do zmniejszenia kosztu znajdowania rozkªadu (np. je±lima
ierz A jest wst�gowa). Je±li ma
ierz A jest peªna, to te» mo»na prze
howywa¢tylko dolny jej trójk¡t w tabli
y o dªugo±
i 1

2
n(n + 1). Dla ma
ierzy peªnejznalezienie rozkªadu wymaga wykonania ok. 1
6
n3 opera
ji mno»enia z dodawaniemlub dzielenia i obli
zenia n pierwiastków kwadratowy
h.

Ukªady i algorytmy blokowe

Wiele ukªadów równa« liniowy
h rozwi¡zywany
h w prakty
zny
h zastosowania
hma ma
ierze o spe
jalny
h wªasno±
ia
h, które mo»na wykorzysta¢ dozmniejszenia kosztu rozwi¡zywania. Bardzo 
z�sto ma
ierz w naturalny sposóbdzieli si� na wyró»niaj¡
e si� jako± bloki. W najprostszej sytua
ji, nie
h

A =

[

B C

D E

]

.

Przypu±¢my, »e ma
ierz A ∈ R
n,n jest nieosobliwa i blok B ∈ R

k,k dla pewnego

k ∈ {1, . . . , n − 1} te» jest nieosobliwy. Podzielmy równie» praw¡ stron� i wektorniewiadomy na bloki:

b =

[

p

q

]

, x =

[

y

z

]

.
Ukªad Ax = b podzielili±my w ten sposób na dwa podukªady:

{
By + Cz = p,

Dy + Ez = q.Znaj¡
 z, mogliby±my rozwi¡za¢ pierwszy podukªad; jego rozwi¡zanie wyra»a si�wzorem

y = B−1(p − Cz).Wstawiamy to wyra»enie do drugiego podukªadu; mamy

DB−1(p − Cz) + Ez = q,
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zyli

(E − DB−1C)z = q − DB−1p.Ma
ierz S = E − DB−1C nazywa si� ma
ierz¡ S
hura; je±li ma
ierze A i B s¡nieosobliwe, to równie» ma
ierz S jest nieosobliwa. Mo»emy znale¹¢ rozwi¡zanie zukªadu z t¡ ma
ierz¡, a nast�pnie blok y. Je±li o ma
ierzy B wiemy tylko tyle, »ejest nieosobliwa, to nale»aªoby j¡ rozªo»y¢ na 
zynniki trójk¡tne (lub ortogonalnyi trójk¡tny). Powiedzmy, »e mamy ma
ierz permuta
ji P i ma
ierze trójk¡tne Li U, takie »e PB = LU. Wtedy nale»y wykona¢ nast�puj¡
y algorytm:

1. Korzystaj¡
 z ma
ierzy P, L, U, rozwi¡» (ma
ierzowy) ukªad równa« BF = C,a nast�pnie obli
z ma
ierz S = E − DF,2. Rozwi¡» ukªad równa« Bv = p, a nast�pnie obli
z wektor w = q − Dv,3. Rozwi¡» ukªad równa« Sz = w; w tym 
elu nale»y wyzna
zy¢ i wykorzysta¢ jaki±u»yte
zny rozkªad ma
ierzy S,4. Obli
z wektor u = p − Cz, a nast�pnie, korzystaj¡
 z ma
ierzy P, L, U, rozwi¡»ukªad równa« By = u.Alternatywnie, obli
z wektor t = Cz, a nast�pnie rozwi¡» ukªad Bs = t i obli
z

y = v − s.
Z wyj¡tkiem ograni
zenia mo»liwo±
i wyboru elementu gªównego, nie mamy tu»adny
h zmian (w sz
zególno±
i kosztu) w porównaniu ze zwykª¡ elimina
j¡Gaussa (
ho¢ pierwsze dwa kroki mo»na wykona¢ równolegle). Je±li jednak blok Bjest ma
ierz¡ symetry
zn¡ dodatnio okre±lon¡, to zamiast elimina
ji Gaussamo»emy u»y¢ dwukrotnie ta«szej metody Choleskiego. Je±li za± blok B jest naprzykªad ma
ierz¡ diagonaln¡ lub ortogonaln¡, to niezale»nie od tego, jakie s¡pozostaªe bloki ma
ierzy A, ukªady równa« z ma
ierz¡ B mo»emy rozwi¡zywa¢zna
znie mniejszym kosztem. Ponadto, gdyby blok B byª ma
ierz¡ odbi
iasymetry
znego, reprezentowan¡ przez wektor normalny hiperpªasz
zyzny odbi
ia(lub ilo
zynem taki
h ma
ierzy, reprezentowany
h przez odpowiednie wektory), tojawne wyzna
zanie wspóª
zynników ma
ierzy B, po to by nast�pnie rozwi¡za¢ukªad równa« z t¡ ma
ierz¡, byªoby przejawem skrajnego niedoª�stwa. Dlategopowtarzam staªy apel: najpierw nale»y si� dowiedzie¢ jak najwi�
ej o zadaniu,a potem dobiera¢ algorytm jego rozwi¡zywania.

Metody itera
yjne

Je±li li
zba n równa« i niewiadomy
h jest wielka, to koszt metod bezpo±redni
hrozwi¡zywania taki
h ukªadów jest zbyt du»y. Cz�sto w zastosowania
h pojawiaj¡
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si� ukªady z n rz�du tysi�
y lub milionów. Bardzo 
z�sto ma
ierze ukªadóww taki
h zastosowania
h s¡ rzadkie, np. maj¡ tylko O(n) niezerowy
hwspóª
zynników, ale rozmiesz
zenie ty
h wspóª
zynników uniemo»liwia stosowaniemetod bezpo±redni
h (np. znalezienie metod¡ ró»ni
 sko«
zony
h rozwi¡zaniaprzybli»onego równania ró»ni
zkowego Poissona w kwadra
ie sprowadza si� dorozwi¡zania ukªadu równa« liniowy
h, którego ma
ierz jest wst�gowa, przy 
zymwst�ga ma szeroko±¢ rz�du √
n, a w ka»dym wierszu jest 
o najwy»ej

5 wspóª
zynników niezerowy
h).

Do rozwi¡zywania wielki
h ukªadów równa« liniowy
h stosuje si� metodyitera
yjne. Maj¡
 po
z¡tkowe przybli»enie x0 rozwi¡zania α, metoda konstruujeelementy 
i¡gu, x1,x2, . . ., zbie»nego do α. Obli
zenia przerywa si� na podstawiekryteriów stopu podobny
h, jak dla równa« nieliniowy
h, tj. ustalonego limituli
zby itera
ji, kryterium residualnego (residuum jest w tym przypadku wektor

b − Ax) lub kryterium przyrostowego (opartego na badaniu warto±
i wyra»enia

‖xk+1 − xk‖). Podstawow¡ opera
j¡, wykonywan¡ w ka»dej itera
ji, jest mno»eniepewnego wektora przez ma
ierz ukªadu A, lub inn¡ ma
ierz, skonstruowan¡ napodstawie A. Dzi�ki takiemu ograni
zeniu mo»na korzysta¢ z bardzo osz
z�dny
hreprezenta
ji ma
ierzy, które s¡ w isto
ie wykazami (tabli
ami lub listami) miejs
,w który
h s¡ niezerowe wspóª
zynniki. Koszt mno»enia wektora przez ma
ierz jestwtedy propor
jonalny do li
zby ty
h wspóª
zynników.

Metody itera
ji prostej

Metody itera
ji prostej polegaj¡ na tym, »e na podstawie ma
ierzy A i wektoraprawej strony b konstruuje si� pewn¡ ma
ierz B i wektor t, przyjmuje po
z¡tkoweprzybli»enie rozwi¡zania, x0, i w kolejny
h itera
ja
h obli
za

xk+1 = Bxk + t.Ma
ierz B i wektor t musz¡ by¢ tak dobrane, aby za
hodziªa równo±¢ α = Bα + t,tj. aby rozwi¡zanie byªo punktem staªym funk
ji ϕ(x) = Bx + t. Ponadto, aby
i¡g wektorów xk byª zbie»ny do α dla dowolnego punktu startowego x0,funk
ja ϕ musi by¢ przeksztaª
eniem zw�»aj¡
ym, a zatem pewna (dowolna)norma indukowana ma
ierzy B musi by¢ mniejsza od 1. Okazuje si�, »ewarunkiem konie
znym i dostate
znym istnienia takiej normy, która dlama
ierzy B przyjmuje warto±¢ mniejsz¡ od 1, jest nierówno±¢ ρ(B) < 1, gdzie ρ(B)jest to promie« spektralny, tj. najwi�ksza warto±¢ bezwzgl�dna warto±
i wªasnejma
ierzy B. Aby zbie»no±¢ byªa szybka, ρ(B) musi by¢ jak najmniejsze, alemo»liwo±¢ skonstruowania ma
ierzy B o maªym promieniu spektralnym zale»y odma
ierzy A (i w sz
zególno±
i od jej wska¹nika uwarunkowania).
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Metoda Ja
obiego: ma
ierz A przedstawiamy w posta
i sumy A = L + D + U,gdzie ma
ierz L powstaje z A przez zast¡pienie zerami wspóª
zynników na i naddiagonal¡, ma
ierz D jest diagonalna, a ma
ierz U ma zerowe wspóª
zynniki nai pod diagonal¡. Ukªad Ax = b przepisujemy w posta
i

(L + D + U)x = b, 
zyli Dx = b − (L + U)x,sk¡d otrzymujemy metod�:

xk+1 = D−1
(

b − (L + U)xk

)

.W metodzie Ja
obiego mamy zatem BJ = −D−1(L + U) oraz tJ = D−1b.

W obli
zenia
h nie wyzna
zamy ma
ierzy D−1, 
ho¢ to jest ªatwe; zamiast tegorozwi¡zujemy ukªad równa« z ma
ierz¡ diagonaln¡ D (podobnie post�pujemyw inny
h metoda
h). Warunek ρ(BJ) < 1 jest speªniony dla wielu ma
ierzy A;ªatwym do sprawdzenia przypadkiem jest ma
ierz diagonalnie dominuj¡
a, tj. taka»e |aii| >
∑

j6=i |aij| dla ka»dego i.

Metoda Gaussa-Seidela: jak poprzednio, bierzemy A = L + D + U, po 
zympiszemy ukªad

(L + D)x = b − Ux,sk¡d otrzymujemy ukªad równa« do rozwi¡zania w ka»dej itera
ji:

(L + D)xk+1 = b − Uxk.W metodzie Gaussa-Seidela mamy zatem BGS = −(L + D)−1U i tGS = (L + D)−1b.Podobnie jak w metodzie Ja
obiego, je±li ma
ierz A jest diagonalnie dominuj¡
a,to 
i¡g (xk)k∈N jest zbie»ny do α dla ka»dego x0 ∈ R
n, przy 
zym zbie»no±¢metody Gaussa-Seidela jest zwykle szybsza.

Metoda Ri
hardsona: Wprowadzamy parametr τ i piszemy ukªad równowa»nyukªadowi Ax = b:

x + τAx = x + τb,sk¡d mamy

x = (I − τA)x + τb = x + τ(b − Ax).Metoda Ri
hardsona polega na obli
zaniu wektorów

xk+1 = xk + τ(b − Axk).W tej metodzie mamy BR = I − τA, tR = τb. Podstawowym problemem jestdobranie parametru τ tak, aby 
i¡g (xk)k byª zbie»ny i aby ta zbie»no±¢ byªa jaknajszybsza. Jesz
ze do tego wró
imy.
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Metoda sprz�»ony
h gradientów

Metoda sprz�»ony
h gradientów (ang. 
onjugate gradient method, w skró
ie CG)sªu»y do rozwi¡zywania ukªadu n równa« liniowy
h Ax = b z ma
ierz¡ Asymetry
zn¡ i dodatnio okre±lon¡. Co 
iekawe, z punktu widzenia algebry metodata jest metod¡ bezpo±redni¡, mianowi
ie wytwarza sko«
zony 
i¡g x1, . . . ,xm dlapewnego m 6 n; gdyby nie byªo bª�dów zaokr¡gle« (które o
zywi±
ie s¡), toostatni element tego 
i¡gu byªby rozwi¡zaniem α. W prakty
e naj
z�±
iej metod�t� wykorzystuje si� jak metod� itera
yjn¡, która wytwarza dostate
znie dokªadneprzybli»enie xk rozwi¡zania dla pewnego k zna
znie mniejszego ni» n.

Podstawowym krokiem metody CG jest minimaliza
ja wielomianu kwadratowegowzdªu» pewnej prostej. Funk
ja okre±lona wzorem
f(x) =

1

2
xTAx − xTbjest wielomianem drugiego stopnia zmienny
h x1, . . . , xn. Poniewa» ma
ierz A jestdodatnio okre±lona, funk
ja f ma minimum; jej gradient jest równy

∇f(x) = Ax − b,a wi�
 wektor residuum, r = b − Ax = −∇f(x), okre±la kierunek najszybszegospadku funk
ji f w punk
ie x. Poszukiwane rozwi¡zanie α jest wªa±nie tympunktem przestrzeni R
n, w którym funk
ja f przyjmuje warto±¢ minimaln¡.Nie
h xk ozna
za bie»¡
e przybli»enie rozwi¡zania, za± vk ozna
za pewienniezerowy wektor. Zbiór L = { x = xk + tvk : t ∈ R } jest prost¡ w R

n.Podstawiaj¡
 jako argument funk
ji f wyra»enie xk + tvk, otrzymujemy wielomianjednej zmiennej,

g(t) = f(xk + tvk) =
1

2

(

vT
kAvkt

2 − 2vT
k(b − Axk)t + xT

k(Axk − 2b)
)

.Trójmian kwadratowy g(t) = at2 − 2bt + c ze wspóª
zynnikiem a > 0 przyjmujewarto±¢ minimaln¡ dla t = b/a. Zatem, obli
zaj¡


rk = b − Axk,

tk =
vT

krk

vT
kAvk

,

xk+1 = xk + tkvk,otrzymamy punkt xk+1 prostej L, w którym warto±¢ funk
ji f jest najmniejsza.Mo»emy zauwa»y¢ (lub przynajmniej sprawdzi¢), »e nast�pny wektor residuum,

rk+1 = b − Axk+1 = rk − tkAvk, speªnia warunek vT
krk+1 = 0.

Istnieje rodzina metod itera
yjny
h, w który
h powy»sze obli
zenie ª¡
zy si�z pewn¡ strategi¡ wyboru wektorów vk, wyzna
zaj¡
y
h kierunki odpowiedni
h
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prosty
h w kolejny
h itera
ja
h; o
zywi±
ie, istotne s¡ tylko kierunki ty
hwektorów. W metodzie CG, która nale»y do tej rodziny, wektory vk maj¡ kierunkisprz�»one wzgl�dem ma
ierzy A, przez 
o rozumiemy, »e speªniaj¡ równo±
i

vT
i Avk = 0 dla i 6= k. Przyjrzyjmy si� tej wªasno±
i i temu, 
o z niej wynika. Dladowolnej symetry
znej i dodatnio okre±lonej ma
ierzy A istnieje (jednozna
znieokre±lona) ma
ierz B symetry
zna i dodatnio okre±lona3, taka »e A = B2. Je±liozna
zymy wi = Bvi dla ka»dego i, to dla i 6= k mamy 〈wk,wi〉 = wT

i wk = 0. Popodstawieniu x = B−1y jako argumentu funk
ji f, otrzymujemy wielomian

h(y) = f(B−1y) =
1

2
yTB−TAB−1y − yTB−Tb =

1

2
yTy − yTB−Tb,

którego 
z�±¢ kwadratowa jest równa 1
2
(y2

1 + · · · + y2
n). Poszukiwanie minimumfunk
ji f(x) wzdªu» prosty
h o kierunka
h v0, . . . ,vk, za
zynaj¡
 od punktu x0,jest równowa»ne minimaliza
ji funk
ji h(y) wzdªu» prosty
h o wzajemnieprostopadªy
h kierunka
h w0, . . . ,wk, za
zynaj¡
 od punktu y0 = Bx0.

e1

e2

x0

v0 = r0
x1

r1 v1

x2 = α

Be1

Be2

y0

y1

y2 = Bα

w0 = Bv0

w1 = Bv1

Br1

Obli
zenie dla pewnego ukªadu dwó
h równa« przedstawia rysunek. Wektor

v0 = r0 jest prostopadªy do prze
hodz¡
ej przez x0 warstwi
y funk
ji f, która jestelips¡ o ±rodku α. Punkt x1 le»y na kolejnej warstwi
y; residuum w tym punk
ie,
r1, ma kierunek najszybszego spadku funk
ji f, za± wektor v1 wyzna
za kierunekprostej ª¡
z¡
ej punkt x1 i rozwi¡zanie α. Obrazy w0 i w1 wektorów v0 i v1w przeksztaª
eniu liniowym okre±lonym przez ma
ierz B s¡ prostopadªe do siebie;obrazami warstwi
 funk
ji f, tj. warstwi
ami funk
ji h, s¡ okr�gi. W ogólno±
i doznalezienia w R

n minimum funk
ji kwadratowej h, której warstwi
e s¡ sferami,3Istnieje ma
ierz ortogonalna X i ma
ierz diagonalna Λ z dodatnimi wspóª
zynnikami
λ1, . . . , λn na diagonali, takie »e A = XΛXT ; li
zby λ1, . . . , λn s¡ warto±
iami wªasnymima
ierzy A, a jej wektorami wªasnymi s¡ kolumny ma
ierzy X. Ma
ierz B jest równa XMXT , gdzie

M jest ma
ierz¡ diagonaln¡, z li
zbami √λ1, . . . ,
√

λn na diagonali.
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wystar
zy wykona¢ 
o najwy»ej n kroków minimaliza
ji wzdªu» prosty
hwzajemnie prostopadªy
h.

W metodzie CG przyjmujemy v0 = r0 = b − Ax0 oraz
vk+1 = rk+1 + skvk, gdzie sk = −

vT
kArk+1

vT
kAvk

, dla k > 0, takiego »e vk 6= 0.Otrzymane w ten sposób wektory vk maj¡ kierunki sprz�»one wzgl�demma
ierzy A i metoda znajduje rozwi¡zanie po 
o najwy»ej n itera
ja
h.

Szki
 dowodu: Zauwa»amy, »e dla ka»dego j 6 k + 1 wektor vj jest kombina
j¡liniow¡ wektorów r0, . . . , rj, a wektor rj jest kombina
j¡ liniow¡ wektorów

v0, . . . ,vj. Nie
h Kj ozna
za podprzestrze« przestrzeni R
n rozpi�t¡ przez tewektory4. Przed obli
zeniem wektora vk+1 mamy wektory r0, . . . , rk+1 (oraz

v0, . . . vk), a zatem s¡ okre±lone przestrzenie K0 ⊂ · · · ⊂ Kk+1. Przyjmujemyzaªo»enie induk
yjne, »e dla ka»dego wektora u ∈ Ki, gdzie 0 6 i < j 6 k, jest

uTAvj = uTrj = 0. Równowa»nie, dla 0 6 i < j 6 k s¡ speªnione równo±
i

vT
i Avj = rT

i Avj = vT
i rj = rT

i rj = 0.

Wiemy, »e residuum w punk
ie xk+1 speªnia warunek vT
krk+1 = 0. Mamy te»

vT
kAvk+1 = vT

kA(rk+1 + skvk) = vT
kArk+1 −

vT
kArk+1

vT
kAvk

vT
kAvk = 0.Nie
h i < k. Je±li u ∈ Ki, to

uTrk+1 = uT(rk − tkAvk) = uTrk − tku
TAvk = 0.Poniewa» vk+1 = rk+1 + skvk oraz tiAvi = ri − ri+1 ∈ Ki+1 ⊂ Kk, mamy równie»

vT
i Avk+1 = vT

i A(rk+1 + skvk) = vT
i Ark+1 + sk vT

i Avk︸ ︷︷ ︸
=0

=
1

ti

(ri − ri+1)
Trk+1 = 0.

Z zaªo»enia induk
yjnego i wykazany
h wy»ej równo±
i wynika, »e

uTAvk+1 = uTrk+1 = 0 dla ka»dego wektora u ∈ Kk.

Z przeprowadzonego wy»ej ra
hunku wynika, »e wektory r0, r1, . . . s¡ do siebienawzajem prostopadªe. Ale 
i¡g ortogonalny w R
n mo»e skªada¢ si� z 
onajwy»ej n niezerowy
h wektorów, zatem residuum w punk
ie xk otrzymanym po
o najwy»ej n itera
ja
h metody CG musi by¢ zerowe. 2

Wyra»enie sk mo»na przeksztaª
i¢, aby zmniejszy¢ koszt jego obli
zania:

sk = −
vT

kArk+1

vT
kAvk

= −
1

tk

(rk − rk+1)
Trk+1

vT
kAvk

=
vT

kAvk

vT
krk

rT
k+1rk+1

vT
kAvk

=
rT

k+1rk+1

rT
krk

.4Przestrzenie Kj = lin{r0, . . . , rj} = lin{v0, . . . , vj} s¡ nazywane przestrzeniami Kryªowa.
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Teorety
znie (a dokªadniej, na podstawie takiej teorii, która nie przewidujebª�dów zaokr¡gle«) obli
zenia nale»y zako«
zy¢ po otrzymaniu rk = 0.W implementa
ji korzystaj¡
ej z arytmetyki zmiennopozy
yjnej obli
zenia s¡przerywane, gdy wektor vk lub rk+1 ma dostate
znie maª¡ norm� drug¡.Metod� CG realizuje nast�puj¡
y podprogram:

r = b − Ax; /* r = r0 */

v = r; /* v = v0 */

c = rTr;for ( k = 0; k < n; k++ ) {if ( vTv < δ2 ) return;

z = Av;

t = c/(vTz); /* t = tk */

x = x + tv; /* x = xk+1 */

r = r − tz; /* r = rk+1 */

d = rTr;if ( d < ε2 ) return;

v = r + (d/c)v; /* v = vk+1 */

c = d;}
Tabli
a x po
z¡tkowo zawiera wspóªrz�dne wektora x0. Obli
zone przybli»enierozwi¡zania jest ko«
ow¡ zawarto±
i¡ tej tabli
y; opró
z niej podprogram u»ywajesz
ze trze
h tabli
 o dªugo±
i n. Mno»enie wektora przez ma
ierz A mo»e by¢realizowane przez podprogram podany jako parametr i b�d¡
y �
zarn¡ skrzynk¡�dla implementa
ji metody. Parametry δ i ε okre±laj¡ kryteria stopu.

Poprawianie uwarunkowania

Rozwa»my metod� Ri
hardsona. Je±li ma
ierz A jest symetry
zna i dodatniookre±lona, to jej warto±
i wªasne s¡ rze
zywiste i dodatnie, zawarte w przedziale

[λmin, λmax]. Ma
ierz BR o najmniejszym promieniu spektralnym otrzymamy,przyjmuj¡


τ = τopt =
2

λmin + λmax .Cz�sto mamy pewne informa
je na temat warto±
i wªasny
h ma
ierzy A, 
oumo»liwia dobranie optymalnego lub prawie optymalnego parametru.Przyjrzyjmy si� jednak szybko±
i zbie»no±
i. Promie« spektralny ma
ierzy
BR = I − τoptA (który dla ma
ierzy symetry
znej jest równy jej normie drugiejindukowanej) jest równy

ρ(BR) = 1 − τoptλmin = 1 −
2λmin

λmax + λmin =
λmax − λmin
λmax + λmin .
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Dla ma
ierzy symetry
znej i dodatnio okre±lonej (zaªo»yli±my, »e taka jestma
ierz A) jest 
ond2 A = λmax/λmin. Korzystaj¡
 z tej formuªy, otrzymujemy
ρ(BR) =


ond2 A − 1
ond2 A + 1
.Tak wi�
, nawet je±li wybierzemy optymalnie parametr τ, je±li ma
ierz A mawielki wska¹nik uwarunkowania, zbie»no±¢ konstruowanego przez metod�Ri
hardsona 
i¡gu (xk)k∈N do rozwi¡zania jest bardzo wolna. Podobnespostrze»enie doty
zy tak»e inny
h metod itera
yjny
h. W sz
zególno±
i dlametody CG bª¡d εk = xk − α ma osza
owanie (z ma
ierz¡ B = BT, tak¡ »e B2 = A)

‖Bεk‖2 6 2

(
√
ond2 A − 1√
ond2 A + 1

)k

‖Bε0‖2.

metoda Ja
obiego:
x0

x1

x2

α

x0 x1

x2

α

metoda Gaussa-Seidela:

x0

x1

x2

α

x0

x1

x2

α

metoda Ri
hardsona:

x0

x1

x2

α

x0
x1

x2

α
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Rysunek przedstawia eksperyment, w którym byªy rozwi¡zywane dwa ukªadyrówna« o tym samym rozwi¡zaniu, który
h ma
ierze symetry
zne i dodatniookre±lone maj¡ wska¹niki uwarunkowania odpowiednio 4 i 16. Pokazane s¡ 
i¡giprzybli»e« rozwi¡zania wygenerowane przez opisane w
ze±niej metody (dlametody Ri
hardsona przyj�ty zostaª optymalny parametr τ) i warstwi
ewielomianu kwadratowego f rozwa»anego w opisie metody CG, prze
hodz¡
e przezkolejne punkty xk.Zbie»no±¢ metod itera
yjny
h mo»na przyspieszy¢, zast�puj¡
 ukªad danyukªadem równowa»nym, którego ma
ierz ma mniejszy wska¹nik uwarunkowania.Cel ten mo»na osi¡gn¡¢ za pomo
¡ ma
ierzy C o nast�puj¡
y
h wªasno±
ia
h:ukªady równa« z ma
ierz¡ C s¡ ªatwe do rozwi¡zania, i za
hodzi nierówno±¢
ond(C−1A) ≪ 
ondA; aby tak byªo, ma
ierz C musi w jaki± sposób przybli»a¢ma
ierz A. Metod� itera
yjn¡ stosujemy do ukªadu C−1Ax = C−1b, przy 
zymnigdy nie wyzna
zamy ma
ierzy C−1A; zamiast tego, maj¡
 obli
zy¢ wektor

u = C−1Av, obli
zamy w = Av i rozwi¡zujemy ukªad Cu = w.

Nawet je±li ma
ierze A i C s¡ symetry
zne, ma
ierz C−1A na ogóª nie jest taka.Niektóre metody, na przykªad CG, wymagaj¡, aby ma
ierz ukªadu byªasymetry
zna. Aby za
howa¢ symetri�, wybieramy tak¡ ma
ierz C, aby ukªadyrówna« z ni¡ byªy ªatwe do rozwi¡zania i aby byªo 
ond(C−1AC−T) ≪ 
ondA.Ukªad dany zast�pujemy ukªadem równa«

C−1AC−Ty = C−1b, (*)po rozwi¡zaniu którego mo»na obli
zy¢ x = C−Ty; implementa
j� metody CGmo»na zmody�kowa¢ tak, aby to ostatnie obli
zenie byªo niepotrzebne � residuaukªadu (*) mo»emy obli
za¢ na podstawie wzoru5

rk+1 = C−1b − C−1AC−Tyk+1 = C−1(b − Axk+1) = rk − tkC
−1Avk.

Zast�powanie ukªadu równa« ukªadem o ma
ierzy lepiej uwarunkowanej maangielsk¡ nazw� pre
onditioning, a u»ywana do tego ma
ierz C to tzw.pre
onditioner; terminy te nie maj¡ powsze
hnie przyj�ty
h polski
hodpowiedników. Metody znajdowania odpowiedni
h ma
ierzy s¡ silnie zwi¡zane5Jak zawsze, maj¡
 jawn¡ reprezenta
j� ma
ierzy C, nie mno»ymy wektora przez C−1, tylkorozwi¡zujemy odpowiedni ukªad równa«. Dalsze przeksztaª
enia prowadz¡ do otrzymania wzorów,w który
h poprawianie uwarunkowania ukªadu rozwiazywanego za pomo
¡ metody CG jestrealizowane za pomo
¡ (symetry
znej i dodatnio okre±lonej) ma
ierzy S = CCT , która powinnaprzybli»a¢ ma
ierz A, ale by¢ od niej �ªatwiejsza�; w opartej na ty
h wzora
h implementa
jimetody CG ma
ierz C nie jest potrzebna, natomiast w kolejny
h itera
ja
h trzeba rozwi¡zywa¢ukªady równa« z ma
ierz¡ S.
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ze spe
y�k¡ zadania i daleko wykra
zaj¡ poza ten wykªad. Niemniej, wartowiedzie¢, »e metody itera
yjne z poprawianiem uwarunkowania s¡ w zasadziejedynymi skute
znymi metodami rozwi¡zywania naprawd� wielki
h ukªadówrówna« liniowy
h (które w prakty
e 
z�sto s¡ naprawd� ¹le uwarunkowane).



4.21

Zadania i problemy

1. Znajd¹ wyra»enie opisuj¡
e wska¹nik uwarunkowania zadania obli
zania ilo
zynudanej ma
ierzy nieosobliwej A i wektora x.2. Udowodnij, »e je±li ma
ierz kwadratowa nieosobliwa A jest ilo
zynem ma
ierzykwadratowy
h B i C, to (dla wska¹ników uwarunkowania okre±lony
h za pomo
¡dowolnej normy indukowanej) za
hodzi nierówno±¢ 
ondA 6 
ondB 
ondC.3. Rozwi¡» ukªady równa« liniowy
h

[

1 1

1 0.98

][

x

y

]

=

[

1

2

]

,

[

1 1

1 0.99

] [

x

y

]

=

[

1

2

]

.

Obli
z wska¹nik uwarunkowania ma
ierzy pierwszego ukªadu w normie pierwszej.4. Udowodnij, »e je±li ma
ierz A n × n jest symetry
zna i wspóª
zynnik a11 6= 0, topo wykonaniu pierwszego kroku elimina
ji Gaussa blok n − 1 × n − 1 w prawymdolnym rogu przeksztaª
onej ma
ierzy jest symetry
zny.5. Napisz pro
edury elimina
ji Gaussa bez wyboru elementu gªównego dla ma
ierzytrójdiagonalnej i 
ykli
znej trójdiagonalnej.6. Ma
ierz n × n

A =

[

H d

dT c

]

ma blok H = I − 2wwT, gdzie w ∈ R
n−1 jest wektorem jednostkowym. Jakiwarunek musz¡ speªnia¢ wektory w i d oraz li
zba c, aby ma
ierz A byªanieosobliwa? Zaproponuj algorytm rozwi¡zywania ukªadów równa« liniowy
hz tak¡ ma
ierz¡, przy zaªo»eniu, »e dane s¡ wektory w i d, li
zba c i wektorprawej strony.7. Ma
ierz o strukturze blokowej

[

A B

BT 0

]

,

je±li blok A jest symetry
zny i dodatnio okre±lony, a kolumny ma
ierzy B s¡liniowo niezale»ne, jest nieosobliwa. Zaproponuj korzystaj¡
y z ty
h informa
jialgorytm rozwi¡zywania ukªadu równa« liniowy
h z tak¡ ma
ierz¡.Wskazówka: Po obli
zeniu ma
ierzy C = A−1B, u»yj odbi¢ Householdera doznalezienia ma
ierzy ortogonalnej Q i trójk¡tnej górnej R, taki
h »e C = QR oraz
CTC = RTR.8. Zmody�kuj pro
edur� CG z wykªadu tak, aby obli
zenia byªy wykonywane dlaukªadu z poprawionym uwarunkowaniem.
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9. Metod¡ Choleskiego rozªó» na 
zynniki trójk¡tne ma
ierz

A =











4 2 0 2

2 2 0 1

0 0 4 −6

2 1 −6 12











Korzystaj¡
 z tego rozkªadu rozwi¡» ukªad równa« Ax = b z wektorem prawejstrony b = [4, 1,−6, 13]T.
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Programy i projekty

1. Elimina
ja Gaussa. Podane ni»ej pro
edury s¡ implementa
j¡ metody elimina
jiGaussa z 
z�±
iowym wyborem elementu gªównego. S¡ one tu zamiesz
zone po to,by pokaza¢, jak to wygl¡da. W prakty
e zna
znie lepiej jest u»ywa¢ bardzo dobrzezaimplementowany
h (w sz
zególno±
i zoptymalizowany
h ze wzgl�du naszybko±¢) i gruntownie przetestowany
h pro
edur z biblioteki LAPACK (tak, jakwe w
ze±niej zrealizowanym eksperymen
ie z metod¡ Newtona dla ukªadu równa«nieliniowy
h).#define FLOAT float

#define IND(n,i,j) ((n)*(i)+(j))


har LUDe
omp ( int n, FLOAT *a, int *permut ){ int i, j, k;FLOAT m, mmax;
/* rozklad metoda elimina
ji Gaussa */for ( j = 0; j < n-1; j++ ) {/* wybor elementu glownego */mmax = fabs(a[IND(n,j,j)℄);k = j;for ( i = j+1; i < n; i++ ) {m = fabs(a[IND(n,i,j)℄);if ( m > mmax ) { mmax = m; k = i; }} /* przestawianie wierszy */if ( (permut[j℄ = k) != j )for ( i = 0; i < n; i++ ){ m = a[IND(n,j,i)℄; a[IND(n,j,i)℄ = a[IND(n,k,i)℄;a[IND(n,k,i)℄ = m; }/* wlas
iwa elimina
ja Gaussa */if ( a[IND(n,j,j)℄ == 0.0 )return 0;for ( i = j+1; i < n; i++ ) {m = a[IND(n,i,j)℄ = a[IND(n,i,j)℄/a[IND(n,j,j)℄;for ( k = j+1; k < n; k++ )a[IND(n,i,k)℄ -= a[IND(n,j,k)℄*m;}
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}return 1;} /*LUDe
omp*/

void LUSolve ( int n, FLOAT *a, int *permut, FLOAT *b ){ int i, j;FLOAT m;
/* przestawianie wspol
zynnikow prawej strony */for ( i = 0; i < n-1; i++ )if ( (j = permut[i℄) != i ){ m = b[i℄; b[i℄ = b[j℄; b[j℄ = m; }/* rozwiazywanie ukladu L*y = b */for ( i = 1; i < n; i++ )for ( j = 0; j < i; j++ )b[i℄ -= a[IND(n,i,j)℄*b[j℄;/* rozwiazywanie ukladu U*x = y */for ( i = n-1; i >= 0; i-- ) {for ( j = i+1; j < n; j++ )b[i℄ -= a[IND(n,i,j)℄*b[j℄;b[i℄ /= a[IND(n,i,i)℄;}} /*LUSolve*/

Pro
edura LUDe
omp dokonuje rozkªadu ma
ierzy PA na 
zynniki trójk¡tne L i U,in situ, tj. wpisuj¡
 wspóª
zynniki ma
ierzy L i U do tabli
y, w której po
z¡tkowos¡ dane wspóª
zynniki ma
ierzy A. Reprezenta
ja ma
ierzy P jest zapisywanaw tabli
y permut.

Pro
edure LUSolve rozwi¡zuje ukªady z ma
ierzami trójk¡tnymi, zast�puj¡
w tabli
y b wektor prawej strony obli
zonym rozwi¡zaniem.
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2. Numery
zne obli
zanie wyzna
znika. Wyzna
znika ma
ierzy kwadratowej,zwªasz
za du»ej, nie nale»y obli
za¢ w ogóle, 
hyba »e naprawd� nie mo»na tegounikn¡¢. Je±li naprawd� nie mo»na, to nale»y posªu»y¢ si� rozkªademtrójk¡tno-trójk¡tnym lub ortogonalno-trójk¡tnym. Wyzna
znik ma
ierzytrójk¡tnej jest ilo
zynem jej wspóª
zynników na diagonali. Wyzna
znik ma
ierzypermuta
ji jest równy ±1, zale»nie od parzysto±
i li
zby transpozy
ji, który
hzªo»eniem jest ta permuta
ja. Wyzna
znik ma
ierzy ortogonalnej Q = H1 . . . Hk,b�d¡
ej ilo
zynem ma
ierzy odbi¢, jest równy ±1, zale»nie od parzysto±
i li
zbyodbi¢. Zamiesz
zone ni»ej pro
edury realizuj¡ dwa algorytmy obli
zaniawyzna
znika: opart¡ na rozkªadzie znalezionym za pomo
¡ elimina
ji Gaussa(z wykorzystaniem pro
edury LUDe
omp) i naiwn¡ implementa
j� rozwini�
iaLapla
e'a. Przeprowad¹ eksperymenty z tymi pro
edurami i porównaj wyniki oraz
zasy i
h obli
zania.#define FLOAT float

#define IND(n,i,j) ((n)*(i)+(j))


har LUDe
omp ( int n, FLOAT *a, int *permut );

FLOAT detLU ( int n, FLOAT *a, 
har *error ){ int *permut, i;FLOAT det;
har 
hs;
*error = 1;permut = (int*)mallo
 ( n*sizeof(int) );if ( permut ) {if ( LUDe
omp ( n, a, permut ) ) {for ( det = a[IND(n,0,0)℄, i = 1; i < n; i++ )det *= a[IND(n,i,i)℄;for ( 
hs = 0, i = 0; i < n; i++ )if ( permut[i℄ != i )
hs = !
hs;if ( 
hs )det = -det;*error = 0;}elsedet = 0.0;
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free ( permut );return det;}else return 0.0;} /*detLU*/
FLOAT r_detLapla
e ( int n, FLOAT **a, 
har *error ){ FLOAT **s, det, dd;int i;

if ( n == 1 ) {*error = 0;return a[0℄[0℄;}else {s = (FLOAT**)mallo
 ( (n-1)*sizeof(FLOAT*) );if ( s ) {for ( i = 1; i < n; i++ )s[i-1℄ = &a[i℄[1℄;det = 0.0;for ( i = 0; i < n; i++ ) {dd = r_detLapla
e ( n-1, s, error );if ( *error )goto way_out;if ( i & 0x01 )det -= a[i℄[0℄*dd;elsedet += a[i℄[0℄*dd;if ( i < n-1 )s[i℄ = &a[i℄[1℄;}way_out:free ( s );return det;}else {*error = 1;return 0.0;}
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}} /*r_detLapla
e*/

FLOAT detLapla
e ( int n, FLOAT *a, 
har *error ){ FLOAT **r, det;int i;
r = (FLOAT**)mallo
 ( n*sizeof(FLOAT*) );if ( r ) {for ( i = 0; i < n; i++ ) /* UWAGA, trik! */r[i℄ = &a[n*i℄;det = r_detLapla
e ( n, r, error );free ( r );return det;}else {*error = 1;return 0.0;}} /*detLapla
e*/

3. Reprezenta
je ma
ierzy rzadki
h

Je±li wi�kszo±¢ wspóª
zynników ma
ierzy to zera, to nie nale»y zajmowa¢ nimipami�
i opera
yjnej. Je±li ma
ierz ma jak¡± wyra¹n¡ struktur�, to mo»na u»y¢spe
jalnie dobranej struktury dany
h do jej reprezentowania. W ogólnymprzypadku mo»na stosowa¢ reprezenta
j�, w której dla ka»dego wspóª
zynnikaniezerowego pami�ta si� trzy li
zby: indeksy wiersza i kolumny orazwspóª
zynnik. Takie trójki mog¡ by¢ w osobny
h tabli
a
h lub w jednej tabli
ystruktur. Sz
zególnie ªatwe jest naapisanie pro
edury mno»enia wektora przezma
ierz w takiej posta
i.

Inna reprezenta
ja to format spakowany
h wierszy (albo kolumn). W ka»dymwierszu znajdujemy pozy
je niezerowy
h wspóª
zynników. Indeksy ty
h pozy
ji(tj. kolumn) zapisujemy w tabli
y, dla kolejny
h wierszy jeden za drugim.Do drugiej tabli
y, indeksowanej numerem wiersza, wpisujemy indeks (dopierwszej tabli
y) pierwszego numeru kolumny dla danego wiersza. Li
zbaniezerowy
h wspóª
zynników w wierszu jest ró»ni
¡ kolejny
h elementów drugiejtabli
y.
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Podany ni»ej program zawiera implementa
je trze
h algorytmów rozwi¡zywaniaukªadu równa« liniowy
h metod¡ itera
ji prostej. Ma
ierz jest reprezentowana zapomo
¡ tabli
y struktur, zawieraj¡
y
h indeksy i warto±
i niezerowy
hwspóª
zynników. Tabli
a ta w zasadzie mo»e by¢ nieuporz¡dkowana, ale napotrzeby implementa
ji metody Gaussa-Seidela jest sortowana w kolejno±
irosn¡
y
h indeksów wierszy, a w wierszu w kolejno±
i rosn¡
y
h indeksów kolumn.Ma
ierz ukªadu równa« w rozpatrywanym zastosowaniu (rozwi¡zywaniu równaniaPoissona metod¡ ró»ni
 sko«
zony
h) jest symetry
zna i diagonalnie dominuj¡
a.

.................................#in
lude <stdlib.h>#in
lude <string.h>#in
lude <stdio.h>#in
lude <math.h>

#define FLOAT double

typedef stru
t {int i, j;FLOAT aij;} spmelem;
/* mnozenie ma
ierzy spakowanej przez wektor */void MultSPMatV ( int n, int nnze, spmelem *mat, FLOAT *x, FLOAT *y ){ int k;

memset ( y, 0, n*sizeof(FLOAT) );for ( k = 0; k < nnze; k++ )y[mat[k℄.i℄ += mat[k℄.aij*x[mat[k℄.j℄;} /*MultSPMatV*/

FLOAT NormaResiduum ( int n, int nnze, spmelem *mat,FLOAT *b, FLOAT *x ){ FLOAT *y, res;int i;
y = mallo
 ( n*sizeof(FLOAT) );if ( !y )
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exit ( 1 ); /* !!! */MultSPMatV ( n, nnze, mat, x, y );for ( res = 0.0, i = 0; i < n; i++ ) {y[i℄ -= b[i℄;res += y[i℄*y[i℄;}free ( y );res = sqrt ( res );printf ( "%f\n", res );return res;} /*NormaResiduum*/

void Ja
obi ( int n, int nnze, spmelem *mat,FLOAT *b, FLOAT *x, FLOAT eps ){ FLOAT *y, r0;int k, i, j, iter;

y = mallo
 ( n*sizeof(FLOAT) );if ( !y )return;r0 = NormaResiduum ( n, nnze, mat, b, x );iter = 0;do {iter ++;mem
py ( y, b, n*sizeof(FLOAT) );for ( k = 0; k < nnze; k++ ) {i = mat[k℄.i;j = mat[k℄.j;if ( i != j )y[i℄ -= mat[k℄.aij*x[j℄;}for ( k = 0; k < nnze; k++ ) {i = mat[k℄.i;if ( i == mat[k℄.j )x[i℄ = y[i℄/mat[k℄.aij;}} while ( NormaResiduum ( n, nnze, mat, b, x ) > eps*r0 );free ( y );printf ( "wykonany
h %d itera
ji\n", iter );
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} /*Ja
obi*/
void GaussSeidel ( int n, int nnze, spmelem *mat,FLOAT *b, FLOAT *x, FLOAT eps ){} /*GaussSeidel*/

void Ri
hardson ( int n, int nnze, spmelem *mat, FLOAT tau,FLOAT *b, FLOAT *x, FLOAT eps ){} /*Ri
hardson*/

void Qui
kSort ( int n, void *usrptr,
har (*less)(int,int,void*),void (*swap)(int,int,void*) );


har my_less ( int i, int j, void *usrptr ){ spmelem *a;
a = (spmelem*)usrptr;if ( a[i℄.i < a[j℄.i )return 1;else if ( a[i℄.i == a[j℄.i && a[i℄.j < a[j℄.j )return 1;elsereturn 0;} /*my_less*/

void my_swap ( int i, int j, void *usrptr ){ spmelem *a, b;

a = (spmelem*)usrptr;b = a[i℄; a[i℄ = a[j℄; a[j℄ = b;} /*my_swap*/
void SetupLapMat ( int M, int N, int *n, int *nnze,spmelem **mat, FLOAT *hh ){
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int _n, _nnze, i, j, k;spmelem *_mat;FLOAT hh1, hh2;

*n = _n = N*M;*nnze = _nnze = 5*M*N - 2*(M+N);*mat = _mat = mallo
 ( _nnze*sizeof(spmelem) );if ( !_mat )return;memset ( _mat, 0, _nnze*sizeof(spmelem) );/* okreslanie niezerowy
h elementow */hh1 = (FLOAT)(N+1); hh1 *= hh1;hh2 = (FLOAT)(M+1); hh2 *= hh2;*hh = hh1*hh2;/* na diagonali */for ( k = 0; k < M*N; k++ ) {_mat[k℄.i = _mat[k℄.j = k;_mat[k℄.aij = 2.0*(hh1+hh2);} /* na kodiagonala
h */for ( i = 0; i < N; i++ )for ( j = 0; j < M-1; j++, k += 2 ) {_mat[k℄.i = _mat[k+1℄.j = i*M+j+1;_mat[k℄.j = _mat[k+1℄.i = i*M+j;_mat[k℄.aij = _mat[k+1℄.aij = -hh1;} /* na diagonala
h blokow kodiagonalny
h */for ( i = 0; i < N-1; i++ )for ( j = 0; j < M; j++, k += 2 ) {_mat[k℄.i = _mat[k+1℄.j = i*M+j;_mat[k℄.j = _mat[k+1℄.i = (i+1)*M+j;_mat[k℄.aij = _mat[k+1℄.aij = -hh2;} /* sortuj */Qui
kSort ( _nnze, _mat, my_less, my_swap );} /*SetupLapMat*/

void Test1 ( int M, int N ){#define EPS 1.0e-4
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int i, n, nnze;spmelem *mat;FLOAT hh, *x, *b;

SetupLapMat ( M, N, &n, &nnze, &mat, &hh );if ( !mat )exit ( 1 );x = mallo
 ( 2*n*sizeof(FLOAT) );if ( !x )exit ( 1 );b = &x[n℄;for ( i = 0; i < n; i++ )b[i℄ = hh;/* teraz rozne metody itera
yjne rozwiazywania *//* ukladow rownan liniowy
h *//* startujemy od zera */printf ( "Metoda Ja
obiego:\n" );memset ( x, 0, n*sizeof(FLOAT) );Ja
obi ( n, nnze, mat, b, x, EPS );

printf ( "Metoda Gaussa-Seidela:\n" );memset ( x, 0, n*sizeof(FLOAT) );GaussSeidel ( n, nnze, mat, b, x, EPS );

printf ( "Metoda Ri
hardsona:\n" );memset ( x, 0, n*sizeof(FLOAT) );Ri
hardson ( n, nnze, mat, 0.01, b, x, EPS );

free ( mat );free ( x );#undef EPS} /*Test1*/
int main ( void ){ Test1 ( 20, 20 );exit ( 0 );} /*main*/
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Liniowe zadania najmniejszy
h kwadratów

Rozwa»amy ukªad równa« liniowy
h Ax = b z ma
ierz¡ A ∈ R
m,n i wektorem

b ∈ R
m. Ukªad ten mo»e (
ho¢ nie musi) by¢ sprze
zny. Liniowe zadanienajmniejszy
h kwadratów (LZNK) polega na znalezieniu wektora x⋆, takiego »enorma druga wektora residuum, b − Ax⋆, jest najmniejsza. Je±li ukªad jestniesprze
zny, to rozwi¡zanie LZNK jest zwykªym rozwi¡zaniem tego ukªadu.

LZNK ma rozwi¡zanie; jest nim taki wektor x⋆, »e wektor residuum jestprostopadªy (w sensie ilo
zynu skalarnego 〈u,v〉 = vTu) do przestrzeni liniowej(podprzestrzeni R
m) rozpi�tej przez kolumny a1, . . . ,an ma
ierzy A. Dla dowodurozwa»my wektor y⋆, który jest rzutem prostopadªym wektora b na t�podprzestrze«. Zatem istnieje wektor x⋆, taki »e y⋆ = Ax⋆ i wektor

b − y⋆ = b − Ax⋆ (
zyli residuum) jest prostopadªy do tej podprzestrzeni. Je±liwe¹miemy dowolny wektor x ∈ R
n i obli
zymy y = Ax, to wektor

y − y⋆ = A(x − x⋆) jest prostopadªy do wektora b − y⋆. Ale wtedy, na podstawietwierdzenia Pitagorasa, mamy

‖b − Ax‖2
2 = ‖b − y‖2

2 = ‖b − y⋆‖2
2 + ‖y⋆ − y‖2

2 > ‖b − y⋆‖2
2 = ‖b − Ax⋆‖2

2.Dla y 6= y⋆ powy»sza nierówno±¢ jest ostra. 2

LZNK ma rozwi¡zanie jednozna
zne wtedy i tylko wtedy, gdy kolumnyma
ierzy A s¡ liniowo niezale»ne (
o jest mo»liwe tylko dla m > n). Zadaniaz takimi ma
ierzami to tzw. regularne liniowe zadania najmniejszy
h kwadratów(RLZNK). Je±li ma
ierz ma kolumny liniowo zale»ne, to zadanie (nieregularne,NLZNK) ma wiele rozwi¡za«, i
h zbiór jest warstw¡ przestrzeni R
no wymiarze n − r (gdzie r ozna
za rz¡d ma
ierzy A).a)

a1

a2

b

y⋆

r =
b − y⋆

b)

a1

a2

a3

b

y⋆

r =
b − y⋆

Ilustra
je liniowy
h zada« najmniejszy
h kwadratów mamy na rysunku.Rysunek a) przedstawia zadanie regularne dla ukªadu z ma
ierz¡ 3 × 2. Kolumny
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ma
ierzy A = [a1,a2] rozpinaj¡ dwuwymiarow¡ podprzestrze« przestrzeni R
3, niezawieraj¡
¡ wektora prawej strony b. Poniewa» kolumny te s¡ liniowo niezale»ne,rzut prostopadªy y⋆ wektora b na t� podprzestrze« jest i
h kombina
j¡ liniow¡o jednozna
znie okre±lony
h wspóª
zynnika
h � wspóªrz�dny
h wektora x⋆, któryjest jedynym rozwi¡zaniem tego zadania.

Na rysunku b) jest pokazane zadanie nieregularne, z ma
ierz¡ 3 × 3 o liniowozale»ny
h kolumna
h. Kolumny te rozpinaj¡ przestrze« dwuwymiarow¡, którejelementem wektor b nie jest. Jego rzut prostopadªy y⋆ na t� podprzestrze« jestjednozna
znie okre±lony, ale mo»na go wyrazi¢ jako kombina
j� liniow¡ kolumn

a1, a2, a3 na niesko«
zenie wiele sposobów i wªa±nie tyle rozwi¡za« ma zadanie.

Regularne LZNK

Prostopadªo±¢ dowolnego wektora w R
m do podprzestrzeni jest równowa»naprostopadªo±
i tego wektora do wszystki
h elementów dowolnej bazy tejpodprzestrzeni. Zatem, maj¡
 ukªad równa« Ax = b, mo»emy pomno»y¢ skalarnieresiduum przez kolumny ma
ierzy A i przyrówna¢ do zera:

〈b − Ax,ai〉 = 0, i = 1, . . . , n.Mo»na to zapisa¢ w posta
i ma
ierzowej, po prosty
h przeksztaª
enia
hotrzymuj¡
 tzw. ukªad równa« normalny
h:

ATAx = ATb.Je±li kolumny a1, . . . ,an s¡ liniowo niezale»ne, to i
h zbiór jest baz¡ odpowiedniejpodprzestrzeni; wtedy ma
ierz symetry
zna M = ATA jest dodatnio okre±lona(sk¡d wynika, »e nieosobliwa) i ukªad ma jednozna
zne rozwi¡zanie � rozwi¡zanieRLZNK (je±li kolumny s¡ liniowo zale»ne, to ukªad równa« normalny
h jestniesprze
zny, ale ma niesko«
zenie wiele rozwi¡za«, którymi s¡ wszystkierozwi¡zania NLZNK).

Algorytm równa« normalny
h jest najprostsz¡ i najta«sz¡ metod¡ numery
zn¡rozwi¡zywania RLZNK. Polega on na obli
zeniu ma
ierzy M = ATA i wektora

d = ATb, a nast�pnie rozwi¡zaniu ukªadu równa« Mx = d. Poniewa» ma
ierz Mjest symetry
zna, obli
zenie jej wspóª
zynników mo»e by¢ wykonane kosztem

mn(n + 1)/2 dziaªa« (mno»e« i dodawa« zmiennopozy
yjny
h). Ukªad równa«z ma
ierz¡ M mo»e by¢ rozwi¡zany metod¡ Choleskiego.

Wi�ksz¡ dokªadno±¢ rozwi¡zania mo»na osi¡gn¡¢, korzystaj¡
 z rozkªaduortogonalno-trójk¡tnego ma
ierzy A. Dla ustalonej ma
ierzy A ∈ R
m,n istnieje
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ma
ierz ortogonalna Q ∈ R
m,m i ma
ierz R ∈ R

m,n, której wspóª
zynniki poni»ejdiagonali s¡ zerowe, przy 
zym je±li ma
ierz A ma liniowo niezale»ne kolumny, toma
ierz R równie» (zatem ma niezerowe wspóª
zynniki diagonalne). Dla m > npierwsze n kolumn ma
ierzy Q i wierszy ma
ierzy R s¡ okre±lone jednozna
zniez dokªadno±
i¡ do zwrotów.

Ma
ierze Q i R podzielimy na bloki, odpowiednio

Q = [Q1,Q2], R =

[

R1

R2

]

,

takie »e Q1 ∈ R
m,n i R1 ∈ R

n,n. Poniewa» blok R2 jest zerowy, mamy A = Q1R1.Podstawmy to do ukªadu równa« normalny
h:

RT
1QT

1Q1R1x = RT
1QT

1b.Ma
ierz QT
1Q1 jest ma
ierz¡ jednostkow¡ n × n, a poniewa» ma
ierz R1 jestnieosobliwa, mamy ukªad równowa»ny ukªadowi równa« normalny
h:

R1x = QT
1b,z nieosobliw¡ ma
ierz¡ trójk¡tn¡ górn¡ R1.

Je±li dany ukªad równa«, Ax = b, dla którego stawiamy LZNK, pomno»ymystronami przez QT, to mo»emy w nim wyró»ni¢ dwa podukªady:

{
R1x = QT

1b,

0x = QT
2b.Ukªad dany jest niesprze
zny wtedy i tylko wtedy, gdy wektor QT

2b = 0. Cowi�
ej, poniewa» pierwszy podukªad ma rozwi¡zanie jednozna
zne (jest nimrozwi¡zanie LZNK), a ma
ierz drugiego podukªadu jest zerowa, dªugo±¢ wektora

QT
2b jest najmniejsz¡ osi¡galn¡ norm¡ residuum, b − Ax.

Istnieje wiele metod rozkªadania ma
ierzy A na 
zynniki Q i R albo Q1 i R1.Jedn¡ z ni
h jest zastosowanie odbi¢ Householdera. Za pomo
¡ n odbi¢,konstruowany
h tak samo, jak w zastosowaniu do ukªadu równa« liniowy
hz nieosobliw¡ ma
ierz¡ n × n, ma
ierz A przeksztaª
amy na ma
ierz R. Ma
ierzortogonaln¡ Q reprezentujemy za pomo
¡ wektorów normalny
h hiperpªasz
zyznkolejny
h odbi¢ (które mo»emy prze
howywa¢ w tabli
y po
z¡tkowo zawieraj¡
ejwspóª
zynniki ma
ierzy A); mamy

QT = HnHn−1 . . . H1, Q = H1 . . . Hn−1Hn,gdzie Hi = I − γivvT. Ma
ierzy Q nie wyzna
zamy w posta
i jawnej.

5.4

Algorytm rozwi¡zywania RLZNK za pomo
¡ odbi¢ skªada si� z nast�puj¡
y
hkroków:1. Znad¹ rozkªad ma
ierzy A, tj. reprezenta
j� ma
ierzy Q w posta
i wektorów odbi¢i ma
ierz R.2. Obli
z wektor y = QTb = Hn . . . H1b.3. Wybierz pierwsze n wierszy ma
ierzy R i wektora y, tj. ma
ierz R1 = QT
1Ai wektor y1 = QT

1b, i rozwi¡» ukªad R1x = y1.

Rozkªadu ma
ierzy A na 
zynniki Q1 i R1 mo»emy dokona¢ za pomo
¡ortonormaliza
ji Grama-S
hmidta; s¡ ró»ne numery
zne implementa
je tejpro
edury. W tak zwanym algorytmie mody�kowanym (MGS), daj¡
ym(w implementa
ji u»ywaj¡
ej arytmetyki zmiennopozy
yjnej) dokªadniejszy wynikni» algorytm klasy
zny z podr�
znika algebry liniowej, konstruujemy ma
ierze

A(0) = A, . . . , A(n) = Q1. Je±li kolumny ma
ierzy A(k) ozna
zymy a
(k)

1 , . . . ,a
(k)
n , toobli
zamyfor ( k = 1; k 6 n; k++ ) {

rkk =

√

a
(k−1)T

k a
(k−1)

k ;
a

(k)

k = 1
rkk

a
(k−1)

k ;for ( i = k + 1; i 6 n; i++ ) {

rki = a
(k)T

k a
(k−1)

i ;
a

(k)

i = a
(k−1)

i − rkia
(k)

k ;}}
Wynikiem obli
zenia s¡ kolumny qi = a

(n)

i ma
ierzy Q1 i wspóª
zynniki rki nai powy»ej diagonali ma
ierzy R1.

Do rozwi¡zania RLZNK za pomo
¡ ortonormaliza
ji sªu»y nast�puj¡
y algorytm:1. Za pomo
¡ ortonormaliza
ji Grama-S
hmidta znajd¹ ma
ierze Q1 i R1.2. Obli
z wektor y1 = QT
1b.3. Rozwi¡» ukªad równa« R1x = y1.

Przy
zyna, dla której algorytmy korzystaj¡
e z rozkªadu ortogonalno-trójk¡tnegodaj¡ dokªadniejsze wyniki ni» algorytm równa« normalny
h jest taka, »ewyj±
iowe zadanie jest zwykle zna
znie lepiej uwarunkowane ni» ukªad równa«normalny
h. Dlatego bª�dy zaokr¡gle« popeªnione pod
zas obli
zania ma
ierzy Mi jej rozkªadania na 
zynniki trójk¡tne przenosz¡ si� na wynik ze zna
zniewi�kszym 
zynnikiem. Tym
zasem uwarunkowanie ukªadu równa« R1x = QT
1b(w normie drugiej) jest takie samo, jak uwarunkowanie zadania wyj±
iowego.
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Dualne LZNK

Inny rodzaj liniowego zadania najmniejszy
h kwadratów mo»emy postawi¢, gdydany ukªad wspóªrz�dny
h, Ax = b, jest niesprze
zny i nieokre±lony.W dualnym liniowym zadaniu najmniejszy
h kwadratów (DLZNK) 
elem jestwybranie jednego elementu ze zbioru rozwi¡za« ukªadu Ax = b. Nale»y wybra¢rozwi¡zanie x⋆ najkrótsze (o najmniejszej normie drugiej), lub takie, aby dlaustalonego wektora x̂ ∈ R
n wektor x⋆ − x̂ byª najkrótszy; pierwsza sytua
ja jestsz
zególnym przypadkiem drugiej.

DLZNK ma rozwi¡zanie. Nie
h AT = [a1, . . . ,am], tj. nie
h wektory

a1, . . . ,am ∈ R
n b�d¡ transponowanymi wierszami ma
ierzy A. Rozwi¡zaniemDLZNK jest taki wektor x⋆, »e Ax⋆ = b i ró»ni
a x⋆ − x̂ jest kombina
j¡ liniow¡wektorów a1, . . . ,am. Dowied¹my tego. Zbiór rozwi¡za« równania liniowego

aT
i x = bi jest warstw¡ równolegª¡ do podprzestrzeni o wymiarze n − 1prostopadªej do wektora ai. Zbiór rozwi¡za« 
aªego ukªadu równa« Ax = b jestprze
i�
iem ty
h warstw, i jest to warstwa przestrzeni R

n równolegªa dopodprzestrzeni, do której nale»¡ wszystkie wektory prostopadªe do wektorów

a1, . . . ,am. Je±li zatem wektor x jest dowolnym rozwi¡zaniem ukªadu Ax = b, towektor x − x⋆ jest prostopadªy do wektorów a1, . . . ,am, a wi�
 tak»e do i
hkombina
ji liniowej x⋆ − x̂, i z twierdzenia Pitagorasa mamy

‖x − x̂‖2
2 = ‖x − x⋆‖2

2 + ‖x⋆ − x̂‖2
2 > ‖x⋆ − x̂‖2

2.Je±li x 6= x⋆, to nierówno±¢ jest ostra. 2

0

a1

a2

x̂

x⋆

Ilustra
j� DLZNK dla ukªadu dwó
h równa« z trzema niewiadomymi mamy narysunku. Zbiór rozwi¡za« ukªadu jest prost¡ prostopadª¡ do pªasz
zyzny rozpi�tejprzez wektory a1, a2, tj. prze
i�
iem dwó
h pªasz
zyzn prostopadªy
h do ty
hwektorów. Wektor x⋆ − x̂ jest prostopadªy do tej prostej.

5.6

Je±li wi�
 wektor x jest rozwi¡zaniem DLZNK, to wektor x − x̂ musi by¢kombina
j¡ liniow¡ transponowany
h wierszy ma
ierzy A, a zatem istniejewektor y ∈ R
m, taki »e ATy = x − x̂. Je±li t� równo±¢ pomno»ymy przezma
ierz A, to otrzymamy

AATy = Ax − Ax̂.Po podstawieniu Ax = b mamy st¡d ukªad równa« z niewiadomym wektorem y

AATy = b − Ax̂,zwany dualnym ukªadem równa« normalny
h. Ma
ierz AAT jest symetry
znai je±li wiersze ma
ierzy A s¡ liniowo niezale»ne, to jest dodatnio okre±lona. Abytak byªo, musi by¢ n > m. Je±li wiersze ma
ierzy A s¡ liniowo zale»ne, to niemamy gwaran
ji, »e ukªad równa« Ax = b jest niesprze
zny, i mamy do 
zynieniaz zadaniem nieregularnym.

Algorytm dualny
h równa« normalny
h polega na obli
zaniu ma
ierzy M = AATi wektora d = b − Ax̂, a nast�pnie rozwi¡zaniu ukªadu My = d (do 
zego mo»nau»y¢ metody Choleskiego) i obli
zeniu rozwi¡zania x = x̂ + ATy. Je±li ma by¢znalezione rozwi¡zanie o najmniejszej normie drugiej, to x̂ = 0; mo»na wtedypomin¡¢ niektóre obli
zenia.

Wi�ksz¡ dokªadno±¢ mo»na uzyska¢, korzystaj¡
 z rozkªadutrójk¡tno-ortogonalnego ma
ierzy A. Istnieje ma
ierz L ∈ R
m,n, która ma zera zawspóª
zynnikiem diagonalnym w ka»dym wierszu, i ma
ierz ortogonalna Q ∈ R

n,n,takie »e A = LQT; ma
ierze te mo»na otrzyma¢, stosuj¡
 do ma
ierzy AT(kolumnowo regularnej) te same algorytmy rozkªadu ortogonalno-trójk¡tnego,który
h u»y
ie do rozwi¡zania RLZNK byªo opisane w
ze±niej. Otrzymujemyma
ierze L = [L1, L2] i Q = [Q1,Q2], w który
h blok L1 ∈ R
m,m jest nieosobliw¡ma
ierz¡ trójk¡tn¡ doln¡, blok L2 jest zerowy, i ma
ierze L1 i Q1 s¡ danejednozna
znie z dokªadno±
i¡ do zwrotów kolumn. Za
hodzi równo±¢ A = L1Q

T
1.

Po podstawieniu 
zynników rozkªadu do dualnego ukªadu równa« normalny
hmamy

L1Q
T
1Q1L

T
1y = b − L1Q

T
1x̂,a poniewa» QT

1Q1 = I i ma
ierz L1 jest nieosobliwa, mamy ukªad równowa»ny

LT
1y = L−1

1 b − QT
1x̂.Rozwi¡zuj¡
 powy»szy ukªad równa«, mo»na by obli
zy¢ wektor y, a nast�pnieobli
zy¢ x = x̂ + ATy, ale poniewa» poza tym wektor y nie jest do ni
zegopotrzebny, lepszym rozwi¡zaniem po znalezieniu 
zynników rozkªadu ma
ierzy A
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jest u»y
ie tylko ty
h 
zynników. Ozna
zaj¡
 w = L−1
1 b − QT

1x̂ i podstawiaj¡


y = L−T
1 w, otrzymamy ATy = Q1L

T
1L−T

1 w = Q1w. St¡d otrzymujemy algorytmrozwi¡zywania DLZNK:1. Za pomo
¡ ortonormaliza
ji Grama-S
hmidta znajd¹ ma
ierze trójk¡tn¡ doln¡ L1i kolumnowo-ortogonaln¡ Q1, takie »e A = L1Q
T
1.2. Rozwi¡» ukªad równa« liniowy
h L1z = b i obli
z wektor w = z − QT

1x̂.3. Obli
z x = x̂ + Q1w.

Powy»szy algorytm mo»na zrealizowa¢ równie» za pomo
¡ odbi¢ Householdera,bez jawnego wyzna
zania ma
ierzy Q1. Inny algorytm rozwi¡zywania DLZNKkorzystaj¡
y z odbi¢ mo»emy otrzyma¢ w taki sposób: Nie
h s = QTx i ŝ = QTx̂.Podstawiaj¡
 nowe wyra»enie do ukªadu LQTx = b, otrzymujemy ukªad równa«

Ls = b, który mo»emy przedstawi¢ w posta
i L1s1 + L2s2 = b. Poniewa» blok L2jest zerowy, wektor s1 musi by¢ rozwi¡zaniem ukªadu równa« L1s1 = b, za±wektor s2 trzeba zatem wybra¢ tak, aby wektor x − x̂ = Q(s − ŝ) miaª najmniejsz¡norm� drug¡. Ale jest ona równa normie drugiej wektora s − ŝ. Zatem, je±liwektor ŝ podzielimy (w tym samym miejs
u 
o s) na bloki ŝ1 = QT
1x̂ i ŝ2 = QT

2x̂,to aby zminimalizowa¢ norm� drug¡ wektora s − ŝ, musimy przyj¡¢ s2 = ŝ2.Mamy st¡d taki algorytm:1. Znajd¹ ma
ierz trójk¡tn¡ doln¡ L i wektory odbi¢ reprezentuj¡
e ma
ierz Q, takie»e A = LQT. Wybierz blok L1 ma
ierzy L.2. Obli
z ŝ = QTx̂, stosuj¡
 odpowiednie odbi
ia.3. Rozwi¡» ukªad L1s1 = b i zªó» wektor s z bloków s1 i s2 = ŝ2.4. Obli
z x = Qs, stosuj¡
 odpowiednie odbi
ia.

Nieregularne LZNK

Je±li rz¡d r ma
ierzy A jest mniejszy zarówno od li
zby kolumn n, jak i od li
zbywierszy m, to liniowe zadanie najmniejszy
h kwadratów dla ukªadu Ax = b jestnieregularne. Zbiór rozwi¡za« takiego zadania jest niesko«
zony; jest on warstw¡
n − r-wymiarow¡ (przestrzeni R

n), której elementami s¡ takie wektory x, »ewektor y⋆ = Ax jest rzutem prostopadªym wektora b na podprzestrze« rozpi�t¡przez kolumny ma
ierzy A (tj. residuum, b − y⋆, jest wektorem prostopadªym dotej podprzestrzeni). Dokªadnie jeden element tej warstwy ma najmniejsz¡ norm�drug¡; 
o wi�
ej, dla dowolnego wektora x̂ ∈ R
n istnieje dokªadnie jedenelement x⋆ tej warstwy, taki »e norma druga ró»ni
y x⋆ − x̂ jest najmniejsza.Rozwi¡zanie NLZNK zwykle polega na znalezieniu tego wektora x⋆. Rozumowaniepodobne do przeprowadzonego w
ze±niej dla DLZNK uzasadnia stwierdzenie, »ewektor x⋆ − x̂ jest kombina
j¡ liniow¡ transponowany
h wierszy ma
ierzy A.

5.8

NLZNK s¡ trudne do numery
znego rozwi¡zania. Jest tak dlatego, »e rozwi¡zaniezadania zale»y od dany
h w sposób paskudnie nie
i¡gªy. NLZNK jest sz
zególnietrudne, je±li nie znamy rz�du ma
ierzy A i dopiero mamy go na podstawieobli
ze« numery
zny
h ustali¢.

Najodporniejsze numery
zne algorytmy rozwi¡zywania NLZNK korzystaj¡z rozkªadu wzgl�dem warto±
i sz
zególny
h (ang. singular value de
omposition,SVD) ma
ierzy A. Dowodzi si�, »e dla dowolnej ma
ierzy A ∈ R
m,n istniej¡ma
ierze ortogonalne U ∈ R

m,m i V ∈ R
n,n oraz ma
ierz diagonalna Σ ∈ R

m,n,takie »e A = UΣVT. Wspóª
zynniki diagonalne ma
ierzy Σ, σ1, . . . , σl, gdzie

l = min{m,n}, nazywaj¡ si� warto±
iami sz
zególnymi ma
ierzy A i s¡ nieujemne.Rozkªad w ogólno±
i nie jest jednozna
zny, ale same warto±
i sz
zególne i li
zbyi
h wyst¡pie« (krotno±
i) s¡ okre±lone przez ma
ierz A jednozna
znie. Zwyklerozkªadu dokonuje si� w taki sposób, aby warto±
i sz
zególne byªy uporz¡dkowanenierosn¡
o na diagonali ma
ierzy Σ: σ1 > σ2 > · · · > σr > σr+1 = · · · = σl = 0.Li
zba niezerowy
h warto±
i sz
zególny
h jest rz�dem ma
ierzy A.

Wyzna
zanie rozkªadu SVD wi¡»e si� z rozwi¡zywaniem algebrai
znegozagadnienia wªasnego i dla ma
ierzy o wi�
ej ni» 
ztere
h wiersza
h i kolumna
hmo»e by¢ dokonane tylko jak¡± metod¡ itera
yjn¡. Opis algorytmu Goluba, którydokonuje rozkªadu (otrzymuj¡
 reprezenta
je ma
ierzy U i V w posta
i 
i¡guwektorów odbi¢ Householdera i tzw. obrotów Givensa), pominiemy (kto b�dziepotrzebowaª, ten go znajdzie). Natomiast przyjrzyjmy si� zastosowaniu tegorozkªadu do rozwi¡zania zadania.

NLZNK dla ukªadu równa« Ax = b i wektora x̂ mo»na zast¡pi¢ zadaniemrównowa»nym dla ukªadu równa« Σy = d, gdzie d = UTb, i wektora ŷ = VTx̂(po rozwi¡zaniu tego zadania mo»emy obli
zy¢ x = Vy). Zaªó»my dlauprosz
zenia, »e x̂ = 0, 
zyli ŷ = 0. Wtedy rozwi¡zaniem NLZNK dla ukªadu

Σy = d jest wektor o wspóªrz�dny
h

yi =

{
di/σi dla i 6 r,

0 dla i > r.Mamy st¡d wyja±nienie trudno±
i zadania: niewielkie zaburzenie ma
ierzy A mo»espowodowa¢ pewne niegro¹ne zmiany ma
ierzy U i V , oraz zaburzenie ma
ierzy Σ:je±li dowolna zerowa warto±¢ sz
zególna zmieni si� na niezerow¡ (
zyli skutkiemzaburzenia b�dzie zwi�kszenie rz�du ma
ierzy A) i di 6= 0, to trzeba b�dzie przyj¡¢

yi = di/σi, zamiast zera, dla pewnego i > r. Tak wi�
, im mniej zaburzymyma
ierz A (w sposób zmieniaj¡
y σi), tym wi�ksza b�dzie zmiana wyniku.
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Je±li znamy rz¡d r ma
ierzy A, to po znalezieniu rozkªadu SVD mo»emy zamieni¢na zera obli
zone numery
znie warto±
i sz
zególne σi dla i > r � obli
zonewarto±
i niezerowe s¡ skutkiem bª�dów zaokr¡gle« i aproksyma
ji popeªniony
hpod
zas rozkªadania. Je±li rz�du nie znamy, to mo»emy przyj¡¢ pewien próg(zale»ny od osza
owania bª�dów) i zamieni¢ na zera znalezione warto±
i sz
zególnemniejsze od tego progu; to post�powanie nazywa si� regularyza
j¡ dyskretn¡.Inne podej±
ie to tzw. regularyza
ja 
i¡gªa � do wszystki
h warto±
isz
zególny
h dodajemy pewn¡ li
zb� s > 0, otrzymuj¡
 zadanie z ma
ierz¡peªnego rz�du, tj. RLZNK, je±li m > n, ukªad równa« z ma
ierz¡ kwadratow¡nieosobliw¡, je±li n = m, albo DLZNK, je±li m < n. Wybór metody regularyza
jizale»y od zastosowania.

5.10

Zadania i problemy

1. Nie
h

A =











1 1 1

ε 0 0

0 ε 0

0 0 ε











, b =











3

ε

ε

ε











.

Jaki b�dzie skutek u»y
ia arytmetyki pojedyn
zej pre
yzji do rozwi¡zania LZNKdla ukªadu Ax = b za pomo
¡ algorytmu równa« normalny
h, je±li |ε| < 10−4?2. Tabela zawiera wyniki pomiarów (z bª�dami) warto±
i pewnej funk
ji:

x −2 −1 1 2

f(x) −1 5 2 14Przy zaªo»eniu, »e funk
ja ma posta¢ f(x) = a0 + a1(x
2 − 4), znajd¹ li
zby a0 i a1najlepiej pasuj¡
e do wyników ty
h pomiarów. Postaw i rozwi¡» w tym 
eluLZNK, u»ywaj¡
 algorytmu równa« normalny
h oraz odbi¢ Householdera.3. Pseudoodwrotno±¢ ma
ierzy A ∈ R

m,n jest to ma
ierz A+ ∈ R
n,m, taka »e ma
ierz

AA+ jest ma
ierz¡ rzutu ortogonalnego przestrzeni R
m na podprzestrze« rozpi�t¡przez kolumny ma
ierzy A, za± ma
ierz A+A jest ma
ierz¡ rzutu ortogonalnego napodprzestrze« rozpi�t¡ przez wiersze ma
ierzy A.Udowodnij, »ea) je±li ma
ierz A jest kwadratowa nieosobliwa, to A+ = A−1,b) je±li ma
ierz A jest kolumnowo regularna, to A+ = (ATA)−1AT,
) je±li ma
ierz A jest wierszowo regularna, to A+ = AT(AAT)−1.Zbadaj zwi¡zek pseudoodwrotno±
i z liniowymi zadaniami najmniejszy
hkwadratów.Wskazówka: znajd¹ wzory opisuj¡
e rozwi¡zania odpowiedni
h ukªadów równa«normalny
h.4. LZNK z wi�zami. Dany ukªad równa« liniowy
h jest podzielony na dwapodukªady, z ma
ierzami B ∈ R

m,n i C ∈ R
k,n (takimi, »e k < n < m + k):

{
Bx = d,

Cx = e,przy 
zym ma
ierz A =
[

B
C

] jest kolumnowo regularna, a ma
ierz C jest wierszoworegularna. Zadanie polega na znalezieniu wektora x⋆, takiego »e Cx⋆ = e oraznorma druga wektora residuum pierwszego podukªadu jest najmniejsza.
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Algorytm zamiany zmienny
h: Znajdujemy rozkªad ma
ierzy C na 
zynniki Li QT, odpowiednio trójk¡tny dolny i ortogonalny. Dokonujemy zamianyzmienny
h, wprowadzaj¡
 nowy wektor niewiadomy, y = QTx. Ma
ierz L dzielimyna bloki, L = [L1, L2], z który
h pierwszy jest nieosobliw¡ ma
ierz¡ trójk¡tn¡doln¡, a drugi jest ma
ierz¡ zerow¡. Ma
ierz Q dzielimy na bloki Q1 i Q2. W tensposób drugi podukªad zast�pujemy ukªadem równowa»nym L1y1 = e, z któregowyzna
zymy y1. Po zamianie zmienny
h w pierwszym podukªadzie otrzymujemyukªad równa« liniowy
h

BQy = d, 
zyli BQ1y1 + BQ2y2 = d, 
zyli BQ2y2 = d − BQ1y1.w ogólno±
i sprze
zny. Dla tego ukªadu rozwi¡zujemy regularne liniowe zadanienajmniejszy
h kwadratów, po 
zym na podstawie otrzymany
h wektorów y1 i y2mo»emy obli
zy¢ x = Qy.Algorytm z mno»nikami Lagrange'a: Je±li ma
ierz B jest kolumnowo regularna, tosymetry
zna ma
ierz M = BTB jest dodatnio okre±lona. Wtedy kwadrat normydrugiej residuum pierwszego podukªadu jest wielomianem drugiego stopniawspóªrz�dny
h wektora x, który w ka»dej warstwie przestrzeni R
n majednozna
znie okre±lone minimum:

f(x) = ‖d − Bx‖2
2 = xTMx − 2xTBTd + dTd.Aby znale¹¢ minimum funk
ji f w zbiorze rozwi¡za« drugiego podukªadu,wystar
zy rozwi¡za¢ ukªad równa«

[

M CT

C 0

] [

x

y

]

=

[

BTd

e

]

.

Po rozwi¡zaniu tego ukªadu blok y odrzu
amy; jego wspóªrz�dne s¡ tzw.mno»nikami Lagrange'a dla postawionego tu zadania minimaliza
ji z wi�zami.Podany wy»ej blokowy ukªad równa« mo»emy rozwi¡za¢ w podobny sposób, jakukªad w zadaniu 7 na s. 4.21, ale zamiast obli
zenia ma
ierzy M i zastosowania doniej metody Choleskiego, lepiej jest dokona¢ rozkªadu ortogonalno-trójk¡tnegoma
ierzy B.Opra
uj sz
zegóªy obu algorytmów (w sz
zególno±
i okre±l wymiary i sposobyreprezentowania wszystki
h ma
ierzy otrzymany
h w obli
zenia
h).Uzasadnij stwierdzenie, »e ma
ierz BQ2 przetwarzana w pierwszym algorytmiejest kolumnowo-regularna.Udowodnij, »e drugi algorytm daje rozwi¡zanie zadania.5. Opisz, jak zrealizowa¢ pierwszy podany na wykªadzie algorytm rozwi¡zywaniaDLZNK korzystaj¡
y z rozkªadu trójk¡tno-ortogonalnego, za pomo
¡ odbi¢Householdera (bez jawnego wyzna
zania ma
ierzy Q1).
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6. Metoda Newtona z pseudoodwrotno±
i¡ sªu»y do numery
znego rozwi¡zywaniaukªadów równa« nieliniowy
h, w który
h li
zba równa«, m, jest mniejsza ni»li
zba niewiadomy
h, n. Ukªad równa« liniowy
h Jkδ = −fk jest rozwi¡zywanyjako DLZNK, w 
elu wyzna
zenia najkrótszego speªniaj¡
ego ten ukªad wektora δ,po 
zym przyjmuje si� xk+1 = xk + δ. W ten sposób, je±li funk
ja f speªniaodpowiednie warunki, powstaje 
i¡g (xk)k∈N zbie»ny do pewnego rozwi¡zania α(z niesko«
zonego zbioru rozwi¡za«), poªo»onego w pobli»u punktu startowego x0.Wykonaj dwa kroki metody Newtona z pseudoodwrotno±
i¡ dla ukªadu równa«

{
x2 + y2 − z2 = 3

x + y + z = 1przyjmuj¡
 x0 = [0, 0, 0]T. W ra
hunka
h �r�
zny
h� ukªadaj i rozwi¡zuj dualnyukªad równa« normalny
h.7. Sprawd¹, »e w metodzie sprz�»ony
h gradientów obli
zenie

rk+1 = rk − tkAvkjest krokiem ortogonaliza
ji Grama-S
hmidta w sensie ilo
zynu skalarnego

〈u,v〉 = vTu, za± konstruk
ja
vk+1 = rk+1 + skvkjest krokiem ortogonaliza
ji Grama-S
hmidta w sensie ilo
zynu skalarnego

〈u,v〉A = vTAu.
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Projekt
Napisz pro
edur� rozwi¡zywania LZNK z wi�zami (zad. 4 na s. 5.10�11),realizuj¡
¡ jedn¡ (dowoln¡) z metod rozwa»any
h w zadaniu. Wbuduj t�pro
edur� w program umo»liwiaj¡
y prze
zytanie dany
h z pliku. Wskazane jestmaksymalne wykorzystanie w implementa
ji algorytmu pro
edur z pakietuLAPACK (ten projekt jest ¢wi
zeniem z umiej�tno±
i opra
owania implementa
jina podstawie dokumenta
ji pakietu). Mo»esz skorzysta¢ ze stron pod adresami

http://www.netlib.org/lapa
k/http://www.netlib.org.lapa
k/lug

i ze stron manuala. Nazwy pro
edur piszemy maªymi literami, np. man dgesv,tylko litery, 
ho¢ w programie w C nazwy te maj¡ dodane na ko«
u podkre±lenie,np. dgesv_, za± w Fortranie pisze si� je wielkimi literami (bez podkre±lenia).Pro
edury, które mog¡ si� przyda¢ w tym projek
ie, to m.in. dgetrf, dgetrs,dgelqf, dgeqrf, dgels, dtbtrs, a tak»e pro
edury BLAS: daxpy, ddot, dgemm,dgemv, dspmv, dsymm, dtrmm, dtrmv, dtrsm, dtrsv.
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Algebrai
zne zagadnienie wªasne

Nie
h A ∈ R
n,n. Je±li wektor x 6= 0 speªnia równanie Ax = λx dla pewnej li
zby λ,to mówimy, »e jest to wektor wªasny ma
ierzy A, za± li
zba λ jest towarto±¢ wªasna tej ma
ierzy; par� (x, λ) nazywamy par¡ wªasn¡ ma
ierzy A.

Algebrai
zne zagadnienie wªasne polega na znalezieniu, dla danej ma
ierzy A, jej(wszystki
h, kilku lub jednej) warto±
i wªasny
h albo par wªasny
h. Algebrai
znezagadnienia wªasne wyst�puj¡ w ró»ny
h zastosowania
h, np. w me
hani
e, maj¡te» zwi¡zek z innymi zadaniami numery
znej algebry liniowej, np.rozwi¡zywaniem ukªadów równa« lub liniowy
h zada« najmniejszy
h kwadratów.

Równanie Ax = λx mo»na przepisa¢ w posta
i (A − λI)x = 0. Z tej posta
inaty
hmiast wynika, »e para (x, λ), w której wektor x 6= 0, mo»e speªnia¢ torównanie (
zyli jest par¡ wªasn¡) wtedy i tylko wtedy, gdy ma
ierz A − λI jestosobliwa. To ozna
za, »e jej wyzna
znik jest zerowy. Wyra»enie det(A − λI) jestwielomianem stopnia n zmiennej λ. Na podstawie zasadni
zego twierdzeniaalgebry (Gauss, 1799 r.), równanie 
harakterysty
zne det(A − λI) = 0 marozwi¡zanie, które jest li
zb¡ rze
zywist¡ albo zespolon¡. Tak wi�
 ka»da ma
ierzma jak¡± warto±¢ wªasn¡. Zbiór (w ogólno±
i zespolony
h) warto±
i wªasny
hdowolnej ma
ierzy A nazywa si� widmem tej ma
ierzy; ozna
zamy je symbolemspe
tA.
Dla ustalonego λ ukªad równa« (A − λI)x = 0 jest jednorodny; je±li zatem λ ∈ Rjest warto±
i¡ wªasn¡ ma
ierzy A, to zbiór rozwi¡za« jest podprzestrzeni¡ liniow¡przestrzeni R

n. Jest to tzw. podprzestrze« wªasna ma
ierzy A przynale»nado warto±
i wªasnej λ. Wymiar tej podprzestrzeni jest nazywany krotno±
i¡geometry
zn¡ warto±
i wªasnej λ. Z kolei, wielomian 
harakterysty
zny mo»naprzedstawi¢ w posta
idet(A − λI) = (λ1 − λ) · . . . · (λn − λ).Li
zby λ1, . . . , λn to warto±
i wªasne, które mog¡ si� powtarza¢. Li
zba wyst¡pie«warto±
i wªasnej λi w tym rozkªadzie jest zwana jej krotno±
i¡ algebrai
zn¡.Krotno±¢ algebrai
zna dowolnej warto±
i wªasnej jest wi�ksza lub równa krotno±
igeometry
znej tej warto±
i wªasnej.

O ma
ierza
h A i B, dla który
h istnieje nieosobliwa ma
ierz C, taka »e
B = C−1AC mówimy, »e to s¡ ma
ierze podobne. Podobie«stwo ma
ierzy jesto
zywi±
ie rela
j¡ równowa»no±
i. Mo»na udowodni¢, »e je±li ma
ierze s¡podobne, to maj¡ identy
zne warto±
i wªasne, o identy
zny
h krotno±
ia
halgebrai
zny
h i geometry
zny
h.
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Wektory wªasne przynale»ne do ró»ny
h warto±
i wªasny
h dowolnej danejma
ierzy s¡ liniowo niezale»ne. Je±li krotno±¢ algebrai
zna ka»dej warto±
i wªasnejma
ierzy A jest równa krotno±
i geometry
znej, to suma baz wszystki
hpodprzestrzeni wªasny
h skªada si� z n niezale»ny
h liniowo wektorów wªasny
hma
ierzy A. Ustawmy te wektory w ma
ierz X = [x1, . . . ,xn]; ma
ierz ta jestnieosobliwa. Wtedy

AX = [Ax1, . . . , Axn] = [λ1x1, . . . , λnxn] = XΛ,gdzie ma
ierz Λ jest diagonalna; jej wspóª
zynniki diagonalne s¡ warto±
iamiwªasnymi ma
ierzy A. Mo»emy napisa¢ równo±
i
X−1AX = Λ i XΛX−1 = A.Taka ma
ierz A jest zatem podobna do ma
ierzy diagonalnej, mówimy te», »e jestdiagonalizowalna. Ma
ierz nie jest diagonalizowalna, je±li 
o najmniej jedna jejwarto±¢ wªasna ma krotno±¢ algebrai
zn¡ ró»n¡ (wi�ksz¡) od geometry
znej.

Przykªady: Ma
ierz
[

3 4

4 3

]

=

[

1 1

1 −1

][

7 0

0 −1

] [

0.5 0.5

0.5 −0.5

]

jest diagonalizowalna. Ma
ierz

[

3 −4

4 3

]

te» jest diagonalizowalna, ale jej warto±
i wªasne s¡ li
zbami zespolonymi,

λ1 = (3,−4), λ2 = (3, 4), zatem wektory wªasne � kolumny odpowiedniejma
ierzy X � maj¡ 
o najmniej jedn¡ wspóªrz�dn¡ zespolon¡. Natomiast ma
ierz

[

1 1

0 1

]

nie jest diagonalizowalna; krotno±¢ algebrai
zna warto±
i wªasnej 1 jest równa 2,a krotno±¢ geometry
zna jest równa 1.

Nie
h w(x) = akx
k + · · · + a1x + a0 b�dzie dowolnym wielomianem. Mo»emy u»y¢ma
ierzy A jako argumentu, tj. napisa¢

w(A) = akA
k + · · · + a1A + a0I.�atwo jest sprawdzi¢, »e je±li li
zba λ jest warto±
i¡ wªasn¡ ma
ierzy A, toli
zba w(λ) jest warto±
i¡ wªasn¡ ma
ierzy w(A). To samo stwierdzenie doty
zy
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funk
ji wymierny
h, tj. ilorazów wielomianów. Dzielenie li
znika przez mianownik(pod
zas obli
zania skalarnej warto±
i funk
ji dla danego x) zast�pujemy przezmno»enie ma
ierzy � li
znika � przez odwrotno±¢ ma
ierzy � mianownika.

Je±li ma
ierz A ∈ R
n,n jest symetry
zna, to jest diagonalizowalna, 
o wi�
ej, jejwszystkie warto±
i wªasne s¡ li
zbami rze
zywistymi i istnieje baza ortonormalnaprzestrzeni R

n zªo»ona z wektorów wªasny
h tej ma
ierzy. Zatem, istnieje ma
ierzortogonalna X, taka »e X−1AX = XTAX = Λ jest ma
ierz¡ diagonaln¡. W wieluzastosowania
h pojawia si� potrzeba rozwi¡zania algebrai
znego zagadnieniawªasnego z ma
ierz¡ symetry
zn¡ � jest to przypadek prostszy do numery
znegorozwi¡zywania ni» przypadek ogólny i gªównie na nim si� dalej skupimy.

Kilka uwag na temat uwarunkowania zadania: je±li ma
ierz A jestdiagonalizowalna, to na podstawie twierdzenia Bauera-Fikego mamy nast�puj¡
eosza
owanie: nie
h δA ozna
za zaburzenie ma
ierzy A. Nie
h µ ozna
za (dowoln¡)warto±¢ wªasn¡ ma
ierzy A + δA i nie
h λi ozna
za wartos¢ wªasn¡ ma
ierzy A,tak¡ »e ró»ni
a µ − λi ma najmniejsz¡ warto±¢ bezwzgl�dn¡. Za
hodzi nierówno±¢

|µ − λi| 6 
ondX · ‖δA‖,gdzie X ozna
za ma
ierz, której kolumny s¡ wektorami wªasnymi ma
ierzy A(norma indukowana mo»e tu by¢ dowolna). Je±li ma
ierz A jest symetry
zna, toistnieje odpowiednia ma
ierz ortogonalna X, i wtedy 
ond2 X = 1. Dla ma
ierzydiagonalizowalnej niesymetry
znej »adna ma
ierz X zbudowana z wektorówwªasny
h nie jest ortogonalna i dlatego 
ond2 X > 1. Je±li ma
ierz A nie jestdiagonalizowalna, to zmiany warto±
i wªasny
h zale»¡ od powoduj¡
y
h jezaburze« ma
ierzy A w sposób 
i¡gªy, ale nie lips
hitzowski. Numery
zneobli
zanie warto±
i wªasny
h taki
h ma
ierzy jest kªopotliwe.

Je±li ma
ierze A i A + δA s¡ symetry
zne i symbolami λ i µ ozna
zymy wektoryzbudowane odpowiednio z tak samo (np. malej¡
o) uporz¡dkowany
h warto±
iwªasny
h ty
h ma
ierzy, to na podstawie twierdzenia Wielandta-Ho�manaza
hodzi nierówno±¢

‖µ − λ‖2 6 ‖δA‖F.Zadanie wyzna
zania wektora λ jest zatem bardzo dobrze uwarunkowane, 
ho¢je±li pewne warto±
i wªasne maj¡ bardzo maªe warto±
i bezwzgl�dne, to i
hzaburzenia wzgl�dne spowodowane dodaniem maªego zaburzenia δA mog¡ by¢du»e.
Uwarunkowanie zadania wyzna
zania wektorów wªasny
h zale»y od odlegªo±
imi�dzy warto±
iami wªasnymi, i jest tym gorsze, im mniej odpowiednie warto±
i
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wªasne si� ró»ni¡. Zauwa»my, »e je±li pewna warto±¢ wªasna ma krotno±¢geometry
zn¡ k > 1, to istnieje niesko«
zenie wiele baz odpowiedniejpodprzestrzeni wªasnej, zªo»ony
h z wektorów jednostkowy
h. Ma
ierz zaburzonamo»e mie¢ zamiast tej warto±
i wªasnej k ró»ny
h warto±
i wªasny
h(jednokrotny
h) i dlatego w tym przypadku rozwi¡zanie zale»y od zaburzeniaw sposób nie
i¡gªy (jest to mo»liwe nawet, je±li ma
ierz A jest symetry
zna).

Uwaga: Nie jest dobrym pomysªem obli
zanie wspóª
zynników wielomianu
harakterysty
znego det(A − λI), np. w bazie pot�gowej, a nast�pnie znajdowaniejego miejs
 zerowy
h. Nawet je±li zadanie wyj±
iowe jest dobrze uwarunkowane,zadanie znalezienia miejs
 zerowy
h wielomianu na podstawie jegowspóª
zynników jest zwykle bardzo ¹le uwarunkowane.

Metoda pot�gowa

Przypu±¢my, »e jedna z warto±
i wªasny
h ma
ierzy A dominuje, tj. jej warto±¢bezwzgl�dna jest wi�ksza ni» warto±
i bezwzgl�dne wszystki
h pozostaªy
hwarto±
i wªasny
h, i przypu±¢my, »e mamy wyzna
zy¢ par� wªasn¡ z wªa±nie t¡warto±
i¡ wªasn¡. Zaªo»ymy, »e dominuj¡
a warto±¢ wªasna jest li
zb¡ rze
zywist¡(mo»emy, je±li ma
ierz A jest symetry
zna) i 
hwilowo przyjmiemy, »e jej krotno±¢jest równa 1. Nie
h b�dzie to warto±¢ wªasna λ1.

Wybieramy niezerowy wektor x(0) ∈ R
n, a nast�pnie dla k > 0 okre±lamy wektory

x(k), wzorem x(k) = Ax(k−1) (
zyli x(k) = Akx(0)). Je±li ma
ierz A jestdiagonalizowalna, to istniej¡ li
zby c1, . . . , cn, takie »e

x(0) =

n∑

i=1

cixi,
gdzie xi to wektory wªasne ma
ierzy A. Wtedy mamy

x(k) =

n∑

i=1

ciλ
k
ixi = λk

1

n∑

i=1

ci

(

λi

λ1

)k

xi.

Je±li |λi| < |λ1|, to dla k → ∞ 
i¡g li
zb (λi/λ1)
k d¡»y do zera. To ozna
za, »eje±li c1 6= 0, to 
i¡g kierunków wektorów x(k) d¡»y do kierunku wektorawªasnego x1, przynale»nego do dominuj¡
ej warto±
i wªasnej. Po wykonaniudostate
znie wielu itera
ji mo»emy w ten sposób znale¹¢ wektor bliski wektorawªasnego x1.

Podane rozumowanie jest podstaw¡ metody pot�gowej rozwi¡zywaniaalgebrai
znego zagadnienia wªasnego, a dokªadniej wyzna
zania pary wªasnej

(x1, λ1) z dominuj¡
¡ warto±
i¡ wªasn¡. Je±li krotno±¢ geometry
zna tej warto±
i
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wªasnej jest wi�ksza ni» 1, to kierunki otrzymanego 
i¡gu wektorów zbiegaj¡ dokierunku pewnego wektora wªasnego zwi¡zanego z dominuj¡
¡ warto±
i¡ wªasn¡.Opisane post�powanie jest jednak nieprakty
zne, poniewa» je±li |λ1| 6= 1, todªugo±
i wektorów x(k) malej¡ do zera lub rosn¡ nieograni
zenie. Dlatego nale»ystosowa¢ normaliza
j�, tj. dzieli¢ kolejne otrzymane wektory przez i
h dªugo±
i �pami�tamy, »e istotne s¡ tylko kierunki ty
h wektorów. Mamy st¡d algorytm:1. Przyjmij z(0) 6= 0,2. Dla k = 1, 2, . . . obli
zaj

y(k) = Az(k−1), z(k) =
1

‖y(k)‖2

y(k).

Je±li pewien wektor z jest wektorem wªasnym ma
ierzy A, to speªnia równanie

Az = λz. Mo»emy je potraktowa¢ jak ukªad n równa« z jedn¡ niewiadom¡, któr¡jest warto±¢ wªasna λ; ma
ierz tego ukªadu jest kolumnowa, jest ni¡ wektor z. Dlatakiego ukªadu stawiamy RLZNK. Ukªad równa« normalny
h ma posta¢

zTzλ = zTAz,aby go rozwi¡za¢, obli
zamy tzw. iloraz Rayleigha

λ =
zTAz

zTz
.Je±li wektor z nie jest wektorem wªasnym, to o
zywi±
ie ukªad Az = λz jestsprze
zny, ale je±li wektor z jest przybli»eniem wektora wªasnego xi, to ilorazRayleigha jest przybli»eniem warto±
i wªasnej λi. Ale je±li ‖z‖2 = 1, to mianownikilorazu Rayleigha jest równy 1. Zatem, po obli
zeniu wektora z(k) obli
zamy li
zb�

ρk−1 = z(k)Ty(k−1). Pod
zas gdy 
i¡g wektorów jednostkowy
h z(k) zbiega dowektora wªasnego, 
i¡g li
zb ρk zbiega do dominuj¡
ej warto±
i wªasnej λ1.

Je±li ma
ierz A jest symetry
zna, λ2 jest drug¡ 
o do warto±
i bezwzgl�dnejwarto±
i¡ wªasn¡, i symbolem tk ozna
zymy tangens najmniejszego k¡ta mi�dzywektorem z(k) i wektorem x1 nale»¡
ym do podprzestrzeni wªasnej przynale»nejdo warto±
i wªasnej λ1, to mo»na udowodni¢, »e

|tk| 6

∣

∣

∣

λ2

λ1

∣

∣

∣

k

|t0|, oraz |ρk − λ1| 6 2‖A‖|tk|
2 = O

(
∣

∣

∣

λ2

λ1

∣

∣

∣

2k)

.

Szybko±¢ zbie»no±
i zale»y wi�
 od tego, � jak bardzo dominuje� warto±¢wªasna λ1. Zbie»no±¢ nie ma miejs
a, je±li dwie warto±
i wªasne dominuj¡, tj.
λ2 = −λ1. W takim przypadku �prosta� metoda pot�gowa nie wystar
zy dorozwi¡zania zadania.

6.6

Je±li li
zba c1 dla przyj�tego wektora z(0) jest zerem, to teorety
znie 
i¡g (z(k))k∈Nzbiega do wektora wªasnego zwi¡zanego z któr¡± z pozostaªy
h warto±
i wªasny
h.Ale w obli
zenia
h numery
zny
h wyst�puj¡ bª�dy zaokr¡gle«, który
h skutkiw tym przypadku mog¡ by¢ dobro
zynne : zaburzenie spowodowanezaokr¡gleniem zwykle doprowadza do pojawienia si� odpowiedniej skªadowejo kierunku wektora wªasnego zwi¡zanego z warto±
i¡ wªasn¡ λ1, po 
zym kolejneitera
je �wzma
niaj¡� t� skªadow¡, jedno
ze±nie �wygaszaj¡
� pozostaªe.

Odwrotna metoda pot�gowa

Je±li li
zba λ jest warto±
i¡ wªasn¡ ma
ierzy A, to dla dowolnego a /∈ spe
tAli
zba 1/(λ − a) jest warto±
i¡ wªasn¡ ma
ierzy (A − aI)−1. Zauwa»my, »e je±lili
zba a jest najbli»ej warto±
i wªasnej λi ma
ierzy A (tj. |λi − a| < |λj − a| dlaka»dego j 6= i), to warto±¢ wªasna 1/(λi − a) ma
ierzy (A − aI)−1 dominuje;
o wi�
ej, im lepsze przybli»enie a warto±
i wªasnej λi wybierzemy, tym szybszajest zbie»no±¢ metody pot�gowej zastosowanej do ma
ierzy (A − aI)−1.

Otrzymana na podstawie powy»szego spostrze»enia odwrotna metoda pot�gowa,zwana te» metod¡ Wielandta, umo»liwia obli
zenie dowolnej warto±
i wªasnejma
ierzy A (a nie tylko dominuj¡
ej), a poza tym umo»liwia otrzymanie szybkiejzbie»no±
i. Algorytm jest taki:1. Obli
z ma
ierz B = A − aI i rozªó» j¡ (np. na 
zynniki trójk¡tne, za pomo
¡elimina
ji Gaussa).2. Przyjmij z(0) 6= 0,3. Dla k = 1, 2, . . . obli
zaj

y(k) = B−1z(k−1), rozwi¡zuj¡
 ukªad równa« By(k) = z(k−1),

z(k) =
1

‖y(k)‖2

y(k).

Ci¡g wektorów (z(k))k∈N d¡»y do wektora wªasnego ma
ierzy B−1, który jest tak»ewektorem wªasnym ma
ierzy A. Na podstawie ilorazu Rayleigha ρk = z(k)Ty(k−1)mo»na obli
zy¢ przybli»enie λi ≈ 1/ρk + a.

Je±li ma
ierz A jest peªna, to koszt jej rozªo»enia w kroku pierwszym jestrz�du n3, za± koszt rozwi¡zywania ukªadu równa« w ka»dej itera
ji jest rz�du n2,
zyli taki sam jak koszt jednej itera
ji zwykªej metody pot�gowej. Koszt jednejitera
ji mo»na zmniejszy¢, dokonuj¡
 wst�pnego przeksztaª
enia ma
ierzy, 
ob�dzie opisane dalej.
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Przybli»enie warto±
i wªasnej otrzymane na podstawie ilorazu Rayleigha powykonaniu pewnej li
zby itera
ji umo»liwia (zna
zne) przyspieszenie zbie»no±
i,kosztem ponownego rozkªadania na 
zynniki ma
ierzy A − a ′I. Ma
ierz ta jest ¹leuwarunkowana (tym gorzej, im lepszym przybli»eniem warto±
i wªasnejma
ierzy A jest li
zba a ′), ale poniewa» prawa strona rozwi¡zywanego ukªadurówna« jest przybli»eniem wektora wªasnego przynale»nego do dominuj¡
ejwarto±
i wªasnej ma
ierzy (A − a ′I)−1, okazuje si�, »e skutki bª�dów zaokr¡gle«nie s¡ gro¹ne dla dokªadno±
i obli
ze«.

Sprowadzanie ma
ierzy symetry
znej do posta
i trójdiagonalnej

Wprawdzie (dla ma
ierzy n × n, gdzie n > 4) na ogóª nie mo»na w sko«
zeniewielu kroka
h skonstruowa¢ ma
ierzy X, takiej »e ma
ierz Λ = X−1AX jestdiagonalna, ale dla ma
ierzy symetry
znej mo»na skonstruowa¢ ma
ierzortogonaln¡ U, tak¡ »e ma
ierz T = U−1AU jest trójdiagonalna. Koszt tegoobli
zenia jest (dla ma
ierzy peªnej) rz�du n3, ale mo»na je wykona¢ jednorazowo,a nast�pnie rozwi¡za¢ zagadnienie wªasne dla ma
ierzy T ; ma ona te samewarto±
i wªasne, 
o ma
ierz A, je±li za± wektor y jest wektorem wªasnymma
ierzy T , to wektor x = Uy jest wektorem wªasnym ma
ierzy A. Zarówno kosztobli
zania ilo
zynu y(k) = Tz(k−1), jak i koszt rozwi¡zywania ukªadu równa«

(T − aI)y(k) = z(k−1), jest rz�du n. Wst�pne przeksztaª
enie ma
ierzy do posta
itrójdiagonalnej jest te» wst�pnym krokiem wielu inny
h algorytmówrozwi¡zywania algebrai
znego zagadnienia wªasnego.

Opiszemy algorytm Ortegi-Householdera. Otrzymana w nim ma
ierz U jestilo
zynem ma
ierzy n − 2 odbi¢ Householdera; jak zwykle, nie wyzna
zamy jejw posta
i jawnej, tylko zapami�tujemy odpowiedni 
i¡g wektorów normalny
hhiperpªasz
zyzn odbi¢. Obli
zenie polega na skonstruowaniu 
i¡gu ma
ierzysymetry
zny
h, A(0) = A,A(1), . . . , A(n−2) = T . Wspóª
zynniki ma
ierzy A(k)speªniaj¡ warunek a
(k)

ij = a
(k)

ji = 0 dla j 6 k oraz i > j + 1. Ponadto, je±li i < klub j < k, to a
(k)

ij = a
(k−1)

ij .

Idea przeksztaª
enia jest przedstawiona na s
hema
ie:















• • • • •
• • • • •
• • • • •
• • • • •
• • • • •















︸ ︷︷ ︸
A(0)

→















• • • • •
◦ ◦ ◦ ◦ ◦

◦ ◦ ◦ ◦
◦ ◦ ◦ ◦
◦ ◦ ◦ ◦















︸ ︷︷ ︸
H1A

(0)

→















• ◦
• ◦ ◦ ◦ ◦

◦ ◦ ◦ ◦
◦ ◦ ◦ ◦
◦ ◦ ◦ ◦















︸ ︷︷ ︸
H1A

(0)H1 = A(1)
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













• •
• • • • •

• • • •
• • • •
• • • •















︸ ︷︷ ︸
A(1)

→















• •
• • • • •

◦ ◦ ◦ ◦
◦ ◦ ◦
◦ ◦ ◦















︸ ︷︷ ︸
H2A

(1)

→















• •
• • ◦

• ◦ ◦ ◦
◦ ◦ ◦
◦ ◦ ◦















︸ ︷︷ ︸
H2A

(1)H2 = A(2)W podany
h wy»ej s
hemata
h symbol �•� ozna
za oryginalny lub niezmienionywspóª
zynnik ma
ierzy, za± �◦� ozna
za wspóª
zynnik, który wskutek odbi
iaulegª zmianie. Puste miejs
a ozna
zaj¡ (wytworzone lub za
howane) zera.

Pierwsza wspóªrz�dna wektora v1, okre±laj¡
ego odbi
ie reprezentowane przezma
ierz H1 = I − γ1v1v
T
1, jest równa 0. Dla takiego odbi
ia ma
ierze A(0) i H1A

(0)maj¡ taki sam pierwszy wiersz. Odbi
ie konstruujemy w taki sposób, abyw pierwszej kolumnie ma
ierzy H1A
(0) w wiersza
h 3, . . . , n otrzyma¢ zera.Mno»enie przez ma
ierz odbi
ia z prawej strony za
howuje pierwsz¡ kolumn�ma
ierzy H1A

(0), w tym jej zerowe wspóª
zynniki. Wykonane przeksztaª
enie

A(0) → A(1) jest podobie«stwem ma
ierzy, poniewa» ma
ierz H1 jest symetry
znai ortogonalna. Ponadto przeksztaª
enie to za
howuje symetri�, a zatemw pierwszym wierszu ma
ierzy A(1), w kolumna
h 3, . . . , n te» mamy zera.

Wektor v2 ma dwie pierwsze wspóªrz�dne równe zero, 
zego konsekwen
j¡ jestza
howanie pierwszego wiersza i pierwszej kolumny ma
ierzy A(1).

Teraz implementa
ja. W k-tym kroku mamy obli
zy¢ ma
ierz

A(k) = HkA
(k−1)Hk = (I − γkvkv

T
k)A(k−1)(I − γkvkv

T
k)

= A(k) − γkvkv
T
kA(k−1) − γkA

(k−1)vkv
T
k + γ2

kvkv
T
kA(k−1)vkv

T
k.Ozna
zmy w = γkA

(k−1)vk. Wtedy

A(k) = A(k−1) − vkw
T − wvT

k + vk(γkv
T
kw)vT

k.Nie
h p = w − vk(v
T
kw)γk/2. Mo»emy sprawdzi¢, »e

A(k) = A(k−1) − (vkp
T + pvT

k).Wªa±nie tego wzoru u»ywamy w obli
zenia
h. Zauwa»my, »e wektory w i pobli
zone w k-tym kroku maj¡ k − 1 po
z¡tkowy
h wspóªrz�dny
h równy
h 0.Dzi�ki symetrii mo»na obli
za¢ tylko wspóª
zynniki na i pod (albo na i nad)diagonal¡, dla zmniejszenia kosztu.
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Algorytm QR

Nie
h A b�dzie nieosobliw¡ ma
ierz¡ symetry
zn¡ i nie
h Zk−1 b�dzie dowoln¡ma
ierz¡ nieosobliw¡ n × n. Kolumny ma
ierzy Yk = AZk−1, zgodnie zespostrze»eniami, na który
h opiera si� metoda pot�gowa, maj¡ �kierunki bli»sze�kierunku wektora wªasnego x1, przynale»nego do dominuj¡
ej warto±
i wªasnej,

λ1. Ale gdyby±my ukªad wektorów y
(k)

1 , . . . ,y
(k)
n , tj. kolumn ma
ierzy Yk poddaliortonormaliza
ji Grama-S
hmidta, to otrzymaliby±my ukªad wektorów

z
(k)

1 , . . . ,z
(k)
n , z który
h ka»dy ma �kierunek bli»szy� kierunku wektoraprzynale»nego do kolejnej warto±
i wªasnej (zakªadamy, »e warto±
i wªasne s¡ponumerowane w taki sposób, »e |λ1| > |λ2| > · · · > |λn|). Jest tak dlatego, boortonormaliza
ja �likwiduje� skªadowe wektora y

(k)

i w kierunka
h wektorów

z
(k)

1 , . . . ,z
(k)

i−1, które s¡ przybli»eniami wektorów wªasny
h x1, . . . ,xi−1 ma
ierzy A.St¡d wynika przypusz
zenie, »e dla ka»dego i ∈ {1, . . . , n} 
i¡g wektorów (z
(k)

i )k∈Nd¡»y do wektora wªasnego xi przynale»nego do warto±
i wªasnej λi.

Ma
ierz Zk = [z
(k)

1 , . . . ,z
(k)
n ] jest ortogonalna, a ponadto istnieje ma
ierz trójk¡tnagórna Rk, taka »e Yk = ZkRk. Przyjmijmy Z0 = I i ozna
zmy

Ak

def

= ZT
kAZk(
zyli w sz
zególno±
i A0 = A, ponadto wszystkie ma
ierze Ak s¡ podobne do Ai symetry
zne). Wtedy

Ak = ZT
kYk+1 = ZT

kZk+1Rk+1.Nie
h Qk+1 = ZT
kZk+1. St¡d Zk+1 = ZkQk+1, a przez induk
j� mamy st¡d

Zk = Z0Q1 . . . Qk = Q1 . . . Qk.Na tej podstawie

Ak = QT
k . . . QT

1AQ1 . . . Qk = QT
kAk−1Qk = RkQk.Podany wy»ej ra
hunek jest podstaw¡ dla nast�puj¡
ego algorytmu:1. Przyjmij A0 = A,2. Dla k = 1, 2, . . .znajd¹ ma
ierze ortogonaln¡ Qk i trójk¡tn¡ górn¡ Rk,takie »e Ak−1 = QkRk,obli
z Ak = RkQk.
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Je±li 
i¡g ma
ierzy (Zk)k∈N zbiega do ma
ierzy X, której kolumny s¡ wektoramiwªasnymi ma
ierzy A, to 
i¡g ma
ierzy (Ak)k∈N zbiega do ma
ierzy diagonalnej Λ,której znalezienie jest równozna
zne z obli
zeniem wszystki
h warto±
i wªasny
h.Zbie»no±¢ mo»e jednak nie mie¢ miejs
a. Aby j¡ po pierwsze osi¡gn¡¢, a po drugiesprawi¢, by byªa jak najszybsza, w kolejny
h itera
ja
h dobiera si� parametr ak(tzw. przesuni�
ie) i znajduje 
zynniki rozkªadu ma
ierzy Ak−1 − akI = QkRk,a nast�nie obli
za si� ma
ierz Ak = RkQk + akI. Dla dowolnego ak otrzymanaw ten sposób ma
ierz Ak te» jest podobna do Ak−1. Istniej¡ ró»ne sposobydobierania przesuni�
ia; jego warto±¢ powinna przybli»a¢ jedn¡ z warto±
iwªasny
h ma
ierzy A. Najprostszy (i skute
zny) wybór to ak = a
(k−1)
nn , bardziejwyra�nowane sposoby pominiemy.

Okazuje si�, »e je±li ma
ierz Ak−1 jest trójdiagonalna, to ma
ierz Ak te» jest.Dlatego pierwszym etapem obli
ze« powinno by¢ przeksztaª
enie ma
ierzy doposta
i trójdiagonalnej (przy u»y
iu algorytmu Ortegi-Householdera), 
o kosztuje

O(n3) opera
ji. Przeksztaª
enia w kolejny
h itera
ja
h za
howuj¡ t� posta¢.Rozkªadanie ma
ierzy Ak−1 − akI na 
zynniki Qk i Rk mo»e by¢ wykonanedowoln¡ metod¡, niekonie
znie przez ortonormaliza
j� Grama-S
hmidta. Zwyklerozkªadu ma
ierzy dokonuje si� za pomo
¡ tzw. obrotów Givensa. Koszt jednejitera
ji dla ma
ierzy trójdiagonalnej jest rz�du n.

Wspóª
zynniki diagonalne kolejny
h ma
ierzy Ak d¡»¡ do warto±
i wªasny
h, za±wspóª
zynniki kodiagonalne (tj. s¡siaduj¡
e z diagonal¡) d¡»¡ do zera. Je±liwarto±¢ bezwzgl�dna pewnego wspóª
zynnika na kodiagonali jest dostate
zniemaªa, tj. na poziomie bª�dów zaokr¡gle«, to wspóª
zynnik ten zast�puje si� zerem,ale wtedy powstaje ma
ierz blokowo-diagonalna z trójdiagonalnymi blokami:



















• •
• • •

• • ◦
◦ • •

• • •
• •



















→



















• •
• • •

• •
• •
• • •

• •



















i obli
zenia mo»na kontynuowa¢ dla ty
h bloków niezale»nie, dobieraj¡
niezale»nie przesuni�
ia. Przej±
ie od zadania postawionego dla 
aªej ma
ierzy dozada« w mniejszy
h bloka
h nazywa si� de�a
j¡. Algorytm QR ze wst�pnymprzeksztaª
eniem do posta
i trójdiagonalnej, przesuni�
iami i rekuren
yjn¡de�a
j¡ jest najefektywniejszym znanym algorytmem znajdowania wszystki
hwarto±
i wªasny
h ma
ierzy symetry
znej.
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Zadania i problemy

1. Nie
h A = [aij]i,j ∈ C
n,n. Koªem Gerszgorina nazywa si� zbiór li
zb zespolony
h zspeªniaj¡
y
h nierówno±¢ |z − aii| 6

∑
j6=i |aij|.Twierdzenie Gerszgorina: Ka»da warto±¢ wªasna ma
ierzy A le»y w pewnymkole Greszgorina.Wskazówka do dowodu: Wybierz wektor wªasny x, speªniaj¡
y warunek ‖x‖∞ = 1,i zbadaj koªo Gerszgorina o ±rodku aii, takie »e |xi| = 1.Wnioski: 1. Poniewa» ma
ierz AT ma to samo widmo 
o A, warto±
i wªasne le»¡w prze
i�
iu sumy kóª Gerszgorina obu ty
h ma
ierzy.2. Ma
ierz diagonalnie dominuj¡
a jest nieosobliwa.2. Zbadaj, jak zmieni si� widmo ma
ierzy dwudiagonalnej n × n













a 1

a

. . .. . . 1

a













po zast¡pieniu wspóª
zynnika an1 = 0 przez ε 6= 0.3. Udowodnij, »e je±li warto±
i wªasne λi, λj ma
ierzy A = AT ∈ R
n,n s¡ ró»ne, toprzynale»ne do ni
h wektory wªasne s¡ prostopadªe.4. Nie
h ρ(A) ozna
za promie« spektralny ma
ierzy A, tj. najwi�ksz¡ warto±¢bezwzgl�dn¡ warto±
i wªasnej tej ma
ierzy. Udowodnij, »e norma drugaindukowana ma
ierzy A wyra»a si� wzorem

‖A‖2 =
√

ρ(ATA).Je±li ma
ierz A jest symetry
zna, to jest te» ‖A‖2 = ρ(a). Korzystaj¡
 z tegowzoru i podany
h wiadomo±
i o zagadnieniu wªasnym, wyka», »e dla ma
ierzysymetry
znej 
ond2 A = |λmax|/|λmin| (λmax i λmin to odpowiednio warto±
i wªasneo najwi�kszej i najmniejszej warto±
i bezwzgl�dnej).5. Udowodnij, »e je±li ma
ierz T , symetry
zna i trójdiagonalna, ma wspóª
zynnikikodiagonalne (tj. s¡siaduj¡
e z diagonalnymi) niezerowe, to ka»da jej warto±¢wªasna ma krotno±¢ 1.6. Nie
h c, s ∈ R i c2 + s2 = 1. Dla i 6= j ma
ierz Gij, która ma wspóª
zynniki
gii = gjj = c, gji = −gij = s, a pozostaªe wspóª
zynniki takie, jak ma
ierzjednostkowa, jest ma
ierz¡ obrotu w pªasz
zy¹nie lin{ei,ej}; istnieje li
zba φ, taka»e c = 
osφ oraz s = sinφ � jest to k¡t obrotu. Ma
ierz Gij jest ortogonalna.Ilo
zyn GijA ma
ierzy obrotu i dowolnej ma
ierzy A ma takie same wiersze 
o A,poza i-tym i j-tym. Ilo
zyn AGij ma takie same kolumny poza i-t¡ i j-t¡.
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Nie
h A ∈ R
n,n b�dzie ma
ierz¡ dan¡ i nie
h B = GijA. K¡t obrotu mo»na dobra¢tak, aby wspóª
zynnik bij ma
ierzy B byª równy 0; tak skonstruowaneprzeksztaª
enie nazywa si� obrotem Givensa.Przypu±¢my, »e aij 6= 0; w prze
iwnym razie wystar
zy wzi¡¢ φ = 0, tj. Gij = I.Je±li aij 6= 0, to przyjmujemy φ = ar
 tgaij/ajj, sk¡d mamy

c =
ajj√

a2
jj + a2

ij

, s = −
aij√

a2
jj + a2

ij

.

Nie ma zatem potrzeby obli
zania warto±
i funk
ji trygonometry
zny
h ani
yklometry
zny
h, jest tylko pierwiastek kwadratowy. Obrót mo»emyreprezentowa¢ za pomo
¡ jednej li
zby ξ, okre±lonej wedªug algorytmu Stewarta:if ( |ajj| > |aij| ) {if ( ajj 6= 0 ) { d = aij/ajj; r =
√

1 + d2; ξ = d/r; }else ξ = 0;}else {if ( aij 6= 0 ) { d = ajj/aii; r =
√

1 + d2; ξ = r/d; }else ξ = 1;}Dokonuj¡
 rozkªadu ma
ierzy na 
zynniki ortogonalny i trójk¡tny, mo»na li
zb� ξzapami�ta¢ na miejs
u wspóª
zynnika aij. Na podstawie ξ mo»emy obli
zy¢ c i s:if ( |ξ| < 1 ) { c =
√

1 − ξ2; s = −ξ; }else if ( |ξ|==1 ) { c = 0; s = 1; }else { c = 1/ξ; s = −
√

1 − c2; }7. Udowodnij, »e je±li ma
ierz T jest symetry
zna i trójdiagonalna i T = QR, gdzie Qjest ma
ierz¡ ortogonaln¡, a R trójk¡tn¡ górn¡, to ma
ierz RQ = QTTQ te» jestsymetry
zna i trójdiagonalna.Wskazówka. Przedstaw ma
ierz Q w posta
i ilo
zynu G12G23 · . . . ·Gn−1,n ma
ierzyobrotów Givensa i sprawd¹, »e ilo
zyn RQ ma pod doln¡ kodiagonal¡ zerowewspóª
zynniki. Nast�pnie powoªaj si� na symetri�.
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Interpola
ja wielomianowa

Zadania interpola
yjne Lagrange'a i Hermite'a

Nie
h x0, . . . , xn b�d¡ danymi li
zbami, z który
h ka»de dwie s¡ ró»ne i nie
h

y0, . . . , yn b�d¡ li
zbami dowolnymi. Zadanie interpola
yjne Lagrange'a polega naskonstruowaniu wielomianu h(x) stopnia 
o najwy»ej n, takiego »e h(xi) = yi dla

i = 0, . . . , n.
Wymaganie, aby li
zby xi, zwane w�zªami interpola
yjnymi, byªy parami ró»ne,jest o
zywiste; nie mo»na zadawa¢ dwó
h ró»ny
h warto±
i funk
ji w tym samympunk
ie. Ale mo»emy dopu±
i¢, aby w�zªy powtarzaªy si�, je±li dla ka»degododatkowego �egzemplarza� w�zªa okre±limy inny warunek interpola
yjny. Je±liwarunek ten polega na podaniu warto±
i po
hodnej kolejnego rz�du, to mamyogólniejsze zadanie interpola
yjne Hermite'a: dla ka»dego w�zªa okre±lamy jegokrotno±¢ � jest to li
zba jego wyst¡pie« w danym 
i¡gu w�zªów. Dla w�zªa xio krotno±
i r > 1 zadajemy warto±¢ funk
ji, h(xi), po
hodnej, h ′(xi),i po
hodny
h do rz�du r − 1 wª¡
znie.

Zadanie interpola
yjne Hermite'a i jego przypadek sz
zególny � zadanieinterpola
yjne Lagrange'a � ma jednozna
zne rozwi¡zanie. Je±li poszukiwanywielomian przedstawimy jako kombina
j� liniow¡ elementów dowolnej bazyprzestrzeni R[x]n (przestrzeni wielomianów stopnia 
o najwy»ej n), to mo»emywarunki interpola
yjne zapisa¢ w posta
i ukªadu równa« liniowy
h,z niewiadomymi wspóª
zynnikami w wybranej bazie. Wymiar przestrzeni, 
zylili
zba niewiadomy
h, jest równy n + 1, tj. taki sam jak li
zba równa«.Przypu±¢my, »e warunki interpola
yjne s¡ jednorodne, tj. wszystkie zadanewarto±
i funk
ji i po
hodny
h s¡ równe 0. Wtedy rozwi¡zaniem ukªadu jestwektor zerowy, który reprezentuje wielomian zerowy. Gdyby istniaª niezerowywielomian h(x) stopnia 
o najwy»ej n speªniaj¡
y te same warunki interpola
yjne,to musiaªby by¢ podzielny przez wielomian pn+1(x) = (x − x0) · . . . · (x − xn), ale toozna
za, »e stopie« wielomianu h musiaªby by¢ 
o najmniej n + 1.Jednozna
zno±¢ rozwi¡zania ukªadu równa« opisuj¡
ego jednorodne warunkiinterpola
yjne ozna
za, »e ma
ierz tego ukªadu jest nieosobliwa, a wi�
 dladowolnej prawej strony (tj. dowolny
h zadany
h warto±
i funk
ji i po
hodny
h)zadanie ma jednozna
zne rozwi¡zanie.

Rozwi¡zanie zadania interpola
yjnego Lagrange'a mo»na przedstawi¢ wzorem
h(x) =

n∑

i=0

yiΦi(x), gdzie Φi(x) =
∏

j∈{0,...,n}\{i}

x − xj

xi − xj

,
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ale wzór ten nie jest prakty
zny w obli
zenia
h numery
zny
h (nale»y go ra
zejtraktowa¢ jako dowód istnienia rozwi¡zania zadania, 
zasem przydaje si� te»w ra
hunka
h symboli
zny
h i w rozwa»ania
h teorety
zny
h).

Bazy Newtona

Nie
h x0, . . . , xn b�d¡ li
zbami danymi. Mo»emy okre±li¢ wielomiany
p0(x) = 1,

p1(x) = x − x0,

p2(x) = (x − x0)(x − x1),...

pn(x) = (x − x0) · . . . · (x − xn−1),

pn+1(x) = (x − x0) · . . . · (x − xn−1)(x − xn).Zbiór wielomianów {p0, . . . , pk} jest baz¡ przestrzeni R[x]k, której elementami s¡wszystkie wielomiany stopnia 
o najwy»ej k. Ta tzw. baza Newtona jestwygodniejsza od bazy pot�gowej w zastosowaniu do zada« interpola
jiwielomianowej6. W sz
zególno±
i, maj¡
 wspóª
zynniki b0, . . . , bn wielomianustopnia 
o najwy»ej n, mo»emy obli
zy¢ warto±¢ wielomianu w(x) =
∑n

i=0 bipi(x)za pomo
¡ odpowiednio uogólnionego s
hematu Hornera:

w = bn;for ( i = n − 1; i > 0; i-- )

w = w*(x − xi) + bi;

Aby rozwi¡za¢ zadanie interpola
yjne Lagrange'a, mo»emy dla wybranejbazy {f0, . . . , fn} przestrzeni R[x]n utworzy¢ ma
ierz A ∈ R
n+1,n+1, tak¡ »e jejwspóª
zynnik aij = fi(xj) (numerujemy tu wiersze i kolumny od 0 do n).Rozwi¡zanie zadania sprowadza si� do rozwi¡zania ukªadu równa« z t¡ ma
ierz¡.Dla bazy pot�gowej mamy ukªad równa« z ma
ierz¡ peªn¡











1 x0 . . . xn
0

1 x1 . . . xn
1... ... ...

1 xn . . . xn
n





















a0

a1...

an











=











y0

y1...

yn











,

którego rozwi¡zaniem jest wektor wspóª
zynników wielomianu h(x) =
∑n

k=0 akx
k,za± dla bazy Newtona okre±lonej za pomo
¡ w�zªów interpola
yjny
h mamy ukªad6Baza pot�gowa jest sz
zególnym przypadkiem bazy Newtona, dla x0 = · · · = xk−1 = 0.
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z ma
ierz¡ trójk¡tn¡ doln¡:













1 0 . . . 0

1 p1(x1)

. . . ...... ... . . . 0

1 p1(xn) . . . pn(xn)























b0

b1...

bn











=











y0

y1...

yn











.

Mo»emy obli
zy¢ wspóª
zynniki tej ma
ierzy i rozwi¡za¢ ukªad kosztem tylko

Θ(n2) opera
ji (dalej poznamy inny algorytm obli
zania wspóª
zynnikówwielomianu interpola
yjnego w bazie Newtona). W razie potrzeby, mo»emynast�pnie kosztem Θ(n2) opera
ji przej±¢ do bazy pot�gowej, ale je±li nie jest tokonie
zne, to nie warto tego robi¢.

Ró»ni
e dzielone

Nie
h f ozna
za pewn¡ funk
j� A ⊂ R → R. Dla ustalony
h li
zb xi ∈ A (w�zªówinterpola
yjny
h) okre±lamy ró»ni
e dzielone rz�du 0:

f[xi]

def

= f(xi).Zakªadaja
, »e w�zªy s¡ jednokrotne (
zyli parami ró»ne), mo»emy nast�pnieokre±li¢ dla k > 0 ró»ni
e dzielone rz�du k wzorem

f[xi, . . . , xi+k]

def

=
f[xi, . . . , xi+k−1] − f[xi+1, . . . , xi+k]

xi − xi+k

. (*)

Ró»ni
� dzielon¡ mo»na postrzega¢ na dwa sposoby:1. Dla ustalony
h w�zªów xi, . . . , xi+k jest to kombina
ja liniowa warto±
i funk
ji fw ty
h w�zªa
h, a zatem jest to funk
jonaª liniowy w przestrzeni funk
jio ustalonej dziedzinie A, do której nale»¡ te w�zªy,2. Dla ustalonej funk
ji f jest to funk
ja k + 1 zmienny
h. �atwo jest dowie±¢, »e jestto funk
ja symetry
zna, tj. dowolne przestawienie jej argumentów (w�zªów) niezmienia jej warto±
i.

Jak wiemy, je±li wyra»enie limh→0 f[x, x + h] ma okre±lon¡ (i sko«
zon¡) warto±¢,to jest to po
hodna funk
ji f w punk
ie x. Mo»emy zatem rozszerzy¢ de�ni
j�ró»ni
y dzielonej na przypadek, gdy pewne (lub nawet wszystkie) w�zªy maj¡krotno±
i wi�ksze ni» 1, wykorzystuj¡
 przej±
ie do grani
y. Okazuje si� (
ouzasadnimy pó¹niej), »e je±li funk
ja f jest klasy Ck, to ró»ni
a dzielona, widzianajako funk
ja, której argumentami s¡ w�zªy, jest 
i¡gªa i za
hodzi równo±¢

lim

xi+1,...,xi+k→xi

f[xi, . . . , xi+k] =
f(k)(xi)

k!
.
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Na tej podstawie mo»emy zde�niowa¢ ró»ni
� dzielon¡ rz�du k w przypadku, gdy
xi = · · · = xi+k, wzorem

f[xi, . . . , xi︸ ︷︷ ︸
k+1

]

def

=
f(k)(xi)

k!
, (**)

natomiast w przypadku, gdy pewne w�zªy maj¡ krotno±¢ wi�ksz¡ ni» 1, ale niewszystkie w�zªy s¡ jednakowe, mo»emy (dzi�ki symetrii) uporz¡dkowa¢ je tak, abybyªo xi 6= xi+k, i u»y¢ wzoru (*).

W przypadku ogólnym ró»ni
a dzielona rz�du k, f[xi, . . . , xi+k], jest kombina
j¡liniow¡ warto±
i funk
ji f i jej po
hodny
h w w�zªa
h, przy 
zym je±li pewienw�zeª ma krotno±¢ r, to kombina
ja obejmuje po
hodne funk
ji f w tym w�¹le dorz�du r − 1.
Algorytm ró»ni
 dzielony
h

Przypu±¢my, »e w�zªy x0, . . . , xn s¡ parami ró»ne. Obli
zmy ró»ni
� dzielon¡wielomianu pk(x) nale»¡
ego do bazy Newtona okre±lonej dla ty
h w�zªów:

pk[x, x0] =
(x − x0) · . . . · (x − xk−1) − (x0 − x0) · . . . · (x0 − xk−1)

x − x0

=

(x − x1) · . . . · (x − xk−1).Otrzymali±my wielomian stopnia k − 1. Obli
zaj¡
 ró»ni
e dzielone 
orazwy»szy
h rz�dów, dostaniemy wielomiany 
oraz ni»szy
h stopni:

pk[x, x0, x1] = (x − x2) · . . . · (x − xk−1),...

pk[x, x0, . . . , xk−2] = (x − xk−1),

pk[x, x0, . . . , xk−2, xk−1] = 1.Po ostatnim kroku mo»emy o
zywi±
ie podstawi¢ x = xk, 
o nie zmieni warto±
iotrzymanego wielomianu stopnia 0. Ró»ni
e dzielone rz�dów wy»szy
h ni» k s¡równe 0. Bior¡
 pod uwag� zbiór miejs
 zerowy
h wielomianu pk, mamy

pk[x0, . . . , xi] =

{
0 dla i 6= k,

1 dla i = k.Podany wy»ej ra
hunek �prze
hodzi� te» na przypadek w�zªów powtarzaj¡
y
h si�� wystar
zy u»y¢ induk
ji i w kroku induk
yjnym dokona¢ odpowiedniegoprzej±
ia do grani
y.
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Nie
h h(x) b�dzie rozwi¡zaniem zadania interpola
yjnego Lagrange'a dla w�zªów

x0, . . . , xn. Wielomian h mo»emy przedstawi¢ jako kombina
j� liniow¡ elementówbazy Newtona: h(x) =
∑n

k=0 bkpk(x). Z tego, »e dla ustalony
h w�zªów ró»ni
edzielone s¡ funk
jonaªami liniowymi, i z przeprowadzonego wy»ej ra
hunkuwynika, »e za
hodz¡ równo±
i

h[x0, . . . , xi] =

n∑

k=0

bkpk[x0, . . . , xi] = bi.Znamy warto±
i wielomianu h w w�zªa
h interpola
yjny
h, s¡ nimi li
zby

y0, . . . , yn, a zatem mo»emy obli
zy¢ wspóª
zynniki b0, . . . , bn wielomianu hw bazie Newtona. Wygodnie jest przedstawi¢ i
h obli
zenie za pomo
¡ s
hematu

x0 y0 = b0

x1 y1

ց
→ h[x0, x1] = b1

x2 y2

ց
→ h[x1, x2]

ց
→ h[x0, x1, x2] = b2... ... ... ... . . .

xn yn

ց
→ h[xn−1, xn]

ց
→ h[xn−2, xn−1, xn] . . .

ց
→ h[x0, . . . , xn] = bn

Podprogram realizuj¡
y to obli
zenie zast�puje w tabli
y y dane warto±
i funk
jiprzez wspóª
zynniki b0, . . . , bn:for ( j = 1; j 6 n; j++ )for ( i = n; i > j; i-- )

y[i] = (y[i] − y[i − 1])/(x[i] − x[i − j]);

Aby rozwi¡za¢ zadanie interpola
yjne Hermite'a, nale»y zmody�kowa¢ tenalgorytm. Istotne jest uporz¡dkowanie dany
h; wymagamy, aby w tabli
y xwszystkie �egzemplarze� w�zªa krotnego wyst�powaªy obok siebie. W tabli
y yzadan¡ warto±¢ funk
ji podajemy w miejs
u odpowiadaj¡
ym pierwszemuwyst¡pieniu odpowiedniego w�zªa, a na kolejny
h miejs
a
h podajemy warto±
ikolejny
h po
hodny
h. Algorytm mo»na zrealizowa¢ w taki sposób:

k[0] = 0;for ( i = 1; i 6 n; i++ )

k[i] = x[i] == x[i − 1] ? k[i − 1] + 1 : 0;for ( j = 1; j 6 n; j++ )for ( i = n; i > j; i-- )if ( k[i] == 0 )

y[i] = (y[i] − y[i − 1 − k[i − 1]])/(x[i] − x[i − j]);else { y[i] /= j; k[i]--; }

7.6

W pierwszej p�tli w miejs
u i-tym pomo
ni
zej tabli
y k zapisujemy informa
j�,którego rz�du po
hodnej warto±
i¡ jest dana li
zba y[i]. W drugiej p�tli u»ywamytej informa
ji do wybrania odpowiedniej instruk
ji: obli
zenia ró»ni
y dzielonej zapomo
¡ wzoru (*) lub podzielenia y[i] przez odpowiedni¡ li
zb� 
aªkowit¡, 
oprowadzi do otrzymania silni w mianowniku wzoru (**).

Dowodzi si�, »e je±li w�zªy s¡ monotoni
znie uporz¡dkowane, to algorytm ró»ni
dzielony
h jest numery
znie poprawny, tj. obli
zone wspóª
zynniki w bazieNewtona reprezentuj¡ wielomian interpola
yjny dla odpowiednio maªozaburzony
h dany
h warto±
i funk
ji (i jej po
hodny
h).

Reszta interpola
yjna

Z uwagi na li
zne zastosowania zada« interpola
yjny
h Lagrange'a i Hermite'aw aproksyma
ji funk
ji i w konstruk
ji ró»ny
h metod numery
zny
h (np.rozwi¡zywania równa« nieliniowy
h i obli
zania 
aªek), du»e zna
zenie ma wzóropisuj¡
y reszt� interpola
yjn¡.

Twierdzenie. Je±li funk
ja f jest klasy Cn+1 w przedziale A ⊂ R i h(x) ozna
zawielomian interpola
yjny Hermite'a funk
ji f dla w�zªów x0, . . . , xn ∈ A, todla ka»dego x ∈ A istnieje li
zba ξ ∈ A, taka »e

f(x) − h(x) =
f(n+1)(ξ)

(n + 1)!
pn+1(x).

Dowód. Mo»emy ponumerowa¢ w�zªy tak, aby tworzyªy 
i¡g niemalej¡
y.Je±li x = xi dla pewnego i ∈ {0, . . . , n}, to pn+1(x) = 0 i dowodzona równo±¢ jesto
zywista (z dowolnym ξ). Dla ustalonego x ∈ A \ {x0, . . . , xn} okre±lamy funk
j�

gx(s)

def

= f(s) − h(s) − zpn+1(s),z parametrem z = z(x), który dobierzemy za 
hwil�. Korzystaj¡
 z tego,»e pn+1(x) 6= 0, bierzemy

z =
f(x) − h(x)

pn+1(x)
,

i w ten sposób dostajemy gx(x) = 0. Tak okre±lona funk
ja ma 
o najmniej

n + 2 miejs
a zerowe tj. wszystkie w�zªy interpola
yjne7 i punkt x. Funk
ja gx jestklasy Cn+1(A). Jej po
hodna rz�du k 6 n + 1 ma 
o najmniej n + 2 − k miejs
azerowe. Istotnie, je±li xi < xi+1, to (z twierdzenia Rolle'a) funk
ja gx, która na7Je±li pewien w�zeª ma krotno±¢ r > 1, to li
zymy go r razy; funk
ja gx przyjmuje w tympunk
ie warto±¢ 0 razem z po
hodnymi rz�du 1, . . . , r − 1.
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ko«
a
h przedziaªu [xi, xi+1] przyjmuje t� sam¡ warto±¢ 0, osi¡ga w tym przedzialemaksimum lub minimum, w punk
ie b�d¡
ym miejs
em zerowym funk
ji g ′
x. Je±liza± funk
ja gx ma miejs
e zerowe o krotno±
i r > 1 (w w�¹le xi), to jej po
hodnama w tym punk
ie miejs
e zerowe o krotno±
i r − 1. Korzystaj¡
 z induk
ji,stosujemy to rozumowanie do kolejny
h po
hodny
h. Wynika z niego, »epo
hodna rz�du n + 1 funk
ji gx ma w przedziale A 
o najmniej jedno miejs
ezerowe, ξ. Podstawiaj¡
 s = ξ, dostajemy

0 = g(n+1)
x (ξ) = f(n+1)(ξ) − h(n+1)(ξ) − zp

(n+1)

n+1 (ξ).Po
hodna rz�du n + 1 wielomianu h(s) (stopnia n) jest równa 0, za± po
hodnawielomianu pn+1(s) (stopnia n + 1), którego wspóª
zynnik (w bazie pot�gowej)przy sn+1 jest równy 1, jest dla ka»dego s równa (n + 1)!. Zatem

z =
f(n+1)(ξ)

(n + 1)!
.

Dowód zako«
zymy, wstawiaj¡
 to do de�ni
ji funk
ji gx i bior¡
 s = x. 2

Ze wzoru na reszt� interpola
yjn¡ ªatwo wynika8 podany w
ze±niej bez dowodufakt, »e je±li funk
ja jest klasy Ck w oto
zeniu punktu xi, to

lim

xi+1,...,xi+k→xi

f[xi, . . . , xi+k] =
f(k)(xi)

k!
,


o jest podstaw¡ podanej de�ni
ji ró»ni
 dzielony
h tak»e dla w�zªówo krotno±
ia
h wi�kszy
h ni» 1. Dowiedziony wzór w sz
zególnym przypadku, gdy

x0 = · · · = xn, jest wzorem Taylora (z reszt¡ w posta
i Lagrange'a). Innyprzypadek sz
zególny, dla dwó
h w�zªów jednokrotny
h, wykorzystali±my ju»w analizie metody sie
zny
h. Dalsze zastosowania nast¡pi¡.

8Za przedziaª A mo»emy przyj¡¢ najkrótszy przedziaª zawieraj¡
y wszystkie w�zªy � pod
zasprzej±
ia do grani
y dªugo±¢ tego przedziaªu zbiega do zera.

7.8

Zadania i problemy

1. Rozwi¡» zadanie interpola
yjne Lagrange'a (tj. skonstruuj baz� Newtona i obli
zwspóª
zynniki wielomianu interpola
yjnego w tej bazie) dla w�zªów i warto±
ifunk
ji podany
h w tabel
e:

xi −2 −1 0 2 3

f(xi) 17 1 1 1 372. Rozwi¡» zadanie interpola
yjne Hermite'a dla w�zªów i warto±
i funk
jii po
hodny
h podany
h w tabel
e:
xi 0 1 3

f(xi) −1 −2 80

f ′(xi) −2

f ′′(xi) 123. Przej±
ie mi�dzy baz¡ Newtona i pot�gow¡ mo»e by¢ dokonane za pomo
¡s
hematu Hornera; zoba
zmy, w jaki sposób. Rozwa»my dzielenie z reszt¡wielomianu w(x) = anxn + · · · + a1x + a0 przez dwumian (x − x0):

w(x) =

n∑

i=0

aix
i =

(n−1∑

i=0

ci+1x
i

)

(x − x0) + c0 = cnxn +

n−1∑

i=0

(ci − ci+1x0)x
i.

St¡d cn = an oraz ci = ci+1x0 + ai dla i < n. Zauwa»amy, »e li
zby ci s¡ kolejnonadawanymi warto±
iami zmiennej w pod
zas obli
zania za pomo
¡ (zwykªego)s
hematu Hornera warto±
i w(x0). Otrzymujemy reszt� z dzielenia,

b0 = c0 = w(x0), i wspóª
zynniki w bazie pot�gowej ilorazu c(x). Je±li okre±limybaz� Newtona, której elementami s¡ wielomiany

q0(x) = 1,

qi(x) =

i−1∏

k=1

(x − xk) dla i = 1, . . . , n − 1,

to wspóª
zynniki wielomianu c(x) w tej bazie s¡ identy
zne ze wspóª
zynnikami

b1, . . . , bn wielomianu w w bazie Newtona {p0, . . . , pn}. Aby otrzyma¢ b1, mo»nanast�pnie podzieli¢ wielomian c(x) przez (x − x1), i tak dalej, rekuren
yjnie.Mamy zatem algorytm przej±
ia od bazy pot�gowej do bazy Newtona:for ( j = 0; j < n; j++ )for ( i = n − 1; i > j; i-- )

a[i] += a[i + 1] ∗ xj;



7.9

(algorytm ten zast�puje w tabli
y a wspóª
zynniki wielomianu w bazie pot�gowejwspóª
zynnikami w bazie Newtona). Algorytm przej±
ia w drug¡ stron� wykonujeopera
je prze
iwne w odwrotnej kolejno±
i:for ( j = n − 1; j > 0; j-- )for ( i = j; i < n; i++ )

a[i] -= a[i + 1] ∗ xj;4. Algorytm Aitkena. Warto±¢ w dowolnym punk
ie x wielomianu interpola
yjnegoLagrange'a okre±lonego przez w�zªy x0, . . . , xn i warto±
i w ty
h w�zªa
h

y0, . . . , yn, mo»e by¢ obli
zona (kosztem O(n2) opera
ji) bezpo±rednio napodstawie ty
h dany
h. Przypu±¢my, »e dwa wielomiany stopnia 
onajwy»ej k − 1, p
(k−1)

i (x) i p
(k−1)

i+1 (x), s¡ rozwi¡zaniami zada« interpola
yjny
hLagrange'a odpowiednio dla w�zªów xi, . . . , xi+k−1 oraz xi+1, . . . , xi+k. Wtedywielomian

p
(k)

i (x) =
xi+k − x

xi+k − xi

p
(k−1)

i (x) +
x − xi

xi+k − xi

p
(k−1)

i+1 (x)

ma stopie« 
o najwy»ej k i jest rozwi¡zaniem zadania dla w�zªów xi, . . . , xi+k.Istotnie, dla x = xi pierwszy z uªamków w powy»szym wzorze ma warto±¢ 1,a drugi 0 (zatem p
(k)

i (xi) = p
(k−1)

i (xi) = yi, dla x = xi+k uªamki maj¡ warto±
i 0 i 1(sk¡d wynika p
(k)

i (xi+k) = p
(k−1)

i+1 (xi+k) = yi+k), za± dla ka»dego x ∈ R (w tym dla

x ∈ {xi+1, . . . , xi+k−1}) suma uªamków jest równa 1, a wi�
 p
(k)

i (xj) = yj dla

j = i + 1, . . . , i + k − 1.Warto±
i wielomianów stopnia 0 w punk
ie x, p
(0)

i (x) = yi, mamy za darmo.Mo»emy zatem wpisa¢ li
zby y0, . . . , yn do tabli
y p, i wykona¢ algorytmfor ( k = 1; k 6 n; k++ )for ( i = 0; i 6 n − k; i++ )

p[i] =
(

(xi+k − x) ∗ p[i] + (x − xi) ∗ p[i + 1]
)

/(xi+k − xi);otrzymuj¡
 w ten sposób warto±¢ wielomianu interpola
yjnego w zmiennej p[0].5. Za
hodzi wzór Leibniza: je±li funk
je g i h s¡ odpowiednio gªadkiei f(x) = g(x)h(x), to

f[x0, . . . , xk] =

k∑

l=0

g[x0, . . . , xl]h[xl, . . . , xk].

Aby go udowodni¢, okre±lamy bazy Newtona:

pl(x) =

l−1∏

j=0

(x − xj), qm(x) =

k∏

j=k−m+1

(x − xj).
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Nie
h F(x) ozna
za ilo
zyn wielomianów interpola
yjny
h Hermite'a funk
ji g i hoparty
h na w�zªa
h x0, . . . , xk:

F(x) =

k∑

l=0

g[x0, . . . , xl]pl(x)

k∑

m=0

h[xm, . . . , xk]qk−m(x).

Dla dowolnego w�zªa xi o krotno±
i r funk
je F i f maj¡ w tym w�¹le takie samewarto±
i i po
hodne do rz�du r − 1 wª¡
znie. Mo»emy napisa¢
F(x) =

∑

06l6m6k

(

g[x0, . . . , xl]h[xm, . . . , xk]pl(x)qk−m(x)
)

+
∑

06m<l6k

(

. . .
)

(skªadniki obu sum s¡ opisane tym samym wzorem). Dla m < l ilo
zynwielomianów pl(x)qk−m(x) ma w w�¹le xi o krotno±
i r miejs
e zerowe o krotno±
i
o najmniej r, a zatem pierwsza suma (której wszystkie skªadniki maj¡ stopie« niewi�kszy ni» k) reprezentuje wielomian interpola
yjny Hermite'a funk
ji f, opartyna w�zªa
h x0, . . . , xk. Wspóª
zynnik tego wielomianu odpowiadaj¡
ywielomianowi pk w bazie Newtona i jedno
ze±nie xk w bazie pot�gowej jest równy

f[x0, . . . , xk]. Skªadniki stopnia k w pierwszej sumie maj¡ l = m, a pozostaªe maj¡stopie« ni»szy. Pozostaje zauwa»y¢, »e wspóª
zynnik przy xk (w bazie pot�gowej)pierwszej sumy jest równy wyra»eniu po prawej stronie wzoru Leibniza. 2
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Interpola
ja funk
jami sklejanymi

Motywa
ja dla stosowania funk
ji sklejany
h

Funk
je sklejane s¡ to funk
je okre±lone w ten sposób, »e pewien przedziaª

[a, b] ⊂ R (albo, je±li jest taka potrzeba, 
aªy zbiór li
zb rze
zywisty
h) dzielimyna podprzedziaªy, wybieraj¡
 w�zªy. W ka»dym przedziale, którego ko«
ami s¡w�zªy, funk
ja sklejana stopnia n jest wielomianem stopnia 
o najwy»ej n.

W wielu zastosowania
h funk
je sklejane s¡ wygodniejsze ni» funk
jewielomianowe. W sz
zególno±
i, ksztaªt wykresu funk
ji sklejanej nawet niskiegostopnia mo»e by¢ dowolnie skomplikowany, ªatwo jest wi�
 aproksymowa¢ ró»nefunk
je z dobr¡ dokªadno±
i¡. Zastosowanie funk
ji sklejany
h w interpola
ji marównie» przewag� nad wielomianami. Wyst�puj¡
y we wzorze opisuj¡
ymrozwi¡zanie zadania interpola
ji Lagrange'a wielomian

Φi(x) =
∏

j∈{0,...,n}\{i}

x − xj

xi − xj

,

który przyjmuje warto±¢ 1 dla x = xi oraz 0 dla x = xj 6= xi, mi�dzy swoimimiejs
ami zerowymi os
yluje i (zale»nie od n i od li
zb x0, . . . , xn) mo»eprzyjmowa¢ warto±
i wy
hodz¡
e daleko poza przedziaª [0, 1]. Funk
je sklejane niemaj¡ tej wady, dzi�ki 
zemu np. wykres funk
ji sklejanej prze
hodz¡
ej przezzadane punkty wydaje si� zwykle zgodny z o
zekiwaniami.

Ob
i�te funk
je pot�gowe

W�zªy funk
ji sklejanej ozna
zymy symbolami ui; przyjmiemy, »e tworz¡ one 
i¡grosn¡
y (na razie pominiemy przypadek w�zªów krotny
h, tj. tworz¡
y
h 
i¡gniemalej¡
y, ale niekonie
znie ró»nowarto±
iowy). Zaªo»ymy, »e wielomiany pi−1i pi stopnia 
o najwy»ej n, opisuj¡
e funk
j� sklejan¡ s odpowiedniow przedziaªa
h (ui−1, ui) oraz (ui, ui+1), przyjmuj¡ w punk
ie ui t� sam¡ warto±¢,a ponadto maj¡ takie same po
hodne rz�du 1, . . . , n − 1 (uwaga: zaªo»enie, »erównie» po
hodna rz�du n obu wielomianów jest taka sama ozna
za, »e to jest tensam wielomian).

Ró»ni
a wielomianów pi i pi−1 musi by¢ zatem wielomianem stopnia 
onajwy»ej n, który w punk
ie ui ma miejs
e zerowe o krotno±
i n, ale ka»dy takiwielomian ma posta¢ c(x − ui)
n dla pewnej staªej c. Jednym z wielu sposobówokre±lania funk
ji sklejany
h jest u»y
ie tzw. ob
i�ty
h funk
ji pot�gowy
h,

8.2

okre±lony
h wzorem

(x − ui)
n
+

def

=

{
(x − ui)

n dla x > ui,

0 dla x < ui.Maj¡
 w�zªy np. u0, . . . , uN, mo»emy wybra¢ dowolny wielomian p−1 (stopnia 
onajwy»ej n) oraz li
zby c0, . . . , cN, i okre±li¢ funk
j� sklejan¡ stopnia n wzorem

s(x) = p−1(x) +

N∑

i=0

ci(x − ui)
n
+.

Takie przedstawienie funk
ji sklejanej daje pewne intui
je (np. �od razu wida¢�, »efunk
ja s jest klasy Cn−1(R)), ale ob
i�te funk
je pot�gowe s¡ niewygodnew zastosowania
h i oparta na ni
h reprezenta
ja jest podatna na bª�dy zaokr¡gle«.Dlatego do reprezentowania funk
ji sklejany
h i przetwarzania i
h w obli
zenia
hnumery
zny
h stosuje si� inne sposoby. Chyba najmniej wygodnym z ty
hsposobów jest stosowanie bazy pot�gowej.

Uwaga. W tym wykªadzie posªuguj� si� poj�
iem stopnia funk
ji sklejanej, tj.najwi�kszego dopusz
zalnego przez reprezenta
j� stopnia wielomianu opisuj¡
egot� funk
j� w pewnym przedziale, ale w wielu publika
ja
h i biblioteka
hpodprogramów jest w u»y
iu tzw. rz¡d funk
ji sklejanej, tj. li
zba o 1 wi�ksza odstopnia. Zatem, np. funk
je sklejane pierwszego rz�du to funk
je stopnia 0, 
zylikawaªkami staªe, wykresem funk
ji sklejanej rz�du 2, 
zyli stopnia 1, jest ªamana.

Z wielu ró»ny
h wzgl�dów w zastosowania
h dominuj¡ funk
je sklejane trze
iegostopnia (tzw. kubi
zne) i teraz na ni
h skupimy uwag�.

Reprezenta
ja Hermite'a funk
ji sklejany
h trze
iego stopnia

Okre±lamy 
ztery wielomiany:

H00(t) = 2t3 − 3t2 + 1, H10(t) = −2t3 + 3t2,

H01(t) = t3 − 2t2 + t, H11(t) = t3 − t2.Wielomiany te s¡ rozwi¡zaniami zada« interpola
yjny
h Hermite'a dla dwó
hdwukrotny
h w�zªów, 0 i 1. Mianowi
ie, za
hodz¡ równo±
i

H00(0) = 1, H00(1) = H ′
00(0) = H ′

00(1) = 0,

H10(1) = 1, H10(0) = H ′
10(0) = H ′

10(1) = 0,

H ′
01(0) = 1, H01(0) = H01(1) = H ′

01(1) = 0,

H ′
11(1) = 1, H11(0) = H11(1) = H ′

11(0) = 0.
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Dzi�ki temu rozwi¡zanie zadania interpola
yjnego Hermite'a z tymi w�zªami dladowolnej funk
ji f mo»emy zapisa¢ wzorem

h(t) = f(0)H00(t) + f ′(0)H01(t) + f(1)H10(t) + f ′(1)H11(t).Co wi�
ej, przez zamian� zmiennej mo»emy znale¹¢ rozwi¡zanie zadaniainterpola
yjnego dla dowolny
h dwó
h w�zªów interpola
yjny
h o krotno±
i 2.Je±li w�zªami tymi s¡ li
zby ui i ui+1, i ozna
zymy hi = ui+1 − ui (zakªadamy, »e

hi > 0), to mamy st¡d wzór

h(x) = f(ui)Hi,00(x) + f ′(ui)Hi,01(x) + f(ui+1)Hi,10(x) + f ′(ui+1)Hi,11(x),w którym u»yli±my funk
ji

Hi,00(x) = H00(t), Hi,01(x) = hiH01(t),

Hi,10(x) = H10(t), Hi,11(x) = hiH11(t),przy 
zym t = (x − ui)/hi.

Dla ustalony
h w�zªów u0, . . . , uN (tworz¡
y
h 
i¡g rosn¡
y), maj¡
 dowolneli
zby a0, . . . , aN oraz b0, . . . , bN, mo»emy okre±li¢ funk
j� kawaªkamiwielomianow¡ w przedziale [u0, uN] wzorem

s(x) = pi(x) = aiHi,00(x) + biHi,01(x) + ai+1Hi,10(x) + bi+1Hi,11(x)dla x ∈ [ui, ui+1].Jest o
zywiste, »e funk
ja ta jest klasy C1[u0, uN], i w w�¹le ui ma warto±¢ ai,a jej po
hodna w ui jest równa bi, dla i = 0, . . . ,N.

Funk
ja s jest funk
j¡ sklejan¡, ale w isto
ie opart¡ na 
i¡gu w�zªów, z który
hka»dy nale»y li
zy¢ dwukrotnie. Funk
ja ta jest (sklejanym) rozwi¡zaniem zadaniainterpola
yjnego Hermite'a, w którym dla ka»dego w�zªa zadajemy dwa warunkiinterpola
yjne: warto±¢ funk
ji i po
hodnej. Funk
ja ta jest skonstruowana zapomo
¡ wielomianów speªniaj¡
y
h warunki interpola
yjne Hermite'a dla dwó
hw�zªów o krotno±
i 2 (ko«
ów ka»dego przedziaªu (ui, ui+1)) i dlatego jejreprezenta
ja w tej posta
i jest nazywana reprezenta
j¡ Hermite'a9

Kubi
zne interpola
yjne krzywe sklejane

Aby okre±li¢ krzyw¡ sklejan¡ trze
iego stopnia, która jest rozwi¡zaniem zadaniainterpola
yjnego Lagrange'a (tj. dla ka»dego w�zªa ui 
h
emy poda¢ tylko jedn¡9W 
zasa
h, gdy »yª Charles Hermite (1822�1901 r.), funk
je sklejane nie byªy jesz
ze znane;odkryª je S
hoenberg w 1946 r.

8.4

li
zb�, ai, b�d¡
¡ warto±
i¡ funk
ji), skorzystamy z warunku 
i¡gªo±
i po
hodnejdrugiego rz�du. Zatem, po
hodne drugiego rz�du wielomianów pi−1(x) i pi(x),opisuj¡
y
h poszukiwan¡ funk
j� s w przedziaªa
h (ui−1, ui) oraz (ui, ui+1), maj¡przyjmowa¢ w punk
ie ui t� sam¡ warto±¢ (reprezenta
ja Hermite'a gwarantuje,»e b�d¡ miaªy w tym punk
ie identy
zne warto±
i i po
hodne pierwszego rz�du).Na tej podstawie mo»emy obli
zy¢ li
zby bi, tj. warto±
i po
hodnej pierwszegorz�du funk
ji s w w�zªa
h interpola
yjny
h.

Aby wyprowadzi¢ odpowiednie równania, nale»y obli
zy¢ po
hodne wielomianów,za pomo
¡ który
h przedstawiamy rozwi¡zanie:
H ′′

i−1,00(ui) =
6

h2
i−1

, H ′′
i,00(ui) =

−6

h2
i

, H ′′
i−1,10(ui) =

−6

h2
i−1

, H ′′
i,10(ui) =

6

h2
i

,

H ′′
i−1,01(ui) =

2

hi−1

, H ′′
i,01(ui) =

−4

hi

, H ′′
i−1,11(ui) =

4

hi−1

, H ′′
i,11(ui) =

−2

hi

.Zatem, warunek 
i¡gªo±
i drugiej po
hodnej w punk
ie ui, p ′′
i−1(ui) = p ′′

i (ui), maposta¢

6

h2
i−1

ai−1 −
6

h2
i−1

ai +
2

hi−1

bi−1 +
4

hi−1

bi = −
6

h2
i

ai +
6

h2
i

ai+1 −
4

hi

bi −
2

hi

bi+1.Po pomno»eniu stron przez hi−1hi/2 i uporz¡dkowaniu, dostajemy równanie

hibi−1 + 2(hi−1 + hi)bi + hi−1bi+1 = 3

(

hi

hi−1

(ai − ai−1) +
hi−1

hi

(ai+1 − ai)

)

.(*)W ten sposób otrzymali±my równania 
i¡gªo±
i po
hodny
h drugiego rz�dufunk
ji s w �wewn�trzny
h� w�zªa
h u1, . . . , uN−1; dla ustalony
h li
zb a0, . . . , aNmusimy znale¹¢ li
zby y0, . . . , yN speªniaj¡
e te równania. Zauwa»amy, »e li
zbaniewiadomy
h jest o 2 wi�ksza ni» li
zba równa«. Aby mie¢ rozwi¡zaniejednozna
zne, trzeba doªo»y¢ dodatkowe dwa równania.

Dodatkowe równania w konstruk
ji sklejany
h krzywy
h interpola
yjny
h opisuj¡zwykle tzw. warunki brzegowe, tj. pewne warunki narzu
one na po
hodnefunk
ji s w skrajny
h w�zªa
h u0 i uN. Najprostszy sposób, to arbitralneokre±lenie warto±
i po
hodny
h pierwszego rz�du, tj. li
zb b0 i bN. To jednakmo»e by¢ kªopotliwe dla u»ytkownika programu. Cz�sto stosowanymrozwi¡zaniem jest »¡danie, aby po
hodna drugiego rz�du funk
ji s byªaw punkta
h u0 i uN równa 0. Powstaje wtedy tzw. naturalna krzywa sklejana. Napodstawie wypisany
h w
ze±niej warto±
i funk
ji Hi,jk, równania p ′′
0(u0) = 0i p ′′

N−1(uN) = 0 mo»emy przedstawi¢ w posta
i

2h0b0 + h0b1 = 3(a1 − a0),

hN−1bN−1 + 2hN−1bN = 3(aN − aN−1).



8.5

Po doª¡
zeniu ty
h równa« otrzymujemy ukªad równa« liniowy
h z ma
ierz¡trójdiagonaln¡. Mo»emy zauwa»y¢, »e dla dowolnego rozmiesz
zenia w�zªów, tj.dla dowolny
h dodatni
h li
zb h0, . . . , hN−1, ma
ierz ta jest diagonalniedominuj¡
a. Zatem, mamy ukªad o jednozna
znym rozwi¡zaniu, które mo»emyznale¹¢ za pomo
¡ elimina
ji Gaussa kosztem O(N) dziaªa« arytmety
zny
h.

Istnieje wiele inny
h sposobów okre±lania warunków brzegowy
h, np. mo»naza»¡da¢, aby po
hodna trze
iego rz�du wielomianów p0 i pN−1 byªa równa 0(zatem, aby byªy to wielomiany drugiego stopnia), lub te», aby wielomian p0 byªidenty
zny z p1, a wielomian pN−1 z pN−2 (a wi�
, aby w�zªy interpola
yjne u1i uN−1 nie byªy w�zªami funk
ji sklejanej � po angielsku nazywa si� to waruneknot a knot).
Jesz
ze inna mo»liwo±¢, to przyj�
ie bN = b0 i wymaganie, aby po
hodna drugiegorz�du funk
ji s w w�zªa
h u0 i uN byªa taka sama. Wtedy, je±li a0 = aN, tj.funk
ja s ma t� sam¡ warto±¢ w punkta
h u0 i uN, skonstruujemy tzw.okresow¡ funk
j� sklejan¡ � nakªadaj¡
 warunek, »e dla ka»dego x ∈ R

s(x + T) = s(x), gdzie T = uN − u0, otrzymujemy okresow¡ funk
j� klasy C2(R).W ukªadzie równa« (*) zast�pujemy niewiadom¡ bN przez b0 i doª¡
zamyrównanie

h0bN−1 + 2(hN−1 + h0)b0 + hN−1b1 = 3

(

h0

hN−1

(a0 − aN−1) +
hN−1

h0

(a1 − a0)

)

,otrzymuj¡
 w ten sposób ukªad równa« z ma
ierz¡ 
ykli
zn¡ trójdiagonaln¡,diagonalnie dominuj¡
¡.

Twierdzenie Holladaya

Dla du»ej li
zby w�zªów wielomiany interpola
yjne Lagrange'a �¹le si� za
howuj¡�,tj. i
h warto±
i mi�dzy s¡siednimi w�zªami mog¡ wystawa¢ daleko poza przedziaª,którego ko«
ami s¡ warto±
i wielomianu w ty
h w�zªa
h. Udowodnimytwierdzenie, które mo»na zinterpretowa¢ w ten sposób, »e pod tym wzgl�demnajlepiej, jak tylko si� da, za
howuje si� naturalna kubi
zna interpola
yjnafunk
ja sklejana. W tym 
elu okre±limy funk
jonaª, który nazwiemy energi¡,i który przyjmiemy za miar� �powyginania� wykresów funk
ji klasy C2[u0, uN]:
E(f)

def

=

∫uN

u0

(

f ′′(x)
)2dx.

Twierdzenie Holladaya. W zbiorze funk
ji klasy C2[u0, uN] speªniaj¡
y
hwarunki interpola
yjne Lagrange'a okre±lone w w�zªa
h u0, . . . , uNnajmniejsz¡ energi� ma naturalna kubi
zna funk
ja sklejana.

8.6

Dowód. Nie
h s ozna
za naturaln¡ kubi
zn¡ funk
j� sklejan¡ speªniaj¡
¡ zadanewarunki interpola
yjne, i nie
h f ozna
za dowoln¡ inn¡ funk
j� klasy C2,przyjmuj¡
¡ w w�zªa
h te same warto±
i. Mamy f = (f − s) + s, zatem
E(f) =

∫uN

u0

(

f ′′(x) − s ′′(x)
)2dx + 2

∫uN

u0

(

f ′′(x) − s ′′(x)
)

s ′′(x)dx +

∫uN

u0

(

s ′′(x)
)2dx.

Obli
zymy drug¡ 
aªk� w powy»szym wzorze, 
aªkuj¡
 przez 
z�±
i:
∫uN

u0

(

f ′′(x) − s ′′(x)
)

s ′′(x)dx =

(

f ′(x) − s ′(x)
)

s ′′(x)
∣

∣

∣

uN

u0

−

∫uN

u0

(

f ′(x) − s ′(x)
)

s ′′′(x)dx.

Dla naturalnej funk
ji sklejanej s jest s ′′(u0) = s ′′(uN) = 0, ponadto w ka»dymprzedziale (ui, ui+1) po
hodna trze
iego rz�du funk
ji s jest staªa; ozna
zmy j¡symbolem si. Rozpatrywana 
aªka jest wi�
 równa

−

N−1∑

i=0

∫ui+1

ui

(

f ′(x) − s ′(x)
)

sidx = −

N−1∑

i=0

si

(

f(x) − s(x)
)

∣

∣

∣

ui+1

ui

= 0,

bo dla ka»dego i jest f(ui) = s(ui). Mamy st¡d

E(f) =

∫uN

u0

(

f ′′(x) − s ′′(x)
)2dx +

∫uN

u0

(

s ′′(x)
)2dx.

Je±li funk
je f i s maj¡ tak¡ sam¡ po
hodn¡ drugiego rz�du w przedziale [u0, uN]i s¡ ró»ne, to i
h ró»ni
a jest wielomianem stopnia 0 lub 1, ale wtedy nie mog¡przyjmowa¢ ty
h samy
h warto±
i we wszystki
h w�zªa
h. Zatem, je±li przyjmuj¡i s¡ ró»ne, to za
hodzi nierówno±¢ E(f) > E(s), 
o pragn�li±my udowodni¢. 2
Funk
je B-sklejane

Funk
je sklejane trze
iego stopnia s¡ odpowiednie w wi�kszo±
i zastosowa«prakty
zny
h, ale w pewny
h przypadka
h potrzebne s¡ te» funk
je sklejaneinny
h stopni. Reprezenta
ja Hermite'a, opisana w
ze±niej, jest w miar� wygodnadla funk
ji stopnia nieparzystego, ale jesz
ze wygodniejsza w zastosowania
h, dladowolnego stopnia, jest reprezenta
ja B-sklejana. Funk
j� sklejan¡ stopnia nz w�zªami u0, . . . , uN (ogólnie w literaturze jest wiele sposobów numerowaniai ozna
zania w�zªów i funk
ji B-sklejany
h) reprezentuje si� w posta
i

s(x) =

N−n−1∑

i=0

diN
n
i (x),
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tj. jako kombina
j� liniow¡ tzw. funk
ji B-sklejany
h Nn
i , okre±lony
h wzoremMans�elda-de Boora-Coxa:

N0
i(x) =

{
1 dla x ∈ [ui, ui+1)

0 w prze
iwnym razie

Nn
i (x) =

x − ui

ui+n − ui

Nn−1
i (x) +

ui+n+1 − x

ui+n+1 − ui+1

Nn−1
i+1 (x).

Okre±lenie funk
ji B-sklejany
h dopusz
za w�zªy o krotno±
i wi�kszej ni» 1, przy
zym dla ka»dego i powinna za
hodzi¢ nierówno±¢ ui < ui+n+1, bo w prze
iwnymrazie funk
ja Nn
i byªaby funk
j¡ zerow¡. Bez dowodu podam najwa»niejszewªasno±
i ty
h funk
ji. Funk
je Nn

i s¡ nieujemne. Funk
ja Nn
i jest ró»na od zeratylko w przedziale [ui, ui+n+1) i mi�dzy kolejnymi w�zªami w tym przedziale jestopisana za pomo
¡ wielomianów stopnia n. Ponadto funk
ja ta ma tylko jednomaksimum (st¡d nazwa B-sklejane, ang. B-spline, od ksztaªtu wykresu, którytro
h� przypomina przekrój dzwonu). Suma funk
ji stopnia n okre±lony
h zapomo
¡ w�zªów u0, . . . , uN w przedziale [un, uN−n) jest równa 1. Zwyklew zastosowania
h za dziedzin� funk
ji s przyjmuje si� ten przedziaª (ewentualniedomkni�ty, tj. [un, uN−n]).

Po
hodna funk
ji B-sklejanej stopnia n wyra»a si� wzoremddx
Nn

i (x) =
n

ui+n − ui

Nn−1
i (x) −

n

ui+n+1 − ui+1

Nn−1
i+1 (x).

Okazuje si� (jest kilka dowodów, wszystkie s¡ dosy¢ »mudne), »e w oto
zeniudowolnego w�zªa o krotno±
i r funk
je B-sklejane (a zatem i ka»da funk
ja s, którajest i
h kombina
j¡ liniow¡) s¡ 
i¡gªe razem z po
hodnymi rz�du 1, . . . , n − r.Zale»nie od potrzeb, mo»emy wi�
 dobra¢ stopie« i w�zªy tak, aby otrzyma¢funk
je sklejane odpowiedniej do zastosowania klasy. Prawie zawsze wystar
zy

n < 10, naj
z�±
iej bierze si� n = 3. W pewny
h zastosowania
h przydaje si� wzór
∫

R

Nn
i (x)dx =

∫ui+n+1

ui

Nn
i (x)dx =

1

n
(ui+n+1 − ui).

W przedziale [uk, uk+1) ⊂ [un, uN−n) niezerowe warto±
i przyjmuje n + 1 funk
jiB-sklejany
h stopnia n, mianowi
ie funk
je Nn
k−n, . . . ,Nn

k. Wielomiany opisuj¡
ete funk
je w przedziale [uk, uk+1) s¡ liniowo niezale»ne. Warto±
i ty
hwielomianów dla ustalonego x mo»na obli
zy¢ za pomo
¡ algorytmu de Boora,który realizuje obli
zenie na podstawie wzoru Mans�elda-de Boora-Coxa. Przedwykonaniem podanej ni»ej pro
edury nale»y znale¹¢ przedziaª [uk, uk+1), do

8.8

którego nale»y li
zba x; mo»na w tym 
elu zastosowa¢ wyszukiwanie binarne, lub,je±li w�zªy un, . . . , uN−n s¡ równoodlegªe, posªu»y¢ si� dzieleniem (tj. obli
zy¢
k = n + ⌊(x − un)/(un+1 − un)⌋).

b[k] = 1;for ( j = 1; j 6 n; j++ ) {

β = (uk+1 − x)/(uk+1 − uk−j+1);

b[k − j] = β ∗ b[k − j + 1];for ( i = k − j + 1; i < k; i++ ) {

α = 1 − β;

β = (ui+j+1 − x)/(ui+j+1 − ui+1);
b[i] = α ∗ b[i] + β ∗ b[i + 1];}

b[k] ∗ = (1 − β);}
Li
zby Nn

k−n(x), . . . ,Nn
k(x) s¡ ko«
owymi warto±
iami zmienny
h

b[k − n], . . . , b[k]. Koszt tego obli
zenia jest rz�du n2. Mo»na wykaza¢, »ealgorytm ten ma dobre wªasno±
i numery
zne (tj. dobrze dziaªa w implementa
jiz u»y
iem arytmetyki zmiennopozy
yjnej), 
o jest konsekwen
j¡ faktu, »e li
zby αi β nale»¡ do przedziaªu [0, 1].

Konstruk
ja B-sklejanej reprezenta
ji kubi
znej funk
ji interpola
yjnej, tj.obli
zenie wspóª
zynników di, równie» polega na rozwi¡zaniu ukªadu równa«liniowy
h. W tym przypadku przyjmujemy, »e warto±
i ai funk
ji s¡ zadanew w�zªa
h un, . . . , uN−n, tworz¡
y
h 
i¡g rosn¡
y. Poniewa» w ka»dym z ty
hw�zªów tylko trzy funk
je B-sklejane s¡ niezerowe, mamy równania

N3
i−3(ui)di−3 + N3

i−2(ui)di−2 + N3
i−1(ui)di−1 = ai.Warto±
i funk
ji B-sklejany
h w w�zªa
h mo»emy obli
zy¢ za pomo
¡ algorytmude Boora. Do ty
h równa« (dla i = 3, . . . ,N − 3) nale»y doª¡
zy¢ jesz
ze dwarównania opisuj¡
e warunki brzegowe (np. prowadz¡
e do otrzymania naturalnejfunk
ji sklejanej s, tj. speªniaj¡
ej warunek s ′′(un) = s ′′(uN−n) = 0). Dladowolny
h sensowny
h warunków brzegowy
h równania mo»na przeksztaª
i¢ tak,aby otrzyma¢ ukªad równowa»ny z ma
ierz¡ trójdiagonaln¡.

Twierdzenie S
hoenberga-Whitney

Przypomnijmy, »e sªowo �w�zªy� byªo ju» u»ywane w dwó
h zna
zenia
h. Popierwsze, w zna
zeniu w�zªy interpola
yjne, 
zyli punkty, w który
h zadajemywarto±
i funk
ji. Drugie zna
zenie to w�zªy funk
ji sklejanej, 
zyli punkty
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rozgrani
zaj¡
e przedziaªy, w który
h funk
ja jest (a dokªadniej, mo»e by¢)opisana za pomo
¡ ró»ny
h wielomianów. Do tej pory wybierali±my w�zªyinterpola
yjne pokrywaj¡
e si� z w�zªami funk
ji sklejanej, ale mo»emy dopu±
i¢inny i
h wybór. Trzeba jednak wiedzie¢, jaki wybór jest dopusz
zalny, abyrozwi¡zanie zadania interpola
yjnego Lagrange'a istniaªo.

Ozna
zmy zatem symbolami u0, . . . , uN w�zªy funk
ji sklejanej, a konkretniejniemalej¡
y 
i¡g w�zªów, który
h u»yjemy do okre±lenia funk
ji B-sklejany
hstopnia n. Li
zba ty
h funk
ji to N − n. W�zªy interpola
yjne ozna
zymysymbolami v0, . . . , vN−n−1. Zatem, li
zba warunków interpola
yjny
h, którenakªadamy, jest równa wymiarowi przestrzeni funk
ji sklejany
h rozpi�tej przeznasze funk
je B-sklejane, dzi�ki 
zemu warunki brzegowe s¡ zb�dne. Zaªo»ymy, »ew�zªy interpola
yjne s¡ ponumerowane tak, aby tworzyªy 
i¡g rosn¡
y (jest jasne,»e w�zªy interpola
yjne musz¡ by¢ parami ró»ne).

Twierdzenie S
hoenberga-Whitney. Funk
ja sklejana stopnia n, oparta na
i¡gu w�zªów u0, . . . , uN i przyjmuj¡
a zadane warto±
i a0, . . . , aN−n−1odpowiednio w punkta
h v0, . . . , vN−n−1, które tworz¡ 
i¡g rosn¡
y, istniejei jest jednozna
zna wtedy i tylko wtedy, gdy Nn
i (vi) 6= 0 dla i = 0, . . . ,N−n−1.

Dowód tego twierdzenia jest »mudny i polega na wykazaniu »e odpowiedniama
ierz Vandermonde'a (tj. ma
ierz V o wspóª
zynnika
h aij = Nn
j (vi)) jestnieosobliwa wtedy i tylko wtedy, gdy podany w twierdzeniu warunek jestspeªniony. Twierdzenie rozstrzyga problem z punktu widzenia algebry, ale niegwarantuje, »e ma
ierz V jest dobrze uwarunkowana. Aby tak byªo, dla ka»dego

i ∈ {0, . . . ,N − n − 1} w�zeª interpola
yjny vi powinien le»e¢ w pobli»u punktu,w którym odpowiadaj¡
a mu funk
ja B-sklejana Nn
i osi¡ga warto±¢ maksymaln¡.

Przypu±¢my, »e dane s¡ w�zªy interpola
yjne, v0, . . . , vN−n−1, ustawione w 
i¡grosn¡
y. Je±li n jest nieparzyste, to dobrym (ale nie jedynym dobrym) wyboremjest przyj�
ie w�zªów funk
ji sklejanej u0 = · · · = un = v0, oraz ui = vi−(n+1)/2 dla
i = n + 1, . . . ,N − n − 1, i uN−n = · · · = uN = vN−n−1.

Dla parzystego n mo»na wybra¢ u0 = · · · = un = v0, i ui = (vi−n/2−1 + vi−n/2)/2dla i = n + 1, . . . ,N − n − 1, oraz uN−n = · · · = uN = vN−n−1.

Wspomniana wy»ej ma
ierz V jest wst�gowa, a dokªadniej, ma w ka»dym wierszu
o najwy»ej n + 1 niezerowy
h wspóª
zynników. Dzi�ki temu znalezienie sklejanejfunk
ji interpola
yjnej mo»e by¢ bardzo maªo kosztowne (koszt elimina
ji Gaussaw tym przypadku to O(Nn2) opera
ji).
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Zadania i problemy

1. Napisz ukªad równa«, którego rozwi¡zaniem s¡ li
zby b0, . . . , bN, b�d¡
ewarto±
iami po
hodnej naturalnej kubi
znej sklejanej funk
ji interpola
yjnejw w�zªa
h 0, . . . ,N. Rozwi¡» ten ukªad dla N = 4 i dany
h warto±
i funk
ji
a0 = · · · = a3 = 0, a4 = 1.Podaj osza
owanie wska¹nika uwarunkowania ma
ierzy tego ukªadu w normiedrugiej, na podstawie twierdzenia Gerszgorina.2. Napisz ukªad równa« dla okresowej kubi
znej funk
ji interpola
yjnej (warunkiinterpola
yjne, tj. warto±
i funk
ji, zadane s¡ w w�zªa
h funk
ji sklejanej),z w�zªami równoodlegªymi ui = i dla i = 0, . . . , 5, i rozwi¡» ten ukªad.3. Napisz równanie opisuj¡
e warunek not a knot dla kubi
znej interpola
yjnejfunk
ji sklejanej klasy C2; w�zeª interpola
yjny u1 ma nie by¢ w�zªem funk
jisklejanej.4. Wyprowad¹ alternatywn¡ posta¢ równania umo»liwiaj¡
ego skonstruowaniekubi
znej sklejanej funk
ji interpola
yjnej klasy C2, z niewiadomymi warto±
iami

ci−1, ci, ci+1 po
hodnej drugiego rz�du odpowiednio w w�zªa
h ui−1, ui i ui+1.Wskazówka: Po
hodne drugiego rz�du wielomianów pi−1 i pi, opisuj¡
y
h funk
j�sklejan¡ w przedziaªa
h [ui−1, ui] oraz [ui, ui+1], s¡ wielomianami pierwszegostopnia, interpoluj¡
ymi odpowiednio li
zby ci−1, ci oraz ci, ci+1. Znajd¹ tewielomiany i s
aªkuj dwukrotnie, dobieraj¡
 staªe 
aªkowania tak, aby otrzymanewyra»enia opisywaªy wielomiany pi−1 i pi i w sz
zególno±
i przyjmowaªyw w�¹le ui (dan¡) warto±¢ ai, a i
h po
hodne pierwszego rz�du przyjmowaªy(niewiadom¡) warto±¢ bi. Nast�pnie obli
z ai−1 = pi−1(ui−1) oraz ai+1 = pi(ui+1)i st¡d otrzymaj dwa wyra»enia na bi. Postaw znak równo±
i mi�dzy tymiwyra»eniami i uporz¡dkuj otrzymane równanie.5. Znajd¹ wielomiany stopnia 5, b�d¡
e rozwi¡zaniami sze±
iu zada«interpola
yjny
h Hermite'a, dla dwó
h w�zªów trzykrotny
h 0 i 1, analogi
zny
hdo zada«, który
h rozwi¡zaniami s¡ wielomiany trze
iego stopnia z wykªadu.Podaj sposób okre±lenia interpola
yjnej funk
ji sklejanej stopnia 5 dla w�zªów

u0, . . . , uN przy u»y
iu ty
h wielomianów.Wskazówka: Wystar
zy znale¹¢ trzy wielomiany przez rozwi¡zanie zada«interpola
yjny
h. Pozostaªe trzy s¡ do ni
h symetry
zne, tj. H10(x) = H00(1 − x),

H11(x) = −H01(1 − x), H12(x) = H02(1 − x).6. Znajd¹ wielomiany opisuj¡
e funk
je B-sklejane N2
i oraz N3

i , okre±lone dla w�zªówb�d¡
y
h kolejnymi li
zbami naturalnymi.Wskazówka: Dla ka»dego i ∈ Z oraz x ∈ R jest Nn
i (x) = Nn

0(x − i), wystar
zyzatem znale¹¢ wielomiany opisuj¡
e tylko jedn¡ funk
j� B-sklejan¡ ustalonegostopnia.
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7. Napisz ukªad równa«, którego rozwi¡zaniem jest wektor wspóª
zynników

d0, . . . , dN−4 naturalnej kubi
znej sklejanej funk
ji interpola
yjnej w bazie

{N3
0, . . . ,N

3
N−4}, przy 
zym funk
je B-sklejane, z który
h skªada si� ta baza, s¡okre±lone za pomo
¡ 
i¡gu w�zªów równoodlegªy
h: ui = i dla i = 0, . . . ,N(warunki interpola
yjne, tj. warto±
i funk
ji, s¡ okre±lone w w�zªa
h 3, . . . ,N − 3).8. Napisz ukªad równa«, którego rozwi¡zaniem jest wektor wspóª
zynników (w bazieB-sklejanej) funk
ji sklejanej stopnia 2, przy 
zym w�zªami funk
ji sklejanej s¡li
zby naturalne 0, 1, . . . ,N, a w�zªami interpola
yjnymi s¡ li
zby

2, 21
2
, 31

2
, . . . ,N − 21

2
,N − 2 (z wyj¡tkiem w�zªów skrajny
h odlegªo±
i mi�dzykolejnymi w�zªami s¡ równe 1).9. Na podstawie wzoru Mans�elda-de Boora-Coxa wyprowad¹ wzór, umo»liwiaj¡
yobli
zenie warto±
i wielomianu pk(x), opisuj¡
ego funk
j� sklejan¡

s(x) =
∑N−n−1

i=0 diN
n
i (x) w przedziale [uk, uk+1) (dla x ∈ [uk, uk+1) jest

pk(x) =
∑k

i=k−n diN
n
i (x)), za pomo
¡ funk
ji B-sklejany
h stopnia n − 1. Stosuj¡
ten wzór rekuren
yjnie, mo»na obli
zy¢ warto±¢ funk
ji s(x) na postawie dany
hli
zb x i dk−n, . . . , dk. Odpowiedni algorytm ma koszt O(n2) i jest numery
zniepoprawny. Zapisz ten algorytm w posta
i kodu w C.10. Na podstawie wzoru opisuj¡
ego po
hodn¡ funk
ji B-sklejanej wyprowad¹ wzóropisuj¡
y po
hodn¡ funk
ji sklejanej s(x) =

∑N−n−1

i=0 diN
n
i (x).
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Interpola
ja trygonometry
zna

Def. Wielomian trygonometry
zny stopnia n jest to funk
ja o posta
i

w(t) = a0 +

n∑

k=1

ak 
oskt + bk sinkt. (*)Wielomiany trygonometry
zne wyst�puj¡ w ró»ny
h zastosowania
h, zwªasz
zataki
h, w który
h pojawiaj¡ si� funk
je okresowe. Cz�sto powstaj¡ z ob
i�
iaszeregów Fouriera, tj. szeregów opisany
h wzorem podobnym do wzoru (*),w którym zamiast n jest ∞.

Wzór (*) opisuje funk
j� o okresie 2π. Aby otrzyma¢ funk
j� o dowolnymokresie T , mo»na dokona¢ zamiany zmienny
h. B�dziemy mieli wtedy

f(x) = a0 +

n∑

k=1

ak 
oskt + bk sinkt,

gdzie t = 2π(x − x0)/T , dla dowolnie wybranego x0.

Trygonometry
zne zadanie interpola
yjne Lagrange'a polega na znalezieniuwielomianu trygonometry
znego stopnia n, którego warto±
i s¡ okre±lone w 2n + 1w�zªa
h interpola
yjny
h, xj ∈ R, gdzie j = 0, . . . , 2n. Poniewa» wielomianytrygonometry
zne s¡ funk
jami okresowymi, jest o
zywiste, »e warunkiemkonie
znym, aby zadanie miaªo rozwi¡zanie dla dowolny
h zadany
h warto±
ifunk
ji, jest (xj − xk)/T /∈ Z dla j 6= k. Jest to te» warunek dostate
zny.

Dowód (a wªa±
iwie szki
). Wystar
zy to udowodni¢ dla przypadku sz
zególnego

T = 2π. Dla w�zªów interpola
yjny
h xj i warto±
i funk
ji fj podany
h dla ty
hw�zªów, okre±lamy li
zby zj = eixj oraz hj = zn
j fj. Je±li w�zªy x0, . . . , x2n speªniaj¡rozwa»any warunek, to li
zby zj s¡ parami ró»ne. Jak wiemy, zadanieinterpola
yjne Lagrange'a, tj. wyzna
zenie wielomianu h(z) stopnia 
onajwy»ej 2n, takiego »e h(zj) = hj dla j = 0, . . . , 2n, ma rozwi¡zanie10. Mo»emy jeprzedstawi¢ w bazie pot�gowej w taki sposób: h(z) =

∑2n

k=0 ck−nzk.

Zespolona funk
ja wymierna

g(z)

def

=

n∑

k=−n

ckz
k

w w�zªa
h zj przyjmuje warto±
i fj, i jest tylko jedna taka funk
ja o tej posta
i(bo li
zby c−n, . . . , cn s¡ okre±lone jednozna
znie przez warunki interpola
yjnenaªo»one na wielomian h).10Pod tym wzgl�dem zadanie interpola
ji wielomianowej dla zespolony
h w�zªów i warto±
i funk
jinie ró»ni si� od przypadku rze
zywistego.

9.2

Nie
h ĝ(z)

def

= g(z). Dla ka»dego z ∈ C takiego »e |z| = 1, w tym dla ka»dego zj,jest z = 1
z

i st¡d

ĝ(z) = g(z) =

n∑

k=−n

ckz
k =

n∑

k=−n

ckz
−k =

n∑

k=−n

c−kz
k.

Poniewa» li
zby fj s¡ rze
zywiste, za
hodz¡ równo±
i ĝ(zj) = fj = g(zj) dlaka»dego j. Speªniaj¡
a te warunki interpola
yjne funk
ja ĝ(z) te» jest tylko jedna(tj. li
zby c−n, . . . , cn s¡ jednozna
znie okre±lone przez te warunki), ale toozna
za, »e w zbiorze { z ∈ C : |z| = 1 } funk
je g(z) i ĝ(z) s¡ identy
zne, a st¡dwynika, »e c−k = ck dla k = −n, . . . , n.

Zatem, funk
ja w(t) = g(eit) = g(eit) ma dla ka»dego t ∈ R warto±¢ rze
zywist¡i speªnia warunki w(xj) = fj dla j = 0, . . . , 2n. Bezpo±rednim ra
hunkiem mo»emysprawdzi¢, »e jest to wielomian trygonometry
zny (*), o wspóª
zynnika
h

a0 = Re c0 (jest Im c0 = 0), oraz ak = 2Re ck i bk = −2 Im ck dla k > 0. 2

W prakty
zny
h zastosowania
h naj
z�±
iej wybiera si� w�zªy x0, . . . , x2n, któredziel¡ przedziaª [x0, x0 + T) (o dªugo±
i okresu T interpolowanej funk
ji) na 
z�±
io jednakowy
h dªugo±
ia
h. Zamiast bezpo±rednio rozwi¡zywa¢ zadaniainterpola
ji trygonometry
znej, zwykle sprowadza si� problem do konstruk
jizespolonego wielomianu algebrai
znego, w sposób podobny do u»ytegow powy»szym dowodzie.

Dyskretna transformata Fouriera

Def. Dyskretn¡ transformat¡ Fouriera 
i¡gu zespolonego (ak)k∈Z o okresie n (tj.speªniaj¡
ego warunek ak+n = ak dla ka»dego k ∈ Z) jest 
i¡g zespolony (bj)j∈Zokre±lony wzorem

bj =

n−1∑

k=0

ake
−2πijk/n.

Odwrotn¡ dyskretn¡ transformat¡ Fouriera 
i¡gu (ak)k∈Z nazywamy 
i¡g (cj)j∈Zokre±lony wzorem

cj =
1

n

n−1∑

k=0

ake
2πijk/n.

Ci¡gi (bj)j∈Z i (cj)j∈Z s¡ okresowe o okresie n. Oba przeksztaª
enia zde�niowanewy»ej s¡ liniowe i ka»de z ni
h jest jest odwrotno±
i¡ tego drugiego, 
o uzasadnianazw�. Mamy bowiem

dl =
1

n

n−1∑

j=0

(

n−1∑

k=0

ake
−2πijk/n

)

e2πilj/n =
1

n

n−1∑

k=0

ak

n−1∑

j=0

e2πi(l−k)j/n.
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Je±li k = l, to e2πi(l−k)j/n = e0 = 1, za± je±li k 6= l, to li
zby e2πi(l−k)j/n s¡pierwiastkami zespolonymi z 1; i
h suma dla j = {0, . . . , n − 1} jest równa 0. St¡dwynika, »e dl = al.

Interpola
ja trygonometry
zna i dyskretna transformata Fouriera wyst�pujew wielu problema
h zwi¡zany
h z analiz¡, transmisj¡ i przetwarzaniem sygnaªów(np. akusty
zny
h lub obrazów), a tak»e w rozwi¡zywaniu równa« ró»ni
zkowy
h.

Algorytm FFT

Mo»emy zauwa»y¢, »e 
i¡g (bj)j∈Z, który jest transformat¡ 
i¡gu (ak)k∈Z, skªadasi� z warto±
i wielomianu stopnia n − 1 o wspóª
zynnika
h a0, . . . , an−1w punkta
h e−2πij/n, j = 0, . . . , n − 1. Dyskretn¡ transformat� Fouriera mo»nawyzna
zy¢ za pomo
¡ s
hematu Hornera; wyzna
zenie peªnej transformatykosztowaªoby wtedy n2 − n mno»e« i dodawa« zespolony
h. Okazuje si�, »emo»na to zadanie rozwi¡za¢ kosztem Θ(n(p1 + · · · + pr)) dziaªa«, gdzie p1, . . . , prs¡ li
zbami pierwszymi, takimi »e n = p1 · . . . · pr. Odkry
ia tego dokonaliw 1952 r. Cooley i Tukey.

Zauwa»my, »e 
i¡g okresowy (ak)k∈Z o okresie 1 jest 
i¡giem staªym i jest onidenty
zny ze swoj¡ dyskretn¡ transformat¡ Fouriera. Dalej, przypu±¢my, »eli
zba n jest podzielna przez p > 1. Ozna
zmy wj = e−2πij/n. Wtedy wzórde�niuj¡
y dyskretn¡ transformat� Fouriera mo»na przedstawi¢ w posta
i

bj =

n/p−1∑

k=0

apkw
pk
j + wj

n/p−1∑

k=0

apk+1w
pk
j + · · · + w

p−1
j

n/p−1∑

k=0

apk+p−1w
pk
j .

Podzielili±my tu 
i¡g p0, . . . , pn−1 na pod
i¡gi n/p-elementowe, wybieraj¡
 doka»dego z ni
h 
o p-ty element. Mo»emy dalej zauwa»y¢, »e sumy mno»one przezkolejne pot�gi li
zby wj s¡ wyra»eniami opisuj¡
ymi transformaty ty
hpod
i¡gów, a dokªadniej i
h obustronnie niesko«
zony
h rozszerze« o okresie n/p.Obli
zenie dyskretnej transformaty Fouriera dla 
i¡gu o okresie n mo»e by¢ zatemwykonane przez nast�puj¡
y algorytm rekuren
yjny:� Je±li n = 1, to przyjmij b0 = a0 (dla n = 1 przeksztaª
eniu poddajemy 
i¡gstaªy, którego obrazem jest ten sam 
i¡g).� Je±li n jest li
zb¡ pierwsz¡, to zastosuj wzór podany jako de�ni
jadyskretnej transformaty Fouriera i u»yj s
hematu Hornera.� Je±li n > 1 jest podzielne przez li
zb� pierwsz¡ p < n, to podziel 
i¡g na
p pod
i¡gów (zgodnie z opisem wy»ej), obli
z transformaty ty
h pod
i¡gówi �s
al� je, stosuj¡
 wzór podany wy»ej i s
hemat Hornera.

9.4

Wzór opisuj¡
y transformat� odwrotn¡ mo»e by¢ przeksztaª
ony podobnie;zamiast wj = (
os 2πj

n
,− sin 2πj

n
) wyst�puje w nim li
zba wj = (
os 2πj

n
, sin 2πj

n
).Mo»emy zatem u»y¢ takiego samego algorytmu, zostawiaj¡
 mno»enie wynikudziaªania pro
edury rekuren
yjnej przez 
zynnik 1

n

na sam konie
. Kosztalgorytmu w istotny sposób zale»y od mo»liwo±
i rozªo»enia li
zby n na 
zynniki.

Algorytm jest najbardziej efektywny, je±li li
zba n jest pot�g¡ li
zby 2 i 
z�stookre±lenie FFT (od angielskiego Fast Fourier Transform) doty
zy takiegowariantu algorytmu. Zbadamy go dokªadniej. Dla parzystej li
zby n transformat�otrzymamy przez �s
alenie� transformat dwó
h pod
i¡gów, zªo»ony
h odpowiednioz elementów parzysty
h i nieparzysty
h 
i¡gu danego. Transformaty te ozna
zymysymbolami (pj)j∈Z i (qj)j∈Z. Przypomnijmy, »e transformaty te s¡ 
i¡gamiobustronnie niesko«
zonymi, o okresie n/2, reprezentowanymi przez pod
i¡gi

p0, . . . , pn/2−1 i q0, . . . , qn/2−1. Mo»emy napisa¢
bj =

n/2−1∑

k=0

a2kw
2k
j + wj

n/2−1∑

k=0

a2k+1w
2k
j = pj + wjqj.

Podstawiaj¡
 j + n/2 w miejs
e j, i bior¡
 pod uwag�, »e wj+n/2 = e−2πi(j+n/2)/n =

e−2πij/ne−2πin/(2n) = −wj oraz w2k
j+n/2 = w2k

j , dostajemy

bj+n/2 =

n/2−1∑

k=0

a2kw
2k
j+n/2 + wj+n/2

n/2−1∑

k=0

a2k+1w
2k
j+n/2 = pj − wjqj.

Implementa
ja algorytmu FFT w posta
i pro
edury rekuren
yjnej jestnast�puj¡
a:void rFFT ( int n, 
omplex a[℄ ){ 
omplex *p, *q, u, w, t; int j;

if ( n > 1 ) {p = mallo
 ( n/2*sizeof(
omplex) );q = &p[n/2℄;for ( j = 0; j < n/2; j++ ) {p[j℄ = a[2*j℄;q[j℄ = a[2*j+1℄;}rFFT ( n/2, p );rFFT ( n/2, q );u = 1;w = e−2πi/n;
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for ( j = 0; j < n/2; j++ ) {t = u*q[j℄;a[j℄ = p[j℄ + t;a[j+n/2℄ = p[j℄ - t;u = u*w;}free ( p );}} /*rFFT*/
Ogl¡daj¡
 t� implementa
j�, widzimy, »e 
ho¢ pro
edura umiesz
za transformat�w tej samej tabli
y, w której s¡ po
z¡tkowo dane li
zby a0, . . . , an−1, potrzebujeona sporo pami�
i dodatkowej (w rze
zywisto±
i potrzeba dodatkowy
h tabli
o sumary
znej dªugo±
i 2n). Mo»na jednak zaprojektowa¢ tak¡ implementa
j�,która wszystkie obli
zenia wykonuje �w miejs
u�, tj. która opró
z tabli
y z danym
i¡giem, który nale»y zast¡pi¢ przez jego transformat�, potrzebuje tylkoniewielkiej ustalonej li
zby zmienny
h prosty
h. Aby otrzyma¢ tak¡ pro
edur�,nierekuren
yjn¡ i dodatkowo osz
z�dzaj¡
¡ pewne dziaªania, przyjrzymy si��przepªywowi dany
h�, to zna
zy zbadamy, od który
h wspóª
zynników zale»¡transformaty obli
zane �po drodze�. Dla n = 8 �przepªyw dany
h� jestprzedstawiony na rysunku (najlepiej go ogl¡da¢ od prawej do lewej strony).
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Kraw�dzie ª¡
z¡ dane z wynikami, tj. ka»da li
zba (z wyj¡tkiem dany
h) jestobli
zana na podstawie li
zb znajduj¡
y
h si� w kolumnie na lewo od niej,poª¡
zony
h z ni¡ kreskami. Widzimy, »e w ka»dym przypadku obli
zenie polegana zast¡pieniu pary li
zb przez inn¡ par�, obli
zon¡ tylko na jej podstawie (i danapara li
zb nie jest do ni
zego innego potrzebna). Je±li zatem ustawimy danewej±
iowe w odpowiedniej kolejno±
i, to mo»na 
aªe obli
zenie wykona¢ bezpotrzeby rezerwowania dodatkowej tabli
y.

9.6

Ostatnia transformata powstaje z transformat pod
i¡gów �parzystego�i �nieparzystego�. Ka»da z ty
h dwó
h transformat jest obli
zana na podstawietransformat �parzystego� i �nieparzystego� pod
i¡gu odpowiedniego pod
i¡gu itd.;zatem ogólna reguªa porz¡dkowania dany
h wej±
iowy
h polega na ustawieniu i
hw kolejno±
i odwró
ony
h bitów. Je±li indeks j danego wspóª
zynnika ajprzedstawimy w ukªadzie dwójkowym, przy u»y
iu l + 1 = (log2 n) + 1 
yfrdwójkowy
h (bitów), to indeks miejs
a w tabli
y, na którym ma si� on znale¹¢,otrzymamy wypisuj¡
 te bity w odwrotnej kolejno±
i. Pro
edura FFT, którarealizuje to obli
zenie, ma posta¢void FFT ( int n, 
omplex a[℄ ){ 
omplex t, u, w;int i, j, k, l, m, p;

l = log2n; m = n/2;/* przestawianie dany
h w tabli
y */for ( i = 1, j = m; i < n-1; i++ ) {if ( i < j ) przestaw ( &a[i℄, &a[j℄ );k = m;while ( k <= j ) { j -= k; k /= 2; }j += k;} /* obli
zanie transformaty */for ( k = 1; k <= l; k++ ) {m = 2k; p = m/2;u = 1; w = e−πi/p;for ( j = 0; j < p; j++ ) {i = j;do {t = a[i+p℄*u;a[i+p℄ = a[i℄-t; a[i℄ = a[i℄+t;i += m;} while ( i <= n );u *= w;}}} /*FFT*/
Algorytm ten opublikowali w 1965 r. Cooley, Lewis i Wel
h. Pierwsza p�tla,for ( i = ... ) ..., dokonuje przestawienia elementów w tabli
y zgodnie
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z kolejno±
i¡ odwró
ony
h bitów. Kolejne przebiegi drugiej p�tli,for ( k = ... ) ..., maj¡ na 
elu obli
zenie n/2 transformat pod
i¡gówo okresie 2, n/4 transformat pod
i¡gów o okresie 4, itd. Li
zba e−2πi/n (warto±¢zmiennej w) i jej pot�gi, 
zyli li
zby wj (kolejne warto±
i zmiennej u) s¡ obli
zanetylko raz dla wszystki
h transformat pod
i¡gów o tym samym okresie. W ka»dymprzebiegu p�tli for ( j = ... ) ... obli
zane s¡ pary wspóª
zynnikówo numera
h j oraz j + p we wszystki
h transformata
h pod
i¡gów o okresie

m = 2p, poniewa» p�tla najbardziej wewn�trzna (do...while) przebiega przezwszystkie te transformaty.

Mo»na udowodni¢, »e algorytm FFT, tak»e w wersji ogólnej (dla dowolnego n),jest numery
znie stabilny, tj. istnieje staªa K (zale»na od n), taka »ewspóª
zynniki �bj obli
zone przy u»y
iu arytmetyki zmiennopozy
yjnej przybli»aj¡dokªadne wspóª
zynniki bj dyskretnej transformaty Fouriera z bª�demspeªniaj¡
ym nierówno±¢max

j
|�bj − bj| 6 Kνmax

j
|bj|,gdzie ν = 2−t. Dla li
zby n b�d¡
ej pot�g¡ 2 mo»na przyj¡¢

K =
(
√

2 log2 n + (log2 n − 1)(3 + 2ε)
)√

n,gdzie ε jest osza
owaniem bª�du bezwzgl�dnego obli
zony
h kosinusów i sinusów,tj. 
z�±
i rze
zywisty
h i urojony
h li
zb wj.

Szybkie mno»enie wielomianów

Zajmiemy si� nast�puj¡
ym zadaniem: dane s¡ wspóª
zynniki a0, . . . , ani b0, . . . , bm wielomianów a(x) =
∑n

k=0 akx
k i b(x) =

∑m

k=0 bkx
k. Nale»y obli
zy¢wspóª
zynniki c0, . . . , cn+m wielomianu c(x) =

∑n+m

k=0 ckx
k = a(x)b(x). �Zwykªy�algorytm mno»enia wielomianów mo»na zrealizowa¢ za pomo
¡ podprogramufor ( k = 0; k <= n+m; k++ ) 
[k℄ = 0;for ( i = 0; i <= n; i++ )for ( j = 0; j <= m; j++ ) 
[i+j℄ += a[i℄*b[j℄;

Opera
j¡ dominuj¡
¡ w tym algorytmie jest mno»enie wspóª
zynników; opera
jity
h nale»y wykona¢ (n + 1)(m + 1); je±li m ≈ n, to zªo»ono±¢ obli
zeniowa marz¡d Θ(n2), 
ho¢ zarówno dany
h, jak i wyników jest Θ(n).

Alternatywny sposób rozwi¡zywania tego zadania polega na wybraniu li
zb
x0, . . . , xn+m, obli
zeniu warto±
i wielomianów a i b, obli
zeniu warto±
i
c(xj) = a(xj)b(xj) wielomianu c i znalezieniu jego wspóª
zynników w bazie

9.8

pot�gowej, przez rozwi¡zanie zadania interpola
yjnego Lagrange'a. Mno»eniewielomianów � w posta
i mno»enia i
h warto±
i w wybrany
h punkta
h �wymaga wykonania tylko n + m + 1 mno»e«. Trzeba tylko umie¢ szybko obli
zy¢warto±
i wielomianów a i b i szybko rozwi¡za¢ zadanie interpola
yjne.

Do tego 
elu mo»emy u»y¢ algorytmu FFT; je±li przyjmiemy, »e xj = e−2πij/N,gdzie li
zba N jest najmniejsz¡ 
aªkowit¡ pot�g¡ li
zby 2 wi�ksz¡ ni» n + m, to
i¡g warto±
i wielomianu a w ty
h punkta
h jest dyskretn¡ transformat¡ Fouriera
i¡gu wspóª
zynników a0, . . . , an, 0, . . . , 0 o dªugo±
i (a ra
zej okresie) N. Maj¡
warto±
i wielomianu c w punkta
h xj, mo»emy obli
zy¢ jego wspóª
zynnikiw bazie pot�gowej, wyzna
zaj¡
 odwrotn¡ dyskretn¡ transformat� Fouriera. Caªeto obli
zenie jest wykonalne za pomo
¡ Θ(N logN) = Θ((n + m) log(n + m))dziaªa« zmiennopozy
yjny
h.
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Zadania i problemy

1. Udowodnij, wykonuj¡
 odpowiedni ra
hunek, »e je±li c−k = ck dla k = −n, . . . , n,to dla ka»dego t ∈ R

n∑

k=−n

cke
it = a0 +

n∑

k=1

ak 
oskt + bk sinkt,

gdzie c0 = (a0, 0) oraz ck = 1
2
(ak,−bk) dla k = 1, . . . , n.2. Znajd¹ zªo»ono±¢ obli
zeniow¡ algorytmu FFT dla 
i¡gu o dªugo±
i n = pk, gdzie

p jest li
zb¡ pierwsz¡, a k jest li
zb¡ naturaln¡.Czy istnieje monotoni
zna funk
ja f(n), taka »e zªo»ono±¢ algorytmu FFT jestrówna Θ(f(n))? Odpowied¹ uzasadnij.3. Dwuwymiarowa dyskretna transformata Fouriera ukªadu li
zb ajk ∈ C, gdzie

j, k ∈ Z, takiego »e istniej¡ li
zby naturalne n, m, takie »e dla ka»dego j, k ∈ Zjest ajk = aj+n,k = aj,k+m, jest ukªadem li
zb

bpq =

n∑

j=0

m∑

k=0

ajke
−2πijp/n−2πikq/m.

Znajd¹ wzór opisuj¡
y dwuwymiarow¡ dyskretn¡ transformat� odwrotn¡.Podaj algorytm obli
zania dwuwymiarowej dyskretnej transformaty Fouriera zapomo
¡ algorytmu FFT (dla transformaty jednowymiarowej) i podaj zªo»ono±¢tego algorytmu w zale»no±
i od li
zb n i m.
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Aproksyma
ja funk
ji

Nie
h f ozna
za funk
j� okre±lon¡ w przedziale [a, b]. De�ni
ja tej funk
ji mo»enie by¢ wygodnym algorytmem obli
zania warto±
i tej funk
ji (np. funk
ja f mo»eby¢ grani
¡ niesko«
zonego 
i¡gu), ewentualnie mo»emy mie¢ tylko �
zarn¡skrzynk�� w posta
i podprogramu obli
zaj¡
ego warto±¢ funk
ji f, przy 
zymkoszt �si�gni�
ia do tej skrzynki� mo»e by¢ bardzo du»y, je±li na przykªadobli
zenie warto±
i funk
ji f w punk
ie x polega na przeprowadzeniueksperymentu �zy
znego z parametrem x i dokonaniu pomiaru.

Zadanie aproksyma
ji polega na znalezieniu w ustalonej przestrzeni liniowej V ,której elementy s¡ funk
jami okre±lonymi na przedziale [a, b], funk
ji gprzybli»aj¡
ej funk
j� f (która w ogólno±
i nie jest elementem przestrzeni V).O
zywi±
ie, przestrze« V wybieramy tak, aby koszt obli
zania warto±
i nale»¡
y
hdo niej funk
ji byª maªy, bo w zamierzeniu b�dziemy wielokrotnie obli
za¢warto±
i funk
ji g, której 
h
emy u»ywa¢ zamiast f w jakim± 
elu.

Aby funk
ja g mogªa skute
znie �udawa¢� funk
j� f, musi by¢ skonstruowanaw opar
iu o dodatkow¡ wiedz� na temat wªasno±
i funk
ji f i na tematzamierzonej jako±
i aproksyma
ji. Je±li na przykªad funk
ja f ma 
i¡gª¡po
hodn¡, to mo»emy 
h
ie¢, aby nie tylko warto±
i funk
ji g byªy bliskie warto±
ifunk
ji f, ale tak»e aby po
hodna funk
ji g przybli»aªa po
hodn¡ funk
ji f (samoprzybli»anie warto±
i funk
ji f tego nie zapewnia). Przyjmiemy, »e funk
ja f jestelementem pewnej przestrzeni liniowej U, na przykªad przestrzeni funk
jiklasy Ck[a, b] dla pewnego k. B�dziemy rozpatrywa¢ algorytmy dobierania funk
jiz przestrzeni V ⊂ U. Algorytm b�dzie skute
zny, je±li konkretna funk
ja f, którejprzybli»enie 
h
emy znale¹¢, jest istotnie elementem przestrzeni U (uwaga: to jestnietrywialne, je±li funk
j� f znamy tylko na podstawie pomiarów).

Bª¡d aproksyma
ji b�dziemy mierzy¢ za pomo
¡ pewnej normy okre±lonejw przestrzeni U. Zwykle normy okre±la si� za pomo
¡ 
aªek i bardzo 
z�sto bierzesi� normy Höldera; wtedy miar¡ bª�du przybli»enia funk
ji f przez g jestwyra»enie (dla ustalonego p > 1)

‖f − g‖p =

(∫b

a

|f(x) − g(x)|pdx

)1/p

.Dwa sz
zególnie wa»ne przypadki to p = 2 (mówimy wtedy o aproksyma
ji±redniokwadratowej) oraz przypadek grani
zny dla p → ∞, gdy bª¡d jestokre±lony wzorem

‖f − g‖∞ = max

x∈[a,b]
|f(x) − g(x)|.Ten przypadek nazywa si� aproksyma
j¡ jednostajn¡.
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Gdyby±my byli zainteresowani tak»e przybli»aniem po
hodnej funk
ji f, tomierzyliby±my bª¡d innymi sposobami, np. obli
zaj¡
 wyra»eniemax{‖f − g‖∞, c‖f ′ − g ′‖∞},z jako± wybran¡ zaw
zasu staª¡ c > 0.

Aproksyma
ja jednostajna

Z analizy znamy twierdzenie aproksyma
yjne Weierstrassa: Je±li funk
ja f jest
i¡gªa na przedziale [a, b], to dla ka»dego ε > 0 istnieje wielomian pn pewnegostopnia n, taki »e ‖f − pn‖∞ 6 ε.

Twierdzenie Weierstrassa ma konstruktywny dowód (Bernstein, 1912 r.), alekonstruk
ja u»yta w tym dowodzie nie nadaje si� do prakty
znego stosowania, bonawet dla �ªatwy
h� funk
ji i niezbyt maªego ε wynikaj¡
e z dowodu osza
owanieli
zby n mo»e by¢ rz�du wielu tysi�
y, pod
zas gdy wystar
zy n mniejsze ni» 10.Jedn¡ z przy
zyn tak sªaby
h wyników konstruk
ji jest to, »e poza 
i¡gªo±
i¡o funk
ji f ni
zego si� nie zakªada.

Je±li funk
ja f jest klasy Cn+1[a, b], to zadanie aproksyma
ji mo»emy rozwi¡za¢przez skonstruowanie wielomianu interpola
yjnego Lagrange'a lub Hermite'a.W tym 
elu wybieramy w�zªy interpola
yjne xi ∈ [a, b] dla i = 0, . . . , n, obli
zamywarto±
i funk
ji f (i ewentualnie po
hodny
h, je±li s¡ krotne w�zªy) i stosujemyalgorytm ró»ni
 dzielony
h. Dla tak skonstruowanego wielomianu hn(x), napodstawie wzoru opisuj¡
ego reszt�, mamy

‖f − hn‖∞ = max

x∈[a,b]

|f(n+1)(ξ(x))|

(n + 1)!
|pn+1(x)|,

gdzie pn+1(x) = (x − x0) · . . . · (x − xn). Mamy zatem problem, jak dobra¢ w�zªy,aby opisany powy»szym wzorem bª¡d aproksyma
ji byª jak najmniejszy.

Wielomiany i w�zªy Czebyszewa

Mo»emy ustali¢ ε > 0, a nast�pnie stara¢ si� dobra¢ w�zªy interpola
yjnew przedziale [a, b] w dowolny sposób zapewniaj¡
y, »e bª¡d aproksyma
ji jestmniejszy ni» ε. Je±li si� to uda, to nie przejmujemy si� tym, »e inny wybórmógªby da¢ jesz
ze mniejszy bª¡d. Je±li maxx∈[a,b] |f
(n+1)(x)| 6 Mn+1, to

‖f − hn‖∞ 6
Mn+1

(n + 1)!
‖pn+1‖∞. (*)
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Mo»emy wybiera¢ w�zªy tak, aby zminimalizowa¢ 
zynnik ‖pn+1‖∞. Aby tozrobi¢, zbadamy tzw. wielomiany Czebyszewa, zde�niowane za pomo
¡ wzorów

T0(u) = 1,

T1(u) = u,

Tk(u) = 2uTk−1(u) − Tk−2(u) dla k > 1.Jest jasne, »e funk
ja Tk(u) jest wielomianem stopnia k. Wzór rekuren
yjny dla

k > 1 to tak zwana formuªa trój
zªonowa, która umo»liwia m.in. numery
zneobli
zanie warto±
i ty
h wielomianów i i
h kombina
ji liniowy
h dla ustalonego u.Wielomiany Czebyszewa mo»na okre±li¢ tak»e innymi sposobami, z który
h namsi� przyda taki:

Tk(u) = 
os(k ar

osu) dla u ∈ [−1, 1].Sprawd¹my, »e to jest równowa»na de�ni
ja: ozna
zmy u = 
os t. Wtedy

T0(u) = 
os 0 = 1 oraz T1(u) = 
os t = u, za± dla k > 1, podstawiaj¡
 α = kti β = (k − 2)t do to»samo±
i trygonometry
znej
osα + 
osβ = 2 
os α + β

2


os α − β

2
,otrzymujemy równo±¢
oskt = 2 
os(k − 1)t 
os t − 
os(k − 2)t,
zyli formuª� trój
zªonow¡.

Na podstawie trygonometry
znego wzoruokre±laj¡
ego wielomiany Czebyszewamo»emy stwierdzi¢, »e k miejs
 zerowy
hwielomianu Tk (
zyli wszystkie) znajdujesi� w przedziale [−1, 1], mianowi
ie s¡nimi li
zby

zj = 
os 2j + 1

2k
π dla j = 0, . . . , k − 1,a ponadto wielomian Tk w przedziale

[−1, 1] przyjmuje warto±
i ekstremalne,na przemian +1 i −1, w punkta
h

yj = 
os j

k
π dla j = 0, . . . , k. −1 1

−1

1

u

T7(u)

Maj¡
 ustalony przedziaª [a, b] oraz li
zb� k > 0, mo»emy okre±li¢ wielomian
qk(x) =

(b − a)k

22k−1
Tk(u),
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gdzie u = 2(x − a)/(b − a) − 1, 
zyli x = b+a
2

+ b−a
2

u. Z formuªy trój
zªonowejªatwo mo»na wywnioskowa¢, »e wielomian Tk(u) jest sum¡ wyra»enia 2k−1uki pewnego wielomianu stopnia mniejszego ni» k. Zatem wspóª
zynnik w baziepot�gowej przy xk, 
zyli wspóª
zynnik wiod¡
y wielomianu qk(x) jest równy 1.Wielomian qk ma k miejs
 zerowy
h w przedziale [a, b] i w k + 1 punkta
h tegoprzedziaªu, w tym w obu jego ko«
a
h, przyjmuje warto±
i ekstremalne, równe

±(b − a)k/22k−1.

Udowodnimy, »e »aden wielomian stopnia k ze wspóª
zynnikiem wiod¡
ymrównym 1 nie mo»e mie¢ mniejszy
h 
o do moduªu warto±
i w 
aªym przedziale

[a, b]. Istotnie, gdyby taki wielomian, w(x), istniaª, to wielomian

r(x) = qk(x) − w(x) miaªby stopie« mniejszy ni» k, ale musiaªby mie¢ 
o najmniej

k miejs
 zerowy
h w przedziale [a, b], bo wykres wielomianu w prze
inaªbywykres wielomianu qk 
o najmniej raz mi�dzy ka»dymi jego s¡siednimi punktamiekstremalnymi (s¡siednie ekstrema maj¡ t� sam¡ warto±¢ bezwzgl�dn¡ i prze
iwneznaki, a wielomian w ma mie¢ w przedziale [a, b] mniejsze warto±
i bezwzgl�dne).Zatem, taki wielomian w nie istnieje. 2

Dla dowolny
h w�zªów interpola
yjny
h wielomian pn+1 wyst�puj¡
yw osza
owaniu bª�du ma wspóª
zynnik wiod¡
y równy 1. Mamy zatem narz�dziedo rozwi¡zywania zadania aproksyma
ji: aby przybli»y¢ funk
j� klasy Cn+1w przedziale [a, b], wybieramy tzw. w�zªy Czebyszewa, okre±lone wzorem

xj =
b + a

2
+

b − a

2


os 2j + 1

2n + 2
π dla j = 0, . . . , n,i konstruujemy wielomian interpola
yjny Lagrange'a hn stopnia n z tymi w�zªami.Wtedy otrzymamy pn+1 = qn+1 i

‖f − hn‖∞ 6
Mn+1

(n + 1)!

(b − a)n+1

22n+1
.Wyra»enie po prawej stronie tej nierówno±
i mo»emy porówna¢ z przyj�tymprogiem ε, aby sprawdzi¢, 
zy bª¡d jest dostate
znie maªy. Je±li nie, ale funk
ja fma 
i¡gªe po
hodne wy»szy
h rz�dów (i umiemy znale¹¢ i
h osza
owania), tomo»emy spróbowa¢ sz
z�±
ia z wielomianem interpola
yjnym wy»szego stopnia.

Alternans i algorytm Remeza

Teraz zajmiemy si� nast�puj¡
ym problemem: dla ustalonej funk
ji rze
zywistej fnale»y dobra¢ taki wielomian g⋆ stopnia 
o najwy»ej n, aby bª¡d aproksyma
jiw normie maksimum w przedziale [a, b] byª najmniejszy. Nie
o uogólniaj¡
zadanie, rozwa»ymy problem aproksyma
ji przez okre±lone w przedziale [a, b]funk
je, które s¡ elementami ustalonej przestrzeni V o wymiarze k; zatem, maj¡
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tak¡ przestrze«, 
h
emy w niej znale¹¢ element najlepiej przybli»aj¡
y dan¡funk
j� f, o której zaªo»ymy, »e jest 
i¡gªa.

Def. Przestrze« liniowa V o wymiarze k, której elementami s¡ rze
zywiste funk
je
i¡gªe okre±lone w przedziale [a, b], speªnia warunek Haara (albo: ma wªasno±¢Haara), je±li z faktu, »e funk
ja g ∈ V ma k ró»ny
h miejs
 zerowy
hw przedziale [a, b] wynika, »e jest to funk
ja zerowa.

Wªasno±¢ Haara, dla dowolnie wybranego przedziaªu [a, b], ma zatem przestrze«liniowa R[x]n, której elementy s¡ wielomianami stopnia 
o najwy»ej n, ale nietylko: we¹my przestrze« wielomianów trygonometry
zny
h stopnia 
o najwy»ej ni ustalmy dowolny przedziaª [a, b] krótszy ni» 2π (tj. krótszy ni» okres wszystki
hty
h funk
ji). Przestrze« ta ma wymiar 2n + 1, i jak wiemy, zadanie interpola
jiLagrange'a dla 2n + 1 dowolnie wybrany
h w przedziale [a, b] (parami ró»ny
h)w�zªów ma w tej przestrzeni jednozna
zne rozwi¡zanie (zoba
z rozdziaª 9 ty
hnotatek). Je±li wi�
 pewien wielomian trygonometry
zny stopnia n ma 2n + 1miejs
 zerowy
h w przedziale [a, b], to jest on funk
j¡ zerow¡. Natomiast nie maj¡wªasno±
i Haara przestrzenie, który
h elementami s¡ funk
je sklejane: istniej¡niezerowe funk
je sklejane, które maj¡ niesko«
zenie wiele miejs
 zerowy
h.

Twierdzenie Czebyszewa o alternansie: Je±li przestrze« V o wymiarze k speªniawarunek Haara, to dla dowolnej funk
ji 
i¡gªej f zadanie aproksyma
jijednostajnej ma w przestrzeni V jednozna
zne rozwi¡zanie, g⋆. Funk
ja

f − g⋆, opisuj¡
a bª¡d aproksyma
ji, ma w przedziale [a, b] 
o najmniej k + 1punktów, w który
h przyjmuje maksymaln¡ warto±¢ bezwzgl�dn¡, przy 
zymznaki warto±
i funk
ji f − g⋆ w kolejny
h punkta
h z tego zbioru s¡ prze
iwne.

Dowód twierdzenia Czebyszewa, który pominiemy, jest podobny doprzeprowadzonego w
ze±niej dowodu stwierdzenia, »e wielomian qk manajmniejsz¡ norm� ‖ · ‖∞ dla przedziaªu [a, b] w±ród wszystki
h wielomianówstopnia k o wspóª
zynniku wiod¡
ym 1 (i jest to jedyny taki wielomian).

Zbiór punktów, w który
h funk
ja f − g⋆ przyjmuje na przemian minimaln¡i maksymaln¡ warto±¢ (wszystkie o tej samej warto±
i bezwzgl�dnej ‖f − g⋆‖∞)nazywany jest alternansem. Rozwi¡zanie zadania aproksyma
ji polega naznalezieniu takiego wielomianu g⋆ stopnia 
o najwy»ej n, aby funk
ja f − g⋆przyjmowaªa w n + 2 punkta
h przedziaªu [a, b] warto±
i ekstremalneo zmieniaj¡
y
h si� znaka
h. Je±li funk
ja f jest wypukªa albo wkl�sªai poszukujemy optymalnego wielomianu stopnia 1, to alternans skªada si� z trze
hpunktów, z który
h dwa s¡ ko«
ami przedziaªu [a, b], dzi�ki 
zemu zadanie jestªatwe.
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Je±li poszukujemy optymalnego wielomianu wy»szego stopnia, to mo»emy u»y¢opisanego ni»ej algorytmu Remeza, w którym konstruuje si� pewien 
i¡gwielomianów (g(j))j∈N stopnia n, zbie»ny do poszukiwanego wielomianu g⋆.

Za g(0) mo»na przyj¡¢ wielomian interpola
yjny Lagrange'a z n + 1 w�zªamiCzebyszewa w przedziale [a, b]. Istotne jest, aby funk
ja f − g(0) miaªaw przedziale [a, b] 
o najmniej n + 2 lokalne minima i maksima, rozmiesz
zone naprzemian (warto±
i bezwzgl�dne ty
h ekstremów mog¡ by¢ ró»ne), i taki wybórfunk
ji g(0) to zapewnia: funk
ja g(0) ma minimum lub maksimum mi�dzyka»dymi dwoma w�zªami interpola
yjnymi, a tak»e przed pierwszym i za ostatnimw�zªem, a je±li znaki kolejny
h ekstremów s¡ takie same (o 
o jest bardzo trudno),to zamiast jednego z ni
h mo»na przyj¡¢ w�zeª.

Na podstawie wielomianu g(j−1) nale»y skonstruowa¢ g(j). W tym 
elu trzebaznale¹¢ wszystkie ekstrema funk
ji f − g(j−1) w przedziale [a, b]. To mo»e by¢bardzo trudnym zadaniem obli
zeniowym. Maj¡
 pewne informa
je o funk
ji f,mo»emy ustali¢ g�sto±¢, z jak¡ wystar
zy stabli
owa¢ t� funk
j� i wielomian g(j−1)w przedziale [a, b], aby nie �zgubi¢� »adnego ekstremum (to mo»e by¢ np. 100,

1000, lub nawet wi�
ej punktów), potem trzeba zastosowa¢ jak¡± metod�numery
zn¡ znajdowania punktów ekstremalny
h z du»¡ dokªadno±
i¡11.Nast�pnie tworzymy j-te przybli»enie alternansu: wybieramy n + 2 punktyw przedziale [a, b], w który
h funk
ja f − g(j−1) przyjmuje warto±
i ekstremalne,przy 
zym je±li lokalny
h ekstremów jest wi�
ej ni» n + 2, to trzeba wybra¢punkty, w który
h ekstrema maj¡ najwi�ksze warto±
i bezwzgl�dne,z za
howaniem warunku zmieniaj¡
y
h si� znaków. Ozna
zmy wybrane punktysymbolami y
(j)

0 , . . . , y
(j)

n+1 (lub lepiej w skró
ie y0, . . . , yn+1). Zaªo»ymy, »e s¡ oneuporz¡dkowane monotoni
znie.

Wielomian g(j) ma speªnia¢ nast�puj¡
y warunek: dla i = 0, . . . , n + 1 ma by¢

f(yi) − g(j)(yi) = (−1)i rj, gdzie rj jest niewiadom¡ li
zb¡. Zatem, za
hodzirówno±¢ f(x) − g(j)(x) = rjh
(j)(x) dla pewnej funk
ji h(j), takiej »e h(j)(yi) = (−1)idla i = 0, . . . , n + 1. Obli
zaj¡
 ró»ni
� dzielon¡ rz�du n + 1, otrzymamy

f[y0, . . . , yn+1] = rjh
(j)[y0, . . . , yn+1],bo ró»ni
a dzielona rz�du n + 1 wielomianu g(j) stopnia n jest zerem. Ale st¡dmo»emy obli
zy¢

rj =
f[y0, . . . , yn+1]

h(j)[y0, . . . , yn+1]
,a nast�pnie u»y¢ rj do obli
zenia warto±
i wielomianu g(j) w punkta
h yi i znale¹¢11Metody znajdowania ekstremów, nieobe
ne w tym wykªadzie, maj¡ zwi¡zek z metodamirozwi¡zywania równa« nieliniowy
h.
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ten wielomian przez rozwi¡zanie zadania interpola
yjnego Lagrange'a (mamy tuo 1 w�zeª i warunek interpola
yjny za du»o, ale to nie szkodzi).

Ci¡g wielomianów g(j) zwykle do±¢ szybko zbiega do wielomianu g⋆, któryprzybli»a funk
j� f z najmniejszym bª�dem w przestrzeni R[x]n, przy 
zym 
i¡gli
zb |rj| zbiega do normy bª�du, tj. maksymalnej warto±
i bezwzgl�dnej ró»ni
y

f(x) − g⋆(x) w przedziale [a, b]. Jak wida¢ z opisu (który jest dosy¢ uprosz
zony),to jest kosztowny algorytm, którego stosowanie opªa
a si�, je±li warto±
iwielomianu g⋆ maj¡ by¢ obli
zane bardzo wiele razy. Naj
z�±
iej poprzestaje si�na wielomiana
h nieoptymalny
h, np. wielomiana
h interpola
yjny
h z w�zªamiCzebyszewa, które zwykle daj¡ niewiele wi�kszy bª¡d aproksyma
ji, a s¡nieporównanie ªatwiejsze do znalezienia. Je±li bª¡d aproksyma
ji przez takiwielomian jest zbyt du»y, rozwi¡zaniem problemu mo»e by¢ przyj�
ie wi�kszegostopnia. Inna mo»liwo±¢, to konstruk
ja aproksyma
yjnej funk
ji sklejanej.

Aproksyma
ja jednostajna przez funk
je sklejane

Zauwa»my, »e gdyby funk
ja f miaªa by¢ przybli»ana w przedziale dwukrotniekrótszym (np. w poªowie przedziaªu [a, b]), w którym przyj�liby±my w�zªyinterpola
yjne rozmiesz
zone w dwukrotnie mniejszy
h odst�pa
h, to 
zynnik

‖pn+1‖∞ we wzorze (*) dla tego krótszego przedziaªu byªby 2n+1 razy mniejszy.Zatem skró
enie przedziaªu [a, b] jest radykalnym sposobem zmniejszenia bª�duaproksyma
ji jednostajnej i 
zasami jest to jedyny skute
zny sposób. Maj¡
 dªugiprzedziaª, mo»emy podzieli¢ go na krótsze podprzedziaªy i aproksymowa¢funk
j� f w ka»dym z ni
h innym wielomianem niskiego stopnia. Odpowiedniodobrana reprezenta
ja aproksyma
yjnej funk
ji sklejanej mo»e zapewni¢ dobrewªasno±
i anality
zne w danym zastosowaniu, tj. 
i¡gªo±¢ po
hodny
hdostate
znie wysokiego rz�du.

Znany
h jest wiele twierdze« na temat aproksyma
ji funk
jami sklejanymiró»ny
h stopni. Bez dowodu, który jest dosy¢ »mudny (
ho¢ pou
zaj¡
y), podamjedno z ty
h twierdze«.

Twierdzenie. Nie
h f ∈ C2[a, b] i nie
h s ozna
za kubi
zn¡ funk
j� sklejan¡klasy C2[a, b] z w�zªami u0 = a < u1 < · · · < uN = b, tak¡ »e s(ui) = f(ui) dla
i = 0, . . . , n. Nie
h M2 ozna
za staª¡ tak¡ »e |f ′′(x)| 6 M2 dla ka»dego
x ∈ [a, b], oraz |s ′′(a)| 6 3M2 i |s ′′(b)| 6 3M2. Wtedy dla ka»dego x ∈ [a, b]za
hodz¡ nierówno±
i

|f(x) − s(x)| 6
1

2
M2h

2, |f ′(x) − s ′(x)| 6 2M2h,gdzie h = maxi(ui+1 − ui).
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Twierdzenie to stosuje si� m.in. do naturalny
h kubi
zny
h funk
ji sklejany
h (dlaktóry
h s ′′(a) = s ′′(b) = 0), ale nie tylko. Wynika z niego, »e do osi¡gni�
iadowolnie maªego bª�du wystar
zy wybranie dostate
znie g�stego 
i¡gu w�zªóww przedziale [a, b], a ponadto mo»na w ten sposób równie» dowolnie zmniejszy¢bª¡d aproksyma
ji po
hodnej funk
ji f.

Aproksyma
ja ±redniokwadratowa

Nie
h ρ ozna
za funk
j� okre±lon¡ w przedziale A (który mo»e by¢ otwarty lubdomkni�ty, ograni
zony lub nieograni
zony). Zakªadamy, »e funk
ja ρ jestnieujemna, zbiór jej miejs
 zerowy
h w A jest miary zero (np. pusty) i 
aªkaz funk
ji ρ w zbiorze A jest sko«
zona. Funk
j� ρ nazywamy funk
j¡ wagow¡ albowag¡. Dla takiej funk
ji wzór
〈f, g〉ρ =

∫

A

f(x)g(x)ρ(x)dxokre±la ilo
zyn skalarny, a funk
jonaª
‖f‖ρ =

√

〈f, f〉ρ =

√∫

A

f(x)2ρ(x)dxjest norm¡. Zadanie aproksyma
ji ±redniokwadratowej 
z�sto jest uogólnianew ten sposób, »e dla danej funk
ji f nale»y znale¹¢ w ustalonej przestrzeni V(której wymiar jest sko«
zony) funk
j� g, tak¡ »e wyra»enie ‖f − g‖ρ jestnajmniejsze.
Rozwi¡zaniem zadania jest wektor (funk
ja) g⋆, która jest rzutem prostopadªymwektora (funk
ji) f na przestrze« V ; zadanie aproksyma
ji ±redniokwadratowejjest w isto
ie uogólnieniem liniowego zadania najmniejszy
h kwadratów. Maj¡
baz� p0, . . . , pn przestrzeni V , wystar
zy znale¹¢ wspóª
zynniki x0, . . . , xnwektora g⋆ =

∑n

j=0 xjpj w tej bazie. Wektor f − g⋆ jest prostopadªy do wszystki
helementów bazy przestrzeni V . Na podstawie tego warunku mo»emy wyprowadzi¢ukªad równa« normalny
h

n∑

j=0

〈pi, pj〉ρxj = 〈pi, f〉ρ, dla i = 0, . . . , n.

Ma
ierz A = [〈pi, pj〉ρ]i,j tego ukªadu równa« jest symetry
zna i dodatniookre±lona.
Wielomiany ortogonalne

Zadanie aproksyma
ji ±redniokwadratowej jest zna
znie ªatwiejsze do rozwi¡zania,je±li dysponujemy baz¡ ortogonaln¡ przestrzeni V , tj. ukªadem wektorów
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(funk
ji) p0, . . . , pn, taki
h »e lin{p0, . . . , pn} = V oraz 〈pi, pj〉ρ = 0 dla i 6= j. Dlatakiej bazy ma
ierz ukªadu równa« normalny
h jest diagonalna. Maj¡
 dowoln¡baz� przestrzeni V , mo»emy znale¹¢ baz� ortogonaln¡ za pomo
¡ ortogonaliza
jiGrama-S
hmidta. Je±li V = R[x]n, tj. elementami przestrzeni V s¡ wszystkiewielomiany stopnia 
o najwy»ej n, to za pomo
¡ ortogonaliza
ji bazy pot�gowejmo»emy znale¹¢ baz� ortogonaln¡ p0, . . . , pn, w której dla ka»dego k stopie«wielomianu pk jest równy k. Baz� tak¡ mo»emy równie» znale¹¢ za pomo
¡odpowiedniej formuªy trój
zªonowej; w
ze±niej otrzymali±my tym sposobemwielomiany Czebyszewa.

Twierdzenie. Dla ustalonego przedziaªu A ⊂ R i funk
ji wagowej ρ wielomiany

pk, tworz¡
e ukªad ortogonalny dla k = 0, 1, . . . i takie, »e dla ka»dego kstopie« wielomianu pk jest równy k, wyra»aj¡ si� wzorem

pk(x) = (αkx + βk)pk−1(x) + γkpk−2(x) dla k = 1, 2, . . . ,gdzie αk 6= 0 (mo»na wybra¢ dowolnie), oraz

βk = −
αk〈xpk−1, pk−1〉ρ

‖pk−1‖2
ρ

, γk = −
αk〈xpk−1, pk−2〉ρ

‖pk−2‖2
ρ

,

przy 
zym p−1(x)

def

= 0, p0(x)

def

= a0 6= 0.

Dowód. Dla ka»dego k stopie« wielomianu pk jest równy k, zatem jegowspóª
zynnik wiod¡
y ak 6= 0. Nie
h αk = ak/ak−1. Nie
h wk = pk − αkxpk−1.Wielomian wk jest stopnia mniejszego ni» k. Dla ilo
zynu skalarnego okre±lonegoza pomo
¡ 
aªki z wag¡ za
hodzi równo±¢ 〈xf, g〉ρ = 〈f, xg〉ρ, zatem dla j < k − 2

〈wk, pj〉ρ = 〈pk − αkxpk−1, pj〉ρ = 〈pk, pj〉ρ − αk〈pk−1, xpj〉ρ = 0.Wyra»aj¡
 wielomian wk w bazie p0, . . . , pk−1, otrzymamy

〈wk, pj〉ρ = 〈
k−1∑

i=0

bkipi, pj〉ρ =

k−1∑

i=0

bki〈pi, pj〉ρ = bkj〈pj, pj〉ρ.

St¡d bkj = 0 dla j < k − 2, a zatem mamy

pk = αkxpk−1 + βkpk−1 + γkpk−2,dla βk = bk,k−1, γk = bk,k−2. Mo»emy obli
zy¢

0 = 〈pk, pk−1〉ρ = αk〈xpk−1, pk−1〉ρ + βk〈pk−1, pk−1〉ρ + γk 〈pk−2, pk−1〉ρ︸ ︷︷ ︸
=0

,

0 = 〈pk, pk−2〉ρ = αk〈xpk−1, pk−2〉ρ + βk 〈pk−1, pk−2〉ρ︸ ︷︷ ︸
=0

+γk〈pk−2, pk−2〉ρ

sk¡d otrzymujemy podane wyra»enia na βk i γk. 2
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O
zywi±
ie, mo»na wybra¢ li
zby a0 i αk tak, aby dosta¢ baz� ortonormaln¡, alenie zawsze si� tak robi. Wa»n¡ wªasno±
i¡ wielomianów ortogonalny
h (dowód jestprostym ¢wi
zeniem) jest to, »e wszystkie i
h miejs
a zerowe s¡ rze
zywiste,jednokrotne i poªo»one wewn¡trz przedziaªu A.

Wielomiany ortogonalne s¡ znane dla wielu ró»ny
h przedziaªów i wag; najwi�kszezna
zenie prakty
zne maj¡

• wielomiany Legendre'a: ρ(x) = 1, A = (−1, 1),
• wielomiany Czebyszewa: ρ(x) = (1 − x2)−1/2, A = (−1, 1),
• wielomiany Hermite'a12: ρ(x) = e−x2 , A = R,
• wielomiany Laguerre'a: ρ(x) = e−x, A = (0,+∞).

Tak wi�
 je±li mamy baz� przestrzeni R[x]n ortogonaln¡ w sensie ilo
zynuskalarnego 〈·, ·〉ρ, to zadanie znalezienia wielomianu g⋆

n stopnia 
o najwy»ej n,najlepiej przybli»aj¡
ego funk
j� f, sprowadza si� do obli
zenia wspóª
zynnikówwielomianu g⋆

n w tej bazie:
xi =

〈f, pi〉ρ
‖pi‖2

ρ

.

Mamy przy tym, na podstawie twierdzenia Pitagorasa, wyra»enie opisuj¡
e bª¡d:

‖f − g⋆

n‖2
ρ = ‖f‖2

ρ −

n∑

i=0

x2
i‖pi‖2

ρ,

dzi�ki 
zemu, je±li bª¡d jest za du»y, mo»emy zwi�ksza¢ n, obli
zaj¡
 tylko kolejnewspóª
zynniki xi (ale uwaga: s¡ takie funk
je f, dla który
h bª¡d nie maleje dozera, gdy n → ∞ � trzeba uwa»a¢). Podstaw¡ rozwi¡zywania zada« aproksyma
ji±redniokwadratowej jest obli
zanie 
aªek, 
o mo»na robi¢ anality
znie (je±liumiemy, a nie zawsze tak jest) lub numery
znie. Numery
znym 
aªkowaniemzajmiemy si� wkrót
e.

12Nie nale»y miesza¢ wielomianów ortogonalny
h Hermite'a z zadaniem interpola
yjnymHermite'a.
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Zadania i problemy

1. Algorytm Clenshawa. Nie
h h(x) =
∑n

i=0 aiTi(x). Dla n > 1 mo»emy obli
zy¢

h(x) = anTn(x) + an−1Tn−1(x) + an−2Tn−1(x) + · · · =

an(2xTn−1(x) − Tn−2(x)) + an−1Tn−1(x) + an−2Tn−1(x) + · · · =

(2xan + an−1)Tn−1(x) + (an−2 − an)Tn−2(x) + · · · =�an−1Tn−1(x) + �an−2Tn−2(x) + · · · .Wykonuj¡
 ten ra
hunek rekuren
yjnie, mo»emy otrzyma¢ li
zby â1 i â0, takie »e

h(x) = â1T1(x) + â0T0(x) = â1x + â0. Napisz pro
edur� obli
zaj¡
¡ h(x), opart¡na tym pomy±le.2. Znajd¹ najmniejsze n, takie »e wielomian interpola
yjny hn stopnia n z w�zªamiCzebyszewa w przedziale [0, π/2] przybli»a jednostajnie funk
j� f(x) = sin x w tymprzedziale z bª�dem nie wi�kszym ni» 10−4.Co mo»na powiedzie¢ o bª�dzie wzgl�dnym aproksyma
ji w tym przypadku?Wskazówka: w osza
owania
h wygodnie jest korzysta¢ z nierówno±
i π2 < 10.3. Znajd¹ wielomian stopnia 
o najwy»ej 1, który przybli»a jednostajnie funk
j�

f(x) = ex w przedziale [0, 1] z najmniejszym mo»liwym bª�dem.4. Znajd¹ wielomiany stopnia 0, 1 i 2, b�d¡
e rozwi¡zaniami aproksyma
ji±redniokwadratowej dla funk
ji f(x) = ex w przedziale [0, 1] z wag¡ ρ(x) = 1.W ra
hunka
h u»yj bazy pot�gowej.5. Udowodnij, »e wielomiany Czebyszewa stanowi¡ ukªad ortogonalny dla ilo
zynuskalarnego okre±lonego za pomo
¡ 
aªki w przedziale (−1, 1) z wag¡ (1 − x2)−1/2.6. Znajd¹ wielomiany ortogonalne Legendre'a stopnia 0, 1, 2 i 3, za pomo
¡ortogonaliza
ji bazy pot�gowej.7. Udowodnij, »e je±li pk jest wielomianem k-tego stopnia, nale»¡
ym do rodzinyortogonalnej w sensie ilo
zynu skalarnego okre±lonego za pomo
¡ 
aªki w spójnymprzedziale A z funk
j¡ wagow¡ ρ, to wszystkie jego miejs
a zerowe s¡ rze
zywiste,jednokrotne i le»¡ wewn¡trz przedziaªu A.Wskazówka: przy zaªo»eniu, »e li
zba j punktów w przedziale A, w oto
zeniuktóry
h wielomian pk zmienia znak jest mniejsza ni» k, okre±l wielomian stopnia j,którego to s¡ miejs
a zerowe, i zbadaj ilo
zyn skalarny tego wielomianu i pk.
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Numery
zne obli
zanie 
aªek

Def. Nie
h f ozna
za pewn¡ funk
j� okre±lon¡ w przedziale [a, b]. Kwadratura jestto kombina
ja liniowa warto±
i funk
ji f w pewny
h punkta
h xi ∈ [a, b], zwany
hw�zªami kwadratury:

Q(f) =

n−1∑

i=0

Aif(xi).Li
zby Ai s¡ nazywane wspóª
zynnikami kwadratury.Ogólniejsza de�ni
ja okre±la kwadratur� jako kombina
j� liniow¡ warto±
ifunk
ji f i jej po
hodny
h w w�zªa
h kwadratury.

Kwadratura jest zatem funk
jonaªem liniowym na przestrzeni funk
ji okre±lony
hw przedziale [a, b], podobnie jak 
aªka ozna
zona13:

I(f) =

∫b

a

f(x)ρ(x)dx.W odró»nieniu od 
aªki, mog¡
 obli
za¢ warto±
i funk
ji f w dowolny
h punkta
hprzedziaªu [a, b], mo»na obli
zy¢ warto±¢ kwadratury za pomo
¡ sko«
zenie wieludziaªa« arytmety
zny
h. Numery
zne obli
zanie 
aªek polega na obli
zaniukwadratur. Wa»ne jest zapewnienie dostate
znej dokªadno±
i, tj. dostate
zniemaªego bª�du aproksyma
ji 
aªki przez kwadratur�. Temu 
elowi sªu»y wybórw�zªów i wspóª
zynników kwadratury. Jak zwykle, skute
zno±¢ wyboru zale»y odwªasno±
i funk
ji, które mamy zamiar 
aªkowa¢.

Kwadratury interpola
yjne

Kwadratura interpola
yjna jest 
aªk¡ z wielomianu interpola
yjnego Lagrange'alub Hermite'a funk
ji f z w�zªami w przedziale [a, b]. Je±li jest to wielomianinterpola
yjny Lagrange'a (tj. w�zªy s¡ jednokrotne, obli
zamy w ni
h tylkowarto±
i funk
ji f), to kwadratura ma wspóª
zynniki

Ai =

∫b

a

∏

j∈{0,...,n−1}\{i}

x − xj

xi − xj

ρ(x)dx.

W±ród kwadratur interpola
yjny
h wyró»niamy kwadratury Newtona-Cotesa,który
h w�zªy dziel¡ przedziaª [a, b] na 
z�±
i o równy
h dªugo±
ia
h (kwadraturyte okre±la si� z wag¡ ρ(x) = 1), kwadratury Gaussa, który
h w�zªy s¡ miejs
ami13Obli
zaj¡
 
aªk�, w pewny
h przypadka
h wygodnie jest wyró»ni¢ pewien 
zynnik w funk
jipod
aªkowej, ρ(x), i traktowa¢ go jako wag�, 
ho¢ zwykle przyjmuje si� wag� ρ(x) = 1. Funk
jewagowe, które nie s¡ staªe, przydaj¡ si� zwªasz
za pod
zas obli
zania 
aªek w przedzialenieograni
zonym lub 
aªek z funk
ji nieograni
zony
h. Zakªadamy, »e funk
ja ρ speªnia warunkipodane w wykªadzie o aproksyma
ji, i w sz
zególno±
i jest nieujemna.

11.2

zerowymi wielomianów ortogonalny
h, a tak»e inne kwadratury, dobieranespe
jalnie do zastosowa«.

Bª¡d kwadratury jest to o
zywi±
ie ró»ni
a I(f) − Q(f), która zale»y od funk
ji f.Bª¡d kwadratury interpola
yjnej opartej na n w�zªa
h mo»na osza
owa¢,obli
zaj¡
 
aªk� z wyra»enia opisuj¡
ego reszt� interpola
ji:
|I(f) − Q(f)| 6

Mn

n!

∫b

a

|pn(x)|ρ(x)dx,ale to osza
owanie jest poprawne, je±li funk
ja f jest klasy Cn[a, b], i mo»emy gou»y¢ bezpo±rednio, je±li umiemy znale¹¢ staª¡ Mn, tak¡ »e ‖f(n)‖∞ 6 Mn.

Def. Rz¡d kwadratury jest to li
zba r, taka »e kwadratura ma t� sam¡ warto±¢ 
o
aªka dla ka»dego wielomianu stopnia mniejszego ni» r oraz inn¡ warto±¢ ni» 
aªkadla pewnego wielomianu stopnia r.

Z de�ni
ji kwadratury interpola
yjnej naty
hmiast wynika, »e jej rz¡d jest niemniejszy ni» li
zba w�zªów. Rz¡d »adnej kwadratury opartej na n w�zªa
h niemo»e by¢ wi�kszy ni» 2n, poniewa» je±li pn jest wielomianem stopnia n, któregomiejs
ami zerowymi s¡ wszystkie w�zªy, to mamy Q(p2
n) = 0 oraz I(p2

n) > 0.

Mo»emy wybra¢ pewien 
i¡g kwadratur Q1,Q2, . . ., np. kwadraturNewtona-Cotesa 
oraz wy»szy
h rz�dów, i zbada¢ zbie»no±¢ 
i¡gu li
zb

Q1(f),Q2(f), . . . dla funk
ji f speªniaj¡
ej okre±lone warunki (np. funk
ji 
i¡gªej).Ch
iaªoby si�, aby ten 
i¡g miaª grani
�, równ¡ I(f); je±li j¡ ma, to istotna jestszybko±¢ zbie»no±
i do tej grani
y. Korzystaj¡
 z twierdzenia Weierstrassa, mo»naudwodni¢
Twierdzenie. Ci¡g Q1(f),Q2(f), . . . jest zbie»ny do grani
y I(f) dla dowolnejfunk
ji 
i¡gªej f wtedy i tylko wtedy, gdy jest zbie»ny dla ka»dego wielomianui istnieje staªa K, taka »e suma warto±
i bezwzgl�dny
h wspóª
zyników ka»dejkwadratury w rozpatrywanym 
i¡gu jest mniejsza ni» K.

Pierwszy warunek podany w twierdzeniu jest speªniony przez ka»dy 
i¡gkwadratur interpola
yjny
h 
oraz wy»szy
h rz�dów, natomiast aby speªni¢ drugiwarunek, wystar
zy zapewni¢, »e wspóª
zynniki ka»dej kwadratury s¡ nieujemne.Niestety, 
i¡g kwadratur Newtona-Cotesa tego warunku nie speªnia, 
o wi�
ej,sumy warto±
i bezwzgl�dny
h wspóª
zynników ty
h kwadratur rosn¡nieograni
zenie. Prakty
znie u»yte
zne kwadratury Newtona-Cotesa maj¡ tylkokilka (mniej ni» 8) w�zªów. Zbadamy dwie najprostsze z ni
h.
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Kwadratura trapezów oparta jest na dwó
h w�zªa
h, b�d¡
y
h ko«
amiprzedziaªu [a, b]:

T(f) =
b − a

2

(

f(a) + f(b)
)

.�atwo jest sprawdzi¢, »e rz¡d tej kwadratury jest równy 2. Je±li funk
ja f jestklasy C2[a, b], to p2(x) = (x − a)(x − b) i mamy osza
owanie bª�du

|I(f) − T(f)| 6
M2

2

∫b

a

|p2(x)|dx =
M2

12
(b − a)3,

ze staª¡ M2, tak¡ »e |f ′′(x)| 6 M2 dla ka»dego x ∈ [a, b].

Kwadratura Simpsona oparta jest na trze
h w�zªa
h: ko«
a
h i ±rodkuprzedziaªu [a, b]; ozna
zymy c = (a + b)/2:

S(f) =
b − a

6

(

f(a) + 4f(c) + f(b)
)

.Okazuje si�, »e rz¡d kwadratury Simpsona jest równy 4. Jest tak dlatego, »e tojest kwadratura interpola
yjna, której ±rodkowy w�zeª jest dwukrotny, alewspóª
zynnik, przez który nale»aªoby pomno»y¢ f ′(c), jest równy 0. Bª¡dkwadratury Simpsona mo»emy osza
owa¢ na dwa sposoby:

|I(f) − S(f)| 6
M3

6

∫b

a

|(x − a)(x − c)(x − b)|dx =
M3

192
(b − a)4,

|I(f) − S(f)| 6
M4

24

∫b

a

|(x − a)(x − c)2(x − b)|dx =
M4

2880
(b − a)5,

gdzie M3 i M4 to osza
owania warto±
i bezwzgl�dny
h po
hodny
h trze
iegoi 
zwartego rz�du funk
ji f w przedziale [a, b]. O
zywi±
ie, ka»dego z ty
hosza
owa« mo»emy u»ywa¢ pod warunkiem, »e odpowiednia po
hodna funk
ji fjest 
i¡gªa.
Zamiana zmienny
h

Je±li f(u) = g(x) dla x = su + t, gdzie s > 0 i t s¡ ustalonymi li
zbami, oraz
c = sa + t, d = sb + t, to

∫b

a

f(u)ρ(u)du =
1

s

∫d

c

g(x)ρ((x − t)/s)dx, oraz

Q1(f) =

n−1∑

i=0

Aif(ui) =
1

s

n−1∑

i=0

sAig(sui + t) =
1

s
Q2(g).
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W ten sposób, maj¡
 dowoln¡ kwadratur� Q1:

Q1(f) =

n−1∑

i=0

Aif(ui) ≈
∫b

a

f(u)ρ(u)du,

mo»emy otrzyma¢ now¡ kwadratur� Q2:

Q2(g) =

n−1∑

i=0

Big(xi) ≈
∫d

c

g(x)ρ((x − t)/s)dx,

z w�zªami xi = sui + t i wspóª
zynnikami Bi = sAi.

Kwadratury Q1 i Q2 maj¡ ten sam rz¡d. Ponadto, maj¡
 osza
owanie bª�dukwadratury Q1, podobne do podany
h w
ze±niej osza
owa« dla kwadraturtrapezów i Simpsona, mo»na poda¢ osza
owanie bª�du kwadratury Q2.Mianowi
ie, je±li funk
je f i g s¡ klasy Ck w swoi
h przedziaªa
h 
aªkowania14i bª¡d kwadratury Q1 ma górne osza
owanie o posta
i

C(b − a)k+1 max
u∈[a,b]

|f(k)(u)|,

to bª¡d kwadratury Q2 jest nie wi�kszy ni»

C(c − d)k+1 max
x∈[c,d]

|g(k)(x)|,

z t¡ sam¡ staª¡ C.

Kwadratury Gaussa

Nie
h A ⊂ R ozna
za (ograni
zony lub nieograni
zony) przedziaª 
aªkowania,nie
h ρ ozna
za funk
j� wagow¡ i nie
h p0, p1, . . . b�dzie 
i¡giem wielomianówortogonalny
h w sensie ilo
zynu skalarnego

〈f, g〉ρ def

=

∫

A

f(x)g(x)ρ(x)dx.

Ustalmy li
zb� n i okre±lmy kwadratur� interpola
yjn¡ Q z w�zªami, które s¡miejs
ami zerowymi x0, . . . , xn−1 wielomianu pn; mo»emy to zrobi¢, bo miejs
azerowe tego wielomianu s¡ jednokrotne i znajduj¡ si� w przedziale A. Dowolnywielomian w stopnia mniejszego ni» 2n mo»emy przedstawi¢ w posta
i

w(x) = pn(x)a(x) + r(x),14Tu rozwa»amy k w ogólno±
i inne ni» li
zba w�zªów n. Dla kwadratury interpola
yjnej rz�du

r > n mo»na wskaza¢ takie osza
owania dla k = {n, . . . , r}, przykªadem jest kwadratura Simpsonai kwadratury Gaussa, opisane dalej.
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gdzie a i r to iloraz i reszta z dzielenia wielomianu w przez pn; stopniewielomianów a i r s¡ mniejsze ni» n. Dzi�ki temu za
hodz¡ równo±
i

I(w) =

∫

A

w(x)ρ(x)dx =

∫

A

(

pn(x)a(x) + r(x)
)

ρ(x)dx =

〈pn, a〉ρ︸ ︷︷ ︸
=0

+

∫

A

r(x)ρ(x)dx = Q(r) = Q(w),

poniewa» warto±
i wielomianów w i r we wszystki
h w�zªa
h kwadratury s¡jednakowe. Skonstruowana w ten sposób kwadratura jest zatem rz�du 2n.

Kwadratury interpola
yjne, który
h w�zªy s¡ miejs
ami zerowymi wielomianówortogonalny
h (odpowiadaj¡
y
h danemu przedziaªowi i funk
ji wagowej) s¡nazywane kwadraturami Gaussa; nazwisko rodziny, do której odpowiedniwielomian nale»y, jest doª¡
zane do nazwiska Gauss, i w ten sposób mówi si� np.o kwadratura
h Gaussa-Legendre'a, kwadratura
h Gaussa-Czebyszewa,kwadratura
h Gaussa-Hermite'a i kwadratura
h Gaussa-Laguerre'a.

Konstruuj¡
 kwadratur� Gaussa, na ogóª trzeba jej w�zªy znale¹¢, rozwi¡zuj¡
numery
znie równanie pn(x) = 0. Wspóª
zynniki kwadratury Gaussa mo»naobli
zy¢ tak, jak wspóª
zynniki dowolnej kwadratury interpola
yjnej, lub napodstawie wzoru

Ai =
1

∑n−1

k=0 �pk(xi)2
,

w którym wyst�puj¡ wielomiany ortonormalne �pk(x) = pk(x)/‖pk‖ρ. Wygodniejest u»y¢ w tym obli
zeniu formuªy trój
zªonowej. Zatem wspóª
zynniki ka»dejkwadratury Gaussa s¡ dodatnie i z podanego w
ze±niej twierdzenia wynika, »e dladowolnej funk
ji 
i¡gªej 
i¡g kwadratur Gaussa 
oraz wy»szy
h rz�dów zbiega do
aªki z tej funk
ji (z odpowiedni¡ wag¡).

Najwi�ksze zna
zenie prakty
zne maj¡ kwadratury Gaussa-Legendre'a, poniewa»naj
z�±
iej obli
za si� 
aªki w sko«
zonym przedziale, z wag¡ ρ(x) = 1.Najprostsza kwadratura Gaussa-Legendre'a jest ilo
zynem dªugo±
i przedziaªu
aªkowania i warto±
i funk
ji w ±rodku tego przedziaªu. Jest to wi�
 kwadraturarz�du 2, oparta na jedym w�¹le.

Nie
h pn ozna
za wielomian ortogonalny Legendre'a stopnia n, wyskalowany tak,aby jego wspóª
zynnik wiod¡
y byª równy 1. Bª¡d aproksyma
ji jednostajnejfunk
ji f klasy C2n[−1, 1] przez wielomian interpola
yjny Hermite'a h2n−1stopnia 2n − 1, oparty na w�zªa
h kwadratury Gaussa-Legendre'a (
zyli miejs
a
h
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zerowy
h wielomianu pn), z który
h ka»dy li
zymy dwukrotnie15, ma osza
owaniemax

x∈[−1,1]
|f(x) − h2n−1(x)| 6

M2n

(2n)!
pn(x)2,

gdzie M2n = maxx∈[−1,1] |f
(2n)(x)|. Nie
h

Cn =

∫1

−1

pn(x)2dx.

Po dokonaniu zamiany zmienny
h, mo»emy osza
owa¢ bª¡d kwadraturyGaussa-Legendre'a rz�du 2n dla przedziaªu [a, b]:
|I(f) − Q(f)| 6 Cn

M2n

(2n)!

(

b − a

2

)2n+1

,

przy 
zym teraz M2n ozna
za osza
owanie po
hodnej rz�du 2n funk
ji fw przedziale [a, b].

Kwadratury zªo»one

Tak jak w aproksyma
ji jednostajnej funk
ji, skute
znym sposobem zmniejszeniabª�du aproksyma
ji 
aªki przez kwadratur� jest podzielenie przedziaªu 
aªkowaniana krótsze podprzedziaªy i obli
zenie sumy kwadratur interpola
yjny
h dla ty
hpodprzedziaªów. W ten sposób otrzymuje si� kwadratury zªo»one. Bª¡d takiejkwadratury jest sum¡ bª�dów kwadratur dla podprzedziaªów, przy 
zym bª�dy temog¡ mie¢ ró»ne znaki, a zatem mog¡ si� znosi¢. Osza
owania bª�dów kwadraturzªo»ony
h zwykle s¡ sumami osza
owa« bª�dów w podprzedziaªa
h, przez 
o
z�sto bywaj¡ pesymisty
zne.

Dodatkow¡ korzy±
i¡ z zastosowania kwadratury zªo»onej jest mo»liwo±¢ podziaªuprzedziaªu 
aªkowania w punkta
h nie
i¡gªo±
i funk
ji pod
aªkowej lub jejpo
hodny
h (je±li punktów ty
h jest sko«
zenie wiele i je znamy). Wtedyw ka»dym podprzedziale funk
ja pod
aªkowa ma wy»sz¡ klas� 
i¡gªo±
i, 
oumo»liwia stosowanie kwadratur odpowiednio wy»szego rz�du. Ponadto, podokonaniu podziaªu mo»na stosowa¢ w podprzedziaªa
h ró»ne kwadratury,dostosowane do za
howania funk
ji pod
aªkowej w ty
h podprzedziaªa
h. Kolejnamo»liwo±¢ to adapta
ja � dla konkretnej funk
ji mo»na znale¹¢ osza
owaniabª�dów w posz
zególny
h podprzedziaªa
h, i na tej podstawie podejmowa¢ de
yzj�o dalszym (rekuren
yjnym) podziale niektóry
h z ni
h.15Kwadratura Gaussa jest w isto
ie 
aªk¡ z wielomianu interpola
yjnego Hermite'a, któregowszystkie w�zªy maj¡ krotno±¢ 2. Opró
z warto±
i funk
ji pod
aªkowej nale»aªoby wi�
 uwzgl�dni¢warto±
i jej po
hodnej w w�zªa
h, ale wybór w�zªów zapewnia, »e wszystkie wspóª
zynniki, przezktóre trzeba pomno»y¢ warto±
i po
hodnej, s¡ równe 0 � zoba
z te» opis kwadratury Simpsona.
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Kwadratury w podprzedziaªa
h konstruujemy za pomo
¡ opisanej w
ze±niejzamiany zmienny
h. Zoba
zmy przykªady kwadratur z podziaªem przedziaªu [a, b]na N 
z�±
i o tej samej dªugo±
i h = (b − a)/N.

Zªo»ona kwadratura trapezów powstaje w ten sposób, »e w ka»dymz podprzedziaªów przedziaªu [a, b] stosujemy kwadratur� trapezów. W ten sposóbotrzymamy li
zb�

Th(f) = h
(1

2
f(x0) +

N−1∑

i=1

f(xi) +
1

2
f(xN)

)

,

gdzie xi = a + ih. Je±li funk
ja f jest klasy C2[a, b] i |f ′′(x)| 6 M2 dla ka»dego

x ∈ [a, b], to warto±¢ bezwzgl�dna lokalnego bª�du kwadratury trapezóww przedziale [xi, xi+1] nie przekra
za M2

12
h3, a zatem suma ty
h bª�dów maosza
owanie

|I(f) − Th(f)| 6
M2

12
(b − a)h2.Zªo»on¡ kwadratur� Simpsona otrzymujemy analogi
znie. Ozna
zmy

xi = a + ih/2 dla i = 0, . . . , 2N. Suma kwadratur Simpsona w N podprzedziaªa
ho dªugo±
i h jest równa

Sh(f) =
h

6

(

f(x0) + 4f(x1) +

N−1∑

i=1

(

2f(x2i) + 4f(x2i+1)
)

+ f(x2N)
)

,

za± dla funk
ji f odpowiednio klasy C3[a, b] i C4[a, b] bª¡d ma osza
owania

|I(f) − Sh(f)| 6
M3

192
(b − a)h3,

|I(f) − Sh(f)| 6
M4

2880
(b − a)h4.Konstruowanie zªo»ony
h kwadratur Gaussa jest utrudnione, je±li funk
ja wagowanie jest staªa, dlatego powy»sze podej±
ie stosuje si� tylko do kwadraturGaussa-Legendre'a. Je±li funk
ja f jest klasy C2n[a, b], to mo»emy w ka»dymprzedziale o dªugo±
i h u»y¢ kwadratury Gaussa-Legendre'a opartej na n w�zªa
hi wtedy dostaniemy osza
owanie bª�du o posta
i

|I(f) − Qh(f)| 6 CnM2n(b − a)h2n,w którym staªa Cn zale»y tylko od rz�du kwadratury. Jak wida¢, dla h → 0 bª¡dbardzo szybko d¡»y do zera. Je±li funk
ja f nie ma 
i¡gªy
h po
hodny
h a» takwysokiego rz�du, to bª¡d nadal d¡»y do zera, 
ho¢ wolniej.
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Ekstrapola
ja Ri
hardsona i metoda Romberga

Nie
h f ozna
za funk
j� klasy C2n+2[a, b]. Dowodzi si�, »e bª¡d zªo»onejkwadratury trapezów, z przedziaªem [a, b] podzielonym na podprzedziaªyo jednakowej dªugo±
i h, mo»na wyrazi¢ wzorem

I(f) − Th(f) = c1h
2 + c2h

4 + · · · + cnh2n + O(h2n+2),zwanym wzorem suma
yjnym Eulera-Ma
laurina. Wspóª
zynniki c1, . . . , cn zale»¡od po
hodny
h funk
ji f w przedziale [a, b], ale nie zale»¡ od dªugo±
ipodprzedziaªów.

Mo»emy ten wzór przepisa¢ dla zªo»onej kwadratury trapezów z dwukrotniedrobniejszym podziaªem przedziaªu 
aªkowania:
I(f) − Th/2(f) =

c1

4
h2 +

c2

16
h4 + · · · + cn

4n
h2n + O(h2n+2),

Je±li strony powy»szego wzoru pomno»ymy przez 4/3 i odejmiemy od ni
h stronywzoru dla kwadratury z podprzedziaªami o dªugo±
i h pomno»one przez 1/3, tootrzymamy równo±¢
I(f) −

(4

3
Th/2(f) −

1

3
Th(f)

)

= d2h
4 + · · · + dnh2n + O(h2n+2).

Kombina
ja liniowa16 T
(1)

h (f) = 4/3Th/2(f) − 1/3Th(f) jest kwadratur¡, którejdominuj¡
y skªadnik bª�du jest rz�du h4, zatem zna
znie szyb
iej maleje pod
zaszmniejszania h. Opisany sposób wyeliminowania dominuj¡
ego skªadnika bª�du(który mo»na stosowa¢ tak»e w inny
h przypadka
h, gdy bª¡d jest opisany zapomo
¡ szeregu pot�gowego) jest nazywany ekstrapola
j¡ Ri
hardsona.

Ekstrapola
j� Ri
hardsona mo»emy iterowa¢. Maj¡
 kwadratury T
(j)

h i T
(j)

h/2

,który
h dominuj¡
e skªadniki bª�dów s¡ propor
jonalne do h2j+2, okre±lamykwadratur�

T
(j+1)

h (f) =
22j+2

22j+2 − 1
T

(j)

h/2
(f) −

1

22j+2 − 1
T

(j)

h (f),

której bª¡d ma dominuj¡
y skªadnik bª�du h2j+4. Oparta na tym pomy±le metodanumery
znego 
aªkowania jest nazywana metod¡ Romberga. Podprogramobli
zaj¡
y 
aªk�, dla ustalonego h, obli
za kwadratury Th(f) i Th/2(f) i obli
zakwadratur� T
(1)

h (f). Wyra»enie |Th(f) − Th/2(f)| mo»e by¢ przyj�te za osza
owanie16Co 
iekawe, to jest zªo»ona kwadratura Simpsona, Sh. Natomiast dalej opisane kwadratury

T
(2)

h , T
(3)

h , . . . nie s¡ zªo»onymi kwadraturami interpola
yjnymi.
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bª�du, 
o jest analogi¡ do przyrostowego kryterium stopu w metoda
hnumery
zny
h rozwi¡zywania równa« nieliniowy
h. Je±li to osza
owanie jest zbytdu»e, to obli
zana jest kwadratura Th/4(f), a nast�pnie T
(1)

h/2
(f) i T

(2)

h (f) itd.Obli
zenie przebiega zgodnie ze s
hematem

Th(f)

Th/2(f)
ց
→ T

(1)

h (f)

Th/4(f)
ց
→ T

(1)

h/2
(f)

ց
→ T

(2)

h (f)... ... ... . . .

Th/2k(f)
ց
→ T

(1)

h/2k−1(f)
ց
→ . . .

ց
→ T

(k)

h (f)Za osza
owanie bª�du ka»dej kwadratury otrzymanej przez ekstrapola
j� mo»emyprzyj¡¢ ró»ni
� kwadratur, na podstawie który
h zostaªa ona obli
zona.Zauwa»my, »e po ka»dnym zmniejszeniu dªugo±
i podprzedziaªów dla kwadraturytrapezów warto±
i funk
ji pod
aªkowej wystar
zy tylko obli
zy¢ tylko w nowy
hw�zªa
h i nie ma potrzeby prze
howywania warto±
i funk
ji f w tabli
y.

Caªkowanie funk
ji wielu zmienny
h

Znane z analizy twierdzenie Fubiniego umo»liwia sprowadzenie zadania obli
zenia
aªki z funk
ji f okre±lonej w wielowymiarowym obszarze A do obli
zenia 
aªekjednowymiarowy
h. Analogi
znie mo»na post�powa¢ z kwadraturami. Jest tosz
zególnie proste, gdy obszar A jest kostk¡. Powiedzmy, »e jest to prostok¡t:

A = [a, b] × [c, d]. Maj¡
 kwadratury przybli»aj¡
e 
aªki w przedziaªa
h [a, b]i [c, d], odpowiednio z w�zªami x0, . . . , xn−1 i y0, . . . , ym−1 oraz wspóª
zynnikami

A0, . . . , An−1 i B0, . . . , Bm−1, mo»emy obli
zy¢

Q(f) =

n−1∑

i=0

Ai

m−1∑

j=0

Bjf(xi, yj) ≈
∫b

a

(∫d

c

f(x, y)dy

) dx.

Znane s¡ równie» kwadratury odpowiednie dla obszarów o innym ksztaª
ie. Je±linp. obszar 
aªkowania A jest trójk¡tem, to kwadratury okre±lone wzorami
Q1(f) =

T

3

(

f(a) + f(b) + f(c)
)

,

Q2(f) =
T

3

(

f(p) + f(q) + f(r)
)

,

Q3(f) =
T

60

(

3
(

f(a) + f(b) + f(c)
)

+ 8
(

f(p) + f(q) + f(r)
)

+ 27f(s)
)

,
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w który
h T ozna
za pole trójk¡ta A o wierz
hoªka
h a, b, c, ±rodka
h boków p,
q, r i ±rodku 
i�»ko±
i s, s¡ dokªadne, je±li funk
ja f jest odpowiedniowielomianem stopnia 1, 2 i 3. Dowolny obszar wielok¡tny mo»emy podzieli¢ natrójk¡ty i stosowa¢ kwadratury zªo»one.

Numery
zne 
aªkowanie jest kªopotliwe, je±li wymiar obszaru A jest du»y. Istniej¡zadania prakty
zne (bior¡
e si� m.in. z ekonomii), w który
h wymiar d obszaru
aªkowania jest rz�du kilkuset. Obli
zenie 
aªki w takiej kost
e d-wymiarowej zapomo
¡ kwadratury otrzymanej analogi
znie, jak dla prostok¡ta, jestniewykonalne. Nawet gdyby w przedziale zmienno±
i ka»dej zmiennej wybra¢tylko dwa w�zªy, li
zba punktów, w który
h trzeba by obli
zy¢ warto±
i funk
jipod
aªkowej, byªaby równa 2d. Zjawisko wykªadni
zego wzrostu zªo»ono±
iobli
zeniowej zadania ze wzrostem wymiaru dziedziny funk
ji nosi nazw�przekle«stwa wymiaru (ang. dimensionality 
urse).

Znany
h jest kilka sposobów obli
zania przybli»ony
h warto±
i 
aªekwielowymiarowy
h za pomo
¡ warto±
i funk
ji obli
zony
h w zna
znie mniejszejli
zbie punktów. Sposób najprostszy i jedno
ze±nie skute
zny dla najszerszejklasy taki
h zada« wynalazª Ulam w 1946 r. Sposób ten jest znany pod nazw¡metody Monte Carlo. Obszar A uznajemy za przestrze« zadrze« elementarny
hi okre±lamy w nim jednostajny rozkªad prawdopodobie«stwa. Wtedy funk
ja fjest zmienn¡ losow¡. Ilo
zyn warto±
i o
zekiwanej tej zmiennej losowej i miary |A|obszaru A jest poszukiwan¡ 
aªk¡, ∫
A

f. Dla n niezale»ny
h losowa« punktów

xi ∈ A mo»emy okre±li¢ now¡ zmienn¡ losow¡ wzorem

Q(f) = |A|
1

n

n−1∑

i=0

f(xi).

Jest to wªa±nie kwadratura Monte Carlo; jej warto±¢ o
zekiwana te» jestrówna poszukiwanej 
aª
e. Je±li zmienna losowa f ma warian
j� σ2, towarian
ja σ2
n kwadratury Monte Carlo jest równa |A|σ2/n. Zatem od
hyleniestandardowe σn zmiennej losowej Q(f) jest propor
jonalne do n−1/2i w sz
zególno±
i nie zale»y od wymiaru d obszaru A. Dla dostate
znie du»ego nmo»emy o
zekiwa¢, »e bª¡d jest bardzo maªy � z du»ym prawdopodobie«stwem,ale nie z 
aªkowit¡ pewno±
i¡.



11.11

Zadania i problemy

1. Dla kwadratury interpola
yjnej opisanej wzorem

Q(f) = A0f(a) + A1f(c),przybli»aj¡
ej 
aªk� ∫b

a
f(x)dx, znajd¹ w�zeª c i wspóª
zyniki A0, A1 tak, aby rz¡dtej kwadratury byª jak najwi�kszy. Podaj rz¡d i osza
owanie bª�du tej kwadratury.Wskazówka. Za
znij od przypadku a = 0, b = 1, nast�pnie uogólnij otrzymanewyniki na przypadek dowolnego przedziaªu [a, b].2. Znajd¹ wspóª
zynniki kwadratury

Q(f) = A0f(a) + B0f
′(a) + A1f(b) + B1f

′(b),przybli»aj¡
ej 
aªk� ∫b

a
f(x)dx.Jaki jest rz¡d tej kwadratury? Podaj osza
owanie jej bª�du.Wskazówka. Rozwi¡» zadanie dla przypadku a = 0, b = 1, korzystaj¡
z wielomianów H00, H01, H10 i H11, u»yty
h do konstruk
ji interpola
yjny
hkubi
zny
h funk
ji sklejany
h. Nast�pnie uogólnij wynik.3. Obli
z wspóª
zynniki kwadratury Gaussa-Czebyszewa rz�du 2n.Wskazówka. Dokonaj zamiany zmienny
h, podstawiaj¡
 x = 
os t.4. Jaka kwadratura wydaje si� najodpowiedniejsza do obli
zania tzw. zupeªny
h
aªek elipty
zny
h pierwszego i drugiego rodzaju, tj. funk
ji okre±lony
h wzorami

K(k) =

∫1

0

1
√

(1 − k2x2)(1 − x2)

dx i E(k) =

∫1

0

√

1 − k2x2

1 − x2

dx

dla k ∈ [0, 1), i jak jej u»y¢?5. Przypu±¢my, »e nale»y obli
zy¢ 
aªk� z funk
ji f w dwuwymiarowym obszarze A,który le»y mi�dzy wykresami dwó
h funk
ji 
i¡gªy
h, c i d, okre±lony
hw przedziale [a, b] i taki
h »e c(x) < d(x) dla ka»dego x ∈ [a, b]. Zaprojektujalgorytm obli
zania tej 
aªki za pomo
¡ pewnej kwadratury Q, której w�zªyi wspóª
zynniki s¡ podane w tabli
a
h. Kwadratura Q przybli»a 
aªk� z funk
jijednej zmiennej w przedziale [0, 1].
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Wybrane ±rodowiska i biblioteki dla obli
ze«numery
zny
h


