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Zasady zalizania przedmiotu

Na zalizenie przedmiotu skªadaj¡ si�: zalizenie ¢wize« i zdanie egzaminu.Poªowa ¢wize« ma miejse w laboratorium, pozostaªe ¢wizenia s¡ w sali przytabliy. Na ko«ow¡ oen� skªadaj¡ si�

• punkty, którymi prowadz¡y ¢wizenia oeniª prae domowe, tj. rozwi¡zaniazada« na karte,

• punkty za rozwi¡zania zada« programistyznyh,
• punkty zdobyte na egzaminie pisemnym.

Po egzaminie pisemnym b�d¡ wystawione propozyje oen, w któryh zadaniadomowe, zadania programistyzne i egzamin pisemny maj¡ udziaªy odpowiednio

25%, 35% i 40%. Otrzyman¡ propozyj� oeny uzestnik zaj�¢ mo»e przyj¡¢, lubwystawi¢ na ryzyko zmiany na egzaminie ustnym.
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Egzamin z Metod Numeryznyh, III rok Inf.(�i±le tajne przed godz. 14:30 28 styznia 2012.)

Prosz� bardzo uwa»nie przezyta¢ tre±¢ zada«. Na oen� bardzo du»y wpªywb�dzie miaªa zytelno±¢ rozwi¡za« i poprawno±¢ uzasadnienia ka»dej odpowiedzi.

1. Wykonaj dwie iteraje metody Newtona dla ukªadu równa«

{
x3 + x − xy − 2y2 = −4,

y3 − y = −6,dla punktu startowego (x0, y0) = (2,−2).

2. Warto±¢ wyra»enia w = a3 − b3 zostaªa oblizona przy u»yiu nast�puj¡egoalgorytmu, zrealizowanego za pomo¡ arytmetyki zmiennopozyyjnej:x1 = a*a+b*b;x2 = a+b;x3 = 0.5*(x1+x2*x2);w = x3*(a-b);Napisz wyra»enie, którego warto±i¡ jest bª¡d (bezwzgl�dny) otrzymanegowyniku, je±li w »adnym z dziaªa« nie wyst¡piª nadmiar ani niedomiar.

3. Warto±i f1, . . . , fN pewnej funkji rzezywistej f s¡ podane w punktah

x1, . . . , xN. Funkja ta ma by¢ przybli»ona przez wielomian w stopnia onajwy»ej n < N tak, aby wyra»enie ∑N

i=1(fi − w(xi))
2 byªo jak najmniejsze.Napisz ukªad równa« liniowyh, taki »e rozwi¡zanie powy»szego zadaniaaproksymaji mo»na sprowadzi¢ do liniowego zadania najmniejszyh kwadratówdla tego ukªadu. Podaj algorytm rozwi¡zywania tego zadania za pomo¡ odbi¢Householdera. Jaki jest koszt tego algorytmu w zale»no±i od lizb n i N?

4. Skonstruuj odpowiedni¡ baz� Newtona i rozwi¡» przy u»yiu algorytmu ró»nidzielonyh zadanie interpolayjne Hermite'a dla danyh przedstawionyhw tabele:

xi 1 3

f(xi) −4 −8

f ′(xi) −10 30

f ′′(xi) −8

5. Rozwa»amy konstrukj� interpolayjnej funkji sklejanej drugiego stopnia,
s(x) =

∑N−3

i=0 diN
2
i(x), której w�zªy s¡ lizbami naturalnymi, ui = i dla

i = 0, . . . ,N, reprezentowanej za pomo¡ funkji B-sklejanyh N2
i . Warunkiinterpolayjne (tj. warto±i funkji, sk = s(vk)) s¡ zadane w punktah v0 = 2,

vk = k+ 11
2

dla k = 1, . . . ,N− 4 i vN−3 = N− 2. Wiedz¡, »e N2
i(i+ x) = N2

0(x) dlaka»dego x ∈ R oraz i ∈ {0, . . . ,N − 3}, a ponadto N2
0(x) = 0 je±li x 6 0 lub x > 3,oraz N2
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, napisz ukªad równa«,którego rozwi¡zanie jest wektorem wspóªzynników di poszukiwanej funkji.

6. Które z podanyh na wykªadzie metod rozwi¡zywania ukªadów równa« liniowyhmog¡ by¢ u»yte do rozwi¡zania ukªadu równa« liniowyh:a) Z poprzedniego zadania.b) Ukªadu równa« normalnyh dla regularnego liniowego zadania najmniejszyhkwadratów z lizb¡ niewiadomyh nie przekrazaj¡¡ 100.) Ukªadu równa« z wielk¡ maierz¡ (n × n, gdzie n > 104) symetryzn¡i dodatnio okre±lon¡, która ma w ka»dym wierszu mniej ni» 20 niezerowyhwspóªzynników rozmieszzonyh nieregularnie.W ka»dym przypadku napisz, z uzasadnieniem, która z tyh metod wydaje si�najbardziej odpowiednia.

7. Podaj najmniejsze n, takie »e bª¡d aproksymaji jednostajnej funkji f(x) = sin xw przedziale [−4π, 4π] przez optymalnie dobrany wielomian stopnia n jestmniejszy ni» 1. Odpowied¹ uzasadnij, powoªuj¡ si� na stosowne twierdzenie.

8. Caªk�
I(f) =

∫1

−1

f(x)dx,hemy przybli»a¢ kwadratur¡ o postai

Q(f) = A0

(

f(−1) + f(1)
)

+ A1

(

f(−a) + f(a)
)

.Dobierz lizb� a i wspóªzynniki A0, A1 tak, aby otrzyma¢ kwadratur�o najwi�kszym rz�dzie. Podaj oszaowanie bª�du tej kwadratury, je±li funkja fma w przedziale [−1, 1] i¡gª¡ pohodn¡ zwartego rz�du i istnieje staªa M4, taka»e dla ka»dego x ∈ [−1, 1] zahodzi nierówno±¢ |f(4)(x)| 6 M4.



1.1

Rozwi¡zywanie równa« nieliniowyh

Rozwa»amy zadanie znalezienia lizby x, takiej »e

f(x) = 0,przy zym mamy do dyspozyji podprogram oblizaj¡y warto±¢ funkji f dlaargumentu x podanego jako parametr. To dla programu. Natomiast aby takiprogram napisa¢, lub wybra¢ gotowy do rozwi¡zania konkretnego zadania,zawsze musimy wiedzie¢ o± wi�ej o funkji f. Przede wszystkim trzeba wiedzie¢,zy rozwi¡zanie istnieje. Czy istnieje wi�ej ni» jedno? A mo»e niesko«zeniewiele? To ozywi±ie zale»y od funkji f. Dalej, je±li rozwi¡za« jest wi�ej, to zymamy znale¹¢ wszystkie, kilka, zy tylko jedno, oboj�tnie które, albo speªniaj¡ejaki± dodatkowy warunek?

Aby wybra¢ algorytm, musimy wiedzie¢ te» w jakim zbiorze ta funkja jestokre±lona i zy jest i¡gªa, przyda si� te» wiedza np. zy i¡gªa jest jej pohodnarz�du 1, 2 i by¢ mo»e dalsze. W niektóryh metodah opróz podprogramuoblizaj¡ego f(x) b�dzie te» potrzebny podprogram oblizaj¡y f ′(x), a nawetdalsze pohodne.

Metoda Newtona

Nieh A oznaza ogranizony przedziaª domkni�ty, w którym jest okre±lonafunkja rzezywista f klasy C2. Chemy znale¹¢ miejse zerowe funkji f w tymprzedziale (zaªo»ymy, »e istnieje i jest tylko jedno, w ka»dym praktyznymzastosowaniu to zaªo»enie ozywi±ie trzeba sprawdzi¢). Napiszemy wzór Taylora:

f(x + h) =
f(x)

0!
+

f ′(x)

1!
h +

f ′′(ξ)

2!
h2.Rozumiemy go tak: je±li lizby x oraz x + h nale»¡ do przedziaªu A, w którymfunkja f jest klasy C2, to istnieje lizba ξ, le»¡a pomi�dzy x oraz x + h, takia »epowy»sza równo±¢ zahodzi.

Metoda Newtona (z�sto w literaturze nazywana metod¡ styznyh lub metod¡Newtona-Raphsona, wersja wspóªzesna ró»ni si� od wersji podanyh przez nihobu) jest nast�puj¡a: wybieramy lizb� x0, która jest przybli»eniem miejsazerowego funkji f, a nast�pnie konstruujemy rekurenyjnie elementy i¡gu
x1, x2, . . ., w taki sposób: maj¡ xk, okre±lamy wielomian

wk(h) = f(xk) + f ′(xk)h.

1.2

Znajdujemy miejse zerowe δ wielomianu wk i przyjmujemy xk+1 = xk + δ. Mamyst¡d formuª�

xk+1 = xk −
f(xk)

f ′(xk)
.

Interpretaja geometryzna jest taka: wykres funkji f jest gªadk¡ krzyw¡,przehodz¡¡ przez punkt (xk, f(xk)). Konstruujemy prost¡ styzn¡ do wykresuw tym punkie i przyjmujemy za xk+1 punkt przei�ia styznej z osi¡ x.

Zbadamy, jakie warunki wystarzy speªni¢, aby i¡g (xk)k∈N dla dowolnego x0 ∈ Azbiegaª do rozwi¡zania, które oznazymy liter¡ α. Przede wszystkim zauwa»amy,»e w »adnym punkie tego i¡gu pohodna funkji f nie mo»e by¢ zerowa.Naturalne jest zaªo»enie, »e w przedziale A pohodna znaku nie zmienia, owi�ej, zahodzi nierówno±¢ |f ′(x)| > K dla pewnej staªej K > 0. Dalej, poniewa» fjest klasy C2(A), istnieje staªa M, taka »e |f ′′(x)| 6 M dla ka»dego x ∈ A.

Oznazmy εk = xk − α � jest to (bezwzgl�dny) bª¡d aproksymaji rozwi¡zaniaprzez k-ty element i¡gu. Na podstawie wzoru Taylora piszemy

0 = f(α) = f(xk) + f ′(xk)(α − xk) +
1

2
f ′′(ξk)(α − xk)

2.

Lizba ξk le»y mi�dzy α i xk. Dzielimy strony przez f ′(xk):

0 =
f(xk)

f ′(xk)
+ α − xk +

f ′′(ξk)

2f ′(xk)
ε2

k =
f(xk)

f ′(xk)
+ α − xk+1 + xk+1 − xk +

f ′′(ξk)

2f ′(xk)
ε2

k.

Poniewa» xk+1 − xk = −
f(xk)

f′(xk)

, mamy st¡d

εk+1 =
f ′′(ξk)

2f ′(xk)
ε2

k. (*)

Mo»emy oszaowa¢

|εk+1| 6
M

2K
|εk|

2.

Aby zahodziªa nierówno±¢ |εk+1| < |εk|, wystarzy, »e M
2K

|εk| < 1, zyli

|εk| <
2K

M
.Je±li bª¡d przybli»enia rozwi¡zania przez punkt x0, z którego zazynamy, speªniat� nierówno±¢, to ka»dy nast�pny bª¡d ma mniejsz¡ warto±¢ bezwzgl�dn¡ ni»poprzedni, o wi�ej, i¡g bª�dów zbiega do zera.



1.3

Mamy zatem warunek dostatezny zbie»no±i metody, ale zbadajmy jeszzeszybko±¢ tej zbie»no±i. Wybierzmy dowoln¡ podstaw� logarytmu wi�ksz¡ ni» 1i oznazmy ak = log |εk|, g(k) = log∣∣ f′′(ξk−1)

2f′(xk−1)

∣

∣. Na podstawie równo±i (*) mo»emynapisa¢ równanie ró»niowe

ak = 2ak−1 + g(k).Nieh G = log M
2K

. Je±li rozwa»ymy równanie uproszzone,�ak = 2�ak−1 + G,dla którego przyjmiemy �a0 = a0 < −G, to dla ka»dego k mamy

ak 6 �ak = (a0 + G) · 2k − G.Ci¡g (�ak)k∈N d¡»y wykªadnizo do −∞, a i¡g (ak)k∈N d¡»y do −∞ o najmniejtak samo szybko. To za± oznaza, »e je±li xk jest przybli»eniem rozwi¡zania, którema n yfr dokªadnyh, to xk+1 b�dzie mie¢ w przybli»eniu 2n yfr dokªadnyh.Zatem zbie»no±¢ jest bardzo szybka. Na podstawie powy»szej nierówno±i, znaj¡oszaowanie |ε0| i G oraz toleranj� bª�du, mo»na oszaowa¢ lizb� iterajiwystarzaj¡¡ do otrzymania rozwi¡zania z bª�dem w graniah tej toleranji.

Uwaga. Mo»na udowodni¢ zbie»no±¢ metody przy sªabszyh zaªo»eniah, np. »efunkja f niekonieznie jest klasy C2, ale jej pohodna speªnia warunek Lipshitza.

Podstawowe poj�ia

Równania nieliniowe (i ih ukªady) s¡ rozwi¡zywane za pomo¡ metoditerayjnyh � przykªadem jest przedstawiona wy»ej metoda Newtona. Powódjest taki, »e rozwi¡zania na ogóª nie daj¡ si� wyrazi¢ za pomo¡ ztereh dziaªa«algebraiznyh i to dotyzy nawet równa« drugiego stopnia (ozywi±ie, mamy dodyspozyji pierwiastek kwadratowy, ale jego te» obliza si� iterayjnie, za pomo¡odpowiedniego mikroprogramu proesora). Aby mie¢ ogólne spojrzenie na metodyiterayjne, wprowadzimy kilka poj�¢.

Funkja iterayjna jest to funkja, która elementowi xk, b�d¡emu przybli»eniemrozwi¡zania, przyporz¡dkowuje kolejne przybli»enie, xk+1. W metodzie Newtonafunkja iterayjna jest okre±lona wzorem

ϕN(x) = x −
f(x)

f ′(x)
.

Jest jasne, »e funkja iterayjna powinna by¢ tak skonstruowana, abyrozwi¡zanie α byªo jej punktem staªym, tj. aby byªo ϕ(α) = α.

1.4

Funkje iterayjne dla pewnyh metod s¡ bardziej skomplikowane. Po pierwsze,argumentem funkji iterayjnej opróz ostatniego przybli»enia mo»e by¢ tak»ejedno lub wi�ej poprzednih (zasami takie metody nazywa si� metodamiz pami�i¡). Na przykªad w metodzie sieznyh, o której b�dzie mowa dalej,potrzebne s¡ dwa ostatnie przybli»enia, które nie mog¡ by¢ jednakowe. Funkjaiterayjna ma w tym przypadku posta¢

ϕS(x, y) = x −
f(x)

f[x, y]
, gdzie f[x, y] =

f(x) − f(y)

x − y
,

zatem w kolejnyh iterajah oblizamy xk+1 = ϕS(xk, xk−1). Wreszie, funkjaiterayjna mo»e w jawny sposób zale»e¢ od numeru iteraji, k � w tymprzypadku mówimy o metodzie niestajonarnej.

Kula zbie»no±i rozwi¡zania α jest to kula o ±rodku α (w przypadku równa«z jedn¡ niewiadom¡ jest to przedziaª symetryzny wzgl�dem α), taka »e je±liwybierzemy dowolny punkt startowy x0 wewn¡trz tej kuli, to i¡g (xk)k∈N zbiegado α. Znalezienie kuli zbie»no±i jest na ogóª bardzo trudne, wi� tego nie robimy,ale na podstawie wªasno±i funkji f i de�niji metody mo»emy szaowa¢ jejpromie« r. Na przykªad, dla metody Newtona znale¹li±my oszaowanie r >
2K
M

.Jest ozywiste, »e je±li równanie ma kilka rozwi¡za«, to ka»de z nih ma wªasn¡kul� zbie»no±i i wszystkie te kule s¡ rozª¡zne. Kule zbie»no±i pewnyhrozwi¡za« mog¡ by¢ zbiorem pustym � mo»e si� zdarzy¢, »e dana metoda nie jestw stanie takih rozwi¡za« znale¹¢. Warto natomiast zwrói¢ uwag�, »e je±li punktstartowy nie nale»y do kuli zbie»no±i »adnego rozwi¡zania, to metoda mo»eznale¹¢ rozwi¡zanie, je±li otrzymany po pewnej lizbie iteraji punkt �wpadª� dokuli zbie»no±i. Tylko, »e nie nale»y lizy¢ na taki przypadek.

Twierdzeniem o ogromnym znazeniu praktyznym, a zwªaszza w metodahnumeryznyh, jest twierdzenie Banaha o punkie staªym: je±li zbiór Xz metryk¡ ρ jest zupeªn¡ przestrzeni¡ metryzn¡, a funkja ϕ : X → X jestprzeksztaªeniem zw�»aj¡ym (tj. istnieje staªa L < 1, taka »e

∀a,b∈X ρ(ϕ(a), ϕ(b)) 6 Lρ(a, b)), to funkja ϕ ma jeden punkt staªyw zbiorze X. Wykazanie, »e metoda dziaªa, tj. wytwarza i¡g zbie»ny dorozwi¡zania, z�sto sprowadza si� do znalezienia (wykazania istnienia luboszaowania promienia) kuli X, w której funkja iterayjna ϕ jestprzeksztaªeniem zw�»aj¡ym.

Wykªadnik zbie»no±i metody opisuje asymptotyzn¡ szybko±¢ zbie»no±ii¡gu (xk)k∈N do rozwi¡zania. Przeprowadzony rahunek dla metody Newtonadowiódª, »e je±li funkja f speªnia uzynione zaªo»enia, to wykªadnik zbie»no±ijest nie mniejszy ni» 2. Formalna de�nija jest taka: wykªadnik zbie»no±i metody



1.5

jest to najwi�ksza lizba p, taka »e istniej¡ staªe K i C < +∞, takie »e dla ka»dego

k > K zahodzi nierówno±¢

|εk+1| 6 C|εk|
p, zyli log |εk+1| 6 logC + p log |εk|.Wykªadnik zbie»no±i powinien by¢ wi�kszy lub równy 1, przy zym je±li p = 1, toozywi±ie musi by¢ C < 1. Przykªadem metody o wykªadniku zbie»no±i 1 jestmetoda bisekji: w ka»dej iteraji otrzymujemy przybli»enie rozwi¡zaniaz oszaowaniem bª�du mniejszym o poªow�. Równie» metoda Newtona mawykªadnik zbie»no±i 1, je±li nie jest speªnione zaªo»enie, »e pohodna funkji fw otozeniu rozwi¡zania jest niezerowa. Dla p > 1, gdyby byªo K = 0, to byoznazaªo, »e istniej¡ staªe a i b, takie »elog |εk| 6 a + (log |ε0| + b)pk.

Ostatnie przedstawiane tu poj�ie podstawowe to maksymalna graniznadokªadno±¢. Analiza metody Newtona byªa przeprowadzona przy zaªo»eniu, »e niema bª�dów w oblizeniah, tj. zarówno warto±i funkji f i pohodnej w xk s¡oblizane dokªadnie, jak i w ko«owyh dziaªaniah oblizenia warto±i funkjiiterayjnej nie ma bª�dów. Oblizenia wykonujemy jednak z bª�dami zaokr¡gle«,które ogranizaj¡ mo»liw¡ do uzyskania dokªadno±¢ rozwi¡zania. Warto±¢ funkji fjest oblizana z pewnym bª�dem, dalsze dziaªania w oblizaniu funkji iterayjnejte» s¡ niedokªadne. Za rozwi¡zanie metoda mo»e zatem przyj¡¢ dowolny punktprzedziaªu, w którym bª¡d oblizonej warto±i funkji f jest wi�kszy lub równy

100%. Je±li pohodna funkji jest bliska 0, to ten przedziaª mo»e by¢ dªugi.

Metoda sieznyh

Wad¡ metody Newtona jest koniezno±¢ oblizania warto±i pohodnej funkji f.Metoda sieznyh jest mody�kaj¡ metody Newtona, w której pohodna zostaªazast¡piona przez ró»ni� dzielon¡ (albo iloraz ró»niowy, jak kto woli), zyli pewneprzybli»enie pohodnej. Maj¡ dwa ró»ne przybli»enia rozwi¡zania, xk i xk−1,prowadzimy prost¡ przez punkty (xk, f(xk)) i (xk−1, f(xk−1)). Prosta ta przeina(sieze) wykres funkji f w tyh punktah, i w tym sensie jest jego siezn¡.

Skonstruowana siezna jest wykresem wielomianu pierwszego stopnia. Punkt xk+1jest miejsem zerowym tego wielomianu. W metodzie sieznyh nale»y poda¢ dwapoz¡tkowe przybli»enia rozwi¡zania, x0 i x1, a nast�pnie w ka»dej iteraji obliza¢
xk+1 = xk −

f(xk)

f[xk, xk−1]
, gdzie f[xk, xk−1] =

f(xk) − f(xk−1)

xk − 1k−1

.

1.6

Aby dokona¢ analizy metody sieznyh, u»yjemy pewnego uogólnienia wzoruTaylora:

f(z) = f(x) + f[x, y](z − x) +
f ′′(ξ)

2!
(z − x)(z − y).Wzór ten jest szzególnym przypadkiem wzoru opisuj¡ego reszt� interpolayjn¡Hermite'a, który podam (z dowodem) na jednym z dalszyh wykªadów. Podanywy»ej wzór rozumiemy w ten sposób, »e je±li lizby x, y, z le»¡ w przedziale A,w którym funkja f jest klasy C2, to istnieje ξ ∈ A, takie »e podana wy»ej równo±¢zahodzi (lizba ξ le»y mi�dzy najmniejsz¡ i najwi�ksz¡ spo±ród tyh trzeh lizb).

Jak poprzednio, α oznaza poszukiwane rozwi¡zanie, za± εk = xk − α. Lizymy

0 = f(α) = f(xk) + f[xk, xk−1](α − xk) +
f ′′(ξk)

2
(α − xk)(α − xk−1)i dzielimy stronami przez f[xk, xk−1]:

0 =
f(xk)

f[xk, xk−1]
+ α − xk+1 + xk+1 − xk +

f ′′(ξk)

2f[xk, xk−1]
(α − xk)(α − xk−1),

sk¡d, po skróeniu podkre±lonyh skªadników, otrzymujemy

0 = α − xk+1 +
f ′′(ξk)

2f[xk, xk−1]
(α − xk)(α − xk−1),

a po uporz¡dkowaniu i uwzgl�dnieniu faktu, »e istnieje lizba ηk poªo»ona mi�dzy

xk i xk−1, taka »e f[xk, xk−1] = f ′(ηk), mamy st¡d równo±¢

εk+1 =
f ′′(ξk)

2f ′(ηk)
εkεk−1. (**)

Je±li, jak poprzednio, mo»emy oszaowa¢ |f ′(x)| > K > 0 i |f ′′(x)| 6 M dlaka»dego x ∈ A, to mamy

|εk+1| 6
M

2K
|εk||εk−1|.Je±li oba bª�dy, εk i εk−1, maj¡ warto±i bezwzgl�dne mniejsze ni» 2K

M

, to warto±ibezwzgl�dne kolejnyh bª�dów b�d¡ oraz mniejsze � w ten sposób mamyoszaowany promie« kuli zbie»no±i. Zbadajmy jeszze rz¡d zbie»no±i. W tymelu oznazmy ak = log |εk| oraz g(k) = log∣∣f′′(ξk−1)

f′(ηk−1)

∣

∣ i G = log∣∣ M
2K

∣

∣.Na podstawie (**) mo»emy napisa¢ równanie ró»niowe drugiego rz�du,

ak = ak−1 + ak−2 + g(k),
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i jego uproszzon¡ wersj��ak = �ak−1 + �ak−2 + G.Dla ustalonyh wyrazów poz¡tkowyh, �a0 = a0 i �a1 = a1, istniej¡ lizby a, b, c(mniejsza o dokªadne wzory, ale zah�am do ih znalezienia dla wprawy), takie »e

�ak = aλk
1 + bλk

2 + c, gdzie λ1 =
1 −

√
5

2
, λ2 =

1 +
√

5

2
,i je±li lizby a0 i a1 s¡ dostateznie maªe, to b < 0. Skªadnik bλk

2 dominujei wtedy i¡g (�ak)k∈N zbiega wykªadnizo do −∞. Zahodzi te» nierówno±¢ ak 6 �akdla ka»dego k, w zwi¡zku z zym, dla dostateznie du»yh k, je±li przybli»enie xkrozwi¡zania α ma n yfr dokªadnyh, to przybli»enie xk+1 b�dzie ih miaªo okoªo

λ2n. Wykªadnik zbie»no±i metody sieznyh, λ2 ≈ 1.618, jest uªamkiem.

Metoda sieznyh ma mniejszy wykªadnik zbie»no±i ni» metoda Newtona, alejedna jej iteraja jest ta«sza � odpada oblizanie pohodnej. Okazuje si�, »e je±lizadamy toleranj� ε dopuszzalnego bª�du, to metoda sieznyh mo»e znale¹¢dostateznie dokªadne rozwi¡zanie szybiej (w wi�kszej lizbie iteraji, z któryhka»da zajmuje mniej zasu). Z tego punktu widzenia, je±li koszt oblizania ró»niydzielonej uznamy za nieistotny, to metoda Newtona jest opªaalna, gdy kosztoblizania pohodnej nie przewy»sza ok. 0.44 kosztu oblizania warto±i funkji f.

Metoda Newtona dla ukªadu równa«

Rozwa»amy teraz zadanie znalezienia wspólnego miejsa zerowego n rzezywistyhfunkji skalarnyh, któryh argumentami jest n zmiennyh rzezywistyh.Mo»emy zatem napisa¢ ukªad w postai rozwini�tej:






f1(x1, . . . , xn) = 0,...

fn(x1, . . . , xn) = 0,lub �zwini�tej�

f(x) = 0.Funkja f jest okre±lona w pewnym obszarze A przestrzeni R
n i ma warto±i w R

n.

Nieh h = (h1, . . . , hn). Dla funkji skalarnej fi klasy C2(A), mo»emy napisa¢wzór Taylora:

fi(x + h) =
1

0!
fi(x) +

1

1!

Dfi|x(h) +
1

2!

D2fi|ξi
(h,h).
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Rozumiemy go tak: je±li obszar A zawiera odinek o ko«ah x i x + h, to istniejepunkt ξi na tym odinku, taki »e powy»sza równo±¢ zahodzi. Symbol Dfi|xoznaza ró»nizk� funkji fi w punkie x, zyli przeksztaªenie liniowe, któredowolnemu wektorowi h przyporz¡dkowuje lizb�

Dfi|x(h) =
∂fi

∂x1

∣

∣

∣

x
h1 + · · · + ∂fi

∂xn

∣

∣

∣

x
hn.

Warto±i¡ tego przeksztaªenia jest zatem ilozyn skalarny gradientu funkji fiw punkie x i wektora h. Symbol D2fi|ξi

oznaza ró»nizk� drugiego rz�du, tj.przeksztaªenie dwuliniowe, którego warto±i¡ dla pary wektorów (g,h) jest lizba

D2fi|ξi
(g,h) =

n∑

j=1

n∑

k=1

∂2fi

∂xj∂xk

∣

∣

∣

ξi

gjhk.

Drobny kªopot (o którym nie nale»y zapomina¢) jest taki, »e punkt ξi dlaka»dego i mo»e by¢ ró»ny, dlatego nie mo»na tak prosto zapisa¢ odpowiedniegowzoru dla funkji wektorowej f. Niemniej, ze wzoru Taylora wynika, »e je±liobszar A zawiera odinek x,x + h, to dla wektorowej funkji f klasy C2(A)zahodzi równo±¢
f(x + h) = f(x) + Df|x(h) + r, (***)przy zym Df|x jest ró»nizk¡ przeksztaªenia f w punkie x, a ponadto istniejemaierz B (zale»na od x i h) o wymiarah n × n i wspóªzynnikah wektorowyh

bjk =
[

∂2f1

∂xj∂xk

∣

∣

ξ1
, . . . , ∂2fn

∂xj∂xk

∣

∣

ξn

]T ∈ R
n, taka »e reszta we wzorze (***) jest równa

r = hTBh =

n∑

j=1

n∑

k=1

bjkhjhk, (****)

i speªnia oszaowanie

‖r‖ 6
M

2
‖h‖2

dla pewnej staªej M (staªa ta jest okre±lona przez pohodne drugiego rz�dufunkji fi w obszarze A i przez u»ywan¡ norm�).

Metoda Newtona polega tym, »e maj¡ przybli»enie xk rozwi¡zania α,konstruujemy przeksztaªenie a�nizne R
n → R

n, okre±lone przez pierwsze dwaskªadniki po prawej stronie wzoru (***), a nast�pnie przyjmujemy za xk+1 miejsezerowe tego przeksztaªenia. Czyli

xk+1 = xk − (Df|xk
)−1

(

f(xk)
)

.
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Aby oblizy¢ xk+1, nale»y oblizy¢ wektor fk = f(xk) oraz maierz pohodnyhz¡stkowyh pierwszego rz�du

Jk =







∂f1

∂x1

∣

∣

xk
. . . ∂f1

∂xn

∣

∣

xk... ...

∂fn

∂x1

∣

∣

xk
. . . ∂fn

∂xn

∣

∣

xk







zwan¡ jakobianem, która reprezentuje ró»nizk� funkji f w punkie xk,a nast�pnie rozwi¡za¢ ukªad równa« liniowyh

Jkδ = −fki oblizy¢ xk+1 = xk + δ.

Ozywi±ie, aby to oblizenie byªo wykonalne, maierz Jk musi by¢ nieosobliwa.Przyjmiemy zaªo»enie, »e istnieje taka staªa K, »e dla ka»dego punktu xw rozpatrywanym obszarze A ró»nizka przeksztaªenia f speªnia warunek

‖(Df|x)
−1‖ 6 K−1. Zatem, dla xk ∈ A jest ‖J−1

k ‖ 6 K−1. Na podstawie wzorów (***)i (****), mamy

0 = f(α) = f(xk) + Jk(α − xk) + (α − xk)
TBk(α − xk),Dalej post�pujemy identyznie, jak w przypadku skalarnym. Oznazamy

εk = xk − α. Strony równo±i mno»ymy przez J−1
k , oraz odejmujemyi dodajemy xk+1:

0 = J−1
k f(xk) + α − xk+1 + xk+1 − xk + J−1

k εT
kBkεk = α − xk+1 + J−1

k εT
kBkεk.St¡d wielko±¢ bª�du kolejnego przybli»enia rozwi¡zania,

εk+1 = J−1
k εT

kBkεk,mo»emy oszaowa¢ tak:

‖εk+1‖ 6
M

2K
‖εk‖2.Je±li funkja f speªnia przyj�te zaªo»enia, to wykªadnik zbie»no±i metodyNewtona jest równy 2 � ko«owy rahunek (z rozwi¡zywaniem równaniaró»niowego) jest identyzny jak dla równania z jedn¡ niewiadom¡.

Mody�kaje
Metoda Newtona dla ukªadu równa« mo»e by¢ do±¢ kosztowna: opróz warto±ifunkji f, skªadaj¡ej si� z n lizb, trzeba oblizy¢ maierz Jk, tj. w ogólno±i

1.10
n2 lizb, a nast�pnie rozwi¡za¢ ukªad równa«, o mo»e wymaga¢ wykonania Θ(n3)dziaªa« zmiennopozyyjnyh. Ze wzrostem lizby równa« i niewiadomyh kosztyte mog¡ sta¢ si� zaporowe. Dla bardzo du»yh n z�sto maierz Jk jest rzadka, tj.ma znaznie mniej ni» n2 wspóªzynników niezerowyh. W takim przypadkunale»y po pierwsze obliza¢ tylko wspóªzynniki niezerowe (ih rozmieszzeniew maierzy nale»y wyznazy¢ zawzasu), a ponadto u»y¢ metody rozwi¡zywaniaukªadu równa« liniowyh dostosowanej do maierzy rzadkiej.

Cz�sto stosuje si� rozmaite mody�kaje metody Newtona. Po pierwsze, zamiastobliza¢ wspóªzynniki maierzy Jk na podstawie dokªadnyh wzorów, które mog¡by¢ znaznie bardziej skomplikowane (zyli dro»sze) ni» wzory opisuj¡efunkje fi, mo»na obliza¢ ró»nie dzielone; w tym elu trzeba oblizy¢ warto±ifunkji f w n + 1 punktah.

Je±li punkty xk−n, . . . ,xk s¡ w poªo»eniu ogólnym, tj. wektory xj − xk dla

j = k − n, . . . , k − 1 s¡ liniowo niezale»ne, to mo»na oblizy¢ przybli»enie �Jkmaierzy Jk na podstawie warto±i funkji f w tyh punktah (to jednak jest do±¢kosztowne, w ogólno±i trzeba wykona¢ Θ(n3) operaji, ho¢ istniej¡ pewnesposoby zmniejszania tego kosztu). To jest wielowymiarowa metoda sieznyh. Jejwad¡ jest bardzo maªy wykªadnik zbie»no±i (bliski 1) dla du»yh n.

Kolejna mody�kaja polega na wykorzystaniu maierzy Jk w kilku kolejnyhiterajah. To równie» obni»a wykªadnik zbie»no±i, ale dodatkowe iteraje z t¡sam¡ maierz¡ s¡ bardzo tanie: nie trzeba obliza¢ pohodnyh i mo»na skorzysta¢z �gotowyh� zynników (np. trójk¡tnyh) rozkªadu maierzy. Koszt rz�du n3w rozwi¡zywaniu ukªadów równa« liniowyh jest zwi¡zany z rozkªadaniemmaierzy na te zynniki, maj¡ je, mo»na rozwi¡za¢ ukªad kosztem Θ(n2) dziaªa«.

Istniej¡ mody�kaje metody Newtona, maj¡e na elu �powi�kszenie� kulizbie»no±i poszukiwanyh rozwi¡za«. Dla nie do±¢ dobrego punktu xk z�stozdarza si�, »e przyrost δ, otrzymany przez rozwi¡zanie ukªadu równa« Jkδ = −fkjest za du»y. Wtedy mo»na przyj¡¢ xk+1 = xk + βδ, dla odpowiednio wybranegoparametru β ∈ (0, 1). Metoda skutezniejsza, ho¢ bardziej kosztowna, polega nawyznazeniu przyrostu przez rozwi¡zanie ukªadu równa«

(Jk + λI)δ = −fk,z odpowiednio wybranym parametrem λ. Metoda ta mo»e by¢ te» skuteznaw pewnyh przypadkah, gdy maierz Jk jest osobliwa. Parametr λ dobieramy tak,aby otrzyma¢ jak najmniejsze residuum ukªadu, tj. aby zminimalizowa¢ norm�wektora fk+1. Po pewnej lizbie iteraji mo»emy otrzyma¢ przybli»enie
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rozwi¡zania nale»¡e do kuli zbie»no±i metody Newtona i od tej hwiliprzyjmowa¢ λ = 0.

Kryteria stopu

Wa»n¡ deyzj¡ w oblizeniah jest, kiedy je przerwa¢. Na przykªad wykonywaniekolejnyh iteraji po osi¡gni�iu maksymalnej graniznej dokªadno±i jest strat¡zasu. Dlatego w p�tli, realizuj¡ej iteraje, musi si� pojawi¢ jedna lub wi�ejinstrukji przerywaj¡yh oblizenia po speªnieniu pewnego warunku.

Po pierwsze, mo»na da¢ limit lizby iteraji, np. okre±lony przez parametrproedury. W wielu typowyh zastosowaniah, je±li metoda Newtona nie znalazªarozwi¡zania (z granizn¡ dokªadno±i¡) po siedmiu1 iterajah, to ju» nie znajdzie(bo funkja nie speªnia warunków konieznyh dziaªania metody, zaz�li±my odzªego przybli»enia startowego, lub w ogóle nie ma rozwi¡zania).

Drugie kryterium stopu jest residualne. Residuum równania w punkie xk jest tolizba f(xk) (lub wektor f(xk)). Je±li residuum ma dostateznie maª¡ warto±¢bezwzgl�dn¡ (lub norm�, dla ukªadu równa«), na przykªad porównywaln¡z oszaowaniem bª�du, z jakim oblizamy warto±i funkji f, to przerywamyoblizenia.
Wreszie jest kryterium przyrostowe. Oblizenia przerywamy, gdy warto±¢bezwzgl�dna (lub norma) przyrostu δ = xk+1 − xk jest mniejsza ni» pewnawielko±¢ progowa. Dla wielu metod dªugo±¢ przyrostu w danym kroku jestgórnym oszaowaniem bª�du rozwiazania przybli»onego xk (ale to zale»y tak»e odfunkji f).

1Prosz� nie sugerowa¢ si�, »e zawsze taki limit jest dobry!
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Zadania i problemy

1. Wyka», »e algorytmw = a[n℄;p = 0.0;for ( i = n-1; i >= 0; i-- ) {p = p*x + w;w = w*x + a[i℄;}dla n > 0 obliza warto±¢ wielomianu w(x) = anxn + · · · + a1x + a0 i jegopohodnej w punkie x.2. Znajd¹ wzór opisuj¡y funkj� iterayjn¡ dla oblizania pierwiastka stopnia nz lizby rzezywistej a przy u»yiu metody Newtona. Obliz pierwsze trzyprzybli»enia lizby √
2, je±li x0 = 1.3. Znajd¹ wzór opisuj¡y funkj� iterayjn¡ dla metody Newtona zastosowanej dofunkji f(x) = a − 1/x. Czy mo»na oblizy¢ iloraz x = a/b nie wykonuj¡ operajidzielenia?4. Nieh f(x) = (x − a)n, dla pewnego n > 1. Jak dziaªa metoda Newtona w tymprzypadku (nie znamy a, startujemy z x0 6= a)? Jak dziaªa metodazmody�kowana (zakªadamy, »e znamy n), okre±lona wzorem

xk+1 = xk − n
f(xk)

f ′(xk)

?5. Dla funkji f jak w poprzednim zadaniu okre±lamy funkj� g(x) = f(x)/f ′(x). Jakdziaªa metoda Newtona, zastosowana do funkji g?Napisz funkj� iterayjn¡ dla tego przypadku wzorem, w którym wyst�puj¡ tylkowarto±i i pohodne funkji f.6. Przypu±¢my, »e pohodna funkji f klasy C3 jest niezerowa. Okre±lamy funkj� gwzorem g(x) = f(x)/
√

f ′(x). Obliz pohodn¡ drugiego rz�du funkji gw punkie α, takim »e f(α) = 0. Co mo»na st¡d wywnioskowa¢ o zbie»no±imetody Newtona zastosowanej do funkji g?Zast¡pienie funkji f przez okre±lon¡ wy»ej funkj� g daje metod� zwan¡metod¡ Halleya (tak, tego, który odkryª komet�). Napisz wzór opisuj¡y funkj�iterayjn¡ dla metody Halleya.7. Zbadaj, jak zahowuje si� metoda Newtona, je±li funkja f, której miejse zerowenale»y znale¹¢, jest okre±lona wzorem

f(x) = sgn x
√

|x|dla dowolnego punktu startowego x0 6= 0.
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8. Przypu±¢my, »e w metodzie sieznyh poz¡tkowe przybli»enia rozwi¡zania s¡ko«ami przedziaªu, w którym funkja f zmienia znak. Metod� mody�kujemyw ten sposób, »e po wyznazeniu kolejnego przybli»enia odrzuamy to, w którymfunkja f ma ten sam znak, o w nowym punkie (ta metoda nazywa si�regula falsi). Jaki jest wykªadnik zbie»no±i tej metody, je±li funkja f jest ±i±lewypukªa albo ±i±le wkl�sªa?9. (zadanie z ksi¡»ki Kinaida i Cheneya) Wykonaj jeden lub dwa kroki metodyNewtona dla ukªadów równa«






xy − z2 = 1

xyz − x2 + y2 = 2

ex − ey + z = 3

, x0 =







0

0

1






,

{
4x2 − y2 = 0

4xy − x = 1
, x0 =

[

0

1

]

,

{
xy2 + x2y + x4 = 3

x3y5 − 2x5y − x2 = −2
, x0 =

[

1

1

]

.
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Programy i projekty

1. Podany ni»ej program zawiera implementaje trzeh metod rozwi¡zywania równa«nieliniowyh. Przetestuj dziaªanie tyh metod, wybieraj¡ ró»ne funkje (np.wielomiany) i ró»ne poz¡tkowe przybli»enia rozwi¡zania. Typ floatw makrode�niji FLOAT zamie« na double i powtórz eksperymenty.#inlude <stdlib.h>#inlude <stdio.h>#inlude <math.h>

#define FLOAT float

FLOAT f1 ( void *usrptr, FLOAT x ){ return sin ( x ) - 0.5*x; /* funkja */} /*f1*/
void fd1 ( void *usrptr, FLOAT x, FLOAT *f, FLOAT *df ){ *f = sin ( x ) - 0.5*x; /* funkja */*df = os ( x ) - 0.5; /* pohodna */return;} /*fd1*/

void Bisekja ( FLOAT (*f)(void *usrptr, FLOAT x), void *usrptr,FLOAT a, FLOAT b, FLOAT eps,FLOAT *x, har *error ){ FLOAT , fa, fb, f;

fa = f ( usrptr, a );fb = f ( usrptr, b );if ( fa*fb <= 0.0 && eps > 0.0 ) {while ( fabs(b-a) > eps ) { = 0.5*(a+b);f = f ( usrptr,  );if ( fa*f <= 0.0 ) b = ;else a = ;}*x = a;*error = 0;
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}else*error = 1;} /*Bisekja*/

void Newton ( void (*fd)(void *usrptr, FLOAT x,FLOAT *f, FLOAT *fd), void *usrptr,FLOAT x0, FLOAT eps, FLOAT delta, int maxit,FLOAT *x, har *error ){ FLOAT f0, d0, dx;int i;
if ( eps > 0.0 || delta > 0.0 ) {for ( i = 0; i < maxit; i++ ) {fd ( usrptr, x0, &f0, &d0 );dx = f0/d0;if ( fabs (f0) < delta || fabs(dx) < eps ) {*x = x0;*error = 0;return;}x0 -= dx;}}*error = 1;} /*Newton*/

void Seant ( FLOAT (*f)(void *usrptr, FLOAT x), void *usrptr,FLOAT a, FLOAT b, FLOAT eps, FLOAT delta, int maxit,FLOAT *x, har *error ){ FLOAT , fa, fb, f;int i;
if ( eps > 0.0 || delta > 0.0 ) {fa = f ( usrptr, a );fb = f ( usrptr, b );for ( i = 0; i < maxit; i++ ) { = a - (b-a)/(fb-fa)*fa;
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f = f ( usrptr,  );if ( fabs(f) < delta || fabs(-b) < eps ) {*x = ;*error = 0;return;}a = b; fa = fb;b = ; fb = f;}}*error = 1;} /*Seant*/
int main ( void ){ FLOAT x;har error;

Bisekja ( f1, NULL, 1.0, 3.0, 1.0e-6, &x, &error );if ( error )printf ( "Blad\n" );elseprintf ( "rozwiazanie x = %f\n", x );Newton ( fd1, NULL, 1.0, 1.0e-6, 1.0e-6, 20, &x, &error );if ( error )printf ( "Blad\n" );elseprintf ( "rozwiazanie x = %f\n", x );Seant ( f1, NULL, 1.0, 3.0, 1.0e-6, 1.0e-6, 20, &x, &error );if ( error )printf ( "Blad\n" );elseprintf ( "rozwiazanie x = %f\n", x );exit ( 0 );} /*main*/
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2. Przeprowad¹ eksperymenty z metod¡ Newtona dla kilku ró»nyh ukªadów równa«,za pomo¡ poni»szego programu. Porównaj wyniki eksperymentów z u»yiemlizb zmiennopozyyjnyh pojedynzej i podwójnej preyzji (wystarzyodkomentowa¢ lini� z makrode�nij¡ __DOUBLE__).

Implementaja metody korzysta z proedury sgesv_ lub dgesv_ z bibliotekiLAPACK, w elu rozwi¡zania ukªadów równa« liniowyh tworzonyh przezmetod� Newtona. Makrode�nija IND zapewnia dost�p do wspóªzynnikówmaierzy, przehowywanyh w tabliy jednowymiarowej; tu jest stosowanakonwenja z j�zyka FORTRAN, w której wspóªzynniki maierzy s¡przehowywane kolumnami, ho¢ wiersze i kolumny indeksujemy od zera (jakw C), a nie od jedynki (jak w FORTRANie).#inlude <stdlib.h>#inlude <string.h>#inlude <stdio.h>#inlude <math.h>

#inlude "f2.h"#inlude "lapak.h"

/*#define __DOUBLE__*/#ifndef __DOUBLE__#define FLOAT float#define GESV sgesv_#else#define FLOAT double#define GESV dgesv_#endif
#define IND(n,i,j) ((n)*(j)+(i))

#define EKSPERYMENT

har SysNewton ( long int n,void (*fd)(long int n, void *usrptr,FLOAT *x, FLOAT *f, FLOAT *Df),void *usrptr, FLOAT eps, FLOAT delta, int maxit,FLOAT *x ){ int i, j;
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FLOAT *f, *Df, res, dx;long int *permut, one = 1, info;

f = mallo ( n*(n+1)*sizeof(FLOAT) + n*sizeof(long int) );if ( !f )return 0;Df = &f[n℄;permut = (long int*)&Df[n*n℄;for ( i = 0; i < maxit; i++ ) {#ifdef EKSPERYMENTprintf ( "%2d: ", i );for ( j = 0; j < n; j++ )printf ( "%12.9f,", x[j℄ );/* printf ( "\n" );*/#endif /* obliz wartos funkji i pohodna */fd ( n, usrptr, x, f, Df );#ifdef EKSPERYMENTprintf ( " " );for ( j = 0; j < n; j++ )printf ( "%12.9f,", f[j℄ );printf ( "\n" );#endif /* residualne kryterium stopu */for ( res = 0.0, j = 0; j < n; j++ )res += f[j℄*f[j℄;if ( res <= delta*delta )goto sukes;/* rozwiaz uklad rownan Df*dx = -f i obliz nowy punkt */info = 0;GESV ( &n, &one, Df, &n, permut, f, &n, &info );if ( info ) {printf ( "GESV info: %ld\n", info );goto klops;}for ( j = 0; j < n; j++ )x[j℄ -= f[j℄;/* przyrostowe kryterium stopu */for ( dx = 0.0, j = 0; j < n; j++ )dx += f[j℄*f[j℄;
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if ( dx < eps*eps )goto sukes;}
klops:free ( f );return 0;

sukes:free ( f );return 1;} /*SysNewton*/

#define NN 3void TestFD ( long int n, void *usrptr,FLOAT *x, FLOAT *f, FLOAT *Df ){ /* n == NN == 3 */f[0℄ = x[0℄ + x[1℄ + x[2℄ - 3.0;f[1℄ = x[0℄*x[0℄ + x[1℄*x[1℄ + x[2℄*x[2℄ - 17.0;f[2℄ = x[0℄*x[1℄*x[2℄ + 12.0;Df[IND(NN,0,0)℄ = 1.0;Df[IND(NN,0,1)℄ = 1.0;Df[IND(NN,0,2)℄ = 1.0;Df[IND(NN,1,0)℄ = 2.0*x[0℄;Df[IND(NN,1,1)℄ = 2.0*x[1℄;Df[IND(NN,1,2)℄ = 2.0*x[2℄;Df[IND(NN,2,0)℄ = x[1℄*x[2℄;Df[IND(NN,2,1)℄ = x[0℄*x[2℄;Df[IND(NN,2,2)℄ = x[0℄*x[1℄;} /*TestFD*/
void TestSysNewton ( void ){ FLOAT x[NN℄ = { 1.0, 2.0, -2.0 };/* inny punkt startowy *//* FLOAT x[NN℄ = { 1.0, 2.0, -1.0 }; */int i;

printf ( "Test metody Newtona\n" );

1.20

if ( SysNewton ( NN, TestFD, NULL, 1.0e-6, 1.0e-6, 20, x ) ) {for ( i = 0; i < NN; i++ )printf ( "%f,", x[i℄ );printf ( "\n" );}elseprintf ( "klops\n" );} /*TestSysNewton*/#undef NN
int main ( void ){ TestSysNewton ();exit ( 0 );} /*main*/
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3. Metoda Bairstowa

Metoda Bairstowa ma na elu rozªo»enie wielomianu rzezywistego w na ilozyntrójmianów kwadratowyh (o wspóªzynnikah rzezywistyh). Pierwiastki tegowielomianu s¡ pierwiastkami tyh trójmianów, przy zym ih oblizenie przezrozwi¡zywanie równa« kwadratowyh jest znaznie wygodniejsze ni»rozwi¡zywanie bezpo±rednio równania algebraiznego w(x) = 0.

Nieh w(x) =
∑n

i=0 aix
i i nieh t(x) = x2 + cx + d. Dzielenie z reszt¡wielomianu w przez trójmian t mo»na wykona¢ nast�puj¡o. Mamy

w(x) = z(x)t(x) + r(x),gdzie z(x) = z0 + z1x + · · · + zn−2x
n−2, r(x) = px + q, przy zym, je±li przyjmiemy

zn = zn−1 = 0, to dla k = 2, . . . , n zahodz¡ równo±i

ak = zkd + zk−1c + zk−2,a ponadto mamy

a1 = z1d + z0c + p,

a0 = z0d + q.Zatem, dla ustalonyh lizb c, d, mo»emy oblizy¢ kolejno zn−2, . . . , z0,a nast�pnie, z ostatnih dwóh równa« p i q. Okre±lamy funkj� f : R
2 → R

2,której argumentami s¡ lizby c i d, a wektorowe warto±i maj¡ wspóªrz�dne p i q.Znalezienie miejsa zerowego funkji f jest równoznazne ze znalezieniemtrójmianu kwadratowego t, przez który wielomian w dzieli si� bez reszty. MetodaBairstowa polega na zastosowaniu metody Newtona do funkji f.

De�aja polega na znalezieniu kolejnego trójmianu dziel¡ego wielomian w przezzastosowanie metody Bairstowa do wielomianu z. Kolejne trójmiany s¡znajdowane mniejszym kosztem. Oblizenia ko«zymy po otrzymaniu wielomianustopnia mniejszego ni» 3.

Projekt. Znajd¹ odpowiednie wzory, napisz algorytm oblizania warto±i funkji fi jej pohodnej (tj. maierzy pohodnyh z¡stkowyh) i zastosuj ten algorytmw implementaji metody Bairstowa. Mo»esz do tego elu wykorzysta¢ proedurypodane wze±niej.
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Arytmetyka zmiennopozyyjna

Lizb rzezywistyh jest niesko«zenie (a nawet nieprzelizalnie) wiele, a pami�¢ho¢by najwi�kszego komputera jest sko«zona. Dlatego w oblizeniahnumeryznyh musimy si� zadowoli¢ poruszaniem si� w pewnym sko«zonymzbiorze, którego elementy tylko przybli»aj¡ wszelkie lizby rzezywiste, jakiemogªyby si� pojawi¢ w tyh oblizeniah.

Rz�dy wielko±i tyh lizb mog¡ by¢ ró»ne i bª�dy ih przybli»enia te» mog¡ by¢ró»ne. Zwykle im wi�ksza lizba, tym wi�kszy jej bª¡d nam nie przeszkadza. Naprzykªad, je±li dowiemy si�, »e jaki± obiekt ma dªugo±¢ 147 km, to informaj�, »ew rzezywisto±i ma o 1mm mniej, jeste±my skªonni zignorowa¢. Co innego, je±liobiekt ma tylko 0.5mm dªugo±i � bª¡d rz�du 1mm jeste±my wtedy skªonnipotraktowa¢ z aª¡ powag¡ i stanowzo±i¡.

Naturalne jest zatem u»ywanie takiego sposobu reprezentowania lizb, któryumo»liwia przybli»anie tyh lizb rzezywistyh, które nie maj¡ dokªadnejreprezentaji, z maªym bª�dem wzgl�dnym. Na przykªad, je±li dªugo±¢ 147 km jestpodana z bª�dem nie wi�kszym ni» 0.1%, to wiemy, »e bª¡d bezwzgl�dny jestmniejszy ni» 150m, i taka dokªadno±¢ nieraz nam wystarzy.

Reprezentaja zmiennopozyyjna

Powszehnie u»ywana reprezentaja zmiennopozyyjna lizb rzezywistyh jestkompromisem mi�dzy dokªadno±i¡ i zªo»ono±i¡ zasow¡ i pami�iow¡. Jejgªównym elem jest masowe przetwarzanie lizb, zemu sªu»y stosunkowo maªailo±¢ miejsa zajmowanego przez t� reprezentaj� i mo»liwo±¢ szybkiegowykonywania dziaªa« przez spejalnie opraowane w tym elu podukªadyproesorów. Bª�dy tej reprezentaji s¡ dostateznie maªe na potrzeby znakomitejwi�kszo±i zastosowa«. Istniej¡ inne reprezentaje, umo»liwiaj¡e prowadzenieoblize« ze znaznie wi�ksz¡ dokªadno±i¡, ale znaznie wolniej i w wi�kszejpami�i. Te inne reprezentaje s¡ poza zakresem tego wykªadu. Jeszze jedno:reprezentaje zmiennopozyyjne maj¡ powszehnie przyj�ty standard, któryuªatwia m.in. wymian� danyh. Reprezentaje niestandardowe tak fajnie nie maj¡.

Idea reprezentaji zmiennopozyyjnej wi¡»e si� z tzw. póªlogarytmiznym zapisemlizby. Ka»d¡ dodatni¡ lizb� rzezywist¡ mo»emy przedstawi¢ za pomo¡ lizbyz przedziaªu [1, 10) i aªkowitej pot�gi lizby 10, na przykªad
27182818 = 2.7182818 · 107.
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W komputerah zamiast lizby 10 i dziesi�iu ró»nyh yfr, wygodniej jest u»ywa¢lizby 2 i bitów.

Podstawowa reprezentaja okre±lona przez standard IEEE-754 (opraowanyw 1985 r.) skªada si� z bitu znaku, s, po którym nast�puje eha c i mantysa m:

s c
︸ ︷︷ ︸

d

m
︸ ︷︷ ︸

tMantysa jest lizb¡ rzezywist¡; je±li reprezentuje j¡ i¡g bitów bt−1bt−2 . . . b1b0,to m =
∑t−1

k=0 bk2
k−t, a zatem zawsze 0 6 m < 1. Ceha jest lizb¡ aªkowit¡ (bezznaku), reprezentowan¡ za pomo¡ d bitów, która wpªywa na sposób interpretajiaªego i¡gu bitów. Lizba reprezentowana przez taki i¡g, w zale»no±i od ehy,jest równa

x = (−1)s 2c−b (1 + m) dla 0 < c < 2d − 1,

x = (−1)s 21−b m dla c = 0,

x = (−1)s ∞ dla c = 2d − 1, m = 0,

x = NaN (�nie-lizba�) dla c = 2d − 1, m 6= 0.Lizby d, t i b s¡ ustalone dla konkretnej reprezentaji. Ceh¡ harakterystyzn¡reprezentaji z u»yiem pierwszego wzoru jest tzw. normalizaja. Maj¡ dowoln¡lizb� rzezywist¡ x 6= 0, przedstawion¡ w ukªadzie dwójkowym, dobieramy eh�

c (zyli równowa»nie zynnik 2c−b) tak, »e zynnik (1 + m) w wyra»eniuopisuj¡ym x jest lizb¡ z przedziaªu [1, 2). Je±li otrzymana w ten sposób ehajest za du»a (wi�ksza lub równa 2d − 1), to mamy nadmiar zmiennopozyyjny(ang. �oating point over�ow), zyli niewykonalne zadanie reprezentowania lizbyo za du»ej warto±i bezwzgl�dnej, zwykle b�d¡e powodem do przerwaniaoblize«. Je±li nie ma nadmiaru, to pierwszy wzór opisuje lizb� w ten sposób, »enajbardziej znaz¡a jedynka w rozwini�iu dwójkowym nie jest jawnie pami�tana� wªa±nie to jest normalizaja. Dzi�ki niej ka»dy i¡g bitów reprezentuje inn¡lizb�, o m.in. umo»liwia optymalne wykorzystanie bitów do zmniejszeniabª�dów.
Nieh x oznaza dowoln¡ lizb� rzezywist¡. Jej reprezentaj�, tj. poªo»on¡najbli»ej niej lizb� zmiennopozyyjn¡, oznazymy symbolem rd(x) (z ang.rounding). Je±li lizb� x mo»emy przedstawi¢ w postai

x = (−1)s2c−b(1 + f),dobieraj¡ eh� c tak, aby mie¢ f ∈ [0, 1) oraz 0 < c < 2d−1, to (z jednymrzadkim wyj¡tkiem, gdy f trzeba zaokr¡gli¢ w gór� do jedynki) b�dziemy mielird(x) = (−1)s2c−b(1 + m),
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przy zym |f − m| 6 2−t−1. Bª¡d wzgl�dny reprezentaji speªnia nierówno±¢

|x − rd(x)|

|x|
=

|(−1)s2c−b(1 + f) − (−1)s2c−b(1 + m)|

|(−1)s2c−b(1 + f)|
6 |f − m| 6 2−t−1.

Co iekawe, nierówno±¢ ta jest speªniona te» w spejalnym przypadkuwspomnianym wze±niej (bo w mianowniku 1 + f ≈ 2). Zatem, maksymalny bª¡dwzgl�dny reprezentaji zmiennopozyyjnej, je±li nie ma niedomiaru ani nadmiaru,jest na poziomie 2−t−1, gdzie t jest lizb¡ bitów mantysy. Je±li kierunekzaokr¡glania wybieramy mniej starannie (np. zawsze obinamy w kierunku zera),to bª¡d wzgl�dny mo»e by¢ dwa razy wi�kszy, zyli rz�du ν = 2−t.

Bardziej skomplikowana sytuaja zdarza si� w przypadku, gdy eha jest za maªa(tj. gdy w pierwszym wzorze nale»aªoby przyj¡¢ c 6 0). Wtedy korzystamyz drugiego wzoru, w którym wyst�puje zynnik m (przypominam, »e m ∈ [0, 1)).Je±li c = m = 0, to mamy reprezentaj� zera; lizba 0 jako jedyna ma dwiereprezentaje, ró»ni¡e si� bitem znaku. Je±li c = 0 i m 6= 0, to mamy dozynienia z niedomiarem zmiennopozyyjnym, zyli reprezentowaniem lizby x zapomo¡ mantysy o mniejszej lizbie bitów istotnyh (je±li w u»yiu jest pierwszywzór, to istotne s¡ wszystkie bity mantysy, je±li drugi, to tylko bity od pozyjinajmniej znaz¡ej, do najbardziej znaz¡ej pozyji, na której jest jedynka).Najdokªadniejsz¡ reprezentaj¡ lizb o bardzo maªej warto±i bezwzgl�dnej(mniejszej ni» 2−b−t) jest 0. Niedomiar wi¡»e si� zatem ze (stopniow¡) utrat¡dokªadno±i reprezentaji. Dla x → 0 bª¡d wzgl�dny reprezentaji d¡»y do 100%,a bª¡d bezwzgl�dny jest ogranizony. W analizie bª�dów najz�±iej nie bierzemytego przypadku pod uwag�.

Reprezentaja umo»liwia u»ywanie niesko«zono±i, tak»e w rahunkah(np. wynik dzielenia dowolnej lizby przez niesko«zono±¢ jest równy 0).

Nie-lizby s¡ wykorzystywane do sygnalizowania bª�dów, np. próby oblizeniapierwiastka kwadratowego z lizby ujemnej. Mo»na je te» wykorzysta¢ doodpluskwiania programu, np. nadaj¡ zmiennym takie warto±i poz¡tkowe,a nast�pnie ±ledz¡, zy nie ma do nih odwoªa« przed przypisaniem wªa±iwejwarto±i lizbowej.

W standardzie IEEE-754 s¡ zde�niowane formaty lizb pojedynzej i podwójnejpreyzji, a tak»e lizb pojedynzej i podwójnej rozszerzonej preyzji. Lizbypojedynzej rozszerzonej preyzji jako± si� nie przyj�ªy, proesory w komputerahPC ih nie obsªuguj¡. Dane na temat standardowyh formatów s¡ w tabele:
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B d t b M S ν µpojedynza,float 32 8 23 127 1038 10−38 10−7 10−45pojed. rozszerzona� 44 11 31 1023 10308 10−308 10−10 10−317podwójnadouble 64 11 52 1023 10308 10−308 10−15 10−323podw. rozszerzonalong double 80 15 63 16383 104932 10−4932 10−19 10−4951

Oznazenia: B � aªkowita lizba bitów, d � lizba bitów ehy, t � lizbabitów mantysy, b � staªa odejmowana od ehy w elu otrzymania wykªadnika.Staªa b jest równa 2d−1 − 1, dzi�ki zemu je±li lizba x ma reprezentaj�znormalizowan¡, to 1/x na ogóª te». Lizby M = 22d−b−2(2 − 2−t) � najwi�kszalizba zmiennopozyyjna, S = 21−b � najmniejsza dodatnia lizba reprezentowanaw postai znormalizowanej, ν = 2−t � oszaowanie wzgl�dnyh bª�dówzaokr¡gle«, oraz µ = 21−b−t � najmniejsza zmiennopozyyjna lizba dodatnia, s¡podane w przybli»eniu (tylko rz¡d wielko±i).

Reprezentaje rozszerzonej preyzji nie wymuszaj¡ normalizaji (mantysa ma t + 1bitów i jest lizb¡ z przedziaªu [0, 2), jej najbardziej znaz¡y bit ma warto±¢ 1),ale wyniki dziaªa«, je±li nie ma niedomiaru, s¡ normalizowane przez proesor.Jeszze jedno: w 32-bitowyh systemah operayjnyh lizba rozszerzonejpodwójnej preyzji zajmuje 96 bitów, z któryh 16 jest nieu»ywanyh. Je±li niema istotnego powodu, to najlepiej nie u»ywa¢ tej reprezentaji lizb.

Opróz standardu IEEE-754 istnieje te» standard IEEE-854, który de�niujereprezentaje lizb zmiennopozyyjnyh z podstawami 2 i 10. Standard ten sªu»ydo wymiany danyh mi�dzy komputerami, natomiast okre±lone przeze«reprezentaje nie s¡ przetwarzane bezpo±rednio przez jednostki zmiennopozyyjneproesorów (w ka»dym razie znanyh mi). Je±li nie ma wa»nyh powodów dou»ywania reprezentaji okre±lonyh w tym standardzie, to mo»na si� nim nieprzejmowa¢.
Do elów spejalnyh bywaj¡ u»ywane reprezentaje niestandardowe; istnieje np.do±¢ rzadko spotykany format pozwórnej preyzji, w którym reprezentaja lizbyzajmuje 128 bitów (eha ma w nim 15 bitów, mantysa 112). Nie sªyszaªemo proesorah z rejestrami zmiennopozyyjnymi o takiej dªugo±i, zatem dziaªaniana takih lizbah musz¡ by¢ wykonywane przez odpowiednie podprogramy.Z drugiej strony, reprezentaje 16- 11- i 10-bitowe (bit znaku mo»e by¢ nieobeny,
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eha ma 5 bitów, a mantysa 10, 6 albo 5) s¡ u»ywane przez niektóre kartygra�zne podzas wykonywania obrazów, gdy dokªadno±¢ ma maªe znazenie, za±najwa»niejsza jest szybko±¢ oblize« i oszz�dno±¢ miejsa. Wspomniane kartygra�zne maj¡ spejalizowane podukªady do wykonywania dziaªa« na takihlizbah.
Arytmetyka i bª�dy zaokr¡gle«

Na potrzeby analizy bª�dów dziaªanie proesora podzas wykonywania operajiarytmetyznyh mo»na sobie wyobrazi¢ tak: dokªadny wynik dziaªania jestpoddawany normalizaji (tj. dobierana jest eha), a nast�pnie zaokr¡gleniu �niesko«zony i¡g bitów mantysy jest obinany i ewentualnie zaokr¡glany w gór�.Nie wyznaza si� ozywi±ie niesko«zonego i¡gu bitów mantysy, zamiast tegowykorzystuje si� trzy bity dodatkowe (�wystaj¡e� poza format), z któryhpierwsze dwa s¡ zwykªe, a trzei �lepki� � bit ten otrzymuje warto±¢ 1, je±lidowolny dalszy bit niesko«zenie dªugiej mantysy jest niezerowy. Te trzy bityzawsze wystarz¡ do poprawnego zaokr¡glenia lizby. Wyboru kierunkuzaokr¡glania mo»na dokona¢, ustawiaj¡ odpowiednie bity w rejestrze steruj¡ymproesora (zwykle zostawiamy domy±lne zaokr¡glanie do najbli»szej lizbyzmiennopozyyjnej).

Istotne jest, »e opróz reprezentaji lizb, standard IEEE-754 okre±la wªasno±idziaªa«, w tym wymagania dotyz¡e dokªadno±i wyników � dotyzy to zterehdziaªa« arytmetyznyh, pierwiastka kwadratowego, oraz konwersji reprezentajiaªkowitej i zmiennopozyyjnej. Istniej¡ proesory, które wprawdzie przetwarzaj¡lizby w standardowym formaie, ale realizowane przez nie dziaªania nie speªnaj¡wszystkih warunków okre±lonyh w standardzie. Najbardziej rozpowszehnionymsprz�tem tego rodzaju s¡ karty gra�zne, które mog¡ m.in. nie obsªugiwa¢ lizbnieznormalizowanyh (tj. zapisanyh przy u»yiu drugiego wzoru podanegow opisie formatu; w razie niedomiaru wynikiem dziaªania jest zero) lub zaokr¡gla¢wyniki dziaªa« w arbitralnie okre±lony sposób (standard nakazuje umo»liwia¢dokonanie wyboru). Powinien o tym pami�ta¢ ka»dy, kto zajmuje si� tzw.GPGPU (general programming on graphis proessing unit).

Je±li x jest lizb¡ rzezywist¡, a rd(x) jest jej znormalizowanymzmiennopozyyjnym przybli»eniem (bez nadmiaru i niedomiaru), to mamy
|x − rd(x)| 6 |x|2−1−t, sk¡d wynika, »e istnieje lizba ε, taka »erd(x) = x(1 + ε) oraz |ε| 6 2−1−t.Sposób zaokr¡glania (do najbli»szej lizby zmiennopozyyjnej, zawsze w stron�
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zera, zawsze w przeiwn¡ stron�, zawsze w gór� albo zawsze w dóª) mo»e by¢ustawiony ró»nie, przez o bª¡d wzgl�dny mo»e by¢ dwa razy wi�kszy. Je±li zatem
⋄ oznaza dowolne z ztereh dziaªa« arytmetyznyh, to zamiast wyniku
x = a ⋄ b, po zaokr¡gleniu, otrzymamy lizb��x = �(a ⋄ b) = (a ⋄ b)(1 + ε),dla pewnego ε ∈ (−ν, ν) (piszemy �(a ⋄b) zamiast rd(a ⋄b), bo ten ostatni symboloznaza u nas wynik zaokr¡glenia do najbli»szej lizby zmiennopozyyjnej).

Wyniki dziaªa« s¡ najz�±iej argumentami dalszyh dziaªa«, zatem podzasoblize« numeryznyh ma miejse zjawisko zwane kumulaj¡ bª�dów.W szzególnyh przypadkah mo»e ono doprowadzi¢ do otrzymania bardzoniedokªadnyh wyników ko«owyh, mimo »e poszzególne bª�dy zaokr¡gle« s¡maªe. Ponadto wskutek zaokr¡gle« zbiór lizb zmiennopozyyjnyh z dziaªaniamidodawania i mno»enia nie jest iaªem (z punktu widzenia algebry). Przedewszystkim, nie jest zamkni�ty ze wzgl�du na dziaªania (bo mo»e wyst¡pi¢nadmiar) i s¡ w nim dzielniki zera (np. je±li lizba |x| jest dostateznie maªa, to�(x ∗ x) = 0). Po drugie, dodawanie i mno»enie nie s¡ dziaªaniami ª¡znymii dodawanie nie jest rozdzielne wzgl�dem mno»enia. W konsekwenji, algorytmyoparte na ró»nyh wzorah algebraiznie równowa»nyh (w iele R), mog¡produkowa¢ ró»ne wyniki (zasem bardzo od siebie odlegªe). Analiza algorytmówma na elu mi�dzy innymi badanie, na jak¡ dokªadno±¢ wyników oblize«wykonywanyh z bª�dami zaokr¡gle« mo»na lizy¢ (i mo»e si� przyda¢ dowybrania najlepszego algorytmu, albo przynajmniej do odrzuenia najgorszego).

Arytmetyka zmiennopozyyjna zespolona

W ró»nyh zadaniah wyst�puj¡ lizby zespolone. W oblizeniah ih z�±irzezywiste i urojone s¡ reprezentowane w postai zmiennopozyyjnej. Je±li zatemzamiast lizby z = (a, b) 6= 0 mamy lizb� �z = (�a, �b) = (a(1 + εa), b(1 + εb)), gdzie

|εa|, |εb| < ν, to lizb� z reprezentujemy z bª�dem wzgl�dnym

|z − �z|
|z|

=

√

a2ε2
a + b2ε2

b√
a2 + b2

<

√
a2ν2 + b2ν2

√
a2 + b2

= ν.

Zatem reprezentaja zmiennopozyyjna lizby zespolonej zapewnia równie maªybª¡d, jak reprezentaja lizby rzezywistej. Dodawanie i odejmowanie lizbzespolonyh wykonujemy na podstawie wzorów b�d¡yh de�nij¡ tyh dziaªa«,w zwi¡zku z zym, je±li nie ma nadmiaru ani niedomiaru, otrzymamy�(z1 ± z2) = (z1 ± z2)(1 + ε), gdzie |ε| < ν.
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Mno»enie te» wykonuje si� na podstawie de�niji tego dziaªania:

(a1, b1) · (a2, b2) = (a1a2 − b1b2, a1b2 + a2b1).Zamiast dokªadnego wyniku otrzymamy�((a1, b1) · (a2, b2)) = ((a1a2(1 + ε1) − b1b2(1 + ε2))(1 + ε3),

(a1b2(1 + ε4) + a2b1(1 + ε5))(1 + ε6)),przy zym, je±li w »adnym dziaªaniu nie wyst¡piª nadmiar ani niedomiar, towszystkie epsilony maj¡ warto±i bezwzgl�dne mniejsze ni» ν. Mo»na udowodni¢(za pomo¡ dosy¢ »mudnego rahunku), »e wtedy otrzymany wynik jest równy

(a1, b1) · (a2, b2) · (1 + ξ),gdzie ξ jest pewn¡ lizb¡ zespolon¡, tak¡ »e |ξ| < (1 +
√

2)ν.

Dzielenie zespolone jest bardziej kªopotliwe, bo algorytm musi unika¢ nadmiarui niedomiaru (zwró¢my uwag�, »e nawet w przypadku mno»enia, wynik dziaªaniamo»e mie¢ reprezentaj�, za± wyniki po±rednie mog¡ jej nie mie¢ z powodunadmiaru � w dzieleniu ten problem te» wyst�puje). Dzielenie powinno si�wykonywa¢ za pomo¡ algorytmuif ( a2 >= b2 ) {p = b2/a2;q = a2+b2*p;wynik = ((a1+b1*p)/q, (b1-a1*p)/q);}else {p = a2/b2;q = a2*p+b2;wynik = ((a1*p+b1)/q, (b1*p-a1)/q);}
Je±li nie ma nadmiaru ani niedomiaru, to wzgl�dny bª¡d zaokr¡glenia wyniku niejest wi�kszy ni» (4 +

√
2)ν.

2.8

Zadania i problemy

1. Obliz oznazone na wykªadzie literami M, S i ν parametry harakteryzuj¡eniestandardowe arytmetyki zmiennopozyyjne: 128-, 16-, 11- i 10-bitow¡.Przyjmij b = 2d−1 − 1.2. Nieh x oznaza lizb� zmiennopozyyjn¡ pojedynzej lub podwójnej preyzji,a i(x) lizb� aªkowit¡ bez znaku (odpowiednio 32- lub 64-bitow¡) reprezentowan¡przez ten sam i¡g bitów. Sprawd¹, »e je±li x2 > x1 > 0, x1 > 0 > x2 lub

0 > x1 > x2, to i(x2) > i(x1). Wyja±nij, jak mo»na to wykorzysta¢ do sortowaniai¡gu lizb zmiennopozyyjnyh. Co przeszkadza w sortowaniu w analogiznysposób lizb rozszerzonej podwójnej preyzji?
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Bª�dy w oblizeniah

W oblizeniah numeryznyh wyst�puj¡ bª�dy pi�iu rodzajów.

Bª�dy modelu. Model matematyzny dowolnego zjawiska (przyrodnizego,ekonomiznego i w ogóle ka»dego) jest tego zjawiska uproszzeniem. Na przebiegzjawiska ma wpªyw wiele ró»nyh zynników, z któryh jedne s¡ ignorowane (boih wpªyw zostaª uznany za pomijalny), a inne nie s¡ znane dostatezniedokªadnie, aby mo»na byªo napisa¢ aªkowiie poprawny wzór. Je±li modelznaznie odbiega od zjawiska, to i wyniki oblize« mog¡ bardzo si� ró»ni¢ od tego,o mo»na zaobserwowa¢ w rzezywisto±i.

Bª�dy danyh wej±iowyh. Dane wej±iowe trzeba zapisa¢ w postai lizbzmiennopozyyjnyh, o powoduje ih zaburzenie. Je±li wynik od danyh zale»y(a zwykle tak jest), to nawet gdyby nie byªo innyh bª�dów, wynik oblize« mo»esi� ró»ni¢ od wyniku do±wiadzenia. Ponadto, na ogóª dane otrzymujemyz pomiarów, któryh niedokªadno±i mog¡ by¢ znaznie wi�ksze ni» bª¡dreprezentaji zmiennopozyyjnej. Najdokªadniejsze pomiary w �zye daj¡kilkana±ie yfr dokªadnyh, z�sto znamy dane z dokªadno±i¡ rz�du 1%,a zasami bª�dy s¡ na poziomie kilkudziesi�iu proent. Sygnaªy lub obrazy mog¡by¢ znieksztaªone z powodu szumu i bardzo niewyra¹ne. To wszystko ma bardzodu»y wpªyw na wynik (albo jego brak, je±li algorytm nie poradzi sobiez niedokªadnymi danymi).

Bª�dy aproksymaji. W oblizeniah numeryznyh stosuje si� przybli»eniafunkji, któryh dokªadne oblizenie jest niewykonalne lub zbyt kosztowne. Naprzykªad, zamiast graniy niesko«zonego i¡gu zbie»nego, bierze si� pewienelement tego i¡gu. Zamiast sumy szeregu niesko«zonego obliza si� sum� ilu±poz¡tkowyh skªadników. Zamiast aªki obliza si� kwadratur�. Równaniaró»nizkowe z�sto zast�puje si� równaniami ró»niowymi; mo»na poda¢ wieledalszyh przykªadów.

Bª�dy zaokr¡gle«. Wynik ka»dego dziaªania wykonanego przez komputer podlegazaokr¡gleniu. Skutki badzo z�sto s¡ maªe w porównaniu ze skutkami innyhbª�dów, ale zasem mog¡ zupeªnie zmieni¢ wynik.

Bª�dy grube. To s¡ skutki wszelkih pomyªek, awarii, oraz bª�dów popeªnionyhw proesie pozyskiwania danyh lub w implementaji algorytmu. Z innyhprzyzyn mo»na tu te» wymieni¢ sabota» (np. uprawiany przez produentówwirusów komputerowyh i przez nierzetelnyh autorów oprogramowania).

3.2

Uwarunkowanie zadania

Wi�kszo±¢ zada« numeryznyh polega na oblizeniu warto±i pewnej funkji f,której dziedzin¡ jest pewien obszar D ⊂ R
n. Wynik oblizenia jest wektoremw R

m, przy zym m mo»e by¢ okre±lone przez konkretny argument x ∈ D � naprzykªad, gdy trzeba znale¹¢ wszystkie rzezywiste miejsa zerowe wielomianu,którego wspóªzynniki s¡ wspóªrz�dnymi wektora x. Zaªó»my jednak, »e m jestustalone (i znane) dla wszystkih x ∈ D, a funkja f jest i¡gªa. Zanim zazniemyrozpatrywa¢ jakiekolwiek algorytmy oblizania wyniku, zajmiemy si� wpªywem,jaki zaburzenia danyh (które mog¡ pohodzi¢ z niedokªadnyh pomiarów i któretrzeba zast¡pi¢ lizbami zmiennopozyyjnymi) maj¡ na wynik.

Poj�ie numeryznego uwarunkowania zadania okre±la wra»liwo±¢ wyniku nazaburzenia danyh; dla zadania dobrze uwarunkowanego niewielkie zaburzeniedanyh powoduje niewielk¡ zmian� wyniku. Zadanie jest ¹le uwarunkowane, je±lipo maªej zmianie danyh otrzymujemy zupeªnie inny wynik. W zwi¡zku zesposobem reprezentowania lizb (który zapewnia maªy bª¡d wzgl�dny), bierzemypod uwag� wzgl�dne zaburzenia danyh i spowodowane przez nie zmiany wyniku.

Lizbowa miara uwarunkowania nazywa si� wska¹nikiem uwarunkowania zadania.Okre±la si� go wzoremondf(x) x = sup
‖�x−x‖<ε

(‖f(�x) − f(x)‖
‖f(x)‖

/‖�x − x‖
‖x‖

)

.Symbol ond pohodzi od angielskiego ondition number; napis po lewej stroniezytamy: �wska¹nik uwarunkowania zadania oblizenia f(x) dla danyh x�.W okre±leniu wska¹nika uwarunkowania u»ywamy jakih± norm (zale»nie odzadania) i okre±lamy najwi�ksz¡ dopuszzaln¡ zmian� (zaburzenie) ε danyh x.Nast�pnie badamy iloraz wzgl�dnego zaburzenia wyniku i powoduj¡ej tozaburzenie wzgl�dnej zmiany danyh.

Co daje znajomo±¢ wska¹nika uwarunkowania? Je±li dane znamy z bª�demwzgl�dnym nie wi�kszym ni» ε, to bª¡d wzgl�dny wyniku (uwaga: dokªadnegowyniku dla danyh �x, jakimi dysponujemy, w porównaniu z wynikiem dlanieznanyh nam danyh dokªadnyh x) nie jest wi�kszy ni» ε ondf(x) x. Naprzykªad, je±li wska¹nik uwarunkowania jest równy 100 (to jeszze nie jest du»o),a dane reprezentujemy w formaie pojedynzej preyzji, tj. z bª�dem niewi�kszym ni» ν ≈ 10−7 (i poza zaokr¡gleniem nie ma innyh bª�dów), to wiemy, »ejeste±my w stanie otrzyma¢ wynik z pi�ioma yframi dokªadnymi. Je±li jednakpomiar danyh ma bª¡d rz�du 1%, to otrzymany wynik mo»e mie¢ bª¡d 100%; naogóª taki wynik jest bezwarto±iowy. Albo nale»y wtedy zdoby¢ dokªadniejsze
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dane, albo zaj¡¢ si� innym zadaniem (by¢ mo»e mo»na jako± przeformuªowa¢problem). Pami�tajmy przy tym, »e zaªo»yli±my brak bª�dów w algorytmie, którymo»e dodatkowo zepsu¢ wynik.

Cz�sto przyjmuje si�, »e zaburzenia danyh s¡ bardzo maªe (bo wzgl�dne bª�dyreprezentaji zmiennopozyyjnej s¡ bardzo maªe), wi� dla uproszzenia oblizasi� warto±¢ granizn¡ wska¹nika uwarunkowania, dla ε → 0 (o ma sens, je±liwska¹nik jest i¡gªy w otozeniu x). Je±li zadanie polega na oblizeniu warto±iskalarnej funkji f, która ma skalarny argument x, przy zym funkja f mapohodn¡, to mamy wtedyondf(x) x =

∣

∣

∣

∣

x

f(x)
f ′(x)

∣

∣

∣

∣

.

Bª�dy reprezentaji wektorów

Nieh x = [x1, . . . , xn]T ∈ R
n i nieh �x = [�x1, . . . , �xn]T ∈ R

n, przy zym�xi = xi(1 + εi) dla ka»dego i. Zamiast rozpatrywa¢ osobno bª�dy poszzególnyhskªadowyh wektora, o mogªoby zbyt by¢ praohªonne, z�sto bª¡d opisuje si�jedn¡ lizb¡, za pomo¡ jakiej± normy. Najz�±iej wykorzystywane s¡ tzw.normy Höldera, okre±lone wzorem

‖x‖p =
(

|x1|
p + · · · + |xn|p

)1/p
,dla pewnego p > 1. Cz�sto stosuje si� norm� � przypadek granizny, dla p → ∞:

‖x‖∞ = max

i∈{1,...,n}
|xi|.Za miar� bª�du bezwzgl�dnego mo»emy przyj¡¢ lizb� ‖x − �x‖p. Je±li x 6= 0 i dlaka»dego i jest |εi| 6 ν, to miara bª�du wzgl�dnego speªnia nierówno±¢

‖x − �x‖
‖x‖p

=

(

|x1ε1|
p + · · · + |xnεn|p

)1/p

‖x‖p

6

(

|x1ν|p + · · · + |xnν|p
)1/p

‖x‖p

=
‖x‖ν
‖x‖ = ν.Zatem, bª¡d wzgl�dny reprezentaji wektora, którego wspóªrz�dne zostaªyzokr¡glone do najbli»szyh lizb zmiennopozyyjnyh, mierzony za pomo¡dodolnej normy Höldera (tak»e ‖ · ‖∞), jest na poziomie bª�du reprezentajipojedynzej lizby.

Uwaga: Nale»y pami�ta¢, »e z nierówno±i ‖x−�x‖p

‖x‖p
6 ε > 0 nie wynika, »e bª�dyposzzególnyh skªadowyh s¡ maªe. Je±li pewna skªadowa jest równa 0, todowolne niezerowe jej zaburzenie daje nieogranizony bª¡d wzgl�dny. Tak wi�,wykonuj¡ odpowiednie rahunki, nie nale»y wyi¡ga¢ pohopnyh wniosków.

3.4

Numeryzna poprawno±¢ algorytmu

Skutki bª�dów zaokr¡gle« w oblizeniah zasem mo»na zinterpretowa¢ jakoskutki takiego zaburzenia danyh, »e otrzymany wynik jest dla tyh zaburzonyhdanyh dokªadny. Je±li takie hipotetyzne zaburzenie danyh jest maªe, tomówimy, »e algorytm jest numeryznie poprawny. Pewne algorytmy s¡numeryznie poprawne, inne nie s¡. W zasadzie numeryzna poprawno±¢�to jest to� � w praktye nizego lepszego po algorytmah numeryznyhspodziewa¢ si� nie mo»na.

Tak, jak uwarunkowanie zadania, numeryzn¡ poprawno±¢ mo»na mierzy¢,badaj¡ tzw. staªe kumulaji algorytmu. Algorytm jest tym lepszy, im te staªe s¡mniejsze. Aby je zde�niowa¢, wprowadzimy potrzebne oznazenia. Nieh

A oznaza algorytm. Zatem, nieh A(x) oznaza wynik oblizenia, który powinienby¢ jak najbli»szy �prawdziwemu� rozwi¡zaniu zadania, f(x). Oblizony wynikskªada si� z lizb zmiennopozyyjnyh, zatem mo»emy dopu±i¢ do rozwa»a« jegobª¡d reprezentaji. Przypu±¢my zatem, »e istniej¡ lizby Kd i Kw, takie »e dlaka»dego x ∈ D istniej¡ dane zaburzone �x, dla któryh speªnione s¡ nierówno±i

‖�x − x‖
‖x‖ 6 Kdν, oraz ‖f(�x) − A(x)‖

‖f(�x)‖ 6 Kwν.Mówimy wtedy, »e algorytm A jest numeryznie poprawnym algorytmemoblizania warto±i funkji f w dziedzinie (klasie zada«) D, ze staªymi kumulaji(danyh) Kd i (wyniku) Kw.

Trzeba podkre±li¢, »e w analizie algorytmu z�sto wyst�puje swoboda wybieraniadanyh lub wyniku, do któryh �dozepiamy� bª�dy; z jednej strony to utrudniaanaliz�, a z drugiej stwarza mo»liwo±i pewnej �gimnastyki�, wskutek zego pewneoszaowania mog¡ by¢ poprawione � nieraz jest tak, »e algorytm w praktyedziaªa bardzo dobrze, tj. wytwarza bardzo dokªadne wyniki, za± analiza tego niepotwierdza, bo na przykªad daje bardzo grube oszaowania staªyh kumulaji.Wspomniana �gimnastyka� zasem pomaga. W analizie bª�du zwykle zakªada si�,»e bª�dy w poszzególnyh dziaªaniah s¡ niezale»ne (i nieskorelowane), a ihwarto±i bezwzgl�dne sumuj¡ si�, tymzasem poszzególne bª�dy wzgl�dne mog¡by¢ mniejsze ni» ν, mog¡ si� te» znosi¢. Czasem analiza bª�du pozwala wykry¢newralgizne miejsa i pomaga przeprojektowa¢ wzory.

Je±li staªa Kd jest równa 0, to znazy, »e niezale»nie od uwarunkowania zadaniaotrzymany wynik jest bardzo dokªadny, tj. otrzymany z dokªadno±i¡ na poziomiebª�du reprezentaji (tj. bª¡d wyniku jest o najwy»ej Kw razy wi�kszy). Takasytuaja wyst�puje w praktye nadzwyzaj rzadko. Cz�±iej �win�� za
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niedokªadno±¢ wyniku mo»na �zwali¢� na dane. Takie post�powanie, tj. znalezieniei oszaowanie zaburzenia danyh, które prowadzi do otrzymanego wyniku, nazywasi� analiz¡ wstez; jej twór¡ byª Wilkinson. Je±li zadanie jest dobrzeuwarunkowane i staªe kumulaji s¡ niedu»e, to st¡d wynika, »e oblizony wynikjest dobrym przybli»eniem wyniku poszukiwanego.

Numeryzna stabilno±¢ algorytmu

Cz�sto si� nie udaje udowodnienie numeryznej poprawno±i algorytmu, tj.znalezienie staªyh kumulaji niezale»nyh od danyh w ustalonej dziedzinie D.Wówzas mo»na spróbowa¢ zbada¢, zy jest on numeryznie stabilny � tawªasno±¢ jest pewnego rodzaju �minimum przyzwoito±i� algorytmu. Aby j¡zde�niowa¢, zbadajmy, jak du»y byªby bª¡d wyniku, gdyby dane zostaªyzaburzone na poziomie bª�du reprezentaji (o musi mie¢ miejse � dane dooblize« s¡ lizbami zmiennopozyyjnymi) i wynik te» nale»aªoby zaokr¡gli¢ (bote» go reprezentujemy w ten sposób), ale poza zaokr¡gleniem ko«owego wynikuwszystkie oblizenia byªyby wykonywane dokªadnie.

Bª¡d (bezwzgl�dny) wyniku speªniaj¡y wymienione warunki mo»na oszaowa¢przez lizb�

‖f(x)‖(ondw d + 1)ν.Wzgl�dny bª¡d danyh, na poziomie ν, przenosi si� na wynik z zynnikiemondw d; do tego wynik trzeba jeszze zaokr¡gli¢, st¡d do wska¹nikauwarunkowania zostaªa dodana jedynka. Lizba b�d¡a warto±i¡ podanegowyra»enia nazywa si� optymalnym poziomem bª�du.

Je±li teraz algorytm zaokr¡gla wyniki wykonywanyh dziaªa«, to mo»e wynikzepsu¢ dodatkowo. Mówimy, »e algorytm A jest numeryznie stabilnymalgorytmem oblizania funkji f, je±li istnieje lizba K (staªa kumulaji), taka »edla dowolnyh danyh d ∈ D speªniona jest nierówno±¢

‖f(x) − A(x)‖ 6 K‖f(x)‖(ondw d + 1)ν.Wa»ne jest te», aby staªa kumulaji nie byªa bardzo du»a.

W tym uj�iu analizy bª�dów nie zajmujemy si� tym, zy istniej¡ takie dane,bliskie danyh x, dla któryh otrzymujemy (ewentualnie zaburzony na poziomiebª�du reprezentaji) wynik. Dane takie mog¡ wi� nie istnie¢ � mo»emy naprzykªad otrzyma¢ sinus pewnego k¡ta rzezywistego wi�kszy ni» 1. Istotne jestto, »e maj¡ algorytm numeryznie stabilny, mo»emy dowolnie zmniejszy¢ skutki

3.6

bª�dów zaokr¡gle«, wykorzystuj¡ w oblizeniah dostateznie dokªadn¡arytmetyk� (zyli tak¡ o dostateznie dªugiej mantysie: przypominam,»e ν = 2−t). Ozywi±ie, dla zada« ¹le uwarunkowanyh arytmetyki standardowemog¡ nie wystarzy¢, ale wtedy zy na pewno znamy dane a» tak dokªadnie?

Je±li funkja f, której warto±¢ nale»y oblizy¢, speªnia warunek Lipshitza, tj.istnieje staªa L, taka »e

∀x,y∈D ‖f(x) − f(y)‖ 6 L‖x − y‖,to ka»dy algorytm numeryznie poprawny jest te» numeryznie stabilny, alenumeryzna stabilno±¢ nie gwarantuje numeryznej poprawno±i.

Ilustraj¡ opisanyh poj�¢ mo»e by¢ rysunek, b�d¡y ilustraj¡ zadaniarozwi¡zywania ukªadu dwóh równa« liniowyh Ax = b, z nieosobliw¡maierz¡ A. Rozwi¡zaniem zadania jest wektor x = A−1b, przy zym ten wzórjest po»ytezny w teoretyznej analizie zadania i algorytmów jego rozwi¡zywania,ale nie jest dobrym algorytmem numeryznym (i prosz� go nie u»ywa¢ w tymharakterze). Danymi s¡ wspóªzynniki maierzy A i wektora prawej strony b.Dla ilustraji poj�¢ rozpatrujemy tylko zaburzenia wektora prawej strony.Wielko±¢ tyh zaburze« jest taka, jak gdyby mantysa miaªa mniej wi�ej trzy bity.

a)
b

x = A−1b

b)

�b

�x = A−1�b

)

�x
Na rysunku a) mamy ilustraj� uwarunkowania zadania. Zaznazona kula (tj.koªo) o ±rodku b ma promie« ν‖b‖. Zaburzenie danyh polega na zast¡pieniuwektora b przez jaki± element tej kuli. Obrazem tej kuli jest elipsoida (elipsa)o ±rodku x. Wska¹nik uwarunkowania zadania (ze wzgl�du na zaburzaniewektora b, ale tak»e maierzy A, o b�dziemy bada¢ na jednym z dalszyhwykªadów) jest ilorazem dªugo±i najdªu»szej i najkrótszej osi elipsoidy.

Numeryzna poprawno±¢ jest zilustrowana na rysunku b). Algorytmwyprodukowaª pewien wektor �x. Nieh �b = Ax. Przypu±¢my, »e staªa kumulaji
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Kw = 0. Wtedy

‖�b − b‖
‖b‖ν 6 Kd,

i mamy gwaranj�, »e dla otrzymanego wyniku �x, który le»y w obr�bienarysowanej lini¡ przerywan¡ elipsy, istniej¡ dane �b, które le»¡ w narysowanymlini¡ przerywan¡ kole (promie« tego koªa jest Kd razy wi�kszy ni» ‖b‖ν). Je±li za±we¹miemy Kw > 0, to dopuszzamy dodatkowe zaburzenie wyniku; le»y onw nieo wi�kszym obszarze ogranizonym przez krzyw¡ zobrazowan¡ przez lini�i¡gª¡ (ta krzywa nie jest elips¡). Dla takiego wyniku istnieje bliski punkt le»¡yw obszarze ogranizonym elips¡, który jest dokªadnym wynikiem dla pewnyhdanyh poªo»onyh w wi�kszym kole o ±rodku b.

Numeryzna stabilno±¢ jest przedstawiona na rysunku ). Rozwa»amy zaburzeniadanyh b na poziomie bª�du reprezentaji. Dla tak zaburzonyh danyh wynikle»y w obszarze zaienionym, ogranizonym przez elips�. Ten obszar rozszerzamy,aby uwzgl�dni¢ bª¡d reprezentaji wyniku, a nast�pnie opisujemy koªo. Promie«tego koªa jest optymalnym poziomem bª�du. Wynik jest punktem koªao promieniu K razy wi�kszym. Dla pewnyh punktów tego koªa, poªo»onyhdaleko od elipsy, nie istniej¡ dane �b, le»¡e blisko danyh b i takie, »e mamydokªadny wynik dla danyh �b.

3.8

Zadania i problemy

1. Zadanie polega na oblizeniu sumy n lizb: s = x1 + · · · + xn. Dla algorytmusumowania �po kolei� napisz wyra»enie, którego warto±¢ jest sum¡ oblizon¡z bª�dami zaokr¡gle« (przy zaªo»eniu, »e nie wyst¡piª nadmiar ani niedomiarzmiennopozyyjny). Skonstruuj wektor �x = [�x1, . . . , �xn], taki »e wynik oblizeniajest sum¡ jego wspóªrz�dnyh i znajd¹ staª¡ kumulaji, dowodz¡ w ten sposóbnumeryznej poprawno±i.2. Zrób to samo dla algorytmu sumowania parami, w którym obliza si� sumykolejnyh par danyh lizb, sumy par tyh sum, itd., a» do otrzymania sumywszystkih skªadników. Porównaj staªe kumulaji tyh dwóh algorytmów.3. Algorytm Kahana sumowania lizb: para zmiennyh zmiennopozyyjnyh, (s,),symuluje lizb� zmiennopozyyjn¡ o dwukrotnie dªu»szej mantysie, dzi�ki zemubª�dy wzgl�dne zaokr¡gle« s¡ na poziomie 2−2t:s = a[0℄; = 0.0;for ( i = 1; i < n; i++ ) {y = a[i℄-;t = s+y; = (t-s)-y;s = t;}4. Zadanie polega na oblizeniu warto±i wielomianu w(x) = anxn + · · · + a1x + a0dla ustalonego x. Skonstruuj wspóªzynniki w bazie pot�gowej wielomianu �w(x),którego warto±¢ w punkie x zostaªa oblizona i znajd¹ staª¡ kumulaji.5. Zbadaj bª�dy zaokr¡gle« wytworzone przez algorytm oblizania warto±iwyra»enia a2 + ab + b2, korzystaj¡y ze wzoru

w =
1

2

(

(a + b)2 + (a2 + b2)
)

.Mno»enie przez aªkowite pot�gi lizby 2 (tu przez 1
2

), je±li nie ma nadmiaru aniniedomiaru, jest wolne od bª�dów zaokr¡gle«.

Przypomnienia

1. Przypomnienie poj�ia normy (potrzebne w dalszyh wykªadah): norma jest todowolny funkjonaª ‖ · ‖ okre±lony w przestrzeni liniowej V nad iaªemlizbowym K (np. R lub C; w tym wykªadzie rozpatrujemy tylko przestrzenierzezywiste) i przyjmuj¡y warto±i rzezywiste, który speªnia warunki:
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• dodatnio±¢: ∀x∈V ‖x‖ > 0 oraz ‖x‖ = 0 ⇒ x = 0,

• póªliniowo±¢: ∀x∈V,a∈K ‖ax‖ = |a|‖x‖,

• nierówno±¢ trójk¡ta: ∀x,y∈V ‖x + y‖ 6 ‖x‖ + ‖y‖.W przestrzeni R
n (a tak»e C

n) bardzo z�sto rozwa»a si� normy Höldera: dladowolnego p > 1 funkja okre±lona wzorem

‖x‖p = (|x1|
p + · · · + |xn|p)1/pspeªnia podane warunki, jest wi� norm¡. Równie» w graniy dla p → ∞otrzymujemy norm�

‖x‖∞ = max

i∈{1,...,n}
|xi|.Szzególnie z�sto rozwa»a si� normy Höldera dla p = 1, p = ∞ i p = 2.2. Norma Höldera dla p = 2, zyli tak zwana norma euklidesowa, mierzy �zwykª¡dªugo±¢� wektora. Norma ta ma zwi¡zek z ilozynem skalarnym w R

n, okre±lonymwzorem

〈x,y〉 = yTx,mianowiie dla ka»dego x ∈ R
n zahodzi równo±¢

‖x‖2 =
√

〈x,x〉.3. Nieh Va i Vb b�d¡ przestrzeniami okre±lonymi nad tym samym iaªemlizbowym K i nieh b�d¡ okre±lone w nih jakie± (dowolne) normy, odpowiednio

‖ · ‖a i ‖ · ‖b. Zbiór L(Va;Vb) wszystkih przeksztaªe« liniowyh Va → Vb jestprzestrzeni¡ liniow¡ nad K. Funkjonaª okre±lony w przestrzeni L(Va;Vb) wzorem

‖f‖ = sup

x6=0

‖f(x)‖b

‖x‖a

= sup

‖x‖61

‖f(x)‖bjest norm¡. Mówimy, »e jest to norma indukowana przez normy ‖ · ‖a i ‖ · ‖b.Przestrze« przeksztaªe« liniowyh R
n → R

m mo»emy uto»sami¢z przestrzeni¡ R
m,n maierzy m × n. Je±li w przestrzeniah R

n i R
m przyjmiemynormy p-te Höldera, to norm� indukowan¡ w R

m,n b�dziemy równie» oznaza¢symbolem ‖ · ‖p. W przestrzeni R
m,1 = R

m p-ta norma indukowana jest to»samaz p-t¡ norm¡ Höldera (zatem symbol ‖ · ‖p nie prowadzi do nieporozumie«).Normy indukowane pierwsza i niesko«zona s¡ ªatwe do oblizenia:
‖A‖1 = max

j∈{1,...,n}

m∑

i=1

|aij|,

‖A‖∞ = max

i∈{1,...,m}

n∑

j=1

|aij|.

Na ¢wizeniah, je±li b�dzie zas, warto udowodni¢ te wzory.
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4. Norm� w R
m,n indukowan¡ przez normy drugie w R

n i R
m mo»na oblizy¢ napodstawie wzoru

‖A‖2 =
√

ρ(ATA),w którym ρ(ATA) oznaza promie« spektralny maierzy ATA, tj. najwi�ksz¡warto±¢ bezwzgl�dn¡ warto±i wªasnej maierzy ATA (w tym przypadkunajwi�ksza warto±¢ wªasna jest lizb¡ rzezywist¡ nieujemn¡). Je±li maierz A jestkwadratowa i symetryzna, to zahodzi te» równo±¢ ‖A‖2 = ρ(A). Je±li nie znamywarto±i wªasnyh, to mo»emy skorzysta¢ z oszaowania ‖A‖2 6
√

‖ATA‖∞.5. Udowodnij, »e norma Frobeniusa, okre±lona w przestrzeni R
m,n wzorem

‖A‖F =

√

√

√

√

n∑

i=1

m∑

j=1

|aij|2,

je±li n > 1 i m > 1, nie jest norm¡ indukowan¡ przez »adn¡ p-t¡ norm� Höldera.
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Rozwi¡zywanie ukªadów równa« liniowyh

Zajmujemy si� rozwi¡zywaniem ukªadu równa« liniowyh

Ax = b,w którym dane s¡: nieosobliwa maierz A o wymiarah n × n i wektor b ∈ R
n.Ukªad ten ma jednoznazne rozwi¡zanie, x = A−1b, ale ten wzór, poza bardzoszzególnymi przypadkami, nie nadaje si� do numeryznego rozwi¡zywanianaszego zadania (ale w rahunkah symboliznyh nie zawahamy si� go u»y¢, dozego mamy peªne prawo).

Uwarunkowanie ukªadu równa« liniowyh

Zbadamy, jak zmieni si� rozwi¡zanie ukªadu, je±li dane, tj. maierz A lubwektor b zaburzymy. Dla ukªadu równa«

Ax ′ = b + δbotrzymujemy rozwi¡zanie

x ′ = A−1b + A−1δb = x + A−1δb,sk¡d wynika, »e

‖x ′ − x‖ 6 ‖A−1‖‖δb‖ = ‖A−1‖‖b‖‖δb‖
‖b‖ = ‖A−1‖‖Ax‖‖δb‖

‖b‖ 6

‖A−1‖‖A‖‖x‖‖δb‖
‖b‖ ,

i ostateznie

‖x ′ − x‖
‖x‖ 6 ‖A‖‖A−1‖‖δb‖

‖b‖ .

Zaburzymy teraz maierz A, tj. b�dziemy rozwi¡zywa¢ ukªad (A + δA)x ′′ = b.Mamy

A(I + A−1δA)x ′′ = b.Musimy zaªo»y¢, »e zaburzenie maierzy A jest na tyle maªe, »e maierz
(I + A−1δA) jest nieosobliwa, dzi�ki zemu mo»emy j¡ odwrói¢ i u»y¢ wzoruprzybli»onego

(I + A−1δA)−1 ≈ I − A−1δA.

4.2

Dostaniemy wtedy

x ′′ ≈ (I − A−1δA)A−1b = A−1b − A−1δAA−1b = x − A−1δAx,sk¡d wynika przybli»ona nierówno±¢

‖x ′′ − x‖
‖x‖ 6 ‖A‖‖A−1‖‖δA‖

‖A‖ .

Zatem, oba zaburzenia wzgl�dne danyh, tj. wektora b i maierzy A, mog¡przenie±¢ si� na wynik z zynnikiem o najwy»ej ‖A‖‖A−1‖. Ten zynnik jestwska¹nikiem uwarunkowania zadania rozwi¡zywania ukªadu równa« Ax = bi bywa te» nazywany wska¹nikiem uwarunkowania maierzy A. Je±li przyjmiemynorm� p-t¡ indukowan¡, to mamy wska¹nik uwarunkowania maierzy Aw normie p-tej, który oznazamy symbolem ondpA (ondpA = ‖A‖p‖A−1‖p).

Normy indukowane ‖ · ‖1 i ‖ · ‖∞ maierzy A s¡ ªatwe do znalezienia. Poniewa» naogóª nie znamy (i nie traimy zasu na znajdowanie) maierzy A−1, jej norm�mo»emy zwykle tylko oszaowa¢. Je±li dysponujemy dodatkow¡ informaj¡o zadaniu, z którego wzi¡ª si� nasz ukªad równa«, to warto z takiej informajiskorzysta¢ w tym elu. Szaowanie normy maierzy A−1 jest te» w zasadziemo»liwe na podstawie zynników rozkªadu znalezionyh podzas rozwi¡zywaniaukªadu jedn¡ z metod bezpo±rednih.

Metody bezpo±rednie

Metody bezpo±rednie mo»emy stosowa¢ wtedy, gdy lizba równa« i niewiadomyhjest maªa (o najwy»ej rz�du 103) lub gdy maierz ukªadu jest �szzególnie ªatwa�,np. trójdiagonalna. Metody te, gdyby nie byªo bª�dów zaokr¡gle«, dawaªybydokªadny wynik po wykonaniu sko«zenie wielu dziaªa«. Bª�dy zaokr¡gle«ozywi±ie to psuj¡.

Metoda eliminaji Gaussa

Metoda eliminaji Gaussa jest najprostszym i hyba najz�±iej u»ywanymalgorytmem rozwi¡zywania ukªadów równa« liniowyh. Skªada si� on z dwóhetapów. W pierwszym ukªad jest przeksztaªany tak, aby powstaª równowa»nydanemu ukªad równa« liniowyh z maierz¡ trójk¡tn¡ górn¡. W etapie drugim, napodstawie kolejnyh równa« (od ko«a) oblizamy kolejne niewiadome (te» odko«a) � w ka»dym równaniu wyst�puje tylko jedna niewiadoma, której warto±¢nie zostaªa oblizona wze±niej.
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W pierwszym etapie (który jest wªa±iw¡ eliminaj¡ Gaussa), konstruujemy i¡gmaierzy A(0) = A,A(1), . . . , A(n−1) = U, takih »e maierz A(k) ma w kolumnah

1, . . . , k wspóªzynniki poni»ej diagonali równe 0. Maj¡ maierz

A(k−1) = [a
(k−1)

ij ]i,j, oblizamy wspóªzynniki maierzy A(k):

lik = a
(k−1)

ik /a
(k−1)

kk ,

a
(k)

ij = a
(k−1)

ij − lika
(k−1)

kj , dla j = k + 1, . . . , n

} dla i = k + 1, . . . , n

Ponadto a
(k)

ij = a
(k−1)

ij dla i 6 k, oraz a
(k)

ik = 0 dla i > k.

Przeksztaªanie wektora prawej strony polega na skonstruowaniu i¡gu wektorów

b(0) = b,b(1), . . . ,b(n−1) = y. W k-tym kroku eliminaji oblizamy wspóªrz�dnewektora b(k):

b
(k)

i = b
(k−1)

i − likb
(k−1)

k , dla i = k + 1, . . . , n,za± dla i = 1, . . . , k mamy b
(k)

i = b
(k−1)

i . W wyniku eliminaji otrzymujemymaierz trójk¡tn¡

U =















u11 u12 u13 . . . u1n

0 u22 u23 . . . u2n

0 0 u33 . . . u3n... ... . . . . . . ...

0 0 . . . 0 unn















,

i wektor y, takie »e ukªad Ux = y jest równowa»ny ukªadowi danemu.

Nieh

L =

















1 0 0 . . . 0

l21 1 0 . . . 0

l31 l32 1

. . . ...... ... . . . . . . 0

ln1 ln2 . . . ln,n−1 1

















,

Okazuje si�, »e zahodzi równo±¢ A = LU. Przeksztaªanie wektora prawej stronyjest równowa»ne rozwi¡zywaniu ukªadu równa« Ly = b. Zatem mo»emy najpierwwyznazy¢ tylko maierze L i U, a przetwarzanie wektora prawej strony przenie±¢do drugiego etapu, w którym trzeba rozwi¡za¢ kolejno ukªady równa«z maierzami trójk¡tnymi, Ly = b i Ux = y.

Eliminaj� mo»na wykona¢ w miejsu (po ªainie in situ). Po oblizeniuwspóªzynnika lik, mo»na go zapami�ta¢ na miejsu wspóªzynnika a
(k−1)

ik (zyli na

4.4

miejsu zajmowanym poz¡tkowo przez aik). Oblizone wspóªzynniki a
(k)

ij dla
i 6 j wpisujemy w miejse a

(k−1)

ij . W ten sposób otrzymamy tabli� z lizbami














u11 u12 u13 . . . u1n

l21 u22 u23 . . . u2n

l31 l32 u33 . . . u3n... ... . . . . . . ...

ln1 ln2 . . . ln,n−1 unn















,

do której mo»e si�ga¢ podprogram rozwi¡zuj¡y ukªady trójkatne. Podprogrameliminaji in situ �psuje� poz¡tkow¡ zawarto±¢ tabliy. Je±li oryginalna maierz Ajest potrzebna (z�sto jest), nale»y j¡ skopiowa¢ i �zepsu¢� kopi�.

Opisany wy»ej algorytm jest zawodny; nieosobliwos¢ maierzy A nie gwarantujewykonalno±i dzielenia przez wspóªzynnik a
(k)

kk , który mo»e by¢ zerem. Co wi�ej,je±li wspóªzynnik ten ma maª¡ warto±¢ bezwzgl�dn¡, to skutki bª�dów zaokr¡gle«mog¡ prowadzi¢ do otrzymania bardzo niedokªadnyh wyników. Dlatego stosujesi� wybór elementu gªównego (ang. pivoting). Najz�±iej stosowany wybórz�±iowy w kolumnie polega na wyszukaniu w zbiorze {a
(k−1)

kk , . . . , a
(k−1)

nk }wspóªzynnika a
(k−1)

lk o najwi�kszej warto±i bezwzgl�dnej, a nast�pnie (je±li l 6= k)przestawieniu równa« l i k. Je±li maierz A jest nieosobliwa, to po takimprzestawieniu dzielenie jest wykonalne i wspóªzynniki lik maj¡ warto±ibezwzgl�dne nie wi�ksze ni» 1.

Mo»na dowie±¢, »e skutki takiego przestawiania s¡ takie same, jak gdyby równaniazostaªy poprzestawiane przed przyst¡pieniem do eliminaji. Zatem, pozastosowaniu z�±iowego wyboru elementu gªównego, otrzymamy maierze L i U,takie »e LU = PA, gdzie P oznaza maierz dokonanej permutaji równa«.

Maierz P trzeba jako± reprezentowa¢, aby mo»na byªo odpowiednio poprzestawia¢wspóªrz�dne wektora prawej strony, poniewa» trzeba b�dzie rozwi¡za¢ ukªadyrówna« Ly = Pb i Ux = y. Najprostszy sposób polega na u»yiu tabliy lizbaªkowityh o dªugo±i n; pozyji k-tej przypisujemy indeks l wiersza, który zostaªprzestawiony z k-tym (albo k, je±li nie byªo przestawienia). Przestawianie lizbzmiennopozyyjnyh w tabliy jest operaj¡ woln¡ od bª�dów zaokr¡gle«.

Istnieje te» wybór peªny elementu gªównego; przestawiamy w nim wierszei kolumny tak, aby wspóªzynnik a
(k−1)

kk , przez który b�dziemy dzieli¢, miaªnajwi�ksz¡ warto±¢ bezwzgl�dn¡ w prawej dolnej podmaierzy

n + 1 − k × n + 1 − k. W ten sposób otrzymujemy rozkªad maierzy LU = PAQT.Do rozwi¡zania mamy ukªady Ly = Pb i Uz = y, a nast�pnie trzeba oblizy¢

x = QTz, zyli odpowiednio poprzestawia¢ wspóªrz�dne rozwi¡zania. Maierz



4.5

permutaji Q mo»na reprezentowa¢ w taki sam sposób jak P. Peªny wybórelementu gªównego jest dosy¢ kosztowny i bardzo rzadko zdarza si� sytuaja, gdydokªadno±¢ wyniku otrzymanego z wyborem z�±iowym jest za maªa, a wybórpeªny daje dostateznie maªy bª¡d.

Zwró¢my uwag�, »e aby rozwi¡za¢ zadanie, rozwiazujemy numeryznie dwapodzadania, tj. ukªady z maierzami trójk¡tnymi. Dla ka»dego p ilozynwska¹ników uwarunkowania tyh podzada«, ondp L i ondp U, jest zawszewi�kszy lub równy wska¹nikowi uwarunkowania aªego zadania, ondp A. Ponadtodla dowolnyh permutaji reprezentowanyh przez maierze P i Q mamyondp A = ondp PAQT. Wybór elementu gªównego mo»na interpretowa¢ jakd¡»enie do tego, aby ilozyn wska¹ników uwarunkowania zynników rozkªadumaierzy PA (lub PAQT) byª mo»liwie maªy.

Metoda eliminaji Gaussa z wyborem elementu gªównego jest algorytmemnumeryznie poprawnym, tj. istnieje maierz �A, taka »e zahodzi równo±¢

P �AQT = LU dla oblizonyh maierzy trójk¡tnyh L i U, oraz

‖�A − A‖
‖A‖ 6 Fn(A)ν,przy zym w tym wzorze jest u»yta norma indukowana ‖ · ‖1 lub ‖ · ‖∞.Lizba Fn(A) jest staª¡ kumulaji; je±li jest stosowany wybór z�±iowy, to ma onadu»e oszaowanie (Fn(A) 6 3 · 2n − 5), ale w praktye staªa ta jest prawie zawszeznaznie mniejsza; jej dokªadniejsze oszaowanie zale»y od warto±ibezwzgl�dnyh oblizonyh wspóªzynników a

(k)

ij , a wybór elementu gªównego jestpewn¡ metod¡ przeiwdziaªania wyst¡pieniu w oblizeniah wielkih lizb.Oblizenie wektora x przez rozwi¡zanie ukªadów równa« z maierzami L i U jestrównie» numeryznie poprawnym algorytmem rozwi¡zywania ukªadu równa«liniowyh. Rahunki w dowodzie tego twierdzenia s¡ dosy¢ dªugie i »mudne.

Je±li maierz A jest peªna, to wyznazanie zynników trójk¡tnyh ma koszt

(n3 − n)/3 operaji zmiennopozyyjnyh (za jedn¡ operaj� uznamy dzielenie lubmno»enie z dodawaniem), natomiast rozwi¡zywanie ukªadów trójk¡tnyh kosztuje
n2 takih operaji. W wielu zastosowaniah mamy do zynienia z maierzamirzadkimi, tj. maj¡ymi du»o zerowyh wspóªzynników. W takih przypadkahzynem karalnym2 jest u»yie ogólnego algorytmu, odpowiedniego dla maierzypeªnyh. Je±li np. maierz jest wst�gowa, tj. istnieje k ≪ n, takie »e aij = 0 dla
|i − j| > k, to odpowiedni wariant metody eliminaji Gaussa mo»e znale¹¢ zynnikitrójk¡tne kosztem rz�du k2n operaji, a koszt rozwi¡zywania ukªadów równa«z tymi zynnikami jest rz�du kn. I tego wariantu nale»y u»y¢.2Na podstawie �186 Kodeksu Etyki Zawodowej, Kompetenji i Przyzwoito±i nale»y si� za tood 1 do 3 lat Kompromitaji, a za notoryzn¡ reydyw� grozi Kompromitaja Do»ywotnia.

4.6

Metoda odbi¢ Householdera

Inn¡ metod¡ doprowadzenia ukªadu równa« liniowyh do ukªadu równowa»negoz maierz¡ trójk¡tn¡ jest metoda odbi¢ Householdera. Przypomnijmy wªasno±iodbi¢ symetryznyh w R
n. Nieh v oznaza dowolny wektor jednostkowy(w sensie normy drugiej, tj. taki »e ‖v‖2 = 1). Odbiie symetryzne wzgl�demhiperpªaszzyzny prostopadªej do wektora v jest okre±lone wzorem

Hx = x − 2vvTx.Maierz odbiia jest wi� równa

H = I − 2vvT.Odbiie jest inwoluj¡, tj. swoj¡ wªasn¡ odwrotno±i¡:

H2 = (I − 2vvT)(I − 2vvT) = I − 4vvT + 4v vTv︸︷︷︸
=1

vT = I.

Maierz odbiia jest ponadto symetryzna, a zatem HTH = H2 = I, zylimaierz H jest ortogonalna. Tak wi� odbiie jest izometri¡; dla dowolnyhwektorów x,y ∈ R
n zahodzi równo±¢

〈Hx, Hy〉 = yTHTHx = yTx = 〈x,y〉,sk¡d dalej wynika, »e dla dowolnego wektora x jest ‖Hx‖2 = ‖x‖2. Je±li wektor vjest niezerowy, ale niekonieznie jednostkowy, to maierz odbiia symetryznegowzgl�dem hiperpªaszzyzny prostopadªej do niego jest okre±lona wzorem

H = I − v
2

vTv
vT.W algorytmah numeryznyh, je±li to nie jest wynikiem, który koniezniemusimy otrzyma¢, nigdy nie wyznazamy jawnie maierzy H. Maj¡ wektor v,mo»emy oblizy¢ lizb� γ = 2

vT v

, a nast�pnie, h¡ oblizy¢ obraz y dowolnegowektora x w odbiiu, oblizamy kolejno

s = vTx,

t = γs,

y = x − tv.W tym oblizeniu nale»y wykona¢ 2n + 1 operaji (mno»e« z dodawaniami),podzas gdy mno»enie wektora x przez maierz H ma koszt n2 operaji; ponadtometoda z maierz¡ H reprezentowan¡ jawnie jest znaznie gorsza ze wzgl�du naskutki bª�dów zaokr¡gle«. Zauwa»my jeszze jedn¡ wªasno±¢ maierzy odbiia:
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je±li k-ta wspóªrz�dna wektora v jest równa 0, to k-ty wiersz i k-ta kolumnamaierzy H s¡ takie, jak w maierzy jednostkowej. Wtedy k-ta wspóªrz�dnawektora Hx jest identyzna, jak k-ta wspóªrz�dna wektora x. Zatem ka»da zerowawspóªrz�dna wektora v (je±li wiemy, które to s¡) umo»liwia zaoszz�dzenie dwóhoperaji w powy»szym oblizeniu.

Nieh a oznaza pewien wektor w R
n. Nieh e oznaza pewien ustalony wektorjednostkowy (tj. ‖e‖2 = 1). Odbiie Householdera jest to odbiie H skonstruowanew taki sposób, aby wektor Ha miaª kierunek wektora e. Musi by¢ zatem

Ha = ±‖a‖2e. To za± oznaza, »e wektor normalny hiperpªaszzyzny odbiia, v,musi mie¢ kierunek wektora a − ‖a‖2e, albo a + ‖a‖2e. Ch¡ zmniejszy¢ skutkibª�dów zaokr¡gle«, nale»y zawsze wybiera¢ dªu»szy z tyh dwóh wektorów.

Zastosujmy teraz odbiia do przeksztaªania ukªadu równa« liniowyh Ax = b.W pierwszym kroku odbijemy kolumny a1, . . . ,an maierzy A i wektor prawejstrony b tak, aby obraz H1a1 pierwszej kolumny miaª kierunek wektora e1.Powstanie ukªad H1Ax = H1b, którego maierz ma zera w pierwszej kolumnie poddiagonal¡ (tj. wszystkie wspóªzynniki opróz pierwszego s¡ zerowe). Je±li terazodrzuimy pierwsze równanie, to otrzymamy podukªad, w którym nie wyst�pujeniewiadoma x1. Podukªad ten mo»emy dalej przeksztaªa¢ w podobny sposób.

Na poz¡tku k-tego kroku mamy równowa»ny wyj±iowemu ukªad równa«

A(k−1)x = b(k−1), którego maierz A(k−1) ma zerowe wspóªzynniki poni»ejdiagonali w pierwszyh k − 1 kolumnah. Przeksztaªamy maierz �A(k−1), którajest prawym dolnym blokiem maierzy A(k−1) o wymiarah n + 1 − k × n + 1 − k,oraz blok �b(k−1) wektora b(k−1) zªo»ony z jego ostatnih n + 1 − k wspóªzynników.W tym elu konstruujemy wektor �v(k) ∈ R
n+1−k, dany wzorem�v(k) = �a(k−1)

1 ∓ ‖�a(k−1)

1 ‖2e1,w którym �a(k−1)

1 oznaza pierwsz¡ kolumn� maierzy �A(k−1) (zyli �doln¡ z�±¢�

k-tej kolumny maierzy A(k−1)). Pierwsza wspóªrz�dna wektora e1 jest jedynk¡,pozostaªe n − k to zera. Aby wektor �v(k) byª jak najdªu»szy, wybieramy znak �+�je±li pierwsza wspóªrz�dna wektora �a(k−1)

1 jest dodatnia, a �−� w przeiwnymrazie. Nast�pnie oblizamy lizb� γk = 2�v(k)T �v(k) i poddajemy kolumnymaierzy �A(k−1) i wektor �b(k−1) odbiiu. Nie ma przy tym potrzeby stosowaniaogólnego wzoru do odbijania wektora �a(k−1)

1 , bo sk¡din¡d wiemy, o z tego wyjdzie.

Przeksztaªenie kolumn bloku �A(k−1) jest równowa»ne odbiiu kolumnmaierzy A(k−1) wzgl�dem hiperpªaszzyzny, której wektor normalny v(k) skªadasi� z k − 1 zer i z wektora �v(k). Oznazmy maierz tego odbiia liter¡ H(k). Po
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wykonaniu n − 1 odbi¢ mamy ukªad równa« liniowyh

Rx = QTb,którego maierz

R = H(n−1) . . . H(1)A = QTAjest trójk¡tna górna. Mamy równo±¢

A = QR, gdzie Q = H(1) . . . H(n−1),przy zym maierz Q, jako ilozyn maierzy ortogonalnyh, jest ortogonalna.W ten sposób, za pomo¡ odbi¢ symetryznyh, znale¹li±myrozkªad ortogonalno-trójk¡tny maierzy A.

Podobnie, jak w eliminaji Gaussa, przeksztaªanie prawej strony mo»emywykona¢ pó¹niej, ale w tym elu trzeba zapami�ta¢ wektory �v(k) (i, aby nieobliza¢ ih ponownie, o kosztuje, lizby γ(k)). W tym elu mo»emy u»y¢ miejsw tabliy poz¡tkowo zawieraj¡ej wspóªzynniki maierzy A, ale potrzebujemydla ka»dego wektora odbiia dwóh dodatkowyh miejs. Jeden z mo»liwyhsposobów przehowywania wyników oblize« jest taki:
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Symbole rij oznazaj¡ tu wspóªzynniki maierzy R, za± v
(k)

i oznazaj¡wspóªrz�dne wektora v(k). Jest te» mo»liwe zmieszzenie wyników oblizeniaz wykorzystaniem tylko jednej dodatkowej zmiennej dla ka»dej kolumny, poprzeskalowaniu wektorów v(k). Jak poprzednio, wykonanie oblize« in situ oznaza�zepsuie� tabliy wspóªzynników maierzy A, zatem najlepiej, aby takiemu�zepsuiu� podda¢ kopi�.

Zªo»ono±¢ oblizeniowa wyznazania rozkªadu QR maierzy n × n jest równa

2
3
n3 + O(n2), jest zatem w przybli»eniu dwukrotnie wi�ksza ni» eliminaja Gaussa.Z drugiej strony, odpadaj¡ koszty wybierania elementu gªównego, zreszt¡deyduj¡y wpªyw na zas oblize« ma efektywno±¢ wykorzystania pami�ipodr�znej (ahe'a) proesora przez implementaj� algorytmu, dlatego nie mo»na
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powiedzie¢ z góry, »e eliminaja Gaussa dziaªa dwukrotnie szybiej. Natomiastu»yie izometrii (tj. przeksztaªe« reprezentowanyh przez maierze ortogonalne)daje bardzo dobre wªasno±i numeryzne algorytmu. Zauwa»my, »e oryginalnezadanie zast�pujemy dwoma podzadaniami � ukªadami równa« Qy = bi Rx = y. Wska¹nik uwarunkowania w normie drugiej maierzy ortogonalnej Qjest równy 1 (bo ‖Q‖2 = ‖Q−1‖2 = 1), za± ond2 R = ond2 A.

Metoda Choleskiego

W wielu zastosowaniah nale»y rozwi¡za¢ ukªad Ax = b, którego maierz A jestsymetryzna i dodatnio okre±lona. Dla takih maierzy mo»na stosowa¢ eliminaj�Gaussa, przy zym okazuje si�, »e wybór elementu gªównego jest niepotrzebny.Jednak symetria maierzy to okazja do zmniejszenia kosztu oblize« o poªow�.Takih okazji nie wypada marnowa¢.

Metoda Choleskiego polega na rozªo»eniu maierzy A na zynniki trójk¡tne,z któryh ka»dy jest transpozyj¡ drugiego: A = LLT, gdzie maierz L jesttrójk¡tna dolna. Po znalezieniu takiego rozkªadu mo»na rozwi¡za¢ kolejno ukªadyrówna« Ly = b i LTx = y.

Wspóªzynniki maierzy L mo»na oblizy¢, traktuj¡ równo±¢ LLT = A jak ukªadrówna«, którego rozwi¡zanie mo»na oblizy¢ �po kolei�; poniewa» maierz A jestsymetryzna, mamy 1
2
n(n + 1) danyh niezale»nyh wspóªzynników. Tyle samowspóªzynników ma na diagonali i pod ni¡ poszukiwana maierz L. Zatem, dla i, jtakih »e 1 6 j 6 i 6 n mamy równania

aij =

n∑

k=1

likljk =

j∑

k=1

likljk =

j−1∑

k=1

likljk + lijljj.

Wyodr�bniony skªadnik sumy powy»ej umo»liwia oblizenie wspóªzynnika lij,je±li znamy wszystkie pozostaªe wspóªzynniki maierzy L wyst�puj¡ew sumowanyh ilozynah; mo»na uporz¡dkowa¢ równania w takiej kolejno±i, »eto jest mo»liwe. Mianowiie, mo»emy obliza¢ kolejno

lij =
aij −

∑j−1

k=1 likljk

ljj

dla j = 1, . . . , i − 1,

lii =

√

aii −
∑i−1

k=1 l2
ik,






dla i = 1, . . . , n.

Oblizenie mo»na wykona¢ in situ, wpisuj¡ lizby lij natyhmiast po oblizeniuw miejse aij (a zatem, �psuj¡� dan¡ maierz A lub jej kopi�). Trzeba podkre±li¢,»e maierz A musi by¢ nie tylko symetryzna, ale tak»e dodatnio okre±lona, abypowy»szy algorytm byª wykonalny (tj. aby istniaªa nieosobliwa maierz trójk¡tna
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dolna L, taka »e A = LLT). To jest warunek koniezny i dostatezny, abywyra»enia, z któryh nale»y obliza¢ pierwiastki kwadratowe, miaªy dodatniewarto±i.
Zauwa»my, »e je±li poz¡tkowyh k wspóªzynników w i-tym wierszu (dla k < i)to zera, to równie» maierz L ma na poz¡tku i-tego wiersza k zerowyhwspóªzynników. Mo»na to wykorzysta¢ do efektywnego wykorzystania miejsaw pami�i, a tak»e do zmniejszenia kosztu znajdowania rozkªadu (np. je±limaierz A jest wst�gowa). Je±li maierz A jest peªna, to te» mo»na przehowywa¢tylko dolny jej trójk¡t w tabliy o dªugo±i 1

2
n(n + 1). Dla maierzy peªnejznalezienie rozkªadu wymaga wykonania ok. 1
6
n3 operaji mno»enia z dodawaniemlub dzielenia i oblizenia n pierwiastków kwadratowyh.

Ukªady i algorytmy blokowe

Wiele ukªadów równa« liniowyh rozwi¡zywanyh w praktyznyh zastosowaniahma maierze o spejalnyh wªasno±iah, które mo»na wykorzysta¢ dozmniejszenia kosztu rozwi¡zywania. Bardzo z�sto maierz w naturalny sposóbdzieli si� na wyró»niaj¡e si� jako± bloki. W najprostszej sytuaji, nieh

A =

[

B C

D E

]

.

Przypu±¢my, »e maierz A ∈ R
n,n jest nieosobliwa i blok B ∈ R

k,k dla pewnego

k ∈ {1, . . . , n − 1} te» jest nieosobliwy. Podzielmy równie» praw¡ stron� i wektorniewiadomy na bloki:

b =

[

p

q

]

, x =

[

y

z

]

.
Ukªad Ax = b podzielili±my w ten sposób na dwa podukªady:

{
By + Cz = p,

Dy + Ez = q.Znaj¡ z, mogliby±my rozwi¡za¢ pierwszy podukªad; jego rozwi¡zanie wyra»a si�wzorem

y = B−1(p − Cz).Wstawiamy to wyra»enie do drugiego podukªadu; mamy

DB−1(p − Cz) + Ez = q,
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zyli

(E − DB−1C)z = q − DB−1p.Maierz S = E − DB−1C nazywa si� maierz¡ Shura; je±li maierze A i B s¡nieosobliwe, to równie» maierz S jest nieosobliwa. Mo»emy znale¹¢ rozwi¡zanie zukªadu z t¡ maierz¡, a nast�pnie blok y. Je±li o maierzy B wiemy tylko tyle, »ejest nieosobliwa, to nale»aªoby j¡ rozªo»y¢ na zynniki trójk¡tne (lub ortogonalnyi trójk¡tny). Powiedzmy, »e mamy maierz permutaji P i maierze trójk¡tne Li U, takie »e PB = LU. Wtedy nale»y wykona¢ nast�puj¡y algorytm:

1. Korzystaj¡ z maierzy P, L, U, rozwi¡» (maierzowy) ukªad równa« BF = C,a nast�pnie obliz maierz S = E − DF,2. Rozwi¡» ukªad równa« Bv = p, a nast�pnie obliz wektor w = q − Dv,3. Rozwi¡» ukªad równa« Sz = w; w tym elu nale»y wyznazy¢ i wykorzysta¢ jaki±u»ytezny rozkªad maierzy S,4. Obliz wektor u = p − Cz, a nast�pnie, korzystaj¡ z maierzy P, L, U, rozwi¡»ukªad równa« By = u.Alternatywnie, obliz wektor t = Cz, a nast�pnie rozwi¡» ukªad Bs = t i obliz

y = v − s.
Z wyj¡tkiem ogranizenia mo»liwo±i wyboru elementu gªównego, nie mamy tu»adnyh zmian (w szzególno±i kosztu) w porównaniu ze zwykª¡ eliminaj¡Gaussa (ho¢ pierwsze dwa kroki mo»na wykona¢ równolegle). Je±li jednak blok Bjest maierz¡ symetryzn¡ dodatnio okre±lon¡, to zamiast eliminaji Gaussamo»emy u»y¢ dwukrotnie ta«szej metody Choleskiego. Je±li za± blok B jest naprzykªad maierz¡ diagonaln¡ lub ortogonaln¡, to niezale»nie od tego, jakie s¡pozostaªe bloki maierzy A, ukªady równa« z maierz¡ B mo»emy rozwi¡zywa¢znaznie mniejszym kosztem. Ponadto, gdyby blok B byª maierz¡ odbiiasymetryznego, reprezentowan¡ przez wektor normalny hiperpªaszzyzny odbiia(lub ilozynem takih maierzy, reprezentowanyh przez odpowiednie wektory), tojawne wyznazanie wspóªzynników maierzy B, po to by nast�pnie rozwi¡za¢ukªad równa« z t¡ maierz¡, byªoby przejawem skrajnego niedoª�stwa. Dlategopowtarzam staªy apel: najpierw nale»y si� dowiedzie¢ jak najwi�ej o zadaniu,a potem dobiera¢ algorytm jego rozwi¡zywania.

Metody iterayjne

Je±li lizba n równa« i niewiadomyh jest wielka, to koszt metod bezpo±rednihrozwi¡zywania takih ukªadów jest zbyt du»y. Cz�sto w zastosowaniah pojawiaj¡
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si� ukªady z n rz�du tysi�y lub milionów. Bardzo z�sto maierze ukªadóww takih zastosowaniah s¡ rzadkie, np. maj¡ tylko O(n) niezerowyhwspóªzynników, ale rozmieszzenie tyh wspóªzynników uniemo»liwia stosowaniemetod bezpo±rednih (np. znalezienie metod¡ ró»ni sko«zonyh rozwi¡zaniaprzybli»onego równania ró»nizkowego Poissona w kwadraie sprowadza si� dorozwi¡zania ukªadu równa« liniowyh, którego maierz jest wst�gowa, przy zymwst�ga ma szeroko±¢ rz�du √
n, a w ka»dym wierszu jest o najwy»ej

5 wspóªzynników niezerowyh).

Do rozwi¡zywania wielkih ukªadów równa« liniowyh stosuje si� metodyiterayjne. Maj¡ poz¡tkowe przybli»enie x0 rozwi¡zania α, metoda konstruujeelementy i¡gu, x1,x2, . . ., zbie»nego do α. Oblizenia przerywa si� na podstawiekryteriów stopu podobnyh, jak dla równa« nieliniowyh, tj. ustalonego limitulizby iteraji, kryterium residualnego (residuum jest w tym przypadku wektor

b − Ax) lub kryterium przyrostowego (opartego na badaniu warto±i wyra»enia

‖xk+1 − xk‖). Podstawow¡ operaj¡, wykonywan¡ w ka»dej iteraji, jest mno»eniepewnego wektora przez maierz ukªadu A, lub inn¡ maierz, skonstruowan¡ napodstawie A. Dzi�ki takiemu ogranizeniu mo»na korzysta¢ z bardzo oszz�dnyhreprezentaji maierzy, które s¡ w istoie wykazami (tabliami lub listami) miejs,w któryh s¡ niezerowe wspóªzynniki. Koszt mno»enia wektora przez maierz jestwtedy proporjonalny do lizby tyh wspóªzynników.

Metody iteraji prostej

Metody iteraji prostej polegaj¡ na tym, »e na podstawie maierzy A i wektoraprawej strony b konstruuje si� pewn¡ maierz B i wektor t, przyjmuje poz¡tkoweprzybli»enie rozwi¡zania, x0, i w kolejnyh iterajah obliza

xk+1 = Bxk + t.Maierz B i wektor t musz¡ by¢ tak dobrane, aby zahodziªa równo±¢ α = Bα + t,tj. aby rozwi¡zanie byªo punktem staªym funkji ϕ(x) = Bx + t. Ponadto, abyi¡g wektorów xk byª zbie»ny do α dla dowolnego punktu startowego x0,funkja ϕ musi by¢ przeksztaªeniem zw�»aj¡ym, a zatem pewna (dowolna)norma indukowana maierzy B musi by¢ mniejsza od 1. Okazuje si�, »ewarunkiem konieznym i dostateznym istnienia takiej normy, która dlamaierzy B przyjmuje warto±¢ mniejsz¡ od 1, jest nierówno±¢ ρ(B) < 1, gdzie ρ(B)jest to promie« spektralny, tj. najwi�ksza warto±¢ bezwzgl�dna warto±i wªasnejmaierzy B. Aby zbie»no±¢ byªa szybka, ρ(B) musi by¢ jak najmniejsze, alemo»liwo±¢ skonstruowania maierzy B o maªym promieniu spektralnym zale»y odmaierzy A (i w szzególno±i od jej wska¹nika uwarunkowania).
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Metoda Jaobiego: maierz A przedstawiamy w postai sumy A = L + D + U,gdzie maierz L powstaje z A przez zast¡pienie zerami wspóªzynników na i naddiagonal¡, maierz D jest diagonalna, a maierz U ma zerowe wspóªzynniki nai pod diagonal¡. Ukªad Ax = b przepisujemy w postai

(L + D + U)x = b, zyli Dx = b − (L + U)x,sk¡d otrzymujemy metod�:

xk+1 = D−1
(

b − (L + U)xk

)

.W metodzie Jaobiego mamy zatem BJ = −D−1(L + U) oraz tJ = D−1b.

W oblizeniah nie wyznazamy maierzy D−1, ho¢ to jest ªatwe; zamiast tegorozwi¡zujemy ukªad równa« z maierz¡ diagonaln¡ D (podobnie post�pujemyw innyh metodah). Warunek ρ(BJ) < 1 jest speªniony dla wielu maierzy A;ªatwym do sprawdzenia przypadkiem jest maierz diagonalnie dominuj¡a, tj. taka»e |aii| >
∑

j6=i |aij| dla ka»dego i.

Metoda Gaussa-Seidela: jak poprzednio, bierzemy A = L + D + U, po zympiszemy ukªad

(L + D)x = b − Ux,sk¡d otrzymujemy ukªad równa« do rozwi¡zania w ka»dej iteraji:

(L + D)xk+1 = b − Uxk.W metodzie Gaussa-Seidela mamy zatem BGS = −(L + D)−1U i tGS = (L + D)−1b.Podobnie jak w metodzie Jaobiego, je±li maierz A jest diagonalnie dominuj¡a,to i¡g (xk)k∈N jest zbie»ny do α dla ka»dego x0 ∈ R
n, przy zym zbie»no±¢metody Gaussa-Seidela jest zwykle szybsza.

Metoda Rihardsona: Wprowadzamy parametr τ i piszemy ukªad równowa»nyukªadowi Ax = b:

x + τAx = x + τb,sk¡d mamy

x = (I − τA)x + τb = x + τ(b − Ax).Metoda Rihardsona polega na oblizaniu wektorów

xk+1 = xk + τ(b − Axk).W tej metodzie mamy BR = I − τA, tR = τb. Podstawowym problemem jestdobranie parametru τ tak, aby i¡g (xk)k byª zbie»ny i aby ta zbie»no±¢ byªa jaknajszybsza. Jeszze do tego wróimy.
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Metoda sprz�»onyh gradientów

Metoda sprz�»onyh gradientów (ang. onjugate gradient method, w skróie CG)sªu»y do rozwi¡zywania ukªadu n równa« liniowyh Ax = b z maierz¡ Asymetryzn¡ i dodatnio okre±lon¡. Co iekawe, z punktu widzenia algebry metodata jest metod¡ bezpo±redni¡, mianowiie wytwarza sko«zony i¡g x1, . . . ,xm dlapewnego m 6 n; gdyby nie byªo bª�dów zaokr¡gle« (które ozywi±ie s¡), toostatni element tego i¡gu byªby rozwi¡zaniem α. W praktye najz�±iej metod�t� wykorzystuje si� jak metod� iterayjn¡, która wytwarza dostateznie dokªadneprzybli»enie xk rozwi¡zania dla pewnego k znaznie mniejszego ni» n.

Podstawowym krokiem metody CG jest minimalizaja wielomianu kwadratowegowzdªu» pewnej prostej. Funkja okre±lona wzorem
f(x) =

1

2
xTAx − xTbjest wielomianem drugiego stopnia zmiennyh x1, . . . , xn. Poniewa» maierz A jestdodatnio okre±lona, funkja f ma minimum; jej gradient jest równy

∇f(x) = Ax − b,a wi� wektor residuum, r = b − Ax = −∇f(x), okre±la kierunek najszybszegospadku funkji f w punkie x. Poszukiwane rozwi¡zanie α jest wªa±nie tympunktem przestrzeni R
n, w którym funkja f przyjmuje warto±¢ minimaln¡.Nieh xk oznaza bie»¡e przybli»enie rozwi¡zania, za± vk oznaza pewienniezerowy wektor. Zbiór L = { x = xk + tvk : t ∈ R } jest prost¡ w R

n.Podstawiaj¡ jako argument funkji f wyra»enie xk + tvk, otrzymujemy wielomianjednej zmiennej,

g(t) = f(xk + tvk) =
1

2

(

vT
kAvkt

2 − 2vT
k(b − Axk)t + xT

k(Axk − 2b)
)

.Trójmian kwadratowy g(t) = at2 − 2bt + c ze wspóªzynnikiem a > 0 przyjmujewarto±¢ minimaln¡ dla t = b/a. Zatem, oblizaj¡

rk = b − Axk,

tk =
vT

krk

vT
kAvk

,

xk+1 = xk + tkvk,otrzymamy punkt xk+1 prostej L, w którym warto±¢ funkji f jest najmniejsza.Mo»emy zauwa»y¢ (lub przynajmniej sprawdzi¢), »e nast�pny wektor residuum,

rk+1 = b − Axk+1 = rk − tkAvk, speªnia warunek vT
krk+1 = 0.

Istnieje rodzina metod iterayjnyh, w któryh powy»sze oblizenie ª¡zy si�z pewn¡ strategi¡ wyboru wektorów vk, wyznazaj¡yh kierunki odpowiednih
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prostyh w kolejnyh iterajah; ozywi±ie, istotne s¡ tylko kierunki tyhwektorów. W metodzie CG, która nale»y do tej rodziny, wektory vk maj¡ kierunkisprz�»one wzgl�dem maierzy A, przez o rozumiemy, »e speªniaj¡ równo±i

vT
i Avk = 0 dla i 6= k. Przyjrzyjmy si� tej wªasno±i i temu, o z niej wynika. Dladowolnej symetryznej i dodatnio okre±lonej maierzy A istnieje (jednoznaznieokre±lona) maierz B symetryzna i dodatnio okre±lona3, taka »e A = B2. Je±lioznazymy wi = Bvi dla ka»dego i, to dla i 6= k mamy 〈wk,wi〉 = wT

i wk = 0. Popodstawieniu x = B−1y jako argumentu funkji f, otrzymujemy wielomian

h(y) = f(B−1y) =
1

2
yTB−TAB−1y − yTB−Tb =

1

2
yTy − yTB−Tb,

którego z�±¢ kwadratowa jest równa 1
2
(y2

1 + · · · + y2
n). Poszukiwanie minimumfunkji f(x) wzdªu» prostyh o kierunkah v0, . . . ,vk, zazynaj¡ od punktu x0,jest równowa»ne minimalizaji funkji h(y) wzdªu» prostyh o wzajemnieprostopadªyh kierunkah w0, . . . ,wk, zazynaj¡ od punktu y0 = Bx0.

e1

e2

x0

v0 = r0
x1

r1 v1

x2 = α

Be1

Be2

y0

y1

y2 = Bα

w0 = Bv0

w1 = Bv1

Br1

Oblizenie dla pewnego ukªadu dwóh równa« przedstawia rysunek. Wektor

v0 = r0 jest prostopadªy do przehodz¡ej przez x0 warstwiy funkji f, która jestelips¡ o ±rodku α. Punkt x1 le»y na kolejnej warstwiy; residuum w tym punkie,
r1, ma kierunek najszybszego spadku funkji f, za± wektor v1 wyznaza kierunekprostej ª¡z¡ej punkt x1 i rozwi¡zanie α. Obrazy w0 i w1 wektorów v0 i v1w przeksztaªeniu liniowym okre±lonym przez maierz B s¡ prostopadªe do siebie;obrazami warstwi funkji f, tj. warstwiami funkji h, s¡ okr�gi. W ogólno±i doznalezienia w R

n minimum funkji kwadratowej h, której warstwie s¡ sferami,3Istnieje maierz ortogonalna X i maierz diagonalna Λ z dodatnimi wspóªzynnikami
λ1, . . . , λn na diagonali, takie »e A = XΛXT ; lizby λ1, . . . , λn s¡ warto±iami wªasnymimaierzy A, a jej wektorami wªasnymi s¡ kolumny maierzy X. Maierz B jest równa XMXT , gdzie

M jest maierz¡ diagonaln¡, z lizbami √λ1, . . . ,
√

λn na diagonali.
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wystarzy wykona¢ o najwy»ej n kroków minimalizaji wzdªu» prostyhwzajemnie prostopadªyh.

W metodzie CG przyjmujemy v0 = r0 = b − Ax0 oraz
vk+1 = rk+1 + skvk, gdzie sk = −

vT
kArk+1

vT
kAvk

, dla k > 0, takiego »e vk 6= 0.Otrzymane w ten sposób wektory vk maj¡ kierunki sprz�»one wzgl�demmaierzy A i metoda znajduje rozwi¡zanie po o najwy»ej n iterajah.

Szki dowodu: Zauwa»amy, »e dla ka»dego j 6 k + 1 wektor vj jest kombinaj¡liniow¡ wektorów r0, . . . , rj, a wektor rj jest kombinaj¡ liniow¡ wektorów

v0, . . . ,vj. Nieh Kj oznaza podprzestrze« przestrzeni R
n rozpi�t¡ przez tewektory4. Przed oblizeniem wektora vk+1 mamy wektory r0, . . . , rk+1 (oraz

v0, . . . vk), a zatem s¡ okre±lone przestrzenie K0 ⊂ · · · ⊂ Kk+1. Przyjmujemyzaªo»enie indukyjne, »e dla ka»dego wektora u ∈ Ki, gdzie 0 6 i < j 6 k, jest

uTAvj = uTrj = 0. Równowa»nie, dla 0 6 i < j 6 k s¡ speªnione równo±i

vT
i Avj = rT

i Avj = vT
i rj = rT

i rj = 0.

Wiemy, »e residuum w punkie xk+1 speªnia warunek vT
krk+1 = 0. Mamy te»

vT
kAvk+1 = vT

kA(rk+1 + skvk) = vT
kArk+1 −

vT
kArk+1

vT
kAvk

vT
kAvk = 0.Nieh i < k. Je±li u ∈ Ki, to

uTrk+1 = uT(rk − tkAvk) = uTrk − tku
TAvk = 0.Poniewa» vk+1 = rk+1 + skvk oraz tiAvi = ri − ri+1 ∈ Ki+1 ⊂ Kk, mamy równie»

vT
i Avk+1 = vT

i A(rk+1 + skvk) = vT
i Ark+1 + sk vT

i Avk︸ ︷︷ ︸
=0

=
1

ti

(ri − ri+1)
Trk+1 = 0.

Z zaªo»enia indukyjnego i wykazanyh wy»ej równo±i wynika, »e

uTAvk+1 = uTrk+1 = 0 dla ka»dego wektora u ∈ Kk.

Z przeprowadzonego wy»ej rahunku wynika, »e wektory r0, r1, . . . s¡ do siebienawzajem prostopadªe. Ale i¡g ortogonalny w R
n mo»e skªada¢ si� z onajwy»ej n niezerowyh wektorów, zatem residuum w punkie xk otrzymanym poo najwy»ej n iterajah metody CG musi by¢ zerowe. 2

Wyra»enie sk mo»na przeksztaªi¢, aby zmniejszy¢ koszt jego oblizania:

sk = −
vT

kArk+1

vT
kAvk

= −
1

tk

(rk − rk+1)
Trk+1

vT
kAvk

=
vT

kAvk

vT
krk

rT
k+1rk+1

vT
kAvk

=
rT

k+1rk+1

rT
krk

.4Przestrzenie Kj = lin{r0, . . . , rj} = lin{v0, . . . , vj} s¡ nazywane przestrzeniami Kryªowa.
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Teoretyznie (a dokªadniej, na podstawie takiej teorii, która nie przewidujebª�dów zaokr¡gle«) oblizenia nale»y zako«zy¢ po otrzymaniu rk = 0.W implementaji korzystaj¡ej z arytmetyki zmiennopozyyjnej oblizenia s¡przerywane, gdy wektor vk lub rk+1 ma dostateznie maª¡ norm� drug¡.Metod� CG realizuje nast�puj¡y podprogram:

r = b − Ax; /* r = r0 */

v = r; /* v = v0 */

c = rTr;for ( k = 0; k < n; k++ ) {if ( vTv < δ2 ) return;

z = Av;

t = c/(vTz); /* t = tk */

x = x + tv; /* x = xk+1 */

r = r − tz; /* r = rk+1 */

d = rTr;if ( d < ε2 ) return;

v = r + (d/c)v; /* v = vk+1 */

c = d;}
Tablia x poz¡tkowo zawiera wspóªrz�dne wektora x0. Oblizone przybli»enierozwi¡zania jest ko«ow¡ zawarto±i¡ tej tabliy; opróz niej podprogram u»ywajeszze trzeh tabli o dªugo±i n. Mno»enie wektora przez maierz A mo»e by¢realizowane przez podprogram podany jako parametr i b�d¡y �zarn¡ skrzynk¡�dla implementaji metody. Parametry δ i ε okre±laj¡ kryteria stopu.

Poprawianie uwarunkowania

Rozwa»my metod� Rihardsona. Je±li maierz A jest symetryzna i dodatniookre±lona, to jej warto±i wªasne s¡ rzezywiste i dodatnie, zawarte w przedziale

[λmin, λmax]. Maierz BR o najmniejszym promieniu spektralnym otrzymamy,przyjmuj¡

τ = τopt =
2

λmin + λmax .Cz�sto mamy pewne informaje na temat warto±i wªasnyh maierzy A, oumo»liwia dobranie optymalnego lub prawie optymalnego parametru.Przyjrzyjmy si� jednak szybko±i zbie»no±i. Promie« spektralny maierzy
BR = I − τoptA (który dla maierzy symetryznej jest równy jej normie drugiejindukowanej) jest równy

ρ(BR) = 1 − τoptλmin = 1 −
2λmin

λmax + λmin =
λmax − λmin
λmax + λmin .
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Dla maierzy symetryznej i dodatnio okre±lonej (zaªo»yli±my, »e taka jestmaierz A) jest ond2 A = λmax/λmin. Korzystaj¡ z tej formuªy, otrzymujemy
ρ(BR) =

ond2 A − 1ond2 A + 1
.Tak wi�, nawet je±li wybierzemy optymalnie parametr τ, je±li maierz A mawielki wska¹nik uwarunkowania, zbie»no±¢ konstruowanego przez metod�Rihardsona i¡gu (xk)k∈N do rozwi¡zania jest bardzo wolna. Podobnespostrze»enie dotyzy tak»e innyh metod iterayjnyh. W szzególno±i dlametody CG bª¡d εk = xk − α ma oszaowanie (z maierz¡ B = BT, tak¡ »e B2 = A)

‖Bεk‖2 6 2

(
√ond2 A − 1√ond2 A + 1

)k

‖Bε0‖2.

metoda Jaobiego:
x0

x1

x2

α

x0 x1

x2

α

metoda Gaussa-Seidela:

x0

x1

x2

α

x0

x1

x2

α

metoda Rihardsona:

x0

x1

x2

α

x0
x1

x2

α
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Rysunek przedstawia eksperyment, w którym byªy rozwi¡zywane dwa ukªadyrówna« o tym samym rozwi¡zaniu, któryh maierze symetryzne i dodatniookre±lone maj¡ wska¹niki uwarunkowania odpowiednio 4 i 16. Pokazane s¡ i¡giprzybli»e« rozwi¡zania wygenerowane przez opisane wze±niej metody (dlametody Rihardsona przyj�ty zostaª optymalny parametr τ) i warstwiewielomianu kwadratowego f rozwa»anego w opisie metody CG, przehodz¡e przezkolejne punkty xk.Zbie»no±¢ metod iterayjnyh mo»na przyspieszy¢, zast�puj¡ ukªad danyukªadem równowa»nym, którego maierz ma mniejszy wska¹nik uwarunkowania.Cel ten mo»na osi¡gn¡¢ za pomo¡ maierzy C o nast�puj¡yh wªasno±iah:ukªady równa« z maierz¡ C s¡ ªatwe do rozwi¡zania, i zahodzi nierówno±¢ond(C−1A) ≪ ondA; aby tak byªo, maierz C musi w jaki± sposób przybli»a¢maierz A. Metod� iterayjn¡ stosujemy do ukªadu C−1Ax = C−1b, przy zymnigdy nie wyznazamy maierzy C−1A; zamiast tego, maj¡ oblizy¢ wektor

u = C−1Av, oblizamy w = Av i rozwi¡zujemy ukªad Cu = w.

Nawet je±li maierze A i C s¡ symetryzne, maierz C−1A na ogóª nie jest taka.Niektóre metody, na przykªad CG, wymagaj¡, aby maierz ukªadu byªasymetryzna. Aby zahowa¢ symetri�, wybieramy tak¡ maierz C, aby ukªadyrówna« z ni¡ byªy ªatwe do rozwi¡zania i aby byªo ond(C−1AC−T) ≪ ondA.Ukªad dany zast�pujemy ukªadem równa«

C−1AC−Ty = C−1b, (*)po rozwi¡zaniu którego mo»na oblizy¢ x = C−Ty; implementaj� metody CGmo»na zmody�kowa¢ tak, aby to ostatnie oblizenie byªo niepotrzebne � residuaukªadu (*) mo»emy obliza¢ na podstawie wzoru5

rk+1 = C−1b − C−1AC−Tyk+1 = C−1(b − Axk+1) = rk − tkC
−1Avk.

Zast�powanie ukªadu równa« ukªadem o maierzy lepiej uwarunkowanej maangielsk¡ nazw� preonditioning, a u»ywana do tego maierz C to tzw.preonditioner; terminy te nie maj¡ powszehnie przyj�tyh polskihodpowiedników. Metody znajdowania odpowiednih maierzy s¡ silnie zwi¡zane5Jak zawsze, maj¡ jawn¡ reprezentaj� maierzy C, nie mno»ymy wektora przez C−1, tylkorozwi¡zujemy odpowiedni ukªad równa«. Dalsze przeksztaªenia prowadz¡ do otrzymania wzorów,w któryh poprawianie uwarunkowania ukªadu rozwiazywanego za pomo¡ metody CG jestrealizowane za pomo¡ (symetryznej i dodatnio okre±lonej) maierzy S = CCT , która powinnaprzybli»a¢ maierz A, ale by¢ od niej �ªatwiejsza�; w opartej na tyh wzorah implementajimetody CG maierz C nie jest potrzebna, natomiast w kolejnyh iterajah trzeba rozwi¡zywa¢ukªady równa« z maierz¡ S.
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ze spey�k¡ zadania i daleko wykrazaj¡ poza ten wykªad. Niemniej, wartowiedzie¢, »e metody iterayjne z poprawianiem uwarunkowania s¡ w zasadziejedynymi skuteznymi metodami rozwi¡zywania naprawd� wielkih ukªadówrówna« liniowyh (które w praktye z�sto s¡ naprawd� ¹le uwarunkowane).
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Zadania i problemy

1. Znajd¹ wyra»enie opisuj¡e wska¹nik uwarunkowania zadania oblizania ilozynudanej maierzy nieosobliwej A i wektora x.2. Udowodnij, »e je±li maierz kwadratowa nieosobliwa A jest ilozynem maierzykwadratowyh B i C, to (dla wska¹ników uwarunkowania okre±lonyh za pomo¡dowolnej normy indukowanej) zahodzi nierówno±¢ ondA 6 ondB ondC.3. Rozwi¡» ukªady równa« liniowyh

[

1 1

1 0.98

][

x

y

]

=

[

1

2

]

,

[

1 1

1 0.99

] [

x

y

]

=

[

1

2

]

.

Obliz wska¹nik uwarunkowania maierzy pierwszego ukªadu w normie pierwszej.4. Udowodnij, »e je±li maierz A n × n jest symetryzna i wspóªzynnik a11 6= 0, topo wykonaniu pierwszego kroku eliminaji Gaussa blok n − 1 × n − 1 w prawymdolnym rogu przeksztaªonej maierzy jest symetryzny.5. Napisz proedury eliminaji Gaussa bez wyboru elementu gªównego dla maierzytrójdiagonalnej i ykliznej trójdiagonalnej.6. Maierz n × n

A =

[

H d

dT c

]

ma blok H = I − 2wwT, gdzie w ∈ R
n−1 jest wektorem jednostkowym. Jakiwarunek musz¡ speªnia¢ wektory w i d oraz lizba c, aby maierz A byªanieosobliwa? Zaproponuj algorytm rozwi¡zywania ukªadów równa« liniowyhz tak¡ maierz¡, przy zaªo»eniu, »e dane s¡ wektory w i d, lizba c i wektorprawej strony.7. Maierz o strukturze blokowej

[

A B

BT 0

]

,

je±li blok A jest symetryzny i dodatnio okre±lony, a kolumny maierzy B s¡liniowo niezale»ne, jest nieosobliwa. Zaproponuj korzystaj¡y z tyh informajialgorytm rozwi¡zywania ukªadu równa« liniowyh z tak¡ maierz¡.Wskazówka: Po oblizeniu maierzy C = A−1B, u»yj odbi¢ Householdera doznalezienia maierzy ortogonalnej Q i trójk¡tnej górnej R, takih »e C = QR oraz
CTC = RTR.8. Zmody�kuj proedur� CG z wykªadu tak, aby oblizenia byªy wykonywane dlaukªadu z poprawionym uwarunkowaniem.
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9. Metod¡ Choleskiego rozªó» na zynniki trójk¡tne maierz

A =











4 2 0 2

2 2 0 1

0 0 4 −6

2 1 −6 12











Korzystaj¡ z tego rozkªadu rozwi¡» ukªad równa« Ax = b z wektorem prawejstrony b = [4, 1,−6, 13]T.
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Programy i projekty

1. Eliminaja Gaussa. Podane ni»ej proedury s¡ implementaj¡ metody eliminajiGaussa z z�±iowym wyborem elementu gªównego. S¡ one tu zamieszzone po to,by pokaza¢, jak to wygl¡da. W praktye znaznie lepiej jest u»ywa¢ bardzo dobrzezaimplementowanyh (w szzególno±i zoptymalizowanyh ze wzgl�du naszybko±¢) i gruntownie przetestowanyh proedur z biblioteki LAPACK (tak, jakwe wze±niej zrealizowanym eksperymenie z metod¡ Newtona dla ukªadu równa«nieliniowyh).#define FLOAT float

#define IND(n,i,j) ((n)*(i)+(j))

har LUDeomp ( int n, FLOAT *a, int *permut ){ int i, j, k;FLOAT m, mmax;
/* rozklad metoda eliminaji Gaussa */for ( j = 0; j < n-1; j++ ) {/* wybor elementu glownego */mmax = fabs(a[IND(n,j,j)℄);k = j;for ( i = j+1; i < n; i++ ) {m = fabs(a[IND(n,i,j)℄);if ( m > mmax ) { mmax = m; k = i; }} /* przestawianie wierszy */if ( (permut[j℄ = k) != j )for ( i = 0; i < n; i++ ){ m = a[IND(n,j,i)℄; a[IND(n,j,i)℄ = a[IND(n,k,i)℄;a[IND(n,k,i)℄ = m; }/* wlasiwa eliminaja Gaussa */if ( a[IND(n,j,j)℄ == 0.0 )return 0;for ( i = j+1; i < n; i++ ) {m = a[IND(n,i,j)℄ = a[IND(n,i,j)℄/a[IND(n,j,j)℄;for ( k = j+1; k < n; k++ )a[IND(n,i,k)℄ -= a[IND(n,j,k)℄*m;}
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}return 1;} /*LUDeomp*/

void LUSolve ( int n, FLOAT *a, int *permut, FLOAT *b ){ int i, j;FLOAT m;
/* przestawianie wspolzynnikow prawej strony */for ( i = 0; i < n-1; i++ )if ( (j = permut[i℄) != i ){ m = b[i℄; b[i℄ = b[j℄; b[j℄ = m; }/* rozwiazywanie ukladu L*y = b */for ( i = 1; i < n; i++ )for ( j = 0; j < i; j++ )b[i℄ -= a[IND(n,i,j)℄*b[j℄;/* rozwiazywanie ukladu U*x = y */for ( i = n-1; i >= 0; i-- ) {for ( j = i+1; j < n; j++ )b[i℄ -= a[IND(n,i,j)℄*b[j℄;b[i℄ /= a[IND(n,i,i)℄;}} /*LUSolve*/

Proedura LUDeomp dokonuje rozkªadu maierzy PA na zynniki trójk¡tne L i U,in situ, tj. wpisuj¡ wspóªzynniki maierzy L i U do tabliy, w której poz¡tkowos¡ dane wspóªzynniki maierzy A. Reprezentaja maierzy P jest zapisywanaw tabliy permut.

Proedure LUSolve rozwi¡zuje ukªady z maierzami trójk¡tnymi, zast�puj¡w tabliy b wektor prawej strony oblizonym rozwi¡zaniem.
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2. Numeryzne oblizanie wyznaznika. Wyznaznika maierzy kwadratowej,zwªaszza du»ej, nie nale»y obliza¢ w ogóle, hyba »e naprawd� nie mo»na tegounikn¡¢. Je±li naprawd� nie mo»na, to nale»y posªu»y¢ si� rozkªademtrójk¡tno-trójk¡tnym lub ortogonalno-trójk¡tnym. Wyznaznik maierzytrójk¡tnej jest ilozynem jej wspóªzynników na diagonali. Wyznaznik maierzypermutaji jest równy ±1, zale»nie od parzysto±i lizby transpozyji, któryhzªo»eniem jest ta permutaja. Wyznaznik maierzy ortogonalnej Q = H1 . . . Hk,b�d¡ej ilozynem maierzy odbi¢, jest równy ±1, zale»nie od parzysto±i lizbyodbi¢. Zamieszzone ni»ej proedury realizuj¡ dwa algorytmy oblizaniawyznaznika: opart¡ na rozkªadzie znalezionym za pomo¡ eliminaji Gaussa(z wykorzystaniem proedury LUDeomp) i naiwn¡ implementaj� rozwini�iaLaplae'a. Przeprowad¹ eksperymenty z tymi proedurami i porównaj wyniki orazzasy ih oblizania.#define FLOAT float

#define IND(n,i,j) ((n)*(i)+(j))

har LUDeomp ( int n, FLOAT *a, int *permut );

FLOAT detLU ( int n, FLOAT *a, har *error ){ int *permut, i;FLOAT det;har hs;
*error = 1;permut = (int*)mallo ( n*sizeof(int) );if ( permut ) {if ( LUDeomp ( n, a, permut ) ) {for ( det = a[IND(n,0,0)℄, i = 1; i < n; i++ )det *= a[IND(n,i,i)℄;for ( hs = 0, i = 0; i < n; i++ )if ( permut[i℄ != i )hs = !hs;if ( hs )det = -det;*error = 0;}elsedet = 0.0;
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free ( permut );return det;}else return 0.0;} /*detLU*/
FLOAT r_detLaplae ( int n, FLOAT **a, har *error ){ FLOAT **s, det, dd;int i;

if ( n == 1 ) {*error = 0;return a[0℄[0℄;}else {s = (FLOAT**)mallo ( (n-1)*sizeof(FLOAT*) );if ( s ) {for ( i = 1; i < n; i++ )s[i-1℄ = &a[i℄[1℄;det = 0.0;for ( i = 0; i < n; i++ ) {dd = r_detLaplae ( n-1, s, error );if ( *error )goto way_out;if ( i & 0x01 )det -= a[i℄[0℄*dd;elsedet += a[i℄[0℄*dd;if ( i < n-1 )s[i℄ = &a[i℄[1℄;}way_out:free ( s );return det;}else {*error = 1;return 0.0;}



4.27

}} /*r_detLaplae*/

FLOAT detLaplae ( int n, FLOAT *a, har *error ){ FLOAT **r, det;int i;
r = (FLOAT**)mallo ( n*sizeof(FLOAT*) );if ( r ) {for ( i = 0; i < n; i++ ) /* UWAGA, trik! */r[i℄ = &a[n*i℄;det = r_detLaplae ( n, r, error );free ( r );return det;}else {*error = 1;return 0.0;}} /*detLaplae*/

3. Reprezentaje maierzy rzadkih

Je±li wi�kszo±¢ wspóªzynników maierzy to zera, to nie nale»y zajmowa¢ nimipami�i operayjnej. Je±li maierz ma jak¡± wyra¹n¡ struktur�, to mo»na u»y¢spejalnie dobranej struktury danyh do jej reprezentowania. W ogólnymprzypadku mo»na stosowa¢ reprezentaj�, w której dla ka»dego wspóªzynnikaniezerowego pami�ta si� trzy lizby: indeksy wiersza i kolumny orazwspóªzynnik. Takie trójki mog¡ by¢ w osobnyh tabliah lub w jednej tabliystruktur. Szzególnie ªatwe jest naapisanie proedury mno»enia wektora przezmaierz w takiej postai.

Inna reprezentaja to format spakowanyh wierszy (albo kolumn). W ka»dymwierszu znajdujemy pozyje niezerowyh wspóªzynników. Indeksy tyh pozyji(tj. kolumn) zapisujemy w tabliy, dla kolejnyh wierszy jeden za drugim.Do drugiej tabliy, indeksowanej numerem wiersza, wpisujemy indeks (dopierwszej tabliy) pierwszego numeru kolumny dla danego wiersza. Lizbaniezerowyh wspóªzynników w wierszu jest ró»ni¡ kolejnyh elementów drugiejtabliy.
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Podany ni»ej program zawiera implementaje trzeh algorytmów rozwi¡zywaniaukªadu równa« liniowyh metod¡ iteraji prostej. Maierz jest reprezentowana zapomo¡ tabliy struktur, zawieraj¡yh indeksy i warto±i niezerowyhwspóªzynników. Tablia ta w zasadzie mo»e by¢ nieuporz¡dkowana, ale napotrzeby implementaji metody Gaussa-Seidela jest sortowana w kolejno±irosn¡yh indeksów wierszy, a w wierszu w kolejno±i rosn¡yh indeksów kolumn.Maierz ukªadu równa« w rozpatrywanym zastosowaniu (rozwi¡zywaniu równaniaPoissona metod¡ ró»ni sko«zonyh) jest symetryzna i diagonalnie dominuj¡a.

.................................#inlude <stdlib.h>#inlude <string.h>#inlude <stdio.h>#inlude <math.h>

#define FLOAT double

typedef strut {int i, j;FLOAT aij;} spmelem;
/* mnozenie maierzy spakowanej przez wektor */void MultSPMatV ( int n, int nnze, spmelem *mat, FLOAT *x, FLOAT *y ){ int k;

memset ( y, 0, n*sizeof(FLOAT) );for ( k = 0; k < nnze; k++ )y[mat[k℄.i℄ += mat[k℄.aij*x[mat[k℄.j℄;} /*MultSPMatV*/

FLOAT NormaResiduum ( int n, int nnze, spmelem *mat,FLOAT *b, FLOAT *x ){ FLOAT *y, res;int i;
y = mallo ( n*sizeof(FLOAT) );if ( !y )
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exit ( 1 ); /* !!! */MultSPMatV ( n, nnze, mat, x, y );for ( res = 0.0, i = 0; i < n; i++ ) {y[i℄ -= b[i℄;res += y[i℄*y[i℄;}free ( y );res = sqrt ( res );printf ( "%f\n", res );return res;} /*NormaResiduum*/

void Jaobi ( int n, int nnze, spmelem *mat,FLOAT *b, FLOAT *x, FLOAT eps ){ FLOAT *y, r0;int k, i, j, iter;

y = mallo ( n*sizeof(FLOAT) );if ( !y )return;r0 = NormaResiduum ( n, nnze, mat, b, x );iter = 0;do {iter ++;mempy ( y, b, n*sizeof(FLOAT) );for ( k = 0; k < nnze; k++ ) {i = mat[k℄.i;j = mat[k℄.j;if ( i != j )y[i℄ -= mat[k℄.aij*x[j℄;}for ( k = 0; k < nnze; k++ ) {i = mat[k℄.i;if ( i == mat[k℄.j )x[i℄ = y[i℄/mat[k℄.aij;}} while ( NormaResiduum ( n, nnze, mat, b, x ) > eps*r0 );free ( y );printf ( "wykonanyh %d iteraji\n", iter );
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} /*Jaobi*/
void GaussSeidel ( int n, int nnze, spmelem *mat,FLOAT *b, FLOAT *x, FLOAT eps ){} /*GaussSeidel*/

void Rihardson ( int n, int nnze, spmelem *mat, FLOAT tau,FLOAT *b, FLOAT *x, FLOAT eps ){} /*Rihardson*/

void QuikSort ( int n, void *usrptr,har (*less)(int,int,void*),void (*swap)(int,int,void*) );

har my_less ( int i, int j, void *usrptr ){ spmelem *a;
a = (spmelem*)usrptr;if ( a[i℄.i < a[j℄.i )return 1;else if ( a[i℄.i == a[j℄.i && a[i℄.j < a[j℄.j )return 1;elsereturn 0;} /*my_less*/

void my_swap ( int i, int j, void *usrptr ){ spmelem *a, b;

a = (spmelem*)usrptr;b = a[i℄; a[i℄ = a[j℄; a[j℄ = b;} /*my_swap*/
void SetupLapMat ( int M, int N, int *n, int *nnze,spmelem **mat, FLOAT *hh ){
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int _n, _nnze, i, j, k;spmelem *_mat;FLOAT hh1, hh2;

*n = _n = N*M;*nnze = _nnze = 5*M*N - 2*(M+N);*mat = _mat = mallo ( _nnze*sizeof(spmelem) );if ( !_mat )return;memset ( _mat, 0, _nnze*sizeof(spmelem) );/* okreslanie niezerowyh elementow */hh1 = (FLOAT)(N+1); hh1 *= hh1;hh2 = (FLOAT)(M+1); hh2 *= hh2;*hh = hh1*hh2;/* na diagonali */for ( k = 0; k < M*N; k++ ) {_mat[k℄.i = _mat[k℄.j = k;_mat[k℄.aij = 2.0*(hh1+hh2);} /* na kodiagonalah */for ( i = 0; i < N; i++ )for ( j = 0; j < M-1; j++, k += 2 ) {_mat[k℄.i = _mat[k+1℄.j = i*M+j+1;_mat[k℄.j = _mat[k+1℄.i = i*M+j;_mat[k℄.aij = _mat[k+1℄.aij = -hh1;} /* na diagonalah blokow kodiagonalnyh */for ( i = 0; i < N-1; i++ )for ( j = 0; j < M; j++, k += 2 ) {_mat[k℄.i = _mat[k+1℄.j = i*M+j;_mat[k℄.j = _mat[k+1℄.i = (i+1)*M+j;_mat[k℄.aij = _mat[k+1℄.aij = -hh2;} /* sortuj */QuikSort ( _nnze, _mat, my_less, my_swap );} /*SetupLapMat*/

void Test1 ( int M, int N ){#define EPS 1.0e-4
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int i, n, nnze;spmelem *mat;FLOAT hh, *x, *b;

SetupLapMat ( M, N, &n, &nnze, &mat, &hh );if ( !mat )exit ( 1 );x = mallo ( 2*n*sizeof(FLOAT) );if ( !x )exit ( 1 );b = &x[n℄;for ( i = 0; i < n; i++ )b[i℄ = hh;/* teraz rozne metody iterayjne rozwiazywania *//* ukladow rownan liniowyh *//* startujemy od zera */printf ( "Metoda Jaobiego:\n" );memset ( x, 0, n*sizeof(FLOAT) );Jaobi ( n, nnze, mat, b, x, EPS );

printf ( "Metoda Gaussa-Seidela:\n" );memset ( x, 0, n*sizeof(FLOAT) );GaussSeidel ( n, nnze, mat, b, x, EPS );

printf ( "Metoda Rihardsona:\n" );memset ( x, 0, n*sizeof(FLOAT) );Rihardson ( n, nnze, mat, 0.01, b, x, EPS );

free ( mat );free ( x );#undef EPS} /*Test1*/
int main ( void ){ Test1 ( 20, 20 );exit ( 0 );} /*main*/
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Liniowe zadania najmniejszyh kwadratów

Rozwa»amy ukªad równa« liniowyh Ax = b z maierz¡ A ∈ R
m,n i wektorem

b ∈ R
m. Ukªad ten mo»e (ho¢ nie musi) by¢ sprzezny. Liniowe zadanienajmniejszyh kwadratów (LZNK) polega na znalezieniu wektora x⋆, takiego »enorma druga wektora residuum, b − Ax⋆, jest najmniejsza. Je±li ukªad jestniesprzezny, to rozwi¡zanie LZNK jest zwykªym rozwi¡zaniem tego ukªadu.

LZNK ma rozwi¡zanie; jest nim taki wektor x⋆, »e wektor residuum jestprostopadªy (w sensie ilozynu skalarnego 〈u,v〉 = vTu) do przestrzeni liniowej(podprzestrzeni R
m) rozpi�tej przez kolumny a1, . . . ,an maierzy A. Dla dowodurozwa»my wektor y⋆, który jest rzutem prostopadªym wektora b na t�podprzestrze«. Zatem istnieje wektor x⋆, taki »e y⋆ = Ax⋆ i wektor

b − y⋆ = b − Ax⋆ (zyli residuum) jest prostopadªy do tej podprzestrzeni. Je±liwe¹miemy dowolny wektor x ∈ R
n i oblizymy y = Ax, to wektor

y − y⋆ = A(x − x⋆) jest prostopadªy do wektora b − y⋆. Ale wtedy, na podstawietwierdzenia Pitagorasa, mamy

‖b − Ax‖2
2 = ‖b − y‖2

2 = ‖b − y⋆‖2
2 + ‖y⋆ − y‖2

2 > ‖b − y⋆‖2
2 = ‖b − Ax⋆‖2

2.Dla y 6= y⋆ powy»sza nierówno±¢ jest ostra. 2

LZNK ma rozwi¡zanie jednoznazne wtedy i tylko wtedy, gdy kolumnymaierzy A s¡ liniowo niezale»ne (o jest mo»liwe tylko dla m > n). Zadaniaz takimi maierzami to tzw. regularne liniowe zadania najmniejszyh kwadratów(RLZNK). Je±li maierz ma kolumny liniowo zale»ne, to zadanie (nieregularne,NLZNK) ma wiele rozwi¡za«, ih zbiór jest warstw¡ przestrzeni R
no wymiarze n − r (gdzie r oznaza rz¡d maierzy A).a)

a1

a2

b

y⋆

r =
b − y⋆

b)

a1

a2

a3

b

y⋆

r =
b − y⋆

Ilustraje liniowyh zada« najmniejszyh kwadratów mamy na rysunku.Rysunek a) przedstawia zadanie regularne dla ukªadu z maierz¡ 3 × 2. Kolumny
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maierzy A = [a1,a2] rozpinaj¡ dwuwymiarow¡ podprzestrze« przestrzeni R
3, niezawieraj¡¡ wektora prawej strony b. Poniewa» kolumny te s¡ liniowo niezale»ne,rzut prostopadªy y⋆ wektora b na t� podprzestrze« jest ih kombinaj¡ liniow¡o jednoznaznie okre±lonyh wspóªzynnikah � wspóªrz�dnyh wektora x⋆, któryjest jedynym rozwi¡zaniem tego zadania.

Na rysunku b) jest pokazane zadanie nieregularne, z maierz¡ 3 × 3 o liniowozale»nyh kolumnah. Kolumny te rozpinaj¡ przestrze« dwuwymiarow¡, którejelementem wektor b nie jest. Jego rzut prostopadªy y⋆ na t� podprzestrze« jestjednoznaznie okre±lony, ale mo»na go wyrazi¢ jako kombinaj� liniow¡ kolumn

a1, a2, a3 na niesko«zenie wiele sposobów i wªa±nie tyle rozwi¡za« ma zadanie.

Regularne LZNK

Prostopadªo±¢ dowolnego wektora w R
m do podprzestrzeni jest równowa»naprostopadªo±i tego wektora do wszystkih elementów dowolnej bazy tejpodprzestrzeni. Zatem, maj¡ ukªad równa« Ax = b, mo»emy pomno»y¢ skalarnieresiduum przez kolumny maierzy A i przyrówna¢ do zera:

〈b − Ax,ai〉 = 0, i = 1, . . . , n.Mo»na to zapisa¢ w postai maierzowej, po prostyh przeksztaªeniahotrzymuj¡ tzw. ukªad równa« normalnyh:

ATAx = ATb.Je±li kolumny a1, . . . ,an s¡ liniowo niezale»ne, to ih zbiór jest baz¡ odpowiedniejpodprzestrzeni; wtedy maierz symetryzna M = ATA jest dodatnio okre±lona(sk¡d wynika, »e nieosobliwa) i ukªad ma jednoznazne rozwi¡zanie � rozwi¡zanieRLZNK (je±li kolumny s¡ liniowo zale»ne, to ukªad równa« normalnyh jestniesprzezny, ale ma niesko«zenie wiele rozwi¡za«, którymi s¡ wszystkierozwi¡zania NLZNK).

Algorytm równa« normalnyh jest najprostsz¡ i najta«sz¡ metod¡ numeryzn¡rozwi¡zywania RLZNK. Polega on na oblizeniu maierzy M = ATA i wektora

d = ATb, a nast�pnie rozwi¡zaniu ukªadu równa« Mx = d. Poniewa» maierz Mjest symetryzna, oblizenie jej wspóªzynników mo»e by¢ wykonane kosztem

mn(n + 1)/2 dziaªa« (mno»e« i dodawa« zmiennopozyyjnyh). Ukªad równa«z maierz¡ M mo»e by¢ rozwi¡zany metod¡ Choleskiego.

Wi�ksz¡ dokªadno±¢ rozwi¡zania mo»na osi¡gn¡¢, korzystaj¡ z rozkªaduortogonalno-trójk¡tnego maierzy A. Dla ustalonej maierzy A ∈ R
m,n istnieje
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maierz ortogonalna Q ∈ R
m,m i maierz R ∈ R

m,n, której wspóªzynniki poni»ejdiagonali s¡ zerowe, przy zym je±li maierz A ma liniowo niezale»ne kolumny, tomaierz R równie» (zatem ma niezerowe wspóªzynniki diagonalne). Dla m > npierwsze n kolumn maierzy Q i wierszy maierzy R s¡ okre±lone jednoznazniez dokªadno±i¡ do zwrotów.

Maierze Q i R podzielimy na bloki, odpowiednio

Q = [Q1,Q2], R =

[

R1

R2

]

,

takie »e Q1 ∈ R
m,n i R1 ∈ R

n,n. Poniewa» blok R2 jest zerowy, mamy A = Q1R1.Podstawmy to do ukªadu równa« normalnyh:

RT
1QT

1Q1R1x = RT
1QT

1b.Maierz QT
1Q1 jest maierz¡ jednostkow¡ n × n, a poniewa» maierz R1 jestnieosobliwa, mamy ukªad równowa»ny ukªadowi równa« normalnyh:

R1x = QT
1b,z nieosobliw¡ maierz¡ trójk¡tn¡ górn¡ R1.

Je±li dany ukªad równa«, Ax = b, dla którego stawiamy LZNK, pomno»ymystronami przez QT, to mo»emy w nim wyró»ni¢ dwa podukªady:

{
R1x = QT

1b,

0x = QT
2b.Ukªad dany jest niesprzezny wtedy i tylko wtedy, gdy wektor QT

2b = 0. Cowi�ej, poniewa» pierwszy podukªad ma rozwi¡zanie jednoznazne (jest nimrozwi¡zanie LZNK), a maierz drugiego podukªadu jest zerowa, dªugo±¢ wektora

QT
2b jest najmniejsz¡ osi¡galn¡ norm¡ residuum, b − Ax.

Istnieje wiele metod rozkªadania maierzy A na zynniki Q i R albo Q1 i R1.Jedn¡ z nih jest zastosowanie odbi¢ Householdera. Za pomo¡ n odbi¢,konstruowanyh tak samo, jak w zastosowaniu do ukªadu równa« liniowyhz nieosobliw¡ maierz¡ n × n, maierz A przeksztaªamy na maierz R. Maierzortogonaln¡ Q reprezentujemy za pomo¡ wektorów normalnyh hiperpªaszzyznkolejnyh odbi¢ (które mo»emy przehowywa¢ w tabliy poz¡tkowo zawieraj¡ejwspóªzynniki maierzy A); mamy

QT = HnHn−1 . . . H1, Q = H1 . . . Hn−1Hn,gdzie Hi = I − γivvT. Maierzy Q nie wyznazamy w postai jawnej.
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Algorytm rozwi¡zywania RLZNK za pomo¡ odbi¢ skªada si� z nast�puj¡yhkroków:1. Znad¹ rozkªad maierzy A, tj. reprezentaj� maierzy Q w postai wektorów odbi¢i maierz R.2. Obliz wektor y = QTb = Hn . . . H1b.3. Wybierz pierwsze n wierszy maierzy R i wektora y, tj. maierz R1 = QT
1Ai wektor y1 = QT

1b, i rozwi¡» ukªad R1x = y1.

Rozkªadu maierzy A na zynniki Q1 i R1 mo»emy dokona¢ za pomo¡ortonormalizaji Grama-Shmidta; s¡ ró»ne numeryzne implementaje tejproedury. W tak zwanym algorytmie mody�kowanym (MGS), daj¡ym(w implementaji u»ywaj¡ej arytmetyki zmiennopozyyjnej) dokªadniejszy wynikni» algorytm klasyzny z podr�znika algebry liniowej, konstruujemy maierze

A(0) = A, . . . , A(n) = Q1. Je±li kolumny maierzy A(k) oznazymy a
(k)

1 , . . . ,a
(k)
n , tooblizamyfor ( k = 1; k 6 n; k++ ) {

rkk =

√

a
(k−1)T

k a
(k−1)

k ;
a

(k)

k = 1
rkk

a
(k−1)

k ;for ( i = k + 1; i 6 n; i++ ) {

rki = a
(k)T

k a
(k−1)

i ;
a

(k)

i = a
(k−1)

i − rkia
(k)

k ;}}
Wynikiem oblizenia s¡ kolumny qi = a

(n)

i maierzy Q1 i wspóªzynniki rki nai powy»ej diagonali maierzy R1.

Do rozwi¡zania RLZNK za pomo¡ ortonormalizaji sªu»y nast�puj¡y algorytm:1. Za pomo¡ ortonormalizaji Grama-Shmidta znajd¹ maierze Q1 i R1.2. Obliz wektor y1 = QT
1b.3. Rozwi¡» ukªad równa« R1x = y1.

Przyzyna, dla której algorytmy korzystaj¡e z rozkªadu ortogonalno-trójk¡tnegodaj¡ dokªadniejsze wyniki ni» algorytm równa« normalnyh jest taka, »ewyj±iowe zadanie jest zwykle znaznie lepiej uwarunkowane ni» ukªad równa«normalnyh. Dlatego bª�dy zaokr¡gle« popeªnione podzas oblizania maierzy Mi jej rozkªadania na zynniki trójk¡tne przenosz¡ si� na wynik ze znazniewi�kszym zynnikiem. Tymzasem uwarunkowanie ukªadu równa« R1x = QT
1b(w normie drugiej) jest takie samo, jak uwarunkowanie zadania wyj±iowego.
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Dualne LZNK

Inny rodzaj liniowego zadania najmniejszyh kwadratów mo»emy postawi¢, gdydany ukªad wspóªrz�dnyh, Ax = b, jest niesprzezny i nieokre±lony.W dualnym liniowym zadaniu najmniejszyh kwadratów (DLZNK) elem jestwybranie jednego elementu ze zbioru rozwi¡za« ukªadu Ax = b. Nale»y wybra¢rozwi¡zanie x⋆ najkrótsze (o najmniejszej normie drugiej), lub takie, aby dlaustalonego wektora x̂ ∈ R
n wektor x⋆ − x̂ byª najkrótszy; pierwsza sytuaja jestszzególnym przypadkiem drugiej.

DLZNK ma rozwi¡zanie. Nieh AT = [a1, . . . ,am], tj. nieh wektory

a1, . . . ,am ∈ R
n b�d¡ transponowanymi wierszami maierzy A. Rozwi¡zaniemDLZNK jest taki wektor x⋆, »e Ax⋆ = b i ró»nia x⋆ − x̂ jest kombinaj¡ liniow¡wektorów a1, . . . ,am. Dowied¹my tego. Zbiór rozwi¡za« równania liniowego

aT
i x = bi jest warstw¡ równolegª¡ do podprzestrzeni o wymiarze n − 1prostopadªej do wektora ai. Zbiór rozwi¡za« aªego ukªadu równa« Ax = b jestprzei�iem tyh warstw, i jest to warstwa przestrzeni R

n równolegªa dopodprzestrzeni, do której nale»¡ wszystkie wektory prostopadªe do wektorów

a1, . . . ,am. Je±li zatem wektor x jest dowolnym rozwi¡zaniem ukªadu Ax = b, towektor x − x⋆ jest prostopadªy do wektorów a1, . . . ,am, a wi� tak»e do ihkombinaji liniowej x⋆ − x̂, i z twierdzenia Pitagorasa mamy

‖x − x̂‖2
2 = ‖x − x⋆‖2

2 + ‖x⋆ − x̂‖2
2 > ‖x⋆ − x̂‖2

2.Je±li x 6= x⋆, to nierówno±¢ jest ostra. 2

0

a1

a2

x̂

x⋆

Ilustraj� DLZNK dla ukªadu dwóh równa« z trzema niewiadomymi mamy narysunku. Zbiór rozwi¡za« ukªadu jest prost¡ prostopadª¡ do pªaszzyzny rozpi�tejprzez wektory a1, a2, tj. przei�iem dwóh pªaszzyzn prostopadªyh do tyhwektorów. Wektor x⋆ − x̂ jest prostopadªy do tej prostej.
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Je±li wi� wektor x jest rozwi¡zaniem DLZNK, to wektor x − x̂ musi by¢kombinaj¡ liniow¡ transponowanyh wierszy maierzy A, a zatem istniejewektor y ∈ R
m, taki »e ATy = x − x̂. Je±li t� równo±¢ pomno»ymy przezmaierz A, to otrzymamy

AATy = Ax − Ax̂.Po podstawieniu Ax = b mamy st¡d ukªad równa« z niewiadomym wektorem y

AATy = b − Ax̂,zwany dualnym ukªadem równa« normalnyh. Maierz AAT jest symetryznai je±li wiersze maierzy A s¡ liniowo niezale»ne, to jest dodatnio okre±lona. Abytak byªo, musi by¢ n > m. Je±li wiersze maierzy A s¡ liniowo zale»ne, to niemamy gwaranji, »e ukªad równa« Ax = b jest niesprzezny, i mamy do zynieniaz zadaniem nieregularnym.

Algorytm dualnyh równa« normalnyh polega na oblizaniu maierzy M = AATi wektora d = b − Ax̂, a nast�pnie rozwi¡zaniu ukªadu My = d (do zego mo»nau»y¢ metody Choleskiego) i oblizeniu rozwi¡zania x = x̂ + ATy. Je±li ma by¢znalezione rozwi¡zanie o najmniejszej normie drugiej, to x̂ = 0; mo»na wtedypomin¡¢ niektóre oblizenia.

Wi�ksz¡ dokªadno±¢ mo»na uzyska¢, korzystaj¡ z rozkªadutrójk¡tno-ortogonalnego maierzy A. Istnieje maierz L ∈ R
m,n, która ma zera zawspóªzynnikiem diagonalnym w ka»dym wierszu, i maierz ortogonalna Q ∈ R

n,n,takie »e A = LQT; maierze te mo»na otrzyma¢, stosuj¡ do maierzy AT(kolumnowo regularnej) te same algorytmy rozkªadu ortogonalno-trójk¡tnego,któryh u»yie do rozwi¡zania RLZNK byªo opisane wze±niej. Otrzymujemymaierze L = [L1, L2] i Q = [Q1,Q2], w któryh blok L1 ∈ R
m,m jest nieosobliw¡maierz¡ trójk¡tn¡ doln¡, blok L2 jest zerowy, i maierze L1 i Q1 s¡ danejednoznaznie z dokªadno±i¡ do zwrotów kolumn. Zahodzi równo±¢ A = L1Q

T
1.

Po podstawieniu zynników rozkªadu do dualnego ukªadu równa« normalnyhmamy

L1Q
T
1Q1L

T
1y = b − L1Q

T
1x̂,a poniewa» QT

1Q1 = I i maierz L1 jest nieosobliwa, mamy ukªad równowa»ny

LT
1y = L−1

1 b − QT
1x̂.Rozwi¡zuj¡ powy»szy ukªad równa«, mo»na by oblizy¢ wektor y, a nast�pnieoblizy¢ x = x̂ + ATy, ale poniewa» poza tym wektor y nie jest do nizegopotrzebny, lepszym rozwi¡zaniem po znalezieniu zynników rozkªadu maierzy A
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jest u»yie tylko tyh zynników. Oznazaj¡ w = L−1
1 b − QT

1x̂ i podstawiaj¡

y = L−T
1 w, otrzymamy ATy = Q1L

T
1L−T

1 w = Q1w. St¡d otrzymujemy algorytmrozwi¡zywania DLZNK:1. Za pomo¡ ortonormalizaji Grama-Shmidta znajd¹ maierze trójk¡tn¡ doln¡ L1i kolumnowo-ortogonaln¡ Q1, takie »e A = L1Q
T
1.2. Rozwi¡» ukªad równa« liniowyh L1z = b i obliz wektor w = z − QT

1x̂.3. Obliz x = x̂ + Q1w.

Powy»szy algorytm mo»na zrealizowa¢ równie» za pomo¡ odbi¢ Householdera,bez jawnego wyznazania maierzy Q1. Inny algorytm rozwi¡zywania DLZNKkorzystaj¡y z odbi¢ mo»emy otrzyma¢ w taki sposób: Nieh s = QTx i ŝ = QTx̂.Podstawiaj¡ nowe wyra»enie do ukªadu LQTx = b, otrzymujemy ukªad równa«

Ls = b, który mo»emy przedstawi¢ w postai L1s1 + L2s2 = b. Poniewa» blok L2jest zerowy, wektor s1 musi by¢ rozwi¡zaniem ukªadu równa« L1s1 = b, za±wektor s2 trzeba zatem wybra¢ tak, aby wektor x − x̂ = Q(s − ŝ) miaª najmniejsz¡norm� drug¡. Ale jest ona równa normie drugiej wektora s − ŝ. Zatem, je±liwektor ŝ podzielimy (w tym samym miejsu o s) na bloki ŝ1 = QT
1x̂ i ŝ2 = QT

2x̂,to aby zminimalizowa¢ norm� drug¡ wektora s − ŝ, musimy przyj¡¢ s2 = ŝ2.Mamy st¡d taki algorytm:1. Znajd¹ maierz trójk¡tn¡ doln¡ L i wektory odbi¢ reprezentuj¡e maierz Q, takie»e A = LQT. Wybierz blok L1 maierzy L.2. Obliz ŝ = QTx̂, stosuj¡ odpowiednie odbiia.3. Rozwi¡» ukªad L1s1 = b i zªó» wektor s z bloków s1 i s2 = ŝ2.4. Obliz x = Qs, stosuj¡ odpowiednie odbiia.

Nieregularne LZNK

Je±li rz¡d r maierzy A jest mniejszy zarówno od lizby kolumn n, jak i od lizbywierszy m, to liniowe zadanie najmniejszyh kwadratów dla ukªadu Ax = b jestnieregularne. Zbiór rozwi¡za« takiego zadania jest niesko«zony; jest on warstw¡
n − r-wymiarow¡ (przestrzeni R

n), której elementami s¡ takie wektory x, »ewektor y⋆ = Ax jest rzutem prostopadªym wektora b na podprzestrze« rozpi�t¡przez kolumny maierzy A (tj. residuum, b − y⋆, jest wektorem prostopadªym dotej podprzestrzeni). Dokªadnie jeden element tej warstwy ma najmniejsz¡ norm�drug¡; o wi�ej, dla dowolnego wektora x̂ ∈ R
n istnieje dokªadnie jedenelement x⋆ tej warstwy, taki »e norma druga ró»niy x⋆ − x̂ jest najmniejsza.Rozwi¡zanie NLZNK zwykle polega na znalezieniu tego wektora x⋆. Rozumowaniepodobne do przeprowadzonego wze±niej dla DLZNK uzasadnia stwierdzenie, »ewektor x⋆ − x̂ jest kombinaj¡ liniow¡ transponowanyh wierszy maierzy A.

5.8

NLZNK s¡ trudne do numeryznego rozwi¡zania. Jest tak dlatego, »e rozwi¡zaniezadania zale»y od danyh w sposób paskudnie niei¡gªy. NLZNK jest szzególnietrudne, je±li nie znamy rz�du maierzy A i dopiero mamy go na podstawieoblize« numeryznyh ustali¢.

Najodporniejsze numeryzne algorytmy rozwi¡zywania NLZNK korzystaj¡z rozkªadu wzgl�dem warto±i szzególnyh (ang. singular value deomposition,SVD) maierzy A. Dowodzi si�, »e dla dowolnej maierzy A ∈ R
m,n istniej¡maierze ortogonalne U ∈ R

m,m i V ∈ R
n,n oraz maierz diagonalna Σ ∈ R

m,n,takie »e A = UΣVT. Wspóªzynniki diagonalne maierzy Σ, σ1, . . . , σl, gdzie

l = min{m,n}, nazywaj¡ si� warto±iami szzególnymi maierzy A i s¡ nieujemne.Rozkªad w ogólno±i nie jest jednoznazny, ale same warto±i szzególne i lizbyih wyst¡pie« (krotno±i) s¡ okre±lone przez maierz A jednoznaznie. Zwyklerozkªadu dokonuje si� w taki sposób, aby warto±i szzególne byªy uporz¡dkowanenierosn¡o na diagonali maierzy Σ: σ1 > σ2 > · · · > σr > σr+1 = · · · = σl = 0.Lizba niezerowyh warto±i szzególnyh jest rz�dem maierzy A.

Wyznazanie rozkªadu SVD wi¡»e si� z rozwi¡zywaniem algebraiznegozagadnienia wªasnego i dla maierzy o wi�ej ni» ztereh wierszah i kolumnahmo»e by¢ dokonane tylko jak¡± metod¡ iterayjn¡. Opis algorytmu Goluba, którydokonuje rozkªadu (otrzymuj¡ reprezentaje maierzy U i V w postai i¡guwektorów odbi¢ Householdera i tzw. obrotów Givensa), pominiemy (kto b�dziepotrzebowaª, ten go znajdzie). Natomiast przyjrzyjmy si� zastosowaniu tegorozkªadu do rozwi¡zania zadania.

NLZNK dla ukªadu równa« Ax = b i wektora x̂ mo»na zast¡pi¢ zadaniemrównowa»nym dla ukªadu równa« Σy = d, gdzie d = UTb, i wektora ŷ = VTx̂(po rozwi¡zaniu tego zadania mo»emy oblizy¢ x = Vy). Zaªó»my dlauproszzenia, »e x̂ = 0, zyli ŷ = 0. Wtedy rozwi¡zaniem NLZNK dla ukªadu

Σy = d jest wektor o wspóªrz�dnyh

yi =

{
di/σi dla i 6 r,

0 dla i > r.Mamy st¡d wyja±nienie trudno±i zadania: niewielkie zaburzenie maierzy A mo»espowodowa¢ pewne niegro¹ne zmiany maierzy U i V , oraz zaburzenie maierzy Σ:je±li dowolna zerowa warto±¢ szzególna zmieni si� na niezerow¡ (zyli skutkiemzaburzenia b�dzie zwi�kszenie rz�du maierzy A) i di 6= 0, to trzeba b�dzie przyj¡¢

yi = di/σi, zamiast zera, dla pewnego i > r. Tak wi�, im mniej zaburzymymaierz A (w sposób zmieniaj¡y σi), tym wi�ksza b�dzie zmiana wyniku.
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Je±li znamy rz¡d r maierzy A, to po znalezieniu rozkªadu SVD mo»emy zamieni¢na zera oblizone numeryznie warto±i szzególne σi dla i > r � oblizonewarto±i niezerowe s¡ skutkiem bª�dów zaokr¡gle« i aproksymaji popeªnionyhpodzas rozkªadania. Je±li rz�du nie znamy, to mo»emy przyj¡¢ pewien próg(zale»ny od oszaowania bª�dów) i zamieni¢ na zera znalezione warto±i szzególnemniejsze od tego progu; to post�powanie nazywa si� regularyzaj¡ dyskretn¡.Inne podej±ie to tzw. regularyzaja i¡gªa � do wszystkih warto±iszzególnyh dodajemy pewn¡ lizb� s > 0, otrzymuj¡ zadanie z maierz¡peªnego rz�du, tj. RLZNK, je±li m > n, ukªad równa« z maierz¡ kwadratow¡nieosobliw¡, je±li n = m, albo DLZNK, je±li m < n. Wybór metody regularyzajizale»y od zastosowania.

5.10

Zadania i problemy

1. Nieh

A =











1 1 1

ε 0 0

0 ε 0

0 0 ε











, b =
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ε

ε

ε











.

Jaki b�dzie skutek u»yia arytmetyki pojedynzej preyzji do rozwi¡zania LZNKdla ukªadu Ax = b za pomo¡ algorytmu równa« normalnyh, je±li |ε| < 10−4?2. Tabela zawiera wyniki pomiarów (z bª�dami) warto±i pewnej funkji:

x −2 −1 1 2

f(x) −1 5 2 14Przy zaªo»eniu, »e funkja ma posta¢ f(x) = a0 + a1(x
2 − 4), znajd¹ lizby a0 i a1najlepiej pasuj¡e do wyników tyh pomiarów. Postaw i rozwi¡» w tym eluLZNK, u»ywaj¡ algorytmu równa« normalnyh oraz odbi¢ Householdera.3. Pseudoodwrotno±¢ maierzy A ∈ R

m,n jest to maierz A+ ∈ R
n,m, taka »e maierz

AA+ jest maierz¡ rzutu ortogonalnego przestrzeni R
m na podprzestrze« rozpi�t¡przez kolumny maierzy A, za± maierz A+A jest maierz¡ rzutu ortogonalnego napodprzestrze« rozpi�t¡ przez wiersze maierzy A.Udowodnij, »ea) je±li maierz A jest kwadratowa nieosobliwa, to A+ = A−1,b) je±li maierz A jest kolumnowo regularna, to A+ = (ATA)−1AT,) je±li maierz A jest wierszowo regularna, to A+ = AT(AAT)−1.Zbadaj zwi¡zek pseudoodwrotno±i z liniowymi zadaniami najmniejszyhkwadratów.Wskazówka: znajd¹ wzory opisuj¡e rozwi¡zania odpowiednih ukªadów równa«normalnyh.4. LZNK z wi�zami. Dany ukªad równa« liniowyh jest podzielony na dwapodukªady, z maierzami B ∈ R

m,n i C ∈ R
k,n (takimi, »e k < n < m + k):

{
Bx = d,

Cx = e,przy zym maierz A =
[

B
C

] jest kolumnowo regularna, a maierz C jest wierszoworegularna. Zadanie polega na znalezieniu wektora x⋆, takiego »e Cx⋆ = e oraznorma druga wektora residuum pierwszego podukªadu jest najmniejsza.
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Algorytm zamiany zmiennyh: Znajdujemy rozkªad maierzy C na zynniki Li QT, odpowiednio trójk¡tny dolny i ortogonalny. Dokonujemy zamianyzmiennyh, wprowadzaj¡ nowy wektor niewiadomy, y = QTx. Maierz L dzielimyna bloki, L = [L1, L2], z któryh pierwszy jest nieosobliw¡ maierz¡ trójk¡tn¡doln¡, a drugi jest maierz¡ zerow¡. Maierz Q dzielimy na bloki Q1 i Q2. W tensposób drugi podukªad zast�pujemy ukªadem równowa»nym L1y1 = e, z któregowyznazymy y1. Po zamianie zmiennyh w pierwszym podukªadzie otrzymujemyukªad równa« liniowyh

BQy = d, zyli BQ1y1 + BQ2y2 = d, zyli BQ2y2 = d − BQ1y1.w ogólno±i sprzezny. Dla tego ukªadu rozwi¡zujemy regularne liniowe zadanienajmniejszyh kwadratów, po zym na podstawie otrzymanyh wektorów y1 i y2mo»emy oblizy¢ x = Qy.Algorytm z mno»nikami Lagrange'a: Je±li maierz B jest kolumnowo regularna, tosymetryzna maierz M = BTB jest dodatnio okre±lona. Wtedy kwadrat normydrugiej residuum pierwszego podukªadu jest wielomianem drugiego stopniawspóªrz�dnyh wektora x, który w ka»dej warstwie przestrzeni R
n majednoznaznie okre±lone minimum:

f(x) = ‖d − Bx‖2
2 = xTMx − 2xTBTd + dTd.Aby znale¹¢ minimum funkji f w zbiorze rozwi¡za« drugiego podukªadu,wystarzy rozwi¡za¢ ukªad równa«

[

M CT

C 0

] [

x

y

]

=

[

BTd

e

]

.

Po rozwi¡zaniu tego ukªadu blok y odrzuamy; jego wspóªrz�dne s¡ tzw.mno»nikami Lagrange'a dla postawionego tu zadania minimalizaji z wi�zami.Podany wy»ej blokowy ukªad równa« mo»emy rozwi¡za¢ w podobny sposób, jakukªad w zadaniu 7 na s. 4.21, ale zamiast oblizenia maierzy M i zastosowania doniej metody Choleskiego, lepiej jest dokona¢ rozkªadu ortogonalno-trójk¡tnegomaierzy B.Oprauj szzegóªy obu algorytmów (w szzególno±i okre±l wymiary i sposobyreprezentowania wszystkih maierzy otrzymanyh w oblizeniah).Uzasadnij stwierdzenie, »e maierz BQ2 przetwarzana w pierwszym algorytmiejest kolumnowo-regularna.Udowodnij, »e drugi algorytm daje rozwi¡zanie zadania.5. Opisz, jak zrealizowa¢ pierwszy podany na wykªadzie algorytm rozwi¡zywaniaDLZNK korzystaj¡y z rozkªadu trójk¡tno-ortogonalnego, za pomo¡ odbi¢Householdera (bez jawnego wyznazania maierzy Q1).

5.12

6. Metoda Newtona z pseudoodwrotno±i¡ sªu»y do numeryznego rozwi¡zywaniaukªadów równa« nieliniowyh, w któryh lizba równa«, m, jest mniejsza ni»lizba niewiadomyh, n. Ukªad równa« liniowyh Jkδ = −fk jest rozwi¡zywanyjako DLZNK, w elu wyznazenia najkrótszego speªniaj¡ego ten ukªad wektora δ,po zym przyjmuje si� xk+1 = xk + δ. W ten sposób, je±li funkja f speªniaodpowiednie warunki, powstaje i¡g (xk)k∈N zbie»ny do pewnego rozwi¡zania α(z niesko«zonego zbioru rozwi¡za«), poªo»onego w pobli»u punktu startowego x0.Wykonaj dwa kroki metody Newtona z pseudoodwrotno±i¡ dla ukªadu równa«

{
x2 + y2 − z2 = 3

x + y + z = 1przyjmuj¡ x0 = [0, 0, 0]T. W rahunkah �r�znyh� ukªadaj i rozwi¡zuj dualnyukªad równa« normalnyh.7. Sprawd¹, »e w metodzie sprz�»onyh gradientów oblizenie

rk+1 = rk − tkAvkjest krokiem ortogonalizaji Grama-Shmidta w sensie ilozynu skalarnego

〈u,v〉 = vTu, za± konstrukja
vk+1 = rk+1 + skvkjest krokiem ortogonalizaji Grama-Shmidta w sensie ilozynu skalarnego

〈u,v〉A = vTAu.
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Projekt
Napisz proedur� rozwi¡zywania LZNK z wi�zami (zad. 4 na s. 5.10�11),realizuj¡¡ jedn¡ (dowoln¡) z metod rozwa»anyh w zadaniu. Wbuduj t�proedur� w program umo»liwiaj¡y przezytanie danyh z pliku. Wskazane jestmaksymalne wykorzystanie w implementaji algorytmu proedur z pakietuLAPACK (ten projekt jest ¢wizeniem z umiej�tno±i opraowania implementajina podstawie dokumentaji pakietu). Mo»esz skorzysta¢ ze stron pod adresami

http://www.netlib.org/lapak/http://www.netlib.org.lapak/lug

i ze stron manuala. Nazwy proedur piszemy maªymi literami, np. man dgesv,tylko litery, ho¢ w programie w C nazwy te maj¡ dodane na ko«u podkre±lenie,np. dgesv_, za± w Fortranie pisze si� je wielkimi literami (bez podkre±lenia).Proedury, które mog¡ si� przyda¢ w tym projekie, to m.in. dgetrf, dgetrs,dgelqf, dgeqrf, dgels, dtbtrs, a tak»e proedury BLAS: daxpy, ddot, dgemm,dgemv, dspmv, dsymm, dtrmm, dtrmv, dtrsm, dtrsv.
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Algebraizne zagadnienie wªasne

Nieh A ∈ R
n,n. Je±li wektor x 6= 0 speªnia równanie Ax = λx dla pewnej lizby λ,to mówimy, »e jest to wektor wªasny maierzy A, za± lizba λ jest towarto±¢ wªasna tej maierzy; par� (x, λ) nazywamy par¡ wªasn¡ maierzy A.

Algebraizne zagadnienie wªasne polega na znalezieniu, dla danej maierzy A, jej(wszystkih, kilku lub jednej) warto±i wªasnyh albo par wªasnyh. Algebraiznezagadnienia wªasne wyst�puj¡ w ró»nyh zastosowaniah, np. w mehanie, maj¡te» zwi¡zek z innymi zadaniami numeryznej algebry liniowej, np.rozwi¡zywaniem ukªadów równa« lub liniowyh zada« najmniejszyh kwadratów.

Równanie Ax = λx mo»na przepisa¢ w postai (A − λI)x = 0. Z tej postainatyhmiast wynika, »e para (x, λ), w której wektor x 6= 0, mo»e speªnia¢ torównanie (zyli jest par¡ wªasn¡) wtedy i tylko wtedy, gdy maierz A − λI jestosobliwa. To oznaza, »e jej wyznaznik jest zerowy. Wyra»enie det(A − λI) jestwielomianem stopnia n zmiennej λ. Na podstawie zasadnizego twierdzeniaalgebry (Gauss, 1799 r.), równanie harakterystyzne det(A − λI) = 0 marozwi¡zanie, które jest lizb¡ rzezywist¡ albo zespolon¡. Tak wi� ka»da maierzma jak¡± warto±¢ wªasn¡. Zbiór (w ogólno±i zespolonyh) warto±i wªasnyhdowolnej maierzy A nazywa si� widmem tej maierzy; oznazamy je symbolemspetA.
Dla ustalonego λ ukªad równa« (A − λI)x = 0 jest jednorodny; je±li zatem λ ∈ Rjest warto±i¡ wªasn¡ maierzy A, to zbiór rozwi¡za« jest podprzestrzeni¡ liniow¡przestrzeni R

n. Jest to tzw. podprzestrze« wªasna maierzy A przynale»nado warto±i wªasnej λ. Wymiar tej podprzestrzeni jest nazywany krotno±i¡geometryzn¡ warto±i wªasnej λ. Z kolei, wielomian harakterystyzny mo»naprzedstawi¢ w postaidet(A − λI) = (λ1 − λ) · . . . · (λn − λ).Lizby λ1, . . . , λn to warto±i wªasne, które mog¡ si� powtarza¢. Lizba wyst¡pie«warto±i wªasnej λi w tym rozkªadzie jest zwana jej krotno±i¡ algebraizn¡.Krotno±¢ algebraizna dowolnej warto±i wªasnej jest wi�ksza lub równa krotno±igeometryznej tej warto±i wªasnej.

O maierzah A i B, dla któryh istnieje nieosobliwa maierz C, taka »e
B = C−1AC mówimy, »e to s¡ maierze podobne. Podobie«stwo maierzy jestozywi±ie relaj¡ równowa»no±i. Mo»na udowodni¢, »e je±li maierze s¡podobne, to maj¡ identyzne warto±i wªasne, o identyznyh krotno±iahalgebraiznyh i geometryznyh.

6.2

Wektory wªasne przynale»ne do ró»nyh warto±i wªasnyh dowolnej danejmaierzy s¡ liniowo niezale»ne. Je±li krotno±¢ algebraizna ka»dej warto±i wªasnejmaierzy A jest równa krotno±i geometryznej, to suma baz wszystkihpodprzestrzeni wªasnyh skªada si� z n niezale»nyh liniowo wektorów wªasnyhmaierzy A. Ustawmy te wektory w maierz X = [x1, . . . ,xn]; maierz ta jestnieosobliwa. Wtedy

AX = [Ax1, . . . , Axn] = [λ1x1, . . . , λnxn] = XΛ,gdzie maierz Λ jest diagonalna; jej wspóªzynniki diagonalne s¡ warto±iamiwªasnymi maierzy A. Mo»emy napisa¢ równo±i
X−1AX = Λ i XΛX−1 = A.Taka maierz A jest zatem podobna do maierzy diagonalnej, mówimy te», »e jestdiagonalizowalna. Maierz nie jest diagonalizowalna, je±li o najmniej jedna jejwarto±¢ wªasna ma krotno±¢ algebraizn¡ ró»n¡ (wi�ksz¡) od geometryznej.

Przykªady: Maierz
[

3 4

4 3

]

=

[

1 1

1 −1

][

7 0

0 −1

] [

0.5 0.5

0.5 −0.5

]

jest diagonalizowalna. Maierz

[

3 −4

4 3

]

te» jest diagonalizowalna, ale jej warto±i wªasne s¡ lizbami zespolonymi,

λ1 = (3,−4), λ2 = (3, 4), zatem wektory wªasne � kolumny odpowiedniejmaierzy X � maj¡ o najmniej jedn¡ wspóªrz�dn¡ zespolon¡. Natomiast maierz

[

1 1

0 1

]

nie jest diagonalizowalna; krotno±¢ algebraizna warto±i wªasnej 1 jest równa 2,a krotno±¢ geometryzna jest równa 1.

Nieh w(x) = akx
k + · · · + a1x + a0 b�dzie dowolnym wielomianem. Mo»emy u»y¢maierzy A jako argumentu, tj. napisa¢

w(A) = akA
k + · · · + a1A + a0I.�atwo jest sprawdzi¢, »e je±li lizba λ jest warto±i¡ wªasn¡ maierzy A, tolizba w(λ) jest warto±i¡ wªasn¡ maierzy w(A). To samo stwierdzenie dotyzy
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funkji wymiernyh, tj. ilorazów wielomianów. Dzielenie liznika przez mianownik(podzas oblizania skalarnej warto±i funkji dla danego x) zast�pujemy przezmno»enie maierzy � liznika � przez odwrotno±¢ maierzy � mianownika.

Je±li maierz A ∈ R
n,n jest symetryzna, to jest diagonalizowalna, o wi�ej, jejwszystkie warto±i wªasne s¡ lizbami rzezywistymi i istnieje baza ortonormalnaprzestrzeni R

n zªo»ona z wektorów wªasnyh tej maierzy. Zatem, istnieje maierzortogonalna X, taka »e X−1AX = XTAX = Λ jest maierz¡ diagonaln¡. W wieluzastosowaniah pojawia si� potrzeba rozwi¡zania algebraiznego zagadnieniawªasnego z maierz¡ symetryzn¡ � jest to przypadek prostszy do numeryznegorozwi¡zywania ni» przypadek ogólny i gªównie na nim si� dalej skupimy.

Kilka uwag na temat uwarunkowania zadania: je±li maierz A jestdiagonalizowalna, to na podstawie twierdzenia Bauera-Fikego mamy nast�puj¡eoszaowanie: nieh δA oznaza zaburzenie maierzy A. Nieh µ oznaza (dowoln¡)warto±¢ wªasn¡ maierzy A + δA i nieh λi oznaza wartos¢ wªasn¡ maierzy A,tak¡ »e ró»nia µ − λi ma najmniejsz¡ warto±¢ bezwzgl�dn¡. Zahodzi nierówno±¢

|µ − λi| 6 ondX · ‖δA‖,gdzie X oznaza maierz, której kolumny s¡ wektorami wªasnymi maierzy A(norma indukowana mo»e tu by¢ dowolna). Je±li maierz A jest symetryzna, toistnieje odpowiednia maierz ortogonalna X, i wtedy ond2 X = 1. Dla maierzydiagonalizowalnej niesymetryznej »adna maierz X zbudowana z wektorówwªasnyh nie jest ortogonalna i dlatego ond2 X > 1. Je±li maierz A nie jestdiagonalizowalna, to zmiany warto±i wªasnyh zale»¡ od powoduj¡yh jezaburze« maierzy A w sposób i¡gªy, ale nie lipshitzowski. Numeryzneoblizanie warto±i wªasnyh takih maierzy jest kªopotliwe.

Je±li maierze A i A + δA s¡ symetryzne i symbolami λ i µ oznazymy wektoryzbudowane odpowiednio z tak samo (np. malej¡o) uporz¡dkowanyh warto±iwªasnyh tyh maierzy, to na podstawie twierdzenia Wielandta-Ho�manazahodzi nierówno±¢

‖µ − λ‖2 6 ‖δA‖F.Zadanie wyznazania wektora λ jest zatem bardzo dobrze uwarunkowane, ho¢je±li pewne warto±i wªasne maj¡ bardzo maªe warto±i bezwzgl�dne, to ihzaburzenia wzgl�dne spowodowane dodaniem maªego zaburzenia δA mog¡ by¢du»e.
Uwarunkowanie zadania wyznazania wektorów wªasnyh zale»y od odlegªo±imi�dzy warto±iami wªasnymi, i jest tym gorsze, im mniej odpowiednie warto±i
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wªasne si� ró»ni¡. Zauwa»my, »e je±li pewna warto±¢ wªasna ma krotno±¢geometryzn¡ k > 1, to istnieje niesko«zenie wiele baz odpowiedniejpodprzestrzeni wªasnej, zªo»onyh z wektorów jednostkowyh. Maierz zaburzonamo»e mie¢ zamiast tej warto±i wªasnej k ró»nyh warto±i wªasnyh(jednokrotnyh) i dlatego w tym przypadku rozwi¡zanie zale»y od zaburzeniaw sposób niei¡gªy (jest to mo»liwe nawet, je±li maierz A jest symetryzna).

Uwaga: Nie jest dobrym pomysªem oblizanie wspóªzynników wielomianuharakterystyznego det(A − λI), np. w bazie pot�gowej, a nast�pnie znajdowaniejego miejs zerowyh. Nawet je±li zadanie wyj±iowe jest dobrze uwarunkowane,zadanie znalezienia miejs zerowyh wielomianu na podstawie jegowspóªzynników jest zwykle bardzo ¹le uwarunkowane.

Metoda pot�gowa

Przypu±¢my, »e jedna z warto±i wªasnyh maierzy A dominuje, tj. jej warto±¢bezwzgl�dna jest wi�ksza ni» warto±i bezwzgl�dne wszystkih pozostaªyhwarto±i wªasnyh, i przypu±¢my, »e mamy wyznazy¢ par� wªasn¡ z wªa±nie t¡warto±i¡ wªasn¡. Zaªo»ymy, »e dominuj¡a warto±¢ wªasna jest lizb¡ rzezywist¡(mo»emy, je±li maierz A jest symetryzna) i hwilowo przyjmiemy, »e jej krotno±¢jest równa 1. Nieh b�dzie to warto±¢ wªasna λ1.

Wybieramy niezerowy wektor x(0) ∈ R
n, a nast�pnie dla k > 0 okre±lamy wektory

x(k), wzorem x(k) = Ax(k−1) (zyli x(k) = Akx(0)). Je±li maierz A jestdiagonalizowalna, to istniej¡ lizby c1, . . . , cn, takie »e

x(0) =

n∑

i=1

cixi,
gdzie xi to wektory wªasne maierzy A. Wtedy mamy

x(k) =

n∑

i=1

ciλ
k
ixi = λk

1

n∑

i=1

ci

(

λi

λ1

)k

xi.

Je±li |λi| < |λ1|, to dla k → ∞ i¡g lizb (λi/λ1)
k d¡»y do zera. To oznaza, »eje±li c1 6= 0, to i¡g kierunków wektorów x(k) d¡»y do kierunku wektorawªasnego x1, przynale»nego do dominuj¡ej warto±i wªasnej. Po wykonaniudostateznie wielu iteraji mo»emy w ten sposób znale¹¢ wektor bliski wektorawªasnego x1.

Podane rozumowanie jest podstaw¡ metody pot�gowej rozwi¡zywaniaalgebraiznego zagadnienia wªasnego, a dokªadniej wyznazania pary wªasnej

(x1, λ1) z dominuj¡¡ warto±i¡ wªasn¡. Je±li krotno±¢ geometryzna tej warto±i
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wªasnej jest wi�ksza ni» 1, to kierunki otrzymanego i¡gu wektorów zbiegaj¡ dokierunku pewnego wektora wªasnego zwi¡zanego z dominuj¡¡ warto±i¡ wªasn¡.Opisane post�powanie jest jednak niepraktyzne, poniewa» je±li |λ1| 6= 1, todªugo±i wektorów x(k) malej¡ do zera lub rosn¡ nieogranizenie. Dlatego nale»ystosowa¢ normalizaj�, tj. dzieli¢ kolejne otrzymane wektory przez ih dªugo±i �pami�tamy, »e istotne s¡ tylko kierunki tyh wektorów. Mamy st¡d algorytm:1. Przyjmij z(0) 6= 0,2. Dla k = 1, 2, . . . oblizaj

y(k) = Az(k−1), z(k) =
1

‖y(k)‖2

y(k).

Je±li pewien wektor z jest wektorem wªasnym maierzy A, to speªnia równanie

Az = λz. Mo»emy je potraktowa¢ jak ukªad n równa« z jedn¡ niewiadom¡, któr¡jest warto±¢ wªasna λ; maierz tego ukªadu jest kolumnowa, jest ni¡ wektor z. Dlatakiego ukªadu stawiamy RLZNK. Ukªad równa« normalnyh ma posta¢

zTzλ = zTAz,aby go rozwi¡za¢, oblizamy tzw. iloraz Rayleigha

λ =
zTAz

zTz
.Je±li wektor z nie jest wektorem wªasnym, to ozywi±ie ukªad Az = λz jestsprzezny, ale je±li wektor z jest przybli»eniem wektora wªasnego xi, to ilorazRayleigha jest przybli»eniem warto±i wªasnej λi. Ale je±li ‖z‖2 = 1, to mianownikilorazu Rayleigha jest równy 1. Zatem, po oblizeniu wektora z(k) oblizamy lizb�

ρk−1 = z(k)Ty(k−1). Podzas gdy i¡g wektorów jednostkowyh z(k) zbiega dowektora wªasnego, i¡g lizb ρk zbiega do dominuj¡ej warto±i wªasnej λ1.

Je±li maierz A jest symetryzna, λ2 jest drug¡ o do warto±i bezwzgl�dnejwarto±i¡ wªasn¡, i symbolem tk oznazymy tangens najmniejszego k¡ta mi�dzywektorem z(k) i wektorem x1 nale»¡ym do podprzestrzeni wªasnej przynale»nejdo warto±i wªasnej λ1, to mo»na udowodni¢, »e

|tk| 6

∣

∣

∣

λ2

λ1

∣

∣

∣

k

|t0|, oraz |ρk − λ1| 6 2‖A‖|tk|
2 = O

(
∣

∣

∣

λ2

λ1

∣

∣

∣

2k)

.

Szybko±¢ zbie»no±i zale»y wi� od tego, � jak bardzo dominuje� warto±¢wªasna λ1. Zbie»no±¢ nie ma miejsa, je±li dwie warto±i wªasne dominuj¡, tj.
λ2 = −λ1. W takim przypadku �prosta� metoda pot�gowa nie wystarzy dorozwi¡zania zadania.
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Je±li lizba c1 dla przyj�tego wektora z(0) jest zerem, to teoretyznie i¡g (z(k))k∈Nzbiega do wektora wªasnego zwi¡zanego z któr¡± z pozostaªyh warto±i wªasnyh.Ale w oblizeniah numeryznyh wyst�puj¡ bª�dy zaokr¡gle«, któryh skutkiw tym przypadku mog¡ by¢ dobrozynne : zaburzenie spowodowanezaokr¡gleniem zwykle doprowadza do pojawienia si� odpowiedniej skªadowejo kierunku wektora wªasnego zwi¡zanego z warto±i¡ wªasn¡ λ1, po zym kolejneiteraje �wzmaniaj¡� t� skªadow¡, jednoze±nie �wygaszaj¡� pozostaªe.

Odwrotna metoda pot�gowa

Je±li lizba λ jest warto±i¡ wªasn¡ maierzy A, to dla dowolnego a /∈ spetAlizba 1/(λ − a) jest warto±i¡ wªasn¡ maierzy (A − aI)−1. Zauwa»my, »e je±lilizba a jest najbli»ej warto±i wªasnej λi maierzy A (tj. |λi − a| < |λj − a| dlaka»dego j 6= i), to warto±¢ wªasna 1/(λi − a) maierzy (A − aI)−1 dominuje;o wi�ej, im lepsze przybli»enie a warto±i wªasnej λi wybierzemy, tym szybszajest zbie»no±¢ metody pot�gowej zastosowanej do maierzy (A − aI)−1.

Otrzymana na podstawie powy»szego spostrze»enia odwrotna metoda pot�gowa,zwana te» metod¡ Wielandta, umo»liwia oblizenie dowolnej warto±i wªasnejmaierzy A (a nie tylko dominuj¡ej), a poza tym umo»liwia otrzymanie szybkiejzbie»no±i. Algorytm jest taki:1. Obliz maierz B = A − aI i rozªó» j¡ (np. na zynniki trójk¡tne, za pomo¡eliminaji Gaussa).2. Przyjmij z(0) 6= 0,3. Dla k = 1, 2, . . . oblizaj

y(k) = B−1z(k−1), rozwi¡zuj¡ ukªad równa« By(k) = z(k−1),

z(k) =
1

‖y(k)‖2

y(k).

Ci¡g wektorów (z(k))k∈N d¡»y do wektora wªasnego maierzy B−1, który jest tak»ewektorem wªasnym maierzy A. Na podstawie ilorazu Rayleigha ρk = z(k)Ty(k−1)mo»na oblizy¢ przybli»enie λi ≈ 1/ρk + a.

Je±li maierz A jest peªna, to koszt jej rozªo»enia w kroku pierwszym jestrz�du n3, za± koszt rozwi¡zywania ukªadu równa« w ka»dej iteraji jest rz�du n2,zyli taki sam jak koszt jednej iteraji zwykªej metody pot�gowej. Koszt jednejiteraji mo»na zmniejszy¢, dokonuj¡ wst�pnego przeksztaªenia maierzy, ob�dzie opisane dalej.
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Przybli»enie warto±i wªasnej otrzymane na podstawie ilorazu Rayleigha powykonaniu pewnej lizby iteraji umo»liwia (znazne) przyspieszenie zbie»no±i,kosztem ponownego rozkªadania na zynniki maierzy A − a ′I. Maierz ta jest ¹leuwarunkowana (tym gorzej, im lepszym przybli»eniem warto±i wªasnejmaierzy A jest lizba a ′), ale poniewa» prawa strona rozwi¡zywanego ukªadurówna« jest przybli»eniem wektora wªasnego przynale»nego do dominuj¡ejwarto±i wªasnej maierzy (A − a ′I)−1, okazuje si�, »e skutki bª�dów zaokr¡gle«nie s¡ gro¹ne dla dokªadno±i oblize«.

Sprowadzanie maierzy symetryznej do postai trójdiagonalnej

Wprawdzie (dla maierzy n × n, gdzie n > 4) na ogóª nie mo»na w sko«zeniewielu krokah skonstruowa¢ maierzy X, takiej »e maierz Λ = X−1AX jestdiagonalna, ale dla maierzy symetryznej mo»na skonstruowa¢ maierzortogonaln¡ U, tak¡ »e maierz T = U−1AU jest trójdiagonalna. Koszt tegooblizenia jest (dla maierzy peªnej) rz�du n3, ale mo»na je wykona¢ jednorazowo,a nast�pnie rozwi¡za¢ zagadnienie wªasne dla maierzy T ; ma ona te samewarto±i wªasne, o maierz A, je±li za± wektor y jest wektorem wªasnymmaierzy T , to wektor x = Uy jest wektorem wªasnym maierzy A. Zarówno kosztoblizania ilozynu y(k) = Tz(k−1), jak i koszt rozwi¡zywania ukªadu równa«

(T − aI)y(k) = z(k−1), jest rz�du n. Wst�pne przeksztaªenie maierzy do postaitrójdiagonalnej jest te» wst�pnym krokiem wielu innyh algorytmówrozwi¡zywania algebraiznego zagadnienia wªasnego.

Opiszemy algorytm Ortegi-Householdera. Otrzymana w nim maierz U jestilozynem maierzy n − 2 odbi¢ Householdera; jak zwykle, nie wyznazamy jejw postai jawnej, tylko zapami�tujemy odpowiedni i¡g wektorów normalnyhhiperpªaszzyzn odbi¢. Oblizenie polega na skonstruowaniu i¡gu maierzysymetryznyh, A(0) = A,A(1), . . . , A(n−2) = T . Wspóªzynniki maierzy A(k)speªniaj¡ warunek a
(k)

ij = a
(k)

ji = 0 dla j 6 k oraz i > j + 1. Ponadto, je±li i < klub j < k, to a
(k)

ij = a
(k−1)

ij .

Idea przeksztaªenia jest przedstawiona na shemaie:
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︸ ︷︷ ︸
A(0)
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︸ ︷︷ ︸
H1A

(0)
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︸ ︷︷ ︸
H1A

(0)H1 = A(1)
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︸ ︷︷ ︸
A(1)
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︸ ︷︷ ︸
H2A

(1)
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︸ ︷︷ ︸
H2A

(1)H2 = A(2)W podanyh wy»ej shematah symbol �•� oznaza oryginalny lub niezmienionywspóªzynnik maierzy, za± �◦� oznaza wspóªzynnik, który wskutek odbiiaulegª zmianie. Puste miejsa oznazaj¡ (wytworzone lub zahowane) zera.

Pierwsza wspóªrz�dna wektora v1, okre±laj¡ego odbiie reprezentowane przezmaierz H1 = I − γ1v1v
T
1, jest równa 0. Dla takiego odbiia maierze A(0) i H1A

(0)maj¡ taki sam pierwszy wiersz. Odbiie konstruujemy w taki sposób, abyw pierwszej kolumnie maierzy H1A
(0) w wierszah 3, . . . , n otrzyma¢ zera.Mno»enie przez maierz odbiia z prawej strony zahowuje pierwsz¡ kolumn�maierzy H1A

(0), w tym jej zerowe wspóªzynniki. Wykonane przeksztaªenie

A(0) → A(1) jest podobie«stwem maierzy, poniewa» maierz H1 jest symetryznai ortogonalna. Ponadto przeksztaªenie to zahowuje symetri�, a zatemw pierwszym wierszu maierzy A(1), w kolumnah 3, . . . , n te» mamy zera.

Wektor v2 ma dwie pierwsze wspóªrz�dne równe zero, zego konsekwenj¡ jestzahowanie pierwszego wiersza i pierwszej kolumny maierzy A(1).

Teraz implementaja. W k-tym kroku mamy oblizy¢ maierz

A(k) = HkA
(k−1)Hk = (I − γkvkv

T
k)A(k−1)(I − γkvkv

T
k)

= A(k) − γkvkv
T
kA(k−1) − γkA

(k−1)vkv
T
k + γ2

kvkv
T
kA(k−1)vkv

T
k.Oznazmy w = γkA

(k−1)vk. Wtedy

A(k) = A(k−1) − vkw
T − wvT

k + vk(γkv
T
kw)vT

k.Nieh p = w − vk(v
T
kw)γk/2. Mo»emy sprawdzi¢, »e

A(k) = A(k−1) − (vkp
T + pvT

k).Wªa±nie tego wzoru u»ywamy w oblizeniah. Zauwa»my, »e wektory w i poblizone w k-tym kroku maj¡ k − 1 poz¡tkowyh wspóªrz�dnyh równyh 0.Dzi�ki symetrii mo»na obliza¢ tylko wspóªzynniki na i pod (albo na i nad)diagonal¡, dla zmniejszenia kosztu.
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Algorytm QR

Nieh A b�dzie nieosobliw¡ maierz¡ symetryzn¡ i nieh Zk−1 b�dzie dowoln¡maierz¡ nieosobliw¡ n × n. Kolumny maierzy Yk = AZk−1, zgodnie zespostrze»eniami, na któryh opiera si� metoda pot�gowa, maj¡ �kierunki bli»sze�kierunku wektora wªasnego x1, przynale»nego do dominuj¡ej warto±i wªasnej,

λ1. Ale gdyby±my ukªad wektorów y
(k)

1 , . . . ,y
(k)
n , tj. kolumn maierzy Yk poddaliortonormalizaji Grama-Shmidta, to otrzymaliby±my ukªad wektorów

z
(k)

1 , . . . ,z
(k)
n , z któryh ka»dy ma �kierunek bli»szy� kierunku wektoraprzynale»nego do kolejnej warto±i wªasnej (zakªadamy, »e warto±i wªasne s¡ponumerowane w taki sposób, »e |λ1| > |λ2| > · · · > |λn|). Jest tak dlatego, boortonormalizaja �likwiduje� skªadowe wektora y

(k)

i w kierunkah wektorów

z
(k)

1 , . . . ,z
(k)

i−1, które s¡ przybli»eniami wektorów wªasnyh x1, . . . ,xi−1 maierzy A.St¡d wynika przypuszzenie, »e dla ka»dego i ∈ {1, . . . , n} i¡g wektorów (z
(k)

i )k∈Nd¡»y do wektora wªasnego xi przynale»nego do warto±i wªasnej λi.

Maierz Zk = [z
(k)

1 , . . . ,z
(k)
n ] jest ortogonalna, a ponadto istnieje maierz trójk¡tnagórna Rk, taka »e Yk = ZkRk. Przyjmijmy Z0 = I i oznazmy

Ak

def

= ZT
kAZk(zyli w szzególno±i A0 = A, ponadto wszystkie maierze Ak s¡ podobne do Ai symetryzne). Wtedy

Ak = ZT
kYk+1 = ZT

kZk+1Rk+1.Nieh Qk+1 = ZT
kZk+1. St¡d Zk+1 = ZkQk+1, a przez indukj� mamy st¡d

Zk = Z0Q1 . . . Qk = Q1 . . . Qk.Na tej podstawie

Ak = QT
k . . . QT

1AQ1 . . . Qk = QT
kAk−1Qk = RkQk.Podany wy»ej rahunek jest podstaw¡ dla nast�puj¡ego algorytmu:1. Przyjmij A0 = A,2. Dla k = 1, 2, . . .znajd¹ maierze ortogonaln¡ Qk i trójk¡tn¡ górn¡ Rk,takie »e Ak−1 = QkRk,obliz Ak = RkQk.

6.10

Je±li i¡g maierzy (Zk)k∈N zbiega do maierzy X, której kolumny s¡ wektoramiwªasnymi maierzy A, to i¡g maierzy (Ak)k∈N zbiega do maierzy diagonalnej Λ,której znalezienie jest równoznazne z oblizeniem wszystkih warto±i wªasnyh.Zbie»no±¢ mo»e jednak nie mie¢ miejsa. Aby j¡ po pierwsze osi¡gn¡¢, a po drugiesprawi¢, by byªa jak najszybsza, w kolejnyh iterajah dobiera si� parametr ak(tzw. przesuni�ie) i znajduje zynniki rozkªadu maierzy Ak−1 − akI = QkRk,a nast�nie obliza si� maierz Ak = RkQk + akI. Dla dowolnego ak otrzymanaw ten sposób maierz Ak te» jest podobna do Ak−1. Istniej¡ ró»ne sposobydobierania przesuni�ia; jego warto±¢ powinna przybli»a¢ jedn¡ z warto±iwªasnyh maierzy A. Najprostszy (i skutezny) wybór to ak = a
(k−1)
nn , bardziejwyra�nowane sposoby pominiemy.

Okazuje si�, »e je±li maierz Ak−1 jest trójdiagonalna, to maierz Ak te» jest.Dlatego pierwszym etapem oblize« powinno by¢ przeksztaªenie maierzy dopostai trójdiagonalnej (przy u»yiu algorytmu Ortegi-Householdera), o kosztuje

O(n3) operaji. Przeksztaªenia w kolejnyh iterajah zahowuj¡ t� posta¢.Rozkªadanie maierzy Ak−1 − akI na zynniki Qk i Rk mo»e by¢ wykonanedowoln¡ metod¡, niekonieznie przez ortonormalizaj� Grama-Shmidta. Zwyklerozkªadu maierzy dokonuje si� za pomo¡ tzw. obrotów Givensa. Koszt jednejiteraji dla maierzy trójdiagonalnej jest rz�du n.

Wspóªzynniki diagonalne kolejnyh maierzy Ak d¡»¡ do warto±i wªasnyh, za±wspóªzynniki kodiagonalne (tj. s¡siaduj¡e z diagonal¡) d¡»¡ do zera. Je±liwarto±¢ bezwzgl�dna pewnego wspóªzynnika na kodiagonali jest dostatezniemaªa, tj. na poziomie bª�dów zaokr¡gle«, to wspóªzynnik ten zast�puje si� zerem,ale wtedy powstaje maierz blokowo-diagonalna z trójdiagonalnymi blokami:
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i oblizenia mo»na kontynuowa¢ dla tyh bloków niezale»nie, dobieraj¡niezale»nie przesuni�ia. Przej±ie od zadania postawionego dla aªej maierzy dozada« w mniejszyh blokah nazywa si� de�aj¡. Algorytm QR ze wst�pnymprzeksztaªeniem do postai trójdiagonalnej, przesuni�iami i rekurenyjn¡de�aj¡ jest najefektywniejszym znanym algorytmem znajdowania wszystkihwarto±i wªasnyh maierzy symetryznej.
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Zadania i problemy

1. Nieh A = [aij]i,j ∈ C
n,n. Koªem Gerszgorina nazywa si� zbiór lizb zespolonyh zspeªniaj¡yh nierówno±¢ |z − aii| 6

∑
j6=i |aij|.Twierdzenie Gerszgorina: Ka»da warto±¢ wªasna maierzy A le»y w pewnymkole Greszgorina.Wskazówka do dowodu: Wybierz wektor wªasny x, speªniaj¡y warunek ‖x‖∞ = 1,i zbadaj koªo Gerszgorina o ±rodku aii, takie »e |xi| = 1.Wnioski: 1. Poniewa» maierz AT ma to samo widmo o A, warto±i wªasne le»¡w przei�iu sumy kóª Gerszgorina obu tyh maierzy.2. Maierz diagonalnie dominuj¡a jest nieosobliwa.2. Zbadaj, jak zmieni si� widmo maierzy dwudiagonalnej n × n
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po zast¡pieniu wspóªzynnika an1 = 0 przez ε 6= 0.3. Udowodnij, »e je±li warto±i wªasne λi, λj maierzy A = AT ∈ R
n,n s¡ ró»ne, toprzynale»ne do nih wektory wªasne s¡ prostopadªe.4. Nieh ρ(A) oznaza promie« spektralny maierzy A, tj. najwi�ksz¡ warto±¢bezwzgl�dn¡ warto±i wªasnej tej maierzy. Udowodnij, »e norma drugaindukowana maierzy A wyra»a si� wzorem

‖A‖2 =
√

ρ(ATA).Je±li maierz A jest symetryzna, to jest te» ‖A‖2 = ρ(a). Korzystaj¡ z tegowzoru i podanyh wiadomo±i o zagadnieniu wªasnym, wyka», »e dla maierzysymetryznej ond2 A = |λmax|/|λmin| (λmax i λmin to odpowiednio warto±i wªasneo najwi�kszej i najmniejszej warto±i bezwzgl�dnej).5. Udowodnij, »e je±li maierz T , symetryzna i trójdiagonalna, ma wspóªzynnikikodiagonalne (tj. s¡siaduj¡e z diagonalnymi) niezerowe, to ka»da jej warto±¢wªasna ma krotno±¢ 1.6. Nieh c, s ∈ R i c2 + s2 = 1. Dla i 6= j maierz Gij, która ma wspóªzynniki
gii = gjj = c, gji = −gij = s, a pozostaªe wspóªzynniki takie, jak maierzjednostkowa, jest maierz¡ obrotu w pªaszzy¹nie lin{ei,ej}; istnieje lizba φ, taka»e c = osφ oraz s = sinφ � jest to k¡t obrotu. Maierz Gij jest ortogonalna.Ilozyn GijA maierzy obrotu i dowolnej maierzy A ma takie same wiersze o A,poza i-tym i j-tym. Ilozyn AGij ma takie same kolumny poza i-t¡ i j-t¡.
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Nieh A ∈ R
n,n b�dzie maierz¡ dan¡ i nieh B = GijA. K¡t obrotu mo»na dobra¢tak, aby wspóªzynnik bij maierzy B byª równy 0; tak skonstruowaneprzeksztaªenie nazywa si� obrotem Givensa.Przypu±¢my, »e aij 6= 0; w przeiwnym razie wystarzy wzi¡¢ φ = 0, tj. Gij = I.Je±li aij 6= 0, to przyjmujemy φ = ar tgaij/ajj, sk¡d mamy

c =
ajj√

a2
jj + a2

ij

, s = −
aij√

a2
jj + a2

ij

.

Nie ma zatem potrzeby oblizania warto±i funkji trygonometryznyh aniyklometryznyh, jest tylko pierwiastek kwadratowy. Obrót mo»emyreprezentowa¢ za pomo¡ jednej lizby ξ, okre±lonej wedªug algorytmu Stewarta:if ( |ajj| > |aij| ) {if ( ajj 6= 0 ) { d = aij/ajj; r =
√

1 + d2; ξ = d/r; }else ξ = 0;}else {if ( aij 6= 0 ) { d = ajj/aii; r =
√

1 + d2; ξ = r/d; }else ξ = 1;}Dokonuj¡ rozkªadu maierzy na zynniki ortogonalny i trójk¡tny, mo»na lizb� ξzapami�ta¢ na miejsu wspóªzynnika aij. Na podstawie ξ mo»emy oblizy¢ c i s:if ( |ξ| < 1 ) { c =
√

1 − ξ2; s = −ξ; }else if ( |ξ|==1 ) { c = 0; s = 1; }else { c = 1/ξ; s = −
√

1 − c2; }7. Udowodnij, »e je±li maierz T jest symetryzna i trójdiagonalna i T = QR, gdzie Qjest maierz¡ ortogonaln¡, a R trójk¡tn¡ górn¡, to maierz RQ = QTTQ te» jestsymetryzna i trójdiagonalna.Wskazówka. Przedstaw maierz Q w postai ilozynu G12G23 · . . . ·Gn−1,n maierzyobrotów Givensa i sprawd¹, »e ilozyn RQ ma pod doln¡ kodiagonal¡ zerowewspóªzynniki. Nast�pnie powoªaj si� na symetri�.
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Interpolaja wielomianowa

Zadania interpolayjne Lagrange'a i Hermite'a

Nieh x0, . . . , xn b�d¡ danymi lizbami, z któryh ka»de dwie s¡ ró»ne i nieh

y0, . . . , yn b�d¡ lizbami dowolnymi. Zadanie interpolayjne Lagrange'a polega naskonstruowaniu wielomianu h(x) stopnia o najwy»ej n, takiego »e h(xi) = yi dla

i = 0, . . . , n.
Wymaganie, aby lizby xi, zwane w�zªami interpolayjnymi, byªy parami ró»ne,jest ozywiste; nie mo»na zadawa¢ dwóh ró»nyh warto±i funkji w tym samympunkie. Ale mo»emy dopu±i¢, aby w�zªy powtarzaªy si�, je±li dla ka»degododatkowego �egzemplarza� w�zªa okre±limy inny warunek interpolayjny. Je±liwarunek ten polega na podaniu warto±i pohodnej kolejnego rz�du, to mamyogólniejsze zadanie interpolayjne Hermite'a: dla ka»dego w�zªa okre±lamy jegokrotno±¢ � jest to lizba jego wyst¡pie« w danym i¡gu w�zªów. Dla w�zªa xio krotno±i r > 1 zadajemy warto±¢ funkji, h(xi), pohodnej, h ′(xi),i pohodnyh do rz�du r − 1 wª¡znie.

Zadanie interpolayjne Hermite'a i jego przypadek szzególny � zadanieinterpolayjne Lagrange'a � ma jednoznazne rozwi¡zanie. Je±li poszukiwanywielomian przedstawimy jako kombinaj� liniow¡ elementów dowolnej bazyprzestrzeni R[x]n (przestrzeni wielomianów stopnia o najwy»ej n), to mo»emywarunki interpolayjne zapisa¢ w postai ukªadu równa« liniowyh,z niewiadomymi wspóªzynnikami w wybranej bazie. Wymiar przestrzeni, zylilizba niewiadomyh, jest równy n + 1, tj. taki sam jak lizba równa«.Przypu±¢my, »e warunki interpolayjne s¡ jednorodne, tj. wszystkie zadanewarto±i funkji i pohodnyh s¡ równe 0. Wtedy rozwi¡zaniem ukªadu jestwektor zerowy, który reprezentuje wielomian zerowy. Gdyby istniaª niezerowywielomian h(x) stopnia o najwy»ej n speªniaj¡y te same warunki interpolayjne,to musiaªby by¢ podzielny przez wielomian pn+1(x) = (x − x0) · . . . · (x − xn), ale tooznaza, »e stopie« wielomianu h musiaªby by¢ o najmniej n + 1.Jednoznazno±¢ rozwi¡zania ukªadu równa« opisuj¡ego jednorodne warunkiinterpolayjne oznaza, »e maierz tego ukªadu jest nieosobliwa, a wi� dladowolnej prawej strony (tj. dowolnyh zadanyh warto±i funkji i pohodnyh)zadanie ma jednoznazne rozwi¡zanie.

Rozwi¡zanie zadania interpolayjnego Lagrange'a mo»na przedstawi¢ wzorem
h(x) =

n∑

i=0

yiΦi(x), gdzie Φi(x) =
∏

j∈{0,...,n}\{i}

x − xj

xi − xj

,
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ale wzór ten nie jest praktyzny w oblizeniah numeryznyh (nale»y go razejtraktowa¢ jako dowód istnienia rozwi¡zania zadania, zasem przydaje si� te»w rahunkah symboliznyh i w rozwa»aniah teoretyznyh).

Bazy Newtona

Nieh x0, . . . , xn b�d¡ lizbami danymi. Mo»emy okre±li¢ wielomiany
p0(x) = 1,

p1(x) = x − x0,

p2(x) = (x − x0)(x − x1),...

pn(x) = (x − x0) · . . . · (x − xn−1),

pn+1(x) = (x − x0) · . . . · (x − xn−1)(x − xn).Zbiór wielomianów {p0, . . . , pk} jest baz¡ przestrzeni R[x]k, której elementami s¡wszystkie wielomiany stopnia o najwy»ej k. Ta tzw. baza Newtona jestwygodniejsza od bazy pot�gowej w zastosowaniu do zada« interpolajiwielomianowej6. W szzególno±i, maj¡ wspóªzynniki b0, . . . , bn wielomianustopnia o najwy»ej n, mo»emy oblizy¢ warto±¢ wielomianu w(x) =
∑n

i=0 bipi(x)za pomo¡ odpowiednio uogólnionego shematu Hornera:

w = bn;for ( i = n − 1; i > 0; i-- )

w = w*(x − xi) + bi;

Aby rozwi¡za¢ zadanie interpolayjne Lagrange'a, mo»emy dla wybranejbazy {f0, . . . , fn} przestrzeni R[x]n utworzy¢ maierz A ∈ R
n+1,n+1, tak¡ »e jejwspóªzynnik aij = fi(xj) (numerujemy tu wiersze i kolumny od 0 do n).Rozwi¡zanie zadania sprowadza si� do rozwi¡zania ukªadu równa« z t¡ maierz¡.Dla bazy pot�gowej mamy ukªad równa« z maierz¡ peªn¡
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,

którego rozwi¡zaniem jest wektor wspóªzynników wielomianu h(x) =
∑n

k=0 akx
k,za± dla bazy Newtona okre±lonej za pomo¡ w�zªów interpolayjnyh mamy ukªad6Baza pot�gowa jest szzególnym przypadkiem bazy Newtona, dla x0 = · · · = xk−1 = 0.
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z maierz¡ trójk¡tn¡ doln¡:
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Mo»emy oblizy¢ wspóªzynniki tej maierzy i rozwi¡za¢ ukªad kosztem tylko

Θ(n2) operaji (dalej poznamy inny algorytm oblizania wspóªzynnikówwielomianu interpolayjnego w bazie Newtona). W razie potrzeby, mo»emynast�pnie kosztem Θ(n2) operaji przej±¢ do bazy pot�gowej, ale je±li nie jest tokoniezne, to nie warto tego robi¢.

Ró»nie dzielone

Nieh f oznaza pewn¡ funkj� A ⊂ R → R. Dla ustalonyh lizb xi ∈ A (w�zªówinterpolayjnyh) okre±lamy ró»nie dzielone rz�du 0:

f[xi]

def

= f(xi).Zakªadaja, »e w�zªy s¡ jednokrotne (zyli parami ró»ne), mo»emy nast�pnieokre±li¢ dla k > 0 ró»nie dzielone rz�du k wzorem

f[xi, . . . , xi+k]

def

=
f[xi, . . . , xi+k−1] − f[xi+1, . . . , xi+k]

xi − xi+k

. (*)

Ró»ni� dzielon¡ mo»na postrzega¢ na dwa sposoby:1. Dla ustalonyh w�zªów xi, . . . , xi+k jest to kombinaja liniowa warto±i funkji fw tyh w�zªah, a zatem jest to funkjonaª liniowy w przestrzeni funkjio ustalonej dziedzinie A, do której nale»¡ te w�zªy,2. Dla ustalonej funkji f jest to funkja k + 1 zmiennyh. �atwo jest dowie±¢, »e jestto funkja symetryzna, tj. dowolne przestawienie jej argumentów (w�zªów) niezmienia jej warto±i.

Jak wiemy, je±li wyra»enie limh→0 f[x, x + h] ma okre±lon¡ (i sko«zon¡) warto±¢,to jest to pohodna funkji f w punkie x. Mo»emy zatem rozszerzy¢ de�nij�ró»niy dzielonej na przypadek, gdy pewne (lub nawet wszystkie) w�zªy maj¡krotno±i wi�ksze ni» 1, wykorzystuj¡ przej±ie do graniy. Okazuje si� (ouzasadnimy pó¹niej), »e je±li funkja f jest klasy Ck, to ró»nia dzielona, widzianajako funkja, której argumentami s¡ w�zªy, jest i¡gªa i zahodzi równo±¢

lim

xi+1,...,xi+k→xi

f[xi, . . . , xi+k] =
f(k)(xi)

k!
.
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Na tej podstawie mo»emy zde�niowa¢ ró»ni� dzielon¡ rz�du k w przypadku, gdy
xi = · · · = xi+k, wzorem

f[xi, . . . , xi︸ ︷︷ ︸
k+1

]

def

=
f(k)(xi)

k!
, (**)

natomiast w przypadku, gdy pewne w�zªy maj¡ krotno±¢ wi�ksz¡ ni» 1, ale niewszystkie w�zªy s¡ jednakowe, mo»emy (dzi�ki symetrii) uporz¡dkowa¢ je tak, abybyªo xi 6= xi+k, i u»y¢ wzoru (*).

W przypadku ogólnym ró»nia dzielona rz�du k, f[xi, . . . , xi+k], jest kombinaj¡liniow¡ warto±i funkji f i jej pohodnyh w w�zªah, przy zym je±li pewienw�zeª ma krotno±¢ r, to kombinaja obejmuje pohodne funkji f w tym w�¹le dorz�du r − 1.
Algorytm ró»ni dzielonyh

Przypu±¢my, »e w�zªy x0, . . . , xn s¡ parami ró»ne. Oblizmy ró»ni� dzielon¡wielomianu pk(x) nale»¡ego do bazy Newtona okre±lonej dla tyh w�zªów:

pk[x, x0] =
(x − x0) · . . . · (x − xk−1) − (x0 − x0) · . . . · (x0 − xk−1)

x − x0

=

(x − x1) · . . . · (x − xk−1).Otrzymali±my wielomian stopnia k − 1. Oblizaj¡ ró»nie dzielone orazwy»szyh rz�dów, dostaniemy wielomiany oraz ni»szyh stopni:

pk[x, x0, x1] = (x − x2) · . . . · (x − xk−1),...

pk[x, x0, . . . , xk−2] = (x − xk−1),

pk[x, x0, . . . , xk−2, xk−1] = 1.Po ostatnim kroku mo»emy ozywi±ie podstawi¢ x = xk, o nie zmieni warto±iotrzymanego wielomianu stopnia 0. Ró»nie dzielone rz�dów wy»szyh ni» k s¡równe 0. Bior¡ pod uwag� zbiór miejs zerowyh wielomianu pk, mamy

pk[x0, . . . , xi] =

{
0 dla i 6= k,

1 dla i = k.Podany wy»ej rahunek �przehodzi� te» na przypadek w�zªów powtarzaj¡yh si�� wystarzy u»y¢ indukji i w kroku indukyjnym dokona¢ odpowiedniegoprzej±ia do graniy.
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Nieh h(x) b�dzie rozwi¡zaniem zadania interpolayjnego Lagrange'a dla w�zªów

x0, . . . , xn. Wielomian h mo»emy przedstawi¢ jako kombinaj� liniow¡ elementówbazy Newtona: h(x) =
∑n

k=0 bkpk(x). Z tego, »e dla ustalonyh w�zªów ró»niedzielone s¡ funkjonaªami liniowymi, i z przeprowadzonego wy»ej rahunkuwynika, »e zahodz¡ równo±i

h[x0, . . . , xi] =

n∑

k=0

bkpk[x0, . . . , xi] = bi.Znamy warto±i wielomianu h w w�zªah interpolayjnyh, s¡ nimi lizby

y0, . . . , yn, a zatem mo»emy oblizy¢ wspóªzynniki b0, . . . , bn wielomianu hw bazie Newtona. Wygodnie jest przedstawi¢ ih oblizenie za pomo¡ shematu

x0 y0 = b0

x1 y1

ց
→ h[x0, x1] = b1

x2 y2

ց
→ h[x1, x2]

ց
→ h[x0, x1, x2] = b2... ... ... ... . . .

xn yn

ց
→ h[xn−1, xn]

ց
→ h[xn−2, xn−1, xn] . . .

ց
→ h[x0, . . . , xn] = bn

Podprogram realizuj¡y to oblizenie zast�puje w tabliy y dane warto±i funkjiprzez wspóªzynniki b0, . . . , bn:for ( j = 1; j 6 n; j++ )for ( i = n; i > j; i-- )

y[i] = (y[i] − y[i − 1])/(x[i] − x[i − j]);

Aby rozwi¡za¢ zadanie interpolayjne Hermite'a, nale»y zmody�kowa¢ tenalgorytm. Istotne jest uporz¡dkowanie danyh; wymagamy, aby w tabliy xwszystkie �egzemplarze� w�zªa krotnego wyst�powaªy obok siebie. W tabliy yzadan¡ warto±¢ funkji podajemy w miejsu odpowiadaj¡ym pierwszemuwyst¡pieniu odpowiedniego w�zªa, a na kolejnyh miejsah podajemy warto±ikolejnyh pohodnyh. Algorytm mo»na zrealizowa¢ w taki sposób:

k[0] = 0;for ( i = 1; i 6 n; i++ )

k[i] = x[i] == x[i − 1] ? k[i − 1] + 1 : 0;for ( j = 1; j 6 n; j++ )for ( i = n; i > j; i-- )if ( k[i] == 0 )

y[i] = (y[i] − y[i − 1 − k[i − 1]])/(x[i] − x[i − j]);else { y[i] /= j; k[i]--; }

7.6

W pierwszej p�tli w miejsu i-tym pomonizej tabliy k zapisujemy informaj�,którego rz�du pohodnej warto±i¡ jest dana lizba y[i]. W drugiej p�tli u»ywamytej informaji do wybrania odpowiedniej instrukji: oblizenia ró»niy dzielonej zapomo¡ wzoru (*) lub podzielenia y[i] przez odpowiedni¡ lizb� aªkowit¡, oprowadzi do otrzymania silni w mianowniku wzoru (**).

Dowodzi si�, »e je±li w�zªy s¡ monotoniznie uporz¡dkowane, to algorytm ró»nidzielonyh jest numeryznie poprawny, tj. oblizone wspóªzynniki w bazieNewtona reprezentuj¡ wielomian interpolayjny dla odpowiednio maªozaburzonyh danyh warto±i funkji (i jej pohodnyh).

Reszta interpolayjna

Z uwagi na lizne zastosowania zada« interpolayjnyh Lagrange'a i Hermite'aw aproksymaji funkji i w konstrukji ró»nyh metod numeryznyh (np.rozwi¡zywania równa« nieliniowyh i oblizania aªek), du»e znazenie ma wzóropisuj¡y reszt� interpolayjn¡.

Twierdzenie. Je±li funkja f jest klasy Cn+1 w przedziale A ⊂ R i h(x) oznazawielomian interpolayjny Hermite'a funkji f dla w�zªów x0, . . . , xn ∈ A, todla ka»dego x ∈ A istnieje lizba ξ ∈ A, taka »e

f(x) − h(x) =
f(n+1)(ξ)

(n + 1)!
pn+1(x).

Dowód. Mo»emy ponumerowa¢ w�zªy tak, aby tworzyªy i¡g niemalej¡y.Je±li x = xi dla pewnego i ∈ {0, . . . , n}, to pn+1(x) = 0 i dowodzona równo±¢ jestozywista (z dowolnym ξ). Dla ustalonego x ∈ A \ {x0, . . . , xn} okre±lamy funkj�

gx(s)

def

= f(s) − h(s) − zpn+1(s),z parametrem z = z(x), który dobierzemy za hwil�. Korzystaj¡ z tego,»e pn+1(x) 6= 0, bierzemy

z =
f(x) − h(x)

pn+1(x)
,

i w ten sposób dostajemy gx(x) = 0. Tak okre±lona funkja ma o najmniej

n + 2 miejsa zerowe tj. wszystkie w�zªy interpolayjne7 i punkt x. Funkja gx jestklasy Cn+1(A). Jej pohodna rz�du k 6 n + 1 ma o najmniej n + 2 − k miejsazerowe. Istotnie, je±li xi < xi+1, to (z twierdzenia Rolle'a) funkja gx, która na7Je±li pewien w�zeª ma krotno±¢ r > 1, to lizymy go r razy; funkja gx przyjmuje w tympunkie warto±¢ 0 razem z pohodnymi rz�du 1, . . . , r − 1.
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ko«ah przedziaªu [xi, xi+1] przyjmuje t� sam¡ warto±¢ 0, osi¡ga w tym przedzialemaksimum lub minimum, w punkie b�d¡ym miejsem zerowym funkji g ′
x. Je±liza± funkja gx ma miejse zerowe o krotno±i r > 1 (w w�¹le xi), to jej pohodnama w tym punkie miejse zerowe o krotno±i r − 1. Korzystaj¡ z indukji,stosujemy to rozumowanie do kolejnyh pohodnyh. Wynika z niego, »epohodna rz�du n + 1 funkji gx ma w przedziale A o najmniej jedno miejsezerowe, ξ. Podstawiaj¡ s = ξ, dostajemy

0 = g(n+1)
x (ξ) = f(n+1)(ξ) − h(n+1)(ξ) − zp

(n+1)

n+1 (ξ).Pohodna rz�du n + 1 wielomianu h(s) (stopnia n) jest równa 0, za± pohodnawielomianu pn+1(s) (stopnia n + 1), którego wspóªzynnik (w bazie pot�gowej)przy sn+1 jest równy 1, jest dla ka»dego s równa (n + 1)!. Zatem

z =
f(n+1)(ξ)

(n + 1)!
.

Dowód zako«zymy, wstawiaj¡ to do de�niji funkji gx i bior¡ s = x. 2

Ze wzoru na reszt� interpolayjn¡ ªatwo wynika8 podany wze±niej bez dowodufakt, »e je±li funkja jest klasy Ck w otozeniu punktu xi, to

lim

xi+1,...,xi+k→xi

f[xi, . . . , xi+k] =
f(k)(xi)

k!
,

o jest podstaw¡ podanej de�niji ró»ni dzielonyh tak»e dla w�zªówo krotno±iah wi�kszyh ni» 1. Dowiedziony wzór w szzególnym przypadku, gdy

x0 = · · · = xn, jest wzorem Taylora (z reszt¡ w postai Lagrange'a). Innyprzypadek szzególny, dla dwóh w�zªów jednokrotnyh, wykorzystali±my ju»w analizie metody sieznyh. Dalsze zastosowania nast¡pi¡.

8Za przedziaª A mo»emy przyj¡¢ najkrótszy przedziaª zawieraj¡y wszystkie w�zªy � podzasprzej±ia do graniy dªugo±¢ tego przedziaªu zbiega do zera.

7.8

Zadania i problemy

1. Rozwi¡» zadanie interpolayjne Lagrange'a (tj. skonstruuj baz� Newtona i oblizwspóªzynniki wielomianu interpolayjnego w tej bazie) dla w�zªów i warto±ifunkji podanyh w tabele:

xi −2 −1 0 2 3

f(xi) 17 1 1 1 372. Rozwi¡» zadanie interpolayjne Hermite'a dla w�zªów i warto±i funkjii pohodnyh podanyh w tabele:
xi 0 1 3

f(xi) −1 −2 80

f ′(xi) −2

f ′′(xi) 123. Przej±ie mi�dzy baz¡ Newtona i pot�gow¡ mo»e by¢ dokonane za pomo¡shematu Hornera; zobazmy, w jaki sposób. Rozwa»my dzielenie z reszt¡wielomianu w(x) = anxn + · · · + a1x + a0 przez dwumian (x − x0):

w(x) =

n∑

i=0

aix
i =

(n−1∑

i=0

ci+1x
i

)

(x − x0) + c0 = cnxn +

n−1∑

i=0

(ci − ci+1x0)x
i.

St¡d cn = an oraz ci = ci+1x0 + ai dla i < n. Zauwa»amy, »e lizby ci s¡ kolejnonadawanymi warto±iami zmiennej w podzas oblizania za pomo¡ (zwykªego)shematu Hornera warto±i w(x0). Otrzymujemy reszt� z dzielenia,

b0 = c0 = w(x0), i wspóªzynniki w bazie pot�gowej ilorazu c(x). Je±li okre±limybaz� Newtona, której elementami s¡ wielomiany

q0(x) = 1,

qi(x) =

i−1∏

k=1

(x − xk) dla i = 1, . . . , n − 1,

to wspóªzynniki wielomianu c(x) w tej bazie s¡ identyzne ze wspóªzynnikami

b1, . . . , bn wielomianu w w bazie Newtona {p0, . . . , pn}. Aby otrzyma¢ b1, mo»nanast�pnie podzieli¢ wielomian c(x) przez (x − x1), i tak dalej, rekurenyjnie.Mamy zatem algorytm przej±ia od bazy pot�gowej do bazy Newtona:for ( j = 0; j < n; j++ )for ( i = n − 1; i > j; i-- )

a[i] += a[i + 1] ∗ xj;
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(algorytm ten zast�puje w tabliy a wspóªzynniki wielomianu w bazie pot�gowejwspóªzynnikami w bazie Newtona). Algorytm przej±ia w drug¡ stron� wykonujeoperaje przeiwne w odwrotnej kolejno±i:for ( j = n − 1; j > 0; j-- )for ( i = j; i < n; i++ )

a[i] -= a[i + 1] ∗ xj;4. Algorytm Aitkena. Warto±¢ w dowolnym punkie x wielomianu interpolayjnegoLagrange'a okre±lonego przez w�zªy x0, . . . , xn i warto±i w tyh w�zªah

y0, . . . , yn, mo»e by¢ oblizona (kosztem O(n2) operaji) bezpo±rednio napodstawie tyh danyh. Przypu±¢my, »e dwa wielomiany stopnia onajwy»ej k − 1, p
(k−1)

i (x) i p
(k−1)

i+1 (x), s¡ rozwi¡zaniami zada« interpolayjnyhLagrange'a odpowiednio dla w�zªów xi, . . . , xi+k−1 oraz xi+1, . . . , xi+k. Wtedywielomian

p
(k)

i (x) =
xi+k − x

xi+k − xi

p
(k−1)

i (x) +
x − xi

xi+k − xi

p
(k−1)

i+1 (x)

ma stopie« o najwy»ej k i jest rozwi¡zaniem zadania dla w�zªów xi, . . . , xi+k.Istotnie, dla x = xi pierwszy z uªamków w powy»szym wzorze ma warto±¢ 1,a drugi 0 (zatem p
(k)

i (xi) = p
(k−1)

i (xi) = yi, dla x = xi+k uªamki maj¡ warto±i 0 i 1(sk¡d wynika p
(k)

i (xi+k) = p
(k−1)

i+1 (xi+k) = yi+k), za± dla ka»dego x ∈ R (w tym dla

x ∈ {xi+1, . . . , xi+k−1}) suma uªamków jest równa 1, a wi� p
(k)

i (xj) = yj dla

j = i + 1, . . . , i + k − 1.Warto±i wielomianów stopnia 0 w punkie x, p
(0)

i (x) = yi, mamy za darmo.Mo»emy zatem wpisa¢ lizby y0, . . . , yn do tabliy p, i wykona¢ algorytmfor ( k = 1; k 6 n; k++ )for ( i = 0; i 6 n − k; i++ )

p[i] =
(

(xi+k − x) ∗ p[i] + (x − xi) ∗ p[i + 1]
)

/(xi+k − xi);otrzymuj¡ w ten sposób warto±¢ wielomianu interpolayjnego w zmiennej p[0].5. Zahodzi wzór Leibniza: je±li funkje g i h s¡ odpowiednio gªadkiei f(x) = g(x)h(x), to

f[x0, . . . , xk] =

k∑

l=0

g[x0, . . . , xl]h[xl, . . . , xk].

Aby go udowodni¢, okre±lamy bazy Newtona:

pl(x) =

l−1∏

j=0

(x − xj), qm(x) =

k∏

j=k−m+1

(x − xj).
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Nieh F(x) oznaza ilozyn wielomianów interpolayjnyh Hermite'a funkji g i hopartyh na w�zªah x0, . . . , xk:

F(x) =

k∑

l=0

g[x0, . . . , xl]pl(x)

k∑

m=0

h[xm, . . . , xk]qk−m(x).

Dla dowolnego w�zªa xi o krotno±i r funkje F i f maj¡ w tym w�¹le takie samewarto±i i pohodne do rz�du r − 1 wª¡znie. Mo»emy napisa¢
F(x) =

∑

06l6m6k

(

g[x0, . . . , xl]h[xm, . . . , xk]pl(x)qk−m(x)
)

+
∑

06m<l6k

(

. . .
)

(skªadniki obu sum s¡ opisane tym samym wzorem). Dla m < l ilozynwielomianów pl(x)qk−m(x) ma w w�¹le xi o krotno±i r miejse zerowe o krotno±io najmniej r, a zatem pierwsza suma (której wszystkie skªadniki maj¡ stopie« niewi�kszy ni» k) reprezentuje wielomian interpolayjny Hermite'a funkji f, opartyna w�zªah x0, . . . , xk. Wspóªzynnik tego wielomianu odpowiadaj¡ywielomianowi pk w bazie Newtona i jednoze±nie xk w bazie pot�gowej jest równy

f[x0, . . . , xk]. Skªadniki stopnia k w pierwszej sumie maj¡ l = m, a pozostaªe maj¡stopie« ni»szy. Pozostaje zauwa»y¢, »e wspóªzynnik przy xk (w bazie pot�gowej)pierwszej sumy jest równy wyra»eniu po prawej stronie wzoru Leibniza. 2
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Interpolaja funkjami sklejanymi

Motywaja dla stosowania funkji sklejanyh

Funkje sklejane s¡ to funkje okre±lone w ten sposób, »e pewien przedziaª

[a, b] ⊂ R (albo, je±li jest taka potrzeba, aªy zbiór lizb rzezywistyh) dzielimyna podprzedziaªy, wybieraj¡ w�zªy. W ka»dym przedziale, którego ko«ami s¡w�zªy, funkja sklejana stopnia n jest wielomianem stopnia o najwy»ej n.

W wielu zastosowaniah funkje sklejane s¡ wygodniejsze ni» funkjewielomianowe. W szzególno±i, ksztaªt wykresu funkji sklejanej nawet niskiegostopnia mo»e by¢ dowolnie skomplikowany, ªatwo jest wi� aproksymowa¢ ró»nefunkje z dobr¡ dokªadno±i¡. Zastosowanie funkji sklejanyh w interpolaji marównie» przewag� nad wielomianami. Wyst�puj¡y we wzorze opisuj¡ymrozwi¡zanie zadania interpolaji Lagrange'a wielomian

Φi(x) =
∏

j∈{0,...,n}\{i}

x − xj

xi − xj

,

który przyjmuje warto±¢ 1 dla x = xi oraz 0 dla x = xj 6= xi, mi�dzy swoimimiejsami zerowymi osyluje i (zale»nie od n i od lizb x0, . . . , xn) mo»eprzyjmowa¢ warto±i wyhodz¡e daleko poza przedziaª [0, 1]. Funkje sklejane niemaj¡ tej wady, dzi�ki zemu np. wykres funkji sklejanej przehodz¡ej przezzadane punkty wydaje si� zwykle zgodny z ozekiwaniami.

Obi�te funkje pot�gowe

W�zªy funkji sklejanej oznazymy symbolami ui; przyjmiemy, »e tworz¡ one i¡grosn¡y (na razie pominiemy przypadek w�zªów krotnyh, tj. tworz¡yh i¡gniemalej¡y, ale niekonieznie ró»nowarto±iowy). Zaªo»ymy, »e wielomiany pi−1i pi stopnia o najwy»ej n, opisuj¡e funkj� sklejan¡ s odpowiedniow przedziaªah (ui−1, ui) oraz (ui, ui+1), przyjmuj¡ w punkie ui t� sam¡ warto±¢,a ponadto maj¡ takie same pohodne rz�du 1, . . . , n − 1 (uwaga: zaªo»enie, »erównie» pohodna rz�du n obu wielomianów jest taka sama oznaza, »e to jest tensam wielomian).

Ró»nia wielomianów pi i pi−1 musi by¢ zatem wielomianem stopnia onajwy»ej n, który w punkie ui ma miejse zerowe o krotno±i n, ale ka»dy takiwielomian ma posta¢ c(x − ui)
n dla pewnej staªej c. Jednym z wielu sposobówokre±lania funkji sklejanyh jest u»yie tzw. obi�tyh funkji pot�gowyh,

8.2

okre±lonyh wzorem

(x − ui)
n
+

def

=

{
(x − ui)

n dla x > ui,

0 dla x < ui.Maj¡ w�zªy np. u0, . . . , uN, mo»emy wybra¢ dowolny wielomian p−1 (stopnia onajwy»ej n) oraz lizby c0, . . . , cN, i okre±li¢ funkj� sklejan¡ stopnia n wzorem

s(x) = p−1(x) +

N∑

i=0

ci(x − ui)
n
+.

Takie przedstawienie funkji sklejanej daje pewne intuije (np. �od razu wida¢�, »efunkja s jest klasy Cn−1(R)), ale obi�te funkje pot�gowe s¡ niewygodnew zastosowaniah i oparta na nih reprezentaja jest podatna na bª�dy zaokr¡gle«.Dlatego do reprezentowania funkji sklejanyh i przetwarzania ih w oblizeniahnumeryznyh stosuje si� inne sposoby. Chyba najmniej wygodnym z tyhsposobów jest stosowanie bazy pot�gowej.

Uwaga. W tym wykªadzie posªuguj� si� poj�iem stopnia funkji sklejanej, tj.najwi�kszego dopuszzalnego przez reprezentaj� stopnia wielomianu opisuj¡egot� funkj� w pewnym przedziale, ale w wielu publikajah i bibliotekahpodprogramów jest w u»yiu tzw. rz¡d funkji sklejanej, tj. lizba o 1 wi�ksza odstopnia. Zatem, np. funkje sklejane pierwszego rz�du to funkje stopnia 0, zylikawaªkami staªe, wykresem funkji sklejanej rz�du 2, zyli stopnia 1, jest ªamana.

Z wielu ró»nyh wzgl�dów w zastosowaniah dominuj¡ funkje sklejane trzeiegostopnia (tzw. kubizne) i teraz na nih skupimy uwag�.

Reprezentaja Hermite'a funkji sklejanyh trzeiego stopnia

Okre±lamy ztery wielomiany:

H00(t) = 2t3 − 3t2 + 1, H10(t) = −2t3 + 3t2,

H01(t) = t3 − 2t2 + t, H11(t) = t3 − t2.Wielomiany te s¡ rozwi¡zaniami zada« interpolayjnyh Hermite'a dla dwóhdwukrotnyh w�zªów, 0 i 1. Mianowiie, zahodz¡ równo±i

H00(0) = 1, H00(1) = H ′
00(0) = H ′

00(1) = 0,

H10(1) = 1, H10(0) = H ′
10(0) = H ′

10(1) = 0,

H ′
01(0) = 1, H01(0) = H01(1) = H ′

01(1) = 0,

H ′
11(1) = 1, H11(0) = H11(1) = H ′

11(0) = 0.
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Dzi�ki temu rozwi¡zanie zadania interpolayjnego Hermite'a z tymi w�zªami dladowolnej funkji f mo»emy zapisa¢ wzorem

h(t) = f(0)H00(t) + f ′(0)H01(t) + f(1)H10(t) + f ′(1)H11(t).Co wi�ej, przez zamian� zmiennej mo»emy znale¹¢ rozwi¡zanie zadaniainterpolayjnego dla dowolnyh dwóh w�zªów interpolayjnyh o krotno±i 2.Je±li w�zªami tymi s¡ lizby ui i ui+1, i oznazymy hi = ui+1 − ui (zakªadamy, »e

hi > 0), to mamy st¡d wzór

h(x) = f(ui)Hi,00(x) + f ′(ui)Hi,01(x) + f(ui+1)Hi,10(x) + f ′(ui+1)Hi,11(x),w którym u»yli±my funkji

Hi,00(x) = H00(t), Hi,01(x) = hiH01(t),

Hi,10(x) = H10(t), Hi,11(x) = hiH11(t),przy zym t = (x − ui)/hi.

Dla ustalonyh w�zªów u0, . . . , uN (tworz¡yh i¡g rosn¡y), maj¡ dowolnelizby a0, . . . , aN oraz b0, . . . , bN, mo»emy okre±li¢ funkj� kawaªkamiwielomianow¡ w przedziale [u0, uN] wzorem

s(x) = pi(x) = aiHi,00(x) + biHi,01(x) + ai+1Hi,10(x) + bi+1Hi,11(x)dla x ∈ [ui, ui+1].Jest ozywiste, »e funkja ta jest klasy C1[u0, uN], i w w�¹le ui ma warto±¢ ai,a jej pohodna w ui jest równa bi, dla i = 0, . . . ,N.

Funkja s jest funkj¡ sklejan¡, ale w istoie opart¡ na i¡gu w�zªów, z któryhka»dy nale»y lizy¢ dwukrotnie. Funkja ta jest (sklejanym) rozwi¡zaniem zadaniainterpolayjnego Hermite'a, w którym dla ka»dego w�zªa zadajemy dwa warunkiinterpolayjne: warto±¢ funkji i pohodnej. Funkja ta jest skonstruowana zapomo¡ wielomianów speªniaj¡yh warunki interpolayjne Hermite'a dla dwóhw�zªów o krotno±i 2 (ko«ów ka»dego przedziaªu (ui, ui+1)) i dlatego jejreprezentaja w tej postai jest nazywana reprezentaj¡ Hermite'a9

Kubizne interpolayjne krzywe sklejane

Aby okre±li¢ krzyw¡ sklejan¡ trzeiego stopnia, która jest rozwi¡zaniem zadaniainterpolayjnego Lagrange'a (tj. dla ka»dego w�zªa ui hemy poda¢ tylko jedn¡9W zasah, gdy »yª Charles Hermite (1822�1901 r.), funkje sklejane nie byªy jeszze znane;odkryª je Shoenberg w 1946 r.
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lizb�, ai, b�d¡¡ warto±i¡ funkji), skorzystamy z warunku i¡gªo±i pohodnejdrugiego rz�du. Zatem, pohodne drugiego rz�du wielomianów pi−1(x) i pi(x),opisuj¡yh poszukiwan¡ funkj� s w przedziaªah (ui−1, ui) oraz (ui, ui+1), maj¡przyjmowa¢ w punkie ui t� sam¡ warto±¢ (reprezentaja Hermite'a gwarantuje,»e b�d¡ miaªy w tym punkie identyzne warto±i i pohodne pierwszego rz�du).Na tej podstawie mo»emy oblizy¢ lizby bi, tj. warto±i pohodnej pierwszegorz�du funkji s w w�zªah interpolayjnyh.

Aby wyprowadzi¢ odpowiednie równania, nale»y oblizy¢ pohodne wielomianów,za pomo¡ któryh przedstawiamy rozwi¡zanie:
H ′′

i−1,00(ui) =
6

h2
i−1

, H ′′
i,00(ui) =

−6

h2
i

, H ′′
i−1,10(ui) =

−6

h2
i−1

, H ′′
i,10(ui) =

6

h2
i

,

H ′′
i−1,01(ui) =

2

hi−1

, H ′′
i,01(ui) =

−4

hi

, H ′′
i−1,11(ui) =

4

hi−1

, H ′′
i,11(ui) =

−2

hi

.Zatem, warunek i¡gªo±i drugiej pohodnej w punkie ui, p ′′
i−1(ui) = p ′′

i (ui), maposta¢

6

h2
i−1

ai−1 −
6

h2
i−1

ai +
2

hi−1

bi−1 +
4

hi−1

bi = −
6

h2
i

ai +
6

h2
i

ai+1 −
4

hi

bi −
2

hi

bi+1.Po pomno»eniu stron przez hi−1hi/2 i uporz¡dkowaniu, dostajemy równanie

hibi−1 + 2(hi−1 + hi)bi + hi−1bi+1 = 3

(

hi

hi−1

(ai − ai−1) +
hi−1

hi

(ai+1 − ai)

)

.(*)W ten sposób otrzymali±my równania i¡gªo±i pohodnyh drugiego rz�dufunkji s w �wewn�trznyh� w�zªah u1, . . . , uN−1; dla ustalonyh lizb a0, . . . , aNmusimy znale¹¢ lizby y0, . . . , yN speªniaj¡e te równania. Zauwa»amy, »e lizbaniewiadomyh jest o 2 wi�ksza ni» lizba równa«. Aby mie¢ rozwi¡zaniejednoznazne, trzeba doªo»y¢ dodatkowe dwa równania.

Dodatkowe równania w konstrukji sklejanyh krzywyh interpolayjnyh opisuj¡zwykle tzw. warunki brzegowe, tj. pewne warunki narzuone na pohodnefunkji s w skrajnyh w�zªah u0 i uN. Najprostszy sposób, to arbitralneokre±lenie warto±i pohodnyh pierwszego rz�du, tj. lizb b0 i bN. To jednakmo»e by¢ kªopotliwe dla u»ytkownika programu. Cz�sto stosowanymrozwi¡zaniem jest »¡danie, aby pohodna drugiego rz�du funkji s byªaw punktah u0 i uN równa 0. Powstaje wtedy tzw. naturalna krzywa sklejana. Napodstawie wypisanyh wze±niej warto±i funkji Hi,jk, równania p ′′
0(u0) = 0i p ′′

N−1(uN) = 0 mo»emy przedstawi¢ w postai

2h0b0 + h0b1 = 3(a1 − a0),

hN−1bN−1 + 2hN−1bN = 3(aN − aN−1).
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Po doª¡zeniu tyh równa« otrzymujemy ukªad równa« liniowyh z maierz¡trójdiagonaln¡. Mo»emy zauwa»y¢, »e dla dowolnego rozmieszzenia w�zªów, tj.dla dowolnyh dodatnih lizb h0, . . . , hN−1, maierz ta jest diagonalniedominuj¡a. Zatem, mamy ukªad o jednoznaznym rozwi¡zaniu, które mo»emyznale¹¢ za pomo¡ eliminaji Gaussa kosztem O(N) dziaªa« arytmetyznyh.

Istnieje wiele innyh sposobów okre±lania warunków brzegowyh, np. mo»naza»¡da¢, aby pohodna trzeiego rz�du wielomianów p0 i pN−1 byªa równa 0(zatem, aby byªy to wielomiany drugiego stopnia), lub te», aby wielomian p0 byªidentyzny z p1, a wielomian pN−1 z pN−2 (a wi�, aby w�zªy interpolayjne u1i uN−1 nie byªy w�zªami funkji sklejanej � po angielsku nazywa si� to waruneknot a knot).
Jeszze inna mo»liwo±¢, to przyj�ie bN = b0 i wymaganie, aby pohodna drugiegorz�du funkji s w w�zªah u0 i uN byªa taka sama. Wtedy, je±li a0 = aN, tj.funkja s ma t� sam¡ warto±¢ w punktah u0 i uN, skonstruujemy tzw.okresow¡ funkj� sklejan¡ � nakªadaj¡ warunek, »e dla ka»dego x ∈ R

s(x + T) = s(x), gdzie T = uN − u0, otrzymujemy okresow¡ funkj� klasy C2(R).W ukªadzie równa« (*) zast�pujemy niewiadom¡ bN przez b0 i doª¡zamyrównanie

h0bN−1 + 2(hN−1 + h0)b0 + hN−1b1 = 3

(

h0

hN−1

(a0 − aN−1) +
hN−1

h0

(a1 − a0)

)

,otrzymuj¡ w ten sposób ukªad równa« z maierz¡ yklizn¡ trójdiagonaln¡,diagonalnie dominuj¡¡.

Twierdzenie Holladaya

Dla du»ej lizby w�zªów wielomiany interpolayjne Lagrange'a �¹le si� zahowuj¡�,tj. ih warto±i mi�dzy s¡siednimi w�zªami mog¡ wystawa¢ daleko poza przedziaª,którego ko«ami s¡ warto±i wielomianu w tyh w�zªah. Udowodnimytwierdzenie, które mo»na zinterpretowa¢ w ten sposób, »e pod tym wzgl�demnajlepiej, jak tylko si� da, zahowuje si� naturalna kubizna interpolayjnafunkja sklejana. W tym elu okre±limy funkjonaª, który nazwiemy energi¡,i który przyjmiemy za miar� �powyginania� wykresów funkji klasy C2[u0, uN]:
E(f)

def

=

∫uN

u0

(

f ′′(x)
)2dx.

Twierdzenie Holladaya. W zbiorze funkji klasy C2[u0, uN] speªniaj¡yhwarunki interpolayjne Lagrange'a okre±lone w w�zªah u0, . . . , uNnajmniejsz¡ energi� ma naturalna kubizna funkja sklejana.
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Dowód. Nieh s oznaza naturaln¡ kubizn¡ funkj� sklejan¡ speªniaj¡¡ zadanewarunki interpolayjne, i nieh f oznaza dowoln¡ inn¡ funkj� klasy C2,przyjmuj¡¡ w w�zªah te same warto±i. Mamy f = (f − s) + s, zatem
E(f) =

∫uN

u0

(

f ′′(x) − s ′′(x)
)2dx + 2

∫uN

u0

(

f ′′(x) − s ′′(x)
)

s ′′(x)dx +

∫uN

u0

(

s ′′(x)
)2dx.

Oblizymy drug¡ aªk� w powy»szym wzorze, aªkuj¡ przez z�±i:
∫uN

u0

(

f ′′(x) − s ′′(x)
)

s ′′(x)dx =

(

f ′(x) − s ′(x)
)

s ′′(x)
∣

∣

∣

uN

u0

−

∫uN

u0

(

f ′(x) − s ′(x)
)

s ′′′(x)dx.

Dla naturalnej funkji sklejanej s jest s ′′(u0) = s ′′(uN) = 0, ponadto w ka»dymprzedziale (ui, ui+1) pohodna trzeiego rz�du funkji s jest staªa; oznazmy j¡symbolem si. Rozpatrywana aªka jest wi� równa

−

N−1∑

i=0

∫ui+1

ui

(

f ′(x) − s ′(x)
)

sidx = −

N−1∑

i=0

si

(

f(x) − s(x)
)

∣

∣

∣

ui+1

ui

= 0,

bo dla ka»dego i jest f(ui) = s(ui). Mamy st¡d

E(f) =

∫uN

u0

(

f ′′(x) − s ′′(x)
)2dx +

∫uN

u0

(

s ′′(x)
)2dx.

Je±li funkje f i s maj¡ tak¡ sam¡ pohodn¡ drugiego rz�du w przedziale [u0, uN]i s¡ ró»ne, to ih ró»nia jest wielomianem stopnia 0 lub 1, ale wtedy nie mog¡przyjmowa¢ tyh samyh warto±i we wszystkih w�zªah. Zatem, je±li przyjmuj¡i s¡ ró»ne, to zahodzi nierówno±¢ E(f) > E(s), o pragn�li±my udowodni¢. 2
Funkje B-sklejane

Funkje sklejane trzeiego stopnia s¡ odpowiednie w wi�kszo±i zastosowa«praktyznyh, ale w pewnyh przypadkah potrzebne s¡ te» funkje sklejaneinnyh stopni. Reprezentaja Hermite'a, opisana wze±niej, jest w miar� wygodnadla funkji stopnia nieparzystego, ale jeszze wygodniejsza w zastosowaniah, dladowolnego stopnia, jest reprezentaja B-sklejana. Funkj� sklejan¡ stopnia nz w�zªami u0, . . . , uN (ogólnie w literaturze jest wiele sposobów numerowaniai oznazania w�zªów i funkji B-sklejanyh) reprezentuje si� w postai

s(x) =

N−n−1∑

i=0

diN
n
i (x),
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tj. jako kombinaj� liniow¡ tzw. funkji B-sklejanyh Nn
i , okre±lonyh wzoremMans�elda-de Boora-Coxa:

N0
i(x) =

{
1 dla x ∈ [ui, ui+1)

0 w przeiwnym razie

Nn
i (x) =

x − ui

ui+n − ui

Nn−1
i (x) +

ui+n+1 − x

ui+n+1 − ui+1

Nn−1
i+1 (x).

Okre±lenie funkji B-sklejanyh dopuszza w�zªy o krotno±i wi�kszej ni» 1, przyzym dla ka»dego i powinna zahodzi¢ nierówno±¢ ui < ui+n+1, bo w przeiwnymrazie funkja Nn
i byªaby funkj¡ zerow¡. Bez dowodu podam najwa»niejszewªasno±i tyh funkji. Funkje Nn

i s¡ nieujemne. Funkja Nn
i jest ró»na od zeratylko w przedziale [ui, ui+n+1) i mi�dzy kolejnymi w�zªami w tym przedziale jestopisana za pomo¡ wielomianów stopnia n. Ponadto funkja ta ma tylko jednomaksimum (st¡d nazwa B-sklejane, ang. B-spline, od ksztaªtu wykresu, którytroh� przypomina przekrój dzwonu). Suma funkji stopnia n okre±lonyh zapomo¡ w�zªów u0, . . . , uN w przedziale [un, uN−n) jest równa 1. Zwyklew zastosowaniah za dziedzin� funkji s przyjmuje si� ten przedziaª (ewentualniedomkni�ty, tj. [un, uN−n]).

Pohodna funkji B-sklejanej stopnia n wyra»a si� wzoremddx
Nn

i (x) =
n

ui+n − ui

Nn−1
i (x) −

n

ui+n+1 − ui+1

Nn−1
i+1 (x).

Okazuje si� (jest kilka dowodów, wszystkie s¡ dosy¢ »mudne), »e w otozeniudowolnego w�zªa o krotno±i r funkje B-sklejane (a zatem i ka»da funkja s, którajest ih kombinaj¡ liniow¡) s¡ i¡gªe razem z pohodnymi rz�du 1, . . . , n − r.Zale»nie od potrzeb, mo»emy wi� dobra¢ stopie« i w�zªy tak, aby otrzyma¢funkje sklejane odpowiedniej do zastosowania klasy. Prawie zawsze wystarzy

n < 10, najz�±iej bierze si� n = 3. W pewnyh zastosowaniah przydaje si� wzór
∫

R

Nn
i (x)dx =

∫ui+n+1

ui

Nn
i (x)dx =

1

n
(ui+n+1 − ui).

W przedziale [uk, uk+1) ⊂ [un, uN−n) niezerowe warto±i przyjmuje n + 1 funkjiB-sklejanyh stopnia n, mianowiie funkje Nn
k−n, . . . ,Nn

k. Wielomiany opisuj¡ete funkje w przedziale [uk, uk+1) s¡ liniowo niezale»ne. Warto±i tyhwielomianów dla ustalonego x mo»na oblizy¢ za pomo¡ algorytmu de Boora,który realizuje oblizenie na podstawie wzoru Mans�elda-de Boora-Coxa. Przedwykonaniem podanej ni»ej proedury nale»y znale¹¢ przedziaª [uk, uk+1), do
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którego nale»y lizba x; mo»na w tym elu zastosowa¢ wyszukiwanie binarne, lub,je±li w�zªy un, . . . , uN−n s¡ równoodlegªe, posªu»y¢ si� dzieleniem (tj. oblizy¢
k = n + ⌊(x − un)/(un+1 − un)⌋).

b[k] = 1;for ( j = 1; j 6 n; j++ ) {

β = (uk+1 − x)/(uk+1 − uk−j+1);

b[k − j] = β ∗ b[k − j + 1];for ( i = k − j + 1; i < k; i++ ) {

α = 1 − β;

β = (ui+j+1 − x)/(ui+j+1 − ui+1);
b[i] = α ∗ b[i] + β ∗ b[i + 1];}

b[k] ∗ = (1 − β);}
Lizby Nn

k−n(x), . . . ,Nn
k(x) s¡ ko«owymi warto±iami zmiennyh

b[k − n], . . . , b[k]. Koszt tego oblizenia jest rz�du n2. Mo»na wykaza¢, »ealgorytm ten ma dobre wªasno±i numeryzne (tj. dobrze dziaªa w implementajiz u»yiem arytmetyki zmiennopozyyjnej), o jest konsekwenj¡ faktu, »e lizby αi β nale»¡ do przedziaªu [0, 1].

Konstrukja B-sklejanej reprezentaji kubiznej funkji interpolayjnej, tj.oblizenie wspóªzynników di, równie» polega na rozwi¡zaniu ukªadu równa«liniowyh. W tym przypadku przyjmujemy, »e warto±i ai funkji s¡ zadanew w�zªah un, . . . , uN−n, tworz¡yh i¡g rosn¡y. Poniewa» w ka»dym z tyhw�zªów tylko trzy funkje B-sklejane s¡ niezerowe, mamy równania

N3
i−3(ui)di−3 + N3

i−2(ui)di−2 + N3
i−1(ui)di−1 = ai.Warto±i funkji B-sklejanyh w w�zªah mo»emy oblizy¢ za pomo¡ algorytmude Boora. Do tyh równa« (dla i = 3, . . . ,N − 3) nale»y doª¡zy¢ jeszze dwarównania opisuj¡e warunki brzegowe (np. prowadz¡e do otrzymania naturalnejfunkji sklejanej s, tj. speªniaj¡ej warunek s ′′(un) = s ′′(uN−n) = 0). Dladowolnyh sensownyh warunków brzegowyh równania mo»na przeksztaªi¢ tak,aby otrzyma¢ ukªad równowa»ny z maierz¡ trójdiagonaln¡.

Twierdzenie Shoenberga-Whitney

Przypomnijmy, »e sªowo �w�zªy� byªo ju» u»ywane w dwóh znazeniah. Popierwsze, w znazeniu w�zªy interpolayjne, zyli punkty, w któryh zadajemywarto±i funkji. Drugie znazenie to w�zªy funkji sklejanej, zyli punkty
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rozgranizaj¡e przedziaªy, w któryh funkja jest (a dokªadniej, mo»e by¢)opisana za pomo¡ ró»nyh wielomianów. Do tej pory wybierali±my w�zªyinterpolayjne pokrywaj¡e si� z w�zªami funkji sklejanej, ale mo»emy dopu±i¢inny ih wybór. Trzeba jednak wiedzie¢, jaki wybór jest dopuszzalny, abyrozwi¡zanie zadania interpolayjnego Lagrange'a istniaªo.

Oznazmy zatem symbolami u0, . . . , uN w�zªy funkji sklejanej, a konkretniejniemalej¡y i¡g w�zªów, któryh u»yjemy do okre±lenia funkji B-sklejanyhstopnia n. Lizba tyh funkji to N − n. W�zªy interpolayjne oznazymysymbolami v0, . . . , vN−n−1. Zatem, lizba warunków interpolayjnyh, którenakªadamy, jest równa wymiarowi przestrzeni funkji sklejanyh rozpi�tej przeznasze funkje B-sklejane, dzi�ki zemu warunki brzegowe s¡ zb�dne. Zaªo»ymy, »ew�zªy interpolayjne s¡ ponumerowane tak, aby tworzyªy i¡g rosn¡y (jest jasne,»e w�zªy interpolayjne musz¡ by¢ parami ró»ne).

Twierdzenie Shoenberga-Whitney. Funkja sklejana stopnia n, oparta nai¡gu w�zªów u0, . . . , uN i przyjmuj¡a zadane warto±i a0, . . . , aN−n−1odpowiednio w punktah v0, . . . , vN−n−1, które tworz¡ i¡g rosn¡y, istniejei jest jednoznazna wtedy i tylko wtedy, gdy Nn
i (vi) 6= 0 dla i = 0, . . . ,N−n−1.

Dowód tego twierdzenia jest »mudny i polega na wykazaniu »e odpowiedniamaierz Vandermonde'a (tj. maierz V o wspóªzynnikah aij = Nn
j (vi)) jestnieosobliwa wtedy i tylko wtedy, gdy podany w twierdzeniu warunek jestspeªniony. Twierdzenie rozstrzyga problem z punktu widzenia algebry, ale niegwarantuje, »e maierz V jest dobrze uwarunkowana. Aby tak byªo, dla ka»dego

i ∈ {0, . . . ,N − n − 1} w�zeª interpolayjny vi powinien le»e¢ w pobli»u punktu,w którym odpowiadaj¡a mu funkja B-sklejana Nn
i osi¡ga warto±¢ maksymaln¡.

Przypu±¢my, »e dane s¡ w�zªy interpolayjne, v0, . . . , vN−n−1, ustawione w i¡grosn¡y. Je±li n jest nieparzyste, to dobrym (ale nie jedynym dobrym) wyboremjest przyj�ie w�zªów funkji sklejanej u0 = · · · = un = v0, oraz ui = vi−(n+1)/2 dla
i = n + 1, . . . ,N − n − 1, i uN−n = · · · = uN = vN−n−1.

Dla parzystego n mo»na wybra¢ u0 = · · · = un = v0, i ui = (vi−n/2−1 + vi−n/2)/2dla i = n + 1, . . . ,N − n − 1, oraz uN−n = · · · = uN = vN−n−1.

Wspomniana wy»ej maierz V jest wst�gowa, a dokªadniej, ma w ka»dym wierszuo najwy»ej n + 1 niezerowyh wspóªzynników. Dzi�ki temu znalezienie sklejanejfunkji interpolayjnej mo»e by¢ bardzo maªo kosztowne (koszt eliminaji Gaussaw tym przypadku to O(Nn2) operaji).
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Zadania i problemy

1. Napisz ukªad równa«, którego rozwi¡zaniem s¡ lizby b0, . . . , bN, b�d¡ewarto±iami pohodnej naturalnej kubiznej sklejanej funkji interpolayjnejw w�zªah 0, . . . ,N. Rozwi¡» ten ukªad dla N = 4 i danyh warto±i funkji
a0 = · · · = a3 = 0, a4 = 1.Podaj oszaowanie wska¹nika uwarunkowania maierzy tego ukªadu w normiedrugiej, na podstawie twierdzenia Gerszgorina.2. Napisz ukªad równa« dla okresowej kubiznej funkji interpolayjnej (warunkiinterpolayjne, tj. warto±i funkji, zadane s¡ w w�zªah funkji sklejanej),z w�zªami równoodlegªymi ui = i dla i = 0, . . . , 5, i rozwi¡» ten ukªad.3. Napisz równanie opisuj¡e warunek not a knot dla kubiznej interpolayjnejfunkji sklejanej klasy C2; w�zeª interpolayjny u1 ma nie by¢ w�zªem funkjisklejanej.4. Wyprowad¹ alternatywn¡ posta¢ równania umo»liwiaj¡ego skonstruowaniekubiznej sklejanej funkji interpolayjnej klasy C2, z niewiadomymi warto±iami

ci−1, ci, ci+1 pohodnej drugiego rz�du odpowiednio w w�zªah ui−1, ui i ui+1.Wskazówka: Pohodne drugiego rz�du wielomianów pi−1 i pi, opisuj¡yh funkj�sklejan¡ w przedziaªah [ui−1, ui] oraz [ui, ui+1], s¡ wielomianami pierwszegostopnia, interpoluj¡ymi odpowiednio lizby ci−1, ci oraz ci, ci+1. Znajd¹ tewielomiany i saªkuj dwukrotnie, dobieraj¡ staªe aªkowania tak, aby otrzymanewyra»enia opisywaªy wielomiany pi−1 i pi i w szzególno±i przyjmowaªyw w�¹le ui (dan¡) warto±¢ ai, a ih pohodne pierwszego rz�du przyjmowaªy(niewiadom¡) warto±¢ bi. Nast�pnie obliz ai−1 = pi−1(ui−1) oraz ai+1 = pi(ui+1)i st¡d otrzymaj dwa wyra»enia na bi. Postaw znak równo±i mi�dzy tymiwyra»eniami i uporz¡dkuj otrzymane równanie.5. Znajd¹ wielomiany stopnia 5, b�d¡e rozwi¡zaniami sze±iu zada«interpolayjnyh Hermite'a, dla dwóh w�zªów trzykrotnyh 0 i 1, analogiznyhdo zada«, któryh rozwi¡zaniami s¡ wielomiany trzeiego stopnia z wykªadu.Podaj sposób okre±lenia interpolayjnej funkji sklejanej stopnia 5 dla w�zªów

u0, . . . , uN przy u»yiu tyh wielomianów.Wskazówka: Wystarzy znale¹¢ trzy wielomiany przez rozwi¡zanie zada«interpolayjnyh. Pozostaªe trzy s¡ do nih symetryzne, tj. H10(x) = H00(1 − x),

H11(x) = −H01(1 − x), H12(x) = H02(1 − x).6. Znajd¹ wielomiany opisuj¡e funkje B-sklejane N2
i oraz N3

i , okre±lone dla w�zªówb�d¡yh kolejnymi lizbami naturalnymi.Wskazówka: Dla ka»dego i ∈ Z oraz x ∈ R jest Nn
i (x) = Nn

0(x − i), wystarzyzatem znale¹¢ wielomiany opisuj¡e tylko jedn¡ funkj� B-sklejan¡ ustalonegostopnia.
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7. Napisz ukªad równa«, którego rozwi¡zaniem jest wektor wspóªzynników

d0, . . . , dN−4 naturalnej kubiznej sklejanej funkji interpolayjnej w bazie

{N3
0, . . . ,N

3
N−4}, przy zym funkje B-sklejane, z któryh skªada si� ta baza, s¡okre±lone za pomo¡ i¡gu w�zªów równoodlegªyh: ui = i dla i = 0, . . . ,N(warunki interpolayjne, tj. warto±i funkji, s¡ okre±lone w w�zªah 3, . . . ,N − 3).8. Napisz ukªad równa«, którego rozwi¡zaniem jest wektor wspóªzynników (w bazieB-sklejanej) funkji sklejanej stopnia 2, przy zym w�zªami funkji sklejanej s¡lizby naturalne 0, 1, . . . ,N, a w�zªami interpolayjnymi s¡ lizby

2, 21
2
, 31

2
, . . . ,N − 21

2
,N − 2 (z wyj¡tkiem w�zªów skrajnyh odlegªo±i mi�dzykolejnymi w�zªami s¡ równe 1).9. Na podstawie wzoru Mans�elda-de Boora-Coxa wyprowad¹ wzór, umo»liwiaj¡yoblizenie warto±i wielomianu pk(x), opisuj¡ego funkj� sklejan¡

s(x) =
∑N−n−1

i=0 diN
n
i (x) w przedziale [uk, uk+1) (dla x ∈ [uk, uk+1) jest

pk(x) =
∑k

i=k−n diN
n
i (x)), za pomo¡ funkji B-sklejanyh stopnia n − 1. Stosuj¡ten wzór rekurenyjnie, mo»na oblizy¢ warto±¢ funkji s(x) na postawie danyhlizb x i dk−n, . . . , dk. Odpowiedni algorytm ma koszt O(n2) i jest numeryzniepoprawny. Zapisz ten algorytm w postai kodu w C.10. Na podstawie wzoru opisuj¡ego pohodn¡ funkji B-sklejanej wyprowad¹ wzóropisuj¡y pohodn¡ funkji sklejanej s(x) =

∑N−n−1

i=0 diN
n
i (x).
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Interpolaja trygonometryzna

Def. Wielomian trygonometryzny stopnia n jest to funkja o postai

w(t) = a0 +

n∑

k=1

ak oskt + bk sinkt. (*)Wielomiany trygonometryzne wyst�puj¡ w ró»nyh zastosowaniah, zwªaszzatakih, w któryh pojawiaj¡ si� funkje okresowe. Cz�sto powstaj¡ z obi�iaszeregów Fouriera, tj. szeregów opisanyh wzorem podobnym do wzoru (*),w którym zamiast n jest ∞.

Wzór (*) opisuje funkj� o okresie 2π. Aby otrzyma¢ funkj� o dowolnymokresie T , mo»na dokona¢ zamiany zmiennyh. B�dziemy mieli wtedy

f(x) = a0 +

n∑

k=1

ak oskt + bk sinkt,

gdzie t = 2π(x − x0)/T , dla dowolnie wybranego x0.

Trygonometryzne zadanie interpolayjne Lagrange'a polega na znalezieniuwielomianu trygonometryznego stopnia n, którego warto±i s¡ okre±lone w 2n + 1w�zªah interpolayjnyh, xj ∈ R, gdzie j = 0, . . . , 2n. Poniewa» wielomianytrygonometryzne s¡ funkjami okresowymi, jest ozywiste, »e warunkiemkonieznym, aby zadanie miaªo rozwi¡zanie dla dowolnyh zadanyh warto±ifunkji, jest (xj − xk)/T /∈ Z dla j 6= k. Jest to te» warunek dostatezny.

Dowód (a wªa±iwie szki). Wystarzy to udowodni¢ dla przypadku szzególnego

T = 2π. Dla w�zªów interpolayjnyh xj i warto±i funkji fj podanyh dla tyhw�zªów, okre±lamy lizby zj = eixj oraz hj = zn
j fj. Je±li w�zªy x0, . . . , x2n speªniaj¡rozwa»any warunek, to lizby zj s¡ parami ró»ne. Jak wiemy, zadanieinterpolayjne Lagrange'a, tj. wyznazenie wielomianu h(z) stopnia onajwy»ej 2n, takiego »e h(zj) = hj dla j = 0, . . . , 2n, ma rozwi¡zanie10. Mo»emy jeprzedstawi¢ w bazie pot�gowej w taki sposób: h(z) =

∑2n

k=0 ck−nzk.

Zespolona funkja wymierna

g(z)

def

=

n∑

k=−n

ckz
k

w w�zªah zj przyjmuje warto±i fj, i jest tylko jedna taka funkja o tej postai(bo lizby c−n, . . . , cn s¡ okre±lone jednoznaznie przez warunki interpolayjnenaªo»one na wielomian h).10Pod tym wzgl�dem zadanie interpolaji wielomianowej dla zespolonyh w�zªów i warto±i funkjinie ró»ni si� od przypadku rzezywistego.

9.2

Nieh ĝ(z)

def

= g(z). Dla ka»dego z ∈ C takiego »e |z| = 1, w tym dla ka»dego zj,jest z = 1
z

i st¡d

ĝ(z) = g(z) =

n∑

k=−n

ckz
k =

n∑

k=−n

ckz
−k =

n∑

k=−n

c−kz
k.

Poniewa» lizby fj s¡ rzezywiste, zahodz¡ równo±i ĝ(zj) = fj = g(zj) dlaka»dego j. Speªniaj¡a te warunki interpolayjne funkja ĝ(z) te» jest tylko jedna(tj. lizby c−n, . . . , cn s¡ jednoznaznie okre±lone przez te warunki), ale tooznaza, »e w zbiorze { z ∈ C : |z| = 1 } funkje g(z) i ĝ(z) s¡ identyzne, a st¡dwynika, »e c−k = ck dla k = −n, . . . , n.

Zatem, funkja w(t) = g(eit) = g(eit) ma dla ka»dego t ∈ R warto±¢ rzezywist¡i speªnia warunki w(xj) = fj dla j = 0, . . . , 2n. Bezpo±rednim rahunkiem mo»emysprawdzi¢, »e jest to wielomian trygonometryzny (*), o wspóªzynnikah

a0 = Re c0 (jest Im c0 = 0), oraz ak = 2Re ck i bk = −2 Im ck dla k > 0. 2

W praktyznyh zastosowaniah najz�±iej wybiera si� w�zªy x0, . . . , x2n, któredziel¡ przedziaª [x0, x0 + T) (o dªugo±i okresu T interpolowanej funkji) na z�±io jednakowyh dªugo±iah. Zamiast bezpo±rednio rozwi¡zywa¢ zadaniainterpolaji trygonometryznej, zwykle sprowadza si� problem do konstrukjizespolonego wielomianu algebraiznego, w sposób podobny do u»ytegow powy»szym dowodzie.

Dyskretna transformata Fouriera

Def. Dyskretn¡ transformat¡ Fouriera i¡gu zespolonego (ak)k∈Z o okresie n (tj.speªniaj¡ego warunek ak+n = ak dla ka»dego k ∈ Z) jest i¡g zespolony (bj)j∈Zokre±lony wzorem

bj =

n−1∑

k=0

ake
−2πijk/n.

Odwrotn¡ dyskretn¡ transformat¡ Fouriera i¡gu (ak)k∈Z nazywamy i¡g (cj)j∈Zokre±lony wzorem

cj =
1

n

n−1∑

k=0

ake
2πijk/n.

Ci¡gi (bj)j∈Z i (cj)j∈Z s¡ okresowe o okresie n. Oba przeksztaªenia zde�niowanewy»ej s¡ liniowe i ka»de z nih jest jest odwrotno±i¡ tego drugiego, o uzasadnianazw�. Mamy bowiem

dl =
1

n

n−1∑

j=0

(

n−1∑

k=0

ake
−2πijk/n

)

e2πilj/n =
1

n

n−1∑

k=0

ak

n−1∑

j=0

e2πi(l−k)j/n.
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Je±li k = l, to e2πi(l−k)j/n = e0 = 1, za± je±li k 6= l, to lizby e2πi(l−k)j/n s¡pierwiastkami zespolonymi z 1; ih suma dla j = {0, . . . , n − 1} jest równa 0. St¡dwynika, »e dl = al.

Interpolaja trygonometryzna i dyskretna transformata Fouriera wyst�pujew wielu problemah zwi¡zanyh z analiz¡, transmisj¡ i przetwarzaniem sygnaªów(np. akustyznyh lub obrazów), a tak»e w rozwi¡zywaniu równa« ró»nizkowyh.

Algorytm FFT

Mo»emy zauwa»y¢, »e i¡g (bj)j∈Z, który jest transformat¡ i¡gu (ak)k∈Z, skªadasi� z warto±i wielomianu stopnia n − 1 o wspóªzynnikah a0, . . . , an−1w punktah e−2πij/n, j = 0, . . . , n − 1. Dyskretn¡ transformat� Fouriera mo»nawyznazy¢ za pomo¡ shematu Hornera; wyznazenie peªnej transformatykosztowaªoby wtedy n2 − n mno»e« i dodawa« zespolonyh. Okazuje si�, »emo»na to zadanie rozwi¡za¢ kosztem Θ(n(p1 + · · · + pr)) dziaªa«, gdzie p1, . . . , prs¡ lizbami pierwszymi, takimi »e n = p1 · . . . · pr. Odkryia tego dokonaliw 1952 r. Cooley i Tukey.

Zauwa»my, »e i¡g okresowy (ak)k∈Z o okresie 1 jest i¡giem staªym i jest onidentyzny ze swoj¡ dyskretn¡ transformat¡ Fouriera. Dalej, przypu±¢my, »elizba n jest podzielna przez p > 1. Oznazmy wj = e−2πij/n. Wtedy wzórde�niuj¡y dyskretn¡ transformat� Fouriera mo»na przedstawi¢ w postai

bj =

n/p−1∑

k=0

apkw
pk
j + wj

n/p−1∑

k=0

apk+1w
pk
j + · · · + w

p−1
j

n/p−1∑

k=0

apk+p−1w
pk
j .

Podzielili±my tu i¡g p0, . . . , pn−1 na podi¡gi n/p-elementowe, wybieraj¡ doka»dego z nih o p-ty element. Mo»emy dalej zauwa»y¢, »e sumy mno»one przezkolejne pot�gi lizby wj s¡ wyra»eniami opisuj¡ymi transformaty tyhpodi¡gów, a dokªadniej ih obustronnie niesko«zonyh rozszerze« o okresie n/p.Oblizenie dyskretnej transformaty Fouriera dla i¡gu o okresie n mo»e by¢ zatemwykonane przez nast�puj¡y algorytm rekurenyjny:� Je±li n = 1, to przyjmij b0 = a0 (dla n = 1 przeksztaªeniu poddajemy i¡gstaªy, którego obrazem jest ten sam i¡g).� Je±li n jest lizb¡ pierwsz¡, to zastosuj wzór podany jako de�nijadyskretnej transformaty Fouriera i u»yj shematu Hornera.� Je±li n > 1 jest podzielne przez lizb� pierwsz¡ p < n, to podziel i¡g na
p podi¡gów (zgodnie z opisem wy»ej), obliz transformaty tyh podi¡gówi �sal� je, stosuj¡ wzór podany wy»ej i shemat Hornera.

9.4

Wzór opisuj¡y transformat� odwrotn¡ mo»e by¢ przeksztaªony podobnie;zamiast wj = (os 2πj

n
,− sin 2πj

n
) wyst�puje w nim lizba wj = (os 2πj

n
, sin 2πj

n
).Mo»emy zatem u»y¢ takiego samego algorytmu, zostawiaj¡ mno»enie wynikudziaªania proedury rekurenyjnej przez zynnik 1

n

na sam konie. Kosztalgorytmu w istotny sposób zale»y od mo»liwo±i rozªo»enia lizby n na zynniki.

Algorytm jest najbardziej efektywny, je±li lizba n jest pot�g¡ lizby 2 i z�stookre±lenie FFT (od angielskiego Fast Fourier Transform) dotyzy takiegowariantu algorytmu. Zbadamy go dokªadniej. Dla parzystej lizby n transformat�otrzymamy przez �salenie� transformat dwóh podi¡gów, zªo»onyh odpowiednioz elementów parzystyh i nieparzystyh i¡gu danego. Transformaty te oznazymysymbolami (pj)j∈Z i (qj)j∈Z. Przypomnijmy, »e transformaty te s¡ i¡gamiobustronnie niesko«zonymi, o okresie n/2, reprezentowanymi przez podi¡gi

p0, . . . , pn/2−1 i q0, . . . , qn/2−1. Mo»emy napisa¢
bj =

n/2−1∑

k=0

a2kw
2k
j + wj

n/2−1∑

k=0

a2k+1w
2k
j = pj + wjqj.

Podstawiaj¡ j + n/2 w miejse j, i bior¡ pod uwag�, »e wj+n/2 = e−2πi(j+n/2)/n =

e−2πij/ne−2πin/(2n) = −wj oraz w2k
j+n/2 = w2k

j , dostajemy

bj+n/2 =

n/2−1∑

k=0

a2kw
2k
j+n/2 + wj+n/2

n/2−1∑

k=0

a2k+1w
2k
j+n/2 = pj − wjqj.

Implementaja algorytmu FFT w postai proedury rekurenyjnej jestnast�puj¡a:void rFFT ( int n, omplex a[℄ ){ omplex *p, *q, u, w, t; int j;

if ( n > 1 ) {p = mallo ( n/2*sizeof(omplex) );q = &p[n/2℄;for ( j = 0; j < n/2; j++ ) {p[j℄ = a[2*j℄;q[j℄ = a[2*j+1℄;}rFFT ( n/2, p );rFFT ( n/2, q );u = 1;w = e−2πi/n;
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for ( j = 0; j < n/2; j++ ) {t = u*q[j℄;a[j℄ = p[j℄ + t;a[j+n/2℄ = p[j℄ - t;u = u*w;}free ( p );}} /*rFFT*/
Ogl¡daj¡ t� implementaj�, widzimy, »e ho¢ proedura umieszza transformat�w tej samej tabliy, w której s¡ poz¡tkowo dane lizby a0, . . . , an−1, potrzebujeona sporo pami�i dodatkowej (w rzezywisto±i potrzeba dodatkowyh tablio sumaryznej dªugo±i 2n). Mo»na jednak zaprojektowa¢ tak¡ implementaj�,która wszystkie oblizenia wykonuje �w miejsu�, tj. która opróz tabliy z danymi¡giem, który nale»y zast¡pi¢ przez jego transformat�, potrzebuje tylkoniewielkiej ustalonej lizby zmiennyh prostyh. Aby otrzyma¢ tak¡ proedur�,nierekurenyjn¡ i dodatkowo oszz�dzaj¡¡ pewne dziaªania, przyjrzymy si��przepªywowi danyh�, to znazy zbadamy, od któryh wspóªzynników zale»¡transformaty oblizane �po drodze�. Dla n = 8 �przepªyw danyh� jestprzedstawiony na rysunku (najlepiej go ogl¡da¢ od prawej do lewej strony).
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Kraw�dzie ª¡z¡ dane z wynikami, tj. ka»da lizba (z wyj¡tkiem danyh) jestoblizana na podstawie lizb znajduj¡yh si� w kolumnie na lewo od niej,poª¡zonyh z ni¡ kreskami. Widzimy, »e w ka»dym przypadku oblizenie polegana zast¡pieniu pary lizb przez inn¡ par�, oblizon¡ tylko na jej podstawie (i danapara lizb nie jest do nizego innego potrzebna). Je±li zatem ustawimy danewej±iowe w odpowiedniej kolejno±i, to mo»na aªe oblizenie wykona¢ bezpotrzeby rezerwowania dodatkowej tabliy.

9.6

Ostatnia transformata powstaje z transformat podi¡gów �parzystego�i �nieparzystego�. Ka»da z tyh dwóh transformat jest oblizana na podstawietransformat �parzystego� i �nieparzystego� podi¡gu odpowiedniego podi¡gu itd.;zatem ogólna reguªa porz¡dkowania danyh wej±iowyh polega na ustawieniu ihw kolejno±i odwróonyh bitów. Je±li indeks j danego wspóªzynnika ajprzedstawimy w ukªadzie dwójkowym, przy u»yiu l + 1 = (log2 n) + 1 yfrdwójkowyh (bitów), to indeks miejsa w tabliy, na którym ma si� on znale¹¢,otrzymamy wypisuj¡ te bity w odwrotnej kolejno±i. Proedura FFT, którarealizuje to oblizenie, ma posta¢void FFT ( int n, omplex a[℄ ){ omplex t, u, w;int i, j, k, l, m, p;

l = log2n; m = n/2;/* przestawianie danyh w tabliy */for ( i = 1, j = m; i < n-1; i++ ) {if ( i < j ) przestaw ( &a[i℄, &a[j℄ );k = m;while ( k <= j ) { j -= k; k /= 2; }j += k;} /* oblizanie transformaty */for ( k = 1; k <= l; k++ ) {m = 2k; p = m/2;u = 1; w = e−πi/p;for ( j = 0; j < p; j++ ) {i = j;do {t = a[i+p℄*u;a[i+p℄ = a[i℄-t; a[i℄ = a[i℄+t;i += m;} while ( i <= n );u *= w;}}} /*FFT*/
Algorytm ten opublikowali w 1965 r. Cooley, Lewis i Welh. Pierwsza p�tla,for ( i = ... ) ..., dokonuje przestawienia elementów w tabliy zgodnie
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z kolejno±i¡ odwróonyh bitów. Kolejne przebiegi drugiej p�tli,for ( k = ... ) ..., maj¡ na elu oblizenie n/2 transformat podi¡gówo okresie 2, n/4 transformat podi¡gów o okresie 4, itd. Lizba e−2πi/n (warto±¢zmiennej w) i jej pot�gi, zyli lizby wj (kolejne warto±i zmiennej u) s¡ oblizanetylko raz dla wszystkih transformat podi¡gów o tym samym okresie. W ka»dymprzebiegu p�tli for ( j = ... ) ... oblizane s¡ pary wspóªzynnikówo numerah j oraz j + p we wszystkih transformatah podi¡gów o okresie

m = 2p, poniewa» p�tla najbardziej wewn�trzna (do...while) przebiega przezwszystkie te transformaty.

Mo»na udowodni¢, »e algorytm FFT, tak»e w wersji ogólnej (dla dowolnego n),jest numeryznie stabilny, tj. istnieje staªa K (zale»na od n), taka »ewspóªzynniki �bj oblizone przy u»yiu arytmetyki zmiennopozyyjnej przybli»aj¡dokªadne wspóªzynniki bj dyskretnej transformaty Fouriera z bª�demspeªniaj¡ym nierówno±¢max

j
|�bj − bj| 6 Kνmax

j
|bj|,gdzie ν = 2−t. Dla lizby n b�d¡ej pot�g¡ 2 mo»na przyj¡¢

K =
(
√

2 log2 n + (log2 n − 1)(3 + 2ε)
)√

n,gdzie ε jest oszaowaniem bª�du bezwzgl�dnego oblizonyh kosinusów i sinusów,tj. z�±i rzezywistyh i urojonyh lizb wj.

Szybkie mno»enie wielomianów

Zajmiemy si� nast�puj¡ym zadaniem: dane s¡ wspóªzynniki a0, . . . , ani b0, . . . , bm wielomianów a(x) =
∑n

k=0 akx
k i b(x) =

∑m

k=0 bkx
k. Nale»y oblizy¢wspóªzynniki c0, . . . , cn+m wielomianu c(x) =

∑n+m

k=0 ckx
k = a(x)b(x). �Zwykªy�algorytm mno»enia wielomianów mo»na zrealizowa¢ za pomo¡ podprogramufor ( k = 0; k <= n+m; k++ ) [k℄ = 0;for ( i = 0; i <= n; i++ )for ( j = 0; j <= m; j++ ) [i+j℄ += a[i℄*b[j℄;

Operaj¡ dominuj¡¡ w tym algorytmie jest mno»enie wspóªzynników; operajityh nale»y wykona¢ (n + 1)(m + 1); je±li m ≈ n, to zªo»ono±¢ oblizeniowa marz¡d Θ(n2), ho¢ zarówno danyh, jak i wyników jest Θ(n).

Alternatywny sposób rozwi¡zywania tego zadania polega na wybraniu lizb
x0, . . . , xn+m, oblizeniu warto±i wielomianów a i b, oblizeniu warto±i
c(xj) = a(xj)b(xj) wielomianu c i znalezieniu jego wspóªzynników w bazie
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pot�gowej, przez rozwi¡zanie zadania interpolayjnego Lagrange'a. Mno»eniewielomianów � w postai mno»enia ih warto±i w wybranyh punktah �wymaga wykonania tylko n + m + 1 mno»e«. Trzeba tylko umie¢ szybko oblizy¢warto±i wielomianów a i b i szybko rozwi¡za¢ zadanie interpolayjne.

Do tego elu mo»emy u»y¢ algorytmu FFT; je±li przyjmiemy, »e xj = e−2πij/N,gdzie lizba N jest najmniejsz¡ aªkowit¡ pot�g¡ lizby 2 wi�ksz¡ ni» n + m, toi¡g warto±i wielomianu a w tyh punktah jest dyskretn¡ transformat¡ Fourierai¡gu wspóªzynników a0, . . . , an, 0, . . . , 0 o dªugo±i (a razej okresie) N. Maj¡warto±i wielomianu c w punktah xj, mo»emy oblizy¢ jego wspóªzynnikiw bazie pot�gowej, wyznazaj¡ odwrotn¡ dyskretn¡ transformat� Fouriera. Caªeto oblizenie jest wykonalne za pomo¡ Θ(N logN) = Θ((n + m) log(n + m))dziaªa« zmiennopozyyjnyh.
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Zadania i problemy

1. Udowodnij, wykonuj¡ odpowiedni rahunek, »e je±li c−k = ck dla k = −n, . . . , n,to dla ka»dego t ∈ R

n∑

k=−n

cke
it = a0 +

n∑

k=1

ak oskt + bk sinkt,

gdzie c0 = (a0, 0) oraz ck = 1
2
(ak,−bk) dla k = 1, . . . , n.2. Znajd¹ zªo»ono±¢ oblizeniow¡ algorytmu FFT dla i¡gu o dªugo±i n = pk, gdzie

p jest lizb¡ pierwsz¡, a k jest lizb¡ naturaln¡.Czy istnieje monotonizna funkja f(n), taka »e zªo»ono±¢ algorytmu FFT jestrówna Θ(f(n))? Odpowied¹ uzasadnij.3. Dwuwymiarowa dyskretna transformata Fouriera ukªadu lizb ajk ∈ C, gdzie

j, k ∈ Z, takiego »e istniej¡ lizby naturalne n, m, takie »e dla ka»dego j, k ∈ Zjest ajk = aj+n,k = aj,k+m, jest ukªadem lizb

bpq =

n∑

j=0

m∑

k=0

ajke
−2πijp/n−2πikq/m.

Znajd¹ wzór opisuj¡y dwuwymiarow¡ dyskretn¡ transformat� odwrotn¡.Podaj algorytm oblizania dwuwymiarowej dyskretnej transformaty Fouriera zapomo¡ algorytmu FFT (dla transformaty jednowymiarowej) i podaj zªo»ono±¢tego algorytmu w zale»no±i od lizb n i m.



10.1

Aproksymaja funkji

Nieh f oznaza funkj� okre±lon¡ w przedziale [a, b]. De�nija tej funkji mo»enie by¢ wygodnym algorytmem oblizania warto±i tej funkji (np. funkja f mo»eby¢ grani¡ niesko«zonego i¡gu), ewentualnie mo»emy mie¢ tylko �zarn¡skrzynk�� w postai podprogramu oblizaj¡ego warto±¢ funkji f, przy zymkoszt �si�gni�ia do tej skrzynki� mo»e by¢ bardzo du»y, je±li na przykªadoblizenie warto±i funkji f w punkie x polega na przeprowadzeniueksperymentu �zyznego z parametrem x i dokonaniu pomiaru.

Zadanie aproksymaji polega na znalezieniu w ustalonej przestrzeni liniowej V ,której elementy s¡ funkjami okre±lonymi na przedziale [a, b], funkji gprzybli»aj¡ej funkj� f (która w ogólno±i nie jest elementem przestrzeni V).Ozywi±ie, przestrze« V wybieramy tak, aby koszt oblizania warto±i nale»¡yhdo niej funkji byª maªy, bo w zamierzeniu b�dziemy wielokrotnie obliza¢warto±i funkji g, której hemy u»ywa¢ zamiast f w jakim± elu.

Aby funkja g mogªa skuteznie �udawa¢� funkj� f, musi by¢ skonstruowanaw opariu o dodatkow¡ wiedz� na temat wªasno±i funkji f i na tematzamierzonej jako±i aproksymaji. Je±li na przykªad funkja f ma i¡gª¡pohodn¡, to mo»emy hie¢, aby nie tylko warto±i funkji g byªy bliskie warto±ifunkji f, ale tak»e aby pohodna funkji g przybli»aªa pohodn¡ funkji f (samoprzybli»anie warto±i funkji f tego nie zapewnia). Przyjmiemy, »e funkja f jestelementem pewnej przestrzeni liniowej U, na przykªad przestrzeni funkjiklasy Ck[a, b] dla pewnego k. B�dziemy rozpatrywa¢ algorytmy dobierania funkjiz przestrzeni V ⊂ U. Algorytm b�dzie skutezny, je±li konkretna funkja f, którejprzybli»enie hemy znale¹¢, jest istotnie elementem przestrzeni U (uwaga: to jestnietrywialne, je±li funkj� f znamy tylko na podstawie pomiarów).

Bª¡d aproksymaji b�dziemy mierzy¢ za pomo¡ pewnej normy okre±lonejw przestrzeni U. Zwykle normy okre±la si� za pomo¡ aªek i bardzo z�sto bierzesi� normy Höldera; wtedy miar¡ bª�du przybli»enia funkji f przez g jestwyra»enie (dla ustalonego p > 1)

‖f − g‖p =

(∫b

a

|f(x) − g(x)|pdx

)1/p

.Dwa szzególnie wa»ne przypadki to p = 2 (mówimy wtedy o aproksymaji±redniokwadratowej) oraz przypadek granizny dla p → ∞, gdy bª¡d jestokre±lony wzorem

‖f − g‖∞ = max

x∈[a,b]
|f(x) − g(x)|.Ten przypadek nazywa si� aproksymaj¡ jednostajn¡.
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Gdyby±my byli zainteresowani tak»e przybli»aniem pohodnej funkji f, tomierzyliby±my bª¡d innymi sposobami, np. oblizaj¡ wyra»eniemax{‖f − g‖∞, c‖f ′ − g ′‖∞},z jako± wybran¡ zawzasu staª¡ c > 0.

Aproksymaja jednostajna

Z analizy znamy twierdzenie aproksymayjne Weierstrassa: Je±li funkja f jesti¡gªa na przedziale [a, b], to dla ka»dego ε > 0 istnieje wielomian pn pewnegostopnia n, taki »e ‖f − pn‖∞ 6 ε.

Twierdzenie Weierstrassa ma konstruktywny dowód (Bernstein, 1912 r.), alekonstrukja u»yta w tym dowodzie nie nadaje si� do praktyznego stosowania, bonawet dla �ªatwyh� funkji i niezbyt maªego ε wynikaj¡e z dowodu oszaowanielizby n mo»e by¢ rz�du wielu tysi�y, podzas gdy wystarzy n mniejsze ni» 10.Jedn¡ z przyzyn tak sªabyh wyników konstrukji jest to, »e poza i¡gªo±i¡o funkji f nizego si� nie zakªada.

Je±li funkja f jest klasy Cn+1[a, b], to zadanie aproksymaji mo»emy rozwi¡za¢przez skonstruowanie wielomianu interpolayjnego Lagrange'a lub Hermite'a.W tym elu wybieramy w�zªy interpolayjne xi ∈ [a, b] dla i = 0, . . . , n, oblizamywarto±i funkji f (i ewentualnie pohodnyh, je±li s¡ krotne w�zªy) i stosujemyalgorytm ró»ni dzielonyh. Dla tak skonstruowanego wielomianu hn(x), napodstawie wzoru opisuj¡ego reszt�, mamy

‖f − hn‖∞ = max

x∈[a,b]

|f(n+1)(ξ(x))|

(n + 1)!
|pn+1(x)|,

gdzie pn+1(x) = (x − x0) · . . . · (x − xn). Mamy zatem problem, jak dobra¢ w�zªy,aby opisany powy»szym wzorem bª¡d aproksymaji byª jak najmniejszy.

Wielomiany i w�zªy Czebyszewa

Mo»emy ustali¢ ε > 0, a nast�pnie stara¢ si� dobra¢ w�zªy interpolayjnew przedziale [a, b] w dowolny sposób zapewniaj¡y, »e bª¡d aproksymaji jestmniejszy ni» ε. Je±li si� to uda, to nie przejmujemy si� tym, »e inny wybórmógªby da¢ jeszze mniejszy bª¡d. Je±li maxx∈[a,b] |f
(n+1)(x)| 6 Mn+1, to

‖f − hn‖∞ 6
Mn+1

(n + 1)!
‖pn+1‖∞. (*)
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Mo»emy wybiera¢ w�zªy tak, aby zminimalizowa¢ zynnik ‖pn+1‖∞. Aby tozrobi¢, zbadamy tzw. wielomiany Czebyszewa, zde�niowane za pomo¡ wzorów

T0(u) = 1,

T1(u) = u,

Tk(u) = 2uTk−1(u) − Tk−2(u) dla k > 1.Jest jasne, »e funkja Tk(u) jest wielomianem stopnia k. Wzór rekurenyjny dla

k > 1 to tak zwana formuªa trójzªonowa, która umo»liwia m.in. numeryzneoblizanie warto±i tyh wielomianów i ih kombinaji liniowyh dla ustalonego u.Wielomiany Czebyszewa mo»na okre±li¢ tak»e innymi sposobami, z któryh namsi� przyda taki:

Tk(u) = os(k arosu) dla u ∈ [−1, 1].Sprawd¹my, »e to jest równowa»na de�nija: oznazmy u = os t. Wtedy

T0(u) = os 0 = 1 oraz T1(u) = os t = u, za± dla k > 1, podstawiaj¡ α = kti β = (k − 2)t do to»samo±i trygonometryznejosα + osβ = 2 os α + β

2

os α − β

2
,otrzymujemy równo±¢oskt = 2 os(k − 1)t os t − os(k − 2)t,zyli formuª� trójzªonow¡.

Na podstawie trygonometryznego wzoruokre±laj¡ego wielomiany Czebyszewamo»emy stwierdzi¢, »e k miejs zerowyhwielomianu Tk (zyli wszystkie) znajdujesi� w przedziale [−1, 1], mianowiie s¡nimi lizby

zj = os 2j + 1

2k
π dla j = 0, . . . , k − 1,a ponadto wielomian Tk w przedziale

[−1, 1] przyjmuje warto±i ekstremalne,na przemian +1 i −1, w punktah

yj = os j

k
π dla j = 0, . . . , k. −1 1

−1

1

u

T7(u)

Maj¡ ustalony przedziaª [a, b] oraz lizb� k > 0, mo»emy okre±li¢ wielomian
qk(x) =

(b − a)k

22k−1
Tk(u),
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gdzie u = 2(x − a)/(b − a) − 1, zyli x = b+a
2

+ b−a
2

u. Z formuªy trójzªonowejªatwo mo»na wywnioskowa¢, »e wielomian Tk(u) jest sum¡ wyra»enia 2k−1uki pewnego wielomianu stopnia mniejszego ni» k. Zatem wspóªzynnik w baziepot�gowej przy xk, zyli wspóªzynnik wiod¡y wielomianu qk(x) jest równy 1.Wielomian qk ma k miejs zerowyh w przedziale [a, b] i w k + 1 punktah tegoprzedziaªu, w tym w obu jego ko«ah, przyjmuje warto±i ekstremalne, równe

±(b − a)k/22k−1.

Udowodnimy, »e »aden wielomian stopnia k ze wspóªzynnikiem wiod¡ymrównym 1 nie mo»e mie¢ mniejszyh o do moduªu warto±i w aªym przedziale

[a, b]. Istotnie, gdyby taki wielomian, w(x), istniaª, to wielomian

r(x) = qk(x) − w(x) miaªby stopie« mniejszy ni» k, ale musiaªby mie¢ o najmniej

k miejs zerowyh w przedziale [a, b], bo wykres wielomianu w przeinaªbywykres wielomianu qk o najmniej raz mi�dzy ka»dymi jego s¡siednimi punktamiekstremalnymi (s¡siednie ekstrema maj¡ t� sam¡ warto±¢ bezwzgl�dn¡ i przeiwneznaki, a wielomian w ma mie¢ w przedziale [a, b] mniejsze warto±i bezwzgl�dne).Zatem, taki wielomian w nie istnieje. 2

Dla dowolnyh w�zªów interpolayjnyh wielomian pn+1 wyst�puj¡yw oszaowaniu bª�du ma wspóªzynnik wiod¡y równy 1. Mamy zatem narz�dziedo rozwi¡zywania zadania aproksymaji: aby przybli»y¢ funkj� klasy Cn+1w przedziale [a, b], wybieramy tzw. w�zªy Czebyszewa, okre±lone wzorem

xj =
b + a

2
+

b − a

2

os 2j + 1

2n + 2
π dla j = 0, . . . , n,i konstruujemy wielomian interpolayjny Lagrange'a hn stopnia n z tymi w�zªami.Wtedy otrzymamy pn+1 = qn+1 i

‖f − hn‖∞ 6
Mn+1

(n + 1)!

(b − a)n+1

22n+1
.Wyra»enie po prawej stronie tej nierówno±i mo»emy porówna¢ z przyj�tymprogiem ε, aby sprawdzi¢, zy bª¡d jest dostateznie maªy. Je±li nie, ale funkja fma i¡gªe pohodne wy»szyh rz�dów (i umiemy znale¹¢ ih oszaowania), tomo»emy spróbowa¢ szz�±ia z wielomianem interpolayjnym wy»szego stopnia.

Alternans i algorytm Remeza

Teraz zajmiemy si� nast�puj¡ym problemem: dla ustalonej funkji rzezywistej fnale»y dobra¢ taki wielomian g⋆ stopnia o najwy»ej n, aby bª¡d aproksymajiw normie maksimum w przedziale [a, b] byª najmniejszy. Nieo uogólniaj¡zadanie, rozwa»ymy problem aproksymaji przez okre±lone w przedziale [a, b]funkje, które s¡ elementami ustalonej przestrzeni V o wymiarze k; zatem, maj¡



10.5

tak¡ przestrze«, hemy w niej znale¹¢ element najlepiej przybli»aj¡y dan¡funkj� f, o której zaªo»ymy, »e jest i¡gªa.

Def. Przestrze« liniowa V o wymiarze k, której elementami s¡ rzezywiste funkjei¡gªe okre±lone w przedziale [a, b], speªnia warunek Haara (albo: ma wªasno±¢Haara), je±li z faktu, »e funkja g ∈ V ma k ró»nyh miejs zerowyhw przedziale [a, b] wynika, »e jest to funkja zerowa.

Wªasno±¢ Haara, dla dowolnie wybranego przedziaªu [a, b], ma zatem przestrze«liniowa R[x]n, której elementy s¡ wielomianami stopnia o najwy»ej n, ale nietylko: we¹my przestrze« wielomianów trygonometryznyh stopnia o najwy»ej ni ustalmy dowolny przedziaª [a, b] krótszy ni» 2π (tj. krótszy ni» okres wszystkihtyh funkji). Przestrze« ta ma wymiar 2n + 1, i jak wiemy, zadanie interpolajiLagrange'a dla 2n + 1 dowolnie wybranyh w przedziale [a, b] (parami ró»nyh)w�zªów ma w tej przestrzeni jednoznazne rozwi¡zanie (zobaz rozdziaª 9 tyhnotatek). Je±li wi� pewien wielomian trygonometryzny stopnia n ma 2n + 1miejs zerowyh w przedziale [a, b], to jest on funkj¡ zerow¡. Natomiast nie maj¡wªasno±i Haara przestrzenie, któryh elementami s¡ funkje sklejane: istniej¡niezerowe funkje sklejane, które maj¡ niesko«zenie wiele miejs zerowyh.

Twierdzenie Czebyszewa o alternansie: Je±li przestrze« V o wymiarze k speªniawarunek Haara, to dla dowolnej funkji i¡gªej f zadanie aproksymajijednostajnej ma w przestrzeni V jednoznazne rozwi¡zanie, g⋆. Funkja

f − g⋆, opisuj¡a bª¡d aproksymaji, ma w przedziale [a, b] o najmniej k + 1punktów, w któryh przyjmuje maksymaln¡ warto±¢ bezwzgl�dn¡, przy zymznaki warto±i funkji f − g⋆ w kolejnyh punktah z tego zbioru s¡ przeiwne.

Dowód twierdzenia Czebyszewa, który pominiemy, jest podobny doprzeprowadzonego wze±niej dowodu stwierdzenia, »e wielomian qk manajmniejsz¡ norm� ‖ · ‖∞ dla przedziaªu [a, b] w±ród wszystkih wielomianówstopnia k o wspóªzynniku wiod¡ym 1 (i jest to jedyny taki wielomian).

Zbiór punktów, w któryh funkja f − g⋆ przyjmuje na przemian minimaln¡i maksymaln¡ warto±¢ (wszystkie o tej samej warto±i bezwzgl�dnej ‖f − g⋆‖∞)nazywany jest alternansem. Rozwi¡zanie zadania aproksymaji polega naznalezieniu takiego wielomianu g⋆ stopnia o najwy»ej n, aby funkja f − g⋆przyjmowaªa w n + 2 punktah przedziaªu [a, b] warto±i ekstremalneo zmieniaj¡yh si� znakah. Je±li funkja f jest wypukªa albo wkl�sªai poszukujemy optymalnego wielomianu stopnia 1, to alternans skªada si� z trzehpunktów, z któryh dwa s¡ ko«ami przedziaªu [a, b], dzi�ki zemu zadanie jestªatwe.
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Je±li poszukujemy optymalnego wielomianu wy»szego stopnia, to mo»emy u»y¢opisanego ni»ej algorytmu Remeza, w którym konstruuje si� pewien i¡gwielomianów (g(j))j∈N stopnia n, zbie»ny do poszukiwanego wielomianu g⋆.

Za g(0) mo»na przyj¡¢ wielomian interpolayjny Lagrange'a z n + 1 w�zªamiCzebyszewa w przedziale [a, b]. Istotne jest, aby funkja f − g(0) miaªaw przedziale [a, b] o najmniej n + 2 lokalne minima i maksima, rozmieszzone naprzemian (warto±i bezwzgl�dne tyh ekstremów mog¡ by¢ ró»ne), i taki wybórfunkji g(0) to zapewnia: funkja g(0) ma minimum lub maksimum mi�dzyka»dymi dwoma w�zªami interpolayjnymi, a tak»e przed pierwszym i za ostatnimw�zªem, a je±li znaki kolejnyh ekstremów s¡ takie same (o o jest bardzo trudno),to zamiast jednego z nih mo»na przyj¡¢ w�zeª.

Na podstawie wielomianu g(j−1) nale»y skonstruowa¢ g(j). W tym elu trzebaznale¹¢ wszystkie ekstrema funkji f − g(j−1) w przedziale [a, b]. To mo»e by¢bardzo trudnym zadaniem oblizeniowym. Maj¡ pewne informaje o funkji f,mo»emy ustali¢ g�sto±¢, z jak¡ wystarzy stabliowa¢ t� funkj� i wielomian g(j−1)w przedziale [a, b], aby nie �zgubi¢� »adnego ekstremum (to mo»e by¢ np. 100,

1000, lub nawet wi�ej punktów), potem trzeba zastosowa¢ jak¡± metod�numeryzn¡ znajdowania punktów ekstremalnyh z du»¡ dokªadno±i¡11.Nast�pnie tworzymy j-te przybli»enie alternansu: wybieramy n + 2 punktyw przedziale [a, b], w któryh funkja f − g(j−1) przyjmuje warto±i ekstremalne,przy zym je±li lokalnyh ekstremów jest wi�ej ni» n + 2, to trzeba wybra¢punkty, w któryh ekstrema maj¡ najwi�ksze warto±i bezwzgl�dne,z zahowaniem warunku zmieniaj¡yh si� znaków. Oznazmy wybrane punktysymbolami y
(j)

0 , . . . , y
(j)

n+1 (lub lepiej w skróie y0, . . . , yn+1). Zaªo»ymy, »e s¡ oneuporz¡dkowane monotoniznie.

Wielomian g(j) ma speªnia¢ nast�puj¡y warunek: dla i = 0, . . . , n + 1 ma by¢

f(yi) − g(j)(yi) = (−1)i rj, gdzie rj jest niewiadom¡ lizb¡. Zatem, zahodzirówno±¢ f(x) − g(j)(x) = rjh
(j)(x) dla pewnej funkji h(j), takiej »e h(j)(yi) = (−1)idla i = 0, . . . , n + 1. Oblizaj¡ ró»ni� dzielon¡ rz�du n + 1, otrzymamy

f[y0, . . . , yn+1] = rjh
(j)[y0, . . . , yn+1],bo ró»nia dzielona rz�du n + 1 wielomianu g(j) stopnia n jest zerem. Ale st¡dmo»emy oblizy¢

rj =
f[y0, . . . , yn+1]

h(j)[y0, . . . , yn+1]
,a nast�pnie u»y¢ rj do oblizenia warto±i wielomianu g(j) w punktah yi i znale¹¢11Metody znajdowania ekstremów, nieobene w tym wykªadzie, maj¡ zwi¡zek z metodamirozwi¡zywania równa« nieliniowyh.
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ten wielomian przez rozwi¡zanie zadania interpolayjnego Lagrange'a (mamy tuo 1 w�zeª i warunek interpolayjny za du»o, ale to nie szkodzi).

Ci¡g wielomianów g(j) zwykle do±¢ szybko zbiega do wielomianu g⋆, któryprzybli»a funkj� f z najmniejszym bª�dem w przestrzeni R[x]n, przy zym i¡glizb |rj| zbiega do normy bª�du, tj. maksymalnej warto±i bezwzgl�dnej ró»niy

f(x) − g⋆(x) w przedziale [a, b]. Jak wida¢ z opisu (który jest dosy¢ uproszzony),to jest kosztowny algorytm, którego stosowanie opªaa si�, je±li warto±iwielomianu g⋆ maj¡ by¢ oblizane bardzo wiele razy. Najz�±iej poprzestaje si�na wielomianah nieoptymalnyh, np. wielomianah interpolayjnyh z w�zªamiCzebyszewa, które zwykle daj¡ niewiele wi�kszy bª¡d aproksymaji, a s¡nieporównanie ªatwiejsze do znalezienia. Je±li bª¡d aproksymaji przez takiwielomian jest zbyt du»y, rozwi¡zaniem problemu mo»e by¢ przyj�ie wi�kszegostopnia. Inna mo»liwo±¢, to konstrukja aproksymayjnej funkji sklejanej.

Aproksymaja jednostajna przez funkje sklejane

Zauwa»my, »e gdyby funkja f miaªa by¢ przybli»ana w przedziale dwukrotniekrótszym (np. w poªowie przedziaªu [a, b]), w którym przyj�liby±my w�zªyinterpolayjne rozmieszzone w dwukrotnie mniejszyh odst�pah, to zynnik

‖pn+1‖∞ we wzorze (*) dla tego krótszego przedziaªu byªby 2n+1 razy mniejszy.Zatem skróenie przedziaªu [a, b] jest radykalnym sposobem zmniejszenia bª�duaproksymaji jednostajnej i zasami jest to jedyny skutezny sposób. Maj¡ dªugiprzedziaª, mo»emy podzieli¢ go na krótsze podprzedziaªy i aproksymowa¢funkj� f w ka»dym z nih innym wielomianem niskiego stopnia. Odpowiedniodobrana reprezentaja aproksymayjnej funkji sklejanej mo»e zapewni¢ dobrewªasno±i analityzne w danym zastosowaniu, tj. i¡gªo±¢ pohodnyhdostateznie wysokiego rz�du.

Znanyh jest wiele twierdze« na temat aproksymaji funkjami sklejanymiró»nyh stopni. Bez dowodu, który jest dosy¢ »mudny (ho¢ pouzaj¡y), podamjedno z tyh twierdze«.

Twierdzenie. Nieh f ∈ C2[a, b] i nieh s oznaza kubizn¡ funkj� sklejan¡klasy C2[a, b] z w�zªami u0 = a < u1 < · · · < uN = b, tak¡ »e s(ui) = f(ui) dla
i = 0, . . . , n. Nieh M2 oznaza staª¡ tak¡ »e |f ′′(x)| 6 M2 dla ka»dego
x ∈ [a, b], oraz |s ′′(a)| 6 3M2 i |s ′′(b)| 6 3M2. Wtedy dla ka»dego x ∈ [a, b]zahodz¡ nierówno±i

|f(x) − s(x)| 6
1

2
M2h

2, |f ′(x) − s ′(x)| 6 2M2h,gdzie h = maxi(ui+1 − ui).
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Twierdzenie to stosuje si� m.in. do naturalnyh kubiznyh funkji sklejanyh (dlaktóryh s ′′(a) = s ′′(b) = 0), ale nie tylko. Wynika z niego, »e do osi¡gni�iadowolnie maªego bª�du wystarzy wybranie dostateznie g�stego i¡gu w�zªóww przedziale [a, b], a ponadto mo»na w ten sposób równie» dowolnie zmniejszy¢bª¡d aproksymaji pohodnej funkji f.

Aproksymaja ±redniokwadratowa

Nieh ρ oznaza funkj� okre±lon¡ w przedziale A (który mo»e by¢ otwarty lubdomkni�ty, ogranizony lub nieogranizony). Zakªadamy, »e funkja ρ jestnieujemna, zbiór jej miejs zerowyh w A jest miary zero (np. pusty) i aªkaz funkji ρ w zbiorze A jest sko«zona. Funkj� ρ nazywamy funkj¡ wagow¡ albowag¡. Dla takiej funkji wzór
〈f, g〉ρ =

∫

A

f(x)g(x)ρ(x)dxokre±la ilozyn skalarny, a funkjonaª
‖f‖ρ =

√

〈f, f〉ρ =

√∫

A

f(x)2ρ(x)dxjest norm¡. Zadanie aproksymaji ±redniokwadratowej z�sto jest uogólnianew ten sposób, »e dla danej funkji f nale»y znale¹¢ w ustalonej przestrzeni V(której wymiar jest sko«zony) funkj� g, tak¡ »e wyra»enie ‖f − g‖ρ jestnajmniejsze.
Rozwi¡zaniem zadania jest wektor (funkja) g⋆, która jest rzutem prostopadªymwektora (funkji) f na przestrze« V ; zadanie aproksymaji ±redniokwadratowejjest w istoie uogólnieniem liniowego zadania najmniejszyh kwadratów. Maj¡baz� p0, . . . , pn przestrzeni V , wystarzy znale¹¢ wspóªzynniki x0, . . . , xnwektora g⋆ =

∑n

j=0 xjpj w tej bazie. Wektor f − g⋆ jest prostopadªy do wszystkihelementów bazy przestrzeni V . Na podstawie tego warunku mo»emy wyprowadzi¢ukªad równa« normalnyh

n∑

j=0

〈pi, pj〉ρxj = 〈pi, f〉ρ, dla i = 0, . . . , n.

Maierz A = [〈pi, pj〉ρ]i,j tego ukªadu równa« jest symetryzna i dodatniookre±lona.
Wielomiany ortogonalne

Zadanie aproksymaji ±redniokwadratowej jest znaznie ªatwiejsze do rozwi¡zania,je±li dysponujemy baz¡ ortogonaln¡ przestrzeni V , tj. ukªadem wektorów
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(funkji) p0, . . . , pn, takih »e lin{p0, . . . , pn} = V oraz 〈pi, pj〉ρ = 0 dla i 6= j. Dlatakiej bazy maierz ukªadu równa« normalnyh jest diagonalna. Maj¡ dowoln¡baz� przestrzeni V , mo»emy znale¹¢ baz� ortogonaln¡ za pomo¡ ortogonalizajiGrama-Shmidta. Je±li V = R[x]n, tj. elementami przestrzeni V s¡ wszystkiewielomiany stopnia o najwy»ej n, to za pomo¡ ortogonalizaji bazy pot�gowejmo»emy znale¹¢ baz� ortogonaln¡ p0, . . . , pn, w której dla ka»dego k stopie«wielomianu pk jest równy k. Baz� tak¡ mo»emy równie» znale¹¢ za pomo¡odpowiedniej formuªy trójzªonowej; wze±niej otrzymali±my tym sposobemwielomiany Czebyszewa.

Twierdzenie. Dla ustalonego przedziaªu A ⊂ R i funkji wagowej ρ wielomiany

pk, tworz¡e ukªad ortogonalny dla k = 0, 1, . . . i takie, »e dla ka»dego kstopie« wielomianu pk jest równy k, wyra»aj¡ si� wzorem

pk(x) = (αkx + βk)pk−1(x) + γkpk−2(x) dla k = 1, 2, . . . ,gdzie αk 6= 0 (mo»na wybra¢ dowolnie), oraz

βk = −
αk〈xpk−1, pk−1〉ρ

‖pk−1‖2
ρ

, γk = −
αk〈xpk−1, pk−2〉ρ

‖pk−2‖2
ρ

,

przy zym p−1(x)

def

= 0, p0(x)

def

= a0 6= 0.

Dowód. Dla ka»dego k stopie« wielomianu pk jest równy k, zatem jegowspóªzynnik wiod¡y ak 6= 0. Nieh αk = ak/ak−1. Nieh wk = pk − αkxpk−1.Wielomian wk jest stopnia mniejszego ni» k. Dla ilozynu skalarnego okre±lonegoza pomo¡ aªki z wag¡ zahodzi równo±¢ 〈xf, g〉ρ = 〈f, xg〉ρ, zatem dla j < k − 2

〈wk, pj〉ρ = 〈pk − αkxpk−1, pj〉ρ = 〈pk, pj〉ρ − αk〈pk−1, xpj〉ρ = 0.Wyra»aj¡ wielomian wk w bazie p0, . . . , pk−1, otrzymamy

〈wk, pj〉ρ = 〈
k−1∑

i=0

bkipi, pj〉ρ =

k−1∑

i=0

bki〈pi, pj〉ρ = bkj〈pj, pj〉ρ.

St¡d bkj = 0 dla j < k − 2, a zatem mamy

pk = αkxpk−1 + βkpk−1 + γkpk−2,dla βk = bk,k−1, γk = bk,k−2. Mo»emy oblizy¢

0 = 〈pk, pk−1〉ρ = αk〈xpk−1, pk−1〉ρ + βk〈pk−1, pk−1〉ρ + γk 〈pk−2, pk−1〉ρ︸ ︷︷ ︸
=0

,

0 = 〈pk, pk−2〉ρ = αk〈xpk−1, pk−2〉ρ + βk 〈pk−1, pk−2〉ρ︸ ︷︷ ︸
=0

+γk〈pk−2, pk−2〉ρ

sk¡d otrzymujemy podane wyra»enia na βk i γk. 2
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Ozywi±ie, mo»na wybra¢ lizby a0 i αk tak, aby dosta¢ baz� ortonormaln¡, alenie zawsze si� tak robi. Wa»n¡ wªasno±i¡ wielomianów ortogonalnyh (dowód jestprostym ¢wizeniem) jest to, »e wszystkie ih miejsa zerowe s¡ rzezywiste,jednokrotne i poªo»one wewn¡trz przedziaªu A.

Wielomiany ortogonalne s¡ znane dla wielu ró»nyh przedziaªów i wag; najwi�kszeznazenie praktyzne maj¡

• wielomiany Legendre'a: ρ(x) = 1, A = (−1, 1),
• wielomiany Czebyszewa: ρ(x) = (1 − x2)−1/2, A = (−1, 1),
• wielomiany Hermite'a12: ρ(x) = e−x2 , A = R,
• wielomiany Laguerre'a: ρ(x) = e−x, A = (0,+∞).

Tak wi� je±li mamy baz� przestrzeni R[x]n ortogonaln¡ w sensie ilozynuskalarnego 〈·, ·〉ρ, to zadanie znalezienia wielomianu g⋆

n stopnia o najwy»ej n,najlepiej przybli»aj¡ego funkj� f, sprowadza si� do oblizenia wspóªzynnikówwielomianu g⋆

n w tej bazie:
xi =

〈f, pi〉ρ
‖pi‖2

ρ

.

Mamy przy tym, na podstawie twierdzenia Pitagorasa, wyra»enie opisuj¡e bª¡d:

‖f − g⋆

n‖2
ρ = ‖f‖2

ρ −

n∑

i=0

x2
i‖pi‖2

ρ,

dzi�ki zemu, je±li bª¡d jest za du»y, mo»emy zwi�ksza¢ n, oblizaj¡ tylko kolejnewspóªzynniki xi (ale uwaga: s¡ takie funkje f, dla któryh bª¡d nie maleje dozera, gdy n → ∞ � trzeba uwa»a¢). Podstaw¡ rozwi¡zywania zada« aproksymaji±redniokwadratowej jest oblizanie aªek, o mo»na robi¢ analityznie (je±liumiemy, a nie zawsze tak jest) lub numeryznie. Numeryznym aªkowaniemzajmiemy si� wkróte.

12Nie nale»y miesza¢ wielomianów ortogonalnyh Hermite'a z zadaniem interpolayjnymHermite'a.
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Zadania i problemy

1. Algorytm Clenshawa. Nieh h(x) =
∑n

i=0 aiTi(x). Dla n > 1 mo»emy oblizy¢

h(x) = anTn(x) + an−1Tn−1(x) + an−2Tn−1(x) + · · · =

an(2xTn−1(x) − Tn−2(x)) + an−1Tn−1(x) + an−2Tn−1(x) + · · · =

(2xan + an−1)Tn−1(x) + (an−2 − an)Tn−2(x) + · · · =�an−1Tn−1(x) + �an−2Tn−2(x) + · · · .Wykonuj¡ ten rahunek rekurenyjnie, mo»emy otrzyma¢ lizby â1 i â0, takie »e

h(x) = â1T1(x) + â0T0(x) = â1x + â0. Napisz proedur� oblizaj¡¡ h(x), opart¡na tym pomy±le.2. Znajd¹ najmniejsze n, takie »e wielomian interpolayjny hn stopnia n z w�zªamiCzebyszewa w przedziale [0, π/2] przybli»a jednostajnie funkj� f(x) = sin x w tymprzedziale z bª�dem nie wi�kszym ni» 10−4.Co mo»na powiedzie¢ o bª�dzie wzgl�dnym aproksymaji w tym przypadku?Wskazówka: w oszaowaniah wygodnie jest korzysta¢ z nierówno±i π2 < 10.3. Znajd¹ wielomian stopnia o najwy»ej 1, który przybli»a jednostajnie funkj�

f(x) = ex w przedziale [0, 1] z najmniejszym mo»liwym bª�dem.4. Znajd¹ wielomiany stopnia 0, 1 i 2, b�d¡e rozwi¡zaniami aproksymaji±redniokwadratowej dla funkji f(x) = ex w przedziale [0, 1] z wag¡ ρ(x) = 1.W rahunkah u»yj bazy pot�gowej.5. Udowodnij, »e wielomiany Czebyszewa stanowi¡ ukªad ortogonalny dla ilozynuskalarnego okre±lonego za pomo¡ aªki w przedziale (−1, 1) z wag¡ (1 − x2)−1/2.6. Znajd¹ wielomiany ortogonalne Legendre'a stopnia 0, 1, 2 i 3, za pomo¡ortogonalizaji bazy pot�gowej.7. Udowodnij, »e je±li pk jest wielomianem k-tego stopnia, nale»¡ym do rodzinyortogonalnej w sensie ilozynu skalarnego okre±lonego za pomo¡ aªki w spójnymprzedziale A z funkj¡ wagow¡ ρ, to wszystkie jego miejsa zerowe s¡ rzezywiste,jednokrotne i le»¡ wewn¡trz przedziaªu A.Wskazówka: przy zaªo»eniu, »e lizba j punktów w przedziale A, w otozeniuktóryh wielomian pk zmienia znak jest mniejsza ni» k, okre±l wielomian stopnia j,którego to s¡ miejsa zerowe, i zbadaj ilozyn skalarny tego wielomianu i pk.
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Numeryzne oblizanie aªek

Def. Nieh f oznaza pewn¡ funkj� okre±lon¡ w przedziale [a, b]. Kwadratura jestto kombinaja liniowa warto±i funkji f w pewnyh punktah xi ∈ [a, b], zwanyhw�zªami kwadratury:

Q(f) =

n−1∑

i=0

Aif(xi).Lizby Ai s¡ nazywane wspóªzynnikami kwadratury.Ogólniejsza de�nija okre±la kwadratur� jako kombinaj� liniow¡ warto±ifunkji f i jej pohodnyh w w�zªah kwadratury.

Kwadratura jest zatem funkjonaªem liniowym na przestrzeni funkji okre±lonyhw przedziale [a, b], podobnie jak aªka oznazona13:

I(f) =

∫b

a

f(x)ρ(x)dx.W odró»nieniu od aªki, mog¡ obliza¢ warto±i funkji f w dowolnyh punktahprzedziaªu [a, b], mo»na oblizy¢ warto±¢ kwadratury za pomo¡ sko«zenie wieludziaªa« arytmetyznyh. Numeryzne oblizanie aªek polega na oblizaniukwadratur. Wa»ne jest zapewnienie dostateznej dokªadno±i, tj. dostatezniemaªego bª�du aproksymaji aªki przez kwadratur�. Temu elowi sªu»y wybórw�zªów i wspóªzynników kwadratury. Jak zwykle, skutezno±¢ wyboru zale»y odwªasno±i funkji, które mamy zamiar aªkowa¢.

Kwadratury interpolayjne

Kwadratura interpolayjna jest aªk¡ z wielomianu interpolayjnego Lagrange'alub Hermite'a funkji f z w�zªami w przedziale [a, b]. Je±li jest to wielomianinterpolayjny Lagrange'a (tj. w�zªy s¡ jednokrotne, oblizamy w nih tylkowarto±i funkji f), to kwadratura ma wspóªzynniki

Ai =

∫b

a

∏

j∈{0,...,n−1}\{i}

x − xj

xi − xj

ρ(x)dx.

W±ród kwadratur interpolayjnyh wyró»niamy kwadratury Newtona-Cotesa,któryh w�zªy dziel¡ przedziaª [a, b] na z�±i o równyh dªugo±iah (kwadraturyte okre±la si� z wag¡ ρ(x) = 1), kwadratury Gaussa, któryh w�zªy s¡ miejsami13Oblizaj¡ aªk�, w pewnyh przypadkah wygodnie jest wyró»ni¢ pewien zynnik w funkjipodaªkowej, ρ(x), i traktowa¢ go jako wag�, ho¢ zwykle przyjmuje si� wag� ρ(x) = 1. Funkjewagowe, które nie s¡ staªe, przydaj¡ si� zwªaszza podzas oblizania aªek w przedzialenieogranizonym lub aªek z funkji nieogranizonyh. Zakªadamy, »e funkja ρ speªnia warunkipodane w wykªadzie o aproksymaji, i w szzególno±i jest nieujemna.
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zerowymi wielomianów ortogonalnyh, a tak»e inne kwadratury, dobieranespejalnie do zastosowa«.

Bª¡d kwadratury jest to ozywi±ie ró»nia I(f) − Q(f), która zale»y od funkji f.Bª¡d kwadratury interpolayjnej opartej na n w�zªah mo»na oszaowa¢,oblizaj¡ aªk� z wyra»enia opisuj¡ego reszt� interpolaji:
|I(f) − Q(f)| 6

Mn

n!

∫b

a

|pn(x)|ρ(x)dx,ale to oszaowanie jest poprawne, je±li funkja f jest klasy Cn[a, b], i mo»emy gou»y¢ bezpo±rednio, je±li umiemy znale¹¢ staª¡ Mn, tak¡ »e ‖f(n)‖∞ 6 Mn.

Def. Rz¡d kwadratury jest to lizba r, taka »e kwadratura ma t� sam¡ warto±¢ oaªka dla ka»dego wielomianu stopnia mniejszego ni» r oraz inn¡ warto±¢ ni» aªkadla pewnego wielomianu stopnia r.

Z de�niji kwadratury interpolayjnej natyhmiast wynika, »e jej rz¡d jest niemniejszy ni» lizba w�zªów. Rz¡d »adnej kwadratury opartej na n w�zªah niemo»e by¢ wi�kszy ni» 2n, poniewa» je±li pn jest wielomianem stopnia n, któregomiejsami zerowymi s¡ wszystkie w�zªy, to mamy Q(p2
n) = 0 oraz I(p2

n) > 0.

Mo»emy wybra¢ pewien i¡g kwadratur Q1,Q2, . . ., np. kwadraturNewtona-Cotesa oraz wy»szyh rz�dów, i zbada¢ zbie»no±¢ i¡gu lizb

Q1(f),Q2(f), . . . dla funkji f speªniaj¡ej okre±lone warunki (np. funkji i¡gªej).Chiaªoby si�, aby ten i¡g miaª grani�, równ¡ I(f); je±li j¡ ma, to istotna jestszybko±¢ zbie»no±i do tej graniy. Korzystaj¡ z twierdzenia Weierstrassa, mo»naudwodni¢
Twierdzenie. Ci¡g Q1(f),Q2(f), . . . jest zbie»ny do graniy I(f) dla dowolnejfunkji i¡gªej f wtedy i tylko wtedy, gdy jest zbie»ny dla ka»dego wielomianui istnieje staªa K, taka »e suma warto±i bezwzgl�dnyh wspóªzyników ka»dejkwadratury w rozpatrywanym i¡gu jest mniejsza ni» K.

Pierwszy warunek podany w twierdzeniu jest speªniony przez ka»dy i¡gkwadratur interpolayjnyh oraz wy»szyh rz�dów, natomiast aby speªni¢ drugiwarunek, wystarzy zapewni¢, »e wspóªzynniki ka»dej kwadratury s¡ nieujemne.Niestety, i¡g kwadratur Newtona-Cotesa tego warunku nie speªnia, o wi�ej,sumy warto±i bezwzgl�dnyh wspóªzynników tyh kwadratur rosn¡nieogranizenie. Praktyznie u»ytezne kwadratury Newtona-Cotesa maj¡ tylkokilka (mniej ni» 8) w�zªów. Zbadamy dwie najprostsze z nih.
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Kwadratura trapezów oparta jest na dwóh w�zªah, b�d¡yh ko«amiprzedziaªu [a, b]:

T(f) =
b − a

2

(

f(a) + f(b)
)

.�atwo jest sprawdzi¢, »e rz¡d tej kwadratury jest równy 2. Je±li funkja f jestklasy C2[a, b], to p2(x) = (x − a)(x − b) i mamy oszaowanie bª�du

|I(f) − T(f)| 6
M2

2

∫b

a

|p2(x)|dx =
M2

12
(b − a)3,

ze staª¡ M2, tak¡ »e |f ′′(x)| 6 M2 dla ka»dego x ∈ [a, b].

Kwadratura Simpsona oparta jest na trzeh w�zªah: ko«ah i ±rodkuprzedziaªu [a, b]; oznazymy c = (a + b)/2:

S(f) =
b − a

6

(

f(a) + 4f(c) + f(b)
)

.Okazuje si�, »e rz¡d kwadratury Simpsona jest równy 4. Jest tak dlatego, »e tojest kwadratura interpolayjna, której ±rodkowy w�zeª jest dwukrotny, alewspóªzynnik, przez który nale»aªoby pomno»y¢ f ′(c), jest równy 0. Bª¡dkwadratury Simpsona mo»emy oszaowa¢ na dwa sposoby:

|I(f) − S(f)| 6
M3

6

∫b

a

|(x − a)(x − c)(x − b)|dx =
M3

192
(b − a)4,

|I(f) − S(f)| 6
M4

24

∫b

a

|(x − a)(x − c)2(x − b)|dx =
M4

2880
(b − a)5,

gdzie M3 i M4 to oszaowania warto±i bezwzgl�dnyh pohodnyh trzeiegoi zwartego rz�du funkji f w przedziale [a, b]. Ozywi±ie, ka»dego z tyhoszaowa« mo»emy u»ywa¢ pod warunkiem, »e odpowiednia pohodna funkji fjest i¡gªa.
Zamiana zmiennyh

Je±li f(u) = g(x) dla x = su + t, gdzie s > 0 i t s¡ ustalonymi lizbami, oraz
c = sa + t, d = sb + t, to

∫b

a

f(u)ρ(u)du =
1

s

∫d

c

g(x)ρ((x − t)/s)dx, oraz

Q1(f) =

n−1∑

i=0

Aif(ui) =
1

s

n−1∑

i=0

sAig(sui + t) =
1

s
Q2(g).
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W ten sposób, maj¡ dowoln¡ kwadratur� Q1:

Q1(f) =

n−1∑

i=0

Aif(ui) ≈
∫b

a

f(u)ρ(u)du,

mo»emy otrzyma¢ now¡ kwadratur� Q2:

Q2(g) =

n−1∑

i=0

Big(xi) ≈
∫d

c

g(x)ρ((x − t)/s)dx,

z w�zªami xi = sui + t i wspóªzynnikami Bi = sAi.

Kwadratury Q1 i Q2 maj¡ ten sam rz¡d. Ponadto, maj¡ oszaowanie bª�dukwadratury Q1, podobne do podanyh wze±niej oszaowa« dla kwadraturtrapezów i Simpsona, mo»na poda¢ oszaowanie bª�du kwadratury Q2.Mianowiie, je±li funkje f i g s¡ klasy Ck w swoih przedziaªah aªkowania14i bª¡d kwadratury Q1 ma górne oszaowanie o postai

C(b − a)k+1 max
u∈[a,b]

|f(k)(u)|,

to bª¡d kwadratury Q2 jest nie wi�kszy ni»

C(c − d)k+1 max
x∈[c,d]

|g(k)(x)|,

z t¡ sam¡ staª¡ C.

Kwadratury Gaussa

Nieh A ⊂ R oznaza (ogranizony lub nieogranizony) przedziaª aªkowania,nieh ρ oznaza funkj� wagow¡ i nieh p0, p1, . . . b�dzie i¡giem wielomianówortogonalnyh w sensie ilozynu skalarnego

〈f, g〉ρ def

=

∫

A

f(x)g(x)ρ(x)dx.

Ustalmy lizb� n i okre±lmy kwadratur� interpolayjn¡ Q z w�zªami, które s¡miejsami zerowymi x0, . . . , xn−1 wielomianu pn; mo»emy to zrobi¢, bo miejsazerowe tego wielomianu s¡ jednokrotne i znajduj¡ si� w przedziale A. Dowolnywielomian w stopnia mniejszego ni» 2n mo»emy przedstawi¢ w postai

w(x) = pn(x)a(x) + r(x),14Tu rozwa»amy k w ogólno±i inne ni» lizba w�zªów n. Dla kwadratury interpolayjnej rz�du

r > n mo»na wskaza¢ takie oszaowania dla k = {n, . . . , r}, przykªadem jest kwadratura Simpsonai kwadratury Gaussa, opisane dalej.
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gdzie a i r to iloraz i reszta z dzielenia wielomianu w przez pn; stopniewielomianów a i r s¡ mniejsze ni» n. Dzi�ki temu zahodz¡ równo±i

I(w) =

∫

A

w(x)ρ(x)dx =

∫

A

(

pn(x)a(x) + r(x)
)

ρ(x)dx =

〈pn, a〉ρ︸ ︷︷ ︸
=0

+

∫

A

r(x)ρ(x)dx = Q(r) = Q(w),

poniewa» warto±i wielomianów w i r we wszystkih w�zªah kwadratury s¡jednakowe. Skonstruowana w ten sposób kwadratura jest zatem rz�du 2n.

Kwadratury interpolayjne, któryh w�zªy s¡ miejsami zerowymi wielomianówortogonalnyh (odpowiadaj¡yh danemu przedziaªowi i funkji wagowej) s¡nazywane kwadraturami Gaussa; nazwisko rodziny, do której odpowiedniwielomian nale»y, jest doª¡zane do nazwiska Gauss, i w ten sposób mówi si� np.o kwadraturah Gaussa-Legendre'a, kwadraturah Gaussa-Czebyszewa,kwadraturah Gaussa-Hermite'a i kwadraturah Gaussa-Laguerre'a.

Konstruuj¡ kwadratur� Gaussa, na ogóª trzeba jej w�zªy znale¹¢, rozwi¡zuj¡numeryznie równanie pn(x) = 0. Wspóªzynniki kwadratury Gaussa mo»naoblizy¢ tak, jak wspóªzynniki dowolnej kwadratury interpolayjnej, lub napodstawie wzoru

Ai =
1

∑n−1

k=0 �pk(xi)2
,

w którym wyst�puj¡ wielomiany ortonormalne �pk(x) = pk(x)/‖pk‖ρ. Wygodniejest u»y¢ w tym oblizeniu formuªy trójzªonowej. Zatem wspóªzynniki ka»dejkwadratury Gaussa s¡ dodatnie i z podanego wze±niej twierdzenia wynika, »e dladowolnej funkji i¡gªej i¡g kwadratur Gaussa oraz wy»szyh rz�dów zbiega doaªki z tej funkji (z odpowiedni¡ wag¡).

Najwi�ksze znazenie praktyzne maj¡ kwadratury Gaussa-Legendre'a, poniewa»najz�±iej obliza si� aªki w sko«zonym przedziale, z wag¡ ρ(x) = 1.Najprostsza kwadratura Gaussa-Legendre'a jest ilozynem dªugo±i przedziaªuaªkowania i warto±i funkji w ±rodku tego przedziaªu. Jest to wi� kwadraturarz�du 2, oparta na jedym w�¹le.

Nieh pn oznaza wielomian ortogonalny Legendre'a stopnia n, wyskalowany tak,aby jego wspóªzynnik wiod¡y byª równy 1. Bª¡d aproksymaji jednostajnejfunkji f klasy C2n[−1, 1] przez wielomian interpolayjny Hermite'a h2n−1stopnia 2n − 1, oparty na w�zªah kwadratury Gaussa-Legendre'a (zyli miejsah
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zerowyh wielomianu pn), z któryh ka»dy lizymy dwukrotnie15, ma oszaowaniemax

x∈[−1,1]
|f(x) − h2n−1(x)| 6

M2n

(2n)!
pn(x)2,

gdzie M2n = maxx∈[−1,1] |f
(2n)(x)|. Nieh

Cn =

∫1

−1

pn(x)2dx.

Po dokonaniu zamiany zmiennyh, mo»emy oszaowa¢ bª¡d kwadraturyGaussa-Legendre'a rz�du 2n dla przedziaªu [a, b]:
|I(f) − Q(f)| 6 Cn

M2n

(2n)!

(

b − a

2

)2n+1

,

przy zym teraz M2n oznaza oszaowanie pohodnej rz�du 2n funkji fw przedziale [a, b].

Kwadratury zªo»one

Tak jak w aproksymaji jednostajnej funkji, skuteznym sposobem zmniejszeniabª�du aproksymaji aªki przez kwadratur� jest podzielenie przedziaªu aªkowaniana krótsze podprzedziaªy i oblizenie sumy kwadratur interpolayjnyh dla tyhpodprzedziaªów. W ten sposób otrzymuje si� kwadratury zªo»one. Bª¡d takiejkwadratury jest sum¡ bª�dów kwadratur dla podprzedziaªów, przy zym bª�dy temog¡ mie¢ ró»ne znaki, a zatem mog¡ si� znosi¢. Oszaowania bª�dów kwadraturzªo»onyh zwykle s¡ sumami oszaowa« bª�dów w podprzedziaªah, przez oz�sto bywaj¡ pesymistyzne.

Dodatkow¡ korzy±i¡ z zastosowania kwadratury zªo»onej jest mo»liwo±¢ podziaªuprzedziaªu aªkowania w punktah niei¡gªo±i funkji podaªkowej lub jejpohodnyh (je±li punktów tyh jest sko«zenie wiele i je znamy). Wtedyw ka»dym podprzedziale funkja podaªkowa ma wy»sz¡ klas� i¡gªo±i, oumo»liwia stosowanie kwadratur odpowiednio wy»szego rz�du. Ponadto, podokonaniu podziaªu mo»na stosowa¢ w podprzedziaªah ró»ne kwadratury,dostosowane do zahowania funkji podaªkowej w tyh podprzedziaªah. Kolejnamo»liwo±¢ to adaptaja � dla konkretnej funkji mo»na znale¹¢ oszaowaniabª�dów w poszzególnyh podprzedziaªah, i na tej podstawie podejmowa¢ deyzj�o dalszym (rekurenyjnym) podziale niektóryh z nih.15Kwadratura Gaussa jest w istoie aªk¡ z wielomianu interpolayjnego Hermite'a, któregowszystkie w�zªy maj¡ krotno±¢ 2. Opróz warto±i funkji podaªkowej nale»aªoby wi� uwzgl�dni¢warto±i jej pohodnej w w�zªah, ale wybór w�zªów zapewnia, »e wszystkie wspóªzynniki, przezktóre trzeba pomno»y¢ warto±i pohodnej, s¡ równe 0 � zobaz te» opis kwadratury Simpsona.
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Kwadratury w podprzedziaªah konstruujemy za pomo¡ opisanej wze±niejzamiany zmiennyh. Zobazmy przykªady kwadratur z podziaªem przedziaªu [a, b]na N z�±i o tej samej dªugo±i h = (b − a)/N.

Zªo»ona kwadratura trapezów powstaje w ten sposób, »e w ka»dymz podprzedziaªów przedziaªu [a, b] stosujemy kwadratur� trapezów. W ten sposóbotrzymamy lizb�

Th(f) = h
(1

2
f(x0) +

N−1∑

i=1

f(xi) +
1

2
f(xN)

)

,

gdzie xi = a + ih. Je±li funkja f jest klasy C2[a, b] i |f ′′(x)| 6 M2 dla ka»dego

x ∈ [a, b], to warto±¢ bezwzgl�dna lokalnego bª�du kwadratury trapezóww przedziale [xi, xi+1] nie przekraza M2

12
h3, a zatem suma tyh bª�dów maoszaowanie

|I(f) − Th(f)| 6
M2

12
(b − a)h2.Zªo»on¡ kwadratur� Simpsona otrzymujemy analogiznie. Oznazmy

xi = a + ih/2 dla i = 0, . . . , 2N. Suma kwadratur Simpsona w N podprzedziaªaho dªugo±i h jest równa

Sh(f) =
h

6

(

f(x0) + 4f(x1) +

N−1∑

i=1

(

2f(x2i) + 4f(x2i+1)
)

+ f(x2N)
)

,

za± dla funkji f odpowiednio klasy C3[a, b] i C4[a, b] bª¡d ma oszaowania

|I(f) − Sh(f)| 6
M3

192
(b − a)h3,

|I(f) − Sh(f)| 6
M4

2880
(b − a)h4.Konstruowanie zªo»onyh kwadratur Gaussa jest utrudnione, je±li funkja wagowanie jest staªa, dlatego powy»sze podej±ie stosuje si� tylko do kwadraturGaussa-Legendre'a. Je±li funkja f jest klasy C2n[a, b], to mo»emy w ka»dymprzedziale o dªugo±i h u»y¢ kwadratury Gaussa-Legendre'a opartej na n w�zªahi wtedy dostaniemy oszaowanie bª�du o postai

|I(f) − Qh(f)| 6 CnM2n(b − a)h2n,w którym staªa Cn zale»y tylko od rz�du kwadratury. Jak wida¢, dla h → 0 bª¡dbardzo szybko d¡»y do zera. Je±li funkja f nie ma i¡gªyh pohodnyh a» takwysokiego rz�du, to bª¡d nadal d¡»y do zera, ho¢ wolniej.
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Ekstrapolaja Rihardsona i metoda Romberga

Nieh f oznaza funkj� klasy C2n+2[a, b]. Dowodzi si�, »e bª¡d zªo»onejkwadratury trapezów, z przedziaªem [a, b] podzielonym na podprzedziaªyo jednakowej dªugo±i h, mo»na wyrazi¢ wzorem

I(f) − Th(f) = c1h
2 + c2h

4 + · · · + cnh2n + O(h2n+2),zwanym wzorem sumayjnym Eulera-Malaurina. Wspóªzynniki c1, . . . , cn zale»¡od pohodnyh funkji f w przedziale [a, b], ale nie zale»¡ od dªugo±ipodprzedziaªów.

Mo»emy ten wzór przepisa¢ dla zªo»onej kwadratury trapezów z dwukrotniedrobniejszym podziaªem przedziaªu aªkowania:
I(f) − Th/2(f) =

c1

4
h2 +

c2

16
h4 + · · · + cn

4n
h2n + O(h2n+2),

Je±li strony powy»szego wzoru pomno»ymy przez 4/3 i odejmiemy od nih stronywzoru dla kwadratury z podprzedziaªami o dªugo±i h pomno»one przez 1/3, tootrzymamy równo±¢
I(f) −

(4

3
Th/2(f) −

1

3
Th(f)

)

= d2h
4 + · · · + dnh2n + O(h2n+2).

Kombinaja liniowa16 T
(1)

h (f) = 4/3Th/2(f) − 1/3Th(f) jest kwadratur¡, którejdominuj¡y skªadnik bª�du jest rz�du h4, zatem znaznie szybiej maleje podzaszmniejszania h. Opisany sposób wyeliminowania dominuj¡ego skªadnika bª�du(który mo»na stosowa¢ tak»e w innyh przypadkah, gdy bª¡d jest opisany zapomo¡ szeregu pot�gowego) jest nazywany ekstrapolaj¡ Rihardsona.

Ekstrapolaj� Rihardsona mo»emy iterowa¢. Maj¡ kwadratury T
(j)

h i T
(j)

h/2

,któryh dominuj¡e skªadniki bª�dów s¡ proporjonalne do h2j+2, okre±lamykwadratur�

T
(j+1)

h (f) =
22j+2

22j+2 − 1
T

(j)

h/2
(f) −

1

22j+2 − 1
T

(j)

h (f),

której bª¡d ma dominuj¡y skªadnik bª�du h2j+4. Oparta na tym pomy±le metodanumeryznego aªkowania jest nazywana metod¡ Romberga. Podprogramoblizaj¡y aªk�, dla ustalonego h, obliza kwadratury Th(f) i Th/2(f) i oblizakwadratur� T
(1)

h (f). Wyra»enie |Th(f) − Th/2(f)| mo»e by¢ przyj�te za oszaowanie16Co iekawe, to jest zªo»ona kwadratura Simpsona, Sh. Natomiast dalej opisane kwadratury

T
(2)

h , T
(3)

h , . . . nie s¡ zªo»onymi kwadraturami interpolayjnymi.
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bª�du, o jest analogi¡ do przyrostowego kryterium stopu w metodahnumeryznyh rozwi¡zywania równa« nieliniowyh. Je±li to oszaowanie jest zbytdu»e, to oblizana jest kwadratura Th/4(f), a nast�pnie T
(1)

h/2
(f) i T

(2)

h (f) itd.Oblizenie przebiega zgodnie ze shematem

Th(f)

Th/2(f)
ց
→ T

(1)

h (f)

Th/4(f)
ց
→ T

(1)

h/2
(f)

ց
→ T

(2)

h (f)... ... ... . . .

Th/2k(f)
ց
→ T

(1)

h/2k−1(f)
ց
→ . . .

ց
→ T

(k)

h (f)Za oszaowanie bª�du ka»dej kwadratury otrzymanej przez ekstrapolaj� mo»emyprzyj¡¢ ró»ni� kwadratur, na podstawie któryh zostaªa ona oblizona.Zauwa»my, »e po ka»dnym zmniejszeniu dªugo±i podprzedziaªów dla kwadraturytrapezów warto±i funkji podaªkowej wystarzy tylko oblizy¢ tylko w nowyhw�zªah i nie ma potrzeby przehowywania warto±i funkji f w tabliy.

Caªkowanie funkji wielu zmiennyh

Znane z analizy twierdzenie Fubiniego umo»liwia sprowadzenie zadania oblizeniaaªki z funkji f okre±lonej w wielowymiarowym obszarze A do oblizenia aªekjednowymiarowyh. Analogiznie mo»na post�powa¢ z kwadraturami. Jest toszzególnie proste, gdy obszar A jest kostk¡. Powiedzmy, »e jest to prostok¡t:

A = [a, b] × [c, d]. Maj¡ kwadratury przybli»aj¡e aªki w przedziaªah [a, b]i [c, d], odpowiednio z w�zªami x0, . . . , xn−1 i y0, . . . , ym−1 oraz wspóªzynnikami

A0, . . . , An−1 i B0, . . . , Bm−1, mo»emy oblizy¢

Q(f) =

n−1∑

i=0

Ai

m−1∑

j=0

Bjf(xi, yj) ≈
∫b

a

(∫d

c

f(x, y)dy

) dx.

Znane s¡ równie» kwadratury odpowiednie dla obszarów o innym ksztaªie. Je±linp. obszar aªkowania A jest trójk¡tem, to kwadratury okre±lone wzorami
Q1(f) =

T

3

(

f(a) + f(b) + f(c)
)

,

Q2(f) =
T

3

(

f(p) + f(q) + f(r)
)

,

Q3(f) =
T

60

(

3
(

f(a) + f(b) + f(c)
)

+ 8
(

f(p) + f(q) + f(r)
)

+ 27f(s)
)

,
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w któryh T oznaza pole trójk¡ta A o wierzhoªkah a, b, c, ±rodkah boków p,
q, r i ±rodku i�»ko±i s, s¡ dokªadne, je±li funkja f jest odpowiedniowielomianem stopnia 1, 2 i 3. Dowolny obszar wielok¡tny mo»emy podzieli¢ natrójk¡ty i stosowa¢ kwadratury zªo»one.

Numeryzne aªkowanie jest kªopotliwe, je±li wymiar obszaru A jest du»y. Istniej¡zadania praktyzne (bior¡e si� m.in. z ekonomii), w któryh wymiar d obszaruaªkowania jest rz�du kilkuset. Oblizenie aªki w takiej koste d-wymiarowej zapomo¡ kwadratury otrzymanej analogiznie, jak dla prostok¡ta, jestniewykonalne. Nawet gdyby w przedziale zmienno±i ka»dej zmiennej wybra¢tylko dwa w�zªy, lizba punktów, w któryh trzeba by oblizy¢ warto±i funkjipodaªkowej, byªaby równa 2d. Zjawisko wykªadnizego wzrostu zªo»ono±ioblizeniowej zadania ze wzrostem wymiaru dziedziny funkji nosi nazw�przekle«stwa wymiaru (ang. dimensionality urse).

Znanyh jest kilka sposobów oblizania przybli»onyh warto±i aªekwielowymiarowyh za pomo¡ warto±i funkji oblizonyh w znaznie mniejszejlizbie punktów. Sposób najprostszy i jednoze±nie skutezny dla najszerszejklasy takih zada« wynalazª Ulam w 1946 r. Sposób ten jest znany pod nazw¡metody Monte Carlo. Obszar A uznajemy za przestrze« zadrze« elementarnyhi okre±lamy w nim jednostajny rozkªad prawdopodobie«stwa. Wtedy funkja fjest zmienn¡ losow¡. Ilozyn warto±i ozekiwanej tej zmiennej losowej i miary |A|obszaru A jest poszukiwan¡ aªk¡, ∫
A

f. Dla n niezale»nyh losowa« punktów

xi ∈ A mo»emy okre±li¢ now¡ zmienn¡ losow¡ wzorem

Q(f) = |A|
1

n

n−1∑

i=0

f(xi).

Jest to wªa±nie kwadratura Monte Carlo; jej warto±¢ ozekiwana te» jestrówna poszukiwanej aªe. Je±li zmienna losowa f ma warianj� σ2, towarianja σ2
n kwadratury Monte Carlo jest równa |A|σ2/n. Zatem odhyleniestandardowe σn zmiennej losowej Q(f) jest proporjonalne do n−1/2i w szzególno±i nie zale»y od wymiaru d obszaru A. Dla dostateznie du»ego nmo»emy ozekiwa¢, »e bª¡d jest bardzo maªy � z du»ym prawdopodobie«stwem,ale nie z aªkowit¡ pewno±i¡.
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Zadania i problemy

1. Dla kwadratury interpolayjnej opisanej wzorem

Q(f) = A0f(a) + A1f(c),przybli»aj¡ej aªk� ∫b

a
f(x)dx, znajd¹ w�zeª c i wspóªzyniki A0, A1 tak, aby rz¡dtej kwadratury byª jak najwi�kszy. Podaj rz¡d i oszaowanie bª�du tej kwadratury.Wskazówka. Zaznij od przypadku a = 0, b = 1, nast�pnie uogólnij otrzymanewyniki na przypadek dowolnego przedziaªu [a, b].2. Znajd¹ wspóªzynniki kwadratury

Q(f) = A0f(a) + B0f
′(a) + A1f(b) + B1f

′(b),przybli»aj¡ej aªk� ∫b

a
f(x)dx.Jaki jest rz¡d tej kwadratury? Podaj oszaowanie jej bª�du.Wskazówka. Rozwi¡» zadanie dla przypadku a = 0, b = 1, korzystaj¡z wielomianów H00, H01, H10 i H11, u»ytyh do konstrukji interpolayjnyhkubiznyh funkji sklejanyh. Nast�pnie uogólnij wynik.3. Obliz wspóªzynniki kwadratury Gaussa-Czebyszewa rz�du 2n.Wskazówka. Dokonaj zamiany zmiennyh, podstawiaj¡ x = os t.4. Jaka kwadratura wydaje si� najodpowiedniejsza do oblizania tzw. zupeªnyhaªek eliptyznyh pierwszego i drugiego rodzaju, tj. funkji okre±lonyh wzorami

K(k) =

∫1

0

1
√

(1 − k2x2)(1 − x2)

dx i E(k) =

∫1

0

√

1 − k2x2

1 − x2

dx

dla k ∈ [0, 1), i jak jej u»y¢?5. Przypu±¢my, »e nale»y oblizy¢ aªk� z funkji f w dwuwymiarowym obszarze A,który le»y mi�dzy wykresami dwóh funkji i¡gªyh, c i d, okre±lonyhw przedziale [a, b] i takih »e c(x) < d(x) dla ka»dego x ∈ [a, b]. Zaprojektujalgorytm oblizania tej aªki za pomo¡ pewnej kwadratury Q, której w�zªyi wspóªzynniki s¡ podane w tabliah. Kwadratura Q przybli»a aªk� z funkjijednej zmiennej w przedziale [0, 1].
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Wybrane ±rodowiska i biblioteki dla oblize«numeryznyh


