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O wyktladzie i o skrypcie

Niniejszy skrypt jest do$¢ wiernym (odrobine rozszerzonym) zapisem wyktadéw wygtoszo-
nych w roku akademickim 2007/2008, wzbogaconym o zadania zamieszczone na koncu kazdego
z XI-tu rozdziatéw. Scidlej — to najpierw powstawal skrypt i z jego pomocg prowadzitem wy-
ktady.

Semestr zimowy (15 wyktadéw po 90 minut) to rozdziaty I — VI. Zawiera on kilka podsta-
wowych dzialéow analizy ujetych w sposob dosy¢ skréotowy, cho¢ zawierajacych najwazniejsze
pojecia i twierdzenia kazdego z nich. Omoéwione sg tu kolejno: szkic teorii aksjomatycznej
liczb rzeczywistych, teoria ciggéow i szeregow liczbowych, funkcje jednej zmiennej — granica,
ciagtos¢, rachunek rézniczkowy oraz zbieznosé ciagdéw i szeregéow funkeyjnych.

Rozdzialy VII - XI wchodza w sktad semestru letniego (21 wyktadéw). Poza rachunkiem
catkowym jednej zmiennej (z catkg Riemanna), stanowiacym uzupetnienie klasycznej tematyki
sAnalizy I” z semestru zimowego, jest tu przeglad kilku dalszych waznych, zwigzanych z
analizg, dziatow matematyki. Z koniecznosci, w tej czesci wyktadu bardzo wiele twierdzen jest
formutowanych bez dowodow. Omawiamy tu przestrzenie metryczne, funkcje wielu zmiennych
— ciagloé¢ i rachunek rézniczkowy, teorie miary (z catka Lebesgue’a) uzyta do catkowania
funkcji wielu zmiennych oraz réwnania rézniczkowe zwyczajne.

Wyktad ten jest w zasadzie samowystarczalny, choé Stuchacz/Czytelnik moze z powodze-
niem korzysta¢ takze z wielu pozycji bogatej literatury obejmujacej powyzsze dziaty analizy.
Sposrod zwieztych ujeé tematyki o nieco zblizonym zakresie polecam np.:

e (ad. rozdziaty I — VII) Kazimierz Kuratowski, Rachunek rézniczkowy i catkowy, PWN
(Biblioteka matematyczna, tom 22)
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e (ad. rozdzialty VIII — XI) wybrane fragmenty ksiazki Witolda Kotodzieja Analiza ma-
ematyczna, PWN (Matematyka dla politechnik)
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I Liczby rzeczywiste — szkic teorii aksjomatycznej,
N, Z, Q, potega rzeczywista

[okolo 15 wyktadu]

1. Wstep i nieco oznaczen

Punktem wyjscia do catej wlasciwie matematyki jest teoria mnogosci (tj. zbioréw) i logika.
Potrzebujemy je wiec takze w analizie matematycznej. Sporo elementéw powyzszych teorii
poznacie Panstwo na wyktadzie ,,Podstawy matematyki”. Teraz zatem tylko kilka potrzebnych
nam symboli; licze, ze przynajmniej czeSciowo znajomych.
e kwantyfikatory:
vV — »dla kazdego” (od ang. ALL; wersja ,szkolna” — A),

4 — Jistnieje” (od EXISTS; wersja ,szkolna” — \/);

e indeksowane” dzialania na zbiorach (uogdlnienia N i U):

jesli I to pewien zbiér (,indekséw”) oraz X; jest podzbiorem zbioru X dla dowolnego

1€ 1, to

N Xi:={zeX: Vier v € X}
iel

UX;={zeX: Jier v € X3}
icl

e funkcje: f: A — B — funkcjaz A w B.

2. Aksjomaty liczb rzeczywistych

Co to sa liczby rzeczywiste, tj. jak sie nimi postugiwac, jakie obowigzuja dla nich reguty —
to do$¢ dobrze kazdy z Panstwa wie; przynajmniej macie juz Panstwo wyrobione nawyki i
rozwiniete intuicje dotyczace R. Dla matematyka (i dla informatyka...) to jednak za mato.
My potrzebujemy $cistych regut rozumowania i narzedzi weryfikowania hipotez. Zapewni nam
to teoria aksjomatyczna. Najpierw przyjmujemy wiec kilka podstawowych pojeé (tzw. pojec
pierwotnych), takich, ktore w naszej teorii przyjmujemy bez definicji: R — zbior liczb rzeczy-
wistych, dwie operacje + i -, dwa wyr6znione elementy R 0 i 1 oraz relacje (porzadku) <.
Wszystkie pozostate obiekty bedziemy musieli zdefiniowac.

Drugi ,fundament” to aksjomaty, czyli te wlasnosci dotyczgce powyzszych pojeé pier-
wotnych, ktére przyjmujemy za punkt wyjscia w naszej teorii. Przyjmujemy je bez dowodu.
Natomiast wszystkie inne twierdzenia (dla niektérych z nich bedziemy uzywali tez innych
nazw: lemat, wlasnos¢, wniosek, fakt itp.) beda juz wymagaly dowodu, ktory bedzie mu-
siat by¢ Scistym logicznie rozumowaniem, wykorzystujacym wytacznie wezesniej udowodnione
twierdzenia lub aksjomaty (ktére wiaiciwe takze s twierdzeniami, tyle ze oczywistymi).?)
Oczywiscie aksjomaty beda wtasnosciami w pelni zgodnymi z nasza intuicja. Bedzie ich na

2) Symbol := lub =: z formalnego punktu widzenia to to samo co =, natomiast bedziemy go uzywaé raczej
tylko wtedy, gdy wprowadzamy (definiujemy) jakie$ nowe oznaczenie; dwukropek ,:” jest wéwezas po stronie
definiowanego obiektu.

3) Uwaga! Ten idealistyczny program bedziemy realizowali niestety z licznymi odstepstwami — niektére
dowody bedziemy na wykltadzie pomijali lub skracali, a niektére znane, czy oczywiste dla Panstwa twierdzenia
(w tym pewne analogi sformulowanych juz twierdzen) bedziemy przemilczali. A to by Panstwa nie zanudzié i
by zdazy¢ na czas z obszernym programem.

7 [[.1]



tyle duzo, by ,wszystko co trzeba” dalo sie z nich udowodnié¢. Ponadto (co juz znacznie mniej
wazne) na tyle mato, by jedne z drugich nie wynikalty (tzw. niezalezno$é aksjomatow).

Oto one (jest ich kilkanascie, podajemy je ,po trochu”). Trojka (R,0,+) jest grupg prze-
mienng, tzn.:

(D1.) (lgcznosé +) Vayer (x+y) +2 =2+ (y + 2);

(D2.) (neutralnosé 0) Vier 140=0+2 =

(D3.) (istnienie elementu przeciwnego) Vger HyER r+y=y+x=0;

(D4.) (przemiennosé +) \v/1-7y€R r+y=y+ux
Uwaga. Same aksjomaty D1-D3 stanowia de facto definicje¢ grupy. Jako sprawdzian zrozu-
mienia powyzszej uwagi, proponuje samodzielne dokonczenie ponizszej definicji.
Definicja. Trojka (G, e, ®), gdzie G — zbior, e € G, ©® — operacja w G (tzn. ©: GXG — G)
jest grupg wtedy i tylko wtedy, gdy® ... Grupa ta jest przemienna (inaczej abelowa) wtw,

Kolejne aksjomaty dotycza mnozenia i 1. Dla wygody oznaczymy R* := R\{0}.

(M1.) ({gcznosé -) Vx,y,zeR (x-y)-z=a-(y-2);

(M2.) (neutralnosé 1) Voerz-1=1-2 =z

(M3.) (istnienie elementu odwrotnego) V yep- HyeR ry=y-x=1

(M4.) (przemiennosé -) \V/%yeR rToy=1y-z.

Analogia M1-M4 do D1-D4 narzuca si¢ sama, cho¢ wida¢ pewna réznice w M3. Gdy dodamy
nastepny aksjomat, a mianowicie

(01.) 0 #1,
tatwo bedzie dowie$¢ (zachecam), ze vm,yeR* x -y # 0, a zatem, ze mnozenie - mozna ,obcig¢”
do mnozenia * w R* (tj. ©: (R*) x (R*) - R*iz7y :=z -y dla z,y € R*) i (R*, 1,7) jest grupa
(takze przemienna).

Kolejny aksjomat zawiera wzajemng relacje obu dziatan + i - :

(DM.) (rozdzielnosé mnozenia wzgledem dodawania) \V/I,WeR r-(y+z2)=z-y+x- -z

Wymienione dotad aksjomaty stanowia razem definicje ciala (przemiennego — niektorzy
wylaczaja przemienno$é mnozenia z definicji ciala). Nastepne dwa aksjomaty wiaza ze soba
dziatania i relacje <:

(DP.) \V/$7y7zeR r<y=zcz+z<y+z,

(MP.) \V/%y?ZE]R (x<yN0<z)= 2z <yz.

Gdy dotozymy jeszcze cztery aksjomaty dotyczace samej relacji <:

(P1.) (zwrotnosé) Vper z < ,

(P2.) (staba antysymetria) VWGR (z<yAhy<z)=z=y,

(P3.) (przechodniosd) Vx,y,ZGR (x<yAy<z) =<z,

(P4.) (spdjnosé) Vx,yeR r<yVy<uz,
to otrzymamy cialo uporzgdkowane.

Pytanie, czy to juz wszystkie potrzebne aksjomaty. Nie, bo zbior liczb wymiernych Q (scisle
zdefiniujemy go wkrétce) ze zwyktymi dzialaniami i nieréwnoscia wszystkie powyzsze aksjo-
maty spetnia, a przeciez Q i R réznig sie miedzy soba wieloma wlasnos$ciami... Na szczescie,
to czego brakuje to tylko jeden aksjomat, cho¢ juz nie tak oczywisty, jak wczesniejsze. By go
zgrabnie sformutowad, przyjmijmy nastepujgce definicje:

Definicja. Niech A CR, b € R.

e b jest ograniczeniem gérnym (dolnym)® A wtw VaeA a<b (b<a)

4 Dalej ,wtedy i tylko wtedy, gdy” skracamy do wtw.

5) W ten sposéb bedziemy czesto zapisywaé dwie analogiczne definicje ,za jednym zamachem”.



Zbior A jest ograniczony z gory (z dotu) wtw istnieje b € R, bedace ograniczeniem
gornym. (dolnym) A.

Zbior A jest ograniczony wtw jest ograniczony z gory i z dotu.

b jest elementem najwiekszym (najmniejszym) A wtwb € AN VaeA a<b (<

a).

Niech A bedzie ograniczony z gory (z dotu), wowczas b jest kresem gornym, czyli
supremum (kresem dolnym, czyli infimum) A wtw b jest elementem najmniejszym
(najwiekszym) zbioru wszystkich ograniczeri gornych (dolnych) A.

Teraz mozemy sformutowadé ostatni z aksjomatow:

(Z.) (aksjomat zupelnosci) Dla kazdego niepustego, ograniczonego z gory zbioru A C R
istnieje b € R taki, ze b jest kresem gornym A.

A zatem ,nasza’ teoria liczb rzeczywistych opiera sie na zestawie siedemnastu aksjomatow.
W skrécie R to po prostu ciato (przemienne) uporzadkowane, zupelne.

Nie da sie ukry¢, ze uprawianie teorii aksjomatycznej, szczegdlnie na samym poczatku,
bywa do$¢ zmudne. Ograniczymy sie wiec tylko do paru przyktadéow pokazujacych ,jak to
dziata”, a inne znane nam dobrze elementarne wtasnosci liczb rzeczywistych przyjmiemy bez
dowodu, cho¢ zachgcam do samodzielnego uzupetniania tych luk.

Twierdzenie I.1. V,cx H!yeR x4y =09

Dowdéd.

Istnienie jakiego$ y € R takiego, ze z+y = 0 gwarantuje nam D3. By wykaza¢ jednoznacznosc,
zatézmy, ze y,y' € R sa takie, ze x +y = 01 x 4+ ¢y’ = 0. Zatem dodajac do drugiej réwnosci
y, dostajemy y + (z +¢') = y + 0, zatem z D1 i D2 (y + x) + ¥ = vy, skad na mocy naszego
pierwszego zalozenia i D2 ¢y’ = y. O

Powyzsze twierdzenie pozwala nam zatem zdefiniowaé” jednoznacznie element przeciwny
do z jako taki y € R, ze x +y = 0. Oznaczamy go —z. To z kolei pozwala zdefiniowa¢ operacje
odejmowania jako a — b := a + (—b).

Analogicznie postepujemy w przypadku mnozenia i dla z # 0 uzyskujemy element odwrotny
do x (oznaczany oczywiscie é lub z71), a nastepnie operacje dzielenia (,— lub ,:”) przez
liczby # 0.

Inny prosty przyktad elementarnego twierdzenia to dualna wersja aksjomatu zupetosci
(Z). Prosze ja sformutowaé¢ samodzielnie zastepujac ograniczonosé z gory przez ograniczonosé
z dohu, a kres gérny — dolnym, a nastepnie prosze pomysle¢ nad Scistym dowodem. Uzyskamy
wiec:

Twierdzenie 1.2. ...
Dowéd.

Dla wygody powinni$my jeszcze przyja¢ miedzy innymi nastepujace definicje:
ea>bsb<a

ea<b&sas<bAha#b

ea>beb<a

Ol |- sistnieje dokladnie jeden”.
) Nie zawsze definicje poprzedzam tytulem ,Definicja” — robie to jedynie przy ,bardziej uroczystych”
okazjach.

9 1.3]



Definiujemy takze modul (inaczej wartosé bezwzgledng) liczby x € R wzorem:

2] = z dlaz >0
Y=Y —¢ dlaz<o.

Nietrudny dowdd ponizszego faktu pozostawiam Panstwu.

Fakt (nieréwnos¢ tréjkata).

Vower | +yl < |z| + |y|-

B.D.
Modut bedzie nam stuzyt miedzy innymi do mierzenia ,,0d-
legtosci” pomiedzy liczbami. Te odlegto$é pomiedzy a oraz b b= al
wyrazamy wzorem |b — a| — geometrycznie interpretujemy ja
jako dlugo$é odcinka taczacego a z b na osi liczbowej bedace;j b @
geometrycznym odzwierciedleniem zbioru R (patrz rys. 1). Rysunek 1

3. Nieco uwag o kresach

Element najwiekszy zbioru A C R, o ile takowy istnieje, jest na mocy aksjomatu P2 wyznaczo-
ny jednoznacznie. Oznaczamy go max A. Podobnie jest z elementem najmniejszym; oznaczamy
go min A. Oczywiscie max A jest jednoczesnie kresem gérnym A (a min A — kresem dolnym),
ale np. przedziat (0;1)® ma kres gérny réwny 1, a elementu najwickszego nie posiada. Zatem
kresy zbioru to cos w rodzaju prawego i lewego ,konca” zbioru, ktore do tego zbioru moga
naleze¢ lub nie. Takze kresy, gdy istnieja sa oczywiscie wyznaczone jednoznacznie (patrz de-
finicja + powyzsze zdanie na temat jednoznacznosci min A i max A). Kres gbérny zbioru A
oznaczamy symbolem sup A, a kres dolny inf A. Gdy A nie jest ograniczony z gory, to fakt
ten oznaczamy sup A = +o0o. Analogicznie dla A nieograniczonego z dotu umownie piszemy
inf A = —o0. Jest to jednak na razie tylko oznaczenie!”)

Odwotujac sie do przyktadu z liczbami wymiernymi, ktéry motywowal nieco wczesniej
dotgczanie aksjomatu zupetosci, warto zwroci¢ uwage na to, ze aksjomat ten nie bytby praw-
dziwy w zbiorze liczb wymiernych. Wyprzedzajac nieco fakty mozna tu podaé przyktad zbioru
A= {r € Q: 2? < 2}, ktéry jest niepusty i ograniczony w Q z gory, ale kresu gornego w Q
nie posiada.

4. Liczby naturalne, catkowite, wymierne

Zbiér liczb naturalnych N to podzbior R, ktéry czesto jest okreslany jako {1,1 + 1,1+ 1+
1,...}. Matematycy do tego zbioru dorzucaja jeszcze chetnie 0. Na tym wykladzie tego nie
zrobimy (tj. 0 € N), jednak to jedynie kwestia umowy. Tymczasem duzo wazniejszy problem
to sprawa Scistosci powyzszej ,,definicji”, a wtasciwie — braku $cistosci. Jak bowiem rozumieé¢
6w trzykropek .....”77 Aby to uscisli¢ postapimy nastepujaco.

Definicja. Niech B C R. B jest induktywny wiw 1 € B oraz \V/xGB r+1eB.

Jak wida¢ z tej definicji zbior6w induktywnych jest wiele — np. R, (—1; +00), [1; +00), ale
zgodnie z nasza intuicja induktywne powinny by¢ takze inne, niezdefiniowane dotad zbiory —
przede wszystkim N. Ta sama intuicja podpowiada nam, ze N powinien by¢ zawarty w kazdym
zbiorze induktywnym. Stad ponizsza definicja.

8) Zakladam, ze definicje przedzialéw otwartych, domknietych, otwarto-domknietych (ograniczonych i nie)
sa znane ze szkoly. Uzywamy notacje (a;b), [a;b], (a;b] i [a;b).
9) Ale wkrétce réwniez same symbole +00 i —oo bedg mialy swéj sens...

10 [1.4]



Definicja.
N:= ﬂ B,
BeJ

gdzie J oznacza zbior wszystkich induktywnych podzbiorow R.

Wsrod wielu wiasnosci zbioru N bardzo wazne dla nas jest twierdzenie znane Panstwu jako
zasada indukcji zupetnej (w skr. ZIZ). Sformultujemy je tak

Twierdzenie 1.3 (Z1Z). Jezeli A C N spetnia warunki
1.1€A

2. VneN meA=n+1¢€A)),

to A=N.

Dowdd.

Zauwazmy, ze A jest induktywny, bowiem gdy n € A, to na mocy faktu, ze A C N oraz zal.
2. otrzymujemy n+1 € A. Czyli A € J, astad N= ;B C A. Zatem A =N. n

O tym, ze Z1Z bywa przydatna przy dowodzeniu wielu matematycznych faktow zwiazanych
z liczbami naturalnymi przekonalidcie sie Panstwo zapewne wielokrotnie. Oto przyktad innych
elementarnych wtasnosci N. Podajemy je bez dowodu.

Twierdzenie 1.4 (zamknieto$é N wzgledem + i ).
\V/mmeN m4+n,m-n€N.

Twierdzenie 1.5 (zasada Archimedesa). Dla dowolnego © € R oraz a > 0 istnieje n € N
takie, e n-a > x. W szczegolnosci N jest nieograniczony 9 z gory.

Potrzebujemy jeszcze pare istotnych definicji i oznaczen:

e zbiér liczb catkowitych Z :=NU {0} U{z € R: —z € N};
e N :=NU{0},dlakeZ Ny:={n+k:neNy};

e zbidr liczb wymiernych Q := { : m € Z,n € N};

e zbior cyfr (zapis dziesietny) Cio := {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} C Ny, gdzie 2 := 1 4 1,
3:=241,...,9:=8+1.

Niech n € N oraz C4,...,C, € Cy, gdzie C; # 0. Zdefiniujemy rekurencyjnie liczbe,
ktora zapisywaé¢ bedziemy C1C5...C,. Gdy n = 1, to liczba ta to po prostu C; — jedna z
cyfr juz zdefiniowanych wczesniej. Ponadto dla dowolnego n € N, C1Cs ... C,Chiq := Cryr +
(9+1)-C1Cy...Cy. Z1Z dowodzi, ze tym sposobem liczba n-cyfrowa zostala zdefiniowana dla
dowolnego n € N. Zachodzi takze:

Twierdzenie 1.6. Kazda liczba naturalna ma jednoznaczny zapis w powyzszej postaci.
Dowdd (dla czesei dotyczacej istnienia zapisu — indukeyjny) — pomijamy.
Teraz pewna wazna wtasnosé¢ Z.

Twierdzenie 1.7 (zasada maksimum). Kaidy niepusty, ograniczony z gory podzbior Z
posiada element najwiekszy.

Dowdd znéw pomijamy. Oczywiscie mozna takze wykazaé¢ analogiczng zasade minimum.
Powyzsze twierdzenie pozwala na sformutowanie nastepujacej definicji:

10) jest nieograniczony = nie jest ograniczony”, choé — uwaga! — nie zawsze w matematyce dodanie do

pojecia ,nie” daje pojecie bedace zaprzeczeniem wyjsciowego — np. niemalejacy ...
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Definicja. Czesé catkowita liczby x € R to max{m € Z : m < x}. Oznaczamy jg [x].'V

Lemat.

VweR (y—x} 1:>3mezx<m<y).
Dowéd.
Wystarczy wzia¢ m := [y]. Mamy wtedy m < y z definicji czedci catkowitej. Przypusémy, ze
m < z. Wowezas m+ 1 < x+ 1 <y oraz m+ 1 € Z, a zatem m # [y| — sprzecznos¢, wiec
m = x. 0

Na koniec tego ,podrozdziatu” bardzo wazna wtasnosé Q.

Twierdzenie 1.8 (o gestosci Q).

Vayer (y>x$3qe@x<q<y)-

Dowéd.

Korzystajac z zasady Archimedesa wybierzmy n € N takie, ze n > %z Niech z/ := n - z,
y :=n-y. Mamy ¢y — 2’ > 1, zatem z lematu istnieje m € Z takie, ze '’ < m < y/, skad
r< <y O]

5. Potega rzeczywista

W ostatniej czesci rozdziatu I zdefiniujemy potege x¥ dla dowolnych x > 01 y € R. Zrobimy
to etapami, znéw z pominieciem wielu dowodow...

Etap 1. 2" dlan € N, xz € R. Definicja rekurencyjna: x' := z, 2" := x - 2" dlan € N.
Etap 2. 2" dlan € Z, x # 0. Definiujemy 2° := 1 oraz 27" := x% dla n € N.

Uwaga. Nie zdefiniowalismy 0" dla n < 0. Dla n < 0 nie zrobimy tego, jednak niekiedy, dla
wygody przyjmuje sie, ze 0° = 1. Nalezy z tym jednak uwazaé...

Fakt I.1. Dia x,y # 0 oraz m,n € Z zachodzi:

B.D.

Fakt 1.2 (Wzo6r Newtona). Dia a,b € R, n e N (a+b)" =3}, (Z) akpn—k 12) B.D.
Etap 3. Definicja /a dla a > 0,n € N.
Definicja. /a:=sup{z > 0:2" <a}.

Zauwazmy, ze to poprawna definicja — ten kres istnieje, bo powyzszy zbior jest niepusty
(0 do niego nalezy) oraz ograniczony z gory — gdy a < 1, to np. przez 1, a gdy a > 1, to np.
przez a. Zgodnie z naszg intencja zachodzi:
Twierdzenie 1.9. V@O, nen (Va)" = a. B.D.
Uwaga. Dodatkowo przyjmujemy, ze jeéli n € N jest nieparzyste oraz ¢ < 0, to {/c :== —{/—c.
Oczywisdcie wowcezas takze ({/c)" = c.

Twierdzenie 1.10. Niech m,n € N. Jezeli /m ¢ N, to {/m ¢ Q. B.D.
1) Cho¢ niestety ,,[ |7 uzywamy tez czasem jako nawiasu... — licze na Panstwa domy$lnosé...

12) Zakladam, ze symbol Newtona (Z) jest znany ze szkoly. Symbol ,skréconego sumowania” Zzzm ay, defi-

niuje” sie nieformalnie jako a., + amy1 + - - - + ay, a Scista, rekurencyjna definicje pozostawiam do wymyslenia
Panstwu.
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Whiosek. Q # R, bo v/2 ¢ Q na mocy twierdzenia 1.10.

Pominiety przez nas dowdd tw. 1.9 nie jest bardzo trudny, ale wymaga wiecej czasu. Za-
checam do samodzielnego udowodnienia. Przyda sie nastepujaca wygodna wlasnosé potegi
naturalnej.

Fakt (nieréwnosé Bernoulli’ego). Jezelia > —1, n € Ny, to (1 +a)" > 1+ na.
Dowdéd.
Prosta indukcja. O

Natomiast tw. I.10 tatwo wykaza¢ w oparciu o teorie podzielnosci, na ktérg tez czasu nam
brak.

Etap 4. 29 dla x > 0, ¢ € Q.
Potrzebny nam bedzie
Lemat. Jezeli v > 0 oraz n,n’ € N,m,m’ € Z spelniajqg ™ = %, to /xm = am
Dowdéd.
W tym dowodzie przyda sie
Lemacik. Jezeli a,b >0 oraz N €N, to a¥ =bY < a=0b.

Prosty dowdd lemaciku zostawiam Panstwu. By wykazaé teze lematu, wystarczy sprawdzi¢
,LOWNOS¢ po podniesieniu do potegi N = n-n'”, ktéra na mocy twierdzenia 1.9 i faktu 1.1 pkt.
2. rébwnowazna jest " = ™" — co zachodzi z zalozenia. O]

Dzigki powyzszemu lematowi mozemy przyjaé¢ nastepujaca definicje:
Definicja. Dia x >0 oraz q € Q z%:= Ja™, gdzien € N, m € Z sq takie, ze ¢ = 7.
Zauwazmy, ze dla ¢ € Z ta definicja pokrywa sie z def. z Etapu 2 (tez na mocy pow.
lematu).

Etap 5. z¥ dlax > 0, y € R.
Definicja.

1. Dliaxz>1,yeR z¥:=sup{z?:q€Q,q<y};

ezl

2. dla0<x<1iyéeR, korzystajgc z 1., definiujemy x¥ =

Nietrudno wykazaé, ze powyzsza definicja jest poprawna, tj. ze zbior, ktorego kres pojawia
sie w 1. jest ograniczony z gory. Latwo tez wykazaé, ze dla y € Q tak zdefiniowana potega
pokrywa si¢ z ta z poprzedniego etapu. Jednak tak naprawde zmudna i nietrywialna praca, to
wykazanie, ze tak zdefiniowana potega rzeczywista posiada wszelkie ,potrzebne” wtasnosci. Z
braku czasu powyzszy fakt podajemy znéw bez dowodu.

Fakt (,algebraiczne” wlasnoéci potegowania). Dla a,b > 0 oraz x,y € R zachodzi:
1. a*™Y =a® - aY,
2. a™¥ = (a")Y,
3. (a-b)* =a"-b".

B.D.
Whnioski.

1. Niech a > 0. Funkcja wyktadnicza o podstawie a, tj. funkcja W, : R — R zadana dla
z € R wzorem W,(z) = a® jest dodatnia (tj. Vyer Wo(z) > 0). Dla a > 1 W, jest
scisle rosngca, a dla a < 1 $cisle malejgca.
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2. Niech o € R. Funkcja potegowa o wykladniku o, tj. funkcja P, : (0;+00) — R zadana
wzorem P,(x) = z* dla x > 0 jest dodatnia. Dla o > 0 funkcja P, jest $cisle rosngca, a
dla o < 0 $cisle malejgca.

Dowéd.

Dla x > 1, ¢ € Q zachodzi 27 > 0 (patrz etapy 1—4), stad kres gérny z punktu 1. definicji
w etapie 5 jest dodatni, czyli ¥ > 0. Zatem dla x € (0;1) takze 2¥ > 0 na mocy 2. definicji.
Stad dodatnio$¢ obu funkcji W, i P,. Niech teraz a > 1 oraz x < y. Na mocy dodatnio$ci oraz
powyzszego faktu (pkt. 1.) zachodzi & = a¥™" = sup A, gdzie A = {a?:q € Q,q <y —x}.
Poniewaz y — x > 0, wiec korzystajac z tw. 1.8 (o gestosci Q) wybierzemy ¢y € Q takie, ze
55 < qo <y —x. A zatem go > 0 oraz a® € A, wige sup A > a®. Jednak z definicji potegi
dla wykladnikéw wymiernych (etapy 1—4) z faktu, ze o > 0 i a > 1 dostajemy tatwo'®
ze a® > 1, czyli w efekcie sup A > 1, skad a¥ > a”. Dla a < 1 — dowdd tatwy z punktu 2.
definicji i z powyzszego juz wykazanego. Dowdd Scistej monotonicznodci dla P, — analogiczny,
ale zamiast punktu 1. pow. faktu nalezy uzy¢ punktu 3. O]

13) Zachecam do $cistego wykazania tego przy uzyciu podanych definicji.
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Zadania do Rozdziatu 1

1. Wykaz nastepujace tozsamosci i nieréwnosci:

(a) Yiood" = 55
YV (b) (a+0b)" =30 (")akb”*k dlan € N oraz a,b € R (wzér Newtona, fakt str. 12);
(©) (1+a) >
Y () |a| + [b] > |a—b] > ||a] — |b]| dla a,b € R;
e) | > hor Tkl < Xpoq |zk| dla zq, ..., 2, € R.
)
)

c 1 +nadlaa>—1,n €Ny (nieréwnos¢ Bernoulli’ego, str. 13);

(
(f) > 1\[>\/_dlan€Nn
(g) n! < ()" dlaneN.
Uwaga: w a), b), ¢) przyjmujemy 0° = 1.
2. Wykaz, ze
(a) \V/q>1 Vien Jeso Vaen ¢° >
(b) \v/q>1 va>0 EIc>0 vx21 q* > cx“.

3. Niech p,, oznacza n-ta z kolei liczbe pierwsza (tj. p1 =2, po =3, p3 =5, ps =7, ps = 11
ltd) Wykaz, ze VneN, n>12 Pn > 3n.

enk:

Uwaga: tu mozna uzy¢ wiedzy ,szkolnej”, a nie tylko tej z wyktadu.

V 4 Wykaz w sposob catkowicie Scisty (wskazujac na kazdym kroku rozumowania z jakiego
aksjomatu lub uprzednio wykazanego twierdzenia nalezy skorzysta¢) kilka elementar-
nych wtasnosci liczb rzeczywistych — np.: te ponizsze:

lub inne wskazane wtasnorecznie.
5. Niech A, B C R beda niepuste i ograniczone. Czy istnieje wzér wyrazajacy:
(a) sup(AU B),
(b) inf(AU B),
(c) sup(AN B),
(d) inf(AN B)
przy pomocy kresow zbioréw A i B? Jedli tak, to znajdz taki wzor.

V' 6. Niech I bedzie pewnym niepustym zbiorem (,indekséw”) oraz dla dowolnego i € [
niech A; C R bedzie niepusty i ograniczony z gory. Udowodnij, ze sup(U;e; Ai) =
sup {sup 4; : i € I}.

(Uwaga — prosze to zrobi¢ przynajmniej przy dodatkowym zaltozeniu, Ze zbiér z prawej
strony jest ograniczony z gory; bez tego zatozenia przyda si¢ umowa o ,+00”).
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10.

V11

Dla A, B C R okreslamy dzialania algebraiczne (na zbiorach) + i - nastepujaco:
A+B:={a+beR:ac€Abe B}, A-B:={a-beR:a€ A bec B}.

Oznaczmy tez: —A := {—-1}- A, A < B wtw \V/aeA, pepa < borazdlace Re< A
wtw \V/aeA ¢ < aianalogicznie ¢ < A, ¢ > A, ¢ > A. Ponadto ¢+ A := {c} + A.

Wykaz, ze jesli A, B C R sa niepuste i ograniczone z gory, to:
(a) sup(A+ B) = sup(A) + sup(B);
(b) sup(A - B) = sup A - sup(B) przy dodatkowym zaltozeniu, ze A, B > 0;
(c) inf(—A) = —sup(A).

Uwaga: w dowodzie pkt. a) mozna np. wykorzysta¢ wynik z zadania 1.6 oraz szczegdlna
wersje pkt. a) dla A = {a}. Dla b) — analogicznie.

Wykaz, ze jesli ) # A C R oraz inf A = sup A, to A jest zbiorem jednoelementowym.
Wykaz, ze jesli A, B sa niepustymi podzbiorami R, to A < B = sup A < inf B.
Znajdz oba kresy zbiorow:

(a) {a* —ab:a,be (0;1)};
(b) {|%—%|:n,m€N,n7ém};
(c) {2k . n ke N}

n+k

Znajdz dowdd (pominiety na wyktadzie) dla szczegdlnego przypadku n = 2 w twierdzeniu
L.9., tj. wykaz, ze (¥a)> =a dlaa > 0.
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ITI Ciagi liczbowe, granica

[okoto 21 wykladu]

1. Podstawowe pojecia i oznaczenia

Niech ng € Z. Ciggiem (indeksowanym od ng) nazywamy funkcje okreslona na N,, . Jej wartosci
nazywamy wyrazami ciggu. Gdy wyrazy sa liczbami rzeczywistymi, méwimy o ciggu liczbowym
(ewentualnie rzeczywistym)'d .

Najczesciej bedziemy mieli do czynienia z sytuacja, gdy indeks poczgtkowy ng réwny jest
0 lub 1. Ciag bedziemy oznaczali jedna litera, np. a lub tak: {a,},>n, — ta druga mozliwosé
pozwala na wyrazne zaznaczenie poczatkowego indeksu. Choé¢ czasem (np. przy wiekszym
pospiechu...) moze skrécimy to nieco do {a,}. Aby jednak nie przypominaé przy kazdej okazji
jaki jest indeks poczatkowy rozwazanych ciggdéw przyjmijmy, ze na ogdt (przynajmniej w tym
rozdziale, choé¢ nie tylko) bedzie to wtasnie ng.

Aby wyraznie podkresli¢ zasadnicza réznice pomiedzy n-tym wyrazem a,, ciagu a = {ag }rsn,
a ,calym” ciggiem a, bedziemy na wyktadzie unikali czesto stosowanego zargonowego sformu-
lowania ,,... ciag a,,”, piszac zamiast tego ... ciag {a, tn>n,” lub ... ciag a”.

Reasumujac, ciag liczbowy a to (dla pewnego ny € Z) funkcja a: N,, — R. Inaczej tylko
niz przy typowym zapisie dla funkcji oznaczamy wartos$¢ tej funkeji w punkcie n € N,,, czyli
n-ty wyraz ciagu a. Piszemy bowiem a,, zamiast a(n), cho¢ ten drugi zapis tez jest czasem
stosowany.

Dla ciggow, podobnie jak ogélnie dla funkcji, okresla si¢ dziatania dodawania, mnozenia,
odejmowania i dzielenia przez liczbe. Oznacza si¢ je tymi samymi symbolami, co odpowiednie
dziatania dla liczb, cho¢ formalnie sg to oczywiscie zupelnie inne dziatania. Np. gdy r € R
oraz a,b sa ciagami liczbowymi o tym samym indeksie poczatkowym ng, to (r-a), =7 ay,
(a 4+ b), := a, + b, dla n > ng. Analogicznie (,punktowo”) okreslamy pozostate dziatania,
przy czym dzieli¢ ,wolno” tylko przez ciag o wszystkich wyrazach # 0.

Bedziemy tez uzywali symbolu nieréwnosci <, >, <, > dla ciagéw (znéw, to mate nad-
uzycie...) np. a < b wtw V@no a, <b,*? orazr <a wtw V@no r < a, i analogicznie przy
pozostatych typach nieréwnosci.

Ciag a jest ograniczony z gory (z dotu) wtw a < r (r < a) dla pewnego r € R; a jest
ograniczony tzn., ze jest ograniczony z gory i z dotu.

Wazna klasa ciagéw to ciggi monotoniczne, tj. rosnace i malejace (nie jednoczesnie...).
Uwaga! Nasza terminologia bedzie taka: {a,}n>n, jest rosngcy wtw v@m Uni1 = a, (a wiec
nieréwnosé jest ,>", nie ,>", jak bywa to czasem definiowane). Dla takich ciagéw uzywana
jest tez czesto nazwa: niemalejgce. Analogicznie jest z ciagami malejgcymi (nierosngcymi),
tylko nieréwnosé¢ jest ,<”. Natomiast {a,}n>n, jest Scisle rosngcy wtw V,>p, Gni1 > ap i
analogicznie dla $cisle malejgcego.

Przy okazji teorii zbieznosci ciggéw przydatna bywa ponizsza terminologia:

e gdy ¢ jest pewng formulg zdaniowa ze zmienng ze zbioru Z lub z pewnego N, to zdanie:
o(n) dla dostatecznie duzych n oznacza to samo co Jyez V@N ©(n). Dla skrécenia
bedziemy pisa¢: d.d.d. zamiast ,dla dostatecznie duzych”.

14) Na tym wykladzie liczby sa w zasadzie tylko rzeczywiste, ale ogélniej ciagi liczbowe moga mieé wyrazy
bedace dowolnymi liczbami zespolonymi.
15)

2

Formalnie powinniSmy napisaé tu ,,VneNng ” lub ,,Vnez,n?no 7, ale taki skrétowy zapis ,,\V/n>no Z
y2domyslnym wyborem” n € Z, a nie wszystkich n € R stosowaé bedziemy czesto.
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e gdy W jest pewna wtasnoscig ciagu lub ciagow, to méwimy, ze W zachodzi od pewnego
miejsca, gdy istnieje N € 7Z takie, ze W zachodzi dla tych ciagéow ,obcietych” do Ny
(tzn. w miejsce ciagu {a, }rn>n, bierzemy {a,}n>n).

Np. Ciag a jest rosnacy od pewnego miejsca wtw = ~Nez {an}n>N jest rosnacy wtw
Ivez vn}N Ant1 2 Qp

wtw d.d.d. n a,1 > a,. Jednak nie powinnisSmy uzywaé sformutowan ,a jest rosnacy d.d.d.
n” ani ,a, jest rosnacy d.d.d. n” (dlaczego?).

Zajmijmy sie wreszcie najwazniejszym tu dla nas pojeciem granicy ciggu liczbowego a =
{an}nzno-

Definicja.
e Niech g € R. Cligg a jest zbiezny do g wtw

ve>0 3]\72710 anN |a’n - gl <€

(tj. Veso (Jan — gl < € d.d.d. n)).

Cigg a jest zbiezny wtw a jest zbiezny do g dla pewnego g € R.

Cigg a jest rozbiezny wtw a nie jest zbieiny.

Cigg a jest rozbiezny do +oo (—o0) witw VC@R E|N>n0 V@N a, > C (a, <C).

Niech g € RU {+00, —00} =: R. Cigg a ma granice g lub inaczej: g jest granicq
a wtw [ g € R ia jest zbiezny do g] lub [g = oo i a jest rozbiezny do g]. Zapisujemy

to symbolem a, — g, ewentualnie a, 0 9, asamg granice ciggu a 0zZnaczamy
n—roo

lim,, 1 ay.

Uwaga 1. Nie mozemy wiec powiedzie¢ ,a jest zbiezny do +00”, ale mozemy ,a ma granice
400", co znaczy tyle co ,a jest rozbiezny do +00”.

Uwaga 2. Whrew tej tradycyjnej notacji, jak widac z definicji, granica i zbiezno$¢ sa zwigzane
z ,calym” ciggiem, a nie z ,,jakim$ jego n-tym wyrazem”. Moze lepsza bytaby wiec notacja
SJima”, .a— g, ale to wbhrew tradycji...

Fakt I1.1 (oczywisty). Jesli a posiada granice, to jest ona wyznaczona jednoznacznie. B.D.

A zatem symbol lim,, ., ., a, jest poprawnie okreslony.
Fakt I1.2 (tez oczywisty). Jezeli a, = b, d.d.d. n, to a, — g < b, — g. B.D.

Przyklady (najbardziej elementarne). 1. Ciagstaly. Oznaczmy: a =r wtw \V/n>n0 ay, =
r. Oczywiscie gdy a = r, to a,, — 1.

2. n — +00 — to natychmiastowy wniosek z zasady Archimedesa (tw. 1.5).

3. L — 0 — to jak wyzej (to ,klasyczny przyklad szkolny”).

4. (—=1)™ — ciag o wyrazach zadanych takim wzorem jest rozbiezny i (co gorsza...) nie ma
granicy zadnej.
Dalsze ,elementarne” przyktady wygodniej bedzie badaé¢ po rozwinieciu cho¢ troche teorii
zbieznosci.
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2. Wtlasnosci arytmetyczne granicy

Zaczniemy od twierdzenia o zachowaniu si¢ granicy przy dokonywaniu podstawowych operacji
algebraicznych na ciggach. Najpierw jednak cze$ciowo'® rozszerzymy dziatania okreslone w R
na tzw. rozszerzony zbidr liczb rzeczywistych R, ktory zostat zdefiniowany przy okazji definicji
granicy ciagu. Rozszerzenia te zdefiniowane sa w nastepujacych tabelach (wiersz odpowiada
lewemu argumentowi a kolumna prawemu). Znak ,x” oznacza, ze dana operacja nie jest okre-
Slona. O a i b zaktadamy, ze naleza do R.

+ b +00 | —oo — b +o00 | —o0
a a+b| 4o | —00 a a—>b| —o0o | +0
400 | 00 | +00 X +o0 | +00 X —+00
—00 | —00 X —00 —00 | —00 | —00 X
b +00 —00 5 v p——
+oo a >0 —o0 a>0 @b b0
a a-b X a=0 X a=0 a >< b= 0 0 0
—00 a<0 +o00 a<0 —
+oo b>0
+o0o b>0
+00 x b=0 X X
+00 x b=0 +00 —00
—00 b<0
—00 b<0
—00 b>0
—00 b>0
—00 x b=0 —00 400 - x b=0 x x
Yoo b<0 +o00 b<0

Mozemy tez rozszerzy¢ dziatania jednoargumentowe (elementy przeciwny i odwrotny):

-1

. . z z
— -1
; — . a a#0
+0o0 | —00 X 4=
+00 0
—00 | 400
—00 0

cho¢ w ponizszym twierdzeniu nie bedzie nam to potrzebne.
Twierdzenie II.1 (o rachunkowych wtlasnosciach granicy). Niech ® oznacza jedno z
dziatan +, —, -, : . Zalésmy, ze a, — ¢, b, — h, gdzie g,h € R sq takie, ze dziatanie g ® h
jest okreslone’™ oraz w przypadku gdy ® =: wszystkie wyrazy ciggu {b,} sq réine od 0.
Wowczas (a ® b),, — g ® h.

Ponadto jesli {a,} >0 oraz a,, — 0, to i — +00.

Udowodnimy tylko jeden z przypadkow: gdy ® jest mnozeniem oraz g, h € R. Najpierw
jednak:
Lemat. Cigg zbiezny jest ograniczony.
Dowéd.

16)

Tylko czesciowo, bo mozna wykazaé, ze catkiem sie nie da, jesli chcieliby$my przy tym rozszerzeniu zacho-
wacé np. aksjomaty ciata.

17) Tzn. w tabeli dla ® w kratce odpowiadajacej parze (g, h) nie wystepuje ,x”.
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Niech a, — g € R. Z warunku z definicji ,dla ¢ = 1”7 dostajemy: istnieje N > nq takie, ze
\V/@N la, —g| < 1 czyli V@N g—1<a, < g+1. Stad, jesli oznaczymy A := {ay: k € Z,ng <
k< N}, to

Vs, min({g — 1} U A) < a, < max({g + 1} U A).

0

Dowéd (twierdzenia II1.1).
Wykazemy tu tylko cze$¢ dotyczaca mnozenia, w przypadku gdy g, h € R. Na mocy lematu
ciag a jest ograniczony, czyli'® dla pewnego C' > 0 zachodzi V,s,, |a,| < C. A zatem na
mocy wtasnosci modutu (w tym nieréwnosci trojkata) mamy dla n > ng:

|anbn - gh| = |anbn - Cth + anh - gh| < |an| ’ |bn - h| + |an - g| : |h| <
< C‘bn_h‘—i_‘an_g‘m’ (Hl)
Teraz, aby postugujac si¢ definicja wykazaé, ze a,b, — gh, rozwazmy dowolne ¢ > 0. Na
mocy definicji istnieja takie N,, N, € Z, ze

€

C + |h|

la, — g] < dlan > N,

€
by — | < dlan > N,
bn =M< Gy Al = Mo

Biorac wiec N := max{N,, N} mamy
€

Y. b, — gh| < (C + |h —

€.

]

Warto zwrocié baczng uwage na powyzszy dowdd, choé jest to dowdd faktu znanego Pan-
stwu z pewno$cig ze szkoty. Zawiera on dwa elementy dos¢ typowe dla dowoddw, ktore bedzie-
my przeprowadzaé. Pierwszy to chwyt uzyty w formule (I1.1) polegajacy na odjeciu i dodaniu
tej samej liczby (a,h) przed uzyciem nieréwnosci tréjkata. Drugi to dobor N jako wiekszego
sposrod N, i Ny.

Uzytecznosé twierdzenia I1.1 dla znajdowania granic rozmaitych ciagéw zadanych zawity-
mi wzorami wydaje sie oczywista. Czasem jest ono nawet skuteczniejsze niz mogloby sie to
wydawac¢ na pierwszy rzut oka.

Przyktad (szkolny).
n?—T+3
Uy = —— .
2n2 4+ 3n + 1
Z twierdzenia I1.1 wida¢, ze ,mianownik” ma granice 400, ale nie daje ono nic dla licznika...
(,+00—(400)”). Nie mozemy tez wiec uzy¢ bezposrednio tw. I1.1 dla ilorazu... Stosujac jednak

standardowy chwyt z dzieleniem licznika i mianownika przez n? przeksztalcamy a,, do postaci:
7, 3
_l-nt e
2+34 L

Qn

skad juz a,, — % na mocy tw. II.1.

Jednak aby naprawde moc skutecznie wykorzysta¢ tw. I1.1 potrzeba nam wiecej zbadanych
granic dla elementarnych przyktadow ciggéw — te kilka z przyktadu ze str. 18 to z pewnodcia
zbyt malo. Ponizej podamy wigcej przyktadow. Czesé z nich zostanie zbadana wkrétce na
wyktadzie, czesé na éwiczeniach, a czesé zostanie bez dowodu (do ewentualnego samodzielnego

sprawdzenia).

18) Zachecam do samodzielnego wykazania, ze ,ograniczonosé to to samo, co ograniczono$é¢ modutu z géry”.
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Przyklady (tez elementarne).
a. n® — +oo dla a > 0;

0 dla |a| < 1
b. a*—< 1 dlaa=1 ponadto {a"} nie posiada granicy gdy a < —1;
+oo dlaa>1,

n

c. 2- — 0 przy dowolnych a € R oraz C' > 1;

d. < — 0 przy dowolnym a € R;

n!

e. ¥a— 1dlaa> 0;
f. /n—1;

g. (14+2)" — e dla pewnego e € (2;3]. Uwaga: to wlasnie przyjmujemy jako definicje liczby
e (tj. ,e — to granica ciggu...”).

Wykazanie, ze zachodza zbieznosci/rozbieznosci z powyzszego przyktadu przy uzyciu samej
tylko definicji granicy bytoby zadaniem do$¢ trudnym. Nieco prosciej mozna sobie z nimi
poradzi¢ przy uzyciu kilku uzytecznych twierdzen, ktore wkrotce Panstwo poznacie. Wezesniej
jednak ostrzezenie zwigzane z ostatnim przyktadem. Ponizsze ,rozumowanie” oparte na tw.
I1.1 jest dos¢ czeste i typowe dla wielu nieostroznych studentow:

\" 1 1
14+ — =(1+—)-...- 1+ — 1-...-1=1"
”(+n> <+n) <+n>_>%’—’

n razy

n razy

Jednak 1 # e... — gdzie tkwi btad?

3. Granica a niero6wnosci

Zacznijmy od nastepujacego waznego, cho¢ prostego twierdzenia:

Twierdzenie 11.2 (o zachowaniu nieréwno$ci przy przejsciu granicznym). Jezeli a, <
b, d.d.d. n, oraz a, — g, b, — h, to g < h.

Oczywiscie przyjmujemy umowe, ze s < +oo oraz —oo < s dla dowolnego s € R.
Dowdéd.
Twierdzenie wykazemy tylko dla przypadku g, h € R. Przypus¢my, ze h < g i niech € := %.
Woéwezas, poniewaz € > 0, d.d.d. n zachodzi (odpowiednie ,N” dobieramy najpierw dla ciagu
a, potem dla b, a nastepnie bierzemy wieksze z nich — jak w dowodzie tw. I1.1):

Gn>g—€=h-+¢e>b,,

co jest z kolei sprzeczne z zatozeniem, ze a,, < b, d.d.d. n. (patrz rys. 2) O

Zauwazmy, ze nie mozna w pow. twierdzeniu zmieni¢ w

obu miejscach ,,<” na ,,<”. Wystarczy np. rozwazy¢ przyktad ‘< ‘<

a,:=1oraz b, =1+ % h bg # dn g
Kolejne twierdzenie jest bardzo uzyteczne w wielu dowo- §

dach zbieznosci pewnych ciggéw, dla ktérych potrafimy od- Rysunek 2

gadnaé ich granice.

Twierdzenie I1.3 (o trzech ciagach). Jezeli a, < b, < ¢, d.d.d. n, oraz lim,_, - a, =
lim, .1 c, =g, tolim, .. b, =g.
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Zanim przystapimy do dowodu zauwazmy, ze gdybysmy juz wiedzieli, ze ciag sSrodkowy {b, }
posiada granice, to dow6d mieliby$my natychmiast dzieki tw. I1.2. Jednak tego nie wiemy...
Dowdéd.

Znow rozwazamy tylko przypadek g € R. Niech € > 0. Biorac d.d.d. n mamy z definicji
zbieznosci oraz z nieréwnosci z zalozenia twierdzenia:

g—e<a, <b,<c,<g+e,

a zatem w szczeg6lnosei |b, — g| < e. O

Uwaga. W przypadku, gdy g = +00 lub —oo zatozenia mozna ostabi¢ — wystarczy jedna nie-
rownos¢ dla d.d.d. n. Lewa dla +o00, a prawa dla —oo. Tak uproszczone twierdzenie nazywane
bywa ,twierdzeniem o dwoch ciggach”.

Whiosek. Jezeli cigg c jest ograniczony oraz cigg a zbiezny do 0, to ich iloczyn c - a jest
zbiezny do 0.

Dowéd.

Z ograniczonosci ¢ mamy dla pewnego M € R

\V/@no ‘Cn| < M.

Stad V@no 0 < |epan| < M -|ay,|. Jednak skoro a,, — 0, zatem |a,| — 0, wiec (z tw. 1.1 dla

ciagu statego i {|a,|}) M -|a,| — M -0 = 0. To pozwala uzy¢ tw. I1.3 z ,Jlewym” ciagiem stale

réwnym 0. Tak wiec |c,a,| — 0, a stad takze c,a, — 0. O
W powyzszym dowodzie zostal uzyty nastepujacy oczywisty i uzyteczny

Fakcik. a,, — 0 wtw |a,| — 0.

Dowéd.

Patrz definicja zbieznosci... O]

Kolejne twierdzenie takze zwigzane z nieréwnoscia, ale juz w calkiem inny sposob, to
twierdzenie dotyczace ciggdéw monotonicznych.

Twierdzenie 11.4 (O granicy ciagu monotonicznego). Jezeli ciagg a = {an},,, jest
monotoniczny, to posiada granice. Jest ona réwna sup {a, : n > ng} gdy a jest rosngcy, na-
tomiast gdy a jest malejgcy, to réwna jest inf {a, : n > no}'Y . W szezegdlnosci cigg rosngey
ograniczony z gory, a takze cigg malejgcy ograniczony z dotu jest zbiezny.

Dowéd.

Ograniczymy sie do przypadku ciagu rosnacego ograniczonego z géry. Niech g := sup {a,, : n > ng}.
Wykazemy, ze a, — ¢. Niech ¢ > 0. Poniewaz a jest ograniczony z géry, zatem g € R (ak-
sjomat ciagtosci!), a stad g — € < g. Z definicji sup liczba g — € nie jest zatem ograniczeniem
gérnym zbioru {a, : n > ng}, czyli istnieje N > ng takie, ze ay > g — €. Jednak poniewaz a
jest rosnacy, zatem dla dowolnego n > N mamy

an>aN>g_€7

a jednoczesnie g + € > g > ay, skad |a, — g| < e. O]
Przyklady. Powyzszych twierdzen uzyjemy do zbadania paru sposrod przyktadow a — g ze
strony 21.

a) n®* — +oo dla o > 0. Z zasady Archimedesa znajdziemy k € N takie, ze k > é Stad
% < a i z wlasnosci potegi VneN by, = ¥/n = nt < n® Na mocy twierdzenia o 2 ciggach
wystarczy wykazaé, ze b, — +00. Ale znéw z wtasnosci potegi b jest ciagiem rosnacym, zatem

19) Przypominam o umowie z podrozdziatu 3., dotyczacej kreséw zbioréw nieograniczonych.
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b ma pewng granice g i na dodatek z tw. 1.2, g > 0. Ponadto z tw. II.1 dla mnozenia (+
indukcja ,,po k”) mamy b¥ — ¢F, ale b¥ = n — +o0, stad g*¥ = +oo. Wiec skoro g > 0, to
g = +00.

c) Z—: — 0 dla a € R, ¢ > 1. Wybierzmy jakies £ € N takie, ze £ > «. Zauwazmy, ze
e > 1 zatem r := c—1 > 0. Wyraz ogblny naszego ciggu zapiszemy w nastepujacy sposob:

[e7 « «

n n n
anziz

o (YomFE — (T +r)m)k

Teraz z nierownosci Bernoulli’ego mamy

na

0<a,< < = =:c
SN (U )k T opkrk T pkea "

Poniewaz k& > « zatem na mocy punktu a) oraz tw. II.1 (dla dzielenia) mamy ¢, — 0, skad
a, — 0 z tw. o trzech ciagach.

f) /n — 1. Wykazemy najpierw, ze ¢, := {/¥/n — 1. Z nier6wnosci Bernoulli’ego otrzy-
mujemy tatwo, ze ¥/1+a <1+ % dla a > —1. Stad mamy

In—1) vn=1 1—|—L—l
< \/¥/n =11 = 7 ,

n

wiec ¢, — 1 na mocy tw. o 3 ciagach. Ale {/n=c¢, ¢, —1-1=1.
e) /a — 1 dlaa > 0. Gdy a > 1, to d.d.d. n mamy 1 Va < Y/n, wiec wystarczy
uzy¢ f) i tw. o 3 ciggach. Teraz dla 0 < a < 1 mamy {/a = \/T wiec wystarczy skorzystac z

poprzedniego przypadku i z tw. I1.1.
g) Wykazemy najpierw, ze {an},-, 0 wyrazach zadanych wzorem a, := (1 + %)” jest
rosnacy (a nawet $cisle rosnacy). Nier6wnosé a, 1 > a, réwnowazna jest nieréwnosci

n
1 _ (1 + n+1>
7
1+ TH I+
czyli 1 — #2 < (1-— mw, a te ostatnig nieréwnos¢ tatwo dowies¢ z nieréwnosci Bernoul-

li'ego. Nastepnie dowodzimy, ze {a,} jest ograniczony z gory przez 3 rozpisujac a,, przy uzyciu
wzoru Newtona:

n n 1 n 1 n 1 nfll
=Y ("=<Y - <1+ —14+Y <142
k=0 <k> nk kgok‘ 1;12]6_1 ;)Qk

przy czym Wyjaénienie pow. nier6wnosci pozostawiam Panstwu. Zbieznos¢ {a, } wynika zatem
z tw. 1.4 i stad tez e < 3. A z tw. 1.2, z tego, ze as > 2 i ze a — rosnacy, dostajemy e > 2.

4. Podciagi
Definicja. {a],}

: - ,
wyrazach ze zbioru N, taki, ze V@no a,

jest podciagiem {a,} wtw istnieje Scisle rosngcy cigg {kn} 0

n>ng n>ng n>ng

= ag,, -

Przyktad. {#} . jest podciggiem a = {l} - (wystarczy wziaé k, := n?) ale {ﬁ} - nie

n

jest podciagiem a. Takze ciag b = {[\}]} nie jest podciggiem a, cho¢ kazdy wyraz b, jest
™ 1
pewnym wyrazem ciggu a.

Troche w zwigzku z ostatnim przyktadem, a troche z powoddéw, ktore wyjasnia sie za
moment przyjmiemy jeszcze druga definicje.
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Definicja. {a;}@nb jest wogélnionym podciagiem {a,}

wtw istnieje cigg {kn}

n>ng nzng

o wyrazach ze zbioru N, taki, ze k, — 400 oraz V@na al = ay,,.
Uwaga. Podciag jest uog6lnionym podciagiem, bo skoro {k, } jest scisle rosnacy i \V/neNno ky, €
Ny, to k, — +oo (dlaczego?). Przyktad powyzszy z ciagiem b pokazuje, ze uogdlniony podciag
nie musi by¢ podciggiem.

Twierdzenie I1.5 (O granicy uogdélnionego podciagu). Jezeli a’ jest uogdlnionym pod-
ciggiem ciggu a oraz a, — g € R, to a, —g.

Dowdéd.

Rozwazymy tylko przypadek gdy g € R (pozostale sa analogiczne). Niech a!, = ay, , k, — +00.
Niech € > 01 niech M takie, ze |a, —g| < e dlan > M. Poniewaz k,, — +o0 zatem dobierzemy
N takie, ze k, > M dlan > N. A zatem |a;, — g| < € dla n > N. Dla dowolnego ¢ > 0
dobralismy N takie jakie byto wymagane definicja i stad a), = ax, — g¢. O]
Przyktad. Rozwazmy jeden z przypadkéw przyktadu b) ze strony 21, mianowicie ciag {a"}, -,
dla1l > a > 0. Oczywiscie jest on malejacy i ograniczony z dohu przez 0, zatem zbiezny na mocy
twierdzenia I1.4 do pewnego g € R. Pytanie tylko czym jest to g? Rozwazmy ciag {a("+1)}n>1

— oczywiscie to podciag pierwszego ciagu, zatem z tw. IL5 (i uwagi) mamy o) — ¢. Z
drugiej strony z tw. IL.1 a"™) = a - a" — a - g, zatem (patrz fakt II.1 str. 18) g = a - g. Stad,
poniewaz a # 1, zachodzi g = 0. W efekcie a™ — 0.

Twierdzenia I1.5 nie daje sie oczywiscie odwréci¢. Przyktadem jest tu np. cigg o wyrazach
(—1)™, ktéry ma podciag zbiezny do 1, ale sam nie jest zbiezny do 1 (w ogéle nie ma granicy).
Inaczej méwiac jeden ciagg a moze mie¢ wiele rozmaitych granic swoich podciggdw.

Niech

GP(a) = {g € R : istnieje podciag a’ ciagu a taki, ze a,, — g} .

Za chwile wykazemy, ze zawsze G P(a) jest niepusty. Gdy a,, — ¢, to GP(a) jest oczywiscie (na
mocy tw. I1.5) jednopunktowy — réwny {g}. Mozna tez dowiesé¢, ze GP(a) posiada element
najwiekszy i najmniejszy?? .
Warto wiedzie¢ o istnieniu nastepujacych uogélnien na wszystkie ciagi pojecia granicy

ciagu (ktora nie dla kazdego ciagu istnieje). Mianowicie:

lim sup a,, := max GP(a)

n—-+00
i analogicznie

liminf a,, := min GP(a)

n—-+00

Mozna wykazac, ze zachodzi

Fakt. liminf, ., a, = limsup,_,.  a, = ¢ wtwlim, ., a, =g. B.D.
Zajmiemy sie teraz waznymi rezultatami dotyczacymi istnienia dla danego ciggu pewnych

jego szczegolnych podciggdw.

Lemat. Kazdy cigg rzeczywisty posiada podcigg monotoniczny.

Dowdéd.

Dla ,ustalenia uwagi” przyjmujemy, ze ng = 1. Dla ciggu a okreslamy
A= {]{?ENvak al>ak}.

Zachodzi jeden z dwéch ponizszych przypadkéw. Dla obu zdefiniujemy rekurencyjnie taki ciag
indeksow {kn},>,, ze {ax, },>, jest monotoniczny.

20) Uwaga: ale w nieco szerszym rozumieniu — przez rozszerzenie (w oczywisty sposéb) pojecia max i min na
podzbiory zbioru R . GP(a) moze nie byé juz bowiem podzbiorem R. Jezeli 400 € GP(a), to przyjmujemy
zatem +o0o = max GP(a), a gdy GP(a) = {—oc0} to max GP(a) = —oo. I analogicznie z min.
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1°. A jest nieograniczony z géry. Wowczas niech k1 := min A, k1 :=min{k € A: k > k,}
dlan € N (inaczej mowige, k, to ,n-ty z kolei (co do wielkosci) element A”) — to poprawna
definicja, bo zbior powyzszy jest miepusty skoro A — nieograniczony z gory i dzieki zasadzie
minimum to min istnieje. Jednoczesnie z definicji mamy k1 > ky, k, € A C N dla dowolnego
n € N, a ponadto z definicji A

Viek, @ > ay,,

w szczegolnosci zatem ay,
TOSNGCYM.

> ay,. Czyli {ay,},>, jest podciggiem ciggu a i to podciggiem

n+1

2°. A jest ograniczony z géry. Wybierzmy zatem (zasada Archimedesa) M € N takie, Ze
Viea k< M. Dlal € Ny oznaczmy B(l) :== {k € N: k > I, a, < a;}. Zauwazmy, se B(l) # 0.
Gdyby bowiem B(l) = 0, to V,m ap = ai, czyli l € A, co jest niemozliwe, bo | > M. Znow
wiee dzieki zasadzie minimum B(l) posiada min i co wiecej zachodzi min B(l) > 1 > M. Zatem
mozemy okreslic f : Ny — Ny, wzorem

f(1) = min B(I)

i mamy z definicji f(1) € B(l), skqd dla l € Ny, zachodzi

a) f(I) > 1,

b) arqy < a.

Teraz definiujac ky = M, kyni1 = f(ky) dla n € N uzyskujemy z a) k,1 > k, oraz z b)
Ay = Qf(ky) < Ok, dla dowolnego n € N. Czyli {akn}@l jest podciggiem malejgcym ciggu a
(i to nawet Scisle).

O

Powyzszy lemat i twierdzenie 11.4 daja natychmiast
Whiosek. Kazdy cigg posiada podciqg, ktéry ma granice w R.

A przy mocniejszych zatozeniach otrzymujemy wazne i znane

Twierdzenie I1.6 (Bolzano-Weierstrassa). Kazdy cigg ograniczony posiada podcigg zbiez-

ny.
Dowéd.

Na mocy lematu ograniczony cigg a posiada podcigg monotoniczny a’ — ale ten podcigg jest
ciggiem ograniczonym, skoro a jest ograniczony. Wiec z tw. 11.4 ciag a’ — zbiezny. 0

Jak wida¢, w tym podejsciu do tw. B.-W. caly ciezar dowodu spadt na dowdd lematu.

5. Zupelno$é (troche inna)
O zupekosci byta juz mowa przy okazji aksjomatu zupelnosci. Teraz ta nazwa pojawi sie w
kontekscie ciggow w innym, cho¢ powigzanym Scisle z poprzednim, znaczeniu.

Definicja. Cigg a jest ciggiem Cauchy’ego wtw
\v/6>0 3N2n0 vm,n}N ‘am - an’ <e€ (112)

Jak wida¢, nieco to przypomina definicje granicy ciggu, ale w ogdle w tej definicji granica
si¢ nie pojawia. Mowa jest jedynie o tym, ze ,dla duzych indekséw wyrazy sa sobie bliskie”.
Jednak to pierwsze podobienstwo okazuje sie nie by¢ przypadkowe! Zachodzi bowiem:
Twierdzenie I1.7 (o zupelnosci R). Cigg liczbowy jest ciggiem Cauchy’ego wtw jest cig-
giem zbieznym.
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Dowéd.

77¢’7

Niech a, — g € R i niech € > 0. Z definicji zbieznosci do g istnieje N takie, ze |a, — g| < §
dla dowolnego n > N. W szczegblnosci zatem, gdy m,n > N, to |a, — g| + |a., — g] < €, skad
z nierownosci trojkata

|an_am|:|an_g+g_am|<|an_g|+|am_g|<e‘

7

=
Teraz zatézmy, ze a jest ciagiem Cauchy’ego. Wykazemy najpierw, ze a jest ograniczony.

Korzystajac z (I1.2) (,dla € = 17) wybierzmy N’ > ng takie, ze mew | — an| < 1.
A zatem jezeli n > N', to (bierzemy m = N') |an, — a,| < 1 skad |a,| < |an/| + 1. A jezeli
n < N, to |a,| < max{|ax| :ng < k < N, k€ Z}.

A zatem a — ciag ograniczony. Na mocy twierdzenia Bolzano-Weierstrassa istnieje podciag
a’ ciagu a, ktory jest zbiezny. Niech wigc a, = ax, — g € R, gdzie k, — +00. Wykazemy,
ze réwniez a, — ¢. Niech ¢ > 0. Korzystajac znéw z (I1.2) wybierzmy N > ng takie, ze
Vm,@N |@m — an| < §. Poniewaz k, — +o0c oraz ay, — g, zatem mozemy wybra¢ takie s, ze
ks > N i jednoczesnie |ax, — g| < 5. Mamy zatem (,bierzemy m = k,”)

V@N |aks — CLn| < %

skad dla dowolnego n > N

|an_g| = |an_aks + ag, _g| < |an_ak5 + |ak's _g| < €.
To dowodzi, ze a, — g¢. O]

Warto wspomnie¢, ze powyzsze twierdzenie, podobnie jak twierdzenie 1.4 (o granicy ciagu
monotonicznego) moze stuzyé¢ do dowodu istnienia granicy w takich sytuacjach, gdy nie mamy
pomystu jaka mogtaby by¢ ta ewentualna granica ciggu.

6. Informacja o dalszych twierdzeniach dotyczgcych granicy ciggu

Na koniec rozdziatu IT podaje tu bez dowodu kilka uzytecznych czasem twierdzen.
Twierdzenie I1.8 (o granicy Sredniej arytmetycznej i geometrycznej). Niech ng = 1.
Jezeli a, — g € R, to

1 n
—> ap —g.
n3 ’

"Hak—>g.
\ k=1

Twierdzenie I1.9 (Stolza). Niech {b,}n>n, bedzie ciggiem Scisle monotonicznym o wyrazach
niezerowych oraz niech {a, tn>n, bedzie taki, Ze

Jezeli ponadto \V/@l an, >0, to

Aptr1 — Ap ™
— —g€cR

bn+1 - bn
oraz ze zachodzi jeden z warunkow:

ea,—0,b,—0
e b, — +00
e b, — —

Wowczas - — g.
n
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Zadania do Rozdzialu 11

1. Znajdz granice (lub wykaz jej brak) dla ciagéw o wyrazach zadanych wzorami podanymi
nizej (o ile ,sie da” — bez uzycia twierdzenia o granicy Sredniej arytmetycznej i geo-
metrycznej i twierdzenia Stolza).

<9(99)> () (1+1)™

() o000 (@) n0
* 1,0000001" ) VT
(n_7)100 S
0) rm (k) /7 —3

—~
—

7" 4 6" — nloo0
©) @1y =7 4 oo
100™ + n! n!
(&) == 200n\/_
(e) (1,00001 — 2)m
(f) (1+;2)"
(2) (0,9999 + 1)

=

—~
\_/\_/\_/\_/\E/\_/\_/\_/\_/\_/
3
=
|
—
S
=)
S

—~ N~
T O

le)

\v4 Uwaga. Do zrobienia w kazdej grupie przynajmniej: 2 przyktady sposréd a) - d), 3
przyktady sposréd e) - h), oraz k).

2. Znajdz granice (lub wykaz jej brak) dla nastepujacych ciagéw zadanych rekurencyjnie
wzorami

(a) a1 = a, an+1:%(an - Sydlan>1,dlaa=2oraz dla a = 3;
(b) a1 =2, apt1 =3a,-(2—a,) dlan > 1, w zaleznosci od z € [0;2].
\v4 Uwaga. Nalezy rozwigzaé¢ co najmniej jeden z podpunktow.
3. Zbadaj, czy ciagi zadane wzorami ponizej sg zbiezne

(a) + 4 g+ o (= Zheo mr);

(b) Xk=o 1o, gdzie {cn}@O jest pewnym ciggiem cyfr.
4. Wykaz, ze jesli \V/n>n0 a, > 0 oraz GZ—:l — g, to /a, — g.
5. Wykaz, ze dla dowolnego p € Ny zachodzi

ohq kP _ 1
np+1 p+1

6. PrzeprowadZ samodzielnie pominiety na wyktadzie dowdd twierdzenia II.1 (o rachunko-
wych wlasnosciach granicy) dla przypadku ilorazu.

7. Wykaz, ze jezeli k € N oraz \V/@no ap, 2 0, to a, — g = a, — /g (rozwaz kolejno
przypadki: g =1, ¢ > 0, g = 0)

8. Znajdz przyktady do kilku ,nieoznaczonosci”, tj. sytuacji gdy operacja nie jest okreslona
w rozumieniu ze strony 19, wykazujac, ze nie daloby si¢ danej operacji dla tej sytuacji
okresli¢ w zaden sposéb z zachowaniem tezy twierdzenia II.1 (np. dla 400 — (+00)”,
S0+ (+00)7, ..0)
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

Wykaz, ze a, — 0 wtw |a,| — 0 oraz, ze niezaleznie od wartosci g, a, — g = |a,| — |g]
(z umowa, ze | + co| = +00).

Niech ) # A C R i niech ¢ bedzie ograniczeniem gérnym A. Wykaz, ze ¢ = sup A
wtw istnieje ciag {a,} ztozony z elementéw zbioru A taki, ze a,, — c.

Znajdz sup A oraz inf A dla A =
(a) {2+ 2:n,meN}
(b) {a%b—l—i—kcfa ca,b,c>0}.
Wykaz, ze jesli as, — g oraz as,.1 — g, to a, — ¢

Podaj ogélniejsze niz powyzej (jak najogdlniejsze ...) warunki na ciagi indekséw {k,},
{l,} gwarantujace, ze dla ay, — ¢ i a;, — ¢ zachodzi a,, — g (oczywiscie takze wykaz
tak utworzone twierdzenie).

Wykaz, ze jezeli as, — g, asni1 — h, as, — f dla pewnych f, g, h € R, to a,, ma granice

(=f=g9="h).

Wykaz Twierdzenie: Jezeli cigg liczbowy nie posiada granicy, to istniejqg dwa jego pod-
clqggl posiadajgce rozne granice.

Wykorzystujac twierdzenie o 3 ciagach (twierdzenie 11.3) oraz twierdzenie o granicy
uogoblnionego podciagu (twierdzenie 11.5) wykaz, ze

1y
(1r5)
Tn

jezeli x,, — 400
Korzystajac z zadan 11.16 1 I1.7 wykaz, ze jezeli a € Q oraz x,, — +00, to (1—1—&)“ — e

Wykaz, ze dla dowolnego x € R zachodzi % — 2. Mamy w ten sposob przyktad
yjednolicie zadanego” ciggu liczb wymiernych zbieznego do dowolnego x € R. Postugujac
sie¢ powyzszym ciagiem znajdz analogiczny ciag ztozony z liczb niewymiernych.

Udowodnij twierdzenie Stolza (tw. I1.9).

Udowodnij wybrang czes¢ twierdzenia o granicy sredniej arytmetycznej i geometrycznej
(tw. IL.8).

an
n

Wykaz, ze jesli (an41 — a,) — g, to = — g

an

Wykaz, ze jesli (an41 + a,) — 0, to %= — 0. Czy mozna tu 0 zastapi¢ przez dowolne g?
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IITI Szeregi liczbowe

[ok. 2 wyklady]

1. Definicja ,sumy nieskonczonej”

Zapewne wielu sposrod Panstwa postugiwato sie nieskonczonym sumowaniem jeszcze na dtugo
przed poznaniem pojecia szeregu — czyli matematycznego uscislenia pojecia takiej wtasnie
yhieskonczonej sumy”. Typowy przyktad to rownosé

Ll o
2 4 8 16 -
ktora mozna ,udowadnia¢” na wiele sposobow — ,algebraicznie” i , geometrycznie” (np. ,kro-

jenie” kwadratu 1 x 1 — patrz rys. 3).

Pojecie ciagu (z poprzedniego rozdziatu) pozwala zrealizo-
waé nastepujacy pomyst prowadzacy do wspomnianego usci-
Slenia: 1

Zamiast mowi¢ o dodawaniu mnieskoriczenie
wielu  sktadnikow, mowimy o coraz ,dluzszych” 1
2wyktych skonczonych sumach. 2

Stad ponizsza definicja. Niech {a, }n>n, — ciag liczbowy. -

Definicja. Szeregiem o wyrazach a,, n > ng nazywamy cigg —
{Sn}nzno zadany wzorem Sy, == >p_, a, n > ng. Oznaczamy o
go symbolem 372 an. Cigg {Sn}tnsn, nazywamy takze cig- 1

giem sum czesciowych szerequ % a, 2V . Rysunek 3

A zatem np. Y1 a, to to samo co ciag o kolejnych wy-
razach s; = aq, so = a; + as, s3=ay +as +as, ...

W zwigzku z powyzsza definicjg, dla szeregow obowigzuje wprowadzona w rozdziale 11
cata terminologia zwigzana z granica ciggu. Mowimy wiec np., ze szereg Z:{iﬁlo a, Mma granice
g € R wtw S,, — g. Sa jednak pewne (uswiecone tradycja) wyjatki: nie uzywa sie symbolu
S a, — g7 — zamiast tego pisze sie Y1 a, = g ) Dodatkowo, zamiast ,granica
szeregu” mowi sie czesto suma szeregu, co oznacza doktadnie to samo. Jednak caly czas, tak
jak byto ogélnie dla wszystkich ciagow, szereg jest zbiezny wtw ma granice (sume) skoniczong
(tzn. istnieje granica g ciagu sum czesciowych i g € R).

Reasumujac wiec: szereg to po prostu szczegélny rodzaj ciagu. A witasciwie moze lepiej
bytoby powiedzie¢: ciag utworzony w pewien szczegdlny sposob z ciggu swoich wyrazéow {a, }.
To wczedniejsze stwierdzenie byto dlatego nienajlepsze, gdyz ma miejsce nastepujacy fakt:

Fakt. Kazdy cigg jest szeregiem.

Dowdéd pozostawiam Panstwu (jest nietrudny ...).

2. Ogoélne twierdzenia i podstawowe przyktady

Gléwne twierdzenia, ktore beda nas interesowaly w omawianej tu teorii szeregdéw to tzw.
Lkryteria zbieznosci”, czyli twierdzenia gwarantujace, ze przy pewnych zalozeniach o ciggu

21) Prowadzi to do doéé dziwnych sytuacji, ze {Sn}tnzn, (czyli :SZO ay) jest sam swoim ciggiem sum cze-
$ciowych — ale c6z — taka jest tradycja ...

22) W zwiazku z tym zapisem symbol ZZ?;LU an przestaje niestety mie¢ swdj jednoznaczny sens — oprocz
znaczenia szeregu (czyli pewnego ciagu) symbol ten moze tez oznaczaé jego granice, tj. sume (czyli pewien

element R) o ile ta istnieje.
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Wyrazow {an tnzn, szereg 3,5 a, jest zbiezny (na ogét nie bedziemy wnikali w to jaka jest

suma szeregu). Wezesniej jednak sformulujemy kilka twierdzenn o bardziej ogdlnym charak-
terze. Warto zwréci¢ uwage na to, ze wiekszos¢ z nich to proste konsekwencje, czy wrecz
przeformutowania twierdzen uzyskanych uprzednio w rozdziale dotyczgcym ciggdw.

+oo

Twierdzenie ITI.1 (warunek Cauchy’ego dla szeregéw). >

a, jest zbiezny wtw

v€>0 3N2n0 vmgN | Z ak| < €. (1111)

k=n

Dowéd.
Jezeli Sy, = >"p_,, ax, to 301, ax = Sy — Sn—1 zatem (IIL.1) mozna zapisa¢

\v/e>0 3]\/271,0 vm}n}]\f |Sm - Sn—1| < €,

co nie tylko wyglada ,podobnie” do warunku Cauchy’ego dla ciagu {S, }n>n,, ale jak bardzo
latwo sie przekonaé, 23 jest mu réwnowazne. Teza wynika zatem z twierdzenia o zupelnosci
R (tw. I1.7). [

—+00

Twierdzenie II1.2 (warunek konieczny zbieznosci szeregu). Jezeli > 7% a, — zbiez-

ny, to a, — 0.

Dowéd.

Mozna np. uzy¢ twierdzenia II1.1, ale mozna inaczej. Zalézmy, ze Iﬁ'}bo a, = g € R. Dla
n > ng+ 1 zachodzi a,, = S, — Sp,—1 — g — g = 0 (korzystamy z twierdzen o granicy podciagu
uogdlnionego oraz o granicy réznicy). ]

Twierdzenie II1.3. Szereg o wyrazach nieujemnych posiada granice rzeczywistq lub rowng
+00. Jest on zbieiny wtw jego cigg sum czesciowych jest ograniczony z gory.

Dowéd.

To jasne, bo {Sy, }n>n, jest rosnacy, zatem wystarczy uzy¢ twierdzenia I1.4. O

Przyklad (szereg geometryczny). Na ogot szeregi zbiezne o nawet dosé , prosto wygladaja-
cych” wyrazach maja granice nie bedace zadnymi ,znanymi” liczbami (w tym — wymiernymi).
Jednak dla szeregu geometrycznego 3120 ¢ sprawa jest prosta:

n=0
: 1

e dla g € (—1;1) ma sume T

e dla ¢ > 1 ma sume +oo

e dla ¢ < —1 nie posiada granicy

Wynika to natychmiast ze znanego (indukcja ...) wzoru na S,:

_n k_l_qn—l—l
Sn—Zq—lidlaq#l.
—q

Uwaga dotyczaca oznaczen. : Dla szeregéw o wyrazach nieujemnych 2% piszemy czesto
oS Gy < 4007 zamiast > 1% a, jest zbiezny”.

Przed kolejnym twierdzeniem wprowadzmy nastepujaca definicje.
Definicja. Z,fi‘;m a, jest bezwzglednie zbiezny wtw Z,ffno la,| < +00.

Twierdzenie I11.4 (o zbieznosci bezwzglednej). Szereg bezwzglednie zbiezny jest zbieiny.

23) Choé rzeczywiscie tatwo, zachecam by oba warunki wypisaé i szczegdlowo samodzielnie przesledzié¢ dlaczego
zachodzg implikacje w obydwie strony.
24) T tylko dla takich raczej.
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Dow()d

Skoro Y% |ay| jest zbiezny zatem na mocy tw. 1111 zachodzi

m
Vo EIN>n0 vm}rg)N > a| < e

k=n
Poniewaz jednak (nieréwnos¢ trojkata uogolniona na (m — n + 1) sktadnikow)

m m

| Z ak| < Z |ak|7

k=n k=n

zatem w efekcie otrzymujemy warunek Cauchy’ego takze dla 3% a,, wiec z tw. I1L1.1 wynika
jego zbieznosé. O

Jak sie juz wkrétce przekonamy, twierdzenie odwrotne do twierdzenia II1.4 nie zachodzi.
Moze sie wiec zdarzy¢ szereg zbiezny, ktory nie jest bezwzglednie zbiezny. O takim szeregu
mowimy, ze jest zbieiny warunkowo.

Ostatnie z twierdzen ,,0goélnych” to prosty wniosek z twierdzenia o wtasnosciach rachun-
kowych granicy ciggu.

a, = A, 7 b =B, gdzie A, B € R oraz zer € R.

n=ng

Twierdzenie II1.5. Zaléimy, ze 3.7
Wowczas:

nno

o jeieli A+ B jest okreslone, to S/ (a, +b,) = A+ B

n= n()(

e jezelir- A jest okreslone, to 0% r-a, =7-A

Dowéd.

To oczywiste z tw. I1.1. O
Szereg 3% (an + by) to suma szeregéw > a, i 302 by, Z tw. IIL5 wynika wiec w

szczegolnosci, ze suma szeregdw zbieznych jest szeregiem zbleznym i analogicznie dla roznicy,

czy mnozenia szeregu przez liczbe.

Uwaga. > 1> no(
mianych wciaz jako odpowiednie ciagi sum cze$ciowych) — dlaczego?

- by,) nie jest (na ogol ... ) iloczynem szeregéw > a, i % b, (rozu-

Aby w tym podrozdziale powiekszy¢ nieco zasob (dotad ubogi) przykladéw szeregéw zbiez-
nych i rozbieznych sformutujemy jeszcze nastepujacy fakt.

Lemat (o zageszczaniu). Jezeli {a,},>1 jest malejacy i nieujemny, to

[e’¢) +oo
Z a, < +oo wtw Z 2" - @on < +00.
n=ng n=ng
Dowdd pozostawiamy na éwiczenia

Przyktad. Niech o E R. St

Mamy bowiem 2" - (2n)a

< 400 wtw a > 1.
= ¢",dla g = 5t4. Poniewaz ¢ € (—1;1) wtw o > 1, zatem

n=1 na
;
on-(a—1)
wystarczy uzy¢ lematu oraz przyktadu z szereglem geometrycznym (,zageszczanie” dokonalo

tu ,cudownej” przemiany badanych szeregéw na proste juz dla nas szeregi geometryczne).

Warto zapamietac, ze szereg Z+°° L (tzw. szereg harmoniczny) jest ,jeszcze” rozbiezny.
Tu a = 1, czyli to przypadek ,,gramczny’ pomiedzy zbieznoscia (dla o > 1) i rozbieznoscia

(dla a < 1).
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3. Kryteria zbieznosci bezwzglednej

Zaczniemy od bardzo prostego, ale w pewnym sensie takze najwazniejszego (i w praktyce
bardzo uzytecznego...) twierdzenia pomagajacego badaé¢ zbiezno$¢ konkretnych szeregéw o
wyrazach

Kryterium IIL.1 (poréwnawcze). Jezeli 0 < a, < b, d.d.d. n oraz 3}, by, jest zbiezny,
to Y0 an, — zbieiny. %)

Dowo6d poprzedzimy nastepujacym oczywistym faktem (ktérego dowdd zostawiam Pan-
stwu).

Lemacik. Dla dowolnego njy > ny > o An Jest zbiezny  wtw Z:{z‘;{) a, jest zbiezny.
Dowéd (kryterium III.1).

Zatozmy, ze 0 < a, < b, dla n > nj. Na mocy lemaciku oraz tw. II1.3 wystarczy wykazac,
ze cigg sum czesciowych szeregu Z::ﬁg a, jest ograniczony z gory. Ale z zalozenia oraz z tw.

I11.3 dla Z:j’% b, istnieje M € R takie, ze

Sap< D by

<M
k=ng k=ng
dla dowolnego n > ny,. O
Whnioski.
e Jezeli 0 < a, < b, d.d.d. n oraz Y2 a, — rozbiezny, to 7% b, — rozbieiny. A
zatem mamy tez proste w uzyciu krytemum rozbieznosci.
o Jezeli |ay| < by d.d.d. n oraz 0% b, — zbieiny, to Y% a, — zbieiny bezwzglednie,

a stgd rowniez — zbieiny. Kryterium porownawcze mozna wiec de facto traktowac jako
kryterium dotyczgce zbieznosci bezwzgledne) szeregow.

Przed sformutowaniem kolejnego kryterium przyjmijmy nastepujaca definicje i oznaczenie.
Definicja. Zatozmy, ze a,,b, # 0 d.d.d. n. Ciggi a i b s¢ asymptotycznie podobne
wtw §* — g dla pewnego g € R \ {0}. Oznaczmy to w skrécie a ~ b bgd? a, ~ b,%% .
Kryterium III.2 (asymptotyczne) Jezeli a,, ~ b, oraz {b,}n>n ma wyrazy stalego znaku
od pewnego miejsca, to 3.7 a, jest zbiezny wtw Y. b, jest zbieiny.

Dowéd.

Zauwazmy najpierw, ze gdy a, ~ b, oraz {b,},>, ma wyrazy stalego znaku od pewnego miej-
sca, to takze {ay,}n>, ma wyrazy statego znaku od pewnego miejsca (patrz np. rozumowanie
ponizej). Ponadto a,, ~ b, wtw b, ~ a,. A zatem z tej ,symetrii” wynika, ze wystarczy wyka-
za¢ implikacje w jedna strone. Poniewaz przemnozenie szeregéw przez (—1) nie wptywa na ich
zbieznosé, mozemy zatozy¢, ze b, > 0 d.d.d. n oraz ze g = limy, o 3* > 0. Z definicji granicy

n=ng n=ng

(v =1%") mamy ¢ > g— 9 = J ddd. n, WlQC 2.a, > b, >0ddd n (w szczegolnosm
{an}n>n, ma staty znak od pewnego miejsca). Zatem jezeli 31 ay, jest zbiezny, to 35020 §a"
— tez (tw. II1.5), wiec z kryterium poréwnawczego uzyskujemy zbieznosé Z:O‘;O by O]

Uwaga. Zbieznos$¢ szeregéw z kryterium II1.2 jest oczywiscie réwnowazna (przy zatozeniach
tego kryterium) ich bezwzglednej zbieznosci. Zatem nie warto ,,probowaé” tego kryterium gdy
spodziewamy si¢ zbieznosci warunkowe;j.

25) Na og6l bez przypominania przyjmujemy, ze ng jest poczatkowym indeksem dla rozwazanych szeregéw.
26) Ta druga wersja oznaczenia (choé wygodna) jest nieco nieformalna (podobnie jak oznaczenie a,, — ¢), bo
chodzi tu przeciez o wlasnosé ciggéw, a nie wlasnosci ich n-tego wyrazu ... Ponadto — uwaga: ani nazwa
Lasymptotycznie podobne”, ani symbol ,,~” nie sg zbyt powszechnie uzywane.
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Jak wida¢ z dowodu, kryterium asymptotyczne jest formalnie stabsze od kryterium poréw-
nawczego, ktore stanowito istote jego dowodu, jednak w praktyce bywa czesto duzo wygod-
niejsze w uzyciu. Idea jego uzycia jest taka: jezeli wyraz szeregu > o Gn Jest zadany dos¢
skomplikowanym wzorem, to znajdujemy ,prostszy” ciag {b,} o stalym znaku i asymptotycz-
nie podobny do {a,} (a jak taki znalezé: czesto wystarczy w formule na a, zostawi¢ tylko
,t0 co najistotniejsze”). Tym sposobem problem badania zbieznosci sprowadza nam sie do

badania tylko ,prostszego” szeregu 3> 20 b
Przyklad. Niech
1 _ 70
2 3
i =2 p
n T

Czy Y29 ay, jest zbiezny? Latwo odgadnaé ,wygodny” {b,}. Niech mianowicie

+0 1
b, =% 2 =—>0.
140 n

an

Banalnie sprawdzamy, ze a,, ~ b, (%= e — 1 nawet) i z kryterium asymptotycznego 375 a,, —
rozbiezny, bo Z*OO L rozbiezny. Oczywiscie dalo sie tez bezpogrednio szacowaé a, z dotu
(jak?) tak by uzy¢ ,,Zwyklego” kryterium poréwnawczego, ale uzyte kryterium II1.2 wydaje
sie tu szybsze i bardziej ,,automatyczne”.

Czasami (cho¢ zazwyczaj nie az tak czesto, jak chcieliby tego studenci...) przydaja sie
nastepujace dwa kryteria, takze bedace konsekwencjami kryterium poréwnawczego.

Kryterium III.3 (d’Alemberta) oraz II1.4 (Cauchy’ego). Niech

|22 dla d’Alemberta®
= lan| dla Cauchy’ego

1 zatozmy, z'e cn — g € [0;400]. Jezeli g < 1, to 312° , Gn Jest zbiezny bezwzglednie, a jezeli
g>1, to , Qn Jest rozbieziny.

Dowéd (dla d Alemberta). (dla C. — jeszcze tatwiej) Jezeli 0 < g < 1, to g = 1 — 2¢ dla
pewnego € > 0, zatem z definicji granicy dla ciagu {c,} istnieje N takie, ze ¢, < g+e=1—¢
oilen > N. Zatem dlan > N

(1 _ 6)(n—N) > nl:[l cp = Qn aN+1 ’an’ ’
N Un-1 can|  lanl|

czyli |an| < %5 - (1= o)™ d.d.d. n.

Poniewaz szereg, ktorego n-ty wyraz jest po prawej stronie pow. nieréwnosci to zbiezny
szereg geometryczny pomnozony przez staly, zatem 3T a, jest zbiezny bezwzglednie na
mocy wniosku 2 z kryterium poréwnawczego.

Jezeli g > 1 to zapisujac g = 1+2e z € > 01 biorac N takie, ze ¢, > g—e = 1+ ¢ dostajemy
analogicznie |a,| > N v (14€)" d.d.d. n. Z twierdzenia ,0 dwoch ciagach” zatem |a,| — +oo,

n=ng

_lan]|
(14N

czyli a, - 0. Zatem Y% a, — rozbiezny na mocy tw. II1.2 (o warunku koniecznym). O
Przyktlady.

1. Dla 3% n% te kryteria nie dzialaja dla zadnego o € R, bo dostajemy g = 1 (cho¢ nawet
nie dla wszystkich a € R jest to na razie takie szybkie do otrzymania; patrz np. zadanie
I1.7)

21 A zatem w kryt. II1.3 zakladamy, ze a,, # 0 d.d.d. n.
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2. Dla 3129 % dostajemy przy uzyciu kryterium d’Alemberta c,, = ﬁ — 0, zatem szereg
ten jest zbiezny. Co wiecej mozna wykaza¢ (i nie jest to bardzo trudne, choé¢ na nasze

wyktady — zbyt czasochlonne, ale zachecam do samodzielnych prob®® ) nastepujacy
fakt.

Fakt. >0 n, = e.

Uwaga. Z twierdzenia o granicy sredniej geometrycznej (tw. I1.8) nietrudno dowies¢, ze ciag
spelniajacy zatozenia kryterium d’Alemberta musi takze spetniaé zalozenia kryterium Cau-
chy’ego. A zatem z formalnego punktu widzenia kryterium Cauchy’ego jest ,mocniejsze” (tzn.
dziala dla niemniejszej klasy przypadkéw niz kryt. d’Alemberta). Mimo to czasem wygodniej
jest uzy¢ kryt. d’Alemberta niz Cauchy’ego ze wzgledow czysto rachunkowych.

4. Kryteria zbieznosci ,,niekoniecznie bezwzglednej”

Kryteria z poprzedniego podrozdziatu nie nadawaty sie do bezposredniego dowodzenia zbiezno-
sci takiego szeregu, ktéry nie bytby zbiezny bezwzglednie. Wszystkie one opieraty si¢ bowiem
na kryterium poréwnawczym. Do badania zbieznosci szeregdéw, ktore nie sa jednak bezwzgled-
nie zbiezne (tj. zbieznych warunkowo) przydaje sie do$¢ czesto nastepujace kryterium.

Kryterium IIL.5 (Dirichleta). Jezeli {a,}n>n, jest monotom’czny od pewnego miejsca i

a, — 0 oraz Y72° b, ma ograniczony cigg sum czesciowych, to > a, - b, jest zbieiny.

n=ng n=ng

W dowodzie wykorzystamy nastepujaca formute.

Lemat (przeksztalcenie Abela). Dia dowolnych liczb uy, ..., uy,v1,. .., 0, zachodzi > p_; uy:
vk = 22y (00 w) - (v — vpan) + (7 w) - vn

Dowéd.

Prosta indukcja. O

Dowéd (kryterium Dirichleta).

Mozemy zatozyé¢, ze {an,}n>n, jest monotoniczny (patrz lemacik str. 32), a co wiecej, ze jest
malejacy (gdyby byt rosnacy, to zamiast wyrazéw a,,, b, mozna rozwazy¢ —a,,, —b,, i skorzystaé
z wersji ,malejacej”).

Wykazemy, ze szereg > > o Onbp spetnia war. Cauchy’ego dla szeregow, co dzigki tw. I11.1
da nam jego zbieznos¢. Niech T, := 37¢_ "0, dla n > ng. Niech M > 0 bedzie takie, ze
\V/@m |T.| < M. To, ze {an}n>n,—malejacy i zbiezny do 0 daje nam, ze \V/@no a, > 0. Zatem
dla € > 0 mozna dobra¢ N > ngy takie, ze

€
Korzystajac teraz kolejno z lematu (o przeksztalceniu Abela), z nieréwnosci tréjkata, z ,ma-
lenia” {a,} dostajemy dla dowolnych m > n > N:

m—1 k m—1
Z bkak| Z Z ak - ak+1 + ’Zbl am = Z |Tk - Tn—1| ) (ak - ak+1) +
k=n I=n l=n k=n

m—1
+|Tm—Tn_1|-am<2MZ ap — agy1) +2Ma,, = 2M(a, — ay + ay) =2Ma, < €
k=n

O
W udowodnionym wtasnie nowym kryterium nieco ,,dziwaczne” moze si¢ wydawac zato-
zenie dotyczace ograniczonosci ciggu sum czesciowych dla 35 o bn. Jednak ciagoéw b, spet-

niajacych ten warunek jest bardzo wiele. Wybor kazdego konkretnego takiego ciagu daje nam

28) Patrz tez — zadania do rozdziatu III.
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automatycznie jakies kryterium, bedace pewnym szczegélnym przypadkiem kryt. Dirichleta.
Np., gdy b, := (—1)" to ten ciag sum cze$ciowych jest ograniczony, gdyz przyjmuje tylko dwie
mozliwe wartosci: 0 oraz 1 wzgl. —1 (w zaleznosci od parzystosci ng). Zatem uzyskujemy
Whiosek (kryterium Leibnitza). Jezeli {a,}n>n, jest monotoniczny od pewnego miejsca i
anp — 0, to 020 (—=1)"a, jest zbieiny.
To kryterium pozwala nam poda¢ zapowiadany wczesniej przyktad.

Przyktad. 372 (—1)"2 jest warunkowo zbiezny. Ogdlniej: >-4% (—1)"-% dla o € (0;1] jest
warunkowo zbiezny.

5. Zmiana kolejnosci sumowania

Mozna zadaé sobie ogdlne pytanie:

Jakie wlasnosci zwyklego (,skoriczonego”) sumowania przenoszq sie na ,sumo-
wanie nieskonczone”?

Dos¢ chyba naturalne oczekiwanie, ze przenosza sie ,wszystkie” wtasnosci okazuje si¢ jednak
by¢ ztudne. Nalezy zachowa¢ daleko posunieta ostroznosé przy préobach przenoszenia wtasnosci
sum skoniczonych na przypadek nieskonczony. Dosé czesto okazuje sie, ze w miare ,,bezbolesnie”
takiego przeniesienia mozna dokonaé¢ przy dodatkowym zatozeniu o bezwzglednej zbieznosci
szeregu. Zilustrujemy to na przykltadzie problemu przemiennosci dodawania. Aby to uscisli¢
przypomnijmy najpierw, ze p : N,,, — N,,, jest permutacja N,,, wtw p jest ,na” i ,1-17%9)
Problem. Jaki jest zwigzek 3225 an 2 312 aymy (istnienia granic, sumy)?

Zacznijmy od twierdzenia ,,pozytywnego”.

Twierdzenie I11.6 (o przemienno$ci szeregéw bezwzglednie zbleznych) Jezeli Y120 ay
jest bezwzglednie zbiezny, to dla dowolnej permutacji p zbioru Ny, zachodzi 32> 2o n =yt o Ap(n) -

B.D.

Okazuje sie, ze zatozenie o bezwzglednej zbieznosci jest tu bardzo istotne — wrecz nie-
zbedne, o ile obracamy sie w kregu szeregow zbieznych. Co jeszcze ciekawsze, prawdziwy jest
ponizszy, dos¢ na pierwszy rzut oka zaskakujacy wynik.

Twierdzenie IIL.7 (Riemanna). Zaldzmy, ze 3> ay jest zbiezny warunkowo. Wowczas
dla dowolnego G € R istnieje taka permutacja p zbioru N, , ze 3 oo Op(n) = G Istnieje takze
taka permutacja, ze 3> o Up(n) M€ posiada granicy. B.D.

Podobne  ktopoty” moga pojawia¢ si¢ takze dla wlasnosci innych niz przemiennos$é. Np.
dla grupowania wyrazow poprzez ,dopisywanie nawiaséw”, co wiaze si¢ z problemem tacznosci
(patrz — zadania do tego rozdziatu).

6. Mnozenie szeregow

Jak mnozy¢ szeregi? Wtasciwie — wiadomo: skoro szereg to po prostu ciag sum czesciowych,
to mozna zwyczajnie brac¢ iloczyn ciagéw sum czesciowych. Jednak tak okreslone dziatanie w
zbiorze szeregbéw nie jest zbyt interesujace i nie ma zbyt istotnych zastosowan. Zamiast po-
wyzszego ,zwyklego” iloczynu szeregéow zdefiniujemy inne — do$¢ popularne dzialanie zwane
tloczynem Cauchy’ego. Zrobimy to tylko dla szeregéw o indeksie poczatkowym ng = 0. lloczyn
Cauchy’ego bedziemy tu oznaczaé symbolem G (raczej niespotykanym gdzie indziej...).

Definicja. Zn 0 an G Y20 by n %0 Cn, gdzie ¢ = >} _oak - by—i dlan € Ny.

29) Podobnie definiuje si¢ permutacje w przypadku zbioréw skoficzonych zamiast N,,,. Oczywiscie napis ,,1-1”
nie oznacza tu liczby 0 lecz réznowarto$ciowos$¢ funkeji p (patrz np. rozdzial IV).
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Latwo sprawdzi¢, ze ¢ posiada sporo wtasciwosci analogicznych do wtasnosci zwyktego ilo-
czynu dla liczb rzeczywistych, takich jak np. tacznos¢, czy przemiennosé. Nas jednak przede
wszystkim interesowa¢ bedzie zwigzek pomiedzy mnozeniem szeregéw a ich sumami. Sformu-
tujemy bez dowodu nastepujace twierdzenie dotyczace tej kwestii.

Twierdzenie II1.8 (tw. Mertensa + tW Cesaro® ). Zaléimy, ze 3,25 a, = A, 3125 b,
B, gdzie A, B € R i niech /% ¢, = 3120 a, € Y125 b,. Wowczas, jezeli zachodzi ktorys z
ponizszych warunkow:

1. (Mertens) przynajmniej jeden z szeregdw 3120 an, S.12% b, jest bezwzglednie zbiezny,
2. (Cesaro) 3120 ¢, posiada granice,

to % ¢, =A-B.

Przykltady. Okreslimy funkcje exp: R — R wzorem

exp(x Z — dlax eR.

Nietrudno zauwazy¢, ze powyzszy szereg jest bezwzglednie zbiezny dla kazdego x € R. Ponadto
mozna tez wykazaé (polecam jako zadanie ,rachunkowe”), ze

S A= gy,
n=0 n| n=0 TL' n=0 n| '

W takim razie, dzieki twierdzeniu Mertensa prawdziwy jest
Fakt III.1. VmeR exp(x + y) = exp(z) - exp(y).

W przysztosci okaze sie, ze exp(x) to to samo co e”, jednak na razie brak nam jeszcze
narzedzi, by to wykazac.

Teraz kolej na funkcje trygonometryczne: sin i cos. Definiujemy je tak:

) +00 I2n+1 +00 xQn
sin(x) := nz::O(—l) T cos(z) := nz::o(—l) o) dla z € R.

I znéw dzieki twierdzeniu Mertensa, rozumujac jak wyzej, mozna wykazaé
Fakt II1.2. Dla dowolnych x,y € R zachodzi:

1. sin(x +y) = sinz cosy + cos T siny;
2. cos(r +y) = cosxcosy — sinzsiny;
3. (sin(z))? + (cos(z))? = 1.

B.D.

30) 4ciglej — to tylko wniosek z tw. Cesaro zwany tez twierdzeniem Abela.

31) Uwaga: tu symbol ,3 ...” ma oznaczaé szereg, w odréznieniu od ,3 ...” w definicji exp, gdzie oznacza
on sume odpowiedniego szeregu.
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Zadania do Rozdzialu III
1. Wykaz, ze kazdy ciag liczbowy jest szeregiem (fakt ze str. 29).

2. Zmajdz sumy ponizszych szeregow:

+o0 1

(a) Zm

n=1
+o0o 1

(b) ZnQ—l

n=2

11

+oo
(d) > Tm (najpierw wyprowadZ wzor na wyraz S, ciagu sum czesciowych szeregu

+oo
Z ng" dla ¢ # 1 zapisujac S,11 przy pomocy S, na dwa istotnie rézne sposoby).
n=0

V' 3. 32 Zbadaj zbieznosé i bezwzgledna zbieznosé ponizszych szeregow:

“+oo
(a)—ion2_3 (g) Z(w_l)
= n*+3n ?:.i
= n?-3 (h) > (/n—1)-(=1)"
b
(b) nz::ln?’—i-?m ’:i
© ’ioél”—l—?)” (i) 3 (V3 —1)* w zaleznoéci od o € R
R T n=1
=2 nl

Z —n? +3n+1 0>
n=1 V1 n=l
+00 nlOOOO (k) Z (_1>n
(¢) ;::0(1,000001)71 iog( "
0 > (V5-1) 02

n=1

4. Korzystajac z wiedzy z GAL-u: postaci trygonometrycznej liczby zespolonej i jej n-tej
potegi (wzér de Moivre’a) oraz ze wzoru na Y¢_, zF 33 | wykaz, ze szereg 375 sin(nz)
jest zbiezny przy dowolnym z € R.

5. Wykaz, ze jezeli {a, }n>0 jest $cisle malejacy i a,, — 0, to 352 (—1)"a, > 0.
6. Wykaz, ze cos(2) < 0.

7. Wykaz, ze jezeli zachodzi ktéry$ z warunkow:

(a) {nay,}n>1 jest ograniczony

(b) \V/neN a, > 01312 a, jest zbiezny

to 35729 (a,)? jest zbiezny. Czy zalozenie o nieujemnosci w b) jest istotne?

32) Przynajmniej 2 szt. spogrod a)—d).
33) Patrz zadanie I.1.
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10.

11.
12.

13.
14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Czy suma szeregow rozbieznych jest zawsze szeregiem rozbieznym?

Wykaz, ze jezeli {a,}n>1 jest malejacy oraz 372 a, jest zbiezny, to na, — 0. Czy
zatozenie, ze ciag jest malejacy jest istotne?

Czy prawdziwe jest nastepujace ,twierdzenie o trzech szeregach”:
Jezeli a, < by, < ¢, dlan > ng oraz szeregi Y020 a, 1720 ¢, sq zbiezne, to Y42 by,
jest zbiezny?

Wykaz, ze jezeli Y720 a, jest bezwzglednie zbiezny, to |32 an| < 725 |ay|.

n=ng

Wykaz ,,twierdzenie 0 reszcie szeregu zbieznego”:
Jezeli 12 a,, jest zbieiny, to Vesq EIN>n0 IS anl < e

n=ng
Wykaz lemat o zageszczaniu” (patrz str. 31).

Udowodnij nastepujace ,,drugie kryterium porownawcze Jezeli ciggi a, b o wyrazach
dodatnich spetniajq “2 < "“ d.d.d. n oraz ST b, jest zbieiny, to S°° a, jest tez
zbiezny.

n=ng n=ng

Wykaz, ze w kryterium ,asymptotycznym” (kryterium II1.2) nie mozna zrezygnowaé z
zalozenia o stalym znaku (od pewnego miejsca).

Znajdz przyktad takiego {a,},>1 19 € R, ze \V/neN a, >0, ¥Yn — g, ale “Z—:l -+ g.

Wykaz, ze jezeli 32,25 ax jest bezwzglednie zbiezny, 2,2 ax = g oraz liczby ¢, okre-
slone dla dowolnych k > ko, n > ng spetiaja:

(@) Fns0 Viskomzno lcenl <M,
(b) \V/;@ko hmnﬂ+oo Ckn = 1,
to cigg okreslony wzorem L, := Y/ aiCrn (n > ng) jest zbiezny do g (,dyskretna”
wersja tw. Lebesgue’a o zbieznosm maJoryzowalnej).
1

Korzystajac z zadania I11.17 wykaz, ze 32 - = ¢ (gdzie e to zdefiniowana w rozdziale
IT liczba réwna lim, o0 (1 + £)").

Przy uzyciu kryterium Dirichleta (kryterium I11.5) udowodnij ponizsze kryterium Abela:
Jezeli {an tnsn, jest monotoniczny od pewnego miejsca i jest ograniczony oraz Z:O‘;O by,
jest zbiezny, to Z:{i’jm anby, jest zbiezny.

Ponizsze dwa zadania dotyczg dwoch sposobow grupowania wyrazéw szeregu.

(a) Wykaz, ze jezeli > Qon 1 32720 agn i1 sa zbiezne, to zbiezny jest takze 3720 ay,.

(b) Czy zachodzi odwrotna implikacja?

(¢) Sformutuj i wykaz uogélnienie twierdzenia z punktu a) takie, by obejmowato ono
mozliwie ogodlne rozktady zbioru indeksow na dwa podzbiory.

Niech {ay, }n>n, bedzie ciagiem liczbowym, {p, },>1 niech bedzie §cisle rosnacym ciagiem
indeksow z N,,, (p, bedziemy interpretowaé jako ,poczatek n-tej grupy” przy grupowa-
niv*? wyrazéw szeregu 34> a,). Niech A := i’jpfl aj, dla n € N oraz niech G € R.
Wykaz, ze

34) Opisywany tu rodzaj grupowania nazywany bywa rozstawianiem (albo dopisywaniem) nawiasdéw.
ywarny ] g
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(a) Zn =no n:GjZ:gAn:Gu
(b) moze nie zachodzi¢ <" powyzej,
(¢) ,<" powyzej zachodzi, o ile zachodzi ktores z ponizszych zatozen:

i. VHGN Pni1 — Pn = 2 oraz a, — 0,
. {pPn+1 — Pn}n>1 jest staly oraz a, — 0,
iii. {Pni1 — Pn}n>1 jest ograniczony oraz a, — 0,

iv. dla dowolnego n € N wszystkie liczby w zbiorze {ay: p, < k < ppy1 — 1} maja
ten sam znak (tj. wszystkie sa > 0 lub wszystkie sa < 0; ale oczywiscie ten
znak moze zaleze¢ od n),

v. szereg S o n Posiada granice.

22. Zbadaj zbieznosé¢ szeregdw

@ "
£ 1

(®) z::l O

23. Udowodnij twierdzenie o przemiennosci szeregu bezwzglednie zbieznego (tw. I11.6, dowdd
pominiety na wyktadzie).

24. Wykaz, ze jesli Vnm an > 0 oraz p jest permutacja Ny, to >/ a, = 31 a
(niezaleznie od tego, czy zachodzi zbieznosé, czy nie).

25. Zbadaj, czy iloczyn Cauchy’ego ¢ jest operacja: przemienng, taczna. Jakie sa szeregi
neutralne dla ¢7 Jakie szeregi posiadaja elementy odwrotne wzgledem 7

26. Zmajdz wzér opisujacy zwykly iloczyn - szeregow Y120 a, i 351200, (tzn. -7 jest takie,
e (3720 an) - (2020 bn) = 3020 dan, gdzie 33— d = (Zf—g an)(Xf—o bn) Przy dowolnym
n e No)

27. Wykaz, ze iloczyn Cauchy’ego szeregéw bezwzglednie zbieznych jest szeregiem bez-
wzglednie zbieznym.

Y 28. Wypisz szczegbtowe dowody (pominiete na wyktadzie) dla formut ,algebraicznych” do-
tyczacych iloczynow Cauchy’ego odpowiednich szeregéw potrzebnych przy dowodach
przynajmniej dwdich sposréd ponizszych formul (patrz fakty I11.1 i T11.2 ze str. 36):

(a) exp(z +y) = exp(z) - exp(y),

(b) sin(z + y) = sin(x) - cos(y) + cos(x) - sin(y),
)
)

(c

cos(x 4 y) = cos(z) - cos(y) — sin(x) - sin(y),
(d) (sin(z

))? + (cos(x))? = 1.

29. Wykaz, 7e V,er exp(z) > 0. (Wskazéwka: uzyj zad. I11.28 (a).)
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IV  Granica i cigglos$é funkcji

[okoto 2 wyktad6w]

1. Granica funkcji

Pojecie granicy ciaggu wprowadzone w rozdziale II rozszerzymy na znacznie ogdlniejsze sytu-
acje. To uogolnienie pédjdzie w dwoch kierunkach. Po pierwsze, bedziemy rozwazal szersza
klase funkcji niz tylko ciggi. Po drugie, granica bedzie moglta byé¢ rozwazana nie tylko ,w
+o0”, ale takze ,w innych punkach”. Dla funkcji f : D — R, gdzie dziedzina D funkcji f
jest podzbiorem R, granice bedziemy mogli (ewentualnie, bo nie musi ona istnie¢) rozwazaé
jedynie w takich punktach z R, ktére sa tzw. punktami skupienia D.

Definicja. Niech a € R, D C R. Wowczas a jest punktem skupienia D (bedziemy to
skracaé: p.s.) wtw istnieje cigg {Tn bnsn, w. D\ {a} %) taki, ze x, — a.

Rozwazane przez nas funkcje beda okreslone najczesciej na dziedzinach bedacych pewnymi
przedzialami®® . Wtedy oczywidcie sprawa jest prosta: a jest punktem skupienia przedziatu
niezerowej dtugosci wtw a nalezy do tego przedziatu badz jest jego prawym lub lewym koncem
(niezaleznie od tego, czy te konce do przedzialu naleza, czy nie). Ale np. zbiér skonczony nie
ma punktéw skupienia, N, ma tylko +o0, a dla {0} U [1;2) zbiorem punktéw skupienia jest
[1;2]. Przejdzmy zatem do samej definicji granicy funkcji.

Definicja (Heinego). Niech f : D — R, a — p.s. D oraz niech g € R. Wéwczas g jest
granicg f w punkcje a witw dla dowolnego {xy, }n>n, w. D\{a} takiego, Ze x,, — a zachodzi
f(zn) — g. Zapiszemy to symbolami lim, ., f(z) = g lub f(x) — 9 (ewentualnie f(x) —
g, 9dy a jest jedynym p.s. D). Samg granice f w punkcie a, czyli powyiszq wartosé g,
oznaczamy lim,_, f(x).

Przyklady (bardzo proste). Niech f,g,h : R — R beda zadane dla dowolnego z € R
wzorami

R R B A IR

gdzie ¢, d — ustalone liczby. Wéwczas dla dowolnego a € R mamy oczywiscie lim, ., f(z) =
¢ = lim,_, g(x), lim,_, h(z) = a. Warto zwr6ci¢ uwage na fakt, ze wybér liczby d nie miat
w powyzszym przykladzie zadnego wplywu na wartosé lim, ., g(z) nawet wtedy, gdy a = 0.
Ogolnie bowiem, jak wida¢ natychmiast z definicji granicy, wybér wartosci f(a) (gdy a € D,
co nie musi wcale zachodzi¢) nie wpltywa ani na fakt istnienia granicy f w punkcie, ani na jej
wartosc.

Ponizsza uwaga wyjasnia sprawe ewentualnej niejednoznacznosci pojecia granicy w przy-
padku ciggu, ktory przeciez takze jest funkcja...
Uwaga. Jezeli f : N,, — R, to pojecie granicy funkcji f w +o0o pokrywa sie z pojeciem
granicy ciagu f = {f(n)}n>n, z rozdziatu II (zatem nie ma tez kolizji oznaczen Jim” i ,—7).

By te uwage wykazac¢ wystarczy skorzystaé¢ z twierdzenia o granicy uogélnionego podciggu
(twierdzenie I1.5). Niestety, choé¢ nie ma niejednoznacznodci zwiazanej z odrebnymi definicjami
granicy dla ciggu i ogodlnie dla funkcji, moga sie pojawi¢ niejednoznacznosci innego rodzaju.
Zwiazane jest to z faktem, ze granica, o ile istnieje, jest jednoznacznie wyznaczona przez funkcje
oraz punkt ,w ktorym granica jest rozwazana”. Zatem optymalnym oznaczeniem bytoby np.
Sim, f7 w miejsce tradycyjnego ,lim, ., f(x)”. A ten tradycyjny zapis, przez to, ze pojawia

35) Bedziemy uzywaé skrétu: {x, fnsn, W. X, ktéry oznacza, ze {2, }n>n, jest ciagiem o wyrazach w zbiorze
X (tzn. funkcja z N,,, w X). Inaczej: w. = ,,0 wyrazach w”.
36) Patrz str. 46.
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sie tam nie samo f, ale jakies ,,f(z)”, w naturalny sposob zacheca do zastepowania tego ,,f(z)”
konkretnym wzorem, ktérym czesto funkcja bywa zadana. Ale co oznacza np. napis:
i ) ?
Czy chodzi tu o granice ciggu? Wtedy jest to ciag zerowy i granica réwna 0. Ale moze chodzi
o granice funkcji f : R — R zadanej wzorem f(m) = m — [m] da dowolnego m € R? A ta
,niestety” nie istnieje! (dlaczego?). Problem polega wiec na tym, ze podany jest wzér, zamiast
funkcji. Wiemy wiec tylko, jakim wzorem funkcja ta jest zadana, ale nie wiemy na jakiej
dziedzinie. Aby zbytnio nie odchodzi¢ od tradycyjnej notacji, mozemy w takich wieloznacznych
sytuacjach pisac:
lim  wzér(z).
r—a, €D
Jednak tak bedziemy postepowa¢ sporadycznie. Raczej bedziemy liczyli na to, ze znaczenie
tego typu symbolu bedzie jasne z kontekstu jego uzycia. Jednoczesnie bedziemy sie starali
sprawe wyboru pomiedzy ciagiem a ,nieciagiem” *7) rozstrzygnaé¢ poprzez uzycie odpowiedniej
zmiennej: dla ciggu bedziemy raczej rezerwowac litery: n, m, k, a dla innych funkcji: x, y, 2.
Przyjeta przez nas definicja granicy funkcji odwoluje sie do zdefiniowanej juz wczesniej
granicy ciggu. Jednak nie bylo to konieczne, mozna bylto uzy¢ tzw. definicji Cauchy’ego —
pewnego warunku nie odwotujacego sie wcale do ciggdw, réwnowaznego warunkowi z definicji
Heinego.

Twierdzenie IV.1. Niech f : D — R, a — p.s. D, g € R. Nastepujgce trzy warunki sq
rownowazne:

(i) lim,—q f(2) = ¢

(ii) dla dowolnego $cisle monotonicznego {Ty}nsn, w D\ {a} takiego, Ze x, — a zachodzi
f(zn) = g

(iii) (,definicja” Cauchy’ego)
przypadek 1: a,g € R: V€>O E|5>0 VzeD\{a} (lt —a| <0 =|f(x) —g| <€)
praypadek 2: a € R, g = +00: V yrer s VmeD\{a} (lt —a|l < 6= f(z) > M)
praypadek 3: a = —00, g € R: Voo Tarer Vaep (. < M = |f(z) — g| <€)

. itd. — w sumie nalezatoby wypisaé 9 przypadkow obeymujgcych wszystkie mozliwosci
dla par a,g bedgcych (niezaleinie) w R lub +oo lub —oco. Licze, Ze na podstawie tych
trzech przypadkow, kazdy ze stuchaczy bedzie w stanie wypisaé dowolny z pominietych tu
przypadkow.

Dowdd tego twierdzenia najtatwiej przeprowadzi¢ dowodzac implikacji (i7) = (iii) oraz
(7i1) = (i), co dzieki oczywistosci (i) = (ii) da potrzebne réwnowaznosci. Szczegdlty dowodu
pomijam i zostawiam jako zadanie.

Odpowiednikiem twierdzenia o rachunkowych wlasnosciach granicy (tw. I1.1) jest twier-

dzenie ponizsze:
Twierdzenie IV.2 (o rachunkowych wlasno$ciach granicy funkcji). Niech fi, fo: D —
R, a — p.s. D oraz niech ® oznacza jedno z dziatan +, —, -, . Zalézmy, ze lim,_., f;(x) = g;
dla j = 1,2, gdzie g1, g2 € R i dzialanie g1 ® go jest okreslone oraz, w przypadku gdy © =:, Ze
V.en fo(z) £ 0. Wowcezas lim,_,(f1 © f2)(z) == g1 © go.

37)

cho¢ dla ,nieciagu” wybor dziedziny pozostaje nieraz wystarczajaco duzy by niejednoznaczno$é¢ nadal
miala miejsce. Np. w powyzszym przyktadzie zupelnie co innego uzyskujemy dla dwéch réznych dziedzin
Dy:={3+n:neN}, Dy:={1+n:neN}h
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Nalezy jeszcze wyjasnic, ze fi ® fo oznacza wynik zastosownia do f; i fo dziatania na
funkcjach odpowiadajacego dziataniu ® na elementach R (i oznaczanego tak samo), tzn. (f; ®
fg)([E) = fl([E) ® fg(l’) dlax € D.

Dowéd.
wystarczy uzy¢ definicji Heinego granicy i Twierdzenia I1.1 z rozdziatu II. O

W powyzszym twierdzeniu nie wspomnieliSmy o jeszcze jednej waznej operacji dla funkcji,
a mianowicie o ztoZeniu funkcji oznaczanym przy pomocy symbolu o. Przypominamy, ze jezeli
f: X =Y ¢g:Y —>Z togof:X — Z zadana jest wzorem (g o f)(x) := g(f(x)) dla
dowolnego = € X. Odpowiednie twierdzenie ,o granicy zlozenia” (zwane tez twierdzeniem
,0 podstawianiu”) ma tre$¢ nietrudna do odgadniecia, choé¢ (uwaga!) pojawia sie tam pewien
shaczyk”. Sprawy zwigzane z tym twierdzeniem mozna odnalezé w zadaniach do rozdziatu IV.
Warto tu wspomnie¢, ze samo twierdzenie mozna traktowac jako uogoélnienie twierdzenia I1.5
(o granicy uogdlnionego podciagu).

Operacja nieco przypominajaca branie podciggu danego ciagu jest w ogélnym przypadku
funkcji operacja obciecia ¥ Przypomnijmy, ze obciecie funkcji f: X — Y do zbioru X' € X
oznaczamy symbolem f|xs oraz f|x: X' = Y i(f|x/)(z) = f(x) dla x € X'. Za analog (cho¢
nie uogdlnienie) twierdzenia .0 granicy podciagu” mozna by wiec uznaé fakt nastepujacy,
caltkiem oczywisty z definicji granicy.

Fakt. Niech f : D — R, D' C D oraz a — p.s. D'. Jezeli lim,_,, f(x) = g, to lim,_.(f |p
)(z) = g. %

Zmaczenie jednak wazniejsze jest nastepujace wzmocnienie powyzszego faktu.
Twierdzenie IV.3 (o ,scalaniu” %9 ). Jeéeli f : D — R, D;,Dy C D, a — p.s. Dy i Dy
oraz D\ {a} C D1 U Dy, to lim, ., f(x) = g wtwlim,_,(f|p,)(z) =g dla j =1,2.

Dowéd.
Oczywisty, jesli uzy¢ definicji Cauchy’ego (tzn. tw. IV.1). O

Oprocz zdefiniowanego juz pojecia granicy funkcji rozwaza sie takze tzw. granice jedno-
stronne funkcji. Mozna je zdefiniowaé¢ powtarzajac z odpowiednimi modyfikacjami definicje
dla ,zwyktej” granicy, albo ktorys z warunkéw réwnowaznych z twierdzenia IV.1. My jednak
postapimy inaczej. Dla D C R oraz a € R oznaczmy Dy = {reD:x>(<)a} (dlaa=0
upraszczamy to do Dy, D_) W szczegdlnosci Di>* = D> =0, D*> = D> = D.
Definicja. Niech f: D — R, oraza — p.s. DY . Jezeli istnieje lim, o (f |Di(_))(m), to nazy-
wamy jg granicq prawostronng (lewostronna) f w punkcie a i oznaczmy limg—q, f(x).
Obydwie z nich nazywamy granicamt jednostronnymsi f w punkcie a.

A zatem granice jednostronne to szczegoélne przypadki zdefiniowanej na poczatku rozdziatu
granicy funkcji tyle, ze funkcji rozwazanej na ewentualnie zmniejszonej dziedzinie. Nie ma
zatem potrzeby dowodzenia osobnych analogéw ,,jednostronnych” wszystkich formutowanych
wczedniej lub dopiero w przysztosci twierdzen dot. ,zwyklych” granic. Po prostu nalezy te
wzwykle” twierdzenia zastosowac¢ do funkcji obcigetych do odpowiednich zbioréw D¢ lub D?.
Szczegdlnym przypadkiem twierdzenia o ,scalaniu” jest

Whiosek. Jezeli f : D — R oraza — p.s. D} i D*, to lim,_., f(z) = g wtw lim,_. f(x) =
g =lim,_,— f(2).

W przypadku gdy poshugiwaliSmy sie ,zmienng catkowita n” czesto uzywalidmy skrotu
d.d.d. n. Jak to przenies¢ na przypadek uogdlnienia ”zmiennej x ze zbioru D” i punktu sku-

38) Nie ma tu pelnej analogii — np. przy braniu podciagu dziedzina nie zmienia sie, przy obcinaniu — owszem.

39) Zgodnie z wezesniejszym ustaleniem moglibyémy pisaé lim, ., zeps f(z) zamiast lim, . (f|p/)(z).
40) Nazwe te zapozyczylem od pana Michala Krycha (patrz tez zadanie 11.13).
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pienia a zbioru D? Zrobimy to tak — termin: dla x € D dostatecznie bliskich a *V) (w skrécie
zapiszemy: d. x € D d.b. a...) bedzie odtad tym samym co:

L 36>0 vxED,O<|m—a|<5 EEES) gdy ac R,

° E|MeJR \V/:CGD,:C>(<)M ey gdy @ = 400 (_OO)-

Jak widzieliSmy np. w przypadku twierdzenia IV.2 (o rachunkowych wlasnosciach granicy
funkcji), twierdzenia dotyczace granic ciagéw miewaja nierzadko swe naturalne uogélnienia
obowiazujace dla granic funkcji. Tak jest rowniez w przypadku kilku innych twierdzen z roz-

dzialu II. Na uzytek ponizszych twierdzen przyjmujemy, ze D C R, a € R, a — pss. D,
fig,h: D — Roraz c,d € R.

Twierdzenie IV.4 (o trzech (ew. dwéch) funkcjach). Jezeli f(x) < g(x) < h(x) d.
x €D db. a orazlim,_, f(x) =lim,_, h(z) = ¢, to lim,_, g(z) = c. Gdy c = +00 (—0), to
zatozenia dotyczqce funkcji h (funkcji f) mozna pomingé.

Twierdzenie IV.5 (o zachowaniu nieréwnosci przy przejSciu granicznym). Jesli
f(z) <g(x) d. x € D d.b. a oraz lim,_,, f(z) = c i lim,_, g(x) =d, to c < d.

Twierdzenie IV.6 (o warunku Cauchy’ego dla funkcji). Funkcja f posiada skoriczong
2) granice wa wtw

e Veoo Tovo Vayenriay (2 —aly —al <6 = |f(2) = f(y)l <), gdy a € R;

4 ve>0 E|M€]R vz,yGD\{a} (:C,y > (<>M = ’f(l') - f(y)‘ < 6)7 gdy a = +00 (_OO)
Fakcik (oczywisty i przydatny). f(z) — 0 wiw |f(x)] — 0.
Twierdzenie IV.7 (o granicach jednostronnych funkcji monotonicznej). Jezeli f jest
monotoniczna oraz a — p.s. D} (D%), to istnieje prawostronna (lewostronna) granica f w
punkcie a.

Dowody.

Powyzsze twierdzenia sprowadzaja sie tatwo do odpowiednich twierdzen z rozdziatu II. Dla
twierdzenia V.4, IV.5 i fakciku jest to calkiem proste. W przypadku twierdzenia IV.6 do
implikacji ,=" tatwo uzy¢ po prostu twierdzenia IV.1 (definicji Cauchy’ego). Natomiast przy
dowodzie ,<=", uzywajac twierdzenia I1.7 (o zupetosci R) tatwo mozemy wykazaé, ze dla
dowolnego {z,,} w. D\ {a} takiego, ze z,, — a, ciag {f(x,)} jest zbiezny. Pozostaje wykaza¢,
ze granica { f(z,)} jest taka sama dla wszystkich rozwazanych {z,}. Jak to wykaza¢? — pozo-
stawiam to Panstwu . .. (nietrudne!). Dla dowodu twierdzenia IV.7 mozna najpierw skorzystacé
z warunku ,réwnowaznego” (ii) z twierdzenia IV.1, dzieki czemu bedziemy mieli do czynie-
nia jedynie z monotonicznymi ciagami {f(z,)}. Gdy zatem skorzystamy z twierdzenia II.4
(o granicy ciagu monotonicznego), do zakonczenia dowodu pozostanie rozwiazanie podobnego
problemu co przy dowodzie twierdzenia IV.6. O

Na zakonczenie podrozdziatu dotyczacego granicy funkcji podamy przyktady kilku waznych
granic funkcji. Wykazanie czesci z podanych tu réwnosci bedzie zadaniem dla Panstwa (m. in.
na ¢wiczenia).

Przyktady.

1. lim;— (1 + 1)® = e. Nie chodzi tu oczywiscie o granice ciagu o wyrazach (1 + 1)”

znanego Panstwu z rozdziatu 11, ale dos¢ tatwo wykaza¢ powyzsza rownosé korzystajac
wladnie z tego, ze e jest granicg tego ciggu.

41) Dopuszczamy tu jednak dowolnosé szyku zdania, podczas gdy w wersji z kwantyfikatorami, kwantyfikatory

musza by¢ zawsze na poczatku.
42) tzn. rzeczywista (nalezaca do R).
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2. limg 4o ‘Z—j =0 dla @ € R, ¢ > 1. Tu podobnie jak w poprzednim przyktadzie mozna
wykorzystaé zbieznos¢ ciggu - — 0 (str. 21). Pomocne beda tez informacje o monoto-
nicznosci funkeji wyktadniczej i potegowej (patrz wniosek str. 13). W obu przyktadach
te tatwe (i pominiete) dowody mozna oprze¢ po prostu na definicji granicy funkcji, tzn.
nie ma potrzeby odwolywania sie do zadnych twierdzen dot. pojecia granicy funkcji z

tego podrozdziatu.

3. lim, ,ga® = 1 dla a > 0. To oczywiscie uogélnienie znanego nam faktu: {/a — 1. Tym
razem jednak uzyjmy zbudowanej tu teorii. Dzigki twierdzeniu IV.7 wiemy, ze istnieja

granice jednostronne w ) — oznaczmy je odpowiednio: g_, g, . Zatem z definicji granicy
1

funkcji: ¢/a = ar — g, wiec g, = 1 (patrz przyklad e) strona 21) oraz {‘/g =a " — g

czyli g = g = 1, skad z wniosku ze strony 42 uzyskujemy potrzebng roéwnosé.
4. limy_g =+ =1
5. lim, o 22 =1
6. lim, o @=L =1

Te trzy powyzsze réwnosci zostang wkrétce wyjasnione w oparciu o tzw. szeregi potegowe

7. lim,_q "”‘;__11 = lim,_g (H‘Tx)a*l = «. Ten ostatni przyktad tatwo uzyska¢ z przyktadu ze

strony 44, co zostawiam Panstwu jako ¢wiczenie (patrz zadanie IV.3).

2. Ciaglosé¢ funkcji w punkcie

Niech f: D — Riniech a € D C R,

Definicja (Heinego). f jest ciagta w (punkcie) a wtw dla dowolnego {x,} w. D takiego,
Ze x, — a zachodzi f(x,) — f(a).

Zauwazmy, ze 7 formalnego punktu widzenia ta definicja nieco przypomina definicje granicy
(Heinego). Ale istotne réznice sa takie: tu zamiast granicy g jest f(a) oraz tu a € D, ale za to
a nie musi koniecznie by¢ punktem skupienia D (ponadto, co mniej istotne, moze tu zachodzié
x, = a dla pewnego n). Czasami uzywa si¢ alternatywnej definicji — tzw. definicji Cauchy’ego,
ktéra z kolei przypomina def. Cauchy’ego granicy funkcji (patrz tw. IV.1 war. (iii)). Skoro
jednak my zdecydowali$émy sie na definicje Heinego, ta alternatywna definicja bedzie dla nas
juz twierdzeniem. W efekcie, powyzsze wywody prowadza do nastepujacego sformutowania.

Twierdzenie IV.8. Nastepujgce warunki sg rownowazne:

(i) f jest ciggla w a,
(ii) jezelia — p.s. D, tolim,_, f(x) = f(a),
(iii) (,definicja” Cauchy’ego) \V/€>0 35>0 \V/zep (|t —al <0 =|f(z)— fla)| <e).

Dowéd.

(i) = (i7) wynika natychmiast z obu definicji Heinego dla ciaglosci i dla granicy. (iii) = (i)
— to z kolei bardzo tatwo wykaza¢ z definicji granicy ciagu. Wystarczy wiec wykazaé¢, ze
(17) = (1ii). Zatézmy wiec (i7). Jezeli @ — p.s. D, to (iii) wynika bezposrednio z twierdzenia
1. Jezeli a — nie jest p.s. D, to istnieje takie 6 > 0, ze w przedziale (a — d;a + 0) nie ma
zadnego elementu zbioru D poza a. Stad by wykaza¢ (iii) wystarczy dla dowolnego € > 0
dobra¢ te wtasnie liczbe 0. m

Whiosek. Jezeli a € D, ale a nie jest p.s. D, to f-ciggla w a.
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W szczegblnosei np. dowolny ciag {x, }n>n, jest funkcja ciaglta w kazdym z punktéw n €
N,,,. Oczywiscie jednak, tak naprawde, ciaglto$¢ w punkcie jest interesujaca wylacznie dla tych
punktow a € D, ktore sa p.s. dziedziny funkcji. Informacja o tym, ze jakas funkcja f jest ciagta
w punkcie a, to ,rzecz” bardzo wygodna. Kazdy taki przypadek ciggtosci pozwala nam bowiem
sformutowaé¢ nastepujacy ,fakcik”, bedacy po prostu przeformutowaniem definicji ciggtosci w
punkcie:

Jezeli v, € D d.d.d. n, to x, — a = f(x,) — f(a).

A wiec, inaczej méwigce, w takiej sytuacji mozemy ,,mechanicznie” obie strony symbolu z,, — a
,oblozy¢” funkcja f. To pozwala nam na powazne rozszerzenie zasobu ciaggow, dla ktérych be-
dziemy w stanie znalez¢ granice. Jednak pod jednym warunkiem — musimy zna¢ jakies funkcje
ciggte w pewnych punktach. I to mozliwie duzo ... Ta kwesta zajmiemy sie¢ w nastepnym pod-
rozdziale, teraz natomiast przyktad catkiem negatywny ...

Przyktad (funkcja Dirichleta). Niech f: R — R zadane bedzie wzorem

1 dlaze@Q
f@_{o dlaz ¢ Q.

Latwo dla dowolnego a € R skonstruowa¢ dwa ciagi: {z,,} w. Q i {z],} w. R\ Q takie, ze
T, X, — a (patrz zadanie 11.18). Poniewaz f(z,) — 1 # 0 «— f(2!)) zatem w kazdym punkcie
a € R funkcja f jest nieciagla (tj. nie jest ciagta).

3. Funkcje ciggle

ZdefiniowaliSmy juz ciggto$¢ w punkcie. Teraz zajmiemy sie ciagtoscig funkcji ,bez owego
punktu”. Dos¢ czesto, gdy mowa o funkcjach cigglych, mozna ustyszeé nastepujaca ,intuicyjno-
geometryczng definicje”:

Funkcja ciggla to taka funkcja, ktorej wykres mozna narysowac bez odrywania otowka.

Jesli chodzi o intuicje zwiazang z ciggloscia, to powyzsze stwierdzenie bywa czasem uzyteczne,
cho¢ nawet pomijajac kwestie Scistosci, trudno uznac je za stwierdzenie prawdziwe. Istnieja
bowiem tak dziwne funkcje ciagte, ktorych wykresu z pewnoscig nie daloby sie naszkicowaé
nawet z grubsza... Tymczasem $cista definicja jest taka:

Definicja. Funkcja jest ciggla wtw jest ciggla w kazdym punkcie swojej dziedziny.

Natychmiastowym wnioskiem z twierdzenia o rachunkowych wtasnosciach granicy funkcji
(tw. IV.2) oraz z tw. IV.8 jest nastepujacy wynik.

Fakt IV.1. Suma, iloczyn, réznica i iloraz funkcji cigglych (w przypadku ilorazu zaktadamy,
ze funkcja przez ktorg dzielimy ma wszystkie warto$ci rézne od 0) jest ciggla.

Bezposrednio z definicji ciggtodci wynika natomiast ,zamknietos¢” klasy funkcji ciagltych
na jeszcze jedng operacje.
Fakt IV.2. Zlozenie funkcji cigglych jest funkcjq cigglq.

Inng operacjg na funkcjach ,nie psujaca” ciggtosci jest np. obcinanie funkcji do mniejszej
dziedziny.

Uwaga. Analogiczne fakty dotyczace ciagtosci w ustalonym punkcie sa oczywiscie takze praw-

dziwe.
Przyktady.
1. Wielomian to dowolna funkcja zadana wzorem w(z) := Y 7_jarp2® dla z € D C R.
(ag, .. .,a, — ustalone liczby). Gdy a,, # 0 to n nazywa sie stopniem wielomianu. Ponie-

waz z definicji funkcja identycznosciowa x : D — R (x(z) = x dla z € D) jest oczywiscie
ciagta i podobnie funkcja stata, zatem z faktu 1 wynika ciagtos¢ dowolnego wielomianu.
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2. Funkcja wymierna to dowolny iloraz dwoch wielomianéw zadanych na wspoélnej dziedzi-
nie D, na ktérej wielomian z mianownika nie osiaga wartosci 0. Z faktu 1 taka funkcja
tez jest ciagta.

3. Modut: |- | : R — R, tzn. f taka, ze f(x) = |z| tez jest funkcja ciagta na mocy tw. IV.8
i nierownosci
[zl = [yl < |z =y,

wynikajacej tatwo z nierownosci trojkata.

Inne przyktady funkcji ciagltych podamy juz wkrotce. Jednak wezesniej sformutujemy kilka
istotnych ogdélnych twierdzen opisujacych wtasnosci funkeji ciggltych. Najpierw oznaczenie: dla
a,beR

[ (@b) gdy a<b
(a70) : { (b;a) gdy b < a

i analogicznie dla innego typu przedzialow: [a?h), [a?b] i (a?b].

W ponizszych twierdzeniach zaktadamy, ze a,b € R, a < b.

Twierdzenie IV.9 (Bolzano o wlasnosci Darboux; o osigganiu wartosci posrednich).
Jezeli f : [a;0] — R jest ciggla orazy € (f(a)?f(b)), to istnieje x € (a;b) takie, zZe f(x) =y.

Twierdzenie IV.10 (Weiersteassa; o osiaganiu kreséw). Jezeli f : [a;b] — R jest cig-
gla to istniejg m; M € [a;b] takie, ze f(m) = inf f([a;b]) oraz f(M) = sup f([a;0]).*> W
szezegolnoSci f jest ograniczona.

Z tw. IV.9 i IV.10 uzyskujemy natychmiast wniosek dotyczacy ,obrazu ciggtego” dowol-
nego przedzialu. Sprecyzujmy tu, ze I C R nazywamy przedzialem wtw \v/a,bgj [a?b] C I.
Przedziatami sa zatem np.: (), {1}, R, (0; +00). Przedzialem domknietym nazywamy zbior po-
staci [a; b] gdzie a,b € R, a < b, a przedzialem niezdegenerowanym kazdy przedzial rézny od
() i od przedzialu jednopunktowego (tj. postaci {z}).

Whiosek. Jezeli I — przedzial oraz f : I — R jest ciggla, to f(I) — przedzial. Jesli ponadto
I — przedzial domkniety, to f(I) — takze przedzial domkniety.

Dla celéw kolejnego twierdzenia przyjmujemy nastepujaca definicje.

Definicja. f : D — R jest jednostajnie ciggla wtw

Voo Fiso Vayen (lr =yl <8 = [f(2) = fy)l < o).

Powyzsza definicje warto poréwnacé ze zwyklym warunkiem ciggtosci, ktory na mocy ,de-
finicji” Cauchy’ego mozna zapisa¢ réwnowaznie tak:

Veen Vo Fsso Vyen (Jz —yl <0 = [f(z) — fy)] < ).

Réznica jest zrozumiata: w warunku na jednostajng ciagtos¢ 6 dobraé trzeba uniwersalnie
dla wszystkich © € D, w sposob zalezny jedynie od €, a w warunku ciagtosci § mogta by¢
dobierana w sposéb zalezny od € i od x. Stad ,jednostajno$é” w nazwie (,jedno wspdlne
d dla wszystkich 7). W szczegdlnosei funkcja jednostajnie ciagla jest tez ciagta. Przyktady
funkcji jednostajnie ciagtych to funkcja | - | : R — R, funkcja identycznosciowa x : R — R,
a takze f : [0;4+00) — R f(z) = y/z. Natomiast g : R — R, g(z) = 2 cho¢ jest ciagla, ale
jednostajnie ciagta nie jest (sprawdzenie tych wlasnosci f i g to zadanie dla Panistwa).
Twierdzenie IV.11 (o jednostajnej ciaglosci). Jezeli f : [a;b] — R jest ciggla, to f jest
jednostajnie ciggla.

B)Gdy f: D — X oraz A C D, to f(A) := {f(a) € X : a € A}. Zbiér ten nazywamy obrazem A (przy
pomocy, ew. wzgledem f).
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Dowéd (tw. IV.9, IV.10, IV.11).

Glownym ,chwytem” uzytym w dowodzie kazdego z tych trzech twierdzen bedzie twierdzenie
Bolzano-Weierstrassa (tw. 11.6). Zacznijmy od dowodu tw. IV.9. Przypusémy, ze f nie osiaga
wartosci y. Wezmy dowolne n € N i podzielmy” przedzial [a;b] na n-czesci o réwnych dhu-
gosciach d,, := ”‘Ta punktami ay = a,ay,...,a, = b, tzn. a, 1= a + kd,, dla k € {0,...,n}.
Poniewaz wéréd liczb f(ao), f(a,) jedna jest > y, a druga < y zatem istnieje takie k <n —1,
ze taka sama sytuacja ma miejsce réwniez dla liczb f(ay), f(agy1) (méwimy, ze liczby te sa po
przeciwnych stronach y).

f(0) 1 of
flary1) *
Yy
flax) ’
fla)ye
b—a
H 4 ‘/_L‘ H
Qdr - dr @ b—a,
=Tn =,
Rysunek 4

Oznaczmy przez x, te sposrod liczb ag, agpyq dla ktérej wartos¢ f jest < y, a przez T, te,
dla ktoérej dla ktérej warto$é f jest > y. Tym sposobem okreslimy dwa ciagi {x, }n>1 1 {Zn 1
o wyrazach w [a; b] (wiec ograniczone), ktore spelniaja

Vaer f(wn) <y < [(E0), (IV.1)
Voen [0 — | = do. (IV.2)

Korzystamy teraz z tw. Bolzano-Weierstrassa i wybieramy podciag zbiezny {xy, }n>1 clagu
{Zp}n>1. Mamy zatem zp, — ¢ dla pewnego g € R. Ponadto g € [a;b] na mocy tw. I1.2.
Poniewaz na mocy (IV.2) x, — Z,, — 0, zatem mamy takze Ty, — g. Dzieki ciagtosci f mamy
zatem f(xzy, ), f(Zr,) — f(g) skad na mocy (IV.1), stosujac ponownie tw. I1.2, dostajemy
flg) <y < flg), czyliy = f(g), co jest sprzeczne z naszym zalozeniem.

Aby wykazaé tw. IV.10 wystarczy dowdd czesci dotyczacej sup” (cze$é dot. ,inf” uzyska-
my stosujac te¢ wykazana czes¢ do funkeji — f). Niech ¢ € R bedzie réwne sup f([a; b]). Istnieje
zatem ciag {z,}n>1 w. [a;b] taki, ze f(x,) — ¢ (patrz np. zadanie 11.10). Wybierzmy podciag
{zk, tn>1 zbiezny, tzn. xy, — M dla pewnego M € [a;b]. Stad f(z,) — f(M) i jednoczesnie
f(zy,) — ¢ czyli c = f(M).

Aby wykazaé tw. IV.11 przypusémy, ze jego teza jest falszywa. A zatem niech € > 0 bedzie
takie, ze dla dowolnego § > 0 istnieja z,y € [a;b] dla ktérych zachodzi

[z =yl < 6 oraz |f(x) = f(y)| > e

W szczegdlnosei dla dowolnego n € N mozemy wybraé z,, y, € [a;b] takie, ze (w powyzszym
bierzemy .0 = 7) |z, — y,| < + oraz

|f(zn) — fyn)| > € (IV.3)

Znéw wybieramy zbiezny podciag {xy, tn>1 clagu {zp}tn>1, tzn. zx, — g € [a;b] 1 wowcezas
(analogicznie jak w dowodzie tw. IV.9) mamy tez y, — g, a stad f(zg,) — f(9) — f(Yx,),
czyli | f(xr,) — f(yr,)| — 0 — sprzecznosé z (IV.3). O
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Jedng z waznych operacji na funkcjach, o ktérej jeszcze dotad nie wspominaliSmy jest
odwracanie funkczlll Zacznljmy od przypomnienia, ze f : X — Y jest odwracalna wtw jest

,na” (tzn. \V/yey sex [(x) =y)oraz ,1-17 tj. réznowartosciowa (tzn. le’mex (r1 # 29 =
f(x1) 7é f(x2))). Dla odwracalnej funkcji f : X — Y okreslamy funkcje odwrotng f=1:Y — X
warunkiem Vxex,yey Y y) = * & y = f(x). Okazuje si¢, ze pod pewnymi warunkami

ciggtos¢ zachowuje sie takze przy operacji odwracania funkcji.
Twierdzenie IV.12 (o ciaggltosci funkcji odwrotnej). Jezeli [,Y C R, I — przedzial oraz
f:I—Y jest ciggla i odwracalna, to f=' tez jest ciggla.

A zatem owym potrzebnym w zatozeniu warunkiem jest to, ze dziedzina f jest przedziatem.
W dowodzie tw. IV.12 wykorzystamy dwa lematy, ktére sg takze interesujace same w sobie.
W obu z nich zatézmy, ze I — przedziat oraz f: I — R.
Lemat IV.1. Jezeli f jest ciggla, to f jest ,1-17 wtw f jest $cisle monotoniczna.*
Dowaéd.

Trzeba dowies¢ tylko ,—=". Przypus$cémy, ze f nie jest Scisle monotoniczna. Nietrudno wéwczas
wykaza¢ (nie potrzeba tu korzystaé jeszcze z ciaglosci f, zostawiam ten krok Panstwu), ze
istnieja takze 11 < x9 < 23 w I, ze zachodzi f(x1) > f(xg) < f(x3) lub f(21) < f(x2) > f(x3)
(rys. 5).

y \\// y //‘\\

xy T2 €3 T X2

T 2 T 2 T3

Rysunek 5

»Dla ustalenia uwagi” zalézmy, ze zachodzi pierwszy z tych przypadkéw oraz ze f(z;) <
f(z3). Wowcezas niech y € (f(x2); f(z1)) C (f(22); f(23)). Na mocy tw. IV.9 (wlasnosé Dar-
boux) istnieja x € (r1;22), 2" € (x2;x3) takie, ze f(x) =y = f(a'), co przeczy réznowartoscio-
wosci f. O]

Kazdy z Panstwa bez trudu wskaze przyktad pokazujacy istotnos¢ zatozenia, ze powyzej
dziedzina f jest przedzialem. Podobna sytuacja jest tez ponizej.

Lemat IV.2. Jezeli f jest monotoniczna, to f jest ciggla wtw f(I) — przedzial.

Dowdéd.

Implikacja ,—=" wynika z wniosku po tw. IV.9 i IV.10. Zalézmy wiec, ze f(I) — prze-
dziatl. Wykazemy, ze dla dowolnego xg € I, jezeli zy nie jest prawym koncem I, to dla
g = lim,_ f(z) zachodzi g = f(zo) (zauwazmy, ze powyzsza granica istnieje na mocy
tw. IV.7). Mozemy zatozy¢, ze f jest rosnaca (gdy jest malejaca, rozumowanie ,przejdzie” dla
—f..).

Niech o’ > x¢, 2’ € I. Dla dowolnego z takiego, ze o < = < ' zachodzi f(z¢) < f(x) <
f(z'), zatem na mocy Twierdzenia IV.5 (o zach. nier. przy przejsciu gran.) f(xy) < g < f(2/).
Gdyby zachodzito f(xg) # g, to mielibySmy f(z¢) < g < f(2') dla wszystkich 2’ € T t. ze
' > xp (a takie istnieja dzieki zatozeniu o xy). Wiemy, ze kazdy y € (f(xo);g) nalezy do

44) Ogélnie dla funkcji stosujemy terminologie zwigzania z monotonicznoscig analogiczng do tej dla ciggdw.
Tzn. funkcja f: D — R jest $cisle rosngca (malejgea) wtw vg@yep (r <y= f(z) < (>)f(y)) a po prostu
rosngca (malejgca) gdy ostra nieréwnosé z prawej strony ,—” zastapimy odpowiednia nieostra. Lacznie na
funkcje rosnace i malejace méwimy, ze sa monotoniczne. Analogicznie funkcje Scisle rosnace i Scisle malejace
nazywamy Scisle monotonicznymi.
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S (@o) J

T

Rysunek 6

f(I) (bo f(I) — przedzial). Z drugiej strony, skoro f rosnaca, to dla x < xg, € I mamy
f(z) < f(zo) <y, dla 2’ >z, 2’ € I mamy f(2') > g >y, a zatem y ¢ f(I) — sprzecznosé!
Analogicznie uzyskujemy odpowiednig rownosé dotyczaca granicy lewostronnej, skad tacz-

nie uzyskamy ciagtosé¢ f. O]
Dowéd (twierdzenia IV.12).

Z lematu 1 f jest $ciéle monotoniczna zatemf~! tez (dlaczego? ...). Ponadto J := f(I) —
przedzial (wniosek z tw. IV.9 i IV.10). Zatem f~': J — I oraz f~'(J) = I — przedzial.
Zatem f~! jest ciggla na mocy lematu 2. O]

4. Szeregi potegowe

Poznali$émy juz sporo twierdzen opisujacych wtasnosci funkcji ciaglych, ale wcigz mamy nie-
wiele przyktadow takich funkcji. Nie wiemy np. nic o cigglosci takich elementarnych funkcji
jak funkcje trygonometryczne, wyktadnicze, czy potegowe. Wciaz gtéwny nasz ,,pozytywny”
przyktad to wielomian. W tym podrozdziale, w pewnym sensie, uogblnimy pojecie wielomianu.
Mianowicie zamiast méwi¢ o funkcji bedacej ,skoriczong” suma jednomianéw ,a,z*” (— to
wlasdnie definicja wielomianu) zajmiemy sie szersza klasa funkcji zadanych ,nieskoriczonymi”
sumami jednomianéw.

Definicja. Szeregiem potegowym nazywamy rodzine (tzn. zbior) szeregow liczbowych da-

nych wzorem
+oo

> an(z —x0)", ¥

n=0
gdzie parametr x € R, {a,}n>0 jest zadanym ciggiem liczb zwanych wspétczynnikami sze-
regu potegowego oraz xq jest zadang liczbg zwang $rodkiem szeregu potegowego. Zbior
Z ztozony z tych x € R dla ktérych szereg powyzszy jest zbieiny to zbior zbieznosci, a funk-
cja S : Z — R zadana dla x € Z wzorem S(z) := Y120 a,(x — 1) to suma tego szerequ
potegowego.
Przyktady. Oczywiscie kazdy wielomian okreslony na R jest suma szeregu potegowego (wspot-
czynniki a,, = 0 d.d.d. n). Funkcje exp, sin, cos zdefiniowane pod koniec rozdziatu I1I sa réwniez
sumami szeregow potegowych o srodku 0 i zbiorze zbieznoéci R. Dla exp — to jasne z definicji.
Dla sin i cos sprawa jest troche delikatniejsza, bo np. szereg 372 (—1)" é:;! nie jest szeregiem
potegowym w rozumieniu powyzszej definicji. Dlaczego wiec mimo to twierdzimy, ze cos jest

45) Tu umowa, ze 0° = 1. Dla uproszczenia zapisu, gdy mowa o szeregu potegowym {Z:i% an(x —20)" 1 €

R}, to najczesciej piszemy po prostu Z:j’) an(x — x0)™.
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sumg szeregu potegowego? Odpowiedz jest prosta: mozna z tatwoscia wykazac, ze zachodzi
+oo
\V/xeR cosz 40 = > apa™,
m=0

gdzie

0 dla m — nieparzystych
U =1 (=1)"

@ dla m = 2n

Analogicznie mozna postapi¢ dla funkcji sin.

A zatem wspomniane wczesniej uogdlnienie klasy wszystkich wielomianow, to klasa wszyst-
kich sum szeregéw potegowych. Zamiast pelnego zbioru zbieznosci Z mozemy oczywiscie jako
dziedziny wybraé¢ podzbiory zbioru Z.

Na ogét Z # R, ale zawsze {xo} C Z — cho¢ czasem Z to ,tylko” {zo}, jak np. dla szeregu
potegowego 3720 nlz™. Pytanie zatem — na ile ,dziwny” moze by¢ zbiér Z? Okazuje sig, ze
nie moze by¢ dziwny wcale!

Twierdzenie IV.13. Zbior zbiesnosci szerequ potegowego o $rodku w xo jest przedziatem*”)
postaci Z = Zy U Zy, gdzie Zy = (xg — R;z9 + R) dla pewnego R € [0;400] oraz Z; C
RN {JIO — R,ZL’O —|—R}

A zatem Z to przedzial, ktory — jesli pominaé¢ jego konice — jest symetryczny wzgledem
x9. Powyzsze R € [0; +00], bedace potowa dtugosci tego przedziatu, nazywane jest promieniem
zbieznosci. Gdy rozwazamy szeregi potegowe, dla ktérych 0 < R < 400, to moze sie zdarzy¢
kazda z ,wersji koncéw” przedziatu zbieznosci: brak koncéw, tylko lewy, tylko prawy, oba
(zachecam do samodzielnych poszukiwan odpowiednich przyktadow). Zbiér Zy z powyzszego
twierdzenia bedziemy nazywali otwartym przedziatem zbieznosci.

Dowdéd (Twierdzenia IV.13).
Wystarczy ograniczy¢ sie do przypadku, gdy zo = 0.
Zauwazmy, ze teza bedzie wykazana, o ile wykazemy nastepujacy lemat.

Lemat. Jezeli szereg liczbowy >1°% a,x™ jest zbiezny dla pewnego x € R, to dla dowolnego
7' € R takiego, ze |2'| < |x| szereg 2% an(a')" jest bezwzglednie zbiezny.

Dowéd.

Ze zbieznosci 320 a,x™ mamy a,z" — 0, wiec w szczegblnosci dla pewnego M € R, dla
dowolnego n > 0 zachodzi

laz™| < M
skad 0 < |a,(2)"| = |ana"| - |%'|” < Mg dla g == |%l| < 1. A zatem teza lematu wynika z
kryterium poréwnawczego (Kryt. I11.1). O]
[

Okazuje sie, ze rozszerzajac w taki wtasnie sposéb pojecie wielomianu, jak uczyniliémy to
tutaj, nie wyszliémy na szczedcie poza klase funkcji ciagtych.
Twierdzenie IV.14 (o cigglosci sumy szeregu potegowego). Suma szeregu potegowego
jest funkcjq ciggla.

Udowodnimy tylko cze$¢ powyzszego twierdzenia — pominiemy trudniejsza sprawe — cia-
glosci w ewentualnych koncach przedziatu zbieznosci.

46) W przypadku niektérych funkcji elementarnych np. sin, cos, tg, ctg (a takze log,, In, ktére pojawia sie juz
wkrétce) zwyczajowo mozna pomijaé¢ nawias przy pisaniu argumentu. Zatem np. sinz = sin(z).

47) W analizie matematycznej wazna role odgrywaja ogélniejsze szeregi potegowe, w ktérych zaréwno z,
xg jak i a, moga by¢ liczbami zespolonymi. Wéwczas Z to pewien podzbiér C zlozony z kota otwartego
{z € C: |z — 20| < R} i pewnego podzbioru okregu tego kota.

50 [IV.11]



Dowdd (cigglosci w punktach z 7).

Znow mozemy zalozyc ze zo = 0 (dla innych z, trzeba zlozy¢ sume szeregu pot. >4 a2 z
funkcja , & — x—x¢”). Niech R bedzie promieniem zbieznosci szeregu potegowego 3120 a,x"
oraz dla x € (—R; R) niech S(x) := 31 a,z™. Niech ty € (—R; R) (zatem R > 0). Wykazemy,
ze S jest ciagla w punkcie tyg. Mozemy zatem wybra¢ R, R” takie, ze |tg| < R" < R' < R.
Zatem szereg 3720 a,(R')" jest zbiezny, wiec na mocy powyzszego lematu

+oo
S Jan]|R"[* < +o00. (IV.4)

n=0
Niech € > 0. Dow6d bedzie zakonczony (na mocy tw. IV.8 — | def. Cauchy’ego”) jezeli znaj-
dziemy ¢ > 0 taka, ze gdy |t — to| < 9, to [S(t) — S(ty)| < e. Wskazemy takie ¢, ktore bedzie
dodatkowo spetnia¢ warunek:

[to — d,t0 + 0] € (—R",R"). (IV.5)
Najpierw korzystajac z (IV.4) dobierzemy N € N takie, ze

+oo

Y lallR" < % (IV.6)

n=N+1

Jesli d spetnia (IV.5) oraz |t — ty| < J, to na mocy (IV.6) mamy (zachecam do samodzielnego
szczegdlowego uzasadnienia ponizszych nieréwnosci)

N
1S(t) — S(t > ant" — Z antl| + Z |an|[t]™ + Z |an[to]™
n=0 n=N+1 n=N+1
N
> ant" — Z anty| + § - €. (IV.7)
n=0 n=0

Poniewaz Sy : R — R zadane wzorem Sy(x) := >N a,z" jest wielomianem, a zatem funkcja
ciagla, zatem w szczegblnosci mozemy dobraé¢ § > 0 tak, ze (IV.5) zachodzi, oraz ze jezeli
[t —to] < 6, to [Sn(t) — Sn(to)] < §. A zatem na mocy (IV.7) tak dobrane § spetnia nasze
warunki. O
Z powyzszego twierdzenia uzyskujemy w szczegdlnosci ciggtosé funkeji sin, cos, exp.
Przyklad. Pokazemy jak mozna uzy¢ twierdzenia IV. 14 do obliczenia granic z przyktadow 4,
51 6 ze strony 44. Zrobimy to na przyktadzie lim,_,, €. Zauwazmy, ze dla dowolnego x # 0

zachodzi . N -
e* —1 1 (I 2 1 X " " Xz
:<Z‘1> *‘nzl 2N CESY

| |
x T\ ;Hn rTin

n
. ma zatem zbior zbieznosci réwny R, w szczegolnosc:1 jego suma S

= (n+1)
jest funkcja ciggla w 0 i (poniewaz 0 jest p.s. dziedziny funkcji ) li = lim, o S(z) =
0
S(0)=4%=1.
Na zakonczenie wspomnijmy jeszcze, ze zapis f(x) w postaci sumy szeregu potegowego
nazywany jest ogélnie rozwinieciem f w szereg potegowy. Do tej sprawy bedziemy jeszcze
powraca¢ w dalszych rozdziatach.

Szereg potegowy

5. O kilku funkcjach elementarnych

Zajmiemy sie tu kilkoma czesto uzywanymi funkcjami (niektérymi tzw. funkcjami elementar-
nymi — ten termin na ogét nie jest definiowany w jaki$ jednoznaczny sposob...). Podamy
niektére ich wazne whasnosci (cze$¢ z nich bez dowodu), z ktérych bedziemy korzystali w
dalszych czesciach wyktadu.
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5.1. Funkcja wykladnicza i logarytm

Niech a > 0. Funkcja wyktadnicza (o podstawie a) zadana wzorem W,(z) := o* dla x € R
zdefiniowana zostata juz w rozdziale 1.

Fakt. W, jest ciqgla; gdy a > 1 jej granica w +0o réwna jest +00, a granica w —oo réwna
jest 0 i odwrotnie, gdy a < 1. W obu przypadkach W,(R) = (0;+00) ¢ W,: R — (0; +00) jest
odwracalna.
Dowdéd.
Ciagto$¢ wynika tatwo z przyktadu 3 str. 44, bowiem lim, .., W,(x) = limy_o Wy(zo + h) =
limy,_o a® " = a% limy,_o a”" = a®™ = W,(x(). Granice w do0o: istnienie wynika z twierdzenia
IV.7, a konkretng ich warto$¢ uzyskamy z faktu, ze a® — 0 dla 0 < a < 1. Poniewaz obraz W,
musi by¢ przedziatem, zatem $cista monotonicznosé (patrz wniosek ze strony 13) i wyliczone
granice w oo daja nam W,(R) = (0; +00) i odwracalnos¢. O
Definicja. Niech a > 0, a # 1. Logarytmem o podstawie a nazywamy funkcje odwrotng
do funkcji wykladniczej W, : R — (0;400). Oznaczamy jo symbolem log, (gdy a = e, to log,
nazywamy tez logarytmem naturalnym i oznaczamy przez In).

7Z twierdzenia o cigglodci funkcji odwrotnej (tw. IV.12), z definicji f~! i z odpowiednich
wlasnosci potegi rzeczywistej tatwo uzyskujemy nastepujacy wynik.
Fakt. Dla a > 0, a # 1 funkcja log,: (0;4+00) — R jest Scisle monotoniczna i cigglta. Gdy
a > 1 jej granica w +o0 réowna jest +00, a w 0 réowna jest —oo 1 odwrotnie gdy a < 1. Ponadto
dla a,b € (0;400) \ {1}, z,y > 0, « € R zachodzi:

(i) log,(z-y) =log, z + log, y;
(i) log,(z%) = alog, x;

(iii) log, b - log, x = log, .

==

Rysunek 7

Ostatni ze wzorow pokazuje, ze zamiast logarytmoéw o réoznych podstawach, mozna Smiato
uzywaé jednej tylko funkcji logarytmicznej — np. In. Na koniec tego podrozdziatu zajmiemy
sie zdefiniowang w rozdziale I1I i rozwazana tez w tym rozdziale funkcja exp. Okazuje sie, ze
ona rowniez jest funkcjg wyktadnicza.

Fakt. V,cr exp(z) = e® (tnz. exp = W,).
Dowéd.
Wykazalismy, ze zaréwno funkcja exp jak i W, sa ciagte. Ponadto obie spetniajg tozsamosé

Vouer fl@+y) = f(z)- fy) (IV.8)

i maja dodatnie wartosci. Mozna tez wykazaé, ze majg te samg wartos¢ w punkcie 1, tzn.
ze exp(l) = e — patrz. np. zadania II1.17 i I11.18. Reszta dowodu wynika z nastepujacego
lematu.
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Lemat. Dia kazdego ¢ > 0 istnieje dokladnie jedna funkcja ciggla f: R — (0;+00) spelniajgca
(IV.8) oraz warunek f(1) = ¢ (mianowicie W).

Dowdéd.
Istnienie jest jasne, bo f = W, spelnia te warunki. Wykazemy jednoznacznos¢. Przez indukcje
,po n” tatwo dowodzimy, ze dla dowolnego x € R, n € Ny zachodzi f(nz) = (f(z))". Biorac

2 zamiast x w ostatniej formule, dostajemy f(7) = (f(a:))% dla n > 1. Mamy tez f(—z) =

(f(z))~". Stad f(™2) = f(1)» = c» = W.(2) dla dowolnego m € Z, n € N, a zatem f(q) = ¢4
dla wszystkich ¢ € Q. Dla = € R wezmy ciag {¢,} w. Q taki, ze ¢, — x (patrz np. zadanie
I1.18). Wéwezas z ciaglosci funkeji f i W, mamy f(x) = lim, 1 f(gn) = lim, 1o We(gn) =
W.(z). O

]

5.2. Funkcja potegowa

Rozwazamy funkcje potegowa z potega o > 0. Dla takiego o okreslmy P,: [0;+00) —
[0; +00)*® P, (x):=2* dlaz > 0.

Fakt. Dia o > 0 P, jest ciggla i $cisle rosngca, lim,_, oo Po(xz) = 400, P,([0;+00)) =
0; +00).

Dowéd.

Scisty wzrost dla P, byt wykazany w rozdziale I. Ciaglos¢é w punktach zo > 0 wynika z
twierdzenia o ciagtodci ztozenia funkcji cigglych (fakt 2 ze strony 45) i wzoru z® = (%) =
ez dla z > 0 (uzywamy wykazanej w podrozdziale 5.1. cigglosci funkcji wyktadniczej i
logarytmicznej). Ciggto$é w 0 wynika z informacji dotyczacej granicy In w 0 oraz W, w —o0, a
granice w 400 wyliczamy wykorzystujac granice obu powyzszych funkcji w +o00. Z wtasnosci
Darboux dostajemy zatem f([0; +00)) = [0; +00). O

5.3. Funkcje trygonometryczne (sin, cos, tg, ctg)

Tu podamy tylko kilka informacji o funkcjach trygonometrycznych zwigzanych z niezdefinio-
wang dotad przez nas liczba 7. Ponizszy fakt podamy bez dowodu.

Fakt. Istnicje liczba m > 0, taka Ze sin(w) = 0 oraz sinx > 0 dla z € (0;7).

Uwaga. Powyzsze warunki wyznaczaja liczbe 7 jednoznacznie. Mozna wiec uznacé je za defi-
nicje liczby 7. Dowd6d faktu nie jest trudny (patrz zadanie IV.23). Nieco trudniej jest wskazaé
jakies dos¢ precyzyjne oszacowanie liczby 7 przy uzyciu konkretnych liczb wymiernych. Chwi-
lowo bez dowodu przyjmiemy, ze 3 < m < 4. W przysztosci moze uda nam si¢ wyliczy¢ cos
wiecej na ten temat...

W oparciu o powyzszy fakt oraz o wzory na sin i cos sumy i ,jedynke” trygonometryczna
(patrz fakt ze strony 36) mozna wykaza¢ praktycznie wszystkie znane wzory trygonometryczne
(w tym tzw. wzory ,redukcyjne”) dotyczace funkcji sin i cos.

W szczegblnoscei nietrudno wykazac, ze sin(5) = 1, cos § = 0, cosm = —1, a takze ze sin i
cos sa funkcjami okresowymi o okresie 27.4)

Funkcje tg (,tangens”) i ctg (kotangens”) okresla si¢ nastepujaco: tg: R\ {kn + J: k €
Z} — R, tg(x) := 2% ctg: R\ {kn: k € Z} — R, ctg(x) := <=2, Definicje te sg poprawne,
mozna bowiem latwo sprawdzi¢, ze zbior zer® sinusa, to zbiér {kw: k € Z}, a cosinusa

48) W rozdziale I dziedzina P, bylo zawsze (0; +00). Tu dziedzine te troszke powickszamy. Formalnie jest to
wiec juz inna funkcja, cho¢ uzywamy tego samego oznaczenia.

49) Przypomnijmy, ze f: R — R jest okresowa wtw istnieje T' # 0 takie, ze f(z +T) = f(z) dla dowolnego
x € R oraz, ze kazda liczba T # 0 o powyzszej wlasnosci nazywa sie okresem funkcji f.

50) Zero funkcji f to kazdy taki x z dziedziny f, ze f(z) = 0.
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{km 4+ 5: k € Z}. Co wigcej tg i ctg sa ciagle, jako ilorazy funkcji ciagtych. Sa okresowe o
okresie (nawet) 7 (uwaga — tu dziedzina nie jest R, wiec w nieco innym znaczeniu, niz z
definicji z przypisu — w jakim?) oraz lim, .z, tgz = Foo = lim, o ctg .
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Zadania do Rozdzialu IV

1. Sformuluj pominiete na wyktadzie przypadku ,definicji” Cauchy’ego granicy (tw. IV.1).
Dla jednego wybranego (sposréd dziewieciu) przypadku udowodnij twierdzenie IV.1.

Vv 2.

a) Wykaz, ze ponizsze ,twierdzenie” jest falszywe:
(a) Wykaz, ze p . ] y
Zatéimy, ze A,B C R, a,b,cc Ria — ps. A, b — p.s. B oraz, Ze
f:A— Big: B— R. Wowczas, jezeli
(i) lim,_, f(z) =
(ii) lim, s g(y) = c,
to lim, (g0 f)(z) =c.
(b) Wykaz twierdzenie .0 granicy zlozenia” (inaczej ,,0 podstawianiu”) powstate przez
dotozenie powyzej jeszcze jednego zatozenia:
(iii) zachodzi przynajmniej jeden z warunkow:
e b€ Big jest ciagta w punkcie b;
o f(r)#bd. x € Ad.b.a (np. gdy b= £o0...).

3. Wykorzystujac twierdzenie z zadania IV.b oraz policzona na wyktadzie (przyklad 4 ze

(1+z)*—1
x

str. 44) granice lim,_.o % wykaz, ze lim,_.; x;%l = lim,_o = « (przyktad 7 ze

1
str. 44).

e

4. Wykaz (ze szczegbtami), ze lim, . o (1 + %)x = e (przyktad 1 ze str. 43) oraz lim, ., 4o &
0dla a€eR, c>1 (przyklad 2 ze str. 44).

V' 5. Znajdz®" ponizsze granice, lub wykaz, ze nie istnieja:

h) lim, oo 22 dla a > 0;
(a) lim, ., £2=2 dla a = oo; £2; +1; 0; (.) S 007000
(b) lim, o SR, (1) By oo = omg—;
i bl;iljx? (j) limg_gsin <;
(c) Himy f’f—f ’ (k) limg_oxsin 1;
(d) limg—y § Lam (1) lim, gy z%;
Vitz—1.
(e) limy—o —577— (m) lim, o €021,
(f) limg oo (sin /1 4+ x — sin\/z); (n) lim, . 251“ 1
(g) lim,_ 4 oo(sin(l 4+ ) — sinz); (0) limy o = 1 dlaa > 0.
6. Dla jakich parametréw a,b € R jest ciagta funkcja f: R — R zadana wzorem
|z dla |z| <1
(2) f(x)_{x2+ax+b dla |z| > 1,

a dlaz =0
(b) f(x):{ sinﬁ dla z # 0.

7. Znajdz przyktad funkcji f: R — R, ktora jest ciagta w

(a) doktadnie jednym punkcie;

1) Obowiazkowo przynajmniej 8 szt. sposréd (b)—(e), (h)—(o).
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(b) dokladnie dwoch punktach;
(c) dokladnie n punktach (n € N, ustalone);
(d) kazdym punkcie zbioru Z, a w pozostatych punktach jest nieciagla.

8. Uzupekij szczegdly dowodu twierdzenia ,0 granicach jednostronnych funkcji monoto-
nicznej” (tw. IV.7).

9. Rozwazamy funkcje f: R — R zad f(z) {0 dazdQ i
. Rozwazamy funkcje f: R — R zadang wzorem f(z) = 1 gdzie
mian(z) daz€Q,
mian(z) := min{n € N: = 2} dla z € Q. Wykaz, ze f jest ciagta w punkcie z
wtw = ¢ Q.
10. Wykaz, ze kazde z ponizszych réwnai ma co najmniej dwa pierwiastki (tzn. rozwiazania)
w R:
(a) e* =1+ 2z;
(b) 2% = 4ux;

(C) ef(x2+sin:1:) — %

V11 Znajdz pewna liczbe wymierna bedaca przyblizeniem jakiego$ pierwiastka podanego réw-
nania z podang dokladnoscia d (tzn. takie x € Q, ze istnieje pierwiastek p réwnania taki,
ze |z —p| < d):
(a) 23— 3x = —1, d:%;
(b) 2* +2?+22+1=0, d=3.
12. Wykaz, ze wielomian stopnia nieparzystego posiada pierwiastek rzeczywisty.
13. Twierdzenie o punkcie staltym, to kazde twierdzenie postaci:
Jezeli f: X — X oraz zachodzi Z, to istnieje x € X takie, Ze f(x) = x,

gdzie Z to pewne zalozenie dotyczace funkcji f i zbioru X. Wykaz twierdzenie o punkcie
stalym dla kazdego z ponizszych zatozen Z:

\v4 (a) f jest ciagta, X = [a;b] dla pewnych a,b € R;
(b) f jest ciagla i malejaca, X = R;
(c) f jest zwezajaca, tzn. = \V/x,y lf(x) — fy)] <clx—y|, X =R.
14. Wykaz, ze funkcja f: R — R zadana wzorem

10002 — 72t + 122 + 7
B (27 —1)2+1

f(z)
jest ograniczona.
Y 15. Wykaz nastepujace twierdzenie ,0 osiaganiu jednego kresu”:

Jezeli 1 to niepusty przedzial, f: I — R jest funkcjg ciggle oraz istnieje
xg € I taki, Ze dla dowolnego a bedgcego koncem przedziatu I nienalezgcym
do I zachodzi lim,_, f(x) > f(zo) (< f(x0)), to f osigga swdj kres dolny
(gorny).>

52) Przez dolny lub gérny kres funkcji rozumiemy oczywiscie odpowiedni kres jej zbioru wartodci, tzn. tu inf
lub sup f(I).
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16. Wykaz, ze funkcja f z zadania IV.14 osigga obydwa swe kresy.

17. Funkcja f: D — R jest lipschitzowska wtw ElceR \v/x7yeD |f(x)—f(y)| < clx—yl|. Znajdz
wszystkie te implikacje, ktore zachodzg pomiedzy parami zdan sposérod: . f jest lipschit-
zowska”, | f jest ciggla”, | f jest jednostajnie ciggta”, niezaleznie od wyboru funkcji f.

18. Zbadaj jednostajng cigglosé i lipschitzowskosé funkeji zadanych ponizszymi wzorami:

YV (a) vz dlaz > 0;
(b) 2? dla x € R;

(c) |z| dla z € R;

(d) Inz dla = > 0;

(d’) Inz dla z > a, gdzie a > 0 jest ustalone.

19. Znajdz przyktad funkcji f: A — B, gdzie A, B C R, ktora jest ciagta i odwracalna, ale
f~': B — A nie jest ciagla. (Wskazéwka: wez B — przedzial, ale A — nie).

20. Zmajdz zbior zbiezno$ci i promien zbieznosci nastepujacych szeregéw potegowych:

(a) Xn252"a™;

(b) 3% (ni1)2 z+ 1"
(€) 0% vz (@ — 1)
(d) 3% 2+ (=1)")"a™
() Y2 " a™s

(£) Ta2 afoe”

(8) a2 marm ™

21. Wykaz, ze jesli dwa szeregi potegowe o srodku w 0 i o dodatnich promieniach zbieznosci
maja sumy réwne w pewnym przedziale (—r;r), r > 0, to szeregi te sa identyczne (tzn.
maja te same ciagi wspoétezynnikow). Powyzszy fakt, to tzw. twierdzenie o jednoznacz-
nosci rozwinigcia w szereg potegowy i jest ono uogdlnieniem znanego faktu dotyczacego
jednoznacznosci wspotczynnikow wielomianu. Wskazowka: uzyj sprytnie twierdzenia o
ciagltosci sumy szeregu potegowego (tw. IV.14).

22. Wykaz, ze kazda funkcja f: R — R ciagla i addytywna, tj. spelniajaca warunek Vx,yeR flz+
y) = f(z) + f(y), jest funkcja liniowa, tzn. zadana wzorem f(r) = ax dla dowolnego
x € R, przy pewnym (ustalonym) a € R.

23. Wykaz fakt o istnieniu liczby 7 (ze strony 53). Wskazéwka: wykorzystaj zadanie I11.5.

24. W oparciu o wiedze z wyktadu (tzn. definicje sin i cos, wzory z rozdziatu III (fakt 2 ze
str. 36) oraz fakt z zadania IV.23) wykaz nastepujace whasnosci sin i cos:

(a) cosm = —1;
T 1.
(b) cos =5
(c) sin i cos sa okresowe o okresie 27;
(d) sinx =0 wtw z € {kn: k € Z}.
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25.

26.

27.

28.

29.

30.

Wykaz, ze funkcja Dirichleta (przyktad ze strony 45) jest okresowa. Znajdz zbi6r wszyst-
kich jej okreséw.

Wykaz, ze jezeli f: R — R jest ciggta i okresowa o okresie T}, dla dowolnego n € N, przy
czym lim,, . T, = 0 oraz \V/neN T, # 0, to f jest stata. Czy ciagtosé jest tu istotnym
zatozeniem?

Wykaz, ze istnieje M € R takie, ze dla x > M zachodzi

(a) :L,IOOOO < 10&00!$10001 _ 10000!\/53310000;

(b) 1000!In z < z o0,

Wykaz, ze lim, (1 + %)x = e¥ dla dowolnego y € R (uwaga: uzyj tu S$wiadomie

ciagtosci odpowiedniej funkcji w odpowiednim punkcie...).
Wykorzystujac fakt, ze lim, g (H?a_l = «a (przyktad 7 ze str. 44) udowodnij na-
stepujace kryterium zbieznosci szeregéw (Raabego): Jezeli a, > 0 dla n > ng oraz
limy, oo n(l — 25) = q, ) to Y% a, jest zbieiny, gdy a > 1 oraz jest rozbieiny,
gdy o < 1. Wskazowka: uzyj réwniez ,drugiego kryterium poréwnawczego” z zadania
I11.14.

Wykorzystujac informacje o granicach odpowiednio dobranych funkeji (w odpowiednich
punktach) zbadaj zbieznos¢ szeregdéw

(a) I (V3 - 1)°
(b) TH3% (/0 - 1)

\vi (¢) 289 (1 —cost)®

w zaleznosci od wartodci parametru a € R. Wskazowka: uzyj kryterium asymptotycznego
(kryterium II1.2).

53) Mozna zamiast tej granicy wziaé¢ takze lim,,_, oo n(=%2— — 1).

An 41
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V Rachunek rézniczkowy

[ok. 4 wyklady]

W rozdziale IV rozwazalismy funkcje ciagte, czyli takie, o ktérych mozna powiedzie¢, ze lokal-
nie zachowujg sie w sposéb ,dosy¢” regularny. Obecnie zajmiemy sie funkcjami jeszcze bardziej
Lregularnymi”, a mianowicie rézZniczkowalnymi. Popularna geometryczna ,definicja” (podob-
nie jak w przypadku cigglosci, mocno niescista, ale sugestywna...) jest nastepujaca: funkcja
jest rozniczkowalna, gdy jej wykres nie posiada kantow”. A zatem jest to klasa tych funkcji, z
ktorymi w praktyce mamy do czynienia najczesciej. Rzeczywiscie — ogromna wiekszo$é funkeji
pojawiajacych sie przy probach matematycznego opisu zjawisk z otaczajacego nas $wiata —
to funkcje rézniczkowalne. Réwniez samo pojecie pochodnej, bezposrednio zwigzane z rdznicz-
kowalnoscig, bardzo czesto pojawia sie przy takich opisach — np. dla wyrazenia szybkosci
zmian pewnych wielkoSci w czasie.

1. Pochodna funkcji

Rozwazmy funkcje f : D — R, gdzie D C R oraz niech a € D i a — p.s. D. Ilorazem
roznicowym dla funkcji f i punktu a nazywamy funkcje okreslona na D \ {a}, zadana dla

T # a wzorem
f(a) ~ f(a)

r—a
Geometryczny sens powyzszej wielkosci jest taki: to tangens kata utworzonego przez prosta
wyznaczong punktami wykresu f odpowiadajacymi argumentom a i x oraz przez o§ OX (patrz
rys. 8). Powyzsza prosta nazywa sie czesto sieczng do wykresu funkcji f.

f
Y
f(z)
f(a)
0 a T X
Rysunek 8
Definicja.
o Jezeli istnieje granica w punkcie a ilorazu réznicowego dla f i a, tzn. lim,_, M, to

r—a

nazywamy jo pochodna f w punkcie a i oznaczamy: f'(a). W tej sytuacji mowimy, Ze
f posiada pochodng w (punkcie) a lub, ze f'(a) istnieje.
[(@)=f(a) 54)

r—a

e Pochodna lewostronna (prawostronna) f w punkcie a to lim, ., (4

Ozmaczamy ja f'(a) (f(a)).

e Funkcja f jest rézniczkowalna w (punkcie) a wtw f'(a) istnieje i jest skoriczona

(tj. f'(a) €R).

54) Oczywiscie, by w ogéle méwié o tych jednostronnych pochodnych, musi w szczegdlnoéci zachodzié: a—
p.s. D¢ lub, odpowiednio D¢.
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o Funkcja [ jest rozZniczkowalna wtw VaeD f gest rozniczkowalna w punkcie a. W tej
sytuacji funkcje D 3 x ~ f'(x) ®® nazywamy pochodng f i oznaczamy: f'.

Wspomniany we wstepnie do niniejszego rozdzialu brak  kantéw” (w przypadku wykresu
funkcji rézniczkowalnej) najlepiej chyba uscisli¢ jako istnienie prostej stycznej do wykresu f,
rozumianej jako prosta ,graniczna” prostych siecznych do wykresu ,przy x — a”.
Definicja. Zatéimy, ze f posiada pochodng w a. Prosta styczna do wykresu f dla a (lub
w punkcie (a, f(a))) to

e w przypadku, gdy f'(a) € R: zbior
{(z,y) eRxR:y = f'(a)(z —a) + fa)},

e gdy f'(a) = too: zbior
{(z,y) e RxR:x=a}.

A zatem powinni$my poprawié ,definicje” geometryczng rozniczkowalnoéci wykluczajgc w
niej nie tylko ,kanty”, ale takze pionowe styczne ...
Uwagi.

[(2)=f(a) rozwazanej w definicji pochodnej mozemy réwnowaznie

1. Zamiast granicy lim,_,, =~—
flath)=f(a)
3 :

rozwazacé granice limy,_,q

2. Zamiast oznaczenia f’ na pochodng czesto uzywane jest tradycyjne oznaczenie % (moze

do$¢ niewygodne jako symbol funkeji, ale za to odzwierciedlajace z grubsza sens pojecia
pochodnej). Czesto przy definicji pochodnej robione jest nieco silniejsze zatozenie do-
tyczace dziedziny D i punktu a € D. Zaktada si¢ mianowicie, ze dla pewnego § > 0
zbior

Dy,s:={re€D:|zx—a| <d} (V.1)
jest jednym z przedziatéw (a — d;a +9), [a;a+ ) lub (a — 0; a]. Méwimy wowczas, ze a
ma w D otoczenia bedgce przedziatem. Zatozenie to jest oczywiscie spetnione, jezeli np.
D jest dowolnym niezdegenerowanym przedziatlem (ewentualnie skoniczona suma takich
przedziatéw) oraz a € D.

3. Gdy a jest obustronnym punktem skupienia D, tzn. a — p.s. D} oraz D?, to f'(a)
istnieje wtw istnieja f’ (a) i f’(a) i sa sobie réwne.

4. Podobnie jak granica funkcji w punkcie, tak i pochodna funkcji w punkcie to pojecia
lokalne, tzn. dla dowolnego § > 0 istnienie i warto$¢ f’(a) jest tym samym co istnienie
i warto$¢ fj(a), gdzie fs := fip,; (patrz oznaczenie z powyzszego punktu 3). Méwiac
bardziej obrazowo (ale zupelnie nie $cisle ...) ,dalekie od a punkty” nie maja wpltywu
na f’(a) 56)

Przyklady (najprostsze).

1. Funkcja stala ma w kazdym punkcie dziedziny (ktory jest jej p.s.) pochodna réwna 0,
bo iloraz réznicowy jest stale rowny 0.

%) Symbol: D 3 x ~» co$(x) oznacza funkcje g okreslona na D zadana dla wszystkich z € D wzorem
g(x) = cos(x).

56) Pytania dla Stuchaczy / Czytelnikéw: A zatem, czy w ogole jaki§ punkt dziedziny poza samym a ma
wplyw na f’(a)? Moze wystarczy znaé tylko a i f(a)? ... Ostrzegam, ze sa to pytania dotyczace bardziej
mankamentéw logicznych naszego potocznego jezyka, niz matematyki.
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2. Jezeli f: R — R jest funkcja afiniczng (zwana czasem liniowq, cho¢ to troche mylace)
tzn. zadana dla x € R wzorem f(z) = ax+b (a, b — ustalone liczby), to iloraz réznicowy
dla f i dowolnego xy € R jest funkcja statg réwna a, zatem tez f’ jest funkcja stala
rowng a, co wiecej wykres f jest jednoczesnie prosta styczng do ,siebie samego” dla x,
niezaleznie od wyboru xg.

3. Niech [ : R — R, f(z) = |z|. Wowczas f'(z) =1dlaz >0, f'(x) = =1 dlaz <0, a
f'(0) nie istnieje, poniewaz f’ (0) = —1, f1(0) = 1. Zatem to przyktad funkcji ciggtej,
ktora nie w kazdym punkcie posiada pochodna.

4. Rozwazmy funkcje sgn : R — R zadang wzorem °7)
1 dlax>0
sgn(z) = 0 dlaz=0
—1 dlaz <0

Zachodzi: f'(x) = 0, dla x # 0, f'(0) = +o0. Jest to wigc przyktad funkeji nieciagtej,
ktora w kazdym punkcie posiada pochodng.

5. Niech f : [0;4+00) — R, f(x) = /z. Woéwczas po standardowych przeksztalceniach
wzoru na iloraz réznicowy tej funkcji uzyskujemy f'(x) = ﬁ dla x > 0 oraz f'(0) =
+o0o. Jest to wiec przyktad funkcji ciagtej, ktora nie jest rozniczkowalna, ale w kazdym
punkcie posiada pochodna.

Uzupelnieniem powyzszych przyktadow 3, 4 i 5 moze byé¢ nastepujacy ogédlny rezultat
dotyczacy zwiazkéw pochodnej z ciggloscia.
Fakt. Jezeli f jest rozniczkowalna w punkcie xq, to jest tez w tym punkcie cigglta.
Dowaéd.
Gdy f'(x0) € R, to limyzy f(@) = limgzy (280 (3 — 30) + f(@0)) = f'(0) - 0+ f(z0)

T—x0

2. Roézniczkowanie funkcji elementarnych

Zajmiemy sie tu wzorami umozliwiajacymi obliczanie pochodnych funkcji elementarnych. Do-
ktadniej — zajmiemy si¢ tymi funkcjami, ktore mozna uzyskaé przy pomocy znanych nam kilku
operacji na funkcjach, wychodzac od znanych nam kilku ich podstawowych typow. Zaczniemy
od ponizszych czterech wzoréw na pochodne juz wezeéniej przez nas badanych funkcji.

Fakt.

1. Jesli o € R oraz f : D — R jest zadana wzorem f(x) = x przy czym a) a € Ny i
D=Rlubb)a€cZiD=R\{0} lubc)D=R,, to f'(z) =az*".

2. Jezelia > 0 oraz f : R — R zadana jest wzorem f(x) = a*, to f'(z) = a*lna. W
szezegolnosci exp’ = exp.

3. sin’ = cos.

4. cos’ = —sin.

57) Funkcja zadana tym symbolem nie zawsze jest ta tu wilasnie zdefiniowana funkcja. Rozmaicie bywa wy-

bierana wartos$¢ sgn dla argumentu 0.
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Dowdéd.
Sprawdzimy wszystkie wzory na pochodne w punkcie zy. Dla punktu 1. mozna skorzystaé z

tego, ze lim,_; ‘T::ll = « (patrz przyktad IV.7 strona 43) oraz zapisaé¢ dla xo # 0 1 >0
xa_'r(o){_ a—1<;70)a_1
r—ge 0z _ 17

zo

co daje natychmiast potrzebny wynik, o ile 2y # 0 (przypadek zy = 0, mozliwy tylko dla a),
jest oczywisty). Dla dowodu punktu 2 zauwazmy, ze dla x # zg
a® — g%o a®ro _ 1 6(ac—zo)lna -1

=a" = a™° Ina a®lna
T — xo T — To (x —z9)Ina )

poniewaz

et —1
lim =
z—0 x

1

(patrz przyktad IV .4 strona 43). Wreszcie wzory 3 i 4 to prosta konsekwencja wzoréw na sin i
cos od sumy argumentéw (patrz fakt I11.2 ze str. 36) oraz przykladéow 5 i 6 ze strony 43. Np.

cos(xg + h) — cosx cosh —1
( 0 h) 0 :COS$0< " )h_

. sin h 1 ) .
sin xg ﬁcosx0-§~0—smx0-1:—smxo.

]

Aby bada¢ funkcje zadane bardziej skomplikowanymi wzorami udowodnimy ponizszy re-
zultat.

Twierdzenie V.1 (o wlasnosciach rachunkowych pochodnej).

a. Jezeli f,g : D — R sq rozniczkowalne w punkcie a € D, to f + g i f — g takZe sq
rozniczkowalne w a oraz

(f +9)(a) = f'(a) + ¢'(a),
(f-9)(a) = f'(a) - g(a) + fla) - g'(a)  (wzdr Leibnitza).

Jezeli ponadto \V/xeD g(x) #0, to i jest rozniczkowalna w a oraz

(f) (@) — L@o(@) ~ f(a)g () Vo)

9

b. Jezeli f: A— B, g: B — R oraz f jest rézniczkowalna wa € A i g jest rézniczkowalna
w f(a), to go f jest rézniczkowalna w a oraz (go f)'(a) = ¢'(f(a))f'(a).

c. Jezeli 1,Y C R, I — przedziat oraz f : I — Y jest odwracalna i rézniczkowalna, 1
ponadto \v/xe] f(z) #£0, to f71 tez jest réiniczkowalna, oraz dla dowolnego y € Y

1

(f 'y = )

Dowéd.
Dla f + g teza wynika natychmiast z faktu, ze iloraz réznicowy dla f + g i a to odpowiednia
suma ilorazéw roznicowych. Z kolei wzor Leibnitza uzyskamy stosujac standardowy ,chwyt”
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podobny do tego, ktory zostal uzyty w dowodzie twierdzenia o granicy iloczynu ciagdéw (patrz
twierdzenie I1.1): dla x € D\ {a}

f(@)g(z) — f(a)g(a) f(@)g(z) — f(x)g(a) + f(x)g(a) — f(a)g(a)

(trzeba tu tez skorzystaé z tego, ze f jest ciagta w a — patrz fakt ze strony 61).
Przed dowodem czesci dotyczacej ilorazu, wykazemy punkt b). W tym celu oznaczmy

Dy :={x e A: f(x)# f(a)}, Dy = A\ Dy. Niech x € A\ {a} oraz
(90 1)) ~ (g 1))

Tr—a

i(x) =
Jezeli x € Dy, to mamy oczywiscie f(z) = f(a), skad i(z) = 0. Jezeli natomiast « € Dy, to

9(f(x)) —g(f(a)) f(z)— f(a)

f(x) = f(a) r—a
Zatozmy, ze a jest p.s. obydwu zbioréw D; i Dy. Poniewaz f jest rozniczkowalna w a, zatem
jest ciagta w a, wiec lim,_, f(z) = f(a). A zatem mamy

i(x) =

1im (i ,)(z) = ¢/(f(a)) f'(a) (V.3)

oraz
lim (i ,) () = 0 (V.4)
Jednoczesnie, skoro a jest p.s. Da, to f'(a) = lim s M = (. Stad na mocy twierdzenia

zeD z
o scalaniu (tw. IV.3) z (V.3) i (V.4) wynika, ze limxiai(x) = ¢ (f(a))f'(a), co kohczy dowdd
punktu b) w tym przypadku. Jezeli a jest p.s. tylko jednego sposréd zbioréw Dy, Ds, to dowdd
jest prosty i de facto zawarty w powyzszych rozwazaniach. Powr6émy do ilorazu. Zauwazmy,
ze (ﬁ) = f-(hoyg), gdzic h : R\ {0} — R zadana jest wzorem h(z) = 1. A zatem w
tym przypadku teza wynika natychmiast z udowodnionych juz czesci twierdzenia dotyczacych
iloczynu i ztozenia oraz faktu ze strony 61 pkt. 1 dla o = —1.
Udowodnimy c¢). Poniewaz f jest w szczegdlnosci ciagta, zatem Y jest przedziatem (i to
niezdegenerowanym) i f~! tez jest ciagta (patrz tw. IV.12). Zatem gdy yo € Y, to yo — p-s.
Y oraz dlay € Y \ {yo}, dzieki odwracalnoéci, mamy f~'(y) # f~(yo), skad

71 y) = (o) _ 1 1

— T FU T (o)) y— 1(f-1 !
Y—%Y =T 1) v=vo  f'(f~ (o)

przy czym powyzsza zbieznoéé jest konsekwencja cigglosci f=1 w o oraz rézniczkowalnosci f
w7 (yo)- u

Powyzsze twierdzenie wraz z udowodnionym wczesniej faktem pozwalaja wyliczy¢ pochod-
ne kolejnych funkcji elementarnych.

Przyktad.

1. Niech 1 # a > 0. Na mocy pkt. ¢) twierdzenia mamy dla x > 0
1 1

(log,)"(=)

w szezegblnosci In'(z) = L.

Ina-a°z x-lna’
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2. Dla z nalezacego do dziedziny tangensa na mocy (V.2) mamy

cos?z +sin’z

tg)(z) = ————— =1+tg’z = 58) .
(te)' (=) cos? tietw cos? x
3. Podobnie dla x z dziedziny cotangensa
—(sin?  + cos? z) ) -1
tg) (z) = =—1—ctg’z = :
(ctg)' () sin’ x e sin? x

Oczywista konsekwencjg twierdzenia V.1 jest nastepujacy wniosek dotyczacy zachowania
rozniczkowalnosci przy podstawowych operacjach na funkcjach.

Whniosek. Suma, iloczyn, iloraz i zlozenie (o ile majg sens) funkcji rézniczkowalnych jest
funkcjg rozniczkowalng. Funkcja odwrotna do funkcji rézniczkowalnej okreslonej na przedziale
1 2z niezerujgeq sie pochodng jest funkcjq rozniczkowalng.

Na zakoniczenie tego podrozdziatu warto podkresli¢, ze w efekcie udato nam sie osiggnaé
zapowiadany cel zwigzany z praktycznag ,wyliczalnoscia” wzoréw na pochodne wszystkich
funkcji elementarnych. Jest to bardzo komfortowa sytuacja — jak przekonamy sie w rozdziale
VII catkiem odmienna od tej, jaka bedziemy mieli przy calkowaniu, czyli operacji odwrotnej
(w nieco niescistym sensie) do rézniczkowania.

3. Pochodna i ekstrema lokalne

Jak wskazywataby na to geometryczna interpretacja pochodnej, zwiazana z pojeciem prostej
styczne do wykresu, powinny istnie¢ tatwe do opisania zwiazki pomiedzy rozmaitymi wtasno-
Sciami funkcji a wlasnosciami jej pochodnej. W nastepnym podrozdziale przekonamy sie, ze
tak jest np. z monotonicznoscig funkcji. Tu natomiast przyjrzyjmy sie tego typu zwiazkom,
ktére maja miejsce dla innej wlasnosci: posiadania przez funkcje ekstremum lokalnego.

Definicja. Niech D CR, f: D — R ixg € D. Funkcja f posiada maksimum (minimum)
lokalne w xq wtw dla pewnego § > 0 zachodzi

f(zo) = max(min){f(z) : x € D,|x — x¢| < d}.

Funkcja f posiada ekstremum lokalne w xq wtw f posiada maksimum lub minimum lokalne
w Tg-

Ekstremum lokalne posiada zatem np. funkcja cos w 0, funkcja stala — w kazdym punk-
cie, funkcja f : [0; 1] — R zadana wzorem f(x) = x w punkcie 0 i 1. Nie widaé¢ jednak z tych
przyktadow by fakt posiadania ekstremum lokalnego wptywat w jakis jednolity sposoéb na wta-
snosci pochodnej. Dlatego ograniczymy sie do rozwazania tylko niektérych punktow dziedziny
funkcji. Mowimy, ze zg jest punktem wewnetrznym zbioru D wtw (zg — 0;29 + ) C D dla
pewnego ¢ > 0.

Twierdzenie V.2 (o ekstremach lokalnych). Jezeli f posiada ekstremum lokalne w punk-
cie wewnetrznym xo swojej dziedziny oraz f jest réiniczkowalna w xo % | to f(xo) =0..
Dowéd.

Niech D — dziedzina f i niech § > 0 bedzie takie, ze (xo — ;29 + ) C D oraz réwnoczesnie
\V/ze(zo_moﬁ;) f(z) < f(xo) (a zatem zaktadamy, ze w zo jest maksimum lokalne, gdyby byto
to jednak minimum lokalne, wystarczy rozwazaé¢ — f zamiast f). W efekcie dla z € (xq— §; x¢)
mamy {&=1@0) > 0 5 dlaz € (x0; 9 + §) mamy %ﬁémo) < 0. Stad f'(x9) > 0 oraz

T—x0

fi(zo) < 0. Poniewaz jednak f’ (x0) = f’ (x9) = f'(x0), zatem f'(x) = 0. O

58) Stosujemy tu popularng (choé niestety czasem mylaca) konwencje pisania f2(x) zamiast (f(z))? dla pew-
nych funkcji f — szczegdlnie trygonometrycznych.
59) Wystarczy zakladaé, ze f posiada pochodna w x
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Klasyczny przyktad funkcji f : R — R zadanej wzorem f(x) = 23, ktéra cho¢ ma w

zerze pochodng réwng 0 — nie posiada w tym punkcje ekstremum, pokazuje, ze nie zachodzi
twierdzenie odwrotne do twierdzenia V.2. A zatem twierdzenie to daje tylko pewien warunek
konieczny na ,posiadanie ekstremum lokalnego w x,”. Niemniej w wielu zadaniach bywa to
bardzo przydatne.
Przyklad (znajdowanie kreséw funkcji — sposdb I). Znajdziemy kres goérny i dolny
zbioru wartosci funkcji f : [0;3] — R zadanej wzorem f(z) = 22® — 922 + 12x. Po pierwsze
zauwazmy, ze f jest ciagta, a zatem osiaga w pewnych punktach z [0; 3] swoj ) kres gérny i
dolny. W kazdym z tych punktéw f osiaga zatem ekstremum lokalne. Jedli taki punkt = jest
punktem wewnetrznym przedziatu, to f'(z) = 622 —182+12 = 6(2?—3z+2) = 6(x—1)(z—2) =
0, czyli x to 1 lub 2. W efekcie wiemy, ze kresy osiagane sa w jednym z punktow 0, 1, 2, 3
(na poczatku wiedzielismy tylko, ze sg osiagalne gdzie$ w [0;3] — zatem zbiér ,punktéw
podejrzanych” udato nam si¢ solidnie zmniejszy¢ ...). Mamy f(0) = 0, f(1) =5, f(2) = 4,
f(3) =9, a zatem kres gorny f to 5, a dolny to 0.

4. Twierdzenia o wartosci Sredniej

Udowodnimy tu trzy tzw. twierdzenia o wartosci sredniej dla pochodnej funkcji. Sa to twier-
dzenia fundamentalne dla rachunku rézniczkowego funkcji jednej zmiennej — pozwolg nam
one uzyska¢ wiele waznych wtasnosci rézniczkowania.

Niech a,b € R, a < b. Dwa pierwsze twierdzenia dotycza jednej funkcji f : [a;b] — R.

Twierdzenie V.3 (Rolle’a). Jezeli f jest ciggla wa i wb, rézniczkowalna w kazdym punkcie
(a;b) ) oraz f(b) = f(a), to
EIce(a;b) f'(e)=0.

Teza twierdzenia Rolle’a ma prosta interpretacje geometryczna: w pewnym punkcie we-
wnatrz przedziatu styczna do wykresu jest pozioma, co dzieki naszym intuicjom zwigzanym
z rozniczkowalnoscig funkcji wydaje si¢ catkiem naturalne przy przyjetym zatozeniu, ze war-
tosci funkcji sg réwne na koncach. Nastepne twierdzenie jest uogélnieniem poprzedniego —
rezygnujemy w nim z zatozenia f(b) = f(a).

Twierdzenie V.4 (Lagrange’a). Jezeli f jest ciggla w a i w b oraz jest rézniczkowalna w

(a;b), to
iy J0) = fla)
Elce(a;b) f(e) = T b_a

To twierdzenie takze wydaje sie by¢ zgodne z nasza intuicja — tym razem styczna do
wykresu ma by¢ rownolegta do prostej siecznej odpowiadajacej argumentom a i b (patrz rys.
9).

Trzecie twierdzenie dotyczy juz dwoch funkeji f,g : [a;b] — R i jest uogdlnieniem obu

poprzednich twierdzen %) .

Twierdzenie V.5 (Cauchy’ego). Jezeli f i g sq ciggle w a i w b oraz réZniczkowalne w
(a;b), to

Tectary (F(0) = f(@)g'() = (9(b) — g(a)) f'(c)
Dowody.
Zacznijmy od twierdzenia Rolle’a. Zauwazmy najpierw, ze f — ciagla, zatem z twierdzenia
Weiestrassa (tw. IV.10) istnieja m, M € [a;b] takie, ze \V/xe[a;b] f(m) < f(x) < f(M). Jezeli
f(m) = f(M), to f jest stata, wigc f'(c) = 0 dla kazdego ¢ € (a;b). Jesli natomiast f(m) #

60)

Kresem gérnym (dolnym) funkcji nazywamy odpowiedni kres jej zbioru wartosci.
61) Zamiast ,rézniczkowalna w kazdym punkcie zbioru X” bedziemy tez méwié¢ rézniczkowalna w X.
62) Dlaczego? ...
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a c b

Rysunek 9

f(M), to jedna z liczb m, M musi by$ rézna od a i od b, gdyz f(a) = f(b). Biorac te wtasnie
liczbe jako ¢ uzyskujemy teze z twierdzenia V.2, gdyz f posiada w szczegdlnosci ekstremum
lokalne w ¢ i ¢ jest punktem wewnetrznym [a; b].

Teraz pozostate twierdzenia uzyskamy natychmiast, stosujac twierdzenie Rolle’a do od-
powiednio dobranych funkeji ,pomocniczych” f : [a;b] — R. Dla twierdzenia Lagrange’a f
definiujemy wzorem

o) = 1) - PO 2T 0oy i)
Dla twierdzenia Cauchy’ego bierzemy natomiast
N (e (O
fla) = fta) = = S o(a) ~ gla)

oile g(b) # g(a), a gdy g(b) = g(a) teza wynika natychmiast z twierdzenia Rolle’a
Przyktadem bardzo waznej konsekwencji twierdzenia Lagrange’a jest nastepujacy wynik

dotyczacy najprostszego rownania rozniczkowego: f'(x) = 0.

Whniosek. Jezeli I — przedzial oraz f : I — R spetnia f'(x) = 0 dla dowolnego x € I, to f

jest funkcjq statq.

Dowéd.
Dla dowolnych z,y € I, x < y istnieje ¢ € (z;y) takie, ze f(xizg(y) = f'(c) = 0, skad
f@) = f(y). O

Nalezy jednak koniecznie pami¢tac, ze powyzszy wniosek dotyczy wytacznie funkcji okre-
slonych na przedziale.

Kolejnym waznym wnioskiem jest kryterium monotonicznosci funkeji. Podobnie jak przed
chwilg, istotne jest tu, ze dziedzina funkcji to przedziat.
Twierdzenie V.6 (o monotoniczno$ci). Jezeli [ — przedzial oraz f : I — R jest réznicz-
kowalna, to

1. f jest rosngca (malejgca) wtw Vme, fl(x) >0 (<0);

2. Jezeli Voer f'(x) >0 (<0), to f jest scisle rosngca (Scisle malejgca).

Dowdéd.
Implikacja ,=" w pkt. 1. to natychmiastowy wniosek z definicji pochodnej, a pozostata czesé
tezy twierdzenia wynika (tez natychmiastowo) z tw. Lagrange’a. ]

Wspomniany niedawno przyktad funkcji f : R — R, f(z) = 2* pokazuje, ze w pkt. 2.
powyzej implikacja ,,<" nie zachodzi.

Twierdzenie o monotonicznosci wykorzystamy w ponizszym przyktadzie, gdzie zdefiniuje-
my kolejne funkcje ,elementarne”: arcsin, arccos, arctg i arcctg.
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Przyklad. Rozwazmy nastepujace cztery funkcje, bedace obcieciami znanych nam funkcji
trygonometrycznych do pewnych podzbioréw ich dziedzin.
s =55 — [=1;1], s(x) = sinx;

c:[0;7] — [—1;1], ¢(z) = cosx;

t: (—g; g) — R, t(x) = tgx;

ct:(0;m) = R, ct(x) = ctgx.

Na mocy tw.V.6 pkt.2 oraz wzorow z podrozdziatu V.2 wszystkie te funkcje sg réznowar-
tosciowe ) (s it sa Scisle rosnace, ¢ i ct — Sci$le malejace). Korzystajac z twierdzenia o
wlasnodci Darboux (tw. IV.9) oraz badajac granice wzgl. wartoéci pow. funkcji w koncach
ich dziedzin uzyskujemy tez, ze funkcje te sa ,na”. Funkcje arcsin, arccos, arctg i arcctg to
funkcje odwrotne do s, ¢, t i ct. Ich wykresy sa zatem symetryczne do wykreséw funkcji s, c,

t, ct wzgledem prostej o réownaniu y = x (patrz rys. 10).

arccos Tt
T
2
ardsin
' L2
-1
: cos
_z -1 . 1
2 1
s
s T
2
2
T afgete
2

Rysunek 10

Z twierdzenia V.1 uzyskujemy tez rozniczkowalnosé arctg i arcctg oraz rézniczkowalnosé

w (—1;1) arcsin i arccos oraz wzory:

s ! . 1 / _ —1 . .
arcsin (.f) = \/T?’ arccos (f[f) = \/T? dla z € (_].7 ].),
/ _ 1 / _
arctg'(r) = 17, arcetg'(z) = 7
Twierdzenie o monotonicznosci pozwala tez rozwigzywaé zadania na znajdowanie kresow

funkcji przy uzyciu metody alternatywnej do tej uzytej w przyktadzie ze str.65 (wykorzystu-

63) Nalezy tu czasem uzyé tez faktu, ze pochodna funkcji stalej na pewnym przedziale ma w caltym tym
przedziale pochodna réwng 0.
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jacej twierdzenie o ekstremach lokalnych).

Przyklad (znajdowanie kreséw funkcji — sposéb II). Rozwazmy te sama funkcje co
poprzednio. Najpierw znajdziemy mozliwie duze przedzialy zawarte w dziedzinie f, po obcieciu
do ktérych f jest monotoniczna (tzw. maksymalne przedziaty monotonicznosci). Dzieki tw.V.6
sprowadza si¢ to do rozwigzania nieréwnosci f'(z) < 0 lub f’(z) > 0. Poniewaz f'(z) =
6(z—1)(x—2) zatem bez trudu uzyskujemy, ze na [1; 2] f jest malejaca, a na [0; 1] i na [2; 3] jest
rosnaca (cho¢ na sumie: [0; 1] U [2; 3] juz nie — dlaczego?). Oczywiscie kres gérny f moze by¢
osiggany jedynie w prawym koncu ktoregos przedziatu, gdzie f rosnie lub lewym takiego, gdzie
f maleje, czyli w 1 lub 3. Poniewaz f(1) =5 <9 = f(3), wiec kres gorny to 9. Podobnie kres
dolny moze by¢ osiggany jedynie w prawym koncu przedziatu, gdzie f maleje lub lewym, gdzie
roénie, czyli w 2, 0, 3. A zatem kres dolny to f(0) =0, bo f(3) =9 > f(2) =4 > 0= f(0).

Jak wida¢ z czysto rachunkowego punktu widzenia, ta metoda jest bardzo podobna do
metody I. Zamiast réwnania f'(x) = 0 rozwiazujemy nieréwnosé¢ f’'(z) > 0 lub < 0, a to na
0g6t robi sie bardzo podobnie. Gléwna réznica polega na sposobie argumentacji. Metoda I1
ma oczywiscie swoje ograniczenia: cata dziedzina musi daé¢ si¢ rozbi¢ na sume przedziatow
monotonicznosci. Ma tez jednak pewna wyzszo$¢ nad metoda I — mozna jg bez wiekszego
trudu uogolnié¢ na przypadek funkcji okreslonych na innych przedziatach niz tylko domkniete, z
czym dla metody I moga by¢ pewne klopoty (zachecam do znalezienia stosownego przykltadu).

Wazna konsekwencja twierdzenia Cauchy’ego (tw.V.5) jest tzw. reguta de 'Hospitala, po-
mocna niekiedy przy obliczaniu granic funkcji (choé¢ niestety takze czesto jest nieprzydatna,
albo bywa uzywana wtedy, gdy mozna si¢ tatwo oby¢ bez niej...).
Twierdzenie V.7 (reguta de 'Hospitala). Niech —oco < a < b < +00. Zaldimy, Ze funkcje
f i g okreslone w (a;b) sq rézniczkowalne oraz Ze g'(x) # 0 dla x € (a;b). Niech xo = a lub b.
Jezeli istnieje granica

@)
im

T—T0 g/ (.T)

(V.5)

oraz zachodzi ktores z zalozen

wersja 1. (,37): limg_, f(z) = lim,_,, g(x) = 0

wersja 2. (,—"7): limg_a, g(x) = +o0 lub —oo,

77%
to ,
lim 7f(x) = lim / (w)
i g(w) e g (o)

Dowdéd.

Przedstawimy tu tylko dowod dla wersji 1. zatozen z dodatkowymi zatozeniami xy = a € R.
Funkcje f i g ,dookreslimy” w punkcie a biorac f(a) = g(a) = 0 tzn., nieco éciélej, zdefiniujemy
f,9:[a;b) = R wzorami

= 0 dlax =a - 0 dlax =a

flo) = { f(z) dlax € (a;b), g(x) = { g(z) dlaz € (a;b).

Niech z € (a;b). Oczywiscie f i § sa ciagle w a i w  oraz rézniczkowalne w przedziale
(a;x). W szczegdlnosci zatem, z twierdzenia Rolle’a, mamy g(x) # 0 na mocy zalozenia, ze
pochodna ¢’ jest niezerowa. Ponadto z tw. Cauchy’ego dla pewnego ¢, € (a;z) zachodzi

f@) @) - f@) 7
g(x) —gla)  g'(c)

Skoro a < ¢, < x, zatem na mocy tw. o trzech funkcjach (IV.4) lim,_., ¢, = aiprzy tym ¢, # a.
Stad, na mocy (V.6), dzieki istnieniu granicy (V.5), otrzymujemy teze twierdzenia.5 O

(V.6)

64) Patrz tez ew.: twierdzenie ,0 granicy zlozenia” z zadania IV.2 do rozdziatu IV.
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Zauwazmy jeszcze, ze granice pojawiajace sie w tw.V.7 to granice de facto jednostron-
ne (choé nie zostaly uzyte symbole lim, ., +, ale zq jest ,na koncu” dziedziny...). A zatem
tylko do granic jednostronnych mozna reguty de 1'Hospitala uzywaé¢ w sposoéb bezposredni.
W przypadku granic ,obustronnych” trzeba wlasciwie uzy¢ jej dwukrotnie — dla ,kazdej ze
stron” osobno. I jeszcze jedna sprawa. Stosujac regute de I’'Hospitala nie mozna zapomniec,
ze istnienie granicy (V.5) jest jednym z zatozeni twierdzenia!

Przyktad (,nieoznaczono$é” typu ,,15°”). Znajdziemy lim, o(cos a:) Poniewaz grani-
ca podstawy, tj. cos rowna jest 1, a granica wyktadnika co prawda nie istnieje, ale istnieja
granice jednostronne réwne odpowiednio +oo, zatem taka sytuacje okreslamy mianem nie-
oznaczonosci® typu ,17°°” lub odpowiednio ,17>°”. Dla z € (—%; Z) mamy:

1
(COS l’)i — eln((cosx)m) — e%lncosx. (v7)

Policzmy wigc najpierw lim, o+ M uzyjemy regute de 'Hosp. (wersje 1) mamy bowiem
lim, o+ x = lim, o+ Incosx = 1n 1 = 0. Poniewaz iloraz pochodnych to

1
cosx

- (—sinz)
1

= —tgx

i posiada on (obustronna) granice w 0 réwna 0, zatem takze lim, o m"% = 0, stad, dzieki
ciagtosci funkeji wyktadniczej, na mocy (V.7) mamy

lim(cosz)s = ¢® = 1.

z—0

5. Wyzsze pochodne

Bedziemy tu mowili o pochodnych n-tego rzedu (inaczej: n-tych pochodnych), gdzie n € Nj.
Dla n = 0 n-ta pochodna funkcji f to po prostu sama funkcja f — istnieje wiec ona w
kazdym punkcie dziedziny. Z kolei dla n = 1 pierwsza pochodna f w punkcie x to po prostu
pochodna, czyli f(x), o ile istnieje. Oznaczmy wiec f(x) = f(x), fM(x) = f/(z). Ogélnie,
n-ta pochodna funkcji f w punkcie xy bedziemy oznaczaé¢ przez f(™(x¢), a zdefiniujemy ja
scisle przy uzyciu rekursji ,po n”, startujac np. od przyjetej juz definicji dla n = 0. Dla zbioru
D C R, punktu zy € R oraz § > 0 przyjmijmy oznaczenie (a wlasciwie przypomnijmy — patrz
str.60) Dy, s := D N (zg — ;29 + 9), ktore przyda nam si¢ ponizej.

Definicja (przejsScie od n do n = 1 w definicji n-tej pochodnej). Niech f : D — R,
zo € R. Jezelin € Ny, to f™+(z4) istnieje wtw dla pewnego § > 0 dla dowolnego x € D, 5
™) (z) istnieje i jest skoriczona oraz funkcja Dy, 5 > @ ~ f™(x) posiada pochodng w xo 9 .
W takiej sytuacji te pochodng w o oznaczamy fU ) (x0) i nazywamy n + 1-szq pochodng
f w xy (ew. pochodng n + 1-szego rzedu w xg).

Bedziemy takze méwié, ze f jest n—krotnie rézniczkowalna w (punkcie) xo wtw £ (z)
istnieje i jest skonczona oraz, ze f jest n—krotnie réiniczkowalna wtw f jest n—krotnie
rozniczkowalna w x dla dowolnego = z dziedziny funkcji f. W tej ostatniej sytuacji funk-
cje D 9 x ~ () nazywamy n-tg pochodng f (oczywiscie) oznaczamy przez f™. Czasami
na f uzywa sie tez tradycyjnego oznaczenia S

Zwrbémy jeszcze uwage na pewng subtelno$é zwigzang z definicjg wyzszych pochodnych. W
przypadku 1-szej pochodnej, aby mogta byé¢ ona okreslona w punkcie zq (dla pewnej funkcji),
wystarczato by xg byt punktem skupienia i elementem dziedziny. Mogt wiec to by¢ np. punkt

4 A e s . . 7 7 . . . e . . . . . .
65) Scidlej, stowo ,nieoznaczonodé” wyraza niemoznos$é sensownego zdefiniowania odpowiedniego dzialania —
tu potegowania ,17°°” ani , 17",
66) W szczegdlnosci zatem g musi by¢ punktem skupienia i elementem D.
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zo = 0 dziedziny D = {—= : n € N} U [0;1]. Jednak juz dla n = 2 podobna sytuacja nie jest
mozliwa, bowiem w zadnym z punktéw postaci —% pierwsza pochodna funkcji okreslonej na
D nie istnieje (bo punkty te nie s3 punktami skupienia D). Zatem zgodnie z definicja, £ (0)
nie istnieje, niezaleznie od tego jak ,regularng” funkcje f rozwazamy na tej dziedzinie.

Dzigki znalezionym juz przez nas wzorom na pierwsze pochodne mozemy teraz bez trudu
(np. indukcyjnie) dowiesé, ze wiele sposrdd funkeji elementarnych to funkcje n-krotnie réznicz-
kowalne dla dowolnego n. Tak jest np. z funkcjami: wyktadniczymi, potegowymi (okreslony-
mi na R, ), wielomianami (okreslonymi na R), logarytmami, sin oraz cos. Co wiecej, katalog
takich funkcji mozna bardzo rozszerzy¢ dzieki ponizszemu rezultatowi bedacemu wnioskiem
(cho¢ moze nie we wszystkich punktach trywialnym®”) ) z twierdzenia o wtasnosciach rachun-
kowych pochodnej (tw. V.1).

Twierdzenie V.8 (wlasnoéci rachunkowe n-krotnego rézniczkowania). Suma, iloczyn
1 tloraz funkcy f i g rozniczkowalnych n-krotnie w punkcie x¢ sq funkcjami n-krotnie rozinicz-
kowalnymi w xo oraz zachodzi

1. (f +9)" (o) = f(wo) + g™ (o), (- [)(z0) = - f(x0), dlaa€R;
2. (wzér Leibnitza rzedun) (f - g)™(z0) = X7, (Z) R (20) g™ R (20).

Zlozenie go f funkcji f rozniczkowalnej n-krotnie w xy z funkcjg g rozniczkowalng n-krotnie
w f(xo) jest n-krotnie rézniczkowalne w xy.

Jezeli I-przedzial oraz f : I — f(I) C R jest odwracalna i n-krotnie rézniczkowalna oraz
f'(z) # 0 dla dowolnego x € I, to f~' jest n-krotnie réiniczkowalna. B.D.

Przy uzyciu tego twierdzenia otrzymujemy m. in. n-krotng rézniczkowalnosé¢ dla dowolnego
n funkcji: tg, ctg, arctg, arcctg, a takze funkeji arcsin i arccos obcietych do przedziatu (—1;1).

Dziwi¢ moze nieco brak w powyzszym twierdzeniu wzoréw na n-ta pochodng ilorazu oraz
zlozenia. Dla ilorazu wzor taki moznaby jeszcze ewentualnie wypisa¢, cho¢ bytby on dosé
skomplikowany. Natomiast wzor na n-tg pochodng ztozenia jest juz tak makabrycznie skom-
plikowany, ze zapisanie go w zwieztej formie jest nie lada sztuka! Zachecam do wypisania go
tylko dla n = 3 (i sadze, ze to wystarczy, by powyzsza opinie podzielié...).

Na koniec tego podrozdzialu — dwa czesto spotykane oznaczenia: klasa C™(D) to zbiér
wszystkich tych funkcji okreslonych na D, ktore sa n-krotnie rdézniczkowalne oraz ich n-ta
pochodna f™ jest funkcja ciagla, a klasa C°(D) — tych, ktére sa n-krotnie rézniczkowalne
dla dowolnego n € N. Uzywa sie tez sformutowania: f jest klasy C™ (odp. klasy C).
Zamiast C° piszemy na ogét C, czyli C(D), to po prostu zbiér wszystkich funkeji f ciagtych,
f:D—R.

6. Druga pochodna i wypuklosé

Sposrod n-tych pochodnych dwie — mianowicie pierwsza i druga wyrézniaja sie ze wzgledu na
ich liczne zastosowania i czytelng interpretacje geometryczng. O pierwszej juz powiedzieliSmy
nieco. Teraz w formie bardzo skrétowej zajmiemy sie druga pochodng. Najpopularniejsze za-
stosowanie ma ona chyba w fizyce — np. okresla warto$¢ przyspieszenia (podczas gdy pierwsza
— predkosci) punktu poruszajacego sie ,,jednowymiarowo”, ale tez kazdej ze wspotrzednych
punktu poruszajacego w wielu wymiarach (wtedy rézniczkowana funkcja okresla odpowiednia
wspOlrzedng polozenia punktu, a zmienna to czas).

Znak pierwszej pochodnej ma $cisty zwiazek z dos¢ ,,geometryczna” wtasnoscig funkeji jaka
jest monotonicznos¢. Tymczasem, jak zaraz zobaczymy, znak drugiej pochodnej wigze sie z
inng, tez bardzo geometryczng wlasnoscig — mianowicie z wypuktoscia. Przypomnijmy tu, ze

67) Choé osiggalnym przy tak juz dalece rozwinietej przez nas teorii — patrz — Zadania.
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podzbior A C RF 68 jest wypukly wtw dla dowolnych a,b € A odcinek taczacy a i b zawarty
jest w A. Zdefiniujmy pojecie wypuktosci funkcji f : I — R %) | edzie I-przedziat (I oznacza
przedziatl w calym tym podrozdziale). Niech Ny oznacza zbiér punktéw potozonych ,nieostro”
nad wykresem f, tzn. Ny := {(z,y) e R* :x € I,y > f(2)}.

Definicja. f: 1 — R jest wypukta wtw Ny jest zbiorem wypuklym; f jest wklesta wtw (—f)
jest wypukia.

Uwaga. Oczywiscie, w definicji wypuktosci funkcji wystarczy zaktadaé, ze kazda cieciwa wy-
kresu, tzn. odcinek tgczacy dwa punkty wykresu, zawiera si¢ w Ny, a zatem zapisujac ten fakt
w formie analitycznej uzyskujemy, ze f jest wypukta wtw

(patrz rys. 11).
f
fy)]
tf(z) + (1 =1)f(y)
fltz+ (1 -t)y) |
f(@)]
x te + (1 —t)y y

Rysunek 11

Analogiczny warunek, tyle ze z nierownoscia w strone przeciwng, rownowazny jest wkle-
stosci funkcji.

Powyzszy analityczny warunek wyrazajacy wypukto$é funkeji mozna tatwo uogolni¢ do
warunku dotyczacego n-punktéw z odcinka I zamiast tylko dwoch punktow.

Fakt (nieré6wnos$é Jensena). Niech n € Ny. Funkcja f: I — R jest wypukla wtw

vxl,“.,mnel \V/tl ,,,,, tn€[051], f(z tix;) < thf(llfz)
i1 i=1

t1+...+tp=1
Dowéd.
<" oczywisty z uwagi powyzej (wystarczy rozwazy¢ t; =t,to =1—t, t3=... =1, =0
oraz ¥y = x, T3 = ¥, a pozostate x; — dowolne),
,— — prosta indukcja po n. O

Jezeli zastosowaé nieréwnosé Jensena do pewnych odpowiednio dobranych funkcji f (oraz
odpowiednich x;, t;), mozna uzyska¢ wiele ciekawych, waznych i znanych nieréwnosci. Nieco
przyktadéw zostato umieszczonych w zadaniach.

Jednak zasadnicze pytania, na ktére nalezatloby odpowiedzie¢ zanim zacznie sie stosowaé
powyzszy fakt, sg nastepujace:

68) Tu standardowo oznaczamy przez X* iloczyn kartezjanski k-egzemplarzy zbioru X.

69) Uwaga! Z formalnego punktu widzenia taka funkcja to to samo co jej wykres, a wiec pewien podzbiér R2.
Jednak wypuklosé f jako takiego wlasnie zbioru jest zupelnie czym innym niz wypukloéé f jako funkcji, o
czym przekonamy sie za chwile.
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Jak rozpoznaé, czy dana funkcja jest wypukta? Czy mozna to zrobic¢ prosciej niz
poprzez bezposrednie sprawdzenie warunku (V.8)?

Okazuje sie, ze w przypadku tych funkcji, dla ktorych umiemy ,wyliczy¢” pochodng odpowiedz
jest pozytywna.

Twierdzenie V.9. Jezeli f : I — R jest rézniczkowalna, to f jest wypukta (wklesta) wtw f'
jest rosngca (malejgca).

Dowéd.

W oparciu o (V.8) nietrudno wykazaé¢ charakteryzacje wypuktosci w terminach ,wzrostu”
ilorazéw réznicowych zawarta w ponizszym lemacie (patrz rys. 12 — punkt wykresu odpowia-
dajacy y jest ponizej cieciwy wyznaczonej przez punkty odpowiadajace x i z...).

Rysunek 12

Lemat. f jest wypukta wtw dla dowolnych x, y, z € I takich, ze x < y < z zachodzi

fa) = fly) _ fly) = f(2)
t—y  y—z

B.D.
Teze twierdzenia tatwo uzyskaé teraz z lematu, wykorzystujac definicje pochodnej jako
granicy ilorazu réznicowego oraz twierdzenie Lagrange’a o wartosci $redniej (tw. V.4). O

To twierdzenie pozwala nam uzyska¢ wypuktos¢ badz wklestoéé wielu funkcji elementar-
nych obcietych do odpowiednich przedziatéow. Np. funkcje wyktadnicze sa wypukle, log, jest
wklesty przy a > 1 oraz wypukty dla 0 < a < 1, funkcja potegowa (okreslona na [0; +00)) z
wyktadnikiem a > 1 jest wypukta, a z wykladnikiem a € [0;1] — wklesta™ | sin obciety do
[0; 7] jest wklesty.

Gdy funkcja jest dwukrotnie rézniczkowalna, charakteryzacja wypuktosci sprowadza sie na
mocy tw. V.9 jedynie do badania znaku drugiej pochodnej. Uwaga: zamiast f?)(z) uzywa sie
czesto oznaczenia

f'(z).

Whiosek. Jezeli f: 1 — R jest dwukrotnie rézniczkowalna, to f jest wypukla (wklesta) wtw

Vaeer f/(z) >0 (<0).

7. Wzér Taylora

Gdy znamy wartos¢ funkcji f w punkcie xg i wiemy, ze f jest w tym punkcie ciggla, to mozemy
powiedzie¢, ze mamy jaka$ informacje o wartosciach tej funkcji f w punktach ,bliskich xy”
~ wiemy mianowicie, ze sa one ,bliskie f(zo)”. Sci$lej, mamy f(z) = f(zo) + Ro(z), gdzie
Ry(z) e 0. Gdy zalozymy nieco wiecej — rézniczkowalno$é w xg, to fakt, ze f’'(xo) jest

odpowiednig granicg ilorazu réznicowego mozna zapisa¢ w sposoéb rownowazny nastepujaco:

70) Co prawda gdy a < 1, to brak rézniczkowalnosci w 0, ale wtedy mamy wypukloéé po obcieciu funkeji do
(0; +00), skad na calej dziedzinie latwo (jak?) uzyska¢ wypukloéé dzigki ciaglosci (patrz tez zadanie V.42).
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f(@) = flxo) + f'(20) - (w — wo) + Ry(x), gdzie 22— 0.

—T0 x—xq

Ri(z) s 0

Oczywiscie mamy w szczegblnosei takze Ry(x) —— 0, ale informacja, ze
x—x0 T=%o  z—xmo

wydaje si¢ znacznie mocniejsza. Inaczej mowiac, wydaje sie, ze przyblizenie f ,w poblizu zy”
przez funkcje zadang wzorem f(xo) + f/'(zo)(x — xo) ktéra znamy, o ile tylko znamy wartosci
f(xo) 1 f'(x0), jest lepsze” niz poprzednie przyblizenie funkcja stale réwna f(zy). Powstaje
naturalne pytanie, czy znajac f* (x0) dla 0 < k < n bedziemy w stanie uzyskaé¢ coraz lepsze
przyblizenia, w podobnym rozumieniu. Okazuje sie, ze odpowiedz jest pozytywna. Funkcja
porzyblizajaca f ,w poblizu xy” w taki sposéb jest pewnym wielomianem wyznaczonym przez
liczby f(20),....f "™ (). Nazywamy go wiclomianem Taylora, a doktadniej, n-tym wiclomianem
Taylora funkcji f w punkcie x i oznaczamy przez T, ¢.,, albo krocej przez T, gdy f i xo sa
ustalone. Wielomian 7, : D — R ™ | gdzie D — dziedzina f, zadany jest wzorem:

n R (g
To(z) =) (|0)<£L’ — z0)". (V.9)
i K
W szczegdlnodcei, uprzednio wypisana przez nas funkcja przyblizajaca funkcje f byta w obu
przypadkach n = 0in = 1 rowna wtasnie T},. Tak jak juz zapowiedzielismy, wielomian 7;, ,dos¢
doktadnie” przybliza f ,w poblizu” zy. I czasami wlasnie taka catkiem niescista informacja

nf ~ Tn”

nazywana bywa wzorem Taylora (/" to: ,réwna sie w przyblizeniu”). Inny zapis tego samego,
to
f=T,+R,, (V.10)

gdzie R, — ,male w poblizu z,”. Oczywiscie sama formuta (V.10) nie jest zadnym matema-
tycznym twierdzeniem — to nic wiecej niz po prostu definicja funkcji R,,, tzn. R, := f — T,
gdzie T,, zadane jest przez (V.9) (gdy potrzeba zaznaczyé zalezno$¢ od f i xg piszemy Ry, f.4,
zamiast R,). Funkcje R,, nazywa sie n-tq resztq Taylora (funkcji f w punkcie zy). Istnieje wie-
le uscislen w.w. wzoru Taylora, mogacych w jakims sensie wyraza¢ ,mato$¢” reszty Taylora.
Poznamy tu dwa z nich. Pierwsze to twierdzenie Peano, bedace uogoélnieniem przytoczonych
na wstepie wynikéw dlan =0in = 1.

Twierdzenie V.10 (Peano o postaci reszty Taylora). Jezeli f jest n-krotnie rézniczko-
walna w Ty oraz ¥y ma otoczenie w dziedzinie f bedgce przedziatem™ | to

Ry ()

(.CC — xO)n T—XT0

0.

Dowéd.
Stosujac m — 1-krotnie regute de 1'Hospitala sprowadzamy badanie granicy lim,_,,,

do badania granicy limg, .z, oy {f(nim(xgz:i;nil)(%) — f™ (xg)} ™) réwnej 0 na mocy definicji

Teze twierdzenia Peano wygodniej niekiedy zapisa¢ w postaci takiej:

Ry (x)
(z—z0)"

flz) =T,(z) + (x — xo)" - r(x), gdzie xllrrmlor(x) =0.

Bardzo czesto to twierdzenie jest znacznie zgrabniejszym narzedziem pomocnym przy liczeniu
granic funkcji niz sama reguta de I'Hospitala. Pozwala ono bowiem de facto zastapi¢ wielo-
mianem nawet dosé¢ skomplikowana funkcje (zastepujemy odpowiednio dobranym wielomianem

™) T, mozna tez traktowac jako funkcje okreslona np. na catym R.

72) Patrz uwaga 3 str.60.
73) Zachecam do samodzielnego szczegdlowego przesledzenia.
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Taylora tej funkcji). Problem sprowadza sie wiec najczesciej do trywialnego zadania polega-
jacego na obliczeniu granicy ilorazu dwéch wielomianow. Jednocze$nie stosujac te metode,
chyba lepiej rozumiemy rozwigzanie niz uzywajac reguty de 'Hospitala.

/ 1
Przyktad. Obliczmy lim, g w Wezmy f(z) := v/1+x, z > —1. Mamy f(0) = 1,
f1(0) =3, f"(0) = —1. Stad dla zg = 0 Ty(z) = 1+ 32 — $2? i z twierdzenia Peano v/1+ 2 =
Vitz—1-1iz I+ia—1a2-1-1g 40 =
z2 x? o

Ty(x) + x* - r(x), gdzie r(z) — 0. Stad lim,_,g = lim, o

lim,_.q —é = —é.

Warto jeszcze wspomnie¢ w kontekscie tezy twierdzenia Peano o tzw. notacji ,,-male”
czesto stosowanej dla skrocenia zapisu rozmaitych formut, czy rachunkéow. Mianowicie napis
Sf(x) = o(g(z)) przy x — " oznacza po prostu, ze lim,_,, % = 0. Najczesciej uzywa sie go
gdy xo = 0 lub 400 i czesto, gdy wiadomo o jakie chodzi x¢, pisze sie tylko ,f(x) = o(g(x))”.
Co wiecej, uzywany réwniez bywa zapis typu ,u(z) = h(z) + o(g(z))”, np. teze twierdzenia
Peano mozna by zapisac:

f(x) = Talz) + o((x — 0)").

Taka notacja bywa wygodna, ale nalezy zachowadé ostroznosé. Np. dwa ,,0” nie musza by¢
sobie réwne, cho¢ sg zapisane tym samym symbolem. A zatem z tego, ze ¢* = 1+x+ % +o(x?)
oraz sinx = x+o(x?) nie wynika, ze sinz = ¢®—1— % Dlatego dla poczatkujacych polecam
jednak raczej calkiem $cisty zapis w stylu: sinz = x +r(x) - 22, gdzie r(x) ma granice 0 w 0 —
dla réznych funkcji, a co za tym idzie — réznych ,r-6w”, mozna wtedy, dla ich odroznienia,
zastosowa¢ numeracje 71, ro itd..

Zapowiadana, druga wersja wzoru Taylora umozliwi znacznie konkretniejsze szacowanie
sbledu” (czyli reszty Taylora) pomiedzy funkcja a jej wielomianem Taylora. Takie szacowanie
w zadnym stopniu nie daje sie uzyska¢ w oparciu o twierdzenie Peano, zawierajace tylko
informacje o pewnej granicy zwiazanej z tym btedem. Niestety jednak nie dostaniemy ,nic za

darmo”. Bedziemy musieli przyja¢ mocniejsze zatozenia o funkcji f.

Twierdzenie V.11 (Lagrange’a o postaci reszty Taylora). Jezeli f jest (n + 1)-krotnie
rozniczkowalna w przedziale (zo?x) oraz n-ta pochodna f jest ciggla w punktach xy i x, to
istnieje ¢ € (zo?x) takie, Ze

= 7@ — x0)" (V.11)

Dowadd.

Rozwazmy dwie pomocnicze funkcje ¢, 9 : [xo?z] — R zadane wzorami (¢ jest zmienna):

p(t) = f(x) = Togalz), W(t) = (z—t)""".

Do tych funkcji zastosujemy twierdzenie Cauchy’ego (tw. V.5). Istnieje zatem ¢ € (xy?x) takie,
ze

(p(0) — @(x)) - ¥ (c) = (Y(20) — % ()) - ¢'(c). (V.12)
Uwzgledniajac teraz, ze dla t € (x¢7x)
(nt1)
o) =T D ) =~ -t

n!

(rachunki prowadzace do wzoru na ¢'(t) pozostawiam Panstwu...) oraz
p(x) = f(x) = f(z) =0, (x) =0,
p(20) = R g () = Bu(@),  (w0) = (¥ — 0)"",
po podstawieniu do (V.12) otrzymujemy (V.11). O
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Uwagi.

1. Nieco moze zawite zalozenia twierdzenia mozna oczywiscie nieco wzmocnic i zaktadac
po prostu, ze f jest (n + 1)-krotnie rézniczkowalna w [zo?z].

2. Gdy n = 0, to Ty(z) = f(xg), wiec uzyskujemy dokladnie twierdzenie Lagrange’a o
wartosci Sredniej (tw. V.4).

3. Nalezy pamietac o tym, ze liczba c z tezy twierdzenia, nie jest zadna ,uniwersalna” stata,
ale moze zaleze¢ dostownie od wszystkiego, tj. od f, xg, x oraz n.

Najbardziej chyba typowy przyktad zastosowania twierdzenia Lagrange’a o postaci reszty
Taylora to znajdowanie przyblizen wymiernych rozmaitych liczb z kontrola wielkosci btedu
przyblizenia.

Przyklad. Dotad niezbyt wiele wiedzieliSmy na temat wartosci liczby e. Wtasciwie jedynie, ze
2 < e < 3 (cho¢ dzieki definicji e oszacowanie z dotu tatwo mozna byto poprawi¢). Obecnie bez
trudu mozemy np. wykazaé, ze e = 2,7...”™ . Rozwazmy bowiem f = exp oraz o = 0, z = 1.
Mamy e = f(1) = T,(1) + R,(1), gdzie T,,(1) = >}, exg!(o)l’“ = Y r_o 4 oraz z twierdzenia
V.11 R,(1) = 22Ln) dla pewnego ¢, € (0;1). W szezegdlnodei zatem 0 < Ry (1) < —4 <

(n+1)! (n+1)!
ﬁ. Biorac zatem n = 5 uzyskujemy przyblizenie e &~ 1 4+ 1 + % + % + i + ﬁ = 2,71(6)
™) 7z bledem mniejszym niz % = 7370 = 710, a zatem, zgodnie z obietnica, e = 2,7...7.
Przy odrobinie wigkszej pracowitosci mozemy tez uzyska¢ e = 2,71...”7, co pozostawiam

Czytelnikom/Stuchaczom.

Inne wazne zastosowanie twierdzenia V.11 to rozwijanie pewnych funkcji w szeregi pote-
gowe, o0 czym wspominaliémy juz nieco w podrozdziale IV.4. Niech f bedzie funkcjg réznicz-
kowalna dowolna liczbe razy w punkcie zy. Wéwczas szereg potegowy

20 £00) (5,
Zf (o)

. (x —x0)"

n=0
ma poprawnie zdefiniowane wspotczynniki. Nazywamy go szeregiem Taylora funkcji f o srodku
w o (a w szczegbdlnym przypadku z¢p = 0 uzywa sie tez nazwy szereg Maclaurina). Naturalne
pytanie:

czy szereg ten jest zbiezny do f(x)?

nie ma oczywiscie jednoznacznej ogdlnej odpowiedzi. W kazdym razie (niestety?), nie jest
prawda, ze .
“+oo n)(x
) = 3 Lo =

dla wszystkich x, mimo iz oczekiwalibySmy by¢ moze, ze taka rownosé¢ zachodzi. Odpowiedz
pozytywna jest na pewno dla x = g, i czasem (tj. dla pewnych f) tylko wtedy! Dla pewnych
wdobrych” funkcji réwnosé zachodzi dla wszystkich x z pewnego otoczenia (zg — d, 29 + 0)
punktu zo (§ > 0 oczywiscie) — méwimy wtedy, ze f jest analityczna w otoczeniu punktu .
W kazdym razie pytanie powyzsze jest trudniejsze niz samo pytanie o zbiezno$¢ tego szeregu
(ktorym zajmowaliSmy sie w podrozdziale IV.4.) — tu wazna jest nie tylko zbieznosé, ale
réwniez to, by suma byta réwna wlasnie f(x).

™) Te ,...” oznaczaja jakies dalsze cyfry w rozwinieciu dziesietnym, ktérego nie definiowalismy dotad i niestety
nie zdefiniujemy (z braku czasu). Zachecam do samodzielnego zdefiniowania i wykazania istnienia dla dowolnej
liczby rzeczywiste].

) Zapis dziesietny ,z okresem” (x) uwazam (z koniecznosci) za znany.

75 [V.17]



Przyktadami ,w peli pozytywnymi”, tj. takimi, dla ktérych zbieznosé szeregu Taylora o
srodku zy do f(x) ma miejsce przy kazdym z € R sa miedzy innymi funkcje exp, sin, cos
przy xo = 0. Dla tych wtasdnie funkcji dowdd tego faktu jest dos¢ oczywisty, bowiem jak tatwo
wyliczy¢, szeregi Taylora, ktore otrzymamy w tych przyktadach to znane nam juz dobrze
wezesniej (z rozdziatu IV) szeregi potegowe dajace rozwiniecia funkcji exp, sin i cos. Nie jest
to wcale sprawa przypadku — jest to zwiazane z nastepujacym ogdélnym wynikiem.

Fakt. Jezeli f posiada rozwiniecie w szereg potegowy o Srodku w o zbiezne do f(x) dla x €
(xg — 1,20 + 1) przy pewnym r > 0, to jest to rozwiniecie w szereq Taylora funkcji f o Srodku
w Tg.

Na razie pominiemy dowdéd — wrocimy do niego jeszcze w nastepnym rozdziale.

W szczegblnosci z powyzszego faktu wynika rézniczkowalnosé w xg dowolng liczbe razy
funkcji zadanej szeregiem potegowym o $rodku w xg. Jest to tez wzmocnienie faktu dotyczacego
jednoznaczno$ci rozwijania funkcji w szereg potegowy — patrz np. zadanie IV.21. Jezeli wigc
znamy juz jakies rozwiniecie funkcji w szereg potegowy, to odpowiedz na zadane wczesniej
pytanie o zbieznos¢ szeregu Taylora do f(z) jest pozytywna (dla odpowiednich x). Tak jest
zatem np. dla funkeji f(z) = = dla z € (=1;1) bo f(z) = X252 dla takich z (szereg
geometryczny).

Na zakonczenie naszych rozwazan dotyczacych wzoru Taylora zajmijmy sie jednak jeszcze
jednag z pominigtych tu dotad funkcji — mianowicie funkcja potegowa z dowolnym wyktad-
nikiem a € R (powyzej mieliSmy jedynie a = —1), dla ktérej nie znamy jak dotad zadnego
ogoblnego rozwiniecia w szereg potegowy. Pewne, na razie tylko cze$ciowe informacje o takim
rozwinigciu uzyskamy wtasnie z twierdzenia Lagrange’a o postaci reszty Taylora.

Przyktad. Niech o € Roraz f: (—1;+00) — R, f(z) = (1+2)*. Latwo wyliczy¢, ze £ (0) =

a-(a—1)-...-(a—(n—1)), a zatem szereg Taylora dla f o $rodku w 0 ma postac
()
n=0 n

Cvn--'(ai(n*l))

~ jest uogdlnieniem znanego symbolu Newtona na przypadek

gdzie symbol (2) = .
dowolnego o € R (dla @ € N, o > n obie definicje pokrywaja sie oczywiscie). Nietrudno

tu wykaza¢ w oparciu o twierdzenie V.11, ze gdy 1 > = > 0, to R,(z) — 0 (szczegdly

zostawiam jako zadanie — patrz zadanie V.29). Niestety informacje zawarte w tym twierdzeniu
okazuja sie za stabe, by wykazaé tego typu zbieznosé dla —1 < z < 0 (przy dowolnym «),
cho¢ zbiezno$¢ taka ma miejsce. Potrzebne sg tu jednak inne metody... Warto zauwazy¢, ze
uzyskana tu (czesciowo) réwnosé

+oo

(1+z)*=> (g)ﬂb dla |z] <1

n=0

ma $cisty zwiazek z tzw. dwumianem Newtona, tj. wzorem na (a+ b)* dla o € N. Oczywiscie,
g(dil a € N, to powyzsza suma ,konczy sie” de facto na n = «, bowiem przy n > a+1 zachodzi
) =0.

n
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Zadania do Rozdzialu V

vV 1.7 Znajdz wzory na pochodne funkcji zadanych ponizszymi wzorami:

)

b) ) dla z > 0;
(c) (z®)" dla x > 0;
(d) 10g(a42)(1+2%) dlaz € R,

(a) z* dlax>0
(b) x@

2. Rozwazamy tzw. funkcje hiperboliczne sinh, cosh i tgh bedace swego rodzaju analogami
funkcji trygonometrycznych, zadane wzorami:
e’ —e ” e’ +e’ " sinh
* h

inher = —— hr=——7-#+— t = dla z € R.
sinh x 7 coshx 7 ghz cosh 2 ax

Wykaz wzory:

(a) (coshz)? — (sinhx)? = 1;
(b)

(c) cosh’ = sinh;
(d) tgh'(z) = == =1 — (tghz)? dlaz € R.

sinh” = cosh;

Wykaz, ze funkcje sinh: R — R, (cosh g, ): Ry — (1;400) oraz tgh: R — (—1;1) sa
odwracalne, oraz znajdz wzory na pochodne funkcji do nich odwrotnych w oparciu o
twierdzenie V.1.

YV 3.™ Zmajdz maksymalne przedzialy monotonicznosci, ekstrema lokalne oraz kresy dla
funkcji zadanych ponizszymi wzorami:

(a) z* dla = > 0;
(b) £t dlaz € R;
(c) :171000 e dlazelR;
(d) TP s dlaz e R\ {—1};
() |22 + 2z — 3|+ 3In|z| dlaz € R\ {0};
(f) sin(sinz) dla x € R;
)

4. Niech A = {a,: n € N}. Znajdz sup A i inf A, gdy a,, =
(a) ¥/n;
(b) n’-27™.

5. Dla ponizszych f: R — R zbadaj, czy f jest rézniczkowalna oraz czy f’ jest ciggta (w
przypadku rézniczkowalnosci f)

(a) f(z) = |z|* w zaleznosci od parametru a > 0;

‘ < L ,
(b) f(x)= { Zm ) S}Z i - 8 w zaleznosci od parametréw a,b € R;

76) Przynajmniej 2 przyklady.
™) Przynajmniej 2 przyklady.
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Y 10.

11.

12.

. ™) Wykaz ponizsze nieréwnosci, wykorzystujac twierdzenia rachunku rézniczkowego (tj

0 dlaz =0
(c) flz) = { |z|*sint dlax #0

T

w zaleznosci od parametru a > 0.

. Niech f: (a;b) — Roraz zy € (a;b). Definiujemy pochodng symetryczng w xo fe,,, (o) :=

0 f(zot+h)—f(zo—h

limy, . T ) o ile granica ta istnieje.

(a) Wykaz, ze jesli f'(xo) istnieje, to istnieje tez fi,,.(zo) 1 fi,nm(z0) = f'(x0).

(b) Czy z istnienia f{ , (70) wynika istnienie f’(zo)?

(c) Czy z istnienia i skoficzonosci f{,, (7o) wynika ciagtos¢ f w x¢?

Dla ¢ € R definiujemy f.: R — R wzorem f.(z) = 2%(¢o(x) + ¢), gdzie p(z) =
0 dlaxz =0

{ Sin% dla z # 0.

przy dowolnym 7 > 0 funkcja (f.) |jo;;) ani (fe) |[—r;0) nie jest monotoniczna. Dla jakich c

minimum lokalne w 0 jest $ciste™ ? Czy f. jest rézniczkowalna?

Wykaz, ze jezeli ¢ > 1, to f. posiada minimum lokalne w 0, ale

dotyczace pochodnych):

(@) (x+y)* <)l +y*dlaz,y>0ia< ()L
(b) e +ye ¥ 4+ ze % < \/g dla z,y,z € R;
(¢) m(1+2) > (<)z -2 dlaz >0 (~1 <z <0);
(d) Vi+az>1+ic—ia?dlaz>0.

Znajdz pewne (ewentualnie wersja troszke trudniejsza: wszystkie) takie o € R, ze dla
. 2
dowolnego = > —1 zachodzi In(1 + z) < . — & + az®.

80) Tle pierwiastkéw (tzn. rozwiazan) posiada réwnanie (z jest “niewiadoma”, z € R):
(a) 2!t =11z 4+1=0;
(b) 6In(z? +1) = e%;
(¢) a® =z, w zaleznosci od parametru a > 0.

Zbadaj dla jakich a € R funkcja f,: R — R, f,(z) = 2% — 102? + ax jest

(a) réznowartosciowa,
(b) monotoniczna,

(c) $cisle monotoniczna.
Zbadaj dla jakich a € R funkcja g,: R — R, g¢,(z) = ax + sinx jest

(a) rosnaca;
(b) $cisle rosnaca;

(c) malejaca;

™) Minimum lokalne f w z¢ jest §ciste (inna nazwa: istotne) wtw E|5>0 Y .o f(z) > f(xo). Analo-

0<|z—zq|<8

gicznie dla maksimum.

79)

Przynajmniej 2 przyktady.

80) Przynajmniej 1 przyktad.
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YV 13

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Y 21.

(d) $cisle malejaca.

. Niech f: R — R bedzie rézniczkowalna. Wykaz, ze f' = f wtw istnieje ¢ € R takie, ze
f = c-exp. Uwaga: to juz nieco ,,powazniejsze” réwnanie rézniczkowe, niz f' = 0...

Wykaz, ze dla dowolnego x > —1 zachodzi

l—z 7
arctg x + arctg 11z = —.
T

Czy podobnego typu rezultat ma miejsce dla x < —17

Rozwazamy wszystkie tréjkaty wpisane w okrag o promieniu 1. Czy wsréd nich istnieje
taki, ktorego obwdd jest najwiekszy? Jezeli tak, to jaki jest jego obwod?

Trojkaty prostokatne o obwodzie 1 obracamy wokét przeciwprostokatnej. Czy dla jakie-
gos z nich objetos¢ otrzymanej bryty obrotowej jest najwieksza? Jesli tak, to znajdz te
najwiekszg objetos¢.

Uwaga: w zadaniach V.15 i V.16 oczywiscie mozna stosowaé¢ znane ze szkoly wzory
geometryczne.

Niech f: [a;b) — R bedzie ciagta w a i rézniczkowalna w (a; b). Wykaz, ze jezeli istnieje
granica lim, .4 f'(x) =: g, to takze istnieje f’ (a) i réwna jest g. Uwaga! Wynika z tego,
ze ewentualna nieciagto$¢ pochodnej funkeji rézniczkowalnej (na przedziale) nie moze
by¢ ,zbyt trywialna” — nie moga pojawiac si¢ zwykle ,skoki”, tj. sytuacje, gdy granica
istnieje, ale jest r6zna od warto$ci w punkcie granicznym.

Niech I bedzie przedziatem. Wykaz, ze jezeli f: I — R jest rézniczkowalna, to f jest
lipschitzowska (patrz zadanie IV.17) wtw f’ jest ograniczona.

Wykaz jednostajng ciggtosé funkcji zadanych wzorami:

(a) Va2 +x dlaxz > 0;
(b) sin(lnx) dla = > 1.

Wskazéwka: wykaz najpierw, ze jesli f jest jednostajnie ciagta na dwdch przedziatach,
ktore nie sa roztaczne, to jest tez jednostajnie ciggta na ich sumie.

Wykaz, ze pochodna funkcji rozniczkowalnej na przedziale posiada wtasnosé¢é Darboux,
tzn. wykaz, ze jezeli f: [a;b] — R jest rézniczkowalna oraz ¢ € (f'(a)?f'(b)), to istnieje
x € (a;b) takie, ze f'(z) = c.

81) Wykorzystujac twierdzenie Lagrange’a o wartoéci éredniej (twierdzenie V.4) zbadaj
zbieznos¢ nastepujacych szeregow:

oo In(n+1)—In(n
(a) 029 %;

(b) S5 Ly/er — e

(c) St v/n(arctg(n + 1) — arctg(n)).

81)

Przynajmniej 1 przyktad.
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YV 22. 8 Znajdz ponizsze granice. Kazdy z przyktadow sprébuj zbadaé¢ korzystajac z reguty
de 'Hospitala i odrebnie, korzystajac ze wzoru Taylora.

2

(a) hmxﬂwxlnx (g) limy ooz —2”In(l 4 )
1 1
(b) llmz_>1 .I'l z (h) hmx‘)O (w - sinz)’
(C) hmx*)1+ (ﬁ — ﬁ)’ (1) llmx—>0 Slna‘;Esfx; 3
tg3z. (j) limg_o 2eln(1+z)+a”.

(d) limgg 25 Ve
(e) limg 100 fj:lﬁi; (k) lim sinx+ez—£i+2x+§)‘
(f) hmx_@ 61 _cism ’

V 23. 83) Zmajdz przyblizenia wymierne ponizszych liczb z podang doktadnoscia d:
(a) ve, d=0,001;
(b) cos®1, d=0,001;
(c) ln(%), d= %.

24. Ponizsze liczby zapisz w postaci sum szeregdw o wyrazach wymiernych:

25. Udowodnij pominiete w dowodzie z wyktadu przypadki w regule de I’'Hospitala (twier-
dzenie V.7).

26. Niech f: D — R bedzie n-krotnie rézniczkowalna w x¢ € D, przy czym xy ma otoczenie
w D bedace przedziatem. Wykaz, ze jesli w jest wielomianem stopnia < n takim, ze
f(x) =w(z) 4+ o((z — z0)"), przy x — o, to w =T, 1.4

27. Wykorzystujac wzoér Taylora zbadaj zbieznos¢ ponizszych szeregow:
(a) Z:{O‘i(eﬁ_1_\/1ﬁ_21n>;
(b) £ (In(n +1) — In(n) — 1);
(c) 205 |tg(ﬁ) - ﬁ|a w zaleznosci od o > 0

(d) >/ ({’/5 — W) w zaleznosci od a, b, c > 0.

28. Wykaz, ze jesli f(z) = ap+ a1z + ...+ a,2™ dla z € R, to dla dowolnego xy € R istnieja
bo, bl, ce ,bn eR takie, ze

Ver f(z) =bg+bi(x —x0) + ...+ by(z — x0)".
Jakim wzorem zadane sg powyzsze wspotezynniki b ?

29. Wykaz, ze (1 + 2)* = 312 (Z):v" dla x € [0;1) w oparciu o twierdzenie Lagrange’a o
postaci reszty Taylora (twierdzenie V.11).

82) Przynajmniej 3 przyklady.
83) Przynajmniej 1 przyktad.
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30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.
Y 38.

39.

40.
41.
42.

Niech f: (a;b) — R bedzie n-krotnie rézniczkowalna w ¢ € (a;b), n > 2. Wykaz naste-
pujace kryterium na ekstremum.

Jezeli f®)(c) =0 dla dowolnego k =1,...,n—1 oraz a := f™(c) #0, to

o jezeli n jest parzyste i o > 0(< 0), to f posiada Sciste minimum (maksimum)

lokalna w c;

e jezeli n jest mieparzyste, to f nie posiada ekstremum lokalnego w c.

Wykaz czes¢ twierdzenia V.8 dotyczaca iloczynu oraz ztozenia funkcji n-krotnie réznicz-
kowalnych w punkcie (dowody pominiete na wyktadzie).

Znajdz wzory na f™(z) dla

(a) f(x) = ze®, n = 1000;
(b) f(x) = z*sin(5z), n = 100.

Znajdz sup{n € N:

Wykaz, ze jezeli f:

f € C*(R)} dla nastepujacych f: R — R:

dlaz >0
dlaz <0’

dlaz >0
dlaz <0’

(a;b) — R jest wypukla, to f jest ciagta. Znajdz przyktad pokazujacy,

ze funkcja wypukta moze nie by¢ ciggta w koncu przedziatu okreslonosci (gdy koniec ten
do przedzialu nalezy).

Wykaz, ze jezeli f: I — R jest ciggla (I jest przedzialem) oraz \V/I,yel f (L;ry) <

f@)+

ff(y), to f jest wypukta.

Rozstrzygnij, ktore sposrod operacji: dodawanie, odejmowanie, mnozenie, dzielenie, skta-
danie, rézniczkowanie (oczywiscie, przy zatozeniu, ze dana operacja jest wykonalna) za-
chowujg wypuktosé funkeji.

Przedstaw szczegdty dowodu faktu o nieréwnosci Jensena (str. 71).

8) Wykaz nastepujace nieréwnosci w oparciu o nieréwnosé Jensena:

(a) oy a, < BEEIndla ... 1, >0,n €N,

b) iy ap)* <)t r 2 dlazy,...,z,>20,neNia>1(0<a<);

(%)

(@ n- ()

Wykaz, ze jesli f: (a;b) — R jest wypukta oraz rézniczkowalna w punkcie zg € (a;b
wykres [ lezy nad” styczng do wykresu f dla xg, tzn. \V/xe(a;b) f(x) = fxo)+ [ (x0)(

l‘o).

<P kP dlaneN.

), to
I’_

Znajdz wszystkie funkcje f: [a;b] — R, ktére sa wypuktle i wkleste jednoczesnie.

Wykaz, ze jezeli f jest wypukla i odwracalna, to f~! jest wypukla lub wklesta.

Wykaz, ze jezeli f:

la; b] — R jest ciagta oraz f| ) jest wypukla, to f tez jest wypukta.

84) Przynajmniej 1 przyktad.
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V1 Zbieznosé ciggéw i szeregow funkcji

[2 wyktady]

1. O réznych pojeciach zbieznosci ciggu funkcji

W II i III rozdziale zajmowaliSmy sie zbieznoscig ciggow i szeregdéw liczbowych. Ale czy mozna
méwié o zbieznosci w przypadku ciagéw, ktérych wyrazami sa nie liczby lecz funkcje (takie
ciagi nazywamy ciggami funkcyjnymi)? No c6z, o tym ze mozna, $wiadczy chocby tytul tego
rozdziatu. Co wiecej, w odroznieniu od sytuacji jaka mielismy dla ciggéw liczbowych, poznamy
nie jeden, ale dwa, a wtasciwie nawet trzy rodzaje zbieznosci ciggdéw funkcyjnych.

Niech f, f, : D — R %% dlan > no. Naturalne wydaje sie by powiedzieé, ze cigg funkeyjny
{fn} jest zbiezny do funkcji f wtw

Vaen fulz) = f(x). (VL1)

Taki rodzaj zbieznosci nazywamy zbieinoscig punktowg i oznaczamy symbolem®®)

fn_)f7

a zatem f, — f wtw zachodzi (VI.1). Gdy taka zbieznos$¢ zachodzi, to funkcje f nazywamy
granicg ciagu {f,} (méwimy tez granica punktowa).

Przyjrzyjmy si¢ nieco glebiej takiej zbieznosci. Gdy skorzystamy z definicji granicy ciggu
liczbowego { f,, (%) }nzn,, to powyzsza definicje mozemy w sposdb rownowazny zapisa¢ w postaci

Vaen Voo Tnsng Vasy |falz) — f(2)] < € (VI.2)

W warunku (VI.2) indeks N mozemy zatem dobiera¢ w sposéb zalezny zaréwno od € jak
i od x € D. Gdy przypomnimy sobie pojecie ciaglosci jednostajnej (patrz podrozdzial 1V.3)
oraz to, co odrdznia jej definicje od definicji ,zwyktej” ciggtosci, naturalny wyda nam sie
pomyst, by zmodyfikowaé¢ warunek (VI.2) i dopusci¢ jedynie ,,jednostajny po z” dobdér N do
e. Otrzymamy wtedy warunek nastepujacy 57

\V/e>0 E|N>n0 \V/@N \v/meD |fu(z) = f(2)] <€ (VL3)

(patrz rys. 13 — wykres f,, dlan > N jest zawarty caly w ,pasie” pomiedzy f—ea f+e). 1
takim wtasnie warunkiem definiujemy drugi rodzaj zbieznosci — zbieznosc jednostajng, ktora
oznaczamy symbolem

fn = T
Tzn. f, = f wtw zachodzi (VI.3).

Uwagi (proste, ale wazne).

1. Zbieznos¢ jednostajna to ,lepszy” rodzaj zbieznosci, tzn. f, = f = f, — f

85) Na ogél w tym rozdziale D oznacza dziedzine rozwazanych funkcji; zazwyczaj bedziemy tak przyjmowadé

bez przypominania.

86) Ten zapis przy pomocy ,—” jest nieco dwuznaczny, bo tego samego symbolu uzywalismy przy rozwazaniu
granicy ciagu liczbowego (choéby przed chwila, w (VI.1)).

87) Pamietajmy o tym, ze sasiadujace ze soba kwantyfikatory ogélne ,,\V/ ” mozemy przestawia¢ — dotyczy to

”

zaréwno (V1.2) jak i (VI.3). Zmiana istotng jest dopiero przestawienie ,,\V/ ",
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/\/f+€
/\/f
/\/f_€

Rysunek 13

2. Przy obu rodzajach zbieznosci granica wyznaczona jest jednoznacznie. W przypadku
zbieznosci punktowej wynika to z analogicznego faktu dla granicy ciagu liczbowego, a
zatem w przypadku zbieznosci jednostajnej wystarczy uzy¢ uwage 1.

3. W warunku (VI.3), ze wzgledu na ,dowolnosé” € > 0, nier6wno$¢ ,< €’ mozna oczywiscie
zastapic¢ przez ,< €. Korzystajac teraz z definicji kresu gérnego mozemy ten warunek
zapisa¢ rownowaznie w postaci

Vero Inong Vasn sup |fulz) — f(2)] < e

zeD

co (analogicznie jak przed chwila) réwnowazne jest warunkowi z ,< €’, a to z kolei
oznacza doktadnie, ze

lim (sup |fo(2) = f(z)[) =0

n—+00 zep

czyli, ze ciag liczbowy® {sup,.p |fu(z) — f(2)|}nsn, ma granice 0.

Jezeli wiec dla g : D — R oznaczymy ||g|| := sup,cp |g(2)|, to mamy:

= fowtw [ fo = fI] = 0.

Jest to wygodna ,alternatywna definicja” zbieznosci jednostajnej, bowiem sprowadza
ona problem do badania zbieznosci pewnego ciagu liczbowego. Symbol || - || uzywany jest
do oznaczania normy, czyli wielkosci wyrazajacej w jakims sensie dtugos¢ wektoréw —
tu tymi wektorami sg funkcje o wartosciach w R %) . Mozna definiowaé rozmaite normy
— ta konkretna tu zdefiniowana bywa nazywana ,normag supremum’” i czasem oznacza
sie ja przez || - ||o. Kazda norma musi speliaé kilka warunkéw (o tym wspomnimy
pewnie w przysziosci...) i wybierajac jakas norme zawsze mozemy w sposéb taki jak
wyzej zdefiniowaé¢ pewien ,nowy” rodzaj zbieznosci. My jednak teraz zadowolimy sie ta
jedng norma.
Przyktad. Niech D C Ri f, : D — R niech beda zadane wzorem f,(z) = = dla x € D
i n € N. Rozwazymy pare rozmaitych dziedzin D. Jednak poniewaz \V/xeR £ — 0, zatem
niezaleznie od wyboru D mamy f,, — 0, gdzie tym razem 0 nie oznacza liczby 0 lecz funkcje
stata réwna 0 (przypominam tez dwuznaczny sens ,—” uzytej tu przed chwila w dwoch réznych
znaczeniach ...). A zatem jezeli rowniez f, = f dla pewnej funkcji f, to na mocy uwagi 1
i 2 jedynym ,kandydatem” na f jest takze f = 0. Niech D = R. Mamy wtedy ||f, — 0|| =

8) Symbol sup,¢ y g(z) to skrét (wygodny) od sup{g(z) € R:z € X}.

89) Scidlej, cigg ten ma wyrazy w R (moze zdarzy¢ sie +00), ale definicja granicy dla tego typu ciagéw przenosi
sie w sposéb oczywisty.

90) Wektory — to po prostu elementy przestrzeni liniowej, w naszym wypadku chodzi o przestrzen funkcji

f D — Rz naturalnymi dziataniami.
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[ full = sup,er [5| = +00 = 0, zatem f, £ 0, czyli f, w ogdle nie jest ciggiem funkcyjnym
zbieznym jednostajnie! Teraz rozwazmy D = [—5;7]. Wéwezas || f,, — 0| = %supxe[_w] |z| =
% — 0, zatem f, = 0 w tym przypadku. Nietrudno uogélni¢ to na przypadek dowolnego
ograniczonego zbioru D — woéwczas réwniez f, = 0, gdyz Mp = sup,cp |z] < +o0, skad
|fo =0l = 2Mp — 0. A zatem by cigg {fn}n>1 byl zbieiny jednostajnie zbiér D nie moze
by¢ ,zbyt duzy”. Np. D = R byl ,za duzy” na zbiezno$¢ jednostajna, ale ciag {f,}n>1 byt
jednostajnie zbiezny dla D bedacego dowolnym przedziatem [a; b].

Powyzszy przyktad sugeruje wprowadzenie jeszcze jednego rodzaju zbieznosci. Bedzie on
dotyczyt tylko funkeji okredlonych na przedziatach *V . Bedzie to tzw. zbieinosé niemal jedno-
stagna, ktorg bedziemy oznacza¢ symbolem

fn=3 1

Jesli f, f, - I — R, gdzie I — przedzial, to f, =3 f zachodzi wtw Va,bg (faliae) = (f law)-
Juz samo oznaczenie sugeruje, ze ten rodzaj zbieznosci jest gdzies ,pomiedzy” zbieznoscia
punktowa a jednostajna, tzn. ze

h3f=h3f=h—Ft

(np. dla dowodu drugiej implikacji wystarczy rozwazaé sytuacje gdy a = b). Przyklad takiej
sytuacji, ze {fn}n>1 jest zbiezny niemal jednostajnie, ale nie jednostajnie uzyskamy biorac
D = R w przyktadzie powyzej. Oczywiscie, takze przy tym rodzaju zbieznoséci granica jest
zdefiniowana jednoznacznie i moze by¢ nig jedynie granica punktowa. Moze sie zdarzy¢, ze to
nowe pojecie zbieznosci nie wnosi jednak nic naprawde nowego. Tak bedzie np. wtedy, gdy [
samo jest juz przedziatem domknietym — wtedy zbieznos$¢ jednostajna i niemal jednostajna
sg tym samym.

Dla wprowadzonych tu réznych rodzajow zbieznosci ciagéw funkcyjnych mozna sformuto-
wac wiele twierdzen analogicznych do odpowiednich twierdzen dotyczacych ciagéw liczbowych
— np. do twierdzenia o rachunkowych wtasnosciach granicy, w przypadku zbieznosci punkto-
wej. Dla zbieznosci jednostajnej, jedng z takich waznych analogii jest odpowiednik twierdzenia
o zupetnosci 1.7, w ktorym zamiast ,zwyktego” warunku Cauchy’ego pojawia sie ,,jednostaj-
ny” warunek Cauchy’ego. Sprawe te jednak odktadamy do zadan (patrz — zadanie VL.5).

2. Szeregi funkcyjne

Niech f, : D — R dla n > ng. Szereg funkcyjny Z:j’m fn okreslamy zupelnie analogicznie
jak w przypadku szeregow liczbowych. Utozsamiamy go bowiem z ciggiem sum czeSciowych

{Sn }}azng, ktory jest w tej sytuacji ciagiem funkcyjnym, przy czym

S, = Z fr dlan > ng.

k=ng

Kazdy z poznanych tu trzech rodzajow zbieznosci w odniesieniu do szeregu funkcyjnego
zifm fn oznacza wiec po prostu odpowiednia zbiezno$¢ dla {S,}n>n,. Suma szeregu funk-
cyjnego nazywa si¢ czesto granice punktowa ciagu {S, }n>n, (0 ile istnieje).
Poznane w IV rozdziale szeregi potegowe tez mozna utozsamiaé¢ z pewnymi szeregami
funkcyjnymi. W rozdziale IV szeregiem potegowym nazywaliSmy rodzine szeregéow liczbowych
postaci Y20 a,, (x — x0)™ rozwazanych dla wszystkich z € R. Jednak zamiast méwié¢ o rodzinie

szeregdéw liczbowych, mozemy wyrazy tego szeregu potraktowaé jako funkcje zmiennej x. Tzn.

9) Mozna to tez uogélnié na funkcje okreglone na innych zbiorach, ale tu nie bedziemy sie tym zajmowaé.
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bedziemy mieli tu do czynienia z szeregiem funkcyjnym 125 f,,, gdzie funkcje f, : R — R sa
dla n > 0 zadane wzorami f,(z) = a,(x — x9)" dla z € R. Tak wtasnie bedziemy rozumieli
pojecie szeregu potegowego w tym rozdziale.

Problem punktowej zbieznosci szeregu funkcyjnego Z:j’m fn sprowadza sie po prostu do
badania zbieznodci szeregu liczbowego Y72  f,(x) dla wszystkich = z dziedziny funkcji f,
(wspoélnej dla wszystkich n). Np., gdy ,obetniemy” szereg potegowy do jego zbioru zbieznosci,
to otrzymamy szereg funkcyjny zbiezny punktowo. Sformutujemy teraz pare ogdlnych wynikow
dla znacznie “trudniejszej” zbieznosci — jednostajnej.

Twierdzenie VI.1 (warunek konieczny zbiezno$ci jednostajnej). Jezeli Z;:i‘;m fn jest
jednostagnie zbiezny, to f, = 0.

Jak wida¢, jest to analog twierdzenia o warunku koniecznym zbieznoéci szeregu liczbowego
— zreszta dowod takze jest analogiczny . ..

Dowdéd.
Niech S, :=>7;_,, fr dla n > ng. Dla pewnej funkcji F' zachodzi

150 = | =0,

a zatem takze ||S,_1 — F|| — 0. Stad mamy dla n > ng + 1

O <l = 1[Sn = Snall = [[(Sn = F) + (F = Sp )| < |[Sn = FI[ + [[F' = Suall, (VI4)

przy czym ostatnia nier6wnos¢ to konsekwencja nastepujacego lematu. O]

Lemat (nieréwnosé tréjkata dla || - ||).

1F =+ gll < A1+ Mgl

Dowéd lematu.
To wynika natychmiast z nieréwnosci trojkata dla | - | oraz z definicji kresu gérnego. O]

Teraz z (V1.4) i z twierdzenia o trzech ciagach otrzymujemy ||f,|| — 0, czyli f, = 0.

Oczywiscie istnieje wiele innych warunkéw koniecznych zbieznosci jednostajnej szeregu
funkcyjnego. Np. takim warunkiem koniecznym jest oczywiscie jego punktowa zbieznosc.

Kolejne twierdzenie daje pewien wygodny warunek dostateczny. Przypomina ono nieco
twierdzenie o zbieznosci szeregu liczbowego bezwzglednie zbieznego.

Twierdzenie V1.2 (warunek dostateczny zbiezno$ci jednostajnej). Jezeli szereg licz-
bowy 12 || f,l| jest zbiezny, to 312 f. jest jednostajnie zbieziny.

n=no n=no
Dowo6d pominiemy, ale warto wiedzie¢, ze nietrudno go uzyska¢ w oparciu o wspomniany
niedawno jednostajny warunek Cauchy’ego (zachecam do samodzielnych préb dowodu).
Zauwazmy, ze sformutowany wezes$niej warunek konieczny, tzn. ||f,|| — 0 byl tez ,warun-

kiem koniecznym dla warunku dostatecznego” tzn. dla 325 || f,|| < 4oc.

Uwaga. Przyjrzyjmy sie troche praktycznej skutecznosci obu powyzszych twierdzen. Rozwaz-
my wiec ciag {||full}nzno- Sa trzy mozliwosci:

+0o0

nemo fn mie jest jednostajnie zbiezny na mocy twierdzenia VI.1.

L || full » 0 — wowczas Y
2. |[full = 0, ale )25 || fa]| = 400 — wowezas powyzsze twierdzenia nie dajaq nic.

3. 202 I fnll < 400 — wtedy 72 f, jest jednostajnie zbiezny na mocy twierdzenie

VI.2.
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A zatem mamy powazng luke — opisang mozliwoécia 2 — w praktycznej uzytecznosci
powyzszych twierdzen. Co robi¢ gdy na taka sytuacje natrafimy? Ogodlnej recepty nie ma —
trzeba kazdy taki przypadek bada¢ indywidualnie. Czasem jednak ,ratunek” jest banalny:
warto sprawdzi¢ czy Z,fi‘;lo fn jest w ogdle punktowo zbiezny — jesli nie, to tym bardziej nie
moze by¢ zbiezny jednostajnie. Przyklad takiej sytuacji, to 3 2, rozwazany dla z € [0;1]
(tzn. f, : [0;1] = R, fo(z) = £). Mamy wowczas ||fo|] = + — 0, ale 020 || fol] = 25+ =
+00. Jednak tu brak zbieznosci punktowej bo szereg liczbowy 319 = jest zbiezny jedynie dla
z=0.

Sformutujemy teraz czesto stosowany wniosek z twierdzenia VI.2.

Whiosek (kryterium Weiestrassa). Jezeli istnieje ciag liczbowy {c;, }nsn, taki, Ze

vn}no,weD ‘fn(m)‘ < Cn (VI5)
oraz Z:{i‘,’m cn jest zbiezny, to Z:{i‘;o fn gest jednostajnie zbieiny
Dowdéd.

Na mocy (VI.5) dla dowolnego n > ny mamy

0 < |[full < cn,

a zatem z kryterium poréwnawczego Zzifm || fnul] — zbiezny. Teza wynika wiec z twierdzenia
VI.2. [
Jednym z zastosowan powyzszego kryterium jest wazny wynik dotyczacy szeregdéw pote-

gowych. Niech R bedzie promieniem zbieznosci szeregu potegowego Y42 a,,(x — zo)™. Ponize]

funkcje bedace jego wyrazami rozwazamy jedynie na otwartym przedziale jego zbieznosci tzn.
na Zy := (xg — R; o + R) (czyli funkcje te obcinamy do Zp).
Fakt. Szereg potegowy jest niemal jednostajnie zbiezny w swoim otwartym przedziale zbiezno-

$ei? |

Dowdéd.

Oczywiscie mozemy ograniczy¢ si¢ do przypadku xzy = 0. Dla dowodu niemal jednostajnej
zbieznosci powinnismy dowodzié¢ zbiezno$é¢ jednostajng szeregu powstatego po obcieciu od-
powiedniej funkcji do dowolnego przedziatu [a; b] zawartego w (—R;R). Wystarczy wiec roz-
wazaé a = —r i b = r, gdzie 0 < r < R. Ale dla dowolnego = € [—r;r] i n > 0 mamy
lanz™| < |an|r™ = |a,r"|, a szereg Yt2% |a,r"| jest zbiezny, gdyz r € (—R, R) a szereg pote-
gowy jest bezwzglednie zbiezny w otwartym przedziale zbieznosci (patrz np. lemat ze strony
50). A zatem potrzebna nam zbieznosé¢ jednostajna wynika z kryterium Weierstrassa. O

3. Wlasnosci granic ciggéw i szeregow funkcyjnych
Zajmiemy si¢ tu pytaniem:

Jakie wltasno$ci wyrazow ciggu (ewentualnie szerequ) funkcyjnego przenoszq sie
na jego granice?

Scislej — zajmiemy sie gléwnie cigglodcia i rézniczkowalnoscig. Nietrudno znalezé przyktady
pokazujace, ze zadna z tych wlasnosci nie zachowuje sie przy zbieznosci punktowej (zadanie
VI.7). Zajmiemy si¢ wigc zbieznoscia jednostajna i problemem ciaglosci.

Twierdzenie VI.3 (o ciaglo$ci granicy). Jezeli funkcje f, sq ciggle dla n > ng oraz
fa = f, to f jest ciggla (tzn. granica jednostajnie zbieznego ciggu funkcji cigglych jest ciggla).

92) Zbiezno$¢ niemal jednostajna w ,calym” przedziale zbieznosci tez zachodzi, ale dowdd tego jest juz
subtelniejszy . ..

86 [VL5]



Dowdéd.
Wykazemy ciagtosé¢ f w dowolnym punkcie x € D. Niech x,, € D, x,, — x. Musimy wykazac,
e f(zn) — f(x). Mamy

[f(@n) = f@)] = [(f(zn) = frlan)) + (fi(zn) = fe(2) + (fe(x) — f(2))] <
[f (@) = fi(@n)| + [fi(en) = fe(@)] + [fr(z) = fz)] <
2f = full + [ fe(zn) — fi()| (VL6)

dla dowolnych n i k. Niech € > 0. Poniewaz || f,, — f|| — 0, zatem dobierzmy k > nq takie, ze
| fe—f|l < §- Poniewaz f jest ciagta w x¢, zatem dobierzmy takie N, ze | fi.(2,)— fe(z)| < § dla
dowolnego n > N. Wéwczas korzystajac z (VI.6) dla dowolnego n > N mamy |f(z,) — f(z)| <
%6 +5 =€ O

Poniewaz ciaglosc¢ jest wlasnoscia ,lokalng”; zatem prosta konsekwencja powyzszego twier-
dzenia jest podobny wynik dotyczacy zbieznosci niemal jednostajne;j.

<
<

Whiosek. Jezeli funkcje f, sq ciggle dla n > ng oraz f, =3 f, to f jest ciggla.

Uwaga. Wniosek ten pozwala nam m.in. przedstawi¢ alternatywny dowod czesci twierdze-
nia o ciaglosdci sumy szeregu potegowego (twierdzenie 1V.14) — czesci dotyczacej ciagtosci
w otwartym przedziale zbieznosci. Wystarczy bowiem skorzysta¢ z udowodnionego niedawno
faktu o niemal jednostajnej zbieznosci dla takiego szeregu (strona 86).

Niestety sprawa rézniczkowalnosci funkcji okazuje si¢ by¢ bardziej ztozona niz sprawa cia-
gloéci. Analog twierdzenia VI.3 dla rézniczkowalnosci nie jest bowiem prawdziwy. Latwo sie
o tym przekona¢ konstruujac odpowiednio przyblizenia funkeji |- | (nierdzniczkowalnej w 0)
funkcjami rézniczkowalnymi — prosze samodzielnie wykonaé te konstrukcje w oparciu o rysu-
nek 14.

2n
1 1
Rysunek 14

Sprawa rozniczkowalnosci granicy nie jest jednak catkiem beznadziejna, mozna bowiem
wykazaé twierdzenie nastepujace.

Twierdzenie V1.4 (o rézniczkowalno$ci granicy). Jezeli f,, f,g: I — R, gdzie I jest
przedziatem, f, sq roziniczkowalne i spetnione sq warunki:

1 fo— T,
2. fn=9,

to [ tez jest rézniczkowalna oraz f' = g. B.D.
A zatem dla rézniczkowalno$ci granicy potrzebna jest nie tyle jednostajna zbiezno$é¢ samego

ciagu {f.}, co raczej ciagu pochodnych: {f/}.

Uwaga 1. W powyzszym twierdzeniu w punkcie 2. wystarczy zaktadac¢ zbieznos¢ niemal jed-

nostajna. Wynika to (podobnie jak w wypadku kwestii ciagto$ci — patrz uwaga po twierdzeniu
VI1.3) z tego, ze rozniczkowalnosé jest pojeciem ,lokalnym”.
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Uwaga 2. Zarowno twierdzenie VI.3 jak i twierdzenie VI.4 majg swoje odpowiedniki dla sze-
regéw funkeyjnych (prosze je sformutowaé samodzielnie, jako proste ¢wiczenie). Zwiazane jest
to z faktem, ze zarowno cigglos¢ jak i rézniczkowalnos¢ zachowujg sie przy dodawaniu funkcji,
a zatem odpowiednie ciggi sum cze$ciowych beda sie sktada¢ z funkcji ciggltych, ewentual-
nie rézniczkowalnych, o ile to samo zalozymy o wyrazach szeregu funkcyjnego. W przypadku
rozniczkowania takie twierdzenie dotyczace szeregdw nazywane jest twierdzeniem ,,0 réznicz-
kowaniu szeregu wyraz po wyrazie” i jego teza zapisywana bywa w formie (nieco niescistej...)

(Ch) =7

Whiosek. Szereg potegowy mozina w otwartym przedziale zbieino$ci rozniczkowac ,wyraz po
wyrazie”. Tzn., jezeli S jest sumq szeregu potegowego S12% a, (v — xo)™ oraz Zy jest jego otwar-
tym przedziatem zbieznosci, to dla x € Zy funkcja S jest rozniczkowalna w x oraz

S'(x) = JFZ_O:Z (an(z —z0)") = Zjnan(x — o)t = Jrzj:z (n+ Dapy1(x — x0)".

W szczegolnosci S jest klasy C*° w otwartym przedziale zbieznosci.

Dowdéd.

Na mocy uwagi 1 wystarczy tu dowies¢, ze szereg potegowy S°1%0 (n + 1)a,.1(x — z0)™ jest w
Zy zbiezny niemal jednostajnie. A to z kolei wynika z faktu o niemal jednostajnej zbieznosci
szeregu potegowego (ze str. 86) oraz z ponizszego prostego lematu, ktéry pozostawiam do

dowodu Czytelnikom/Stuchaczom. O
Lemat. Promienie zbieznosci szeregow S0 an(z — x0)" 0 X029 (n+ 1)ay 11 (x — 20)™ sq réw-
ne.

Uwaga. W oparciu o powyzszy wniosek tatwo mozna udowodnié¢ fakt ze strony 76 (méwia-
cy o tym, ze rozwiniecie w szereg potegowy jest szeregiem Taylora dla sumy tego szeregu
potegowego).

Na zakonczenie jeszcze jeden przykltad zastosowania rézniczkowania ,wyraz po wyrazie”.

Przyklad (funkcja ¢(°® Riemanna). Jak wiemy, dla dowolnego = > 1 szereg 7> n% jest

zbiezny. Zdefiniujemy zatem funkcje ¢: (1;+00) — R wzorem

Nietrudno wykaza¢ (zadanie VI.10), ze funkcja ta jest n-krotnie rézniczkowalna przy do-
wolnych n, tzn. ze ( € C*°((1; +00)).

1)

4. Aproksymacja® funkcji cigglych

W matematyce i jej zastosowaniach czesto zamiast danej funkcji f wygodnie jest rozwazac
jakies jej przyblizenia funkcjami nalezacymi do pewnej okreslonej klasy funkcji.

Jaki to rodzaj przyblizenia i jaka klasa funkcji aproksymujacych — to zalezy juz od konkret-
nej sytuacji. Mozliwos¢ znajdowania tego typu przyblizen gwarantujg rozne tzw. twierdzenia o
aproksymacyi, czyli po prostu twierdzenia, ktére moéowia, ze dla funkcji f istnieje cigg funkcyjny
{fn} ztozony z funkcji odpowiedniej klasy zbiezny w odpowiednim sensie do f. Sformutuje tu
tylko jedno takie twierdzenie — dotyczace aproksymacji funkcji ciggtej wielomianami.

93) Czytaj ,dzeta”.
94) Aproksymacja = przyblizanie.
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Twierdzenie VI.5 (Weierstrassa). Kazda funkcja ciggla na przedziale domknietym jest
granicg jednostajnie zbieznego ciggu wielomianow. B.D.

Twierdzenie to jest szczegdlnym przypadkiem duzo bardziej abstrakcyjnego twierdzenia
Stone’a—Weierstrassa. Twierdzeniem podobnym do VI.5 jest twierdzenie o aproksymacji funk-
cji ciagtych funkcjami kawalkami liniowymi (Scislej: afinicznymi...) — patrz zadanie VI.13.
Warto tez wiedzie¢ o tym, ze jest bardzo wiele r6znych twierdzen o aproksymacji, ktére dotycza
rozmaitych zbieznosci (niekoniecznie sposrdd trzech rodzajéw tu poznanych) oraz rozmaitych
funkcji (niekoniecznie ciagtych). Np. dla wielu zastosowan wazne sa rozmaite wyniki dotyczace
aproksymacji tzw. wielomianami trygonometrycznymi, co jest Scisle zwiazane z nieobecng w
tym wyktadzie teorig szeregow Fouriera.
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Zadania do Rozdzialu VI

V' 1. 9) Zbadaj zbieznoéé punktows, jednostajng, niemal jednostajna ciagéw funkeyjnych
{fn} zadanych ponizszymi wzorami:

" (1.) dla z € [0;1]; (2.) dla x € [0;1);

n— gt dla z € [0;1];

n— g dla x € [0;1];

a) x

) x

) x

d) -1 dlaz € (0;+00);
)

)

)

)

s dla € [0; +00);
sin(?) dla v € R;

V' 2.9 Zbadaj zbieznosé punktows, jednostajna, niemal jednostajna szeregéw funkeyjnych
zadanych nastepujacymi wzorami:

(a
(b

Z:“idlaxeR'
+oo _a? dla x € R;

n=1 pidigd

(c) S Sz;zxﬁ dla z € R;
(

)
)
)
d) Y0 z?e ™ dla o € (0;400);
)
)
)
)

C

S0 ze™ dla z € (0;+00);
S0 e ™ dla x € (0; +00);
Y12 2 sin(%) dla z € [—100; 100];

n=1 pn

e

—

(
(
(g

(h) SF 5D dla 2 € [0; 4+00).

n=1 nig

3. Zbadaj, ktore z ponizszych ,twierdzen” dotyczacych zbieznosci jednostajnej sa rzeczy-
wiscie twierdzeniami (tu f, f,,g9,9,: D — R):
(a) fn = foraz AC D, to fo|a= f|a.
(b) AUB =D oraz f,|a= flai fuls= flB, to fu = f.
(c) fa=z foraz g, =g, to (fut+agn) = f+g.
(d) fo=2 foraz gn = g,to (fa ga) = fg.

Zbadaj analogiczne ,twierdzenia” dotyczace ,—” oraz ,=3”.

1. Wykaz, ze josli f = £, to [[full = /] (takse, gdy [If]] = +o0).

5. Po uwaznej lekturze odpowiednich fragmentow wyktadu odgadnij, napisz i zapisz w
réwnowaznej postaci z uzyciem ||-|| ,,jednostajny warunek Cauchy’ego” dla ciagéw funk-
cyjnych. Nastepnie sformutuj i udowodnij ,jednostajny” odpowiednik twierdzenia I1.7
(o zupetnosci...).

6. W oparciu o twierdzenie wykazane w zadaniu powyzszym udowodnij twierdzenie o wa-
runku dostatecznym zbieznosci jednostajnej dla szeregu funkcyjnego (tw. VI.2).

95) Przynajmniej 3 przyktady z a)-e) i jeden z f)-h).
96) Przynajmniej 3 przyktady.
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v o7 Znajdz przyktady ciggow funkcyjnych pokazujace, ze przy zbieznosci punktowej ani cig-
glo$¢ ani rézniczkowalnos$é nie musza sie zachowywaé (przy ,przejsciu do granicy”).

8. Wykaz, ze wypuklosé funkcji zachowuje sie przy zbieznosci punktowej (1!).

V' 9.9 Zbadaj ciaglosé i rézniczkowalnosé funkeji f, w przypadku rézniczkowalnodei zbadaj
znak f'(0).
(a) f(z) =14 200 dlaz € R;
(b) f(z) =X, arctg(;), v € R;
(¢) f(x) =302 (cosZ—1), zeR.

10. Wykaz, ze (patrz przyklad ze strony 88):

(a) ¢ € CH((L;400));
(b) ¢ € C%((1; +00)).

V11 ,Oblicz” sumy szeregdw:

(a‘> Zn 02 )
(b> Zn 13nn;

2
(¢) XaZ% 7=

YV 12. %) Znajdz f™(0):

(a) f( 55z dlaz € R, n = 1001.
(b) f(z) = arctgx dla x € R; n =999, n = 1000.
fx

(c) ) = o daxe (—1;1); n = 100. Wskazowka: zapisz f(z) jako -25 + -£2
dla pewnych A, B € R.

x) =

13. Funkcja g: [a;b] — R jest kawalkami liniowa wtw istnieja liczby ap < a3 < -+ < ag
takie, ze ap = a,ar = b oraz f |4, ;. jest wielomianem stopnia < 1 dla dowolnego
Jj=1,... k. Wykaz, ze kazda funkcja ciagla okre$lona na przedziale domknigtym jest
granicg jednostajng ciggu funkcji kawatkami liniowych.

97) Przynajmniej jeden przyklad.
98) Przynajmniej 2 przyktady.
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VII Rachunek catkowy

[okoto 3 wyktadéw]

1. Calka nieoznaczona

W tym podrozdziale zajmiemy sie ,operacja’ odwrotna do rézniczkowania. Niech f: D — R,
D C R. Kazdg funkcje F' : D — R taka, ze F' = f nazywamy funkcjg pierwotng funkcji
f. Druga nazwa na funkcje pierwotng to catka nieoznaczona. Oczywiscie nie kazda funkcja f
posiada funkcje pierwotng, np. tatwo sprawdzi¢, ze nie posiada jej funkcja f : R — R zadana

wzorem
0 <0

f(w):{ 1 z>0.

(dlaczego?). Co wiecej, nawet jesli istnieje funkcja pierwotna jakiej$ funkcji, to nie jest ona
wyznaczona jednoznacznie. Na szczescie, dla funkcji okreslonych na przedziale ta niejedno-
znacznosé nie jest ,duza”.

Fakt. Jezeli I — przedzial, f : I — R oraz F jest funkcjq pierwotng funkcji f, to Fy : I — R
jest funkcjg pierwotng f wtw Fy = F + C dla pewnej funkcji statej C.

Dowéd.

Oczywiscie (F' + C) = F' = f. Jezeli F| = f, to (F) — F) = f — f = 0 zatem F; — F jest

stata, bo I — przedzial (patrz wniosek ze strony 66). ]
Oczywiscie, gdy dziedzina funkcji nie jest przedziatem, to ta niejednoznaczno$¢ moze by¢

,wicksza”, np. dla funkcji zadanej wzorem % okresonej na R\ {0} funkcja pierwotna to wszyst-

kie funkcje postaci:

cg dlaz <0

cy dlaz >0

f(@) = Injz| + {

gdzie ¢y, co € R. Tradycyjne oznaczenie na funkcje pierwotna, czyli catke nieoznaczona to

/f(x)da:

To oznaczenie ma bardzo wiele wad. Np. napis [ f(z)dz nie oznacza jednej funkcji, tylko
cala ich klase — nie bardzo wiadomo zatem jak si¢ tym poshugiwaé. Mozna by to na site uscislié
i wprowadzi¢ rozmaite operacje — np. dodawanie — dla tego typu klas funkcji. Nie bedziemy
jednak tu tego robi¢ i zgodnie z tradycja bedziemy raczej traktowac catke nieoznaczona ,prawie
tak jak funkcje” pamietajac, ze to tak naprawde cata ich klasa. Pomimo wad, ta notacja
posiada tez nieco zalet, o ktorych wspomnimy p6zniej.

Pojawia sie naturalne pytanie:

Ldla jakich funkcji catka nieoznaczona w ogole istnieje?”

W nastepnym podrozdziale wykazemy, ze odpowiedz jest pozytywna np. dla wszystkich funkcji
ciagtych okreslonych na przedziale. To, jak sie wydaje, juz catkiem niezle. Jednak z praktycz-
nego — rachunkowego punktu widzenia wazne jest inne pytanie:

wJjak obliczyc¢ catke nieoznaczong z funkcji zadanej elementarnym wzorem?”

Czy mozna zrobi¢ to tak samo tatwo, jak w przypadku rézniczkowania? Odpowiedz brzmi:
NIE! Przypomnijmy, ze w przypadku rézniczkowania mieliSmy, po pierwsze, wzory na po-
chodng podstawowych funkcji elementarnych, a po drugie, wzory rachunkowe na pochodna
sumy, zlozenia i iloczynu. I to wlasnie gwarantowato nam mozliwo$¢ praktycznego roznicz-
kowania dowolnie skomplikowanych funkcji elementarnych. Co zatem mamy do dyspozycji w
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przypadku catkowania? Wtasciwie tylko to, co da sie wywnioskowaé¢ z wyzej wspomnianych
wzorow dotyczacych rozniczkowania, niejako poprzez ich odwrdcenie”. A zatem np. konse-
kwencjg wzoréw na pochodng podstawowych funkcji elementarnych oraz faktu ze strony 92 sa
umieszczone w ponizszej tabeli wzory na catki. Zawiera ona wzory opisujace funkcje i (obok)
ogblng postaé jej funkcji pierwotnej (n, k oznaczaja tu dowolna liczbe catkowita, natomiast
C, ', Cy, — dowolng liczbe rzeczywista (,stata”)).

f(z) J f(z)dx
2% (x>0, # —1) lub (z € R, a € N) gt 4+ C
o d_gotl ody o # —1 cp dlax<0
vhe# 0 acl {fn+|lx| gdy a = —1 {02 dlaz >0
e”;xr e R e’ +C
a®;xr eR a>0 %JrC
sinz; r € R —cosz + C
cosz; r € R sinx + C
thx—i-l:COSlzx;:c;énwr—i-g tgx+c¢ dla ze (k-7 —5k-m+7)
gz +1= S o#n-w —ctgr+cp dla ze (k-m(k+1)-m)
ﬁ; rx e (—1;1) arcsin x + C' oraz — arccos x + C’
H%; reR arctg x + C oraz — arcctgx + C’

Niech teraz F', G beda odpowiednio funkcjami pierwotnymi funkcji f i g. Jako konsekwencje
wzoru na pochodna sumy otrzymujemy oczywiscie, ze F' + G jest funkcja pierwotna f + g.
Podobnie, gdy a € R, to a - F' jest funkcja pierwotng a - f. W zapisie tradycyjnym fakty te
przedstawia sie tak:

/(f+g)(x)dx = /f(x)dx—l—/g(x)dx, /(a-f)(:r:)dx = a/f(x)dx.

Podkreslam jednak znéw, ze powyzsze wzory wymagaja uscislen (a ich catkiem $cista wersja,
to wtasnie zdanie je poprzedzajace). Z kolei natychmiastowa konsekwencja wzoru na pochodna
iloczynu dwoch funkcji jest fakt ponizszy.

Fakt VII.1 (o calkowaniu ,przez czesci”). Jesli f oraz g sq rézniczkowalne oraz H jest
funkcjq pierwotng funkcji f' - g, to f-g— H jest funkcjg pierwotng f - ¢'.

Tradycyjny — nieformalny zapis tego faktu ma postaé:
[1@)-g@de = f(2) - g(2) = [ (@) gla)da.

Wreszcie, ,,odwrécenie” %) twierdzenia o pochodnej zlozenia (twierdzenie V.1 punkt b)) ma
postac¢ nastepujaca:

Fakt VII.2 (o calkowaniu ,,przez podstawienie”). Jezeli g jest rézniczkowalna i F jest
funkejq pierwotng f, to F o g jest funkcjq pierwotng do (f o g)-g % .

W zapisie tradycyjnym mozna by to przedstawi¢ tak:

[ flo@) - g @)dz = [ fy)dy . sdzie y = g(a). (VIL1)

I wtadnie przy tym wzorze objawia si¢ gtéwna zaleta owego dziwacznego tradycyjnego oznacze-
nia funkcji pierwotnej, a szczegdlnie jego tajemniczego zakonczenia ,dx”. Ma to bezposredni

99) To inne ,odwrécenie” niz wtedy, gdy mowa o twierdzeniu odwrotnym (czyli zwigzanym z implikacja w
strone przeciwna niz w danym twierdzeniu).
100) Oczywiécie zakladamy, ze zlozenie f o g (a zatem automatycznie tez F o g) jest okreslone.
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zwiazek z innym tradycyjnym oznaczeniem — na pochodna. WspominaliSmy juz o zapisie

g = g—g. Mozna pdjsé jeszeze dalej — skoro y = g(x), to zapiszmy nieformalnie

dy
/ = —
g'(v) It

i potraktujmy powyzszy zapis tak jak utamek. Wéwezas pod ,,/” z lewej strony wzoru (VIL.1)
uzyskamy: ,,f(y)%dm = f(y)dy” czyli wyrazenie znajdujace sie pod ,[” ze strony prawe;.
Ta mocno podejrzana manipulacja prowadzi na szczeScie do caltkiem $cistego i prawdziwego
wyniku opisanego w sformutowanym przed chwila fakcie VII.2. Tak wiec przy praktycznych
rachunkach mozna postugiwac sie tego typu ,skracaniem dx-6w”, pod warunkiem jednak, ze
zachowuje sie pelng $wiadomos$¢ jak to skracanie zastapi¢ Scistyg argumentacja z faktu o
catkowaniu przez podstawienie. Nauke praktycznego postugiwania sie poznanymi tu wzorami
zajmiecie sie¢ Panstwo na ¢wiczeniach. Teraz powrdcimy natomiast do pytania o praktyczne
catkowanie funkcji elementarnych. To, czego nam brakuje najbardziej dotkliwie, to chyba
wzory na caltke iloczynu i na catke zlozenia. Zamiast tego mamy pewne szczegdlne namiastki.
Wzér na catkowanie przez czesci pozwala nam na scatkowanie tylko iloczynu postaci f- ¢’ i to
tylko wtedy, gdy umieliSmy scatkowaé f’- g. Z kolei wzor na calkowanie przez podstawienie
umozliwia scatkowanie nie samego ztozenia fog ale tylko funkcji (fog)-¢’ (ale za to nie musimy
umie¢ catkowaé g — wystarczy, ze umiemy zrobi¢ to dla f). Wszystko to sprawia, ze catkowanie
jest w praktyce znacznie trudniejsze niz rézniczkowanie. Ale tez znacznie ciekawsze! To
troche jak rozwiazywanie tamigtowek ...No i tak jak nalezalo sie spodziewaé, czasem —
nawet dla dos¢ ,prostych” funkcji, praktyczne scatkowanie poprzez zapisanie calki jako funkcji
elementarnych bywa po prostu niewykonalne. .. Jeden z bardziej znanych przyktadéw, to
funkcja zadana wzorem (@), 100

Nie da sie wiec scatkowaé wszystkiego, co chcieliSmy. Ale co$ jednak scatkowaé sie da. Przez
kilkaset (okoto 200) lat wymyslono wiele metod radzenia sobie z réznymi typami catek. Jeden
z najwazniejszych takich typow to catki z funkcji wymiernych. Mozliwo$¢ ich wyliczenia jest
wazna nie tylko ,sama dla siebie”. Wiele innych typoéw catek mozna sprowadzi¢ wtasnie do
catek z funkcji wymiernych.

Rozwazmy wiec funkcje wymierna f : D — R, f(x)

_ w(=)
()
degv > 1 oraz D = R\ Dy, gdzie Dy jest zbiorem (skonczonym) wszystkich pierwiastkéw
rzeczywistych wielomianu v. Aby wyliczy¢ [ f(x)dx postepujemy nastepujaco.

r(z)

v(z)’

u, r — wielomiany i degr < degwv. Poniewaz wyliczenie [wu(z)dx jest proste (patrz tabela)
r(z

zatem dalej wystarczy zajac sie [ @dx.

gdzie w i v sa wielomianami,

Etap 1. (dzielenie z reszta) Zapisujemy f(z) jako u(x) + gdzie w(x) = u(z) -v(z) +r(z),

Etap 2. (rozklad na utamki proste) Wielomian v mozna (jak wiadomo z algebry) roztozy¢ na
iloczyn tzw. wielomiandw nierozkladalnych (stopnia 1 lub 2), tzn.

o) = oo =) = ) (@) () (V1L2)

gdzie o € R, xy,..., w,— rézne parami pierwiastki v, py, ..., p, — rézne parami wielomiany
2-go stopnia postaci
pi(x)=(z—y;)?+22, j=1,....t

gdzie y;,2; ERiz; #0oraz ky, ..., kg, b, ... 1, € N. 102

10D Dowdd, ze [ e(@)dz nie jest ,funkcja” elementarna to rzecz zupelnie nie trywialna . ..

192) Przy czym oczywiscie w rozkladzie (VIL.2) czeéé z iloczynem (z —z;)% lub czeéé z iloczynem (pg-m))lj moze

sie okazaé ,,pusta’.
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Znany algebraiczny fakt mowi, ze w tej sytuacji funkcja wymierna zadana wzorem ZEB (dla
degr < degwv) jest suma pewnej liczby ufamkéw prostych, tzn. funkcji wymiernych, z ktérych

kazda opisana jest wzorem postaci

A A
b z+b

(z — ;)" (pi(z))’
gdzieA,BeR,j=1,...,s,i=1,...,toraz k,l € N, k < k; natomiast [ < [;. W praktyce
znalezienie rozktadu na taka sume sprowadza sie tatwo do rozwigzania pewnego uktadu réwnan
(,liniowych”).

Etap 3. (catkowanie utamkéw prostych) Pozostaje wiec scatkowaé kazdy z utamkéw pro-
stych. W pierwszym wystarczy po ,podstawieniu y = z — z;” zajrze¢ do tabeli catek (funkcja
potegowa z wyktadnikiem —k). Z drugim jest troszke trudniej. Najpierw zauwazmy, ze

4 pl(x) B
P@) @) @)

dla pewnego B € R. Pierwszy z tych skladnikéw latwo scatkowaé przez ,podstawienie y =
pi(x)”. Drugi przez pewne podstawienie ,afiniczne” (tzn. y = ax + b7, ale z jakimi a, b7)
tatwo sprowadzi¢ do catki z funkcji zadanej wzorem

Ax + B

_1
@+ 1)

na ktéra mozna znalezé wzér rekurencyjny po [ (zadanie VIL.3), a dla | = 1 catkowanie daje
funkcje arctg (patrz tabela).

>+ 2xt 4+ 4a% + T2 + 3 2
Przyktad. Znajdz / : 1:4 —'x_ 2—;3 _T_ 3—;2 f_ 4—; +$2+ dz (na dziedzinie D = R\ Dy, gdzie Dy

— zbiér pierwiastkéw rzeczywistych wielomianu z mianownika). Niech f oznacza powyzsza
funkcje podcatkows. Mamy dla x € D

F@) =2+ 2+ 32+ +2 _x+x3—|—3x2+x—|—2
B (3 4+ 22+ 20 +2)(z+1) (22 +2)(x +1)2°

A zatem mozliwe sg nastepujace postaci utamkéw prostych w rozktadzie drugiego sktadnika:

Ax + B C C’
2427 (x+1)2 x+1

Zachodzi zatem Dy = {—1} oraz dla x € D

?*+3°+x+2 Az+B C ¢
P )@+1)? 212 @R wri
(Az + B)(x+1)* + C(2® +2) + C'(2* + 2)(z + 1)
(22 +2)(z+1)2 ’

a stad dla x € D licznik prawej i lewej strony muszg by¢ rowne, zatem réwne musza byc
kolejne wspoétezynniki przy 22, 22, 21, 20, tzn.

1=A+C
3=B+2A+C+ '
1=A+2B+2C
2=B+20C+2C".
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Otrzymalidémy wiec uktad czterech rownan liniowych z czterema niewiadomymi, ktory tatwo
rozwigzujemy i otrzymujemy rozwigzanie:

A=1,B=0,C=1, C'=0

Stad ostatecznie

T 1 1
o= [adet [ 5gie s [ e = et
/f(x)x rer x? + 2 v (x+1) 2 :c2+1 (m—i—l)?x
1, 1 9 1 cpdlar<—1
DN +§ln(:1: +1)_x+1 {czdlax>—1

gdzie ¢ i co sg dowolnie dobranymi statymi.

Podsumowujac, jesteSmy w stanie wyliczy¢ catke z kazdej funkcji wymiernej, dla ktorej
potrafimy znalezé explicite rozktad postaci (VIL.2) dla jej mianownika.

Jednym z typow calek, ktore sprowadzaja sie do catkowania funkcji wymiernych sa catki
postaci

/ W (sinz, cos x)dx,

gdzie W jest ilorazem dwoéch wielomianéw dwdéch zmiennych!'®®) . Wowezas dla ustalonego
neZdlax e ((2n— 1)m; (2n + 1)7) mozna uzyé¢ podstawienia

x
t=tg(=)".
kM g( 2 )
Nietrudno ze wzoréw trygonometrycznych wyliczy¢, ze wowczas
11—t 2t
CoST = , sinx = .
+ 12 1+ ¢2
Ponadto
dt  1+¢
de 2

(t traktujemy tu jako ,funkcje zmiennej x”). W efekcie uzycie catkowania przez podstawienie
sprowadzi wiec problem do obliczenia pewnej calki z funkcji wymiernej (,zmiennej ¢”). Za-
checam zaréwno do sprawdzenia podanych wyzej wzoréw (zad. VII.4) oraz do szczegdltowego
przesledzenia tego, jak nalezy tu uzy¢ Scistego faktu o catkowaniu przez podstawienie.

Inny przykltad zastosowania calek z funkcji wymiernej to calki zawierajgce tzw. niewy-
miernosci stopnia drugiego, tzn. wyrazenia postaci v ax? + bx + ¢. Warto wiedzieé, ze istnieja
rozne podstawienia, w tym tzw. podstawienia Eulera, ktére moga sprowadzi¢ takie catki takze
do calek z pewnych funkcji wymiernych.

Na zakonczenie tego podrozdziatu zajmiemy sie (wbrew jego tytutowi) catka oznaczona.
Nazwa ,nieoznaczona”’ dla rozwazanej tu dotad calki zwigzana byta oczywiscie z niejedno-
znacznoscig wyboru funkeji pierwotnej. W przypadku jednak gdy funkcja f jest okreslona
na przedziale, niejednoznacznos¢ ta, jak widzielismy (fakt VII.1), jest niewielka. Jesli za-
tem f : I — R, gdzie I — przedzial, posiada funkcje pierwotna F, oraz a,b € I, to liczbe
F(b) — F(a) nazywamy calkq oznaczong od a do b z funkcji f i zapisujemy ja symbolem

/abf(:B)d:B.

Istotne jest to, ze ta definicja jest poprawna — w tym sensie, ze rzeczywiscie liczba powyzsza
zalezy jedynie od f, a oraz b natomiast nie zalezy od wyboru samej funkcji pierwotnej. Dodanie
bowiem ew. statej do funkcji F' nie wptywa na warto$¢ obliczanej réznicy.

103) Wielomian dwéch zmiennych to suma skonczonej liczby funkeji zadanych wzorami postaci CzFy!, gdzie
C eR, k,l €Ny (z,y — oznaczaja zmienne).
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Uwaga. Dla dowolnego a € I funkcja ¢ : I — R zadana wzorem o(z) = [ f(s)ds jest zatem
funkcja pierwotng f. Ponadto ¢(a) = 0.

Czasami jest wygodniej postugiwaé sie takg konkretng ,zaczepiong w punkcie a” funkcja
pierwotng f niz blizej nie sprecyzowana calka nieoznaczong z f.

Wzory na catkowanie przez czesci i podstawienie, ktére zapisane przy uzyciu symbolu catki
nieoznaczonej byly niezbyt Sciste, majg swoje odpowiedniki — tym razem $ciste ,w 100%” —
takze dla catek oznaczonych. Bezposrednio z definicji catki oznaczonej, z faktow VIL.1 i VII.2
otrzymujemy nastepujace wzory (kazdy z nich obowiazujacy przy zatozeniach odpowiedniego
faktu oraz dodatkowo f i g musza by¢ okreslone na przedziale i do niego naleza tez a i b):

Wzér na calkowanie przez czesci dla calki oznaczonej:

/abf(l“) g/ (2)dx = [f(2) - g(2)]; — /ab f'(x) - g(x)de, (VIL3)

gdzie symbol [h(x)]? definiujemy jako h(b) — h(a).
W2zér na catkowanie przez podstawienie dla catki oznaczone;j:
g(b)

[ £l - o @yir = [ p(ayz 1 (VIL4)

9(a)
Jak sie juz wkrotce okaze — calka oznaczona jest nie tylko wygodna, ale ma tez bardzo wazna
interpretacje geometryczng . . .

2. Calka Riemanna

Zajmiemy sie tu pojeciem zupelnie innej catki (przynajmniej na poziomie definicji) niz cal-
ki oznaczona i nieoznaczona zdefiniowane w poprzednim podrozdziale. Naszym celem bedzie
okreslenie dla funkeji f : [a;b] — R takiej liczby, ktérej warto$é w przypadku funkeji nie-
ujemnej mozna by interpretowaé jako pole powierzchni obszaru pomiedzy wykresem f a osig
X, aw przypadku ogdlnym pole to bytoby liczone z uwzglednieniem znaku ,—" dla tych
fragmentéw wykresu, ktére sa ponizej osi , X" (patrz rys. 15).

Gdyby zatozy¢ np. ciaglos¢ f, sprawa nie bytaby

zbyt trudna. My jednak bedziemy nieco ambitniejsi
— sprobujemy podaé¢ odpowiedniag definicje, ktora + ﬁ

mogtaby mieé¢ szersze zastosowanie.
Potrzebne nam bedzie zatem pare pomocniczych —

definicji i oznaczen. Podzialem przedziatu [a;b] na-

zwiemy dowolny ciag skonczony (xo, .. ., x,,) taki, ze

Ty = a;Ty, = boraz x;_; < x; dla j = 1,...,m. Rysunek 15

Takie podzialy bedziemy tez oznaczaé¢ jedng litera,

np. P, a zbiér wszystkich podziatéw P przedziatu [a;b] oznaczmy przez P. Dla funkcji ogra-

niczonej f : [a;b] — R oraz dla P = (x4, ...,2,,) € P definiujemy sume gérng i sume dolng

dla f i P odpowiednio wzorami:

m

S(f, P) =" (w; — x51) - sup S
j=1 te|lxj—1;%;5

S(f,P) := i(xj —Zj_1) -te[minf' | f(t).
j=1 j—15Tj

Dzigki ograniczonosci f obie sumy sg poprawnie zdefiniowanymi liczbami rzeczywistymi i
maja sens geometryczny najlepszego przyblizenia ,od géry” (odpowiednio ,od dotu”) szuka-
nego pola przez sume pél prostokatéw (z uwzglednieniem znaku) o podstawach wyznaczonych
przez podzial P (patrz rysunek 16).

104) Moze niektérych dziwi lub wrecz bulwersuje uzycie po prawej stronie wzoru zmiennej x, podczas gdy
w wersji ,nieoznaczonej” bylo tam y, gdzie ,y = g(x)” (a zatem na ogdt .y # 2”...), jednak tu dla calki
oznaczonej ten problem juz nie istnieje. Mozemy uzy¢3th zmienng x,y, s, t i inne. To nie ma zadnego WH@
na wartos¢ liczby, ktéra w efekcie otrzymujemy z prawej strony wzoru.



Nietrudno zauwazy¢, ze biorac ,drobniejszy podzial” (tj. doktadajac dodatkowe punkty do
danego podziatu) ewentualnie mozemy zmniejszy¢ sume gérna, a sume dolna zwiekszy¢ (lub
pozostang one niezmienione). Wydaje sie wiec, ze sensownie byltoby okresli¢ szukane przez nas
pole jako

nf S(f, P), (VIL)

jednak czemu nie wziac¢ ,réwnie dobrej” liczby

sup S(f, P)? (VILG6)
Pep

Poniewaz obie metody wydaja sie dobre, ale nie wiemy, czy prowadza do tego samego wyniku
zatem postapimy ostroznie: liczbe okreslona wzorem (VIL5) nazwijmy calkq gorng, a wzorem
(VIL.6) — calkq dolng z funkeji f. Oznaczmy je odpowiednio symbolami

1]
/ [a;0] [a;0]

7 pewnoscig zachodzi nieréwnosé

] [a;b]f < ][a;b]f (VILT) ~ n

Jesli bowiem rozwazymy dowolne podzialy P i P a=ZTo 1 T2 |b=ux3

przedziatu [a; b] to biorac podzial P powstaly przez
~potaczenie” Py i P, (Scisty definicje tego ,potacze-
nia” pozostawiam Panstwu ... ), a wiec podzial ,drob-
niejszy” niz Py i Pp) dostajemy

Rysunek 16 Suma gérna

S(f.P1) < S(f,P) < S(f.P) < S(f, P)

skad (VIL.7) wynika tatwo z definicji kreséw (patrz np. zad. 1.9). Nie ma jednak powodu, by
w (VIL.7) zachodzita réwnosé bez jaki§ dodatkowych zatozen o f.
Zatem, dla dowolnej ograniczonej funkeji f : [a; ] — R przyjmujemy nastepujaca definicje.

Definicja. Funkcja f jest catkowalna w sensie Riemanna wtw ]’[a;b]f = ][a;b]f. Jesli f
jest catkowalna w sensie Riemanna, to wspdlng wartos¢ jej calki gornej i dolnej nazywamy
catkq Riemanna funkcji f (na [a;b]) i oznaczamy symbolem [i4 f b [,y f(x)dx.

Klase wszystkich funkcji catkowalnych w sensie Riemanna bedziemy tu oznaczaé przez R,
a gdy bedzie nam zalezalo na podkresleniu, ze chodzi o funkcje okreslona na [a;b], bedziemy
uzywaé symbolu R([a; b]).

Zanim zajmiemy sie ogdlnymi wynikami dotyczacymi catkowalnosci i catki przyjrzyjmy sie
nastepujacym — skrajnie réznym z punktu widzenia tej teorii sytuacjom.
Przyktlady.

1. Funkcja stata: vf = ¢, ¢ € R. Wowczas niezaleznie od wyboru P zachodzi S'(f, P) =
c-(b—a) = S(f,P), wiec calka gérna i dolna réwne sg ¢ - (b — a). Zatem f € R i
Ja f(x)dz =c-(b—a).

2. Funkcja Dirichleta. Gdy f jest obcigciem funkeji Dirichleta do przedziatu [a; 0] (patrz
przyklad ze strony 45), to dla dowolnego P mamy S(f, P) = (b — a) oraz S(f, P) = 0.
Zatem f & R oile b > a.

Czas wreszcie na jakie$ ,pozytywne” twierdzenie o catkowalnosci w sensie Riemanna.
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Twierdzenie VII.1 (o catkowalnosci funkcji ciagltych). Funkcja ciggla okreslona na
przedziale domknietym jest catkowalna w sensie Riemanna (tzn. C([a;b]) C R([a;b])).

Zanim przystapimy do dowodu, wykazemy pomocny lemat. Najpierw dla dowolnego po-

dzialu P = (xy,...,x,,) przedziatu [a;b] zdefiniujmy Srednice podziatu P oznaczona jako |P|,
wzorem

|P| := IIllaXm({L’j —Tj_1).
Lemat. Jezeli [ : [a;b] — R jest ciggla oraz {P,} jest ciggiem przedzialéow [a;b], dla ktérego

|P.| — 0, toS(fP) S(f,P,) — 0

Dowéd (lematu).
Niech b > a i € > 0. Na mocy jednostajnej ciagtosci f (patrz tw. IV.11) wybierzmy § > 0 taka,
ze jezeli y, z € |a; b] oraz |y — z| < 4, to

€

b—a

|f(y) = f(2)] < (VILS)
Niech N bedzie takie, ze dla n > N zachodzi |P,| < ¢. Ustalmy dowolne n > N. W szcze-
gélnosci wiec (VIL.8) zachodzi dla dowolnych y i z lezacych w przedziale pomiedzy sasiednimi
punktami podziatu P,. Jezeli P, = {zo,...,x,} oraz j € {1,...,m}, to z twierdzenia Weier-
strassa o osigganiu kreséw (tw. IV.10) sup,¢(,, 1i;) f(z ) f(y;) oraz infoce, o) f() = f(25)
dla pewnych y;, z; € [z,;_1,2;], przy czym poniewaz n > N, zatem na mocy powyzszych roz-

wazan
€

b—a

fys) — f(z) <

A zatem mamy

< 8(7. PS8, Pa) = Do)~ (2)) ) < 5 3 (aymty) = - (ba) = €

Jj=1 ]=1

]

Dowéd (twierdzenia VIIL.1).
Rozwazmy jakikolwiek ciag podziatéw {P,} taki, ze |P,| — 0 (np. P, moze by¢ podzialem
na réwne czesci o dtugosci b—) Na mocy definicji catki gérnej i dolnej oraz na mocy (VIL.7)
mamy oczywiscie A

f< f<S(f.P) (VILY)

[a30] [a;]
dla dowolnego n. A stad

0< /W,] f—1{ f<S(f,B)—S(f P,

[a;0]

wiec na mocy lematu oraz twierdzenia o trzech ciggach f[(;b] f= f[;;b] f O

Twierdzenie odwrotne do twierdzenia VII.1 nie jest prawdziwe, tzn. nie kazda funkcja
catkowalna w sensie Riemanna musi by¢ ciagta (patrz np. zad. VIL.5). Jednak mozna wykazaé
twierdzenie, ktore méwi, ze f € R wtw f jest ograniczona i jej zbiér punktéw nieciggtosci
jest ,maty” %) (przypominam takze, ze calkowalnoéé w sensie Riemanna dotyczy wylacznie
funkcji okreslonych na przedziatach domknietych). Przy czym ,maly” jest np. dowolny zbior
skonczony, ale takze dowolny zbior przeliczalny. Udowodnimy teraz przydatne twierdzenie
dotyczace aproksymowania catki z funkcji ciagtej tzw. ,sumami Riemanna”.

105) Sciglej ,maly” to zbiér o mierze Lebesgue’a réwnej 0, ale o tym pojeciu powiemy dopiero w rozdziale X.
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Jezeli P = (xg,...,2,) jest przedzialem [a;b], to sumg Riemanna dla f i P nazywamy
dowolng liczbe, ktéra mozna przedstawi¢ w postaci
> fyi) (s — zm)
j=1
dla pewnych y; € [z;_1;25], 7 =1,...,m.
Twierdzenie VIL.2 (o sumach Riemanna). Jezeli f : [a;b] — R jest ciggla, {P,} jest
ciggiem podziatow [a;b] o Srednicach zbieinych do 0 oraz S, jest pewng sumq Riemanna dla f
i@ P, dla dowolnego n, to Sy — [l f-
Dowdéd.
Na mocy definicji sumy gornej i dolnej dla f i P, mamy oczywiscie

S(f, Pa) < S < S(f, Po). (VIL10)

Jednoczesnie na mocy catkowalnosci f (z twierdzenia VII.1) i z definicji calki oraz calki gérnej
i dolnej (patrz tez (VIL.9)) mamy

S(f, Pn) < < S(f. P.) (VIL11)

[a;b

Z (VIL10) i (VIL11) otrzymujemy | iy f — Su| < S(f, P,) — S(f, P,), skad na mocy lematu

i twierdzenia o trzech ciggach uzyskujemy teze. O]

Uwaga. Twierdzenie powyzsze pozostanie prawdziwe, jesli ciagtosé f zastapimy jej catkowal-
nosciag w sensie Riemanna (dowdd jednak bedzie trudniejszy .. .).

Warto zwréoci¢é uwage, ze twierdzenie VII.2 daje mozliwo$¢ znajdowania przyblizonych
wartosci catek. Niestety, bez zadnych ,gwarancji” dotyczacych wielkosci btedu. Warto tez
wiedzie¢, ze istnieja twierdzenia, ktére podaja oszacowania bledu przy przyblizaniu sumami
Riemanna przy dodatkowych zatozeniach dotyczacych np. regularnosci funkcji.

Catka Riemanna posiada kilka intuicyjnie naturalnych wtasnosci, ktére zostaly zebrane
ponizej. Przyjmijmy jeszcze dla wygody nastepujaca notacje: jezeli f : D — R oraz [a;b] C D

i f|[a?b] € R, to
/ f ::/ f‘[a;b} .
[a;0] [a;0]

Twierdzenie VIL.3 (o wlasnos$ciach calki Riemanna).

1. (liniowosé) Jezeli f,g € R([a;b]), ic€R, toc- f, f+ g€ R([a;b]) oraz
re9=[ f+[ g
/[a;b} ( ) [a;0] [a;0] g

/[a;b} (- f)=e: /[a;b] !

2. (monotonicznosé) Jezeli f,g € R([a;b]) oraz \V/xe[a;b] f(z) < g(z), to

/ /< g
[a;0] [a;b]

3. (addytywnoscé wzgledem przedziatu) Jezeli f € R([a; b)) oraza < ¢ < b, to f g, flien€ RN

oraz
[asc] [e;0] [asb]
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a T b

Rysunek 17

Punkt 2 wynika natychmiast z definicji catki gérnej (lub dolnej) oraz z wlasnosci kreséw.
Pozostate punkty sa moze nie tyle trudne, ale zmudne w dowodzie i dlatego, z koniecznosci,
ich dowod pomijamy ...

Twierdzenie zwane ,,podstawowym twierdzeniem rachunku catkowego” (p.t.r.c.), ktére te-
raz sformutujemy, ma kluczowe znaczenie dla teorii catki Riemanna. Wigze ono bowiem catke
Riemanna z catka oznaczona, a jednoczesnie, dzieki temu zwiazkowi, daje praktyczna mozli-
wos¢ obliczania wielu catek Riemanna, bez koniecznosci postugiwania si¢ definicja, czy ewen-
tualnie twierdzeniem VII.2.

Twierdzenie VIL.4 (p.t.r.c.). Niech [ : [a;0] — R bedzie funkcjq ciggle i zdefiniujmy
F :[a;b] — R wzorem

F(z) = /{m F(t)dt

dla x € [a;b]. Wowczas F jest funkcjq pierwotng funkcji f.

Wnhiosek. Jezeli f : [a;0] — R — ciggla, to [, f(x)dx = IYf(x)de.

Dowé6d (wniosku).

7 twierdzenie VIL4 i z definicji calki oznaczonej mamy [° f(x)dx = F(b) — F(a) = Sy [ —
Jaa) | = Ja) f(2)da. u
Dowéd (twierdzenia VIIL.4).

Niech z, € [a;b) i niech € > 0. Poniewaz f jest ciagla w zg, zatem dobierzemy § takie, ze
b— 19> 0 >0 oraz dla t € [a;b] speliajacych |t — x¢| < 0 zachodzi

f(wo) —e < f(t) < f(xo) +€

Jezeli zatem 0 < h < 4, to dla t € [xo; xo + h] nieréwnosci powyzsze zachodza, wiec na mocy
twierdzenie VII.3 pkt. 2 oraz przyktadu 1 ze strony 98

h(f(z0) — €) < /[%Wh] F(£)dt < h(f (o) + ©). (VIL12)

Z drugiej strony, iloraz réznicowy dla F' mozna na mocy twierdzenia VIIL.3 pkt. 3 zapisac

nastepujaco:
F(zo+h)— F(zy) 1

= — t)dt.
h h [(Eo;ro—l-h] f( )
Zatem dzieki (VII.12), dla 0 < h < § mamy
F(xg+h)— F(x
flxo) —e< (zo })L ( 0)<f(a:o)+e.
Wykazalidmy wiec, ze I (x9) = f(x) i analogicznie dowodzi si¢, ze F' (vo) = f(xo) dla
x € (a;b]. O

Pewna grupa twierdzen dotyczacych catkowania nosi wspolng nazwe ,twierdzenia o warto-
Sci éredniej” (tym razem — dla catek). Zajmiemy sie tu tylko najprostszym z nich. Zaktadamy,
ze b > a.
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Twierdzenie VII.5 (o wartosci Sredniej). Jezeli f : [a;b] — R jest ciggla, to istnieje
c € (a;b) takie, Ze

|, @iz = 50) - (b~ a)
Uwaga. Geometryczny sens tego twierdzenia jest taki, ze dla pewnej wartosci f(c) funkeji f

pole prostokata o podstawie na odcinku [a; b] 1 wysokosci f(¢) pokrywa sie z polem pomiedzy
osig X a wykresem f (patrz rysynek 18).

ON

a c b

Rysunek 18

Dowdéd.
Jesli F' — funkcja z twierdzenia VII.4, to na mocy twierdzenia Lagrange’a o wartosci sredniej
(tw. V.4) oraz na mocy twierdzenia VII.4 mamy

f[a,b]f(m>dx_F(b)_F(a)_l —
= =1

dla pewnego ¢ € (a;b). O

3. Calki niewlasciwe!%)

Catkowanie w sensie Riemanna byto ,z definicji” wykonalne tylko dla funkcji catkowalnych
w sensie Riemanna. A zatem w szczegélnoscei dziedzina catkowanej funkcji musiata by¢ prze-
dzialem domknietym (a wiec, w szczegolnosci, o skonczonej dtugosci), a sama funkcja — ogra-
niczona. Obecnie pokazemy jak mozna rozszerzy¢ pojecie catki tak, by objaé takze niektore
przypadki, gdy powyzsze warunki spetnione nie sa. Postuzy do tego wtasnie pojecie catki nie-
wlasciwej. Sam pomyst jest bardzo prosty i w swojej istocie bardzo przypomina pomyst, ktéry
postuzyl przy definicji sumy szeregu. Niech f : [a;0) — R gdzie b > a, przy czym b = 400
lub b € R. W obu sytuacjach catka Riemanna z f nie jest poprawnie zdefiniowana. Zat6zmy
jednak, ze

Vrctaty [ lame R (VIL13)

Definicja. Jezeli istnieje lim,p— [i,.,) [, to granice t¢ nazywamy catkq niewtasciwg z f (po
przedziale [a; b)) i oznaczamy jg symbolem

/b f(z)dz 107

Mowimy, Ze powyzsza calka (niewlasciwa) jest zbiezna wtw gdy granica ta istnieje i jest
skoriczona 108 .

106) Prosze ich nie myli¢ z nieoznaczonymi. . .
107) A zatem tak jak calke oznaczong, co jednak nie powinno prowadzié¢ do nieporozumien.
108) W wypadku przeciwnym (granica nie istnieje lub jest réwna +oo lub —co) méwimy, ze calka jest rozbiezna.
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0 1 0 ‘ 1 Rysunek 21 Zakreskowane pola
Rysunek 19 Rysunek 20 powierzchni sa rowne

Tradycyjnie, gdy b = +o0o mowi sie o calce niewtasciwej I rodzaju, a gdy b € R — II
rodzaju. Opisana tu sytuacja dotyczy ,niewlasciwosci prawostronnej”, tzn. sytuacji gdy f nie
jest okre$lona w punkcie b — prawym koncu dziedziny. Caltkiem analogicznie postepuje sie w
przypadku ,niewtasciwosci lewostronnej”, tzn. gdy f : (b;a] — R (nalezy wéwezas zastapié
b—" przez b+, [a;r]” przez [r;al”, ,,ff” przez [, oraz ,a;b)” przez ,(b;a]”).

Uwagi.

1. Jezeli b € R i f przedluza sie do funkcji f : [a;b] — R takiej, ze f e R, to latwo
sprawdzi¢ (zad. VIL13), ze [” f(x)dz jest zbiezna, a przy tym [° f(z)dx = Jiay f(x)dz.
Z tego (i nie tylko tego) wzgledu lepszym moze oznaczeniem na catke nieoznaczona
bytoby ,, f[a;b) f(x)dx”, jednak pozostaniemy przy oznaczeniu tradycyjnym.

2. Mozna tez zdefiniowa¢ pojecie calek niewtasciwych ,mieszanych”, stuzacych obliczaniu
scatki” z funkcji okreslonych na przedziatach obustronnie otwartych, albo — co gorsza
— przedziatéw pozbawionych pewnych punktéw (skonczonej liczby). Tu tej definicji nie
podamy (patrz jednak zad. VII.14).

Przyktady. Przy uzyciu wniosku z p.t.r.c. (tw. VIL.4) bez trudu wyliczamy, ze

1 Jy x%dm (,lewostronnie niewtasciwa”) jest dla a > 0 zbiezna wtw o < 1 oraz wowczas
rowna jest —— (patrz rys. 19)

2. [{>° Ldx (,prawostronnie niewlasciwa”) jest dla a > 0 zbiezna wtw a > 1 oraz wow-
czas réwna jest — (patrz rys. 20).

3. fEOO e’dr = —fol In(x)d = 1. Pierwsza z réwnosci jest intuicyjnie jasna ze wzgledu na
symetrie wykreséw obu rozwazanych funkcji (patrz rys. 21).

Teoria catek niewtasciwych posiada wiele analogii do teorii szeregéw (czego mozna bylo sie
spodziewaé juz na podstawie samej definicji). Zilustrujemy to przy pomocy dwéch kryteriéw
zbieznosci catek niewtasciwych.

Kryterium 1 (poréwnawcze). Zaldézimy, ze fi, fo : [a;b) — R i obie funkcje spelniajg
warunek VIIL.13. Jesli dla dowolnego x € [a;b)

0 < filz) < fa(2),

oraz [P fo(x)dx jest zbieina, to [P fi(x) tei jest zbieina.
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Dowéd.

Niech Fj(r) := [, [i(z)dz dla 7 € [a;b), j = 1,2. Na mocy twierdzenia VIL3 funkcje F i Fy

sa rosnace oraz Fj(r) < Fy(r) dla dowolnego r. Zatem teza wynika natychmiast z twierdzenia

o granicach jednostronnych funkcji monotonicznych (tw. IV.7) i z twierdzenia o zachowaniu

nieréwnosci przy przejsciu granicznym (tw. IV.5). ]
Drugie kryterium dotyczy jedynie catek niewtasciwych I-go rodzaju.

Kryterium 2 (Dirichleta). Jezeli f, g : [a; +00) — R oraz

1. f spetnia (VII.13) (2 b= 400) i istnieje M € R takie, Ze

[, o

3

\v/re[a;+oo) < M7

2. g jest malejgca i lim,—oog(x) =0,

to [ f(z)g(x)dx jest zbieina. B.D.

Oczywiscie analogiczne twierdzenia zachodza takze dla catek ,lewostronnie niewtasciwych”.
Przyktady zastosowan powyzszych kryteriow do badania zbieznosci konkretnych catek niewta-
Sciwych pozostawiamy na ¢wiczenia (patrz — zadania do tego rozdziatu).
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Zadania do Rozdzialu VII

YV 1. Oblicz ponizsze calki oznaczone i nieoznaczone. W punktach b), d), ), g) przy stosowa-
niu twierdzenia o catkowaniu przez podstawienie przedstaw ,dwa’” rozwigzania: jedno z

uzyciem nieformalnego chwytu ,dy = @ dz” i drugie — catkowicie formalne i $ciste
(ze szczegblowym wypisaniem postaci funkCJl do ktorych stosowane jest twierdzenie o
c.p.p.).

(a) [2¥Inxdr, x>0

(b) Jtgadr, v #kn+ 5 (k€Z)
(c
(d

JLO00 (2241 g

23T + 2idx

e fo arctg rdx

(
(f f1+3dx r# -1

(g f1+x2ax€R
(h f1+2+4dx,xER

(i dt

)
)
) J
)
)
)
)
)
) Jo 62f+e +1
() flmsx’ z € (—mm)
(k) fye sm(33)ds
()
)
)
)
)
)
) J
)
)
) J
) J.

dzx (Uwaga: wynik musi by¢ >0 ...)

5 3cosm

(

1dx x>0

B

(n) J¥ ln xdm

(o) [|z|dx, x € R
(p fO zi‘rldl‘

(q) Jo sinze*dx

r 72+3dy7y>3

t 2 cos? zdx

(
(s fo sin? zdx
( f

u) [1) sin(2®)dx

9t1

(w) f1 iidx
(x) fo ards (Wskazowka: podstaw ,y = s27).

v

(
(

V' 2.1 Dla f: [a;b] — R okreslamy:

(a) dlugo$é wykresu f, o ile f jest klasy C', wzorem

[ G

109) przynajmniej po jednym na kazdy z trzech wzoréw
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Y 10.

(b) pole powierzchni obrotowej powstalej przez obrét wykresu f (zawartego w plasz-
czyznie XY') wokot osi X w przestrzeni XY Z, o ile f jest klasy C', wzorem

27?/ flx)y/1+( f’( ))?dz;

(c) objetosé bryly obrotowej ograniczonej powyzsza powierzchnia obrotowa i plaszczy-
znami ,x =a”, ,x =b", oile f jest ciggta, wzorem

b
m [ (f@)?da.
W oparciu o powyzsze wzory oblicz:
(a
(b
(
(

) dtugosé okregu o promieniu 7,
)
)
d) objetosé walca obrotowego o promieniu podstawy r i wysokosci h,
)
)
)

objetos¢ kuli o promieniu r,
¢) pole powierzchni sfery o promieniu 7,

e) pole powierzchni bocznej walca obrotowego o promieniu podstawy r i wysokosci h,

(
(t
(g

objetos¢ stozka obrotowego o promieniu podstawy r i wysokosci h,

pole powierzchni bocznej stozka obrotowego o promieniu podstawy r i wysokosci h.

. Niech I,,(z) = [y mdt dla n € N. ZnajdZz wzoér rekurencyjny na funkcje I, (nie

wymajajacy uzycia calek).

Wyprowadz wzory zwigzane z podstawieniem trygonometrycznym .t = tg(3)” podane
na wyktadzie (strona 96).

. Wykaz, ze funkcja x : [—1;1] — R zadana wzorem

()_ Odla —1<2<0
X =Y 1dlao<z<1

jest catkowalna w sensie Riemanna (cho¢ nie jest ciagta ...).

. Zmnajdz granice ciggéw zadanych ponizszymi wzorami, wykorzystujac twierdzenie o su-

mach Riemanna (twierdzenie VII.2).
(a) marr Tie 1ka, dla o > 0,
(b> Zk n+1 k

. Niech f: I — R, gdzie I — przedzial oraz f posiada funkcje pierwotna. Wykaz, ze dla

dowolnych a, b, ¢ € I zachodzi [° f(x)dx + [° f(x)dx = [ f(x)dx

Wykaz, ze jezeli f,g € C([a;b]), b > a oraz f(z) < g(z) przy dowolnym z € (a;b), to

Jia) F(@)dz < Jigy 9(z)dz.
Znajdz lim, 4o [T Sln””d

Wykaz, ze jezeli f,, f € R([a;b]) oraz f, = f, to

Jom | f.

[a;b] [a;b]
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V11

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Y 1s.

Zbadaj zbieznos¢ ponizszych catek niewtasciwych:

5 ta?
(b) Jo ﬁdm
(¢) 5> fda
(d) [0 Zirda

Oblicz [, z"e~*dx dla kazdego n € Ny.

Wykaz, ze jezeli f : [a;b] — Ri f € R oraz f = f|[a;b) to [? f(x)dz jest zbiezna oraz
rowna sie [, f(z)dz.

Zdefiniujemy catke niewtasciwa mieszang dla f : (a,b) — R (a,b € R, a < b). Zakta-
damy, ze dla dowolnych ', b takich, ze a < o' < ¥ < b zachodzi f |z€ R. Niech

€ (a;b). Mowimy, ze [° f(x)dz istnicje wtw istniejg [© f(z)dz oraz [ f(x)dz oraz ich
suma jest okreslona. W tej sytuacji f;’ f(z)dz okreslamy jako powyzsza sume. Wykaz,
ze definicja ta (istnienie i warto$¢ catki) nie zalezy od wyboru ¢ € (a,b).

Zbadaj zbieznos¢ (tzn. istnienie i skoficzonos$¢) catki niewtasciwej mieszanej (patrz zad.
VIL.14):

(a) [ = 1@ ~dx, w zaleznosci od a,a € R
(b) [ de w zaleznosci od a, € R

(¢) JT =22 dz, w zaleznoéci od o € R.
ac2 (m—z)e
Zaproponuj sformutowanie ,kryterium asymptotycznego dla catek niewtasciwych” wzo-
rujac sie na sytuacji znanej z teorii szeregéw. Udowodnij tak sformutowane kryterium.

Udowodnij nastepujace ,kryterium catkowe zbieznosci szeregéw”: Jezeli f : [ng; +00) —
[0; +00) jest malejgca i ciggla, to ntoo f(z)dx jest zbiezna wtw 32 f(n) jest zbieziny.

n=ngo

10) Wykorzystaj powyzsze kryterium jako alternatywng metode badania zbieznoéci sze-

Avire SO0 1
regéw: >0 - oraz Y2 W dla a > 0.

110) Przynajmniej jeden z dwéch przyktadéw.
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VIII Cigglosé funkcji wielu zmiennych.
Przestrzenie metryczne

[okoto 2 wyktadéw]

1. Przestrzenie metryczne

Gdy wprowadzaliémy we wczesniejszych rozdziatach pojecie granicy ciagu liczbowego oraz
zwigzane z tym pojecia takie jak granica funkcji, czy cigglosé, widoczne byto, ze zasadnicza
role umozliwiajaca sformutowanie i zrozumienie tych poje¢ pemlito tu co$ co nazywalidmy
odlegloscig pomiedzy liczbami, majaca dla liczb x i y warto$é¢ réwna

|z —yl.

Wydaje sie wiec, ze mogliby$Smy bez wiekszych trudnosci uogé6lni¢ powyzsze pojecia na przy-
padki ciggdéw o wyrazach z innych zbiorow niz tylko R lub funkcji dziatajacych pomiedzy takimi
zbiorami, o ile potrafilibySmy w jaki$ sposéb mierzy¢ odlegtos¢ pomiedzy ich elementami.

Zacznijmy zatem od problemu mierzenia odlegltosci. I tak jak to sie typowo czyni w ma-
tematyce, podejdziemy do tego w sposéb abstrakcyjny. Tzn. nie bedziemy na razie rozwazac
konkretnych zbioréw i sposobéw mierzenia w nich odlegtosci, lecz zatozymy, ze mamy pewien
zbior X oraz funkcje

p:X xX —[0;+00)

majaca pemié¢ role odlegtosci (tzn. dla x,y € X odleglos¢ pomiedzy = a y ma by¢ rowna
p(x,y)) i sformutujemy minimalne warunki jakie funkcja ta powinna spelniaé, aby sie mogta
do celu takiego nadawac¢. Taka abstrakcyjna matematyczna odlegtosé nosi nazwe metryki.

Definicja. p jest metrykg wtw

1. (niezdegenerowanie) \v/a:,yEX (p(z,y) =0 wtw = = y);

2. (symetria) Voyex ple,y) = p(y,2);
3. (nieréwnos¢ tréjkqta) Vm,y,zex p(z,z) < p(z,y) + p(y, 2)

Gdy p jest metryka, to pare (X, p) nazywamy przestrzenia metryczng (czasem moéwimy
tak tez na sam zbiér X, gdy jasne jest jaka metryka w X zostata wybrana).

Mimo, iz takie abstrakcyjne pojecie odlegto$ci dopuszcza rozmaite ,dziwne” przyktady, nie
zanadto zgodne z przyzwyczajeniami niektérych oséb do tego, co potocznie odlegloscig bywa
nazywane, okazuje sie, ze powyzsza definicja zawiera akurat te warunki, ktore wystarczaja do
sensownego uogolnienia wspomnianych przez nas wczesniej poje¢. Tymi uogolnieniami zajmie-
my sie w dalszych podrozdziatach, teraz natomiast przyjrzyjmy sie kilku przyktadom.
Przyktad 1 (metryka euklidesowa w RY). Najwazniejszy dla nas w tym semestrze przy-
ktad metryki to standardowo stosowana, znana Panstwu ze szkoty, metryka euklidesowa w R?
(znana przynajmniej dla d = 2 i 3). Dla z,y € RY zadana jest ona wzorem

|=

d

ple,y) = (Z(ka - ykf) 2 (VIIL1)

k=1
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gdzie v = (21,...,24), v = (Y1,...,yq) 'V W szczegdlnosci dla d = 1 otrzymujemy tu
wspomniang wezesniej odlegtosé p(z,y) = |z — y|.

Taka odlegto$¢ jest nam ,najblizsza”, bo wzoér (VIIL.1) opisuje zgodnie z twierdzeniem
Pitagorasa (uzytym d — 1 razy) po prostu ,zwykla” (tzn. wlasnie euklidesows ...) dlugosé
odcinka taczacego x i y. Inaczej méwigc zachodzi

p(x,y) = [z —yl,

gdzie || || jest normq euklidesowa w R (oznaczong na GAL-u jako || ||2) zadana wzorem

o = (Z a:) VIIL2)

I choé, jak Panstwo wiecie, jest wiele réznych norm zadanych w R?, w przypadku R? ten symbol
| || bedzie na naszym wykladzie z Analizy Matematycznej na og6l oznaczal wlasnie norme
euklidesowa (niezaleznie od wartosci d). Pozostaje nam zatem sprawdzié, ze p tu zdefiniowane
jest metryka. Warunki 1) i 2) definicji sa w tym przypadku oczywiste. Pozostaje do sprawdzenia
3). Ale na mocy wykazanej na GAL-u nieréwnosci trojkata dla normy euklidesowe;

plr,z) =z —z|| = lv —y+y—z|| <|lz =yl + ly — 2[| = p(x,y) + p(y, 2)

czyli 3) zachodzi. A zatem (R?, p) jest przestrzenia metryczng. Warto tez wspomnieé, ze gdy
rozwazamy nie caly zbiér R?, ale dowolny D C R? i rozwazymy p := p |pxp, to p bedzie
oczywiscie metryka w D (méwimy wtedy, ze (D, p) jest podprzestrzeniag metryczna przestrzeni
metrycznej (R, p)) 12
Przyklad 2 (metryka indukowana przez norme). Sytuacje opisana w przykladzie 1
mozna uogblni¢ na dowolna przestrzeri unormowang (X, || ||), tzn. przestrzen liniowg X (nad
K = R lub C) z zadana norma || |. Przypominam (znéw z GAL-u) — funkcja || || : X —
[0; +00) ¥ jest normg wtw

i) (niezdegenerowanie) V,ex ([|z]| =0 = z = 0),

ii) (jednorodnos¢) Vex Viex IAx]| = |\ - [|z]],

iii) (nieréwnosé trojkata) Vo yex ||z 4yl < |zl + [|y]l.

A zatem mozemy okresli¢ p : X x X — [0; +00) wzorem

p(z,y) = [lz =yl (VIIL3)

i p tak zadane bedzie metryka w X: warunek 1) wynika z i), warunek 2) z ii) (dla A = —1) a
warunek 3) z iii) (tak jak w przyktadzie 1).

Np. gdy rozwazymy R? z norma || ||; zadang wzorem ||z||; = |z1| + |22| to otrzymamy
tzw. metryke miejskq, ktorej nazwa bierze sie stad, ze odlegto$¢ ,w niej” liczona odpowiada

111) Uwaga! Jak widaé stosujemy tu nieco inng notacje od tej stosowanej w semestrze zimowym na wykladzie
z GAL-u. R? nie oznacza teraz zbioru macierzy o 1 kolumnie i d-wierszach lecz po prostu iloczyn kartezjanski
R xR x --- xR, tj. d-,egzemplarzy” zbioru R. Elementy R? oznaczamy tu jedna litera (bez strzatki nad nia) i
na ogét dla x € R? oraz j € {1,...,d} symbol x; oznacza j-ta wspoélrzedng x. R? bedziemy tez traktowaé jako
przestrzen liniowa (nad R, z naturalnymi dzialaniami ,,po wspélrzednych”) i jej elementy beda wektorami, co
nie zmieni sposobu naszej notacji.

112) Analogicznie konstrukcje metryki ograniczonej do podzbioru zbioru X mozna oczywiscie przeprowadzié
dla kazdej przestrzeni metrycznej (X, p).

113) Czasami stowa ,norma” (nad)uzywa si¢ takze w odniesieniu do funkcji, ktére moga osiagnaé¢ warto$é +oc.
Tak byto np. w rozdziale VII gdy okreslaliémy norme funkcji — dla funkcji f nieograniczonej zachodzito
I/l = +o0. Przy takim rozszerzeniu pojecia normy podane tu warunki definicji wymagaja jednak pewnej
modyfikacji (warunek 2)).
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Rysunek 22 Metryka miejska Rysunek 23 Metryka kolejowa

najkrotszej drodze pomiedzy punktami, ktora trzeba przebyé poruszajac sie wytacznie wzdtuz
jednego z kierunkow prostopadlych osi wspolrzednych (patrz rys. 22), co odpowiada sieci ulic
w idealnym” miescie.

Inny przyktad metryki indukowanej przez norme, to metryka zadana wzorem (VIII.3) przez
norme¢ ,supremum” z rozdzialu VIII rozwazana w przestrzeni [*°(S) zlozonej ze wszystkich
funkcji f ograniczonych, f: S — R (ew. C), gdzie S jest pewnym ustalonym zbiorem.

Istnieja tez inne metryki, czasem dosé ,dziwne”, ktore nie pochodzg od zadanej normy.

Przyktad 3 (metryka kolejowa). Rozwazmy ptaszczyzne R? i ustalony jej punkt w— wezel
kolejowy”. Odlegtos¢ pomiedzy x a y liczona jest nastepujaco: jezeli oba punkty leza na tej
samej polprostej o poczatku w punkcie w, to p(x,y) jest dtugoscia (,euklidesowa”) odcinka
xy, w przeciwnym przypadku p(x,y) jest suma dlugosci odcinkéw zw i wy. Odpowiada to
oczywiscie drodze przebywanej przy uzyciu ,idealnej” promienistej sieci kolejowej z punktem
weztowym w. Sprawdzenie, ze jest to metryka pozostawiam Panstwu (patrz zad. VIIL.1).

Przyklad 4 (metryka dyskretna). Niech X bedzie dowolnym zbiorem. Metryke dyskretna
w X okreslamy wzorem

_ )1 gdya#y
p(%y)—{o ody  — .

[ tu dowdd, ze mamy do czynienia z metryka pozostaje dla Panstwa (patrz zadanie VIII.2).

2. Zbiory otwarte i domkniete. Zbieznos¢ ciggéw

Wprowadzone przez nas pojecie metryki pozwala na wyrdznienie dwoch podstawowych typow
zbioréw — zbioréw otwartych i domknietych. Niech p bedzie metryka w zbiorze X. Wzorujac
si¢ na geometrycznej terminoligii zaczerpnigtej z R3 okreslamy najpierw kule (otwarta) o
srodku a € X i promieniem r > 0 w X wzorem:

K(a,r):={z € X : pla,z) <r}

Definicja. Zbior U C X jest otwarty (w X) wtw ver E|r>0 K(x,r) C U. Zbior FF C X
jest domkniety (w X ) wtw X \ F jest otwarty.

Podkreslmy od razu, ze nie kazdy zbiér musi by¢ otwarty lub domkniety oraz ze otwar-
to$¢ i domknieto$é nie wykluczaja sie wzajemnie. Np. X oraz () s zaréwno otwarte jak i
domkniete. Pojecie metryki pozwala tez méwi¢ o ograniczonosci zbiorow. Mianowicie B C X
jest ograniczony wtw gdy jest zawarty w pewnej kuli, tzn.

3aEX,rE[O;Jroo) B C K(&, T)

W przypadku znanej nam dobrze przestrzeni metrycznej R zbiorami otwartymi sa np. wszyst-
kie przedziaty otwarte, a domknietymi wszystkie przedzialy domkniete, choé istnieje wiele
roznych zbiorow otwartych, czy domknietych nie bedacych przedziatami. Przedziaty ,otwarto-
domkniete” nie sa (wbhrew nazwie) ani otwarte, ani domkniete. Kazda kula (otwarta) jest w

110 [VIIL3]



przestrzeni metrycznej zbiorem otwartym (patrz zad. VIIL.3). W skrajnie ,dziwnej” przestrzeni
dyskretnej kazdy podzbidr jest jednoczesnie otwarty i domkniety (patrz zad. VIIL.2). W kazdej
przestrzeni metrycznej zbiér jednopunktowy jest domkniety (patrz zad. VIIL.3). Na szczescie
w bliskiej naszym sercom przestrzeni euklidesowej R? sytuacja jest catkiem odmienna.
Fakt VIIL.1. Jedynymi podzbiorami R?, ktére sq jednoczesnie otwarte i domkniete "' sq ()
i R4 115)

Obie klasy — zbior6w otwartych i domknietych maja wazne algebraiczne (w znaczeniu
dziatan na zbiorach) wlasnosci.

Fakt VIIL.2. Suma dowolnej rodziny i przeciecie skonczonej rodziny zbiorow otwartych jest
zbiorem otwartym. Suma skonczonej rodziny i przeciecie dowolnej rodziny zbiorow domknietych
jest zbiorem domknietym.

Dowdéd.
Niech U; C X, U; — otwarte dla dowolnego i € I, gdzie I — pewien zbiér indeksoéw. A zatem
gdy x € Ui U;, to x € Uy, dla pewnego i, € I, wiec K(x,r) C Uy, C U U; dla pewnego
r >0 — stad U;e;U; — otwarty.

Gdy = € Nie U, to dla wszystkich ¢ € I mamy: x € U;, a zatem K (x,r;) C U; dla pewnego
r; > 0. Skoro I — skonczony, to r := min{r; : ¢ € I} jest jednym z r; dla i € I, zatem r > 0.
Jednoczes$nie K(z,r) C K(x,r;) C U; dla dowolnego i, skad K(z,r) C NieU;, co dowodzi
otwartosci zbioru N U;. Teza dla zbiorow domknietych wynika teraz natychmiast ze wzorow
de Morgana. O]

W szczegdlnosci zatem dowolny zbiér skoniczony jest domkniety (w kazdej przestrzeni me-
trycznej) jako skonczona suma zbioréw jednopunktowych.

Warto jeszcze wspomnieé, ze w matematyce rozwaza sie takze bardziej ogélne pojecie niz
pojecie przestrzeni metrycznej, mianowicie przestrzenie topologiczne. Tam pojeciem ,pierwot-
nym” jest wlasnie rodzina zbioréw otwartych (zwana topologia).

Tak jak juz zapowiadaliSmy w przestrzeniach metrycznych mozna zdefiniowaé pojecie gra-
nicy ciggu:

Definicja. Cigg {zp}n>n, elementow X jest zbiezny do g € X wtw

Ve>0 E|N>n0 vn>N p(Tn, g) < e

Jak wiec widaé¢ uogodlnienie tego pojecia z przypadku ciggdéw liczbowych polega po prostu na
zastapieniu napisu |z, — ¢g|” napisem ,p(z,,g)”. Podobnie jak byto to dla ciagdéw liczbowych
bedziemy uzywali wymiennie symboli x, — ¢ oraz lim, . .z, = g i g bedziemy nazywali
granicg ciagu {x, }n>n,. Podkredlmy, ze rozwazamy tu tylko g € X, nie mamy bowiem ogdlnie
rzecz biorac zadnych odpowiednikow +oo i —oo. Tak jak wczedniej, ciag zbieiny oznacza
zbiezny do pewnego g € X. Latwo zauwazy¢, ze zachodzi

Ty, — g wtw p(x,,g)—0 (VIIL.4)

Powyzszy fakt pozwala wiec sprowadzi¢ badanie zbieznosci w przestrzeni metrycznej X do
badania zbieznosci zwyktego ciagu liczbowego {p(zn,g)} (o ile wiemy, jaka miataby by¢
ewent. granica g). Jednak w najwazniejszym dla nas przypadku — przestrzeni euklideso-
wej sprawa jest jeszcze prostsza. UmoOwmy sie najpierw co do notacji: gdy rozwazamy ciag
{Zp}nsn, 0 wyrazach w R? to (x,); bedzie oznaczaé j-ta wspolrzedna punktu z,, czyli
Tpn = ((QTn)l, ceey ($n)d)

14) W sensie metryki euklidesowej — taki wybér uznajemy za umowny w tym i dalszych rozdziatach i nie
bedziemy o tym przypominaé. Wszelkie odstepstwa od tej umowy beda wyraznie zaznaczane.
115) Przestrzenie metryczne o tej wlasnoéci jak ta opisana w fakcie VIIL1 dla R% nosza nazwe spdjnych.
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Fakt VIIL.3. Zbieinosé w RY jest zbieinoscig ,po wspétrzednych”, tmn. x, — ¢ wtw dla
kazdego 3 = 1,...,d zachodzi

(xn)j — gj-
Dowad.
Mamy ||z, — ¢|| > |(z,,); — g;| > 0 wigc =" wynika z twierdzenie o 3 ciagach i z (VIIL.4). Z
drugiej strony (VIIL.4) daje tez <", gdyz ||z, — g|| = ( ;l:l((a:n)j — gj)Q)%. O
Przyktad.

(711’ V2, /n) — (0,1,1).

Po tych wstepnych rozwazaniach warto chyba zadaé¢ nastepujace pytanie zwigzane z defi-
nicja zbieznosci:

Po co zakladalismy, ze metryka p musi spelniaé az tyle warunkow, skoro przy
definicji zbieznosci nie odegraty one zZadnej roli?

Otoz przy samej definicji moze nie odegraly, ale aby ta definicja speilniata nasze naturalne
oczekiwania granicy ciggu (o ile istnieje) powinna by¢ wyznaczona jednoznacznie.

Fakt VIIL.4. Cigg zbieiny w przestrzeni metrycznej ma tylko jedng granice.

Dowdéd.
Zatézmy, ze x, — g ix, — ¢'. Zatem na mocy warunkéw 2) i 3) definicji metryki oraz (VII1.4)
mamy

0<p(9.9") < plg,n) + p(xn, g') = p(wn, 9) + p(2n, g') — 0

skad p(g,¢') = 0 na mocy twierdzenia o trzech ciagach. Czyli dzieki warunkowi 1) definicji
metryki g = ¢'. m

Zauwazmy, ze w powyzszym dowodzie zostaly uzyte wszystkie trzy warunki z definicji
metryki!

Okazuje sie, ze pojecie zbieznosci ciagéw moze postuzyé¢ do sformutowania tzw. ,ciggo-
wej definicji” domknietosci zbioru — odzwierciedlajacej chyba lepiej niz definicja pierwotna
zwiazek z nazwa ,domkniety”.

Fakt VIIL.5. Zbior ' C X jest domkniety wtw dla dowolnego ciggu {xp}n>n, 0 wyrazach w
F jezelix, —x € X, tox € F. B.D.

Dowdd tego faktu pozostawiam jako zadanie dla Panstwa (zad. VIIL.9).

Przyjete przez nas bardzo ogdélne warunki z definicji metryki pozwolity co prawda wykazaé
jednoznacznos¢ granicy, ale nie pozwalajg ogodlnie uzyska¢ bardzo wielu analogow twierdzen
znanych nam z teorii ciggéow liczbowych. Na szczescie jednak spora ich czesé jest prawdziwa

w przestrzeniach euklidesowych RY. Oto dwa z nich.

116) o R posiada

Twierdzenie VIIL.1 (Bolzano-Weiestrassa). Kazdy cigg ograniczony
podcigg zbieziny.

Dowéd.

Jezeli {xy, }n>n, jest ograniczony, to oczywiscie kazdy z ciagow {(zy);}nzn, dlaj =1,...,d jest
takze ograniczony. Dzieki tw. Bolzano-Weiestrassa dla ciagéw liczbowych znajdziemy zatem
taki $cisle rosnacy ciag indeksow {k(M}, ze (xk;”)l — g1 dla pewnego g; € R. Znalezlismy wigc
podciag ciagu {x,}, ktory jest ,zbiezny na pierwszej wspdlrzednej”. Mozemy wiec postapié
analogicznie, wybierajac podciag tego znalezionego juz podciggu ,zbiezny na drugiej wspot-
rzednej” ') i nie stracimy przy tym zbieznoéci na wspétrzednej 1-szej. Jednoczesnie podciag

116) Ciag o wyrazach w przestrzeni metrycznej jest ograniczony wtw zbiér jego wyrazéw jest ograniczony.
17) Pogostawiam Stuchaczom / Czytelnikom sformulowanie pojecia ,zbieznosci na j-tej wspétrzednej”.
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podciagu jest tez podciagiem, zatem kontynuujac to postepowanie, po d-krokach uzyskamy
podciag zbiezny na kazdej wspotrzednej, a wiec zbiezny na mocy faktu VIIL.3. [

Z drugiej strony, w dowolnej przestrzeni metrycznej ciag zbiezny musi by¢ ograniczony
(patrz zad. VIIL.7).

Twierdzenie VIIL.2 (o zupelnosci). Cigg {z, tnsn, 0 wyrazach w R? jest zbieiny wtw

\V/e>0 E|N>n0 \V/m,,@N (T, ) < € 118)

Dowod pominiemy, gdyz jest on niemal identyczny z dowodem tego twierdzenia dla przy-
padku skalarnego (tw. I1.7). Warto tylko zauwazy¢, ze prostsza implikacja, tj. ,=" zachodzi
nie tylko w R?, ale w dowolnej przestrzeni metryczne;j.

Zdefiniujemy jeszcze tzw. zbiory zwarte. W przypadku podzbioréw R? zbiér jest zwarty
wtw jest domkniety i ograniczony. Ogodlnie definicja jest inna (patrz przypis nizej). Z faktu
VIIL5 i twierdzenia VIII.1 otrzymujemy nastepujacy wynik.

Whiosek. Jezeli K C R? jest zwarty, to kazdy cigg o wyrazach w K posiada podcigg zbieiny
do granicy z K 19

Co wiecej nie trudno réowniez wykazaé implikacje przeciwna (patrz zad. VIIL.10).

Przyktadem zbioru zwartego jest wiec kazdy przedzial domkniety w R. Zbiorami, ktore
mozna uznaé za wielowymiarowe analogi przedziatow domknietych sa ,kostki domkniete”,
czyli {x € R? : \V/jzl,_.’d a; < x; < bj}, gdzie ay,...,aq4,b1...,bs € R oraz ,kule domkniete”,
czyli {zx € R?: |la — z|| < r}, gdzie a € RY, r € [0;4+00). Jedne i drugie sa zbiorami zwartymi.

3. Granica i cigglosé funkcji wielu zmiennych

Obecnie zajmiemy sie gléwnie granica i cigglodcig funkeji okreslonych w D C R¥ o wartogciach
w R!. Poniewaz jednak zaréwno definicje, jak i czes¢ wynikéw dajg sie sformutowaé ogélnie —
dla przestrzeni metrycznych, zatem zalézmy, ze mamy dwie przestrzenie metryczne (X, px),
(Y, py), podzbior D C X oraz funkcje f : D — Y. Ponizsza definicja jest przeniesieniem
znanych Panstwu definicji z rodziatu IV. Jest to wiec zarazam uogdlnienie jak i przypomnienie.

Definicja.

e Punkta € X jest punktem skupienia zbioru D (przypominam skrét ,p. s.”) wtw istnieje
ciqg {Tn}nsn, elementow zbioru D\ {a} taki, ze x, — a.

e Niecha — p. s. D oraz niech g € Y. Wéwczas lim,_., f(x) = g, czyli g jest granicq f
w punkcie a wtw dla dowolnego ciggu {x,}n>n, elementow D\ {a} takiego, Ze x, — a
(w sensie px ) zachodzi f(x,) — g (w sensie py ).

e Niech a € D. Funkcja f jest ciqgta w (punkcie) a wtw dla dowolnego ciggu {xy, tn>n,
elementéw D takiego, ze x, —a 1200 zachodzi f(xy,) — f(a).
X Y

e Funkcja f jest ciggla wtw jest ciggla w kazdym a € D.

118) Jak nietrudno sie domysli¢ warunek ten stanowi definicje ciggu Cauchy’ego w dowolnej przestrzeni me-
trycznej. Jednoczeénie te przestrzenie metryczne, w ktérych zbieznosé jest réwnowazna warunkowi Cauchy’ego,
tak jak w tw. VIII.2, nazywane sa przestrzeniami zupelnymi.

119) Teza tego wyniku stanowi jednoczesnie definicje zwartosci w przypadku ogélnym.

120) Zamiast pisaé, ze chodzi o zbieznosé w sensie metryki p, w przypadku gdyby mogla powstaé¢ ewentualnie
niejasno$¢ o jaka chodzi metryke, bedziemy czasem pisaé ,,7” zamiast samej strzatki ,—”.
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Podane tu definicje granicy i cigglosci w punkcie to tzw. wersje Heinego. Podobnie jak dla
przypadku skalarnego rownowazne im sg odpowiednie wersje Cauchy’ego. Np. dla ciaglosci w
punkcie a ma ona postac:

Veso iso Veen (px(z,a) <6 = py(f(z), fa)) <e).
Roéwniez zwiazek ciaglosci z granicg jest analogiczny jak w przypadku skalarnym, tzn. gdy
a € Diajest p.s. D, to f jest ciggla wa wtw
lim f(2) = f(a)

r—a

W przypadku funkcji okreslonych na podzbiorach RY mozna oprécz ,zwyklej” (zdefiniowanej
w tym podrozdziale) granicy funkcji rozwazaé takze tzw. granice iterowane. Np. dla funkcji
dwdéch zmiennych beda to granice nastepujace

lim lm f(xy,20) oraz lim lim f(z1,29)

Tr2—az2 r1—ai T1—a1 £2—a2

(o ile maja one sens i istnieja). Nalezy tu podkresli¢, ze zwiazki pomiedzy istnieniem (tez
wartoscia) dla poszczegdlnych granic iterowanych oraz dla ,zwyklej” granicy f w a = (ay, as)
sa bardzo luzne — patrz zadania VIIIL.13 i VIII.14.

Oczywiscie funkcje state sa zawsze ciagte. W przypadku funkcji wielu zmiennych wazny
przyktad funkeji ciaglych to funkcje ,wspdtrzedne”, tzn. x; : RY — R dla j = 1,...,d zadane
dla x € R? wzorem

xj(2) = x;
(ich ciagtosé wynika np. z faktu VIIL.3 str. 112).

Oczywiste jest tez, ze obciecie funkeji ciagtej do podzbioru jej dziedziny jest funkcja ciagta.

Aby méc w praktyce sprawdzaé ciggtos¢ rozmaitych funkcji, z ktérymi bedziemy mieli do
czynienia, bez koniecznosci kazdorazowego odwotywania sie do definicji cigglo$ci, wygodnie
bedzie nam uzywac ponizszych dwoch faktow. Pierwszy z nich dotyczy funkcji pomiedzy do-
wolnymi przestrzeniami metrycznymi i jest natychmiastowa konsekwencja definicji (Heinego).

Fakt VIII.1. Zlozenie funkcji cigglych jest funkcjq cigglq.

Zanim sformutujemy kolejny wynik przyjmijmy nastepujace oznaczenie dotyczace funkcji
o wartosciach w R%. Jezeli f: X — R? to dla j = 1,...,d przez f; bedziemy oznaczaé ,j-ta
funkcje wspohrzedna” funkeji f, tj. funkcje z X w R zadang dla x € X wzorem

fi(z) = (f(2));,

a zatem f(z) = (file), .., fa(®)).
Fakt VIII.2.
(i) Funkcja f: X — R? jest ciggla wtw dla kaidego j = 1,...,d funkcja f; jest ciggla.

(ii) Suma, réznica, iloczyn, iloraz'*") funkcji cigglych o wartosciach rzeczywistych jest funkcig

ciggla.

Dowéd.

Czes¢ (1) wynika natychmiast z faktu VIIL.3 str. 112, a czes¢ (ii) z twierdzenia o rachunkowych
wlasnosciach granicy (dla ciagéw liczbowych — tw. I1.1). n

Przyktad. Funkcja f : R® — R? zadana wzorem
f(ff) = (1‘11‘2 + x3, (|x1| + 1>(x2—a}3))

jest ciagta. Mamy bowiem f; = x; - X9 + X3, fo = expo((xs —x3) - (goxy)), gdzie g : R — R
zadana jest wzorem g(t) = In(|t|+1), czyli ciagtos¢ f wynika z faktu 1 i faktu 2 oraz z ciagtosci
funkcji exp, ¢ i x;.

121) Oczywiscie przy zalozeniu, ze iloraz ten ma sens, tzn., ze nie wystepuje ,dzielenie przez 0”.
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Okazuje sie, ze ciaglosé jest bardzo blisko zwiazana z pojeciem otwartosci (takze domknie-
tosci) zbioréw. Mianowicie dla funkeji okreslonych na przestrzeni metrycznej ciagto$é ozna-
cza dokladnie zachowywanie otwartosci (réwnowaznie — domknietosci) zbioréw przy braniu
przeciwobrazow zbioréw. Przypomnijmy tu, ze dla f : D — Y przeciwobraz zbioru A C Y
wzgledem funkcji f oznaczany jest przez f~'(A) (uwaga! nie nalezy tego myli¢ z obrazem A
wzgledem funkcji odwrotnej do f, ktéra moze w ogdle nie istnieé...) oraz

fHA):={zeD: f(zx)ec Al

Twierdzenie VIII1.3. Dia funkcji f : D — Y nastepujgce warunki sq rownowazne:
(i) f jest ciggla;
(ii) dla dowolnego zbioru otwartego U w'Y istnieje zbidr otwarty V- w X taki, ze f~(U) =
DNV,
(#i) dla dowolnego zbioru domknietego F w Y istnieje zbior domkniety H w X taki, Ze
fYF)=DnH.™?

Nie bedziemy tu dowodzié¢ implikacji (ii) = (i) ani (iii) = (i). Ograniczymy sie do dowodu
(i) = (ii) skad (i) = (iii) wynika natychmiast ze wzoréw de Morgana oraz zachowania dziatan
na zbiorach przy braniu przeciwobrazu wzgledem funkcji.
Dowéd ((i) = (ii)).
Zakladamy, ze f — ciagta i niech U — otwarty w Y. Dla dowolnego x € f~(U) C D mamy
f(z) € U zatem wybierzmy €, > 0 taki, ze

K(f(z),e;) C U.

Stad korzystajac z ciggtosci f w x wybierzmy takie é, > 0, ze dla dowolnego z’ € D jezeli
px(x,2") < 0., to f(2') € U. Powyzsze oznacza doktadnie, ze

K(z,0,)NnD c f~(U). (VIIL5)

Niech zatem
V.= U K(z,d,)
zef~1(U)
— jest to zbior otwarty w X jako suma kul otwartych. Ponadto mamy f~'(U) C V N D, bo
dla dow. z € f~1(U) oczywiscie x € K(z,d,). Z drugiej strony na mocy (VIIL.5) mamy tez

VnD= |J (K(z,6,)NnD)cC f ().
zef~H(U)

Whniosek. Jezeli f: D — Y jest ciggla, to

a) jesli D jest otwarty w X oraz U otwarty wY, to f~Y(U) jest otwarty w X ;

b) jezeli D jest domknicty w X oraz F domkniety wY , to f~1(F) jest domkniety w X.
Dowéd.

Wynika to natychmiast z tw. VIII.1 oraz z tego, ze przeciecie dwoch zbioréw otwartych (do-
mknietych) jest zbiorem otwartym (domknietym). O

Powyzszy wniosek przydaje sie czesto jako szybki sposob dowodzenia otwartosci lub do-
mknietosci zbioréw zadanych przy pomocy pewnych réwnosci badz nieréwnodci.

122) 7biory postaci DNV i DN H gdzie V — otwarty w X, H — domkniety w X, to dokladnie wszystkie
zbiory otwarte lub — odpowiednio — domkniete w przestrzeni metrycznej D z metryka px ograniczong do D.
A zatem w punkcie (ii) mozna po prostu méwié o otwartosci f~1(U) w D a w (iii) o domknietosci f~1(F) w
D.
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Przyktad. Zbior A; = {x € R?\ {(0,1)} : 22 < z} jest otwarty (w R?) poniewaz A; =
Y U) dla f: D — R, gdzie D =R?\ {(0,1)}, f(z) =2 — 29, U = (—00;0).

Zbior Ay = {z € R* : 2y > 012} — 23 = T} jest domkniety (w R?) poniewaz Ay =
fﬁl(Fl) A gil(FZ)a gdZie fag ' R? — R7 f(l’) = T, g(ﬁ) = {L'% - ZL‘%, Fl = [07 +OO>, FZ - {7}

Jednym z waznych zadan, ktorymi sie wkrotce zajmiemy bedzie znajdowanie kresow funk-
cji wielu zmiennych (bedzie to tez jeden z celéw rachunku rézniczkowego wielu zmiennych,
ktory jest tematem nastepnego rozdziatu). Podobnie jak bylo to w przypadku jednej zmien-
nej, zadanie takie jest stosunkowo tatwe, gdy funkcja swoj kres osigga. Stad niezwykle wazna
role peli nastepujace uogélnienie twierdzenia I'V.10.

Twierdzenie VIII.4 (Weierstrassa, o osigganiu kreséw). Jezeli K C RY jest zbiorem
zwartym oraz f : K — R jest ciggla, to [ osigga swoje kresy, tzn. istniejg m, M € K takie,
ze f(m) = inf,ex f(z) oraz f(M) = sup,cx f(x). W szczegdlnosci f jest ograniczona.
Dowdéd.
Dowdd ten jest analogiczny do dowodu tw. IV.10 — bierzemy z,, € K takie, ze f(z,) —
inf,er f(z) i korzystajac z wniosku ze strony 113 '2¥) wybieramy podciag {2} ciagu {x,}
taki, ze 2/, — m dla pewnego m € K mamy zatem f(z!) — f(m) z ciaglosci f, a jednoczesnie
f(z!) — infrex f(x) skad f(m) = inf,ex f(x). Analogicznie postepujemy dla sup. O
Na zakonczenie tego rozdziatu sformutujmy definicje ekstremow lokalnych dla ogdlnej sy-
tuacji funkcji skalarnej f okreslonej na podzbiorze D przestrzeni metrycznej X.

Definicja. Funkcja f posiada w a € D maksimum (minimum) lokalne wtw

Fro0 Veex@nnn f(@) < fla)  (f(@) > f(a)).

Jest to zatem caltkiem naturalne uogélnienie pojecia, ktére znalismy dla funkcji zmien-
nej rzeczywistej. Badanie ekstremow lokalnych, bedzie jednym z naszych gtéwnych celow w
nastepnym rozdziale.

123) Jak widaé z tego dowodu twierdzenie to mozna uogélnié¢ na funkcje ciggle okreglone na zbiorach zwartych
w dowolnych przestrzeniach metrycznych — patrz przypis do przywolanego tu wniosku.
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Zadania do Rozdzialu VIII

V' 1. 129 Wykaz, ze okrelona w przykladzie 3 ze strony 110 metryka kolejowa spetia warunki
metryki. Naszkicuj kule o srodku a i promieniu 1 w przypadku gdy a) a = w ; b) a # w.

vV 2. Wykaz, ze okreslona w przyktadzie 4 ze strony 110 metryka dyskretna spelia warunki
metryki. Opisz K (a,r) w przestrzeni metrycznej z ta metryka w zaleznosci od r. Wykaz,
ze kazdy podzbior jest w tej przestrzeni metrycznej otwarty i domkniety zarazem.

vV 3. Wykaz, ze w dowolnej przestrzeni metrycznej kazda kula otwarta o promieniu r > 0 jest
zbiorem otwartym, a kazdy zbior jednopunktowy zbiorem domknietym.

4. Wykaz, ze podzbior U przestrzeni metrycznej jest otwarty wtw U jest suma pewnej
rodziny kul otwartych w tej przestrzeni.

vV 5. Znajdz przyktad pokazujacy, ze a) suma dowolnej rodziny zbioréw domknietych nie musi
by¢ zbiorem domknietym; b) przeciecie dowolnej rodziny zbior6w otwartych nie musi by¢
zbiorem otwartym.

6. Przy uzyciu wzoréw de Morgana (dla rachunku zbioréw) uzupelnij szczegétami dowdd
drugiej czesci faktu VIII.2 ze strony 111.

<
J

. Wykaz, ze w przestrzeni metrycznej kazdy ciag zbiezny jest ograniczony.

V' 8. Zbadaj zbieznoéé (i ew. znajdz granice) ciagu o wyrazach (/n10 + 77 — 67, (1—%)(”2)) €
R? w nastepujacych przestrzeniach metrycznych
(a) R? (czyli zwyklej R?”) czyli R? z metryka euklidesowa);
(b) R? z metryka miejska;
(c) R? z metryka kolejowa z weztem w = (0, 0);
(d) R? z metryka kolejowa z weztem w = (7,0);
)

(e) R? z metryka dyskretna.

YV o Wykaz fakt VIIL.5 ze str. 112, tzn. rownowazno$¢ definicji domknietosci i ,ciggowej
definicji” domknietosci.

10. Wykaz, ze jezeli K C RY jest taki, ze kazdy ciag o wyrazach w K posiada podcigg
zbiezny do elementu z K, to K jest zwarty.

V 11. Niech X bedzie przestrzenig metryczng z metryka p i niech a € X. Okreslmy g : X — R
wzorem g(x) = p(a,x). Czy g musi by¢ ciagla?

YV 12. 129 Znajdz wszystkie punkty skupienia ponizszych zbioréw w R%:

)

b) {zr e R?: 2, € Z};

(c) {x e R : 2?2 + 23 + 23 < 1};

(d) {x€R3:x%+x%+x§>1};
)

(e) {(%, ¢/n, ¥/n!) € R®:n c N}.

n?

124) jako domowe
125) przynajmniej 2 przyklady

117 [VIIL.10]



13. Wykaz, ze jezeli a € R?, D C R? i istnieje r > 0 takie, ze K(a,r) \ {a} C D oraz
f:D—Rilim, ., f(x) =c¢, dla z; d.b. ay istnieje lim,, .., f(x1,22) oraz dla z5 d.b.
as istnieje lim,, o, f(z1,x2), to

lim lim f(zy,22) = lim lim f(x;,20) =c.

To—a2 T1—aq T1—a1 T2—a2

V 14, Zbadaj istnienie i ew. wartos¢ granicy oraz obu granic iterowanych funkcji f w punkcie
(0,0) dla ponizszych przykladéw f:R* — R
2. dla x # (0,0)
= Il+$2 ’
(&) f() { 0 dla z = (0,0);
(b) f(x) =z - D(x9), gdzie D oznacza funkcje Dirichleta.

YV 15. 126 Wyjaénij szczegdlowo w oparciu o odpowiednie fakty z wyktadu dlaczego funkcje
zadane ponizszymi wzorami sg ciagte:

(@) (o823 +2), a3 + (D) o e R
o3
(b) (21 + 22+ 23,21 - 29 - Ig»xg ’ )710gx1(l‘2 +23),0), z € (15 +00)’.
Y 16. 127 Zbadaj ciggtosé funkeji f : R? — R zadanej wzorem

_J w(z) dlaxz#0
f(x)_{O dlaz=0

gdy dla x # 0 w(z) zadane jest wzorem

)

222+ (z1—22)?"

T123+T223 d=35:
zital+al )

22, 2.2
TIT+T{ T

)
)

(c) ol d=12
)

w2 =9,

tc‘li—l-z% ?
17. Wykaz, ze kazda funkcja f : X — Y jest ciagla, gdy w X rozwazamy metryke dyskretna.

V 18. 128 Dla kazdego z ponizszych podzbioréw R? rozstrzygnij czy jest on domkniety, otwarty,
ograniczony, zwarty (w dwoch pierwszych sprawach uzyj najlepiej wniosku ze strony 115
oraz faktu VIII.1 ze strony 111)

(a) {z € R?: 21 > x9};
(b) {CU €ER?: 22, +3> e(aslfxg)};

(©) {z €R?: e+ = In L)

(d) {z € R?: sin(sin(cos(x; - 1)) = sin(sin(zy + x)) - 295 @1 > —1, 29 < 1};
)

(e) {z € R?\ {(0,1),(1,0)} : ($l_11)2+$§ < (m_ll)%%, T < Xo}.
Y 19. Niech 4 = {(z,y) eR?: 2 #£ 0,y = %} Udowodnij, ze A jest domkniety korzystajac z

wclagowej definicji” domknietosci (fakt VIIL5 str. 112). Wyjasnij dlaczego nie mozna tu
w sposob beposredni wykorzysta¢ wniosku ze str. 115.

126) przynajmniej 1 przyklad

127) przynajmniej 2 przyktady, w tym c).
128) przynajmniej 2 przyklady
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IX Rachunek rézniczkowy funkcji wielu zmiennych

W tym rozdziale zobaczymy, w jaki sposob mozna uogo6lni¢ pojecie pochodnej funkcji jednej
zmiennej o wartosciach rzeczywistych na przypadek funkcji wielu zmiennych o wartosciach
wektorowych, tzn. funkcji z D C R™ w R*. Sporo uwagi poéwiecimy funkcjom skalarnym
(tj. k = 1) — w szczegdlnosei problemom zwiazanym ze znajdowaniem ekstreméw. Whrew
tytutowi rozdziatu zaczniemy jednak od sytuacji niejako przeciwnej, mianowicie od funkcji
jednej zmiennej (m = 1) o wartosciach wektorowych.

1. Pochodna funkcji wektorowej 1-nej zmiennej

Funkcje zmiennej rzeczywistej o warto$ciach wektorowych to obiekty, z ktérymi miewamy do
czynienia bardzo czesto w réznych zastosowaniach matematyki — szczegdlnie chyba w fizyce.
Wowecezas zmienna to najczesciej czas ,t”, a wartos¢ funkcji — to np. potozenie poruszajacego
si¢ punktu w przestrzeni — wéwezas f(t) € RY, gdzie d = 3 (ewentualnie tez 2 lub 1) choé gdy
bedziemy chcieli opisa¢ ruch nie jednego, ale n—punktow, wartosci funkcji beda juz wektorami
z R4 W przypadku gdy dziedzing f jest przedzial domkniety [a;b] i f jest ciggla, funkcja taka
bywa czesto nazywana krzywa. Jednak nie nalezy myli¢ obrazu f([a;b]) funkcji f, ktéry tez
potocznie bywa nazywany ,krzywa’, z sama funkcje f, ktora jest oczywiscie czyms ,wiecej”
— dwie rézne funkcje (krzywe) moga mieé ten sam obraz. Jak wiec wyobrazaé sobie taka
funkcje? Gdy d = 2, mozna ewentualnie postugiwaé sie wykresem (patrz rysunek 24).

Rysunek 24 Tu bedzie rysunek

Inny, nieco prostszy sposéb to traktowanie f jako ,ruchu wzdtuz jej obrazu” (patrz rysunek
26).

Uogolnienie pojecia pochodnej na tego typu funkcje jest sprawa prosta. Niech f : D —
R* czyli f(z) = (fi(x),..., fr(x)), gdzie f; : D — R oraz a € D C R. Wowcezas f jest
rozniczkowalna w a wtw kazda z funkcji f; jest rézniczkowalna w a i gdy powyzsze zachodzi to
pochodng f w punkcie a nazywamy wektor (f](a),..., fi.(a)), ktéry oznaczamy f'(a), tak samo
jak w przypadku funkeji skalarnych. Inne oznaczenia to tradycyjne 4 (a) oraz f(a) (to ostatnie
szczegdlnie czesto uzywane jest w sytuacjach fizycznych, gdy zamienna ma interpretacje czasu).
A wiec pochodna w punkcje jest wektorem z R¥. Tak rozumiana pochodna ma swoj dobrze
chyba znany sens geometryczno-fizyczny. Mianowicie po ,zaczepieniu” wektora f’(a) w punkcie
f(a) uzyskamy punkt lezacy na tzw. prostej stycznej do trajektorii — czyli obrazu f — w
punkcie f(a); dlugosé tego wektora, czyli || f'(a)|| to skalarna predko$¢ poruszania sie wzdtuz
trajektorii (czyli warto$¢, ktéra odczytujemy na liczniku, gdy poruszamy sie np. autem).

Sam wektor f'(a) to tzw. ,wektor predkosci”. A zatem, jesli tylko f’(a) # 0, prosta styczna
[ wspomniana wyzej jest zbiorem punktow zadanych nastepujaco:

I ={f(a) +tf'(a) e R*: t € R}.

Mozna oczywiscie pytac¢ o to jakie twierdzenie dotyczace pochodnej przenoszg sie z przypadku
skalarnego na przypadek wektorowy. Zauwazmy jednak, ze bardzo wiele wtasnosci znanych
nam dla funkcji skalarnych po prostu nie ma sensu w przypadku k > 1. Tak np. jest z mo-
notonicznoscig, czy z pojeciem ekstremum lokalnego. Ale czy jest np. prawdziwe twierdzenie
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Lagrange’a o wartosci sredniej w wersji ,wektorowej” (tu zaréwno zalozenia, jak i teza maja
sens)? Mogliby$my odpowiedniego punktu ,posredniego” ¢ szukaé¢ osobno dla kazdej z funk-
cji wspotrzednych f;, do ktorych przeciez twierdzenie Lagrange’a si¢ stosuje. Jednak nie ma
zadnego powodu by to ¢ byto takie samo dla wszystkich j ... Nie powinno wiec dziwié¢, ze na
to pytanie odpowiedz jest negatywna (cho¢ nie byl to dowod, odpowiedni przyktad nietrudno
znalez¢ — patrz zad 1X.2). Na szczedcie, mozna udowodni¢ rozmaite ,namiastki” tw. Lagran-
ge’a, ktore pozwalajg uzyskiwaé rozne oszacowania dotyczace przyrostu funkeji na podstawie
oszacowan ,wielkosci” pochodnej. Oto jedna z nich

Fakt. Jezeli f : [a;b] — R* jest klasy C* '*) | to
I10)~ S@I < [ 17O < (6 -supeion O]

Aby to udowodnié postuzmy sie lematem. Najpierw oznaczenie: dla p : [a;b] — R takiej, ze
dla wszystkich j = 1,...,k p; € R prayjmujemy [j,.; p(t)dt := (fiopy p1(E)dE, . .., [y pE()dE)
Lemat. Dia p j.w. zachodzi

Dt < [ p)dt.
I, i< [ oo

B.D.

Dowéd (faktu).

Na mocy twierdzenia VIL4 mamy f;(b) — fi(a) = [, f;(1)dt dla j = 1,...,m, skad f(b) —
f(a) = [l ['(t)dt, a zatem pierwsza nieréwno$¢ wynika z lematu, a druga z wlasnosci catki
Riemanna. ]

Zauwazmy, ze pierwsza nieréwnosé z powyzszego faktu ma bardzo dobrze zrozumialty sens
fizyczny. Catka [i,. | f'(t)||dt to bowiem po prostu ,dtugos¢ trasy” przebytej przez punkt po-
ruszajacy sie w sposéb opisany funkcja f (,,droga = predkosé - czas”, gdy predkosé ,skalarna”
jest stata, ogdlnie jednak trzeba uzy¢ calki ...). A jest przeciez do$¢ oczywiste, ze przebyta
trasa jest nie mniejsza niz odleglo$¢ potozenia koncowego f(b) od poczatkowego f(a).

2. Metody rézniczkowania funkcji wielu zmiennych

Poniewaz dziedziny rozwazanych tu funkcji beda podzbiorami R™ wprowadzimy na poczatek
kilka poje¢ i oznaczen analogicznych niektérym wezesniej juz poznanym pojeciom dotycza-
cym podzbioréow R. Jesli D C R™, to a jest punktem wewnetrznym D wtw K(a,e) C D dla
pewnego € > 0. Zbiér wszystkich punktéw wewnetrznych zbioru D nazywamy wnetrzem D i
oznaczmy Int D. Otoczeniem punktu a € R™ nazywamy dowolny zbiér U otwarty w R™ taki,
ze a € U. Odcinek taczacy punkt a z punktem b, tzn. zbiér {a +t(b—a) : t € [0;1]} oznaczaé
bedziemy przez [a;b] 3 . Jak wyobrazaé¢ sobie funkcje wielu zmiennych? Jesli ograniczymy
si¢ do przypadku funkcji skalarnej dwéch zmiennych, mozna odwotaé¢ si¢ do przedstawien
graficznych. Jedna mozliwo$é to wykres, bedacy w tym przypadku czym$ w rodzaju 3 wy-
miarowej powierzchni w R3 (oczywiscie dla odpowiednio ,regularnych” funkeji), albo ,mapy
plastycznej”, w ktérej wysokosé n.p.m, odpowiada wartosci funkcji w punkcie z ptaszczyzny
R? bedacym rzutem na ,podstawe” mapy. Inny — paski sposéb — to odwolanie sie do mapy
poziomej funkcji, czyli obrazu z zaznaczonymi zbiorami, na ktorych funkcja przyjmuje ustalone
wartosci (rys. 24).

129) Tzn. kazda z funkcji f; jest klasy C*

130) Niestety w przypadku m = 1 mamy tu pewna kolizje oznaczefi, bowiem np. [1;0] to wg. wezesniejszych
oznaczen (), a nie odcinek taczacy liczby 0 i 1. Stosowniejsze byloby wiec uzywane wczesniej w R oznacze-
nie [a?b]. Jednak licze, ze uda sie uniknaé¢ nieporozumieni — to oznaczenie stosowaé bedziemy jedynie dla
konkretnych m > 1 lub dla ,ogélnych” m.
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Rysunek 25 Tu bedzie rysunek

2.1. Pochodne czastkowe

W tym podrozdziale powiemy o najprostszym chyba sposobie rézniczkowania funkcji wielu
zmiennych. Polega on na tym, ze jedng ze zmiennych traktujemy jako zmienna po ktorej
bedziemy rézniczkowaé, a pozostate traktujemy jak parametry (state). Niech wiec f: D — R,
gdzie D C R™ i a € D. Oznaczmy DI = {t € R : (ay,...t;...,an) € D} Y oraz fI :
DI — R, fi(t) = flar,...,tj...,an). W szczegdlnosci a; € Di. Jezeli fI posiada pochodng
w punkcie a;, to nazywamy ja pochodng czqstkowq f w punkcie a po j-tej zmiennej (ew. po
»x;", lub inaczej, w zaleznosci od sposobu oznaczania zmiennych). Tradycyjne oznaczenie to

of
(97333‘(@)’

cho¢ . ..zamiast % bedziemy czesto uzywac tez krotszych oznaczen: 0., f lub po prostu 9; f.
J
Tak wiec 8%(a) =0y, f(a) = 0;f(a) = (f)) (a;).
Przyklad. Niech f : R? — R, f(x,22) = e - 23. Wowcezas 0, f(x) = %(a:) = e" - 13
Oof () = a%(x) = 3e”1a3.
Oczywiscie, jezeli funkcja f posiada skonczong pochodna czastkowa po z; w kazdym punk-

cie a podzbioru D C C, to mozemy rozwazac funkcje 0; f = % : D — R. Zwroémy uwage na

J
to, ze mimo iz w definicji pochodnej czastkowej rézniczkuje si¢ ,,po jednej zmiennej”, to 0; f
jest funkcja m — zmiennych, tak jak funkcja f! (nie nalezy myli¢ funkeji 9;f z f7), argumen-
tem funkcji 0;f jest bowiem punkt a € R™, w ktérym ta pochodna czastkowa jest liczona, a
nie tylko jego j-ta wspohrzedna a;).
0 wpp.
nie jest ciagta w 0 (= (0,0)), Jednak oczywiscie 0;f(0) = 02f(0) = 0. A zatem z istnienia
nawet obu skonczonych pochodnych czastkowych f w 0 nie wynika wcale ciagltosé¢ f w tym
punkcie . ..

Przyklad. Niech f : R? —» R, f(x) = A zatem funkcja ta

Jak wiec wida¢ z powyzszego przyktadu, rézniczkowanie czastkowe nie jest zbyt dobrym
analogiem rozniczkowania funkcji jednej zmiennej ... Mimo to jednak okazuje si¢ ono catkiem
wystarczajacym narzedziem w pewnych sytuacjach. Tak jest np. dla warunku koniecznego na
ekstremum (tzn. maksima i minima) lokalne.

Twierdzenie IX.1 (o ekstremach lokalnych). Jezelia € Int D oraz f : D — R posiada w
a ekstremum lokalne i istnieje 0, f(a), to 0;f(a) = 0.
Dowéd.

7. zatozen twierdzenia wynika, ze dla wszystkich ¢ = 1,...,m a; jest punktem wewnetrznym
D! oraz f! posiada ekstremum lokalne w a;. Tak jest wiec w szczegdlnosci dla i = j, ale

18) Gdzie (ai,...tj...,a;) to punkt powstaly z a przez zastapienie a; przez t
132) tym. w przeciwnym przypadku”
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f1 posiada pochodna w a; i (f)'(a;) = 9;f(a). Zatem na mocy twierdzenia o ekstremach
lokalnych dla funkeji jednej zmiennej (tw. V.2) mamy 0; f(a) = 0. O

Podobnie jak w przypadku funkcji jednej zmiennej, twierdzenie to pozwala w wielu sytu-
acjach znajdowac kresy funkcji.
Przyklad. Niech f(z,y) = zy(1—z—y) iniech D = {(z,y) € R* : z,y > 0,z +y < 1} (patrz
rysunek 26). Znajdziemy kresy f rozwazanej w zbiorze D. Zauwazmy najpierw, ze na mocy
wniosku ze strony 3. zbior D jest domkniety i oczywiscie jest ograniczony, a zatem jest zwarty.
Ponadto f jest ciagta, zatem oba kresy sa osiagalne na mocy twierdzenia Weiestrassa (twier-
dzenie VIII.2), w kazdym z punktow, gdzie sg one osiagalne funkcja f posiada w szczegélnosci
ekstremum lokalne. Taki punkt moze albo naleze¢ do Int D, albo ,brzegu” D, tj. D \ Int D.
133) | Latwo sprawdzié, ze Int D = {(z,y) € R? : 2,5 > 0,2 +y < 1}.

Rysunek 26 Tu bedzie rysunek

Na mocy twierdzenia 1, poniewaz obie pochodne czastkowe f istnieja w kazdym punk-
cie z Int D, punkt (x,y) z wnetrza D, w ktérym f posiada ekstremum musi spetniaé¢ dwa
warunki: 0,f(z,y) = yl —z —y) —zy = 0, O,f(z,y) = 2z(1 —2 —y) —zy = 0, czyli

1-20—y=0=1-2y—x (box,y#0), skad = y = 5. Czyli kres, jezeli osiggany jest
we wnetrzu D, to moze to by¢ tylko w punkcie (%, %), w ktorym f ma wartosé 2% Natomiast
1

w kazdym punkcie brzegu D funkcja f ma wartos¢ 0 < 5-. Stad kres gérny nie moze by¢
11

osiggany na brzegu, jest wiec osiggany w (3, 3) i podobnie kres dolny nie moze by¢ osiagany w
(3,3), jest wicc osiggany na brzegu. A stad sup,ep f(2) = 5, infzep f(x) = 0. Nalezy jednak
zwrocié uwage na to, ze w istotny sposoéb skorzystalismy tu z wiedzy, ze oba te kresy sa w D
osiggalne! Oczywiscie dla pochodnych czastkowych obowigzujg analogiczne jak dla pochodnej
jednej zmiennej wlasnosci ,arytmetyczne” dotyczace sumy, réznicy, iloczynu i ilorazu funkcji.
Co bedzie natomiast, gdy zlozymy funkcje f m zmiennych z funkcja (tez ew. wielu zmien-
nych) wewnatrz g o wartosciach w R™ i zatozymy, ze zaréwno f jak i funkcje wspéhrzedne g;
posiadaja wszystkie pochodne czastkowe odpowiednio w g(a) i a? Czy to pozwala stwierdzié
istnienie pochodnych czastkowych ztozenia fog w a? I jaki ew. wzér tu obowigzuje? Niestety,
bez dodatkowych zalozen, odpowiedZ na pytanie o istnieje jest negatywna! To kolejny znak
wskazujacy na ,stabo$¢” rézniczkowania czastkowego. Wzér na pochodne czastkowe ztozenia,
ktory mozna uzyska¢ przy dodatkowych zalozeniach nosi nazwe requty tancuchowej. Zajmie-
my sie nim dopiero przy omawianiu trzeciego z kolei sposobu rézniczkowania funkcji wielu
zmiennych . ..

Wazng klase stanowia te funkcje f, dla ktorych 0;f istnieja i sa ciggle dla wszystkich
i = 1,...,m (na calej dziedzinie D) — nazywamy je funkcjami klasy C' (lub piszemy
f € CY(D)). Mozna wiec niescile stwierdzi¢, ze wszystkie funkcje, ktore zadaja si¢ ,,jednolity-
mi” wzorami przy uzyciu zwyktych dziatan i sktadania z uzyciem wylgcznie rozniczkowalnych
funkcji ,elementarnych” jednej zmiennej, to funkcje klasy C*. Np. f : R® — R zadana wzo-
rem: ln(x%ﬂg+j§1+£f;i(:;f2'COS(“)). W szczegblnosci funkeje klasy C* sa ciaglte % | cho¢ dowdd
tego wcale nie jest taki banalny jak dla 1 zmiennej (patrz podrozdzial 2.3). Rézniczkowanie
czastkowe mozna tez w analogiczny sposob zdefiniowa¢ dla funkcji o warto$ciach wektorowych

133) Nie jest to ogélna definicja brzegu zbioru
134) Przy pewnych dodatkowych zalozeniach o dziedzinie D, np. dla D — otwartych

122 [1X.4]



(tj. w R™). Nalezy wowczas jedynie pochodna (f7)(a;) funkeji (wektorowej tym razem) f7
w punkcie a;, ktora pojawia sie¢ w definicji 0;f(a), rozumieé¢ tak jak to zostato okreslone w
podrozdziale IX.1. A zatem wprowadzone tu definicje pochodnych czastkowych oraz klasy C!
oraz oznaczenia rozszerzamy w ten wlasnie sposéb na przypadek funkcji z D € R™ w RF.

2.2. Pochodna kierunkowa

Kolejny, nieco bardziej ,zaawansowany” sposéb rézniczkowania funkcji wielu zmienny, to roz-
niczkowanie kierunkowe, tzn. ,w kierunku ustalonego wektora”. Zatézmy, ze f : D — RF, gdzie
D C R™, natomiast o punkcie a w ktérym bedziemy ,rézniczkowac” zatozymy dla wygody
wiecej niz przy okazji pochodnych czastkowych: bedziemy zaktadaé, ze a nalezy do wnetrza
D, tj. a € Int D. Ponadto niech v bedzie dowolnym wektorem (tj. elementem) z R™ — bedzie
to ,kierunek rézniczkowania” %% Zauwazmy, ze aby opisaé¢ zachowanie sie funkcji f obcietej
do prostej przechodzacej przez a o kierunku wyznaczonym przez v 36 (Sciglej do przeciecia
tej prostej z D) mozna postuzy¢ sie pomocnicza funkcja p, jednej zmiennej, zadanej wzorem

po(t) = fla+tv).

Poniewaz a € Int D, zatem p, jest poprawnie okreslona w pewnym otoczeniu ¢ = 0 i jest to
funkcja o wartoéciach w R¥, tak jak f (oczywiscie tak naprawde p, wyznaczona jest nie tylko
przez v lecz takze przez f oraz a).

Definicja. Jezeli istnieje pl(0), to nazywamy jg pochodnag kierunkowa funkcji f w punk-
cte a w kierunku v oraz oznaczamy

0
% (@).0af (@) b 0, ().
ou
Nietrudno zauwazyé, ze pochodna kierunkowa w kierunkach ,osi wspotrzednych” ma blisk:
zwigzek z pochodnymi czgstkowymi. Oznaczamy przez e; dla j = 1,...,m j-ty wektor bazy
kanonicznej w R™, tj. (e;); =1 dlai = j oraz (e;); =0 dla i # j.
Fakt. o/ o/
L (q) = =L (q)137)
55 = 9z,
Dowdéd. ,
Mamy p,(t) = f(a +te;) = f(ar,...a; +t... an) = fI(t + a;), stad é%(a) = p,(0) =
(f2)(a) = 2(a). s

Jednak nie jest prawda, ze z istnienia wszystkich pochodnych czastkowych wynika tez
istnienie pochodnych kierunkowych we wszystkich kierunkach.

Przyktad. Niech f : R? — R bedzie taka jak w przykladzie 2 ze strony ??. Woéwczas
%(0) = %(0) = 0, ale dla v # ej,e2,0 nie istnieje pochodna kierunkowa g—g(o) ponie-
waz p, jest nieciagta w 0. A zatem rzeczywiscie ,rézniczkowalno$é we wszystkich kierunkach”
to cos istotnie lepszego, niz tylko ,rézniczkowalnosé czastkowa”. Okazuje sie jednak, ze to
ciagle jeszcze do$¢ mato ... W szczegdlnosci ta ,lepsza” rézniczkowalno$é wciaz jeszcze nie
gwarantuje nawet ciggtosci funkcji! Odpowiedni przyktad znajdziecie Panstwo w zadaniach

(patrz zadanie IX.6).

135) Choé¢ tak naprawde, ta nazwa bylaby dobra gdyby$my ograniczyli sie do wektoréw odlugosci 1, ktére
utozsamiac¢ z ,kierunkowymi”, bez tego zalozenia to co$ niz tylko kierunek ...

1?6) gdy v = 0, to otrzymujemy punkt a zamiast prostej

137) Nieco $cidlej: istnienie jednej ze stron jest réwnowazne istnieniu drugiej, gdy a € Int D, oraz zachodzi
rownosé
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2.3. Roébzniczka

Jak widzielismy, wprowadzone dotad dwie metody uogélnienia pojecia pochodnej funkeji jednej
zmiennej na przypadek wielu zmiennych, cho¢ do$é¢ naturalne i tatwo zrozumiate, okazaty sie
jednak do$¢ ,stabe” z analitycznego punktu widzenia. Np. istnienie w danym punkcie tak
uogdblnionych pochodnych nie gwarantowato nawet cigglosci funkeji w tym punkcie.

Poznamy tu pojecie tzw. rézniczki 38 funkcji wielu zmiennych, ktére mozna uznaé za
najwlasciwsze uogoélnienie pochodnej funkcji jednej zmiennej — nie ma ono bowiem man-
kamentu wspomnianego wyzej, a ponadto teoria z nim zwigzana zawiera uogdlnienie bardzo
wielu waznych elementéw teorii znanej nam z ,wymiaru 17. Niestety jednak pojecie to jest
nieco trudniejsze od dwoch poprzednio omawianych. Dlatego, aby definicja rézniczki stata sie
dla Panstwa bardziej zrozumiala, zacznijmy od nastepujacego przeformutowania definicji po-
chodnej (skoriczonej) funkgji skalarnej 1-zmiennej: liczba p jest pochodna funkeji f w punkcie

a wtw
o fa+h) = fl@)=p-h

h—0 h =0

W liczniku, oprécz ,przyrostu funkcji” f(a + h) — f(a) pojawia sie wyrazenie p - h czyli z
punktu widzenia ,przyrostu argumentéw” h wyrazenie liniowe od h. Zamiast wiec mysle¢ o
samej liczbie p (pochodnej f w punkcie a) mozemy wiec réwnie dobrze mysleé¢ o funkcji liniowej

139 (inaczej: przeksztalceniu liniowym) L : R — R zadanej wzorem

L(h)=p-h

— to przeksztatcenie liniowe L nazywamy w przypadku funkcji skalarnej f rozniczkq f w
punkcie a. Inaczej moéwige rozniczka f w punkcie a, to takze przeksztaltcenie liniowe L : R — R,
ze

fim 50 (F(a-+ B) = f(0) = L(W) =0 (IX.1)

tzn. ,w poblizu h = 0 L(h) przybliza przyrost f(a+h)— f(a) z dokladno$cia wyzszego rzedu
niz h "% . Warunek IX.1 stanowi dla nas podpowiedz jak zdefiniowaé¢ rézniczke dla funkcji

wielu zmiennych. Rozwazmy (tak jak przy zajmowaniu sie pochodng kierunkowa) f : D — R¥,
gdzie D C R™ oraz a € Int D. Te zatozenia obowigzywaé¢ beda w catym biezacym rozdziale.

Definicja. Przeksztalcenie liniowe L : R™ — R jest rézniczkq f w punkcie a witw

lim W (a+h) — f(a) — L(h)) = 0 (IX.2)

Roézniczke f w punkcie a oznaczamy przez D f(a) V) . O funkcji f méwimy, ze jest réznicz-
kowalna w punkcie a wtw D f(a) istnieje, oraz rézniczkowalna, gdy jest rozniczkowalna
w x dla kazdego = € D.

Uwagi.

138)
139)

Uzywana bywa tez nazwa: rozniczka zupelna, a takze po prostu pochodna

Prosze nie mylié¢ z potoczng nazwa ,liniowa” oznaczajaca de facto funkcje afiniczna, thj. zadana wzorem
cx+d

140) Tzn. o(h) przy h — 0

141) Niektorzy oznaczaja ja tez f'(a) zamiast Df(a), co prowadzi do pewnego (nieduzego) zamieszania w
przypadku jednej zmiennej. Licze, ze stosowane tu przez nas oznaczenie rozniczki ,,D” nie bedzie sie mylilo z
»D” oznaczajacym tu takze dziedzine funkcji ...
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e By powyzsze oznaczenie D f(a) byto sensowne, nalezaloby najpierw sprawdzi¢, ze istnieje
co najwyzej jedna rézniczka f w punkcie a. Zalézmy wiec, ze L i L sa obie takimi
rozniczkami wowczas na mocy 1X.2 dla L i L otrzymujemy

1 . 1 7
W(L —L)(h) = W<L(h) — L(h)) —n—-0 0

W szczegblnosci dla dowolnego x € R™ \ {0} mozemy uzy¢ powyzszego dla h postaci tz,
gdzie t € R, a zatem z liniowosci L i L

1 N 1 ~
M(L — L)(tx) = W(L —L)(x) =400

skad ﬁ(L — L)(x) =0, czyli (L — L)(z) = 0 dla dowolnego = € R™, tzn. L = L.

e Poniewaz Df(a) jest przeksztalceniem, czyli funkcja, z R™ w R¥, zatem jedgo war-
tosé na wektorze h € R™ bedziemy oznaczaé¢ (niezbyt wygodnie ...) jako Df(a)(h) lub
(Df(a))(h). Tymczasem samo oznaczenie D f (bez ,(a)”) moze by¢ uzywane do oznacza-
nia rézniczki f traktowanej jako nowa funkcja okreslona w tych punktach a, w ktérych
Df(a) istnieje, ale jej wartosci to juz nie elementy R¥, lecz zbiér przeksztatcen liniowych
zR™ wRF ...

o Jak widzieliémy ze wstepu przed definicja, w przypadku funkcji 1-zmiennej oraz punktow
wewnetrznych dziedziny, rézniczkowalno$é w punkcje w rozumowaniu wezesniejszym (z
rozdziatu V) jest tym samym, co tu zdefiniowana. Ponadto dla f rézniczkowalnej a
zachodzi

vheR Df(a)(h) = f'(a)-h

Przyktady. e Funkcja stala f jest oczywiscie rézniczkowalna w kazdym punkcie we-
wnetrznym a swej dziedziny i Df(a) = 0 (jako zerowe przeksztatcenie liniowe z R™
w R* dla odp. m i k)

e Niech A : R™ — R* bedzie przeksztalceniem liniowym. Wéwezas (DA)(x) = A dla
kazdego x € R™, mamy bowiem z liniowosci A

Alx +h) — A(x) — A(h) =0
dla dowolnych x, h € R™

o Jezeli f : R™ — R* jest przeksztalceniem afinicznym, tzn. zadanym wzorem f(z) =
Az +b, gdzie b € R oraz A jak wyzej, to (D f)(z) = A dla dowolnego x € R™ — dowdd
j-w.

e Niech f : R? — R, f(z) = z129. Sprobujmy odgadnaé jaka jest warto$¢ Df(a) dla
ustalonego a € R%. Mamy: f(a+h)—f(a) = (a1+hy)(az+hs)—ajas = ayhy+ashy+hihs.
Z drugiej strony rézniczka D f(a) powinna by¢ taka funkcja liniowa, ze po jej odjeciu od
powyzszego przyrostu pozostaje cze$¢ ,rzedu wyzszego” niz ||h||. Musimy wiec przyrost
ten zapisaé jako sume ,czesci liniowej” (rézniczki) i wyrazenia type ,o(]|h||)”. Sprobujmy
zatem sprawdzi¢, czy funkcja liniowa R? > h — ajhy + ashy € R nadaje si¢” jako

Df(a). Mamy: |ghihs| = “LT"T]L = |hy] - % < [ha] skad limy, o pirhahs = 0, a

zatem rzeczywiscie Df(a)(h) = ajhy + aghy. Tak jak zapowiadaliémy, tak rozumiana
rozniczkowalno$é gwarantuje automatycznie ciggtosé funkceji.
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Twierdzenie IX.2 (o cigglosci funkcji rézniczkowalnej). Jezeli f jest rézniczkowalna w
a, to f jest ciggla w a.

Dowéd.
Dla z € D\ {0} mamy

f(x) = fa) = [lx = al[ - r(z) + Df(a)(z = a), (IX.3)
gdzie r(z) = m(f(x)—f(a)—Df(a) (x—a)). Namocy definicji D f(a) mamy wiec lim,_., r(x)

0, ponadto lim,_, Df(a)(x —a) = (lim,_, Df(a)(x)) — Df(a)(a)) =0, gdyz D f(a) jest funk-
cja ciagla jako przeksztalcenie liniowe (wynika to natychmiast np. z faktu 2 strona VIII.14 i
znanej Panstwo z GAL-u ogdélnej postaci funkcji liniowych). Stad lim,_..(f(z) — f(a)) = 0,
czyli f jest ciggla. O
Okazuje sie, ze wprowadzone przez nas pojecie rozniczkowalnosci jest ,silniejsze” niz obie
nasze wezesniejsze proby takiej definicji.
Fakt. Jezeli f jest rozniczkowalna w a, to dla dowolnego v € R™ pochodna kierunkowa f w
punkcie a w kierunku v istnieje oraz

9 (@) = D@, (IX.4)
w szczegolnosci istnieja wszystkie pochodne czastkowe g—gj(a) dla j=1,...,m oraz

0

0= Dr(@)e). (1X.5)

Ly

Dowdd.

Musimy wykazaé, ze pf (o) istnieje i jest rowna D f(a)(v), gdzie p,(t) :== f(a+tv), dlat € Rz
pewnego otoczenia O. Gdy = = 0 jest to oczywiste (mamy dwukrotnie O). Niech wiec v # 0 i
t # 0. Wowcezas na mocy 1X.3

L(0ult) — puf0)) = L(10]) - rla + 1) + DF(@))) = D] - r(a + t0) + D (a)(w)

przy czym lim,_.r(z) = 0, skad p/(0) = 0+ Df(a)(v). Dowodzi to pierwszej czesci faktu, a
druga czes¢ wynika z pierwszej oraz z faktu ze strony IX.10. [

Z powyzszego faktu wynika w szczegolnosci, ze pochodna kierunkowa w a funkeji réznicz-
kowalnej w punkcie a zalezy w sposob liniowy od kierunku rézniczkowania, tzn. R™ 3 v ~»
%(a) € R¥ jest przeksztalceniem liniowym (réwnym po prostu D f(a)). Gdy zamiast réznicz-
kowalnosci, zatozymy tylko, ze f posiada w kazdym kierunku pochodng kierunkowa w punkcie
a, to takiej liniowej zaleznosci od kierunku nie mamy powodu oczekiwac.

W przypadku jednej zmiennej pochodna byta obiektem bardzo prostym — liczba. Tym-
czasem rézniczka funkcji wielu zmiennych to obiekt dosé skomplikowany — przeksztaltcenie
liniowe . .. Jak sie tym w praktyce postugiwac? Na szczescie, jak zapewne pamietaja Panstwo
jeszcze z wyktadu z GAL-u, kazde przeksztalcenie liniowe L z R™ w R¥ posiada swoja bardzo
wygodng reprezentacje w formie znacznie chyba bardziej ,namacalnej” niz samo L. Chodzi
oczywiscie o reprezentacje macierzowa — w postaci macierzy przeksztalcenia L (w bazach
standardowych w R™ i R¥), ktéra pozwala na jednoznaczne zakodowanie L przy pomocy
m X k liczb — wyrazoéw tej macierzy. Ma ona m kolumn i k wierszy i jak wiadomo jej j-ta
kolumna utworzona jest z wektora L(e;), gdzie e; € R™, j = 1,...,m. A zatem wzér IX.5
pozwala nam na sformutowanie nastepujacego wniosku.

Whiosek. Jezeli f jest rézniczkowalna w a, to macierz przeksztalcenia liniowego D f(a) jest

takg macierzq k X m, ktorej j-ta kolumna utworzona jest z wektora %(a), tzn. je) miejsce w
J
i-tym wierszu oraz j-tej kolumnie rowne jest %(a} Y2) “dlai=1,...k,j=1,...,m
J

142) Przypomnijmy, ze f; to i-ta funkcja wspéhrzedna funkcji f, tzn. f(z) = (fi(z),..., fx(x)) € RF.
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Macierz przeksztatcenia D f(a) nazywana bywa macierza Jacobiego (f w punkcie a).
Oznaczaé ja bedziemy MJf(a). Gdy m = k, to M J f(a) jest macierza kwadratowa i definiu-
jemy Jacobian f w punkcie a wzorem

Jf(a) :==det Df(a) = det M J f(a).

A zatem MJf(a) = (gﬁ_ (@))iz1,...kj=1,..m Szczegblne przypadki to:

o k=1, czyli f jest funkcja o wartodciach liczbowych — wowczas M J f(a) ma jeden wiersz,
ktory utozsamiamy po prostu z wektorem z R™. Wektor ten nazywany jest gradientem

(f w punkcie a) i oznaczany jest najczeéciej grad f(a), lub / f(a) 3 . A zatem w tym
przypadku:
MJf(a) = grad f(a) = (gxfl(a)’ e ;;;(a)) € R™ ~ RY™ 149

e m=1, czyli f jest funkcja jednej zmiennej (o wartogciach wektorowych — w R¥) — wow-
czas M J f(a) ma jedng kolumne, ktéra jest po prostu transpozycja wektora pochodnej
f'(a) wprowadzonego w podrozdziale 1. A zatem woéwczas

fila)
MJf(a)=(f(a))" = | :
fi(a).
e m =k =1, czyli f jest zwykta funkcja skalarna jednej zmiennej — wéwcezas mamy

macierz 1 x 1:

MJf(a) = (f'(a)).

W przypadku ogdlnym mozna mysle¢ o MJf(a) jako o macierzy, ktérej kolejne wiersze to
gradienty kolejnych funkcji fi,..., fr w punkcie a.

Przyklad. [ :R? — R? f(x) = (1129, 11 + 72). Wowczas

T2

MJf(x)z( 1 5611 ),Jf(x):xg—xl.

Zauwazmy, ze wedtug przyjetej przez nas definicji by mowi¢ o macierzy Jacobiego f w
punkcie a powinnismy zaktadaé, ze f jest w a rézniczkowalna. Jednak w efekcie dla wypisania
samej tej macierzy wystarczg nam same pochodne czastkowe f w a, ktére moga istnie¢ nawet
bez rézniczkowalnosci.

Inna konsekwencja faktu ze strony IX.15 dotyczy ekstremoéow lokalnych funkeji f: D — R.

Whiosek. Jezeli a € Int D oraz f jest rozniczkowalna w a i posiada w a ekstremum lokalne,
to Df(a) = 0; w szczegdlnosci grad f(a) = 0.

Dowad.
Wynika to natychmiast ze wspomnianego faktu oraz z twierdzenia o ekstremach lokalnych (tw.
IX.1). m

Jak widzieliSmy, praktyczne sprawdzanie dla konkretnych funkcji ze sa one roézniczkowal-
ne wcale nie jest sprawa tatwa, gdy ma sie do dyspozycji wytacznie definicje. A zatem, choé
rozniczkowalno$é jest jak powiedzieliSmy pojeciem ,znacznie lepszym” niz istnienie pochod-
nych czastkowych, za to wydaje sie, ze jest znacznie mniej praktyczna. Istnienie pochodnych

143) Prosze nie myli¢ jednak V z A, ktéry to znaczek uzywany jest m.in. do oznaczania tzw. Laplasjanu . ..
144) Tym razem ,~” oznacza utozsamienie (tu R™ z macierzami rzeczywistymi 1 x m).
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czastkowych sprawdzato si¢ bowiem w ,typowych” sytuacjach bardzo prosto ... Na szczescie,
z rézniczkowalnoscia wcale jednak nie jest tak zle, jak moglo sie wydawa¢. W typowych”
sytuacjach mozna sie bowiem postuzy¢ nastepujacym waznym rezultatem.

Twierdzenie 1X.3 (o rézniczkowalnoéci dla klasy C'). Jesli f : D — R¥ jest klasy C*
oraz a € Int D, to f jest rézniczkowalna w punkcie a. B.D.

A zatem cho¢ samo istnienie pochodnych czastkowych do rézniczkowalnosci nie wystarcza-
to, to juz jednak ich cigglos¢ te rézniczkowalnos¢é gwarantuje! W efekcie pozwala nam to bez
trudu uzyskac rézniczkowalnosé wszystkich funkcji zadanych elementarnymi wzorami: Np. dla
f:R?2 =R, f(x) = z1€*2 mamy 0, f(x) = €*2, Oof (x) = 2¢° — a zatem O, f i Oof s3 ciggle
(patrz fakty 1 i 2 ze strony VIIL.13 i VIII.14). Czyli f jest klasy C', co dzigki powyzszemu
twierdzeniu daje rézniczkowalnosé f. Jak nalezato sie spodziewaé, klasa funkcji rézniczkowal-
nych posiada takze w przypadku funkcji wielu zmiennych naturalne wtasnosci algebraiczne.

Twierdzenie IX.4 (o wlasnosciach rachunkowych rézniczki).

1. Suma funkcji réiniczkowalnych jest réiniczkowalna. Co wiecej, jezeli f,g : D — RF
sq rozniczkowalne w a € D, to f + g jest rézniczkowalna w a oraz D(f + g)(a) =

D(f)(a) + D(g)(a)

2. lloczyn funkcyi rozniczkowalnej skalarnej v funkcji rozniczkowalne; wektorowej jest roz-
niczkowalny. Co wiecej, jesli f ' D — R i g : D — RF sq rézniczkowalne wa € D, to
f - g jest réiniczkowalna w a 5 .

3. Zlozenie funkcji réiniczkowalnych jest réiniczkowalne. Co wiecej jesli f : D — D' C RF
jest rézniczkowalna w a € D oraz g : D' — R! jest réiniczkowalna w f(a), to go f jest
rozniczkowalna w a oraz

D(go f)(a) = Dg(f(a)) o Df(a) (IX.6)

B.D.

Dowdd powyzszych twierdzen najlepiej zaczaé od p. ¢) — patrz zadanie 1X.24. Punkty
a) 1 b) mozna dowodzi¢ niezaleznie, ale ciekawszy jest dowdd z uzyciem punktu c¢) — patrz
zadanie [X.25.

Powyzsze twierdzenie ma takze swoj analog dotyczacy klasy C! (patrz zadanie 1X.26).
Bardzo waznym wnioskiem z p. ¢) twierdzenia IX.4 jest wzér na pochodne czastkowe ztozenia,
zwany tez requlq tancuchowg.

Whiosek. Przy zalozeniach p. c) twierdzenie 1X.4 zachodzi

MJ(go f)(a) = MJg(f(a)) - MJf(a), (IX.7)
gdzie -7 po prawej stronie powyzej oznacza mnozenie macierzy. W szczegolnosci ma miejsce
nastepujgcy wzor

reguia tancuchowa:

8(grof) _ : 89’" af]
“or. (a)_;ay.(f(a "9, @

czyli

5(9r o f)(a Z 9igr(f(a)) - 95 fi(a) (IX.8)

gdzier =1,...,l,s=1,...,m.

145) Ty wzér na D(f - g)(a) pomijamy, ale patrz zadanie 25
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Dowéd.

Wzér IX.7 to natychmiastowa konsekwencja wzoru I1X.6 oraz faktu, ze macierz ztozenia prze-
ksztalcen liniowych, to iloczyn ich macierzy. Z kolei wzor IX.8 otrzymamy z [X.7 stosujac wzor
na wyrazy iloczynu macierzy. 0

Podkreslamy, ze na ogdét nie wolno zamienia¢ kolejnosci mnozenia macierzy po prawej
stronie IX.7 (nawet gdyby mialo to sens ...).

Wzor IX.8 moze by¢ tatwiejszy do zapamietania, gdy bedziemy mysle¢ o funkcji wewnetrz-
nej f jako o pewnej ,zamianie zmiennych” z z na y i uzyjemy nieformalnego tradycyjnego
zapisu ,f;(z) = y;” w zwiazku z czym zamiast g—i napiszemy ,,S—X”. Jezeli jeszcze pominiemy
yoczywiste” punkty rézniczkowania, to otrzymamy tradycyjny zapis tego wzoru

)

agr i 897" ay
or. 2 oy 890]
s j=1 y] S

Traktujac napisy z prawej strony jak utamki po prawej stronie otrzymamy wtasnie to co po

lewej, cho¢ (niestety ...) juz k razy, a nie tylko 1 raz ...

Przyktad. g(y) = y1-y3, y € R?, f(z) = (2?,3z), x € R. Mamy (go f)(z) = 2*- (3x)* = 9z*.

W szezegdblnosei (go f)' (1) = 36. Ten sam wynik mozemy uzyskaé stusujac regute tancuchowa:
9d(go 0, of;

(90 f(1) = 220 (1) = T2, 2 (§(1)-2(1) = 43 | 24291y, -3 = 0-2+2-1.3:3 =

4-9=36.

3. Ekstrema zwigzane

146) W poprzednim podrozdziale sformutowaliémy (i to dwukrotnie) pewne warunki konieczne

na ekstremum funkcji wielu zmiennych (patrz twierdzenie IX.1 i wniosek 2 strona IX.18). Byty
to warunki, ktére, podobnie jak w przypadku funkcji jednej zmiennej, mialy szanse zadziataé
jedynie w przypadku, gdy ekstremum osiggane byto w punkcie wewnetrznym. W praktyce
czesto mamy do czynienia z sytuacja, gdy funkcja jest okreslona na zbiorze, ktéry w ogole nie
posiada punktéow wewnetrznych! Rozwazmy dla przyktadu nastepujacy prosty problem:

Jaki jest najwiekszy mozliwy iloczyn dwoch liczb nieujemnych, ktérych suma jest réwna a
(a > 0)? Sprébujmy problem ten potraktowaé, jako zadanie dotyczace funkcji dwoch zmien-
nych z; i x5 odpowiadajacych powyzszym dwom liczbom. A zatem nasza funkcjato f : D — R
zadana wzorem f(x) = x; - Ty, gdzie D := {x € R? : 21,19 > 0,21 + 13 = a}

Rysunek 27 Tu bedzie rysunek

Oczywiscie, pierwsza—podstawowa obserwacja jest taka, ze f jest ciagta a D—zwarty (patrz
rozdzial VIII), zatem dzigki twierdzeniu Weierstrassa (twierdzenie VIII.2) mamy pewnosé, ze
f osiaga swa najwiekszg wartos¢. Oznacza to, ze problem powyzszy jest w ogdle poprawnie
postawiony (i posiada rozwiazanie). Ponadto, w punkcie, w ktérym f osiaga ta najwieksza
warto$é funkcja posiada w szczegdlnosci ekstremum lokalne. Niestety jednak Int D = ()! Nie
ma wiec co marzy¢ o uzyciu kryterium wspomnianych wyzej (takze dla tego, ze tu nie mamy
pochodnych czastkowych funkcji f, skoro jej dziedzina jest taka, mamy, ze wzoér na f jest

146) Tnna nazwa ekstrema warunkowe.
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wcatkiem elegancki” ...). jak zatem rozwiaza¢ ten problem? Jeden ze sposobéw jest Panstwu
dobrze znany i w tym przypadku wiaze sie z wyborem prostego modelu matematycznego dla
tego problemu: po co bowiem rozwaza¢ funkcje 2 zmiennych, skoro mozna byto od razu uzy¢
funkcji jednej zmiennej ...7 Jednak opisany nizej sposob potraktujemy jako ilustracje ogodlnej
metody postepowania w, by¢ moze, bardziej ztozonych sytuacjach.

Przyklad (metoda parametryzacji). Chcemy znalezé jakas ,parametryzacje” zbioru D
przy pomocy mniejszej liczby zmiennych, tzn. tu funkcje ciagta p : D — D, gdzie D cCcR!
oraz p([?) = D. Ogdlnie moze sie to nie udac¢ ,globalnie”, ale moze daé¢ sie podzieli¢ D na
kawatki, na ktérych to si¢ juz uda. Tu jednak tatwo wskaza¢ nawet wiele réznych ,global-
nych” parametryzacjii D, np. p : [0;a] — D, p(t) = (t,a —t), dla r € D = [0;a] — takze
p mozna nazwaé ,parametryzacja przy pomocy pierwszej wspotrzednej”. Gdy mamy jakas
parametryzacje p : D — D oraz f posiada ekstremum lokalne w zo € D i p(to) = zo, to
dzieki ciaggltosci p funkcja f := f o g posiada ekstremum lokalne (tego samego typu) w t
(dlaczego? — prosze samodzielnie sprawdzi¢ z definicji ekstremum lokalnego). W naszym wy-
padku f(t) = f(t,a—t) =t-(a—1t) — to funkcja jednej zmiennej, tatwa do zbadania —
osiaga ekstremum lokalne na konicach przedziatu: f(0) = f(a) = 0 oraz wewnatrz w punkcie
5 f (5) = %. Oczywiscie te wartosci f sa tez wartosciami f w odpowiednich punktach w
ktérych ma ona ekstremum. Stad rozwiazaniami naszego zadania jest wartosé %. Idea tego
postepowania polega jednak na tym, ze zamiast rozwaza¢ f okreslong na D, ktore jako pod—
zbiér R™ jest zbiorem ,cienkim”, tj. o pustym wnetrzu — intuicyjnie — zbiorem ,wymiaru”
nizszego niz m rozwazamy funkcje f=7o p okreslong juz na D C R*, gdzie k— to wlaénie
ten ,wymiar” D,k < m i D ma juz ,duze” wnetrze. Do f mozemy juz probowac zatem stoso-
waé poznane Wczes'niej metody szukania ekstreméw przy pomocy pochodnych czastkowych (o
ile istnieja). W tym prostym przyktadzie byta tylko jedna pochodna czastkowa — po prostu
zwykta pochodna. Sprawa byta wiec jeszcze prostsza 7).

Opiszemy teraz inna metode, ktora pozwala rozwiazaé nasze zadanie bez potrzeby szukania
parametryzacji. Metoda ta bedzie oparta na twierdzeniu, ktére za chwile sformutujemy. Aby
jednak tres¢ tego twierdzenia byta od razu bardziej zrozumiata zapowiemy pewne obiekty,
ktore beda sie w nim pojawia¢. Zauwazmy najpierw, ze w rozwazanym przez nas przypadku
funkcje f okresliliSmy od razu na zbiorze D, choé¢ jak widzieliSmy mozna byto rozszerzyc¢ ja
do bardzo ,eleganckiej” funkcji zadanej na znacznie wickszym zbiorze — np. na caltym R?
(zachowujac wzér z1 - x3). W ponizszym twierdzeniu funkcja f bedzie zatem okreslona na
pewnym zbiorze otwartym U C R™, jednak ekstrema bedziemy bada¢ nie dla niej, lecz dla
jej obciecia do pewnego ,ciekawego” podzbioru M zbioru U. Zauwazmy, ze badany wczesniej
zbiér D mozna rozbi¢ na sume dwoch nastepujacych podzbioréw: Dy = {z € R? : zy, 29 >
0,21+ 9 = a} oraz Dy = {(a,0), (0,a)}. Zbiér D, to ,brzeg” 48  ktéry badaé mozna osobno.
Jesli ograniczymy sie do badania funkcji na Dy, to w tym konkretnym przypadku nalezatoby
rozwazy¢ U := {x € R? : zy,m9 > 0} oraz M := {x € U : 71 + 73 = a}. Powyzsze M
jest podzbiorem zbioru U opisanym pewnym rownaniem, w jezyku fizycznym mowi sie tez, ze
zostaly natozone pewne wiezy, stad ekstremum zwigzane ... W praktyce tych réwnan moze
by¢ wiecej — powiedzmy k, gdzie 1 < k < m. Kazde rownanie moze opisa¢ osobng funkcje
skalarng, albo mozna wszystkie razem opisa¢ jedng funkcje wektorowa F : U — RF (jej
sktadowe F; opisuja poszczegélne réwnania). W naszym przypadku k& = 1 i biorac F' zadane
wzorem F(x) = x1 + x5 mozemy zapisaé, ze M = {x € U : F(z) = ¢}, gdzie tu ¢ = a. Zbior
tej postaci to poziomica funkcji wektorowej F' albo przeciecia k poziomic funkcji skalarnych

147) Pamietajmy jednak, ze warunki konieczne na ekstrema, ktére znamy z podrozdziatu 2 dzialaja tylko w
punktach wewnetrznych zbioru D!

148) Uwaga — nie jest to jednak tzw. brzeg topologiczny zbioru, o ktérym my co prawda nie méwilismy, ale z
ktérym to pojeciem mozecie sie Panstwo spotkac ...
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Fy, ..., Fy. Sformutujmy zatem zapowiadane twierdzenie.

Twierdzenie IX.5 (o mnoznikach Lagrange’a). Niech U bedzie otwartym podzbiorem R™,
f:U—=R, F:U— R* gdzie 1 <k < m, niech bedq funkcjami klasy C i niech C € R¥.
Jezeli funkcja fIM, gdzie M := {x € U : F(x) = c}, posiada ekstremum lokalne w xo € M
oraz

rank M JF(z) = k, 149 (IX.9)

to istniejg A1, ..., A\p € R takie, zZe

grad f(xg) = i Aj grad Fj(xo). (IX.10)

J=1

Teze powyzszego twierdzenia mozna sformutowaé inaczej tak: wektor grad f(x) jest kombi-
nacja liniowa wektoréw grafFi(zo), ..., grad Fj(x¢). Wspdtezynniki Ay, ..., A\x bedace wspol-
czynnikami w tej kombinacji liniowej nazywane sa mnoznikami Lagrange’a (choé¢ czasem ta
nazwa okresla sie liczby postaci — ;). Zalozenie IX.9, ktére moze Panstwa nieco niepoko-
i¢, to warunek, ktéry gwarantuje, ze ,w poblizu xo” M ma ,wymiar” réwny k, albo inaczej,
ze réwnania opisane funkcjami Fi, ..., Fj sa ,niezalezne w poblizu z,”. Nalezy pamietaé o
sprawdzaniu tego warunku! Zobaczmy teraz jak dziala to twierdzenie w naszym konkretnym
zadaniu.

Przyklad (metoda mnoznikéw Lagrange’a). Juz przed twierdzeniem okreslilismy U i F,
M i ¢, przypominamy jeszcze, ze f : U — R, f(z) = x1 - x3. Oczywiscie U jest otwarty oraz
F i f klasy C'. Mamy MJF(z) = grad F(z) = (1,1) zatem (IX.9) zachodzi dla dowolnego
xg € M. Zalézmy teraz, ze w x € M funkcja f|M posiada ekstremum lokalne. Zatem z
powyzszego twierdzenia istnieje A} = A € R taki, ze spetnione sa rownania

To = A
1+ X9 = a.

Dwa pierwsze, to rownania skalarne uzyskane z obu wspotrzednych wektorowej rownosci
[X.9, a trzecie to réwnanie opisujace przynaleznosci do M. Mamy wiec uktad 3 réwnan z 3
niewiadomymi: x1, x9, A. Ponadto mamy dwie nieréwnosci

xry > 0
{ 20 (IX.12)

Zawiazane z tym, ze x € U. Rozwiazujemy to tatwo: uzyskujemy z rownan 2\ = a skad
r1 = Ty = A = § (nieréwnodci nawet si¢ nie przydaly ...) czyli, ze jedynie w punkcie (3, %)
funkcja f|M moze posiadaé¢ ekstremum. Aby wiec zakonczy¢ rozwiazanie ta metoda nalezy
osobno zbada¢ wartosci f w obu punktach zbioru Dy — tam f osiaga wartos¢ 0 i korzystajac z
tego co juz wykazaliémy przedtem, tj. ze f osiaga w D swoje kresy, widzimy takze tg metoda,
ze kres gorny osiagany jest w (5, %) i wynosi .

Przy bardziej ztozonych zadaniach rozwigzywanie uktadu réwnan moze by¢ trudniejsze i
czesto trzeba w istotny sposéb wykorzystac takze nierownosci, ktore mogg sie pojawi¢ w zwigz-
ku z warunkami opisujacymi zbiér otwarty U. Jednak zawsze mamy te samag liczbe rownan
co niewiadomych! Réwnan jest bowiem m + k (m—wspolrzednych gradientéw z tezy twier-
dzenia IX.5, oraz k — réwnan na przynaleznosé do M) i niewiadomych m + k (m — liczba

wspoéhrzednych punktu x oraz k — liczba mnoznikéw Lagrane’a).
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4. Rodbzniczkowanie a odwracalnosé

W twierdzeniu ,0 wlasnodciach rachunkowych rézniczki” (tw. IX.4) nic nie wspomnieliSmy
o rézniczkowanosci funkcji odwrotnej. Okazuje sie, ze dla wielu zmiennych prawdziwe jest
twierdzenie podobne do znanego nam dla jednej zmiennej, kiedy to dla rézniczkowalnosci
funkeji f~! wystarczata de facto rézniczkowalnosé f, ciagtosé f=' 0 oraz fakt, ze f'(z) # 0.
W pewnym sensie jednak zasadniczy byt tu ostatni warunek, ktory zamienia sie w przypadku
wielu zmiennych w swoje naturalne uogélnienie'®")

det Df(z) £ 0 (IX.13)

czyli warunek odwracalnosci przeksztatcenia liniowego D f(z) (lub w jezyku macierzy det M J f(x) #
0, czyli istnienie (M J f(z))™!). Zanim jednak sformulujemy twierdzenie o rézniczkowaniu funk-

¢ji odwrotnej zajmiemy sie niejako odwroceniem tego problemu, tzn. odwracalnoscig funkcji
speliajacej warunek (IX.13). I cho¢ spelnienie warunku (IX.13) nawet na caltej dziedzinie

i nawet z dodatkowymi zatozeniami dotyczacymi regularnosci funkcji nie gwarantuje wcale
odwracalnosci funkcji (patrz np. zadanie 1X.30), to jednak mozna uzyska¢ cos, co nazywane
bywa lokalng odwracalnosciq.

Twierdzenie IX.6 (o lokalnym odwracaniu'®? ). Jezeli U jest otwartym podzbiorem R?
oraz f : U — RY jest funkcjqg klasy C' oraz xo € U jest taki, ze

det D f () # 0, (IX.14)

to istnieje r > 0, takie, ze V = f(K (x0,7)) jest zbiorem otwartym, f = f |k K(0,7) =V
jest odwracalna oraz =1 jest klasy C*. B.D.

W szczegolnosci f 7 tezy twierdzenia jest dyfeomorfizmem (klasy C'), tzn. odwracalng
funkcja klasy C! taka, ze odwrotna do niej tez jest klasy C'. Zapowiadane twierdzenie o
rozniczkowaniu funkcji odwrotnej jest wtasnie konsekwencja powyzszego twierdzenia. Warto
tez wspomnieé, ze inng jego wazna konsekwencja jest tzw. twierdzenie o funkcji wwiktanej,
ktérego tu nie bedziemy szczegdétowo formutowaé — zamiast tego wspomne jedynie, ze dotyczy
ono rozwiazywania réwnan (takze uktadéw réwnan) typu

F(a,x) =0,

gdzie x — niewiadoma (lub niewiadome) oraz a — parametr (lub parametry) w taki sposéb, aby
rozwigzanie z(a) zadane bylo ,lokalnie” jako ,dobra” funkcja (np. funkcja kl. C') parametru
a.

Twierdzenie IX.7 (o rézniczkowaniu funkcji odwrotnej). Jezeli U jest otwartym pod-
zbiorem R? oraz f : U — W C R? jest odwracalng funkcjq klasy C', takq Ze dla dowolnego
x € U zachodzi (IX.13), to f~! jest klasy C* oraz dla dowolnego v € W zachodzi

Df~Hx) = (Df(f~H(2))~". (IX.15)

Ponadto W jest otwarty.

Dowdéd. .
Rozwazmy dowolny a € W. Niech o = f~(a) i niech r, V, f bedzie dobrane do zy tak

150)
151

Patrz — ostatnie zdanie dowodu tw.V.1.c).

) Choé¢ nie jedyne uogélnienie. Innym bylby np. warunek D f (z) # 0, ktéry jednak nie jest tu dobrym
wyborem...

152) Funkcjonuje tez nazwa ,twierdzenie o funkcji odwrotnej”, jednak ta sama nazwa uzywana jest do wielu
zupelnie réznych twierdzen...
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jak w tw.IX.6. W szczegblnosci zatem a € V = f(K(0,7)) C W, zatem ze wzgledu na
dowolno$¢ a i otwartos¢ V' zbior W tez jest otwarty. Ponadto dla dowolnego y € V' mamy
YW y) = f ' (y), czyli f~' |y= f', zatem f~! |, jest klasy C', skad f~! jest klasy C',
dzigki otwartosci V' i dowolnosci a. Pozostaje wykaza¢ (IX.15). Mamy f o f~! = iy, gdzie
iw—funkcja identycznogciowa na W, tzn. iy (z) = = dla x € W. Dla dowolnego x € W f~!
jest rézniczkowalna w x, jak juz wykazaliSmy i takze (z zalozenia) f jest rézniczkowalna w
/7! (z) a zatem z tw. IX.4 pkt.3 mamy

Df(f~!(x)) o Df*(z) = Diw(x) =1,

gdzie i — przeksztalcenie identycznosciowe na RY, skad natychmiast dostajemy (IX.15). O

Na zakonczenie tego podrozdziatu zauwazmy tylko, ze w tym twierdzeniu przyjeliSmy nieco
inne zatozenia niz w przypadku jednowymiarowym, mianowicie zatozenie o tym, ze f jest klasy
C'. Jak sie okazuje jest to silniejsze’™ niz cigglosé f~!, ktéra potrzebna byla przy d = 1.
Zrobilismy tak jednak ze wzgledu na tatwos¢ dowodu, cho¢ prawdziwe jest takze twierdzenie
w wersji z cigglodcig f~! zamiast klasy C* dla f.

5. Pochodne czastkowe wyzszych rzedéw

Jak rozniczkowadé wielokrotnie funkcje wielu zmiennych?

Pytanie to wydaje si¢ trudniejsze niz w przypadku jednej zmiennej z nastepujacych powodow.
Pochodna funkcji jednej zmiennej byta funkcja takze jednej zmiennej o wartosciach tego same-
go typu, co wartoéci funkcji wyjéciowej. Gdy f jest funkcjg m-—zmiennych o wartosciach w R¥,
to jej rézniczka w kazdym punkcie z nie jest juz elementem R*. A zatem D f mozna traktowaé
jako funkcje zalezna od x (czyli tez m—zmiennych) ale juz o zupekie innych wartosciach —
w zbiorze przeksztatcen liniowych z R™ w R¥. Dwukrotnie rézniczkowanie f musialoby wiec
polega¢ na jednokrotnym rézniczkowaniu takiej dziwnej dos¢ funkceji D f. Wydaje sie to trudne
do pojecia, szczegblnie gdy pomyslimy o jeszcze wyzszych rézniczkach niz druga...'®® Na ogét
jednak postepuje si¢ troche inaczej — zamiast rézniczkowaé tak zawilty funkcje D f rozpatruje
sie funkcje z ~ Df(z)(h) € R* przy ustalonych h, dla wszystkich h € R™ — sg to funkcje
m-zmiennych, ale juz o wartoéciach w R¥, tak jak wyjéciowa funkcja f. Jesli przy kazdym
wyborze h taka funkcja — oznaczmy ja jako D f — jest w punkcie x rézniczkowalna, to méwimy,
ze [ jest dwukrotnie rozniczkowalna w x, a drugq rozniczkqg w x nazywamy przeksztalcenie
D%f(z) : R™ x R™ — RF zadane dla h', h? € R™ wzorem

D?f(z)(h', h?) := D(Dpi f)(z)(h?).

Kontynuujgc takie postepowanie mozna zdefiniowa¢ rekurencyjnie n—krotng rézniczkowalnosé
i n—ta rézniczke D" f(x) funkcji f w punkcie x (o ile bedzie istnied), ktéra jak ratwo sie
przekonaé¢ bedzie okreslona na (R™)™ i bedzie przeksztatceniem n—liniowym (tzn. liniowym
ze wzgledu na kazda ze zmiennych wektorowych h', ... A" przy ustalonych pozostalych). Jak
widaé jest to troche skomplikowane, ale na szczeScie nie bedziemy tym pojeciem postugiwac
sie dalej — podaje to jedynie w celach ,informacyjnych”. Znacznie prostsze pojeciowo sa tzw.
wyzsze pochodne czgstkowe. Jak pamigtamy pochodna czastkowa d,, f byta funkcja tego sa-
mego typu, co f (tyle samo zmiennych, taki sam typ wartosci). A zatem wyzsze pochodne
czastkowe mozna tatwo okresli¢ rekurencyjnie, podobnie jak okreslato sie wyzsze pochodne
funkcji jednej zmiennej, a jedyna roznica jest taka, ze kolejne rézniczkowania moga by¢ ,,po
rozmaitych zmiennych”. Jezeli f : D — R*, gdzie D C R™ to jej pochodna rzedu n w punkcie

153) Oczywiscie — przy spelnieniu pozostalych zalozen.
154) Choé jest wykonalne
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x po zmiennych kolejno: x;,,...,x;,, gdzie ji,...,j, € {1,...,m}, oznaczamy (o ile istnieje)
kazdym z symboli
of

)
(‘9x]~n e al'jl

a$jn‘..$j1f(x)7 ajn,...,j1f(x) (l‘)

A definicja rekurencyjna jest taka:
jezeli a € D oraz dla pewnego r > 0 pochodna czastkowa 0;, ;, f(x) istnieje i jest skon-
czona przy dowolnym = € D, , := K(a,r) N D oraz jn,41 € {1,...,m}, to

ajn+17jn1-~-,jlf<a) = ajn+1 (aj ----- jlf)(a)’

o ile pochodna czastkowa po j,.1 z prawej strony powyzszego wzoru istnieje. A zatem moze
byé¢ az m™ réznego typu pochodnych czastkowych rzedu n. Np gdy m = 2 i n = 2 moga
pojawiaé si¢ 4 takie pochodne:

Pf o PF o Pf o Pf
81’181’1 ’ 8.%'28.731 ’ 81:18952 ’ 3.7}28.732 ’

a przy m = 3 i n = 2 bedzie ich juz az 9.
Przyklad. Niech f:R? - R, f(z) = z1e%2. Wowczas

Ou f(x) = €7, 00y f(x) = 3167, 0010, f(x) = 0, Onyap f(x) = 316", Onyar, f(¥) = €™,
a331272f(‘7;) = e".

W powyzszym przykladzie zwraca uwage fakt, ze w kazdym punkcie x 0y, 4, f(2) = Opye, f ().
Okazuje sie, ze nie jest to przypadek. I cho¢ taka sytuacja nie zachodzi zawsze, to jednak dla
funkcji ,dostatecznie regularnych” jest to reguta, jak zobaczymy za chwile. Najpierw jednak
musimy okresli¢ czym ma by¢ owa regularnosé. Bedzie to uogoélnienie na wyzsze rzedy pojecia
klasy C'. Mianowicie f : D — R jest klasy C™ (zapisujemy to takze: f € C"(D)) wtw istnieja
jej wszystkie'® pochodne czastkowe rzedu n i sa one funkcjami ciagtymi na D.
Twierdzenie IX.8. Jezeli f jest klasy C™ to dla dowolnego x € Int D wartosé 0;,,. ;, f(x)
nie zalezy od kolejnosci liczb ji, ..., Jn. B.D.

A zatem w przypadku takim jak w twierdzeniu mozna upro$ci¢ nieco notacje stuzaca do
zapisu pochodnych czgstkowych — nie jest bowiem wazne w jakiej kolejnosci rézniczkujemy,
wazne jedynie ile razy rézniczkujemy, po danej zmiennej. W takiej sytuacji stosowany jest
zatem najczesciej jeden sposrod nastepujacych zapisow:

o f

Ozt ... xlm

9% f(x), 8xf1,,,x%mf($), (), 159)

gdzie @ = (aq,...,04,), n = @1 + ...+, Oraz «; jest liczba rézniczkowan po zmiennej ;.
Jednak aby korzysta¢ w petni z powyzszej wygody trzeba najpierw sprawdzi¢, ze funkcja
jest klasy C™ — korzystanie tylko z definicji byloby tu mato sensowne — by sprawdzié¢ np.
2 2
ze 8;91 afo = 89?2 afa;l musielibySmy i tak wyliczy¢ obie te pochodne czgstkowe i sprawdzi¢ ich
ciagltosé, wiec ich rownosé bytaby zapewne jasna i tak, bez twierdzenia IX.8... Na szczescie

prawdziwy jest ponizszy fakt dotyczacy operacji na funkcjach klasy C™.

Fakt. Jezeli f i g sq funkcjami klasy C™ okreslonymi na zbiorach otwartych to ich suma,
réznica, iloczyn, iloraz oraz zlozenie (kaZda z mich, o ile jest okreslona) jest takze klasy C™.
Jezeli ponadto f jest odwracalna i ma rézniczke D f(x) odracalng w kaZdym punkcie dziedziny
funkcji f, to f=1 jest klasy C™.

155) Tyzn. wszystkie ze wspomnianych wezesniej m” mozliwych.

156) Ponadto najczesciej pomija sie w 21 3 z tych zapiséw te zmienne, dla ktérych a; = 0 np. %(:ﬂ) =
1072

OF_(z).

3 T9.09.2
Oxy0xg0x3
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Nietrudny dowod indukeyjny tego faktu pomijamy.

Warto jeszcze wspomnied, ze jezeli f jest klasy C™, to jest rézniczkowalna n—krotnie (w
sensie, o ktorym moéwiliSmy na poczatku tego rozdzialu) w kazdym punkcie z wnetrza swej
dziedziny. Stanowi to uogdlnienie znanego nam juz wczesniej wyniku dla n =1 (tw.IX.3).

Sposrod pochodnych czastkowych wyzszych rzedéw najwazniejsze beda dla nas pochodne
rzedu 2. Powodem tego jest wazne kryterium dajace warunki dostateczne na ekstrema lokalne
funkcji, ktore wymaga uzycia wlasnie tych pochodnych. Zanim sformulujemy to kryterium,
opiszemy sytuacje, jaka ma miejsce dla jednej zmienne;j.

Fakt. Jezeli f : D — R, D C R, a € IntD ¢ f jest dwukrotnie rézniczkowalna w a oraz
f'(a) =0 f"(a) #0, to

(1) jezeli f"(a) >0, to f ma minimum lokalne w a;

(ii) jezeli f"(a) <0, to f ma maksimum lokalne w a.

Fakt ten nietrudno udowodni¢ w oparciu o wzor Taylora z reszta Peano (patrz np. za-
dania V.30). Nie pojawil sie on na wykladzie, poniewaz nie ma zbyt istotnego praktycznego
zastosowania — w przypadku funkcji jednej zmiennej w ,typowych” problemach rozpoznaje
si¢ ekstrema tatwiej poprzez badanie przedzialéw monotonicznosci, do czego wystarcza 1-sza
pochodna. Dla wielu zmiennych jednak nie mamy pojecia monotonicznosci, a zatem wynik w
stylu powyzszego faktu mogtby okazaé¢ sie narzedziem przydatnym. Pytanie zatem — jak po-
winny wyglada¢ analogi zatozen f'(a) = 0”7 oraz .,f"(a) < (>)0"7 Z pierwszym z nich sprawa
jest prosta — zastapimy go warunkiem Df(a) = 0, czyli grad f(a) = 0. By poradzié¢ sobie z
drugim warunkiem wprowadzimy najpierw nastepujace oznaczenia. Zatézmy, ze f : D — R,
a € Int D, gdzie D C R™ i ze pochodne czastkowe 2-go rzedu istnieja i sa ciagle w otoczeniu
punktu a. Zdefiniujmy macierz H f(a) o wymiarach m x m:

(o) = (o (@)

1,j=1

(przypominam, ze wg. pow. notacji ¢ to numer wiersza, a j — kolumny). Macierz ta nazywana
jest macierzqg Hessego (funkcji f w punkcie a) i jak mozna wykazaé jest to macierz drugiej
rézniczki D?f(a)*® . Na mocy twierdzenia IX.8 macierz ta jest symetryczna, a zatem her-
mitowska (bo rzeczywista). Dla takich macierzy znacie Panstwo (oczywiscie dzieki wyktadom
z GAL-u) pojecia dodatniej i ujemnej okreslonosci, a takze nieokreslonosci, odpowiadajace
analogicznym pojeciom dla formy dwuliniowej wyznaczonej przez te macierz. I wlasnie te dwa
pojecia uzyte w odniesieniu macierzy Hessego postuza nam za analogi warunkéw f”(a) > (<)0.
Twierdzenie IX.9. Zalozmy, Ze pochodne czgstkowe rzedu 2 dla f istniejg @ sq ciggle w
otoczeniu punktu a € Int D oraz Ze grad f(a) = 0. Wowczas

(1) jezeli H f(a) jest dodatnio okreSlona, to f ma minimum lokalne w a;
(ii) jezeli H f(a) jest ujemnie okreslona, to f ma maksimum lokalne w a;

(iii) jezeli H f(a) jest nieokreslona, to f nie posiada ekstremum lokalnego w a.

B.D.

Dowdd tego twierdzenia mozna przeprowadzi¢ (podobnie jak dla m = 1) przy uzyciu odp.
wersji wzoru Taylora dla wielu zmiennych. My jednak nie bedziemy nawet podawaé postaci
wielomianu Taylora dla m-zmiennych, cho¢ warto wiedzie¢, ze ta teoria poznana dla jednej
zmiennej takze ma swoje wielowymiarowe uogélnienie.

157) D2 f (a) jest w szczegdlnosci forma dwuliniowa, a pojecie macierzy formy dwuliniowe]j poznali$cie Panstwo
na wykltadach z GAL-u.
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Uwagi.

1. Sytuacja (iii) nie miata swego odpowiednika dla m = 1. A to dlatego, ze macierz 1 x 1
nie moze by¢ nieokreslona.

2. Ekstrema lokalne z p.(i) i (ii) twierdzenia sa nawet Sciste (inaczej wlasciwe), tzn. w
pewnym otoczeniu punktu a warto$é¢ f(a) osiagana jest tylko w punkcie a.

3. Pamietajmy, ze przypadki (i), (ii), (iii) nie wyczerpuja wszystkich mozliwosci — macierz
H f(a) moze byé jeszcze potokreslona (dodatnio lub ujemnie)® i w tym przypadku
twierdzenie nie rozstrzyga o istnieniu lub nieistnieniu ekstremum. Odpowiada to sytuacji,
gdy f"(a) =0 dlam=1.

4. Twierdzenie to daje nam pewne warunki dostateczne na ekstrema lokalne. Stanowi
ono zatem wazne uzupeitnienie twierdzenia [X.1, dajacego jedynie warunki konieczne
(przy odpowiednich zatozeniach), ktére sa zreszta czescia pojawiajacych sie tu warunkow
dostatecznych.

Aby utatwi¢ Panstwu praktyczne korzystanie z twierdzenia I1X.9 podam tu jeszcze kilka
algebraicznych faktow pomocnych przy badaniu okreslonosci macierzy.
Niech A bedzie macierzg rzeczywista symetryczng o wymiarach m x m.

Fakt IX.1 (kryterium Sylwestera).
o A jest dodatnio okreslona wtw Vk:h,_,m det A% > 0,
o A jest ujemnie okreslona wtw \V/k:17..,,m (—=1)kdet AR > 0,

gdzie A®) jest macierzqg powstalq z A przez skreslenie kolumn i wierszy o numerach > k.

Powyzszy wynik poznaliscie Panstwo na wyktadzie z GAL-u. Do sformutowania kolejnego
wyniku potrzebne nam bedzie pojecie wartosci wlasnej macierzy. Liczba A € C jest wartoscig
wlasng macierzy A (tu nie musi by¢ ona symetryczna) wtw A jest pierwiastkiem réwnania

det(A — M) = 0.

Latwo wykazaé, ze lewa strona powyzszego rownania jest wielomianem m-tego stopnia wzgle-
dem )\, zatem macierz moze mie¢ conajwyzej m réoznych pierwiastkow zespolonych, a liczac je
2z krotnosciami” jako pierwiastkow powyzszego wielomianu jest ich doktadnie m. Mozna tez
wykazaé, ze dla A — hermitowskich wszystkie ona sg liczbami rzeczywistymi.

Fakt IX.2.

e A jest dodatnio okreslona wtw wszystkie wartosci wlasne A sq dodatnie™

o A jest ujemnie okreslona wtw wszystkie wartosci wiasne A sq¢ ujemne,

o A jest nieokreslona wtw istnieje dodatnia wartos¢ wilasna A i ujemna wartosé wtasna

A.

Nietrudno wykazaé, ze iloczyn wszystkich warto$ci wtasnych A liczonych z w.w. krotnoscia-
mi rowny jest det A. Otrzymujemy stad wniosek, bedacy bezposrednia konsekwencjag ostatniej
czesci powyzszego faktu.

Whiosek. Jezeli m jest parzyste oraz det A < 0, to A jest nieokreslona.

158) Tzn. okre$lona nieujemnie (niedodatnio) ale nie okreslona dodatnio (ujemnie).
159) Przypomnijmy, ze dodatnie tzn. > 0, nie tylko > 0!
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Dowéd.
Niech A, ..., )\, beda wartosciami wltasnymi A wypisanymi z krotnosciami. Zatem det A =
Al s ooos A, czyli A; # 0 dla dowolnego j. Gdyby wszystkie \; byty dodatnie, to det A
bytby dodatni. Gdyby wszystkie byly ujemne, to takze mieliby$my det A > 0 ze wzgledu na
parzystos¢ m. Stad istnieja A; i \; réznych znakow. m

Zakonczymy ten rozdzial konkretnym przyktadem.
Przyklad. Niech f:R? —» R, f(z) = 2% + 23 + ax2s.

Sprobujemy wyznaczy¢ wszystkie ekstrema lokalne tej funkeji w zaleznosci od parametru
a € R. Sprawdzimy wiec warunek konieczny: grad f(z) = 0 na to by w z bylo ekstremum
lokalne. Mamy

O, f(x) = 221 + axs, O, f(x) = 229 + axy,

otrzymujemy zatem uktad réwnan

{ 2x1 +axy =0

ary + 2x, = 0.
. : . 2 :
Poniewaz macierz tego ukladu (lewej strony) to B = ( 4 ; i det B = 4 — a? zatem, dla
a # +2 uklad ten ma doktadnie jedno rozwiazanie z = 0 (tj. 21 = 2o = 0). Gdy a = 2, to
rozwigzaniem jest cata prosta [y réwnania xo = —xq, a gdy a = —2, to rozwigzaniem jest

prosta l réwnania xy = x;. Teraz policzmy H f(x). Mamy

Hf(a:):<2 ;L):B

(zauwazmy, ze tu wyszta nam macierz niezalezna w ogdle od z).

Dzieki kryterium Sylwestera macierz ta jest dodatnio okreslona wtw det B > 0 wtw |a| <
2, ale nie jest ona nigdy ujemnie okreslona. Z kolei z wniosku z faktu 2, gdy |a| > 2, to H f(z)
jest nieokres$lona. To samo mozemy uzyska¢ bezposrednio z faktu 2, bowiem det(B — \[) =
(2-XN?—=a?>=(2—-a—N)(2+a—)), skad wartoéciami wlasnymi H f(z) sg liczby 2 — a i
2+ a. W efekcie, twierdzenia IX.1 i IX.9 daja nam cze$ciowe rozwigzanie problemu:

e jezeli |a| < 2, to jedyne ekstremum lokalne jest w z = 0 i jest to Sciste minimum lokalne;
e jezeli |a] > 2, to f nie posiada ekstreméw lokalnych.

Pozostaje przypadek a = +2. Na szczescie daje sie on zbadaé ,recznie” (zreszta powyzsze
przypadki takze dawaly sie zbadaé bez calej tej teorii — jak?). Wéwcezas bowiem f(z) =
(11 £ 2)?, a zatem na calej prostej ,r; &= z5” osiagana jest warto$¢ najmniejsza funkcji f
wynoszaca 0. W szczeg6élnosci zatem w kazdym punkcie prostej 1o funkcja f osigga minimum
lokalne (niesciste) i sa to jedyne ekstrema lokalne f.
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Zadania do Rozdzialu IX

Vo1

Wyznacz prosta styczna do obrazu krzywej f w punkcie a:
(a) f:[0;2N7] — R?, f(t) = (Rcost, Rsint, 5%) gdzie N € N, R,a > 0, a = f(m);
(b) f:[0;2N7] = R?, f(t) = (R+ at)(cost,sint), gdzie N, R, a, a sa jak wyzej.

Ponadto zinterpretuj sens geometryczny obrazéw tych krzywych oraz role parametrow
N, R, .

Znajdz przyktad takiej krzywej f : [a;b] — R? klasy C!, dla ktérej nie zachodzi teza
twierdzenia Lagrange’a o wartosci éredniej, tzn. takiej, ze

vce[a;b] f(b) - f(CL) 7é (b - CL) ' f/(C).

. Rozwazamy nastepujaca sytuacje dotyczaca funkcji d—zmiennych, gdzie d = 1 lub 2.

Funkcja f : K(0,1) — R jest ciagta, po obcieciu do K(0,1) jest klasy C* oraz:

1. 0 jest jedynym punktem x € K(0,1) gdzie grad f(z) =0
2. f ma maksimum lokalne w 0,

3. f nie osigga wartosci najwiekszej w punkcie 0.

(a) wykaz, ze taka sytuacja nie jest mozliwa gdy d = 1.

(b) Przedstaw przekonywujaca ilustracje mapy poziomic takiej funkcji f, ktora jest
przyktadem powyzszej sytuacji przy d = 2.

. 169" Oblicz pochodne czastkowe (rzedu 1) po wszystkich zmiennych (w kazdym punkcie

dziedziny) funkcji f i sprawdz, ze sa to funkcje klasy C':
(a) f:R® =R, f(z) = zelt22);

(b) f: (0400 — R, f(z) = ai"*;

(e) f: (L +OO) (0;+00) = R, f(z) = log,, @2;

(d) f:R? =R f(z) = (arctg(z1e”7%2), 21 sin(z122), (2122)%).

Dla ponizszych funkcji f : R?> — R zbadaj w jakich punktach z istnieje pochodna
czastkowa 0 f(z), a w jakich Oy f(x):

(a) f(2) = ||

(b) fz) = /ot =23 — |zl

Dla funkcji z zadania VIII.16 zbadaj

(i) istnienie kazdej z pochodnych czastkowych (1-go rzedu) w 0;
(ii) istnienie pochodnych kierunkowych w kierunku kazdego wektora w 0. Wyniki skon-
frontuj z wynikami zadania VIII.16 (dot. ciaglosci f w 0).

Wykaz, ze jezeli funkcja skalarna f okreslona na ,kostce” D := [a1;b1] X ... X [am; b
posiada wszystkie pochodne czastkowe (rzedu 1) w kazdym punkcie dziedziny i sa one
funkcjami ograniczonymi, to f jest funkcjg Lipshitzowska, tzn.

er Vayen [£(x) = fFy)| < cllz —yll.

160) Przynajmniej 1 przyktad
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10.

V11

12,
Y 13.

YV 14.

Y 15.

Wykaz, ze jezeli U jest otwartym podzbiorem R? oraz f : U — R spelnia warunki takie
jak w zadaniu IX.7, to f jest ciggta.

Wskazowka: uzyj wyniku z zadania IX.7.

Wykaz, ze jezeli istnieje pochodna kierunkowa 0, f(a), to dla dowolnego o € R istnieje

takze Ouy f(a) oraz Ou, f(a) = ad, f(a).

Niech f : R? — R bedzie funkcja jednorodna, tzn. taka, ze dla dowolnego t € R i z € R?
zachodzi f(tz) = tf(z). Wykaz, ze f jest rozniczkowalna w 0 wtw f jest funkcjonatem
liniowym.

Zbadaj rézniczkowalnos¢ funkcji f : R® — R, f(z) = 22xy + x12903 + 723 — 923 dwoma
sposobami:

(a) bezposrednio z definicji rézniczki;
(b) w oparciu o twierdzenie ,0 rézniczkowalnosci dla klasy C17 (tw.IX.3).
Niech f:R? = R, f(z) = |z1| - 2 (patrz zad. IX.5 a). Zbadaj rézniczkowalno$é f.

161) ZnajdZ macierz Jacobiego funkcji f w punkcie a:

(a) f:R? - R3 f(z) = (x1,71 + 79, 71 - T2), az(l,?);
(b) f:R® = R% f(x) = (21 + 222 + 33,71 - 75 - 73), =(0,1,2);
(@) f 1R SR, f(z) = (enmaeses), — (1,0,1,0)
(d) f:R—=RY f(t) = (0,t,t2,t3), a=1;

(e) f:R — R, f(t) = arctg(t* + 1), a=1.

Oblicz pochodng kierunkowsa funkeji f w punkcie a w kierunku v = (0, - ' 750 0, %) dla
przyktadu z zadania 1X.13 ¢) dwoma metodami:

(a) przy uzyciu definicji %(a),
(b) wykorzystujac wynik z zadania IX.13 ¢) i odpowiedni (jaki?) wynik z wyktadu.
162)

W oparciu o twierdzenie o ekstremach lokalnych (tw. IX.1)1%3) znajdz kresy (gorny
i dolny) ponizszyh funkcji f: D — R. Zbadaj czy kresy te sa przez f osiagane.

(a) D={xeR? 23 > 0,2{ + 25 <1}, f(z) =2 + (22— 5)*,

(b) D={(z,y,2) eR3:2,y,2 >0,z +y+2<4}, f(v,y,2) =ayz(d—x —y — 2),
(c) D={x € R?: zy,15 < 0}, f(x) = (z1 + 3wq)e?™1 772,

(d) D =R2, f(z) = zz0e @172

Wskazéwka do c) i d): udowodnij nastepujace twierdzenie o0 osiaganiu jednego kre-
su” (por. takze zad. IV.15): Jezeli istniejg 2bior zwarty K C D oraz a € K takie, Ze

VIGD\K f(z) = fla) (< f(a)), to f osigga swéj kres dolny (gdorny), o ile jest ciggla.

161) Cho¢ 2 przyktady

162)
163)

przynajmniej jeden z a), b) i jeden z c), d).
Tu prosze nie stosowaé jeszcze twierdzenia o mnoznikach Lagrange’a.
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16.

17.

18.

19.

Wyznacz wymiary takiego prostopadiosciennego akwarium bez ,gérnej przykrywki” o
objetosci 1001, na ktérego zbudowanie potrzeba zuzy¢ najmniejszej powierzchni szyb.

Wyznacz wymiary prostopadtosciennego 100 litrowego akwarium o szkielecie zbudowa-
nym z pretéw (wzdtuz wszystkich krawedzi), na zbudowaniu ktérego potrzeba najmniej-
szej dtugosci pretow.

Bez uzycia pochodnych czastkowych rzedu 2 znajdz ekstrema lokalne funkcji f : R? — R
zadanej wzorem f(z,y) = 2%y3(6 — x — y).

Wskazéwka: naszkicuj poziomice ,zerowa” dla f (tzn. f~!1({0})) oraz zbadaj znaki f
poza ta poziomica.

przy uzyciu ,reguty tancuchowej” (wniosek ze str. ??) wyprowadz wzory:

i (a) na pochodna iloczynu dwoch funkeji rézniczkowalnych jednej zmiennej

20.

Y 21.

22.

Y 23

24.

25.

26.

(b) na pochodna iloczynu trzech funkcji rézniczkowalnych jednej zmiennej

(c) na pochodna funkcji danej wzorem f(t) = (g(t))"®, gdzie g(t) > 01 g oraz h —
rozniczkowalne funkcje jednej zmienne;j.

Korzystajac z ,reguty tancuchowej” wykaz nastepujace twierdzenie:

Jezeli f: U — R jest funkcjg réziniczkowalng, takq Ze ver grad f(x) = 0 oraz U jest
taki, ze kazde dwa jego punkty mozna potgczyé tamang zawartg w U, to f jest stala.
of

Niech f : R? — R bedzie rézniczkowalna oraz VJ;GR2 872(@ =2

kazdej prostej o rownaniu 2x5 + 1 = ¢ funkcja f jest stata.

of

oy

(z). Wykaz, ze na

Niech f : R? — R bedzie rézniczkowalna oraz VWE]R xg—i(m, y) = y%(w, y). Wykaz, ze
jesli Vyso f(z,x2) >0, to \V/meR f(z,y) = 0.

Wskazéwka: znajdz najpierw rodzine podzbioréw R?, na ktérych f jest stata.

Niech A C R¢ oraz v € R%. Bedziemy méwi¢, ze v jest prostopadty do A w punkcie xy € A
wtw dla dowolnej krzywej 7 : [a;b] — A rézniczkowalnej w (a; b) zachodzi +/(ty) Lv dla
kazdego to € (a;b) takiego, ze y(to) = xo. Wykaz twierdzenie: Jezeli f : U — R jest
rozniczkowalna, U — otwarty w R?, to dla dowolnego x¢ € U grad f(zo) jest prostopadty

do poziomicy funkcji f wyznaczonej wartodcia f(zo) (tzn. do f~1({f(z0)})) w punkcie
Zo.

Wykaz p.3 twierdzenia IX.4 (czyli punkt o rézniczkowaniu ztozenia).

Wykaz, ze jedli f : D — Rig: D — RF sg rézniczkowalne w a € D C R™ to f - g jest
rozniczkowalne w a oraz dla h € R™ zachodzi

D(f - g)(a)(h) = Df(a)(h) - g(a) + f(a) - Dg(a)(h).
Dowdéd przeprowadz w oparciu o rézniczkowanie ztozenia.

Wykaz, ze suma, réznica, iloczyn, iloraz i ztozenie funkeji klasy C* okreslonych na zbio-
rach otwartych nalezg do klasy C*.
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YV 27. 1649 Znajdz kresy funkcji f zadanych ponizszymi wzorami na zbiorze M, zbadaj czy sa
one osiggane.

(a) f(z) = 2%+ a3, M = {z €R2: 2z; + 315 = T};

(b) f(z) = /(21 — 2)* 4 23, M={xeR?*: 22+ 23 =1};

(c) flz,y,2) = zyz, M={(z,y,2) eER®:x+y+z=a>+y>+ 2> =1}
(d) f(z) = Azy + Bxy + C, M={zxeR?: 22 +¢y*=1};

(e) flz,y) =%+ 12zy +2y%, M = {42 +y* < 25};

) f(z,y,2) =2 — 2y + 22, M={(z,y,2) eR*: 22 +y*+ 22 =1,z +y+2=0}
(®) f@) = [l M=foemaedad )

(h) f(z) = miz373, M ={x € R®: xy, 79,03 > 0,11 + 279 + 313 = 6};

(i) f(z) =T+ 223 + 3a3, M = {z € R®: ||z||> < 100};

() f(z,y,2) =z +y+z, M= {(r,y,2) e R®: 2 +y* < 2 < 1};

(k) f(z,y,2) =z + 2y, M= {(r,y,2) e R®: 2? +y* = 1,2y*> + 922 = 1};

W) fl@y,2) =2+ 2, M={(z,y,2) €R®: 2? + 9> + 2% = 1,22 + 4% + 922 = 1}.

28. Wykaz nieréwnosci:
(a) =55 > (B dlan > 1, 2,y > 0;

(b) (nierl. Holdera) Y7 ; zeyr < (Xioq|zxl?)
+l=1.
q

1
- (Crot vkl dla ap,yr € R, pg > 1,

3 =

1

p
Wskazowka: Szukaj kreséw jednej (odpowiedniej...) ze stron nieréwnosci traktowanej
jako funkcja okreslona na zbiorze, na ktorym druga ze stron jest stala.

29. Czy istnieje punkt z plaszczyzny w R? o réwnaniu 3z, — 223 = 0, dla ktérego suma
kwadratéw odlegtosci od punktéw (1,1, 1) i (2, 3,4) jest najmniejsza? Jesli tak, to znajdz
wszystkie takie punkty.

Y 30. Niech I bedzie otwarta d-wymiarowa kostka, tzn. zbiorem postaci I = (aq;b1) X ... X
(ag;ba) C RY. Zaktadamy, ze f : I — RY jest funkcja klasy C? (I # 0)), oraz V,e; Df(z) #

0 (tu 0 oznacza przeksztalcenie zerowe z R? w R?).

(a) Sprawdz, ze gdy d = 21 f(x) = (z1cosxg, zysinxy) dlaxz € I = I = (0,R) X R,
gdzie R € (0;400), to warunki powyzsze sa spelnione, ale f nie jest réznowarto-
Sciowa.

(b) Wykaz, ze gdy I z pkt. a) zmienimy na (0, R) x (0;27) niezmieniajac wzoru na f,
to f bedzie dyfeomorfizmem na f(I). Wyznacz f(I). Wyznacz dla R > 1 wektor
Df=Y((—=1,0)((1,2)) bez uzycia wzoru na funkcje f~1.

(¢) Wykaz, zegdyd = 1,to f : I — f(I)jest odwracalna, a nawet jest dyfeomorfizmem.

Y 31. Zmajdz wszystkie pochodne czastkowe wszystkich mozliwych rzedéw dla:
V (a) f:R? =R, f(z) = 232,

164) Przynajmniej 3 przyklady, w tym conajmniej jeden z ,<”
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(b) f ‘R? — R7 f(gj) = xle($1+2$2+3x3)

Dla jakich n € N w powyzszych przyktadach f jest funkcjg klasy C™?

V 32. Oblicz am%ml (0) i 8;?(’;332 (0) dla f : R? — R zadanej wzorem

0 dlaz=0
-]

xlxg% dla x # 0.
Czy ta funkcja jest klasy C??

Y 33. 165 Znajdz ekstrema lokalne ponizszych funkeji:

() f B2 R, f(x) = (01 — 1) 4 203

(b) f:R? =R, f(x) = 22120 — 2% — 223;

(c) f:R* =R, f(z,y) = 2? + day;

(d) f:R* =R, f(z) = 2% + 23+ 23 + 145 — 10z3;
(e) f:R? =R, f(z) =z122(1 — 21)(2 — 22);

) f RS =R, f(z,y,2) = y? + 2% + 2zy;

(8) [ R =R, f(z,y,2) = =227 + 3y* + 2% + 2yz;
(h) f:R3 =R, f(z) =22 + 23 + 22 + 2129

(i) f:R® =R, f(z) = =32} — 223 — £a3 + x123;
(G) f:R® >R, f(z) = —4af — 5aj — s23 + 2z 23;
(k) f:R* =R, f(z) = ¥ T3%2(822 — 6x129 + 323);
(1) f:R2=R, fz,y) =e =7,

165) przynajmniej 3 przyklady, w tym conajmniej 1 dla R3.
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X Teoria miary i catki. Rachunek catkowy wielu zmien-
nych

[okoto 5 wyktadéw]

W tym rozdziale poznamy ogolniejszy i wygodniejszy rodzaj catki niz poznana w rozdziale
VII catka Riemanna, a mianowicie catke Lebesgue’a. Uzyjemy jej tu do catkowania funkcji
wielu zmiennych. Zaczniemy od ujecia abstrakcyjnego.

1. Miara i calka wzgledem miary.

Omoéwimy tu pokrotce abstrakecyjne podejécie do catkowania, czyli tzw. teorie Lebesgue’a mia-
ry i catki. Przy tym podejsciu mozna bedzie catkowaé funkcje wzgledem pewnej wybranej
przez nas miary, czyli pewnego wybranego sposobu mierzenia zbioréw. Musimy zatem zaczaé¢
nasze rozwazania od definicji miary. Opiszemy tam wtasnosci takiego sposobu mierzenia ,roz-
miaru” zbioréw, ktéry by niejako uogoélniat znane nam (choé nie na Scistym poziomie) pojecia
dhugosci, pola powierzchni i objetosci. Bedzie to nieco przypominaé znang Panstwu definicje
abstrakcyjnej metryki — tam uogélnialiSmy pojecie odlegtosci, tu natomiast uogélnimy poje-
cie pola powierzchni, czy objetosci zbioru. Jest jednak pewna wazna roznica pomiedzy tymi
dwoma rodzajami uogolnien. Metryka pozwalata na mierzenie odlegtosci pomiedzy kazdy-
mi dwoma punktami zbioru, tymczasem miara do$¢ czesto bedzie mierzyta tylko niektére
podzbiory danego zbioru. Rodzine (czyli zbiér) tych zbioréw bedziemy nazywali rodzing zbio-
row mierzalnych. Powodem takiej sytuacji jest najczesciej nie cheé¢ ,niemierzenia” niektérych
podzbioréw, ale raczej niemozno$é ich zmierzenia, cho¢ moze to si¢ wydawaé zaskakujace...

1.1. Sigma-—ciata

Rodzina zbioréw mierzalnych nie moze by¢ catkiem dowolng rodzina podzbioréw ustalonego
zbioru X. Musi to by¢ rodzina zamknieta ze wzgledu na wszystkie przeliczalne operacje na
zbiorach i () musi do niej naleze¢. Taka rodzine zbioréw nazywamy o—cialem'%® . Precyzyjna
definicja jest nastepujaca.

Definicja. Rodzina M podzbioréw zbioru X jest c—ciatem (podzbioréw X ) wtw
1. 0 e M,
2. Vaew X\ A€M,

3. V{An}n>1 (vneN An € M) = UnEN An € M.

Korzystajac ze znanych wtasnosci dziatan na zbiorach nietrudno wykazaé¢ ponizszy wniosek
(patrz zad.X.6).

Whiosek. Jezeli A, B, A, € M dla kaidego n € N oraz M jest o—ciatem, to
1. A\B,AUB,ANBeM,
2. Npen An € M.
Oczywiscie do o—ciata musi zawsze naleze¢ takze zbiér X (na mocy 1) i 2)).
Przyklady (najprostsze).

1. 2¥ — rodzina wszystkich podzbioréw zbioru X jest o-—ciatem — to najwieksze o—cialo
podzbiorow X.

166) Czyt.: ,sigma-cialo”; niektérzy tez uzywaja nazwy o-algebra.
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2. Druga skrajnosé, to {0, X} — to najmniejsze o—cialo podzbioréw X.

3. Niech X ={1,2,3}. M ={0,{1},{2,3}, X} jest o—cialem podzbioréw X.

Jednak tak naprawde najwazniejsze przyktady o—cial sa na ogé6t trudne do opisania w jaw-
nej formie. Dlatego wygodnie jest uzywac pojecia o—ciata generowanego przez pewna rodzine
A podzbioréw X (tzn. A C 2%). To o—cialo bedziemy oznaczaé przez o(A) i definiujemy jako
najmniejsze (w sensie zawierania) o—ciato podzbioréw X zawierajace rodzine A. To, ze dla
dowolnej rodziny A takie najmniejsze o—ciato istnieje jest tatwe do wykazania. Niech bowiem
M, oznacza zbiér wszystkich o—cial (podzb. X) zawierajacych A7) . Wowczas

N m

meMpy

jest rodzina podzbioréw X, ktora zawiera A (bo kazde m € M, zawierato A) i jest o—ciatem,
bo przeciecie dowolnego zbioru o—cial jest o—cialem (wynika to natychmiast z definicji o—
ciata). Na dodatek ta rodzina zawiera si¢ w kazdym m € M, na mocy swej definicji — jest to
wiec wlasnie o(A).

Przyktlady.

1. X =N, A= {{n} : n € N} - rodzina wszystkich jednoelementowych podzbioréw zbioru
N. Wéwezas o(A) = 28 gdyz kazdy podzbiér zbioru N jest skoriczong lub przeliczalng
sumg elementéw zbioru A.

2. X =R A - rodzina wszystkich otwartyh podzbioréw R?. Wéwezas o(A) nazywane jest
rodzing zbioréw borelowskich w R? (a jego elementy to zbiory borelowskie) i oznaczone
przez B (RY). Mozna wykazaé, cho¢ weale nie jest to proste, ze B (R?) ¢ 2%°.

Kazda rodzina zbior6w A o tej wlasnosci, ze o(A) = M dla danego o—ciata M nosi nazwe

rodziny generatorow o—ciata M. Rodzina taka nie jest na ogét jednoznacznie wyznaczona przez
M.

Przyktad. Kazdy z ponizszych zbioréw jest rodzing generatoréw dla B (R?) (patrz zad.X.7)
(i) rodzina wszystkich domknietych podzbioréw R,

(i) {(a;b) : a,b e R};

(iii) {[a;0] : a,b € R};

(iv) {(—o05a):a € R}

(v) {(a;+00) :a,b e Q}.

Oczywiscie tego typu rodzin generatoréw jest znacznie wiecej (patrz zad.X.7).

1.2. Miary.

Niech M bedzie pewnym o—cialem podzbioréw zbioru X, bedziemy je traktowaé jako rodzine
zbioréw mierzalnych, czyli mozliwych do zmierzenia (przy uzyciu miary). Ale tak jak zapo-
wiadaliSmy, nie bedziemy rozwazaé tu na razie zadnej konkretnej miary, lecz podamy definicje
abstrakcyjna, tj. okreslajaca warunki (aksjomaty), ktore uznajemy za konieczne i dostateczne
do tego by dany sposdb pomiaru nazwac¢ miara.

Definicja. Funkcja pn: m — [0; +00]'%®) jest miarg wtw

167) Oczywiscie My # 0, bo 2X € M.
168) Ten ,przedzial” jest ,domkniety” z prawej strony tzn. chodzi o [0;4-00) U +oo0.
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1. p(0) =0,

2. (przeliczalna addytywnosc) dla kazdego ciggu { An}, 5, parami roztacznych (1. \v/m,;zéeN AN
A, = 0) zbioréw mierzalnych (tj. \V/neN A, € M) zachodzi

H(U A =3 4. X.1)

neN

Zauwazmy, ze zbior, ktérego miara znajduje sie po lewej stronie (X.1) jest mierzalny, dzieki
zatozeniu, ze M jest o—ciatem.

Zanim zajmiemy sie przyktadami miar, wypiszemy kilka podstawowych wtasnosci kazdej
miary, bedacych konsekwencja powyzszej definicji. Zaktadamy tu, ze u jest miarg w X, tzn.
ze p jest miarg okreslong na pewnym o—ciele Ml podzbiorow X.

Fakt.

1. (o—podaddytywnosé) Jezeli A, € M dla kazdego n € N, to

2 (U An) < —ioﬂ(An)-

neN

2. (skonczona addytywnosé) Jezeli Ay, ..., A, € M i sq to zbiory parami rozlgczne, to

It ( ) Ak) < iﬂ(/‘%)

3. (monotonicznosé) Jezeli A,B € M i A C B, to u(A) < u(B).
Nietrudny dow6d powyzszego faktu zastawiam Panstwu jako zadanie (patrz zad.X.13).
Przyklady (najprostsze).

1. (miara zerowa) Niech M bedzie dowolnym o—ciatem podzbioréw X. Funkcja p: M — R
stale rowna zero jest oczywiscie miarg.

2. (delta Diraca) Niech xy € X i niech M bedzie pewnym o—cialem podzbioréw X (czasami
w tym przypadku zaklada sie dodatkowo, ze xq € M, cho¢ nie jest to niezbedne). Funkcja
0zo : M — R zadana dla A € M wzorem

J 1 gdyzxyec A
5“"0<A)_{0 gdy xo ¢ A

nazywa sie deltq Diraca w xo i jest ona miara (patrz zad.X.11). Najczesciej uzywa sie
tej miary dla przypadku gdy X = R? 25 =0i M = B (R9).

3. (miara liczaca) Rozwazamy znéw dowolne X oraz M = 2%. Niech # : 2% — NU {400}
bedzie zadana dla A C X nastepujaco:

liczba elementow zbioru A, gdy A — zbidr skonczony
+00, gdy A — zbiér nieskonczony.

#4) - |

Funkcja ta jest miara, tzw. miarg liczgcg (patrz zad.X.11).

169) Jegli choé jedna spoéréd miar w(A,) réwna jest +oo, to sume te definiujemy jako 400, w przeciwnym
wypadku jest to zwykla suma szeregu (posiada on sume (skoniczona lub nie), gdyz u(A,) > 0).
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Wyréznia sie rozmaite szczegdlne rodzaje miar. Na razie okreslimy dwa z nich.

Miara p jest skonczona wtw pu(X) < 4+00. Dwa pierwsze sposréd powyzszych przyktadéw
to miary skorniczone, natomiast miara liczgca jest skonczona wtw X jest zbiorem skonczonym.

Miara p jes zupelna wtw kazdy podzbidr zbioru miary zerowej jest zbiorem mierzal-
nym'™ . Oczywiscie kazda miara okreslona na o—ciele 2% jest zatem zupehla, ale nie jest
to wcale warunek konieczny zupetosci. Mozna wykazac, ze kazda miara daje si¢ uzupeic, tj.
rozszerzy¢ do pewnego, by¢ moze wickszego o—ciata tak, ze to rozszerzenie bedzie juz miara
zupelng (patrz zad.X.20).

Zbiory miary zero petnig szczegdlng role w teorii miary — to takie zbiory, ktére w pewnym
sensie sg ,nieistotne”. Scislej wyraza to ponizszy rezultat.

Fakt.

1. Wszystkie skoticzone i przeliczalne operacje (tj. suma, przeciecie oraz dla dwdch zbioréw
- réznica) na zbiorach miary zero dajg zbiory miary zero.

2. Jezeli A i Z sq mierzalne oraz ;(Z) =0, to pf(AU Z) = p(A\ Z) = u(A).
Dowéd (czesé).
Wykazemy tylko, ze jezeli u(A,) = 0 dla wszystkich n € N, to pu(U,eny An) = 0. Na mocy
o—podaddytywnosci miary g mamy

neN

+oo “+00
0<M(UAn) <Y p(A,)=> 0=0.
n=1 n=1

1.3. Miara Lebesgue’a.

Wspomniane wczesniej przyktady miar byty dosé¢ proste i prawde powiedziawszy, dla nas nie-
zbyt wazne. Gtéwna miara jakiej potrzebujemy to taka, ktéra miataby cos§ wspélnego z mie-
rzeniem diugosci w przypadku podzbioréw R!, powierzchni — w przypadku R? oraz objetosci
— w przypadku R3. Ogoélnie, w przypadku R, bedzie to tzw. d-wymiarowa miara Lebesgue’a.
Podanie $cistej definicji takiej miary jest niestety sprawag dosé¢ trudng — kazdy znany dotad
sposob jej (a wlasciwie — ich, ze wzgledu na dowolno$§¢ wymiaru d) definiowania wymaga
jednoczesnego dowodzenia wielu nietrywialnych faktow, ktore w efekcie gwarantujg istnienie
miary spetniajacej caly szereg warunkéw odpowiadajacych naszym intuicjom zwigzanym z
miarg Lebesgue’a. A zatem my ograniczymy sie tylko do samego sformutowania twierdzenia o
istnieniu potrzebnej nam miary, przy dowolnie wybranym wymiarze d.

Twierdzenie X.1 (o istnieniu miary Lebesgue’a). Niech d € N. Istnieje dokladnie jedna
miara ., spetniajgca ponizsze warunki:

1. p jest okreslona na pewnym o-ciele M podzbioréw R® takim, ze B (RY) C M;
2. p(lar; 0] x ... X [ag;ba)) = (by —aq) - ... (bg — aq) dla dowolnych a; < by, ..., aq < by;
3. (przesuwalnosé) ¥ acny Voepa p(z + A) = p(A)™ ;

4. 1 jest zupetna oraz kazdy zbior z M jest sumq pewnego zbioru borelowskiego i podzbioru
pewnego zbioru borelowskiego o mierze pu réwnej zero.'™

170) A zatem podzbiér ten musi tez mie¢ automatycznie zerows miare na mocy monotoniczno$ci miary.
) g+ A= {x+a€Rd:aeA}.
172) Oznacza to, ze p jest wspomnianym weczesniej uzupelnieniem obciecia p do B (R%)
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B.D.

Miare spetniajaca warunki tego twierdzenia nazywamy d—wymiarowa miarg Lebesque’a, a
przy d = 1 takze, po prostu, miarg Lebesgue’a. Bedziemy ja oznaczaé¢ przez A%, a gdy d = 1,
to takze przez A.

W pewnym sensie najwazniejszg sposrod wlasnogci miary A jest wlasnoéé 2 z powyzsze-
go twierdzenia. Dzieki przeliczalnej addytywnosci miary pozwala ona na ,wyliczenie” miary
kazdego zbioru, ktory jest przeliczalng suma parami roztacznych  kostek” tego typu (tj. o
krawedziach réwnolegtych do osi). Zauwazmy przy tym, ze tak naprawde nie jest istotne,
by kostki te byly domknigte — ich miara nie zalezy od tego, czy ktoras ze ,Scian” zawie-
ra sie w nich, czy nie. Np., gdy d = 2, to A%([0;1] x [0;1]) = A?((0;1) x (0;1)) = 1, gdyz
[05 1] x [0; 1] = ((0; 1) x (0;1)) U (0 x [0;1]) U (1 x [0;1]) U ([0;1] x 0) U ([0;1] x 1) przy czym
kazdy z czterech zbioréw dodanych do (0;1) x (0; 1) jest na mocy pkt. 2 twierdzenia X.1 zbio-
rem miary 0. Wiekszos¢ zbioréow, z ktorymi mamy w praktyce do czynienia to zbiory, ktére
sg rowne wczesniej wspomnianej przeliczalnej sumie kostek, z doktadnoscia ewentualnie do
pewnego zbioru miary zero.

Mozliwos¢ zmierzenia przy pomocy miary Lebesgue’a rzeczywiscie pokaznej liczby zbiorow
zapisana jest w warunku 1 twierdzenia X.1 — mierzalne bowiem sg tu przynajmniej wszystkie
zbiory borelowskie. A znalezienie zbioru nieborelowskiego — to prawdziwa sztuka (choé jest
to mozliwe, jak juz wczesniej wspomnieliémy, patrz zad.X.21). Sigma ciato, na ktérym okre-
Slona jest d—wymiarowa miara Lebesgue’a zwane tez o—cialem zbiorow mierzalnych w sensie
Lebesgue’a (w R?) — oznaczamy je £ (RY) — jest ,nieco” wigksze od o—ciala B (R?), ale jak
mowi warunek 4 twierdzenia X.1, kazdy taki zbiér mierzalny rézni sie od borelowskiego o zbior
miary (miary %) zero.

1.4. Funkcje mierzalne

Podobnie jak nie kazdy podzbiér R? da sie zmierzy¢ miara Lebesgue’a, tak nie kazda funkcje
da sie scatkowaé¢ wzgledem miary \%. Zresztg z tego typu trudnoscia spotkaliémy sie juz przy
teorii calki Riemanna. Jak juz wkrétce przekonamy sie, przy catkowaniu wzgledem miary !
ograniczenia dotyczace catkowanych funkcji sg jednak duzo mniejsze niz przy catkowaniu w
sensie Riemanna (to jeden z powod6w, dla ktorych teoria catki wzgledem miary Lebesgue’a
okazuje sie ,lepsza” niz teoria calki Riemanna). Pewnych ograniczen jednak uniknaé sie nie da.
Dla catki Lebesgue’a ograniczenia te sg dwoch typow:  jakosciowe” i jilosciowe”. To pierwsze,
to wymog tzw. mierzalnosci funkcji, o drugim powiemy juz przy samej definicji catki.
Niech M bedzie pewnym o—cialem podzbiorow X oraz niech f: D — R, gdzie D C X.

Definicja. Funkcja f jest mierzalna wtw D € M'™) oraz
VAGB(]R) fﬁl(A) € M. (X.Q)

Jak widac, w definicji tej istotny jest wybor o—ciata M, natomiast w ogdle nie jest potrzebna
miara (stad tu méwimy o, jedynie, ,jako$ciowym”, a nie jiloSciowym” ograniczeniu). Czasami,
aby wyraznie zaznaczy¢ o jaki wybor o—ciata chodzi w danym przypadku, bedziemy zamiast
,mierzalna” méwi¢ M-mierzalna, a dla M = £ (R?) takze mierzalna w sensie Lebesgue’a.

Cho¢ catkowaé bedziemy jedynie funkcje o wartosciach liczbowych (no, ewentualnie o war-
todciach w R, ale o tym pézniej), z kilku wzgledéw warto jest pojecie mierzalnosci uogélnié
na przypadek innego typu funkcji. Zatézmy mianowicie, ze f : D — X', D C X, przy czym
zadane jest takze pewne o—ciatlo M podzbioréow zbioru X'. Wowczas f jest mierzalna, albo
precyzyjniej: M, M’ — mierzalna wtw D € M i \V/AGM/ f~Y(A) € M. A zatem o poprzednim,

173) A zatem od dziedziny f wymagamy jedynie mierzalnogci. W przypadku miary A' to znaczenie stabszy
warunek niz dla catkowalnosci w sensie Riemanna — tam dziedzina musiata by¢ przedzialem domknietym.
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szczegblnym przypadku mierzalnosci funkceji skalarnej mozemy teraz powiedzie¢, ze byta to M,
B(R) — mierzalno$¢ w sensie tej ogdlniejszej terminologii.

Definicja mierzalnosci byta co prawda krotka, ale do$¢ niemita do praktycznego uzytku.
Trzeba bowiem sprawdzaé¢ pewien warunek dla wszystkich zbioréw A € M, podczas gdy
opisanie postaci kazdego elementu o—ciata M’ moze by¢, jak wiemy, bardzo trudne. Na szczescie
sprawa sie bardzo upraszcza, gdy umiemy opisaé¢ postaé¢ generatoréw o—ciata M.

Fakt. Jezeli M' = o(A) i D € M, to f jest M, M' — mierzalna wtw
Viea FH(A) e M. (X.3)

Dowdéd.

Oczywiscie implikacja ,=" zachodzi, gdyz A C M'. Wykazemy ,<”. Zal6zmy zatem (X.3) i
zdefiniujmy My := {A C X': f~!(A) € M}. Dzieki wlasnosciom przeciwobrazu funkcji ta-
two wykazac, ze My jest o-cialtem podzbioréw zbioru X'. Np. jezeli VneN A, € My, to
Y Upen An) = Unpen fH(A,) € M, bo M jest o—cialem oraz f~'(A,) € M dla kazdego
n. A zatem U,y € M. Ponadto (X.3) oznacza, ze A C M. A zatem M’ = o(A) C My gdyz
o(A) jest najmniejszym w sensie ,,C” o—ciatem podzbioréw X' zawierajacym A. Ale skoro
M’ C My, to f jest M, M’ mierzalna. ]

Warto zapamigta¢ rozumowanie uzyte w powyzszym dowodzie, gdyz jest ono charaktery-
styczne dla sytuacji, w ktorych pojawiaja sie o—ciata generowane przez pewne rodziny zbioréow.
Przyktlady.

1. (funcje ciggle) Rozwazamy f : D — R, gdzie D C R? przy czym dla R? rozwazamy o—
cialo £ (R?) zbioréw mierzalnych w sensie Lebesgue’a i D € £ (RY). Jezeli f jest ciagta,
to f jest mierzalna (tzn. £ (R?), B (R) — mierzalna). Wynika to z tego, ze rodzina
zbioréw otwartych jest zbiorem generatoréw dla B(R), a skoro f — ciagla, to dla U —
otwartego w R zbiér f~(U) ma na mocy posta¢ V N D gdzie V — otwarty w R%. A zatem
VeB (RY c L (RY,skad f~HU)=VNDeL (RY.

2. (funkcje charakterystyczne) Niech M bedzie o—ciatem podzbioréw X, A € M i rozwazmy
X4 — funkcje charakterystyczng zbioru A, tj. funkcje z X w R zadana wzorem:

(z) = 1 dlazeA
XA =10 dlaxé A

Niech B bedzie jakimkolwiek podzbiorem R (nie koniecznie borelowskim). Wéwczas x ;' (B)
jest jednym z nastepujacych zbioréw: 0, A, X \ A, X (pierwsza sytuacja gdy 0,1 ¢ B, druga
gdy 1 € B ale 0 ¢ B, trzecia gdy 0 € B, ale 1 ¢ B i ostatnia gdy 0,1 € B). A zatem x4
jest mierzalna (tzn. B(R) — mierzalna, tj. M, B(R) — mierzalna), bo kazdy z tych czterech
zbioréw nalezy do M. Ale co wiecej ya jest tez 2% — mierzalna (tj. M, B(R) — mierzalna).
Analogiczny wynik uzyskamy rozwazajac ya jako funkcje okreslong nie na calym X, ale na
dowolnym D € M, gdy A C D.

Zatézmy, ze M, M, M"” sg o—cialami podzbioréw odpowiednio X, X', X" oraz D € M,
D’ € M. Jak sie okazuje, mierzalnos¢ wzgledem odpowiednich o—cial zachowuje sie przy
sktadaniu funkcji.

Fakt. Jezeli f : D — D' C X' jest M, M' — mierzalna oraz g : D' — X" jest M/, M" —

mierzalna, to g o f jest M, M" — mierzalna (patrz ponizszy diagram).

148 [X.6]



Rysunek 28 Tu bedzie diagram

Dowéd.
Niech A € M”. Mamy (go f) ' (A) = f~1(g7(A)), ale g '(A) € M’ na mocy mierzalnosci g,a
zatem f~1(g7'(A)) € M na mocy mierzalnosci f. O

Uwaga. Wbrew pozorom jednak ogdlnie nie jest prawda, ze ztozenie dwoch funkcji mierzal-
nych jest funkcja mierzalng jezeli sktadamy funkcje rzeczywiste zmiennej rzeczywistej oraz
mierzalno$¢ obu funkeji jako £(R), B(R)-mierzalnosc.

By mie¢ pewno$¢, ze ztozenie takie bedzie mierzalne, powinnismy zaktadaé, ze funkcja
zewnetrzna jest B( ), B(R) ~mierzalna'™ | co jest nieco silniejszym warunkiem niz ten weze-
$niejszy (gdyz B(R) € L(R)), ale na szczedcie jest to tez warunek ,prawie zawsze” spelniony.

Wiemy juz Jak zachowuje sie wtasnos¢ mierzalnodci przy sktadaniu funkcji — czas teraz na
inne operacje.

Fakt. Suma, iloczyn, réinica i iloraz funkcji skalarnych mierzalnych (tzn. B(R)-mierzalnych;
w przypadku lorazu zakladamy oczywiscie, zZe dzielimy przez funkcje o wartosSciach réznych od
0) sq mierzalne.

Dowdéd.

Niech fi,fo : D — R beda mierzalne, gdzie D C X oraz w X rozwazamy o—cialo M.
Wykazemy, ze fi + f» jest mierzalna. W tym celu rozwazmy f : D — R? zadang wzorem
f(z) = (fi(z), fa(x)).

Zauwazmy najpierw, ze f jest M, B (R?)-mierzalna. Wynika to prosto z faktu, ze w B (R?)
mozna jako zbiér generator6w wybraé¢ rodzine wszystkich prostokatéw postaci [a;b] X [c; d]
(patrz zad. X.10). Gdy to juz wiemy, na mocy faktu ze str. 148 wystarczy sprawdzi¢, ze
fH(asb] x [e;d]) € M. Ale f~([a;0] x [e;d]) = {2 € X1 fi(2) € [a;8] 1 fo(2) € [1d]} =
fri(a; o)) 0 f (e d]) € ML

Teraz zauwazmy, ze fi+ fo = po f, gdzie p : R? — R to funkcja opisujaca dodawanie liczb,
tzn. p(x) = x1 + x5. Poniewaz p jest ciagla, zatem w szczegdlnosci jest tez oczywiscie B (R?),
B(R)-mierzalna. A zatem na mocy faktu ze strony 148 f; + f2 jest mierzalna. Analogicznie
wygladaja dowody dla pozostatych dziatan. O

Czasami, oprocz funkeji skalarnych, wygodnie jest rozwazaé funkcje o wartoéciach R. Nie-
trudno jest rozszerzyé pojecie mierzalnosci na takie funkcje. Mianowicie f : D — R jest
mierzalna wtw D € M, zachodzi (X.1) oraz f~1({+oc}), f71({—0oc}) € M.

Sformutowany przed chwilg fakt dotyczacy podstawowych dziatan na funkcjach pozostaje
prawdziwy takze dla tak rozszerzonego pojecia mierzalnosci, pod warunkiem, ze dziatania na
rozwazanych funkcjach beda okreslone (tzn. dla kazdego x odpowiednie dziatanie dla elemen-
tow fi(x) i fo(x) z R beda okreslone w sensie zdefiniowanym na stronie 77).

Sformutujemy jeszcze jeden fakt, dotyczacy granicy ciagu funkcji mierzalnych. Dow6d (nie-
trudny!) jest zadaniem dla Panstwa (patrz zad. X.25).

Fakt. Jezeli cigg funkcyjny { fntnsn, jest punktowo zbieiny do funkcji f i wszystkie wyrazy f,
sq funkcjami mierzalnymi, to f tez jest mierzalna.

Takze ten fakt pozostaje prawdziwy dla funkeji o wartoéciach w R, o ile tylko rozszerzymy

174) Takie funkcje nosza nazwe borelowskich. Np. kazda funkcja ciagla okreélona na zbiorze borelowskim (tj. z
B(R)) jest oczywiscie borelowska.
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(w oczywisty chyba sposdb) pojecie zbieznosci punktowej na ciagi funkcyjne tego rodzaju.

Na zakonczenie omawiania pojecia mierzalno$ci funkcji chciatbym jeszcze raz podkreslic, ze
podobnie jak zbiory mierzalne w sensie Lebesgue’a wyczerpuja (i to z ,nawiazka”) wszystkie
zbiory, z ktorymi mozemy mie¢ do czynienia w ,praktycznych” zadaniach, tak samo funkcje
mierzalne w sensie Lebesgue’a wyczerpuja klase tych funkcji, ktorymi bedziemy sie zajmowacé
w praktyce.

1.5. Catka wzgledem miary

Okreslimy tu wreszcie zapowiadane juz od dtuzszego czasu pojecie catki wzgledem dowolnej
miary. Taki typ catki nosi tez nazwe calki Lebesgue’a!™) . Definicja catki bedzie sktadata sie
z trzech etapéw. Najpierw zdefiniujemy catke (o ile bedzie ona okreslona) dla tzw. funkcji
prostych, nastepnie dla funkcji mierzalnych nieujemnych i wreszcie dla funkcji mierzalnych.
Zanim przystapimy do definicji przyjmiemy najpierw jedna wazna umowe, ktéra uprosci
nam wielokrotnie zapis rozmaitych formut przy uprawianiu tej teorii. Przyjmujemy mianowicie,
ze na uzytek teorii miary:
0400 ==400-0=0. (X.4)

Ta umowa moze Panstwa nieco bulwersowa¢ — pamigtaja Panstwo zapewne, ze juz w rozdziale
IT dziatania typu ,0 razy nieskonczono$é¢” zostaly uznane za nieokreslone (zgodnie zreszta z
do$wiadczeniem plynacym z teorii granicy ciagu — patrz np. zadanie 11.7). I to si¢ nie zmienia
—nadal uznajemy nieokreslonos¢ tego dziatania, a wzér (X.4) bedziemy traktowaé jedynie jako
umowe, ktéra parokrotnie skréci nam po prostu zapis formut.

Zatozmy, ze (X, M, ) jest przestrzenig mierzalng, tzn. ze M jest o—cialem podzbioréw
(mierzalnych) X oraz p — miara okre$lona na M.

Etap 1. Funkcje f : D — R nazywamy funkcjg prostg wtw f jest mierzalna i jej zbior
wartosci jest skonczony.

Zalézmy, ze zbiorem wartosci funkcji f jest {c1,...,¢,}, gdzie ¢; # ¢; dla i # j, i niech
Ai={z € D: f(x) =c} ten. A; = [~ ({c;}) — w szezegdlnoscei wiec A; sa mierzalne i tworzg
rozbicie D na roztaczne zbiory, tzn. A; N A; =0 dla i # j oraz U}, A; = D. Jest wigc chyba
naturalne, ze catke z f powinni$my okresli¢ wzorem:

o ile suma powyzsza jest okreslona, tzn. nie wystepuje po prawej stronie jednoczesnie +oo i
—00. W szczegdlnosei na pewno S(f) jest okre§lone, gdy f > 0. Zauwazmy tez, ze wlasciwie
tu po raz pierwszy moze zaistnie¢ koniecznosé uzycia umowy (X.4), gdy zdarzy sie, ze ¢; = 0
oraz p(A;) = +oo dla pewnego i (na odwrdt zdarzyé sie nie moze, bo zalozyliSmy, ze f ma
wartosci w R a nie w R). Oczywiscie moze si¢ zdarzy¢, ze wartosé S(f) bedzie nieskoficzona
(ale okreslona).

Warto jeszcze wspomnie¢ o tym, ze cho¢ funkcje proste wydaja sie by¢ (jak sama ich nazwa
na to wskazuje) mato skomplikowane, to jednak kazda funkcja mierzalna g jest granica pewnego
zbieznego punktowo ciggu funkcji prostych {g,}, a jesli dodatkowo g > 0, to {g,} mozna
wybraé tak by byl on rosnacy (tzn. \V/xe p {gn(z)} — rosnacy). Dowdd tego faktu pozostawiam
jako zadanie (patrz zad. X.29).

175) Jest tu pewna niekonsekwencja w tym nazewnictwie. Nazwisko Lebesgue’a przypisuje sie zaréwno do
omawianej tu ogélnej teorii miary i catki, jak i do samego pojecia calki, ale w ogélnym przypadku (dla dowolnej
miary). Tymczasem nazwa miara Lebesgue’a odnosi si¢ jedynie do poznanych juz przez nas konkretnych miar
A4 okreslonych dla podzbioréw R?.

176) Na razie jeszcze nie uzywamy tu symbolu catki ,, Ik
wiscie réwne calce z f, o ile S(f) jest okreSlone.

7

, ale jak sie wkrétce przekonamy S(f) bedzie rzeczy-
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Etap 2. Niech f : D — R bedzie mierzalna i f > 0. Wéwczas catke z f wzgledem miary
definiujemy wzorem

/ fdp == sup S(g), (X.5)
D gEPf

gdzie Py oznacza zbiér wszystkich funkeji prostych ¢ takich, ze 0 < g < f (w szczegblnosci
Py # (), bo funkcja zerowa na D nalezy do Py). Oczywiscie, jak wynika ze wzoru (X.5), gdy
f=0,to [, fdu = 0. Podkredlmy, ze dla przypadku funkcji mierzalnej > 0 catka jest zawsze
okreslona, cho¢ moze by¢ réwna +oc.

Etap 3. Niech f : D — R bedzie mierzalna. Zdefiniujemy tzw. cze$é dodatniq i czesé wjemng
funkcji f (obie bedg > 0), ktore bedziemy oznaczaé f+ i f~, odpowiednio. Dla x € D okreslamy

fH(z) = max(0, f(x)), f(z) = —min(0, f(x)). (X.6)

Nietrudno sprawdzié, ze f* i f~ sq obie mierzalne (zadanie X.28) oraz ze zachodzi
f=r=frfl=r+rf. (X.7)
W szezegdlnosei, gdy f > 0, to f = fT oraz f~ = 0, zatem aby okresli¢ istnienie i wartosé

catki z f rozszerzajac jednoczes$nie definicje z poprzedniego etapu, postapimy nastepujaco:
Definicja.

e Calka z [ wzgledem p jest mieokreslona wtw [, fTdu = [, f~du = +o0. W pozo-
statych przypadkach catka z f wzgledem p jest okreslona i wartosé jej zadana jest

wzorem
[ gan= [ rran— [ fap.

e Funkcja [ jest catkowalna wzgledem 1 (ew. catkowalna w sensie Lebesgue’a
wzgl. )7 wtw

/Df%m, /Df_du<+oo.

O takiej funkcji bedziemy tez mowié, ze jest klasy L', a zbiér wszystkich funkcji okreslo-
nych na D i catkowalnych wzgledem p bedziemy oznaczaé L*(D, ).

Nalezy podkresli¢ istotng roznice pomiedzy sytuacja gdy catka z f jest okreslona a sytuacja
gdy f jest catkowalna. Dla funkcji catkowalnej caltka jest oczywiscie okreslona, ale odwrotnej
zaleznosci nie ma. To pelna analogia do znanej nam sytuacji z teorii granicy ciggu. Istnienie
granicy (odpowiednik okreslonej catki) to warunek ogélniejszy niz zbieznosé (odpowiednik
catkowalnosci).

Z definicji powyzszej dostajemy natychmiast:

Whiosek. Funkcja mierzalna f jest catkowalna wtw catka z f jest okreslona i jest skonczona
(tzn. jest liczbg rzeczywistq).

Sformutowane w definicji warunki dotyczace okreslonosci catki i catkowalnosci stanowia
wlasdnie owe ,ograniczenia ilosciowe” dla catkowanych funkcji, o ktérych méwiliSmy w podroz-
dziale 1.4. Pamietajmy, ze aby te warunki mozna bylto w ogdle wyrazi¢, potrzebna nam byta
mierzalnos$¢ funkeji (uznana wezesniej za ,ograniczenie jakosciowe” ).

Przyktady.

177) Cgesto bedziemy méwié w skrécie: catkowalna.
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1. (Funkcja stata) Jezeli f = ¢ gdzie c € R, to [p fdu = ¢ (D), z zastosowaniem umowy
(X.4) dotyczacej mnozenia 0 i +00. Latwo to sprawdzié¢ bezposrednio z etapu 2 definicji,
gdy ¢ € [0;+0o0], a gdy ¢ < 0 — z etapu 3. W szczegdlnosei zachodzi

u(D) = [ 1du (X.8)

(tu zwyczajowo utozsamiamy liczbe 1 z funkcja stale réwna 1 na D).

2. (calka dla miary Diraca) Niech d,, bedzie miara Diraca w o okreslona na o—ciele wszyst-
kich podzbioréw (2%) zbioru X; rozwazmy dowolng funkcje f : X — R. Wowczas
[x fdéy, = f(zo). Inaczej méwiac calkowanie wzgledem tej miary polega po prostu
na braniu wartosci funkcji w punkcie xy (patrz zad. X.30)

3. (catka wzgl. miary liczacej) Rozwazmy miare liczaca # dla podzbioréw zbioru liczb
naturalnych N i niech f : N — R (tzn. f jest po prostu ciagiem, f = {f(n)}ns1).
Nietrudno sprawdzi¢, ze gdy f > 0, to

[ gt = +Zojf(m

oraz ze wzor ten zachodzi takze dla funkcji catkowalnych, co w tym przypadku réw-
nowazne jest po prostu bezwzglednej zbieznosci szeregu z prawej strony wzoru (zad.
X.31).

Opisalismy powyzej tylko najprostsze przyktady catkowania. Jednak oczywiscie najwaz-
niejsza jest dla nas sprawa catkowania wzgledem miary Lebesgue’a A9, szczegdlnie dla d > 1.
Zajmiemy sie tym nieco dalej.

Wezesniej sformutujemy kilka ogdlnych wtasnosci catki wzgledem miary. Dla wygody przyj-
mijmy notacje podobna do tej uzytej przy calce Riemanna: jezeli f : D — R oraz D' C D, to
[ fdp = [p flpr du, o ile calka z prawej strony jest okreslona.

Twierdzenie X.2 (o wlasnoéciach calki Lebesgue’a).
1. (jednorodnosé) Jesli f € L*(D,p) ia € R, to af € LY(D,u)'™ oraz [pafdy = a -
o fp.
2. (addytywnosé) Jezeli f,g € L'(D, ), to f +g € L'(D, )'™ oraz

| f+gdn= [ jdu+ [ gp.

3. (monotoniczno$é) Jezeli f, g : D — R sq mierzalne, catki f i g sq okreslone oraz g < f,

to
/gdu</ fdp.
D D

4. (addytywnosé wzgledem zbioru) Jezeli zbiory mierzalne A,, n € N, sq parami rozlgczne
oraz D = U,en An oraz f jest funkcjg mierzalng i catka z f jest okreslona, to kazda z
catek z f|p, tez jest okreslona, oraz

/Dfduzg/mfdu-

Uwaga: definiujac a - f stosujemy tu konwencje (X.4) w tym znaczeniu, ze (a- f)(z) = a- f(x), zatem gdy
a=01 f(zg) = %o, to (a- f)(xzo) =0.

179) Jezeli dla pewnego z¢ € D zachodzi f(xo) = +00 i g(x¢) = —oo lub odwrotnie, to f + g nie jest okrelona
w punkcie zy. Jednak na mocy punktu 1 zbiér takich xy ma miare u zerowa i jako f + g mozna przyjaé¢ tu
jakakolwiek funkcje mierzalna, ktérej warto$é wynosi f(z) + g(z) dla pozostalych z € D.

178)
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W szczegdlnosei, gdy f € LY(D,p) oraz D' jest mierzalnym podzbiorem D, to f |p€
LYD', )

5. Jezeli f: D — R jest mierzalna i (D) =0, to f € LY(D, u) oraz [, fdu = 0.

6. Jezeli f : D — R jest mierzalna i f > 0 oraz [p fdu =0, to p({x € D : f(z) # 0}) = 0.

B.D.
Whiosek. Jezeli f: D — R jest mierzalna, to f € LY(D,p) wtw [p|f|dp < +00.
Dowadd.
Wynika to natychmiast z wlasnosci 2 i 3 powyzej oraz ze wzoru (X.7). O

Wtasnosé 5 oznacza, ze zbiory miary zero sa ,nieistotne” przy catkowaniu. W praktyce, w
roznych sytuacjach bedziemy mieli do czynienia z funkcjami, ktore chcielibysmy scatkowaé ,,po
zbiorze” D, cho¢ nie beda one okreslone w pewnych jego punktach. Jezeli zbior tych punktow
nieokreslonosci zawiera sie w pewnym zbiorze miary zero, to o funkcji takiej bedziemy moéwié
ze jest okreslona prawie wszedzie na D (ew. p—prawie wszedzie, jesli bedziemy chcieli wyraznie
zaznaczy¢ o jaka chodzi miare) Z tego typu sytuacja spotkaliSmy sie juz w sformulowaniu
wlasnosci 2 z twierdzenia X.2 (patrz przypis do tej wlasnosci). Pytanie tylko — jak nalezy
okresli¢ catke z funkcji ,,po D” w tej sytuacji? Otéz przypusémy, ze Z C D jest wspomnianym
wezesniej zbiorem miary 0 (dziedzina f zawiera D \ Z) — oczywiscie nie ma powodu by Z byt
jednoznacznie wyznaczony, jednak jezeli f|p\ 7 jest mierzalna i catka z niej jest okreslona, to w
oparciu o twierdzenie X.2 nietrudno wykazac, ze wartos¢ [p, , f |p\z daje przy kazdym takim
wyborze zbioru Z ten sam wynik. Dlatego w powyzszej sytuacji okreslamy

/fdu :=/ flp\z du.'™)
D D\Z

Jezeli dla pewnego zbioru Z miary zero takiego, ze dziedzina f zawiera D \ Z funkcja f|p\z
jest mierzalna, to méwimy, ze funkcja f okreélona prawie wszedzie na D jest mierzalna? i
podobnie dla innego typu wtasnosci funkcji, np. dla catkowalnosci.

Podobnego okreslenia prawie wszedzie, czy dla prawie wszystkich... (ew. p—prawie wszyst-
kich...) bedziemy uzywaé zreszta takze w innych sytuacjach, w ktérych rozwazana wlasnosé
zachodzi poza pewnym zbiorem miary zero (np. w tezie wlasnosci 6 mozemy powiedzieé, ze
f(z) = 0 dla prawie wszystkich x).

Nietrudno wykazaé¢ ponizszy rezultat dotyczacy rownosci prawie wszedzie.

Fakt. Jezeli f,g : D — R sq mierzalne i réwne p—prawie wszedzie (tzn. f(z) = g(z) dla
pu—prawie wszystkich © € D), to calka z [ jest okreslona wtw calka z g jest okreslona oraz
wéwezas [, fdu = [, gdp. W szczegdlnosci f € LY (D, p) wtw g € LY(D, ).

Na koniec omawiania ogblnych wtasnosci catki Lebesgue’a sformutujemy dwa twierdzenia
,0 przechodzeniu do granicy pod znakiem calki”, czyli takie, ktorych teza moéwi, ze ,catka
granicy rowna jest granicy calek”.
Twierdzenie X.3. Zaléimy, ze funkcje f, : D — R sq mierzalne dla n > ny oraz ze f, —
182 Jezeli spetnione jest ktéres z poniiszych zalozen:

(M) (tw. o zbieznosci monotonicznej”) { fnlnsn, jest rosngcym ciggiem funkcji nieujems-
nych, tzn. Vnig) 0< fulz) < fori(z),

180) Wlasnoé¢ 4 i 5 gwarantuja ponadto, ze jesli f jest jakimkolwiek mierzalnym przedluzeniem f |p\z do calej
dziedziny D, to przy takim okresleniu fD fdu = fD fdu.

181) Ty juz wybér zbioru Z moze byé istotny, np. wtedy gdy miara u nie jest zupelna.

182) Przypominam, ze symbol ,—” oznacza zbieznoéé punktows ciagu funkcyjnego.
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(L) (tw. Lebesgque’a o zbieinosci majoryzowalnej”) { futnsn, jest majoryzowalny przez
funkcje catkowalng, tzn. istnieje F € LY(D, ) taka, ze Vo |fu(z)| < F(z),
xeD

to
lim / Fodp = / Fdp.1s9
D D

n—-+4o0o
B.D.

Warto zwroci¢é uwage na fakt, ze w twierdzeniu o przechodzeniu do granicy pod znakiem
catki dla catki Riemanna (patrz zad. VII.10) zaktadaliSmy az zbiezno$¢ jednostajna. Powyzsze
twierdzenia to zatem kolejny ,,dow6d” na wyzszo$¢ catki Lebesgue’a nad catka Riemanna...

2. Calka wzgledem miary Lebesgue’a

Zajmiemy sie wreszcie najwazniejsza dla nas catkg — wzgledem miary Lebesgue’a. Poniewaz
stanowi to nasz podstawowy obiekt zainteresowan, uproscimy nieco notacje dla takich ca-
tek. Zamiast [, fd\? czy L'(D,\%) bedziemy wiec czesto pisaé [, f(x)dz'®? | czy L'(D),
odpowiednio. Czesto tez bedziemy mowi¢ po prostu ,calka Lebesgue’a” majgc na mysli catke
wzgledem miary Lebesgue’a A (i majac nadzieje, ze to nie doprowadzi do zadnych nieporo-
zumien). Poniewaz w przypadku d = 1 oraz D = [a;b] C R symbol [, f(x)dx oznaczal juz
calke Riemanna, zatem aby z tego ,naduzycia” sie wyttumaczy¢ zacznijmy nasze rozwazania
wtasnie od d = 1.

2.1. Calka Lebesgue’a wzgledem jednowymiarowej miary Lebesgue’a. Poréwna-
nie z catka Riemanna.

Na szczedcie dla typowych” przypadkéw obydwie tytulowe catki pokrywaja sie ze soba. Scislej
— ma miejsce nastepujace twierdzenie.
Twierdzenie X.4 (calka Lebesgue’a kontra catka Riemanna). Niech f : [a;b] — R.
Wéwczas f € R ([a;b]) wtw f jest ograniczona i zbidr jej punktéw niecigglodci ma miare \!
réwng zero. Jezeli f € R ([a;b]), to f € L*([a;b]))'®) oraz catka Riemanna z f réwna jest
catce wzgledem miary \' z f.
Dowéd (fragmenty).
Wykazemy tylko implikacje f € R ([a;b]) = f € L'(|a;b]) przy zalozeniu, ze prawdziwa
jest pierwsza czesé¢ twierdzenia. Niech zatem f € R([a;b]) i niech Z C [a;b] bedzie taki, ze
M(Z)=0 fi= Jllasp)\z Jest Cl@gla Wykazemy, ze f Jest mierzalna. Wystarczy dowies¢, ze dla
dowolnego A € B(R) zachodzi f~'(A) € L(R). Ale f~"(A) = {z € [a;0]\ Z : f(x) € A}U{z €
Z: flx)e Ay =fHA)UZ, gdmeZ’CZ
Jednak f jest c1@g1a i okreslona na zbiorze mierzalnym, zatem jest mierzalna (patrz —
przyktad 1 ze strony 1.4.), czyli f~'(A) € L(R). Ponadto Z’ € L(R), bo miara A! jest zupekna,
stad f~1(A) € L(R). Pozostaje wykaza¢, ze [, |f|[d\' < +o00. Ale |f| jest ograniczona, tzn.
|f| < ¢ dla pewnej statej ¢ € R, skad [, |fldN" <[4y cdA' = ¢- A ([a;0]) = ¢(b—a) <
~+00. [
A zatem catkowanie w sensie Lebesgue’a mozna traktowaé¢ dla d = 1 po prostu jako uzu-
pelnienie teorii catkowania w sensie Riemanna o pewne przypadki, gdy to drugie byto niewy-
konalne. Oto istotny, cho¢ prosty przyktad.

183) Okreglonosé catki dla f (w szczegblnoéci jej mierzalnoéé), a dla (L) nawet calkowalnoéé, wynika z zatozen
twierdzenia (dlaczego?).

184) Oczywidcie zamiast & moze by¢é inny symbol.

185) Uwaga: ,,1” pojawiajace sie w oznaczeniu ,L'” nie ma nic wspdlnego z tym, ze rozwazamy akurat miare \'.
Ta jedynka pochodzi od ogélnejszego oznaczenia LP(X, 1) zwigzaniego z klasa funkcji, dla ktérych [y |f|Pdp <
+00.
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Przyktad. Rozwazmy funkcje Dirichleta na przedziale [0; 1], tzn. f : [0;1] — R,

1 gdyzeQ
f(@‘{o ady 7 & Q.

Jak wiemy, f & R([0;1]) (zbiér punktéow nieciaglosci to [0; 1], wiec choéby z twierdzenia X.4,
ale ten przyktad badalismy w rozdziale VII). Z drugiej strony f = Xgnjo;1), wiec jest to funkcja
mierzalna (patrz przyklad 2 ze strony 1.4.) poniewaz Q N [0; 1] jest zbiorem mierzalnym, jako
zbiér przeliczalny. Na dodatek A\'(Q N [0;1]) = 0 ze wzgledu na ta przeliczalnogé. Mamy wigc:

/ | fldA! = fdAlz/ A\l + 0d\'=1-0+0-1=0.
[0;1] [051] [0;1]NQ [0;1\Q

A zatem f € L'(]0;1]). Ale zamiast powyzszego rachunku mozna po prostu powiedzieé, ze f
jest funkcja réwna zero prawie wszedzie (i powotaé sie na fakt ze strony 77).

Powyzszy przyktad chyba dobrze ilustruje istote sprawy. Nawet jesli ograniczymy sie do
rozwazania tylko funkcji okreslonych na przedziale [a; b], catka Lebesgua umozliwia catkowanie
wieckszej niz catka Riemanna klasy funkcji, mimo iz na pierwszy rzut oka definicje obu catek
nie réznilty si¢ tak bardzo, poza szczegdtami ,technicznymi”. W obu sytuacjach podstawa
definicji byto wyliczenie catki najpierw dla funkcji posiadajacej skonczony zbiér wartosci. W
przypadku catki Riemanna byly to funkcje state na przedzialach utworzonych przez wybrany
przedzial odcinka [a; b], a w przypadku catki Labegue’a — funkcje proste. I tu okazuje sie, ze
roznica jest ogromna — ten pierwszy rodzaj funkcji to tez funkcje proste, ale bardzo szczegolnej
postaci! Ograniczenie sie do funkcji ,staltych na odcinkach” nie pozwala ,wnika¢” w subtelnosci
funkcji ,rozgrywajace sie” na bardziej zawitych zbiorach takich jak Q na co pozwalaja duzo
lepiej ogoélne funkcje proste.

Jak pamietamy, czes¢ ograniczen zwiazanych z catka Riemanna udalo si¢ znie$¢ poprzez
rozwazanie catek niewlasciwych. Warto zatem porownac takze ten sposob catkowania z catko-
waniem w sensie Lebesgue’a. Niech I = [a;b) lub (a;b], gdzie a < b, a,b € Roraz f: 1 — R.

Twierdzenie X.5. JeZeli istnieje catka niewlasciwa f;’ f(z)dz oraz calka Lebesgu’a [; f(x)dx
jest okreslona, to obie te calki sq rowne. W szczegdlnosci, jezeli [ jest mierzalna @ catka
[P\ f(x)|dz jest zbiezna, to f € L'(I). B.D.

Twierdzenie to nietrudno wykaza¢ w oparciu o twierdzenie X.3 oraz o twierdzenie X.4
(patrz zadanie X.35).

Nalezy jednak pamietac o tym, ze w pierwszej czesci powyzszego twierdzenia zaktadamy
nie tylko istnienie calki niewlasciwej, ale tez okreslono$¢ calki Lebesgue’a. Czasami spetnione
jest tylko to pierwsze zalozenie i w takiej sytuacji teoria catki Lebesgue’a jest bezradna, a
jedynym ratunkiem pozostaje catka niewlasciwa. [lustruje to ponizszy przyktad.

Przyktad. Niech f : [1;4+00) — R. f(x) = S”;—(I) Catka niewltasciwa [;"* f(z)dx jest zbiezna
(na mocy kryterium Dirichleta — patrz np. zadanie VIL.10 (h)). Mozna jednak wykazaé, ze
catka Lebesgue’a z f nie jest okreslona (zadanie X.36).

3. Calkowanie w wielu wymiarach i twierdzenie Fubiniego

Opiszemy teraz w jaki sposob da sie w praktyce catkowaé wzgledem miary \¢ dla d > 1. Dzicki
wzorowi (X.8) umozliwi to nam takze obliczanie miar A\? rozmaitych zbioréw. Jak zaraz zoba-
czymy catki wielowymiarowe dadzg sie sprowadzi¢ do catek wzgledem miary ', ktore dzieki
poprzedniemu podrozdziatowi nie stanowia juz dla nas problemu. Twierdzenie, ktore pozwa-
la sprawdzi¢ catke wielowymiarowa do jednowymiarowej to twierdzenie Fubiniego. Mozna je
formutowaé dla funkeji okreglonych na dziedzinie D C R?, jednak nieco prostsze sformutowa-
nie otrzymamy gdy po prostu D = R". Dlatego zacznijmy od ponizszej uwagi dotyczacej nie
koniecznie tylko miary A9, ale abstrakcyjnej miary p okreslonej na o-ciele podzbioréw X .
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Uwaga. Niech D C X, D € WZ iniech f: D — R. Okreslimy f: X — R wzorem

v ) flx) dazeD
f(@_{ 0 dlazgD.

Wowezas kazda z wlasnosci: mierzalnosc, okreslonos¢ catki, catkowalnos¢ dla f jest rowno-
wazna tej wtasnosci dla f. Ponadto, gdy jedna z tych catek jest okreslona, to druga takze i sa
sobie réwne.

Dzieki temu bedziemy mogli sie ograniczyé do rozwazania funkcji okreslonych na R

Stosowanie twierdzenia Fubiniego powoduje zmniejszenie ,wymiaru miary” po ktorej sie
catkuje. Wiaze sie to kazdorazowo z podziatem zmiennych ,skalarnych” xi,...,z; na dwa
roztgczne zbiory i w efekcie najpierw catkuje sie ,po zmiennych’ z jednego z nich, a potem z
drugiego. Oczywiscie nie musi to by¢ koniecznie przedziat typu .z, ..., 21" 1 @1, ..., 24" —
moze by¢ to zupetnie dowolny podziat. Przyjmijmy wiec, ze podzial ten jest na grupe d; i ds
wymiarowa gdzie dy+dy = didy,dy > 1, przy czym w pierwszej grupie sg zmienne o numerach
1, ...,1q, wypisanych tu w kolejnosci rosnacej, a w drugiej o pozostatych numerach 7,... jq4,
tez wypisanych w kolejnosci rosnacej. Przyjmujemy teraz taka notacje, ktora pozwoli nam
traktowa¢ ten podzial na dwie grupy zmiennych analogicznie jak przy rozwazaniu iloczynu
kartezjanskiego R4 x R9. Mianowicie dla s € R% oraz t € R% niech symbol (s,t) oznacza
tu nie jak dotad ,pare s,t” lecz taki element z € RY ze z;, = s, dla k = 1,...,d; oraz
zj, =tp dlak =1,...dy. Jezeli komus wydaje si¢ zbyt zawite, to moze z powodzeniem mysle¢
o najprostszym przypadku gdy d = 2, dy = dy = 1, iy = 1 oraz j; = 2. Woéwczas napis (1, x2)
oznacza to co wezesniej — punkt z R2 o pierwszej wspohrzednej 1 a drugiej z,. Dla funkeji
f:R— R idla s € R% nich fs oznacza funkcje z R%® w R zadang dla t € R% wzorem

fs(t) = f((s,1)).
Ponadto niech C, f oznacza funkcje, ktorej dziedzing jest
Dy :={s € R" : calka z funkcji f, wzgledem miary A% jest okreslona}

i ktora dla s € D, zadana jest wzorem

(CQf / f d)\d2 186)

Teraz mozemy juz wreszcie sformutowaé zapowiadane twierdzenie (i nie wykluczone, ze samo
sformutowanie jest mniej skomplikowane, niz poprzedzajace je oznaczenia .. .)

Twierdzenie X.6 (Fubiniego). Zaléimy, ze f : R — R jest funkcjg mierzalng nieujemng
87 lub funkcjg catkowalng wzgledem miary X*. Wowczas funkcja Cof jest okreslona prawie
wszedzie na RY 188 | catka z Cof wzgledem X jest okreslona oraz zachodzi:

/]R | Cofax® = /R FaNL, (X.9)

B.D.
Uwagi.

186) Wzér ten wyjasnia dziwne moze oznaczenie ,Cy” — chodzi po prostu o calke (,C) ,po drugiej grupie
zmiennych”, a pierwsza grupa pelni role zmiennych do tej funkcji Co f.

187) Wersja dla funkeji mierzalnej nieujemnej bywa wiazana takze z nazwiskiem Tonellego.

188) Ozyli A% (R4 \ Dy) = 0.
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e Bardziej tradycyjny, cho¢ odrobing mniej Scisty zapis wzoru X.9 ma posta¢ nastepujaca:

[ (L, fr )z, = [ fa)aa (X.10)

Co wiecej w tradycyjnym zapisie mozna spotka¢ tez zapis prawej strony powyzszego
wzoru w formie nastepujacej:

// . .Rd /f(a:)da:ldxg ...dxg , (d—symboli catki ,,/”)

gdzie [ [...ga ["1 ,dxidasy ... dzg" maja zastepowaé odpowiednio ., [pe” i ,dx” i jedno-
czesnie wyraznie podkresli¢ ,wielowymiarowos¢” tego catkowania, ktére tam sie odbywa.
W tradycyjnym nazewnictwie catka z prawej strony, to w zaleznosci od d tzw. catka po-
dwdjna, potréjna itd. (pod-tna ...), a wyrazenie z prawej strony — calka iterowana.
Oczywiscie uzycie twierdzenia Fubiniego d — 1 razy pozwala zastapi¢ catke ,pod-tna”
catky iterowang ,w petni”; tj. taka, ze wystepuje tam d-catek po R. Jednak kolejnosé¢
wykonywania poszczegdlnych catkowan moze by¢ rozmaita — zalezy to od tego jakiego
podziatu zmiennych na dwie grupy dokonamy na kazdym kroku. Np. gdy d = 3 to dzielac
T1, X9, T3 Najpierw na x, oraz To, r3 a nastepnie te druga grupe na x, i x3 uzyskujemy
ostatecznie calke iterowana

/R(/R(/]R f(z1, 2o, x3)dxs)dxs)dx;.

Taka sama catka iterowang uzyskamy przy podziale najpierw na x, xy oraz xs, a potem
— dla pierwszej grupy — 1 i x9. Z kolei gdy najpierw podzielimy na x,r3 oraz x5 a
potem pierwsza grupe na xi i x3, to uzyskamy najpierw

/RQ(/R f (1, xo, x3)dxs)d(21, 23)

a nastepnie
/R(/R(/R f(x1, z2, 3)dxe)dxy )drs.

Ogolnie, sprowadzajac do postaci catek iterowanych po R, mozemy uzyska¢ d! rozmaitych
kolejnosci catkowania. Warto podkresli¢, ze wybor tej kolejnodci moze by¢ bardzo istotny
w praktycznych rachunkach — niektore z kolejnosci mogg prowadzié¢ do tatwiejszych, inne
do trudniejszych (czy wrecz — ,niewykonywalnych”) rachunkow.

e SformutowaliSmy zatozenia w dwoch wersjach. Sprawdzenie, ze funkcja jest mierzalna i
nieujemna bywa na ogot rzecza nietrudng. Co jednak zrobi¢, gdy funkcja nie jest nie-
ujemna? Aby sprobowaé drugiej wersji twierdzenia, trzeba wiedzie¢, ze funkcja jest cal-
kowalna. Czasem to mozna stwierdzi¢ od razu (np. funkcja jest mierzalna i ograniczona
oraz zeruje sie poza zbiorem ograniczonym), ale czasem wydaje sie, ze jedynym sposobem
bytoby stwierdzenie jakg wartos¢ ma catka, a do tego trzeba zy¢ twierdzenia Fubiniego
...Czy to nie bledne koto? Na szczedcie nie! Tak naprawe, by stwierdzi¢ catkowalnosé
trzeba wiedzie¢ nie tyle jaka jest warto$¢ [pa fdA? (nie wiemy nawet, czy to juz okre-
Slone), ale czy [ga|f|d\? jest skoficzona (a to jest okreslone, bo |f] jest > 0 i |f| jest
mierzalna, gdy f jest mierzalna). A do obliczenia [pa |f|d\? mozna zastosowaé pierwsza
wersje twierdzenia — dla funkcji mierzalnych nieujemnych. Tak wiec czesto postepowa-
nie jest takie: najpierw uzywamy wersji pierwszej by sprawdzi¢ catkowalnos$é i jesli f
okaze si¢ catkowalna, to do obliczenia catki stosujemy wersji druga.
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e Oczywiscie jesli zalozenia twierdzenia sa spelnione, to wszystkie catki iterowane sa réwne.
Jednak bez tych zatozen catki iterowane moga by¢ rézne. Z drugiej strony, réwnos¢ catek
iterowanych nie gwarantuje, ze zalozenia twierdzenia spetnione.

Przyktady.

e Obliczymy calke Lebesgue’a z funkeji f : R*> — R zadanej wzorem f(zr) = z1z0e NI,
Jednak najpierw musimy sie upewnic, czy catka ta w ogole jest okreslona. Oczywiscie
f jest mierzalna jako funkcja ciggta, nie jest jednak > 0, a zatem sprobujmy postapié¢
zgodnie z uwaga 2. Mamy

/2 |f|d)\2 — 189)
R

/ |21 20| CiH Dy = 190
R2
L tanlemt - fasle R day)day =

/|x2\e /]1:1|e Adpy)dry =
(/ |5|e "2 d,) - /|x1]e’ idry) =
R R
(/ tle™"dt)* = (I + I)”,
R

gdzie It = [|_q) \tle=tdt, I, = Jio:+00) |t|e=**dt. Te dwie calki Lebesgue’a sq na mocy
twierdzenia X.5 réwne odpowiednio catkom niewlasciwym, dla ktérych mozemy juz sto-
sowa¢ metody z rozdziatu VII. W szczegélnosci bez trudu zauwazamy, ze I} = I (dzieki
parzystosci funkeji zadanej wzorem [t|e™* 190)). Mamy tez I, = lim,_ o0 Ji te " dt =
lim, 1o —% foﬂd2 eds = % fgoo e‘ds = %, na mocy twierdzenia o catkowaniu przez pod-
stawienie dla calek oznaczonych. W efekcie zatem wykazaliémy catkowalnos¢ f, gdyz
Jez | fldN? = 1 < +oo. Mozemy wiec ,,prawomocnie” zajaé sie obliczaniem calki z f
przy uzyciu drugiej wersji twierdzenia Fubiniego — tej dla funkcji catkowalnych 192
(w sensie Lebesgue’a). jednak coraz czesciej bedziemy méwié tylko catkowalna” po-
zostawiajac reszte w domysle. Natomiast, aby nie bylo nieporozumien, w przypadku
catkowalnosci w sensie Riemanna zawsze bedziemy uzywaé pelnej nazwy.

Rachunek nieco skrécimy, bo kolejne przejscia sa prawie te same co wyzej. Uzyskujemy
wiec:

/R? fd\? = (/Rte—t?dty _ (/0 _tht—l—/ —tht (e h 4+ L2 =0
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e Obliczymy pole powierzchni kota o promieniu r > 0, $ciglej obliczymy M\?(K,.), gdzie
K, :={z € R?: ||z|| < r} (a wiec rozwazamy koto otwarte).
Po pierwsze zauwazmy, ze \*(K,) = [, 1d\?

(patrz X.7). Poniewaz funkcja stale réwna 1 na

K, jest mierzalna ¢ > 0, zatem mozemy uzy¢
twierdzenia Fubiniego, ale najpierw (zgodnie) z [(z1)
uwaga ze strony ?7) musimy rozszerzy¢ te funk-
cje do okreslonej na R? i réwnej po prostu Ay, .
Mamy wiec

vwnzéﬂmw%i@AMdﬁ@ﬁmm% ()

Przyjrzyjmy si¢ wewnetrznej calce. Przy ustalo-
nym z; € R funkcja Ak, (x1,22) zeruje sie gdy
22 4+ 22 > r? a dla pozostatych przypadkow
1 2 2 : SROW Rysunek 29

ma wartos¢ 1. W efekcie (patrz rysunek), jezeli

|z1| > 7, to wewnetrzna catka wynosi 0, jako catka z funkcji zerowej. Natomiast gdy
|z1| < r, to funkcja pod wewnetrzng catkg réwna jest 1 wtw |xo] < I(xq) := (/72 — 27
W efekcie mamy (stosujemy addytywnosé catki wzgledem zbioru)

N(K, :/ (/ 1dx>dm :/ MN((=l(z1);1(21)))dy, =
( ) (=r37) (=l(z1)5l(z1)) ? ' (—=mrsr) (( ( 1) ( 1))) !
- [ st

Jak poradzi¢ sobie z ta ostatnia catka Lebesgue’a? Gdybysmy catkowali funkcje okre-
slong na przedziale domknietym, a nie otwartym, nie bytoby problemu bo na mocy
twierdzenia 4 sprawa sprowadzataby sie do policzenia calki Riemanna (réwnej calce
oznaczonej). Szczedliwie miara A! zbioréw jednopunktowych jest zerowa, zatem ta cal-
ka jest réwna calce po [—r;r]. A zatem

T r t
)\2<Kr> :2 \/r2_t2dt — 2 r 1—(*)2dt:193)
—r —r r

II
2 [2 .2 _ 2 [2 .2
2r /_1;1 \/1 —sin®(u) cos(u)du = 2r /_ cos” udu

s
2

us
Do caltki I = [2, cos® u zastosujemy calkowanie przez czesci:
2

Jz[égﬁmm%mmu:o—/ggmmpﬂmm»:/?gﬁwmu

_
2

(ME]

A zatem 21 = f_%ﬂ- cos® u + f—%g sin?(u) = f_gg 1 =, czyli I = 7. Ostatecznie wige pole
powierzchni K, WQynosi 772, co (miejmy nadzieje) nikogo z Pafistwa nie zaskoczyto . ..
Zauwazmy jeszcze, ze w tych wyliczeniach wybor
skolejnosci catkowania” (tzn. podzialu zmien-
nych na pierwsza i druga grupe) nie miat zadne-
go znaczenia dla samych rachunkow, ze wzgledu
na symetrie rozwazanego zbioru (podobnie byto

w przyktadzie poprzednim).
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e Obliczymy [, x3d\3, gdzie C jest czworoécianem w R? o wierzchotkach (1,0, 0), (0, 1,0),
(0,0,1), 0 a $cislej C = {z € R® : 21, 29,23 > 0 oraz x; + T2 + 23 < 1}.
Catkowana funkcja jest wiec mierzalna i nie-
ujemna — mozemy zatem postepowacé podob-
nie jak w przypadku 2, tyle ze w trzech wy-
miarach zamiast w dwoch. Skrécimy zatem
tym razem rozumowanie, pomijajac niekto- T3
re szczegbdly 1 pamiectajac, ze najwazniejsze
jest wyznaczenie faktycznego zakresu catko-
wania przy catkach iterowanych uzyskanych
po zastosowaniu tw. Fubiniego, tzn. zastapie-
niu catek po calym R catkami po odpowied-
nich zbiorach zwigzanych z geometrig wyjscio- 1 —a3 —a2 | =
wego zbioru C, na ktérym zadana jest nasza 1
funkcja. Ustalmy, ze stosujac twierdzenie Fu-
biniego dwukrotnie kolejnosé catkowania (li- Rysunek 30
czac od najbardziej wewnetrznego) w catkach iterowanych bedzie taka: xq, z9, 3. Usta-
lajac zmienng najbardziej zewnetrzna, tzn. xs widzimy, ze wystarczy ja rozwazaé w
przedziale [0; 1]. Ponadto, gdy z3 € [0; 1] wspétrzedna z, punktu x € C' musi spetniaé
x9 € [0;1—x3), gdyz zachodzi x1, x5 > 0,21 + 25 < 1 —x3. A gdy ustalimy xo jak wyzej,
to zachodzi z9 € [0; 1 — x5 — x2] (patrz rysunek 30).
W efekcie mamy:

1 1—x3 l—x3—x2
/ x3d\® = / Tadr = / (/ </ x3dx1> d:vg) drs =
c c 0o \Jo 0

= /01 (/01_363 r3(1 — 3 — 1‘2)d$2> drs = /01 T3 ((1 - ;(1 - $3)2> dxs

3)2_
1 1 1 1/1 2 1\ 1
= 1 —23)%d :—/t3—2t2 tdt:( = ):.
2/()953( Ts) s = 5 | * 5\1 373) " x

Na zakonczenie tego podrozdziatu pokazemy pewne wygodne zastosowanie twierdzenia
Fubiniego zwigzane ze zbiorami miary zero. Wykazemy mianowicie, ze zbiér w R ktory
jest wykresem funkeji mierzalnej okreslonej na podzbiorze R? ma miare A4*! réwna zero. By
wygodniej bylto sobie wyobrazi¢ odpowiednig sytuacje nalezy rozwazy¢ d = 1 (wykres funkcji
jednej zmiennej jako podzbiér R?) lub d = 2 (wykres funkcji dwéch zmiennych jako podzbior
R3).

Fakt. Niech f : D — R, gdzie D C R? bedzie funkcjg mierzalng. Wéwczas X H(T') = 0,
gdzie Uy := {(x1, ..., 2q, f(xq)) € R (2q,...,24) € D}.

Dowdéd.
Zauwazmy na poczatek, ze I'; jest mierzalny. Niech bowiem F': D x R — R bedzie zadana
wzorem F(xy,...,2q11) = f(z1,...,24) — Tay1. Mozna wykazaé — choé nie jest to wecale
oczywiste Y — 7e F jest mierzalna. Poniewaz zachodzi
-1
Iy =F({0}),
zatem ['; € L(R*™). Poniewaz uzyjemy twierdzenia Fubiniego dzielac zmienne 1, . .., 24, 441
na dwie grupy: zi,...,oq oraz x4, (dla zmiennej z R? zwigzanej z pierwsza grupa uzyjemy
oznaczenia x)
d+1 d+1
Ny = [ X axt = /R(/]R Xr, (2, 2411 )dugs )da

194) Patry zadanie X.38
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Zauwazmy, ze dla ustalonego x € R? funkcja Xr ;
ma w punkcie (z,z4,1) warto$¢ rézna od zera (mia-

nowicie 1) wtw (z,z441) € I'y wtwaz € D oraz o) /_/
Tay1 = f(x) — patrz rysunek 31. Mamy zatem
N = [ ([ Adwa)de
)= [ ([ 1)

:/D)\l({f(:c)})dx:/Ddezo.

T D
[l x:(azl,...,xd)

Rysunek 31

4. Calkowanie przez podstawienie. Wspo6t-
rzedne biegunowe i sferyczne.

Przedstawimy tu twierdzenie pozwalajace na tzw. ,zamiane zmiennych” w calce wzgledem
miary Lebesgue’a A%, Bedzie to nieco podobne (a przy d = 1, w typowych sytuacjach, wrecz
identyczne) do zamian zmiennych (podstawienia) zwigzanych z catkami oznaczonymi. Stoso-
wanie tego twierdzenia czesto bardzo znacznie upraszcza rachunki zwigzane z catkowaniem w
wielu wymiarach.

Niech U bedzie otwartym podzbiorem R? oraz niech ® : U — R? bedzie funkcja rézniczko-
walna (moze lepiej uzy¢ tu stowa ,przeksztalcenie” zamiast funkcja, ® ma opisywaé¢ whasnie
owa ,zamiane zmiennych”). Przypomnijmy, ze ,takiej sytuacji” w kazdym punkcie z zbioru
U okreslany jest jacobian J®(x) funkcji ' Phi, bedacy wyznacznikiem rézniczki D®(x). Pelni
on role podobna do pochodnej funkcji wewnetrznej (zamiany zmiennych) pojawiajacej sie ze
wzorze na catkowanie przez podstawienie dla caltki oznaczone;j.

Twierdzenie X.7 (o catkowaniu przez podstawienie). Niech ® b@dzze dyfeo-morfizmem
zbioru otwartego U C R o wartosciach w R, A C U oraz f : ®(A ) — R niech bedzie funkcjg
mierzalng nieujemng lub funkcjq catkowalng. Okreslamy f:A— R dla z € A wzorem

fz) = f(@(2) - |T@()].

Wowczas f jest mierzalna, a w przypadku catkowalnos$ci f-funkcja f jest catkowalna. Ponadto
/ Fard = / FaN.
A D(A)

Af(@(x))-|J@<x>|dx=/ f(z)dz. (X.11)

(4)

tzn.

B.D.
Uwaga.

e Dziwi¢ moze nieco, ze we wzorze X.11 na calkowanie przez podstawienie jakobianu J®(x)
pojawia si¢ w module, podczas gdy modutu tego nie byto we wzorze dla catki oznaczone;j

g(b)

[ fa@)g @iz = [ fa)d.

Wyjasnienie tego problemu tkwi w notacji .,/ b7 ktéra nie zawsze oznacza to samo co

. f[a;b]” (nawet, gdy chodzi o catkowanie ,,dobrych” funkcji). Nawet jesli a < b, to nie
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gwarantuje to, ze g(a) < g(b). Gdy g jest malejaca, to ¢'(x) < 01 jednoczesnie g(a) > g(b)
— stad powyzszy wzor bedzie mial wtedy postac

/[a;b] Flg(2)|d (z)|dz = / f@)dz.

g([asb]

czyli analogicznie jak w X.11.

e Warto zwroci¢ uwage, ze w twierdzeniu X.7 zaktadamy, ze ® jest dyfeomorfizmem. W
szczegblnosci P jest roznowartosciowa. Jednak wzor dla catki oznaczonej dziatat takze
bez zatozenia o réznowartosciowosci g.

Najczesciej stosujemy twierdzenie X.7 w ten sposob, ze dla danej funkcji f : D — R
préobujemy przedstawi¢ D w postaci ®(A) dla tak dobranego ® i A, Zze lewa strona wzoru
X.11 jest mozliwa do wyliczenia w praktyce (zazwyczaj poprzez uzycie twierdzenia Fubiniego.
Czesto bywa tak, ze udaje si¢ uzyskaé jedynie ,D = prawie ®(A)”, tzn. \4(D \ ®(A)) = 0,
ale to w zupetnosci wystarcza, bo catka po zbiorze miary zerowej réwna jest zero. Opiszemy
teraz dwa najczesciej chyba stosowane podstawienia — jedno dla d = 2, drugie dla d = 3.
Wspdblrzedne biegunowe w R2. Pomys! polega tu na tym, by punkt 2 € R? opisywaé nie
za pomoca jego wspoOtrzednych kartezjanskich x1, 2o € R, ale za pomoca tzw/ wspdirzednych
biegunowych, tzn. kata pomiedzy osig poziomag a wektorem x oznaczonego jako ¢ oraz dhugos¢
wektora x oznaczanej przez r.

Zachodzi zatem

T = TCosY o | T
To = TSsine
<

przy czym ¢ € (0;27],r > 0. Jednak poniewaz w twierdze-

niu X.6 musimy mie¢ zbiér otwarty U i dyfeomorfizm & za- 2 :
tem musimy zakres rozwazanych ¢ i r nieco ograniczy¢. Defi- T
niujemy mianowicie przeksztalcenie ® : U — R2? gdzie U =

(0;27) x (0; +00), zadane wzorem Rysunek 32

O(p,r) = (rcosp, rsing).
Fatwo wykazaé, ze ® jest dyfeomorfizmem na swoj obraz V := R?\ Z, %) gdzie Z = [0; +-00) x
{0}, zatem \?(Z) = 0. Policzmy jeszcze jakobian. Mamy

—rsing cos

T®(p,r) = det ( rcosy sing

a stad |J®(p,7)| = r dla dowolnych (p,r) € U.

Przyktad. Obliczmy ponownie pole powierzchni kota o promieniu R > 0 (patrz przyktad 2
ze strony 32). Kolo K, = {z € R? : ||z|| < R} jest postaci ®(A) ,z dokladnoscia do zbioru
miary zero” a A = (0;27) x (0; R) (tzn. K.\ Z = ®(A)). A zatem na mocy twierdzenia X.7 a
nastepnie twierdzenia X.6 mamy:

)\2(KR):)\2(KR\Z):/K \Zldx:[p(A) 1d$:/Al-7"d(g0,T):
R

2 R R 27 1
[ (s o e e
0 0 0 0 2

A zatem rachunki okazalty sie tu duzo prostsze niz przy bezposrednim stosowaniu twierdzenia
Fubiniego. Ogolnie — warto z pewnoscia probowaé stosowaé to podstawienie w sytuacji, gdy
zbiér ma symetrie obrotowa wokot zera, choé¢ nie tylko wtedy ...

) = —rsin® —rcos? = —r,

195) Wystarczy znalezé wzér na @1, co nie jest trudne.
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Wspélrzedne sferyczne w R3. Sens geometryczny tych wspol-
rzednych jest dos¢ podobny do sensu zmiennych biegunowych z

tym, ze uzyty jest jeszcze jeden kat, a sam pomyst jest dosé¢ do-

brze znany z geografii ...Spotyka si¢ nawet okreslenie ,wspot-

rzedne geograficzne”. Tu bowiem punkt x z R? opisany jest przy

pomocy dlugosci ¢ i szerokosci ¢ geograficznej wyrazonych w

odpowiednich katach, oraz przy pomocy dtugosci r wektora x

(patrz rys 33). Tym razem rozwazamy ¢ € (—m,7), ¢ € [=5; 5]

oraz r = 0.

Dla celéw twierdzenia X.6 okreslamy zatem ¢ : U — R3, gdzie

U= (—m,m)x(=5;5)x(0; +00) oraz ®(p, v, r) = (r cosy-cos @, r cos -

sin, rsin ).

Tym razem ® jest tez dyfeomorfizmem na swéj obraz V := R?\ Z,
gdzie Z ma miare \* zerowa, a doktadniej Z = (—o0; 0] x {0} x R. Jak
nietrudno wyliczy¢ (zadanie), jacobian zadaje sie tym razem wzorem

JO(p,0,1) =1 cos ) = | TP (0,1, 7))

bo ¢ € (=5;5)) dla (p,,7) €

Przyktad. Obliczymy objeto$é kuli o promieniu R > 0 Vi := {z €
R3 : ||z|| < R}. Postepujac podobnie jak w przykladzie poprzednim
otrzymujemy X*(Vz) = A (®(4)) dla A = (—m;7) x (=5;5) x (0; R),
skad

2

xs3

X2

X1

Rysunek 33

N (Vg) = /(A ldx —/ 1-72cosyd(p,,r) = /_7;(/_5(/0}%7’2 cos dr)dy)dp =

_/ rdr - /_

(ME
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Z
v

4

adania do Rozdzialu X

1.

e /majdz wszystkie o-ciata podzbiorow X, gdy X =
B {17 2}
- {1,2,3}
e Zmajdz wszystkie elementy o-ciata generowane przez {{1,2},{2,3}} dla X = {1, 2, 3,4}.
2. Wykaz, ze przecigcie dowolnej rodziny o-cial podzbioréw zbioru X jest tez o—ciatem

(podzbiorow X). Znajdz przyklad pokazujacy, ze analog powyzszego dla sumy nie jest
prawdziwy.

3. o—ciato W Z podzbioréw X nazywamy cegielkowym wtw istnieje rodzina {A;};c; pod-
zbioréw X taka, ze [ jest skonczony lub przeliczalny, A; sa parami roztaczne, U;cA; = X
oraz WZ = o({As}icr). 19 Rodzina {4;} nazywa si¢ wéwczas zbiorem (rodzina) cegie-
lek dla WZ (a kazdy A; jest cegielkq).

V e Wykaz, ze jesli {A;}icr jest zbiorem cegietek dla WZ, to WZ = {U;ep A; - I' C 1}.
e Wykaz, ze zbior cegietek o—-ciala cegietkowego jest jednoznacznie wyznaczony.

e Wykaz, ze jesli X jest zbiorem skonczonym, to kazde o—ciato jego podzbioréw jest
cegietkowe.

e Oblicz liczbe wszystkich o—cial podzbioréw zbioru {1,...,n} (moze by¢ dla n =
10).

e Wykaz, ze B(R) nie jest c—ciatem cegietkowym.

4. Niech X UY = ()i niech A C 2%, B C 2" oraz niech Z = X UY. Wykaz, ze oz (ox(A)U
oy(B)) = o0z(AUB), gdzie oW () oznacza odpowiednie o—ciato podzbioréw zbioru W,
przy W =XY, Z.

5. Udowodnij wniosek ze strony 143.

6. Rozwazamy nastepujace rodziny podzbiorow R:

As ={(a;b] : a,b € Q},
o Ag ={U C R: U—otwarty},
o A7 ={K CR: K—zwarty}.
Wykaz, ze:
V (a) o) = o(4),
(b) o(A2) = o(As),
(c) o(As) = o(A4),

196

) Czyli krécej: W Z jest generowane przez pewne co najmniej przeliczalne rozbicie zbioru X.
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7.

10.

(e) (A1) =0c(Ag), (=B(R) z definicji),

e Wykaz, ze dla dowolnego A € B(R) zachodzi R* x A x R! € B(R* 1) (ew. tylko
przypadek k = 0,1 = 1);

e Wykaz analogiczny wynik jak w a) dla L(R) oraz L(R**1). Wskazéwka do a):
wykaz najpierw, ze rodzina {A € B(R) : R*¥ x A x R € B(R*"*1) jest o—ciatem
podzbiorow R.

Wykaz, ze jezeli A i B sa rodzinami generatoréw dla B(R), to {Ax BCR?*: A€ A B €
B} jest rodzina generatoréw dla B(R?).

Korzystajac z zadania 7 1 9 wykaz, ze rodzina {[a;b] X [¢;d] : a,b, ¢, d] € R} jest rodzina
generatoréw dla B(R?).

Wykaz, ze sa miarami:

V e 04, z przyktadu 2 strona ?77;

e ZNAK z przyktadu 3 strona ?77;
e 1 : WX — [0;400] zadana na o—ciele WZ = {0, {1},{2,3},{1, 2,3} } podzbioréw

{1,2,3} w spos6b nastepujacy: u(0) =0, p({1}) = a, p({2,3}) = b, u({1,2,3}) =
a + b, gdzie a, b sa dowolnymi elementami z [0; +o0].

e Opisz wszystkie miary okreslone na o—ciele cegietkowym (patrz zadanie X.3).

V e Wykaz ogdlne wlasnosci miary z faktu ze strony ?7?.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Czy to prawda, ze miara p okreslona na o—-ciele generowanym przez rodzing A jest
jednoznacznie wyznaczona przez swe wartosci na wszystkich generatorach?

Czy powyzej zmienitoby co$ ograniczenie sie do miar spelniajacych warunek u(X) =1
(czyli probabilistycznych)? (Wskazéwka: rozwaz miary okreslone na oc—ciele z zadania
X.1D)).

Niech WZ bedzie o——cialem podzbiorow X oraz X' € WZ i niech p bedzie miarg
okreslona na WZ. Wykaz, ze WZ' .= {A e WZ : A C X'} jest co—cialem podzbioréw
X', oraz ze pi' : WZ" — [0; +-00] zadana jako p' = pywz jest miarg (w X').

Niech W Z bedzie o——ciatem podzbioréow X p—miarg na W2, Y niech bedzie dowolnym
zbiorem oraz niech f : X — Y. Okreslamy WZ; := {A C Y : f~1(A) € WZ} oraz
pr: WZp — [0; +00| zadajemy wzorem

ur(A) = (7 (A)) dla A € Wy,

Wykaz, ze WZ; jest o——ciatlem podzbioréw Y, f—funkcja WZ, W Z;—mierzalng oraz
pp—miarg w Y.

Wykaz, ze suma miar (a takze kombinacja liniowa z nieujemnymi wspolczynnikami)
okreslona na WZ jest miara.

Czy ponizsze wlasnosci sa prawdziwe dla wszystkich miar p: WZ — [0; +00]?

o Jezeli VneN (A, e WZ oraz Api1 C Ay), to w(NpenAy) = limy, o 1(Ay)
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o Jezeli VneN (A, e WZ oraz A, C Ant1), to w(UpenAy) = lim, o 1(Ay)
Czy sytuacja zmieni si¢, gdy zalozymy dodatkowo, ze VneN p(Ay) < +oo?

17. Niech p bedzie miara okreslona na o—ciele WZ podzbioréw X. Definiujemy Z := {Z C
X : dpewz (u(B) =01 Z C B)} oraz WZ, := o(WZ UZ).

e Wykaz, ze o—cialo W Z, ma postaé
WZ,={AUZC X :AeWZ oraz Jpewz (W(B)=01iZ C B)}
e Definiujemy p,, : WZ, — [0; +00] wzorem
(AU Z) = p(A)

dla dowolnych A € WZ, oraz Z C X takich, ze istnieje B € W Z miary u zerowej,
zawierajace Z. Wykaz, ze definicja ta jest poprawna, tzn. ze nie zalezy od wyboru
A1 Z jak wyzej, ale jedynie od AU Z.

e Wykaz, ze zdefiniowana wyzej funkcja p,, jest miarg zupeing, oraz ze p,wz = p.

18. W przedziale [—1; 1] rozwazamy relacje ~ zdefiniowana nastepujaco: © ~y wtw x—y €

e Wykaz, ze ~ jest relacja réwnowaznosci

e Niech K = {[z] : € [0;1]} — zbidr klas abstrakeji relacji ~ i niech w : K — [0;1]
bedzie pewng ,funkcjg wyboru” dla zbioru K, tzn. dla dowolnej klasy & € K
w(k) € K (inaczej moéwigc ,w wybiera z kazdej klasy abstrakeji po jednym jej
elemencie” — korzystamy tu z z pewnika wyboru, by mie¢ gwarancje, ze taka w
istnieje). Wykaz, ze A := {w(k) : k € K} nie jest mierzalny w sensie Lebesgue’a
(w szczegdlnosci A ¢ B(R)).

19. Okreslamy pewien ciag przedziatéw otwartych zawartych w [0; 1] w sposéb nastepujacy
1

(rekurencyjnie). W pierwszym kroku okreflamy jeden przedziat o srodku 5 i diugosci
r1 € (0;1). W n + 1—szym kroku rozwazamy najpierw wszystkie przedziaty domkniete,
w ktérych roztaczng sume stanowi réznica przedziatu [0; 1] i sumy wszystkich przedziatéw
otwartych uzyskanych w krokach 1, ..., n. Nastepnie tworzymy przedzialy otwarte biorac
jako ich srodki wszystkie érodki powyzszych przedziatow domknietych oraz wybierajac
wspoélna dtugosé r,.1, tak by tworzone przedzialy zawieraty si¢ w tych przedziatach
domknietych. Niech 0 bedzie uzupelnieniem w [0; 1] sumy wszystkich uzyskanych tak

przedziatéow. Gdy r, = %n, to uzyskujemy tzw. zbior Cantona.

(a) Wykaz, ze zbiér Cantona jest nieprzeliczalnym zbiorem (i nieskoniczonym) o mierze
Lebesgue’a zerowej.

(b) Czy mozna tak dobraé¢ ciag {r,}n>1, by uzyskaé¢ A\}(§) > 0?
20. Znajdz przyktad funkcji f: X — R niemierzalnej

e przy dowolnie przez siebie wybranym X i o——ciele W Z podzbiorow X;

e dla X =R 1WZ =L(R) (Wskazéwka: uzyj zadania X.21).

21. Wykaz, ze funkcja f : D — R jest mierzalna (przy zadanym o—ciele WZ w X, D C X))
wiw Vyer {z € D : f(z) <r} € WZ oraz D € WZ.
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Y 22.
923.

24.

25.

26.

Y 27

28.

Y 29.
30.

Y 31.

32.

Y 33.
Y 34.

35.

36.
37.

Wykaz fakt ze strony 7?7 o mierzalnosci punktowej granicy ciagu funkcji mierzalnych.

Wykaz, ze fakt ze strony ?? (o dziataniach na funkcjach mierzalnych) mozna rozszerzy¢
na funkcje mierzalna o wartosciach w R, pod warunkiem okreslonosci dziatan.

Niech p bedzie miara okreslona na o—ciele WX podzbioréw X. Okreslimy tzw. zbierz-
no$¢ p—prawie wszedzie ciagu funkcyjnego {f,}nsn, 0 wyrazach f, : D — R, gdzie
D C X do funkcji f : D — R; bedziemy to oznacza¢ symbolem f,, — f. Mianowicie
Jn— [ witw EIZeWZ,u(Z)zo JniD\z = JfiD\2Z

e Czy granica przy takiej zbieznosci jest funkcja wyznaczong jednoznacznie?

e Wykaz, ze jesli u jest miarg zupelng, f, — f oraz f, sa wszystkie mierzalne, to f
tez jest mierzalna.

e Wyjasnij dlaczego zalozenie zupelnosci jest istotne w b), nawet przy zalozeniu, ze
DeWZz.

Wykaz, ze jesli f jest mierzalng funkcja, to f* 1 f~ takze sg mierzalne.

Wykaz, ze kazda funkcja mierzalna jest granica punktowsq ciggu funkcji prostych. Wykaz,
ze ciag ten mozna wybra¢ rosnacym (przy kazdym ustalonym punkcie dziedziny), jesli
wyjsciowa funkcja jest > 0.

Wykaz informacje o catkowaniu wzgledem miary Diraca ¢,, zawarte w przyktadzie 2 ze
strony ?77.

Wykaz informacje o catkowaniu wzgledem miary liniowej KRATKA w N zawarte w
przyktadzie 3 ze strony ?77.

Wykaz, ze jesli f € LN(D,p), to | [p fdul < [p|fldp.

Rozwiaz zadanie 111.17 wykorzystujac twierdzenie Lebesgue’a o zbieznosci majoryzowa-
nej (twierdzenie X.3 (L)).

Wykaz, ze jezeli f € LY (D, p), \V/neN (Ani1 D A, i A, jest mierzalny), oraz UpenA,, = D,
to limn_>+oo fAn fd,u = fD fd/.L

Wykaz twierdzenie X.5 (o zwigzku caltki niewtadciwej z catkg wzgledem A!).
Wykaz, za catka Lebesgue’a dla funkcji f z przyktadu ze strony 7?7 jest nieokreslona.

Zmajdz przyktad pokazujacy, ze w twierdzeniu Fubiniego (twierdzenie X.6) funkcja oo f
moze nie byé okreélona na calym zbiorze R%.

Wykaz mierzalnos¢ funkcji F' z dowodu faktu ze strony ??7. Wskazéwka: uzyj wyniku z
zadania X.8 b).

Sprawdz wzor na jacobian ,dla wspotrzednych sferycznych” ze strony ?77.

Oblicz:

v (a) f[O;l]X[O;Q] ety

(0) Sojxiava Trazde

% (c) f[—l;l]x[(};l](xl + 19) P du
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(d) f[1;2]><[3;4] In(z122) - Tod
YV (e) AX(T), gdzie T — tréjkat ,pelny” na plaszezyznie R? o wierzcholtkach 0; (a,0);
(¢, h), gdzie a, h,c > 0,
(f) A2(A), gdzie A ={z € R? : 71 > 0,27 < 22 < \/T1},
i (g) Jpz1dz, gdzie R—réwnoleglobok ,pelny” na plaszczyZnie R? o wierzchotkach 0;

(2,1); (1,1); (3,2). Wskazéwka: uzyj catkowania przez (odpowiednie) podstawienie
(réwnolegtobok jest afinicznym obrazem kwadratu [0;1] x [0;1]...).

(h) jak powyzej, ale dla wierzchotkéw: (2,2); (4,3), (3,3), (5,4).

(i) [pcos(zy + xo)dx, gdzie T— ,peten” trojkat ograniczony prostymi o réwnaniach:
33'1:(), To =T, L1 = T9.

§)) fK(O,l) T122d,
(k) Jx,,, mixede, gdzie Ky = {x € R® 1 2y, 29,23 > 0, [|2]| < 1},
i ) Sk, wsdr, gdzie K, = {z € R® 21 > 0,25 <0, |[z]| < 1}.
)

(m) [p,, @1 +a3dx, gdzie Py o piericien kotowy (,,pelny”) na plaszczyznie, o srodku O
i promieniu 1 (wewnetrznym) oraz 2 (zewnetrznym),

YV (0) limy o Jw /T1xadr, gdzie W = {z € R? : ||z]| < 1,0 < 21 < 22},

-----

uzyj indukcji ,,po d”.
(p) objetosé elipsoidy E = {z € R3: Z—; + %2% + %g < 1}, a,b,¢ >0,
\v4 (q) Objetosé walca obrotowego o wysokosci h i promieniu podstawy 7,
(v) [y z1dr, gdzie W = {z € R3 : 23 + 22 < 1,0 < 23 < 1},
v (s)
(t) [ |T12273]dT, gdzie S = {x € R® : p > x5 > 3y/2? + 2&}, Objetosé¢ ,pelnego”

torusa powstalego przez obrot kota w plaszczyznie ,x1,23” o srodku (R,0,0) i
promieniu r wokét osi 23 (0 <7 < R),

i (1) fpo e 1P d,

i (V) oo e 1o1P dze. Wskazowka: wykorzystaj rezultat (nie metode ... ) dla przypadku R2
pOwWYyZej.
(W) [px12edz, gdzie B = {x € R?: 11,19 < 0,1 < 4a? + 23 < 4,79 < 211},

2
2
V(X) Ip, ®1 — T2dw, gdzie Dy={reR:2>1,1 - % <x2<x1+m%} dla a > 0.
1

«
Ty

Objetosé stozka obrotowego o wysokosci h i promieniu podstawy 7,

Uwaga! Czy catka ta jest okreslona?

38. Wyprowadz wzor z zadania VII.2 na objetos¢ bryty obrotowe;.
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X1 Réwnania rézniczkowe zwyczajne

Roéwnania rézniczkowe to, méwiac mozliwe ogélnie, rownania, w ktorych szukanym obiektem
jest funkcja (ewentualnie funkcje), a w réwnaniu moze pojawiaé si¢ zaréwno sama funkcja, jak
i jej pewne pochodne pierwszego lub wyzszych rzedow — w przypadku funkeji wielu zmiennych
beda to pochodne czastkowe.

Zasadniczy podzial réwnan rézniczkowych to podziat na rownania zwyczajne, czyli takie,
ktore dotyczg funkcji jednej zmiennej oraz na réwnania czgstkowe, tzn. dotyczace funkceji wielu
zmiennych i zawierajace pochodne czastkowe szukanej funkcji. Przyktady réwnan rézniczko-
wych zwyczajnych, to:

F'=f sin(f"ocos)+ fo f —expol(f’-f) =cos; f'=0; (XL1)
a rownaniem rozniczkowym czastkowym jest np.:
of ) af , 0 f o0 f
—— 42— =sin- — COS —5.
0x, Oxs 0x201, Ox?

Powyzsze przyktady nie sa zapewne zadnymi waznymi réwnaniami ani z punktu widzenia
matematycznego, ani, co gorsza, z punktu widzenia zastosowan. A trzeba wiedzie¢, ze wta-
Snie zastosowania matematyki, a nie czysto matematyczne ,zapedy” sa gtéwnym powodem
powstania i zarazem celem obu teorii réwnan rézniczkowych.

My zajmiemy sie¢ w tym rozdziale jedynie teoria rownan rézniczkowych zwyczajnych i to
tylko w bardzo waskim jej zakresie, ale uwzglednimy jej wazna role dla zastosowan i zbadamy
nieco problemow, ktore zwiazane sa z matematycznym opisem pewnych realnych zjawisk.

1. Rownania rézniczkowe rzedu pierwszego i problem istnienia roz-
wigzan

Bedziemy si¢ zajmowaé przede wszystkim réwnaniami rézniczkowymi zwyczajnymi rzedu 1,
tzn. takimi, w ktérych pojawia si¢ jedynie pierwsza pochodna funkcji (poza ew. jej zerowa
pochodna, czyli sama funkcja). Jednak rozwazania nasze beda dotyczyty réwnan nie tylko na
funkcje skalarne, ale tez na funkcje o wartosciach w R dla m > 1. Réwnaniami rzedow wyz-
szych zajmiemy sie takze — pod koniec rozdziatu, ale jak zobaczymy, dadza sie one sprowadzic¢
do rownan rzedu 1. Dlatego m.in. teoria dla réwnan rzedu 1 jest taka istotna.

Zaczniemy od spraw zwigzanych z notacja. Oto6z zapis réwnan rézniczkowych zwyczajnych
ma swoja dtuga tradycje i raczej rzadko spotykamy tam forme uzyta w przyktadach (XI.1),
tzn. zapis bez uzycia zmiennych, uwypuklajacy fakt, ze szukanym obiektem jest funkcja. Po-
nadto raczej popularniejsze jest uzycie liter x badZ y na oznaczenie funkcji, zamiast typowo
uzywanych przez nas dotad f, g itp., a z kolei zmienng najczesciej oznacza sie tu przez t a nie
x (w zwiazku z jej czesta w zastosowaniach rolg zmiennej oznaczajacej czas). Czesto réwniez
pierwsza pochodna oznacza sie przez * zamiast /, a druga = zamiast ” (gtéwnie wlasnie wte-
dy, gdy chodzi o rézniczkowanie ,po czasie”). My zastosujemy tu pewien kompromis wobec
powyzszych zwyczajow. Przy rozwazaniach ogdlnych natury ,teoretycznej” bedziemy najcze-
Sciej uzywali y na oznaczenie szukanej funkcji, cho¢ jednoczesnie litery tej uzywacé bedziemy
do oznaczania zmiennej — ale nie tej dla funkcji y lecz dla funkcji, ktéra bedzie ,kodowata”
rozwazane przez nas rownania. Zmienng dla funkcji y bedzie natomiast najczesciej t, a pochod-
ng oznaczaé bedziemy przez ', a nie przez . Natomiast w przyktadach i zadaniach stosowaé
bedziemy juz rozmaite sposoby notacji, z nadzieje, ze Czytelnik / Shuchacz poradzi sobie z
przettumaczeniem jednego zapisu na inny ...
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Np. rownanie f’ = sin-f zapiszemy jako

y =sin(t) -y (ew. y'(t) =sin(t) - y(t))

albo jako
y = F(ty),

gdzie F : R? — R jest funkcja kodujaca to réwnanie, zadang wzorem
F(t,y) = sin(t) - y
Ogodlnie, w tym podrozdziale rozwazaé¢ bedziemy tylko réwnania, ktére zapisujemy w postaci
vy = F(t,y), (X1.2)

gdzie y oznacza pewna funkcje (szukana) zmiennej rzeczywistej o wartosciach w R™ (m > 1),
a F jest funkcja (kodujaca to réwnanie) okreslong w podzbiorze D C R i o wartosciach w
R™ (oczywiscie w zapisie F'(t,y) zaktadamy, ze t € R a y € R™). A zatem (XI.2) jest pewnym
skrotowym zapisem réwnania — a $cisty sens tego zapisu zawiera ponizsza definicja, w ktorej
wyjasniamy, co rozumiemy przez rozwigzanie powyzszego réwnania.

Definicja. Rozwigzaniem rownania (X1.2) nazywamy kazdg funkcje réiniczkowalng y okre-
slong na pewnym przedziale I C R niezerowej diugosci, takg, ze Vtg (t,y(t)) € D oraz
y'(t) = F(t,y(t)).

Uwaga. Réwnanie (XI.2) jest tzw. rownaniem w postaci normalnej, tzn. ,rozwiklanej” wzgle-
dem 7/. Nie kazde réwnanie rzedu pierwszego da sie przedstawi¢ w takiej postaci, choé¢ roz-
wigzanie wielu rownan sprowadza sie ,lokalnie” do rozwigzania rownan tego typu.

Podstawowe pytania dotyczace kazdego rownania rézniczkowego, to pytania o istnienie i o
jednoznacznosé¢ rozwigzan. W przypadku réwnan nie majacych postaci normalnej nietrudno
wskazac¢ przyktad, dla ktérego rozwigzan nie ma wcale, a jednocze$nie postaé¢ rownania zadana
jest przy pomocy calkiem ,regularnych” funkcji. Cho¢by rownanie:

)+ —1)?*=0

(dlaczego?). O tego rodzaju przyktad jest juz duzo trudniej, gdy ograniczymy sie do réwnan
typu (X1.2). Ale z drugiej strony, nawet najprostsze przyktady réwnan w postaci normalnej
maja wiele roznych rozwiazan, nawet gdy rozwazaé¢ bedziemy jedynie rozwigzania zadane na
,maksymalnych mozliwych” dziedzinach I. Rozwazamy bowiem na przyktad réwnanie

y =1

— jak wiemy — wszystkie jego rozwiazania y okreslone na R, to funkcje zadane wzorem
y(t) =t + ¢, gdzie ¢ € R moze byé¢ dowolne. Podobnie jest z réwnaniem

Yy =19

ktorego wszystkie rozwigzania y : R — R maja postaé y(t) = c - €', gdzie znéw ¢ € R jest
dowolna stala. W obu przyktadach uzyskamy jednak dokladnie jedno rozwigzanie (okreslone
na R) jesli dodatkowo zazadamy by miato ono ustalona wartosé yo w ustalonym punkcie ¢.
Np. jesli ty = 0, to w pierwszym wypadku otrzymamy rozwiazanie y(t) = t + yo, a w drugim
y(t) = yoe'. Okazuje sie, ze podobna sytuacja ma miejsce dla bardzo wielu réwnan postaci
(XI.2), a co tez bardzo istotne — takie ograniczenie problemu istnienia i jednoznacznosci
rozwigzan réwnania jest bardzo czesto uzasadnione z punktu widzenia realnych zastosowan
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danych réownan. Zadanie polegajace na znalezieniu rozwiazan y réwnan (XI1.2) speniajacych
warunek

y(to) = yo (X1.3)

dla ustalonego ty € Riyy € R™, takich, ze (tg,y0) € D nazywane jest zagadnieniem Cauchy’ego
(ew. zagadnieniem poczqtkowym), a sam warunek (XI1.3) — warunkiem poczgtkowym.

W teorii rownan rézniczkowych zwyczajnych jest sporo réznych twierdzen zwigzanych z
tym zagadnieniem, ktorych teza dotyczy istnienia i jednoznacznosci rozwigzan. Noszg one
wspoélna nazwe twierdzenia o istnieniu i jednoznacznosci”. Wiekszo$¢ z nich méwi o tzw.
lokalnym istnieniu i jednoznacznosci rozwigzan zagadnienia Cauchy’ego, tzn. o rozwigzaniach
takich, ktore sa okreslone jedynie na pewnym (byé¢ moze ,malym”) otoczeniu punktu t.

My jednak, jako przyktad twierdzenia o istnieniu i jednoznacznosci, sformutujemy wynik
majacy charakter raczej globalny. Weze$niej wprowadzimy pare oznaczen i pojec, ktore przy-
dadzg sie nam przy jego formutowaniu.

Moéwimy, ze rozwigzanie y : [ — R™ réwnania (X1.2) przediuza sie na przedzial I wtw I D
I oraz istnieje rozwiazanie § : I — R™ tego réwnania, takze, ze § li= y. Kazde takie g
nazywamy przedfuzeniem rozwiazania .

Zatbzmy, ze D ma postaé (a;b) x R™, gdzie a < b (a,b € R) oraz ze ty € (a;b) i yo € R™.
Zatozmy takze, ze funkcja F' : D — R™ jest ciagta. Okreslmy rekurencyjnie funkcje p, :
(a;b) — R™ dla n > 0 w sposéb nastepujacy:

t
po(t) = yo;  paa(t) = yo + /t F(s, pu(s))ds 197
0

dla wszystkich t € (a;b) oraz n > 0. Zauwazmy, ze taka definicja jest poprawna (caltka z prawej
strony ma sens), gdyz F' jest ciagla i przez indukcje mozna wykazaé, ze kolejne funkcje p,, sa
rozniczkowalne, w efekcie na kazdym kroku tej rekursji funkcja znajdujaca sie pod calks jest
ciagta funkcjg ,zmiennej s”.

Ciag funkcji {p, }n>0 nazywa sie ciggiem kolejnych przyblizen dla zagadnienia Cauchy’ego
z réwnaniem (XI.2) i warunkiem poczatkowym (XI.3). Funkcje p,, zostaly tak skonstruowane,
ze dla kazdego n zachodzi p,(to) = yo oraz p), ., (t) = F(t,pn(t)). Gdyby po lewej stronie byto
Pn zamiast p,.1 — mielibysmy juz rozwigzanie naszego zagadnienia Cauchy’ego! Tak jednak
nie jest... Wydaje sie natomiast, ze gdyby ciag {p,} byl zbiezny w jakims sensie do pewnej
funkcji y, to y miatoby juz szanse by¢ szukanym rozwigzaniem.

Ciag {pn}n>0 to ciag funkeji o wartosciach wektorowych — w R™. Podobnie jak dla cia-
géw funkcji o wartosciach liczbowych, takze dla ciggdéw funkcji o wartosciach w R™ mozna
wprowadzi¢ pojecia zbieznosci punktowej, jednostajnej oraz niemal jednostajnej. Kazdy z tych
rodzajéw zbieznosci dla ciagu funkcyjnego { f,} do ,granicy” f oznacza po prostu odpowiednia
zbiezno$¢ kazdego z ciagéw funkcyjnych ,sktadowych” {(f,)r} (ktére sa juz ciagami funkcyj-
nymi ztozonymi z funkcji skalarnych) do funkeji skalarnej fy, dla k = 1,..., m. Teraz mozemy
juz sformutowaé¢ zapowiadane twierdzenie.

Twierdzenie XI.1 (globalne twierdzenie o istnieniu i jednoznacznosci). Niech a <
to < b oraz yg € R™. Jezeli F : (a;b) x R™ — R™ jest ciggla, posiada w kazdym punkcie
pochodne czgstkowe 0, F dla j = 1,...,m oraz dla dowolnego przedzialu domknigtego K C
(a;b) istnieje Cx € R takie, Ze

Vimersan Vier,.m 10, F(t,y)]| < Cx, (XL4)

to:

197) Przypominam, ze caltka z funkcji zmiennej rzeczywistej o wartoéciach w R zostala zdefiniowana w pod-

rozdziale 1 rozdzialu IX. Co prawda chodzilo tam o catke Riemanna, a tu jest calka oznaczona, ale definicja
w tej sytuacji jest analogiczna (,po funkcjach sktadowych”).
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1. Zagadnienie Cauchy’ego dla réwnania (X1.2) z warunkiem poczgtkowym (X1.3) posiada
dokladnie jedno rozwigzanie y okreslone na przedziale (a;b). Ponadto powyzsze rozwig-
zanie y jest granicg niemal jednostajng ciggu kolejnych przyblizen dla tego zagadnienia
Cauchy’ego.

2. Kazde rozwigzanie tego zagadnienia Cauchy’ego przediuza sie na przedzial (a;b), przy
czym przedtuzenie takie jest jednoznacznie wyznaczone przez ty i yo — jest nim powyzsze
rozwigzanie y z punktu 1.

B.D.

Przyktady zastosowan twierdzenia XI.1 zobaczymy w dalszych podrozdziatach, w ktorych
zajmiemy sie rOwnaniami znacznie bardziej konkretnych typéw, niz ogélne rownania w posta-
ci normalnej. Wezesniej jednak zwrocimy uwage na to, ze punkt 1 twierdzenia daje nam nie
tylko wiedze o istnieniu jakiego$ mglistego rozwigzania problemu. Pozwala on na konstruk-
tywne przyblizanie rozwigzania funkcjami p,. Ma to ogromne znaczenie dla praktycznych —
numerycznych wynikow, szczegolnie gdy mamy do dyspozycji komputer i odpowiednig wiedze

,programistyczna” ...
Punkt 2 twierdzenia gwarantuje miedzy innymi, ze kazde ,lokalne” rozwigzanie przedtu-
za sie do ,globalnego” — tzn. okreslonego na catym (a;b) (przy czym dopuszczamy tu tez

przypadek a = —oo lub b = +00).

Jest to wiec bardzo wygodne twierdzenie, o stosunkowo prostych zatozeniach. Jednak jego
sporym mankamentem jest to, ze funkcja F', kodujaca nasze rownanie, musi by¢ w tym przy-
padku okreslona na bardzo ,duzym” zbiorze (a;b) x R™ oraz ze stala C'x musi by¢ w warunku
(XL.4) ,uniwersalna” dla wszystkich y € R™ (nie wystarczy sie ograniczy¢ do y z pewnego
zwartego podzbioru, tak jak to jest w przypadku t).

Przyktad wskazujacy na istotnosé tych zatozen znajduje sie w zadaniach (zad. ?7?).

2. Pewne roéwnania rzedu 1 dla funkcji skalarnych

Omoéwimy tu dwa szczegdlne typy rownan rzedu 1 w najprostszym przypadku — gdy m = 1,
czyli w sytuacji gdy szukana funkcja y ma wartosci rzeczywiste.

2.1. Roéwnanie o zmiennych rozdzielonych

Nazwg z powyzszego tytutu okresla sie réwnania postaci

y' = f(t)-gy), (XL5)

gdzie f : (a;0) = R, g : (¢;d) — R sg obie ciagle, a,b,c,d € R, a < b, ¢ < d oraz

Vyeea 9y) # 0. (XL.6)

Jest to wiec szczeglny przyklad réwnania (XI.2) z m = 1 i funkcja F zadana na D =
(a;b) x (¢,d) wzorem F(y) = f(t) - g(y). Ogolnie, przy takich jak powyzej zalozeniach o
f 1 g nie musza by¢ zatem niestety spetnione zatozenia twierdzenia XI.1. Sprobujemy jednak
rozwiazaé to rownanie metodami catkiem elementarnymi. Zatézmy wiec najpierw, zey : [ — R
jest pewnym rozwiazaniem réwnania (XI.5) spetniajacym warunek poczatkowy (XI1.3), gdzie
to € (a;b) oraz yo € (c;d). W szczegblnosci zatem to € I C (a;b) oraz

Vier o/(s) = f(s) - 9ly(s))
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Dzieki (XI.6) mozemy obie strony powyzszej réwnosci podzielié¢ przez g(y(s)) a nastepnie
scatkowaé” liczac dla dowolnego t € I catke oznaczong od ty do t '%®) Otrzymamy:

%gﬁﬁimwwwzﬁﬂm&

Na mocy wzoru na catkowanie przez podstawienie (dla catek oznaczonych) mamy

y(t) t
Vier [ g(lx)dx: /t £(s)ds. (XL7)

Oznaczmy przez h funkcje okre$lona na (¢, d) zadana wzorem

h(z) = /y: g(lsc)dx

dla z € (¢;d) (h jest wiec funkcja pierwotna funkcji ;, taka, ze h(yo) = 0). Zauwazmy, ze
poniewaz ¢ jest ciagta i nie przyjmuje wartosci 0, zatem ma stalty znak na (¢;d) i tak samo
jest wiec z funkcja %. Stad b’ = é ma staly znak (i ma wartosci rézne od zera). Funkcja h jest
wiec Sci$le monotoniczna i przeksztalca swoja dziedzine (c; d) na pewien przedzial otwarty (by¢
moze nieskonczonej dtugosci). Niech wigc p, ¢ € R beda takie, ze h((c;d)) = (p; q). Zauwazmy,
ze p <0 < q, gdyz h(yo) = 0. Dzieki Scistej monotonicznosci funkecja h : (¢;d) — (p;q) jest
funkcja odwracalna i h™' : (p;q) — (¢;d). Warunek (XI.7) mozna zapisa¢ przy uzyciu funkcji
h:

Vier h(®) = [ 1()ds,

to

skad dla kazdego t € I otrzymujemy

t
u(t) = ([ f(s)ds). (XL8)
Wykazalismy zatem, ze jezeli y jest pewnym rozwigzaniem okreslonym na przedziale I, to y
musi by¢ na tym przedziale zadane wzorem (XI.8). Zwréémy uwage na to, ze prawa strona tego
wzoru jest zadana jednoznacznie przez dane nam funkcje f i g oraz wartosci ¢y i yo. Jednak
na razie nie wiemy jeszcze prawie nic na temat tego jaki moze by¢ przedziat I, poza tym, ze
to € I C (a;b). Ale by zachodzito (XI.8) musial byé¢ spelniony w szczeg6lnosci warunek

Vier [ 15)ds € () (XL9)

0

Znajdziemy najwickszy mozliwy przedzial I zawierajacy to, ktéry spetnia warunek (XI1.9) 199

Wyznaczymy jego lewy koniec «v i prawy koniec § (a, 8 € [a;b]). Nietrudno zauwazy¢, ze

a= { a gdy Vte(a;to) j;ti) f(s)ds € (p;q) 20
sup{t € (a;to) : Ji, f(s)ds & (p;q)} W p.p.

i analogicznie

g { b gdy Viewon Ji f(s)ds € (p;q)
inf{t € (to;b) : fyy, f(s)ds & (p;¢)} w p.p-.

198) Catkowanie obu stron jest mozliwe choéby dlatego, ze skoro obie strony sa réwne a z prawej strony mamy
funkcje ciagla f, to i funkcja z lewej strony musi by¢é ciggla (mimo, ze nie zaktadalismy, iz y € C*(I) — to
zreszta wynika z faktu, ze y spelnia réwnanie (X1.5)).

199) Opisana nizej konstrukcja tego przedziatu jest jednoczesnie dowodem istnienia najwiekszego przedziatu o
zadanej wlasnosci.

200) w.p.p to skrét od ,w przeciwnym przypadku”.
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jednak pozostaje pytanie, czy konce «, # do szukanego przedziatu I nalezg, czy nie. Odpowiedz
brzmi: nie. Rozwazmy bowiem «. Jesli zachodzi pierwsza mozliwosé z definicji «, to a = a
i oczywiscie a ¢ I, bo I C (a;b). A gdy zachodzi druga mozliwo$é, to tatwo wykazaé, ze
Jio f(s)ds jest réwne p lub ¢, zatem ¢t = « nie spetia (XI.9), nie moze wigc naleze¢ do 1.
Analogicznie postepujemy w przypadku (. Wykazalidmy zatem, ze («; ) jest najwigkszym
przedziatem zawierajacym t, i spelniajacym (XI1.9), w szczegdlnosci dziedzina I rozwiazania
f zawarta jest w (a, 3).

Mozemy teraz przystapi¢ do drugiej czesci rozwazan, a mianowicie do kwestii istnienia
rozwiazania (wczesniej rozstrzygneliSmy raczej problem jednoznacznosci). Okreslimy funkcje
y : (o;8) — R wzorem (XI.8) dla dowolnego t € («; ). Jest to ztozenie funkcji rézniczko-
walnych: u : (o; 8) — (p;q) zadanej wzorem u(t) = f{o f(s)ds oraz h™', przy czym h™! jest

rézniczkowalna, gdyz h jest rézniczkowalna i h'(z) = ok 0). Mamy ponadto dla t € («, 3):

y(t) = W () = g (u(®)) - F() = g(u(t) - F(2)

A zatem tak okreslone y jest rozwigzaniem naszego réwnania, a przy tym y(to) = h=1(0) = yo.
Tym sposobem udowodniliSmy nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie XI.2 (o réwnaniu ,,0 zmiennych rozdzielonych”). Zaléimy, Ze funkcje f
i g spelniajg poczynione wyzej zatozenia oraz ze ty € (a;b), yo € (¢;d). Wowczas:

1. Funkcja y zadana wzorem (X1.8) na przedziale («; 3) zdefiniowanym wyzej jest rozwig-
zaniem zagadnienia Cauyche’go dla réwnania (X1.5) z warunkiem poczgtkowym (X1.3).

2. Kazde rozwigzanie tego zagadnienia Cauchy’ego jest okreslone na przedziale zawartym
w (a; B) i przedluza sie na cqaly przedzial (ov; 3). Przedluzenie takie jest jednoznacznie
wyznaczone przez ty 1 Yo 1 jest nim rozwigzanie y, o ktorym mowa w punkcie 1.

Zwroémy uwage na fakt, ze w tym twierdzeniu rozwigzanie moze nie daé sie przedtuzy¢
do rozwigzania ,globalnego”, w rozumieniu poprzednim, tj. okreslonego na calym przedziale
(a;b) (bedacym dziedzing funkcji f). Jest to gtéwna , jakosciowa” roznica odrdzniajaca teze
tego twierdzenia od tezy twierdzenia XI.1. Rozwiazania, ktore nie przedtuzaja sie na prze-
dzial wigkszy niz ich wtasna dziedzina, tak jak ma to miejsce z rozwiazaniami y z punktu 1
twierdzenia XI.2, noszg nazwe rozwigzan integralnych®") .

Przyjrzyjmy sie teraz pewnym przykitadom zastosowania uzyskanego rezultatu.

Przyklad (model ,narodzin i $mierci” dla wzrostu populacji). Jest to najprostszy
model opisujacy zalezno$¢ wielkosci ustalonej populacji od czasu (sformutowany pod koniec
XVIII w przez T.R. Malthusa). Zatézmy ze dla t € R wielkos¢ y(t) opisuje liczebnosé populacji
liniowej np. w tysiacach osobnikow w chwili ¢ (czas liczymy w latach). Populacja ta charaktery-
zuje sie staltym wspotezynnikiem urodzen wy (od birth) oznaczajacym liczbe urodzen nowych
osobnikow przypadajaca na kazdy tysiac osobnikow w ciggu 1 roku. Podobnie jest ze wspot-
czynnikiem wy (od death) opisujacym w analogiczny sposéb liczbe zgonéw. Idealizujac nieco
te sytuacje poprzez zalozenie, ze funkcja f jest rézniczkowalna (w szczegdlnosei trzeba raczej
zrezygnowac z zatozenia, ze y(t) € Q dla dowolnego ¢, co wynikato z postaci y(t) = 55, gdzie
n € N) oraz poprzez utozsamienie y'(t) z przyrostem y(t + 1) — y(¢) uzyskamy nastepujace
rownanie rozniczkowe opisujace przedstawione wyzej prawa, ktore obowigzuja dla funkcji y

201) Niektérzy jednak zamiast nazwy ,integralne” stosuja nazwe ,globalne”, ktéra my uzywamy w sytuacji

szczegblnej — gdy dziedzina rozwiazania jest najwieksza z tych, ktére w ogdle ,dopuszcza” dziedzina D
funkcji F' z prawej strony rownania w postaci normalnej. Co znaczy owo ,dopuszczanie” nalezaloby wlasciwie
doprecyzowad, ale nie sa to rozwazania zanadto istotne i pominiemy je milczeniem...
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202)

Y = (wp — wa)y (XI.10)

Pominmy trywialny przypadek, gdy w, = wy i zaltézmy, ze w, # wy. Zaltdzmy, ze opisywana
przez nas populacja w roku ¢y liczyta yg tysiecy osobnikéw. Mozemy zatem uznac, ze mamy do
czynienia ze szczegdlnym przypadkiem zagadnienia Cauchy’ego dla réwnania (XI.5) o zmien-
nych rozdzielonych, w ktérym (a;b) = R, (¢;d) = (0;+00), f jest funkcja stale réwna 1 oraz
g(y) =k -y, gdzie k = w, — wg # 0. Mamy wiec:

dla z > 0, skad (p;q) = h((0;4+00)) = R oraz h™' : R — (0;+00) zadana jest wzorem
h=l(x) = yoe*® Poniewaz (p;q) = R zatem (a;3) = (a,b) = R, a zatem w tym wypadku
istnieje globalne rozwigzanie y naszego zagadnienia zadane dla kazdego t € R wzorem

y(t) _ h—l( tt lds) _ yoek(t—to) _ (yoe—kto)e—kt
0
W przypadku, gdy wspoétezynnik &k — wzrostu populacji jest dodatni mamy wiec do czynienia z
eksponencjalnym wzrostem jej liczebnosci, a gdy k < 0 wzor powyzszy opisuje eksponencjalny
zanik. W tej pierwszej sytuacji wida¢ np., ze podwojenie sie liczebnosci populacji nastepuje
kazdorazowo po uplywie statego czasu réwnego @ lat.

Model ten (mimo przyjetych przez nas idealizacji) opisuje bardzo dobrze zjawiska popula-
cyjne, o ile zatozenie dotyczacego statosci wspotezynnikow wy, i wy sg dla rozwazanych populacji
realistyczne, co nie zawsze ma miejsce!

Przyklad (model ,logistyczny” dla wzrostu populacji). W tym modelu modyfikuje sie
zalozenia dotyczace statosci wspotezynnikéw wy i wy, ktore obowigzywato w modelu ,narodzin
i $Smierci”. Zaktada sie mianowicie, ze opisywana populacja rozwija si¢ w sSrodowisku o ograni-
czonej ,pojemnosci”, co objawia si¢ w ten sposob, ze Smiertelnos¢ liczona wspotczynnikiem wy
jest proporcjonalna do liczebnosci y. Scidlej, ze wspétezynnik ten ma postaé wq(y) = ry, gdzie
r > 0 jest pewna stala. Zalozenie dotyczace stalosci wspélezynnika wy, (w, > 0) pozostaje
natomiast bez zmian. Réwnanie ewolucyjne opisujace liczebnos¢ populacji ma zatem w tym
wypadku postac:

y' = (wy —ry)y (XL.11)

Jest to tzw. rdwnanie logistyczne (zaproponowane w I potowie XIX wieku przez P. Verhulsta
jako poprawiona wersja réwnania podanego przez Malthusa).

Mozemy zatem znow probowaé uzy¢ twierdzenia dotyczacego rownania o zmiennych roz-
dzielonych — tak jak poprzednio mogliby$my wzia¢ (a;0) = R i f—stale réwna 1 oraz
(¢;d) = (0;400) (gdyz wielko$¢ populacji y € (¢; d) powinna by¢ dodatnia) i g(y) = (w,—1Yy)y.
Jednak napotkamy na istotny problem — mianowicie ©¢ > 01 g(“*) = 0 zatem zalozenie (XI.6)
nie jest tu spekione ... Wybrna¢ z tego ktopotu mozna nastepujaco.

Po pierwsze zauwazmy, ze na pewno funkcja y : R — R stale réwna =% spelnia réwnanie
logistyczne (po obu stronach jest 0). Jest to wiec pewne rozwiazanie (nawet globalne) za-
gadnienia Cauchy’ego dla tego réwnania z warunkiem poczatkowym y(to) = “* (niezaleznie
od wyboru ty). Mozna wykazaé, ze kazde rozwiazanie tego zagadnienia z powyzszy warun-
kiem poczatkowym jest stale rowne “t, cho¢ wymaga to uzycia innej wersji twierdzenia o
istnieniu i jednoznaczno$ci, niz twierdzenie XI.1. Jesli juz uwierzymy w to ostatnie zdanie,
mozemy rozbi¢ to co zostato z przedziatu (0+o0c) po wyrzuceniu punktu “* na dwa przedziaty

202) W zastosowaniach, réwnania, ktére wiaza predko$é¢ zmian (,w czasie”) pewnych obiektéw z ich innymi
cechami, nosza na ogdt nazwe réwnan ewolucyjnych.
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(0; %2) i (%%;+00), a nastepnie mozemy sprobowac zastosowac nasza metode dla kazdego z
tych przedziatéw osobno. Tzn. przyjmiemy raz (c;d) = (0; 2%), a drugi raz (c;d) = (=%; +00).
W obu przypadkach da sie bez wigkszego trudu znalez¢ doktadne wzory opisujace rozwiazania
integralne. Zostawiamy to jako zadanie dla Panstwa, a teraz omowimy jedynie z grubsza —
»jakosciowo” zachowanie si¢ tych rozwiazan (patrz rys. 34).

Rysunek 34 Tu bedzie rysunek

W pierwszym przypadku rozwiazanie integralne okazuje sie by¢ globalnym, tzn. okreslone jest
na catym (a;b) = R oraz jest funkcja rosnaca o granicy w —oo réwnej 0 a w 400 réwnej “=. W
drugim przypadku rozwiazanie integralne nie jest globalne. Jest ono okreslone na przedziale
(t_;4+00), gdzie t_ jest pewng liczba zalezna od wy, r, t oraz yy. Ponadto jest funkcja malejaca
o granicy w t_ réwnej +o0 i o granicy w +oo réwnej takze “2. A zatem w obu przypadkach
granica w +00 wynosi %, co pokrywa si¢ z wartoscig rozwazanego wczesniej rozwigzania
stalego. Ta wtasnie wartos¢ nazywana jest w tym modelu pojemnosciq srodowiska, o ktorej
wspomnieliSmy na poczatku tego przyktadu.

Aby skomentowaé oba przyktady warto podkresli¢, ze jak pokazuja obserwacje (i zdrowy
rozsadek . ..) zaden z przedstawionych tu modeli nie nadaje sie raczej do opisu ogdlnoswiato-
wych tendencji demograficznych, tj. do opisu zachowania sie populacji ludnosci swiata. Cho¢
np. model logistyczny jest catkiem dobrym przyblizeniem rzeczywistosci dla niektorych popu-
lacji bakterii.

2.2. Réwnania ,liniowe” (a raczej afiniczne)

Rozwazac¢ bedziemy réwnania rézniczkowe postaci

Yy =ft)-y+g@) (X1.12)

gdzie f,g : (a;b) — R sa obie funkcjami cigglymi, a,b € R, a < b. W przypadku gdy ¢
jest stale rowna zero, méwimy o rownaniu liniowym jednorodnym. Podobnie jak rownanie o
zmiennych rozdzielonych, jest to szczegdlny przypadek réwnania rézniczkowego (X1.2). W tym
wypadku D = (a;b) X R oraz F : D — R zadana jest wzorem

F(t,y) = ft)y +g(t).

A zatem 0,F(t,y) = f(t) dla dowolnych (t,y) € D. Skoro f jest ciagla, zatem jest ograni-
czona po obcieciu do dowolnego przedziatu domknietego K C (a;b), czyli w tym wypadku sg
spelione zalozenia twierdzenia 1, ktére gwarantuje m.in. istnienie globalnego rozwiazania (i
to tylko jednego) zagadnienia Cauchy’ego. Naszym celem bedzie wyznaczenie jawnego wzoru
opisujacego to rozwiazanie w terminach funkcji f i g oraz to, yo, gdzie y(to) = vo, a y jest
szukanym rozwigzaniem. Poniewaz jednoznacznos¢ tego rozwigzania mamy juz zagwarantowa-
ng oraz wiemy, ze dziedzina y jest caly przedzial (a;b), zatem aby znalezé ten wzér mozemy
sie postuzy¢ niejako odgadywaniem. Tzn., jezeli znajdziemy jakakolwiek funkcje y speliajaca
nasze rOwnanie oraz warunek poczatkowy, to bedziemy mieli gwarancje, ze jest to wtasnie ten
szukany y. Rozdzielimy to odgadywanie na dwa etapy.
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Etap 1 — réwnanie jednorodne. Szukamy wiec pewnej funkcji y : (a;b) — R spelniajacej
warunki
vy =1y,  yto) = vo.

Jak wida¢, gdyby odrzuci¢ z rozwazanej dziedziny D punkty o zerowej wspotrzednej y, mieli-
by$my do czynienia z niedawno rozwazanym réwnaniem o zmiennych rozdzielonych. Uzywajac
wiec opisanej juz metody, znalezliby$Smy tatwo wzor opisujacy rozwigzanie tego problemu, po-
mijajac sytuacje gdy yo = 0 (z ktéra tez tatwo mozemy si¢ uporaé ...— jak?). Skoro jednak
wspomnielisSmy juz o odgadywaniu — bedziemy konsekwentni i opiszemy jedna z przydatnych
niekiedy metod odgadywania rozwigzan pewnych réwnan.

Sprobujmy znalezé takie rozwiazanie y zagadnienia jednorodnego, ktore miatoby postac

y(t) = yoe”

gdzie ¢ : (a;b) — R jest pewna pomocnicza funkcja — bedziemy starali sie ja wyznaczyc.
Poniewaz dla y tej postaci zachodzi

y(to) = yoe?™)
oraz
Y1) = yoe' (e = (1) - y(t),
zatem y jest rozwigzaniem naszego zagadnienia, o ile tylko
©(tg) = 0 oraz ¢ = f.

A ¢ speliajace powyzsze warunki znamy dobrze — zadane jest wzorem:

t
o) = [ f(s)ds
to
W efekcie rozwigzaniem zagadnienia jednorodnego jest funkcja opisana wzorem:

y(t) = yoe(fto J(s)ds) dla t € (a;b). (XI.13)

Etap 2 — ,juzmiennianie stalej”. Sprobujemy teraz znalez¢ rozwiazanie y dla réwna-
nia (XI.12) w ogdlnej postaci, opierajac si¢ na nastepujacym pomysle, od ktérego pochodzi
powyzsza, moze nieco dziwna, nazwa tego etapu. Rozwigzanie rownania jednorodnego zada-
ne wzorem (XI.13) zawiera w swym opisie stata yo. I to wlasnie ja bedziemy ,uzmienniaé”.
Oznacza to, ze bedziemy prébowali znalezé takie rozwiazanie y réwnania (XI.12), ktére bytoby
zadane wzorem

y(t) = 2(£)eYo %) dla t € (a:b) (XL.14)

— a zatem po prostu zamiast ,stalej” yo we wzorze (XI.14) wstawiamy pewna funkcje ,znien-
na” — z : (a;b) — R, ktéra postaramy sie wyznaczy¢. Mamy

y(t) = (1) o s )l PO pe) = pia) - y(e) + 2 (1)l 1O
Zatem y bedzie rozwiazaniem (XI.12) wtw
Z’(t)e(fto f(s)ds) _ g(t)

czyli
Z(t)=g(t) e Jio 798 Qa1 € (a;b).
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Nakladajac jeszcze dodatkowo warunek poczatkowy y(tg) = yo uzyskujemy
t s
z(t) = yo +/ g(s)-e Ji fludugs 203 (1ot e (a;b) (XI.15)
to

Udowodnilidmy zatem twierdzenie:

Twierdzenie XI.3 (o réwnaniu ,liniowym”). Zalézmy, ze f, g : (a;b) — R sq ciggle oraz
Ze yo € R, tg € (a;b). Wowczas funkcja y zadana wzorem (X1.14), gdzie z jest zadana przez
(X1.15), jest rozwigzaniem zagadnienia Cauchy’ego dla réwnania (X1.12) z warunkiem poczqt-
kowym (X1.3). Ponadto kazde rozwigzanie tego zagadnienia przediuza sie na caly przedzial
(a;b) i przediuzenie takie jest rozwigzaniem y okreslonym powyzej.

Zobaczymy teraz dwa przyktady. Pierwszy, podobnie jak przyktady rozwazane wczesniej,
bedzie zastosowaniem powyzszego wyniku do opisu zachowania si¢ pewnej populacji rozwija-
jacej sie w dos¢ szczegdlny sposob.

Przyklad 1 (model dla ,populacji z migracja”). Rozwazamy tu populacje w ktérej
obowiazuja (tak jak w przyktadzie 1 str. 174) state wspotezynniki wy, i wy, ale w ktérej ponadto
wystepuje zjawisko migracji. Polega ono na tym, ze w ciagu kazdego roku w tej populacji stata
liczba m osobnikéw przybywa, badz ubywa (w zaleznosci od znaku m) w ramach migracji (czyli
przeprowadzki) z lub do innej populacji. Postepujac wiec analogicznie jak we wcze$niejszych
przyktadach widzimy, ze prawa ,demograficzne” obowiazujace w tej populacji mozna opisaé

rownaniem
y = ky +m, (XI.16)

gdzie k = wp — wy. Jesli zatozymy, ze w chwili ¢y populacja ta liczyta yo osobnikéw, to na
mocy twierdzenia XI.3 uzyskamy nastepujace rozwiazanie opisujace liczebnosé tej populacji w
chwili ¢:

m m

y(t) = (yo + ?)ek(tfto) — (XL.17)
oile k#0, a gdy k = 0:

y(t) = m(t —to) + yo.
Jak wiec wida¢, gdy np. £ > 0 i przy zatozeniu emigracji, tzn. m < 0, model ten ma szanse
opisywaé rzeczywisty rozwéj populacji tylko o ile k- yo > —m, co zreszta powinnismy byli
zalozy¢ na samym poczatku, formutujac prawa rzadzace tym procesem (bez tego zalozenia
populacja spadtaby ponizej zera . ..).
Drugi przyktad dotyczy zastosowan w genetyce.

Przyklad 2 (model dla mutacji ,,na ustalonej pozycji” w genie). Geny zakodowane
sg w czasteczce DNA w postaci skoniczonego ciggu sasiadujacych ze sobg ,cegietek” — tzw.
nukleotydow. Sa cztery rodzaje nukleotydéw — oznaczane literami A, T,C,G — przy czym
dwa egzemplarze nukleotydu jednego typu sa nierozréznialne (maja identyczna budowe che-
miczng). Kazdy gen mozna utozsamiaé ze skonczonym ciagiem zlozonym z powyzszych liter.
Pod wptywem dziatania réznych czynnikéw zewnetrznych geny moga zostaé¢ uszkodzone —
dochodzi do tzw. mutacji genu. Jednym z objawéw mutacji, obserwowanym ,z punktu widze-
nia ustalonej pozycji n” w genie, moze by¢ zamiana danego nukleotydu znajdujacego sie na
tej pozycji na inny nukleotyd. Sprébujemy opisa¢ mozliwy rozwdj sytuacji na takiej ustalonej
n—tej pozycji genu w jezyku prawdopodobienstwa.

Zatézmy, ze organizm, w ktérym obserwujemy dany gen znajduje si¢ w srodowisku cha-
rakteryzujacym si¢ obecnoscig czynnika szkodliwego, mogacego powodowaé¢ mutacje. Pomiar

203) Mimo, ze wzér ten bedzie za chwile przywolany w tresci twierdzenia, nie zachecam jednak do zapamiety-

wania go (wzoru). Lepiej zapamieta¢ sama metode, a sam wzér daje sie szybko wyprowadzié.
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Sredniej wartosé tego czynnika w czasie jednej jednostki czasu (np. 1 s) daje wynik staly (nie
zalezy od momentu rozpoczecia pomiaru).

Zaktadamy zatem, ze prawdopodobienstwo zamiany nukleotydu X (X € {A,T,G,C}),
znajdujacego sie na n—tej pozycji na ustalony inny nukleotyd po uptywie jednej jednostki
czasu wynosi p € [0;4] 2V | tzn. jesli na danej pozycji jest nukleotyd X, to kazda zamiana
typu ,X — Y7, gdzie X,Y € {A,T,G,C} oraz X # Y moze zajs¢ w tym czasie z tym
samym prawdopodobienstwem p (i p nie zalezy to od momentu rozpoczecia obserwacji takiej
zamiany). Zatézmy, ze w chwili 0 na n—tej pozycji znajdowal sie nukleotyd Xy. Nasze pytanie

jest nastepujace:

Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze po czasiet (t jest ,duie” w poréwnaniu
z jednostkq czasu) na n—tej pozycji bedzie si¢ znajdowat nukleotyd Y ¢

Oznaczmy szukane prawdopodobienstwo przez Py (t). Wartosé Py (t 4 1) jest zatem prawdo-
podobienstwem zdarzenia, ze w chwili ¢ 4+ 1 na n—tej pozycji mamy nukleotyd Y. Mogto dojs¢
do tego na dwa rézne sposoby:

1. W chwili ¢ mieli$my juz Y (prawdopodobiefistwo tego to Py (t)) i po uptywie 1 jednostki
czasu nie nastapita zamiana (prawdopodobienstwo tego jest 1 — 3p — patrz poprzedni
przypis). Prawdopodobienstwo takiego rozwoju wypadkéw wynosi Py (t) - (1 — 3p).

2. W chwili ¢ mielismy jaki$ nukleotyd X # Y (prawdopodobienistwo tego to 1 — Py (t)) i
nastapita zamiana z X na Y (dla kazdego X # Y prawdopodobienstwo to wynosi p).
Prawdopodobienstwo takiego rozwoju wypadkéw wynosi (1 — Py (1)) - p.

W efekcie mamy:
Py(t+1) = Py(t)- (1 =3p) + (1 = (1) - p = Py (t)(1 — 4p) + p,

czyli

Dokonujac, tak jak we wczedniejszych przykitadach, malego ,oszustwa” i zastepujac iloraz
roznicowy funkeji Py pomiedzy t a t + 1 jej pochodng w chwili ¢, otrzymujemy réwnanie
rozniczkowe:

P, = —4pPy + p. (XI.18)

A jaki mamy warunek poczatkowy? Jezeli Y = Xj, to Py(0) = 1, a jezeli Y # X, to
Py (0) = 0, bo Py(0), to prawdopodobiefistwo zdarzenia, ze w chwili 0 mamy nukleotyd Y.
Musimy wiec rozwiazaé zagadnienie Cauchy’ego w obu tych sytuacjach (dlat > 0). Na szczescie
réwnanie (XI.17) to szczegblny przypadek zbadanego juz przez nas réownania (XI.15) mamy

zatem 1 1
Py (t) = (Py(0) — 1)6_4“ +1 (XI.19)

gdy p € (0; %} oraz dla p = 0 mamy oczywiscie

Py (t) = Py (0).

204) Nalezy raczej oczekiwaé, ze p jest ,bardzo maly” liczbg ze wzgledem na krétki czas trwania jednej ,,jednost-

ki” czasu i na to, ze obserwujemy to co si¢ dzieje tylko na jednej wybranej sposréd wielu pozycji nukleotydéw
w DNA. Poniewaz zamiany np. A — T, A — G, A — C wzajemnie si¢ wykluczaja zatem prawdopodobienstwo
tego, ze po uplywie jednostki czasu pozostanie ten sam nukleotyd, ktéry byt wynosi 1 — 3p, co w ,rozsad-
nych” warunkach powinno by¢ ,bliskie” 1, gdyz mutacja w krotkim czasie i w ustalonym miejscu jest na ogdt
niezwykle malo prawdopodobna.
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Warto zauwazy¢, ze wynik ma szans¢ mie¢ co$ wspoélnego rzeczywiscie z prawdopodobien-
stwem, zgodnie z interpretacja funkcji Py. Dla p € (0; %] mamy bowiem w obu przypadkach
(dla Xy =Y, takze dla Xy # Y') spelniony warunek

Py(t) € [0;1] dlat > 0.

A co chyba jeszcze ciekawsze, w obu przypadkach, niezaleznie od wartosci p, o ile tylko
p > 0, granica funkcji Py w 400 wynosi ;! (patrz rysunck 35).

Rysunek 35 Tu bedzie rysunek

Nietrudno stwierdzi¢, ze ma to bezposredni zwiazek z liczba mozliwych nukleotydéw (patrz
zadanie). Nalezy mie¢ tylko nadzieje, ze w praktyce p jest liczba tak mata, ze ta graniczna
wartoscé i jest w rzeczywistosci bardzo odlegta od Py (t) dla czasu ¢ zblizonego do $redniej
dhugosci naszego zycia . ..

Nieco wiecej o réwnaniach liniowych w ogdélniejszej (tj. ew. wielowymiarowej) sytuacji
powiemy w podrozdziale 4.

3. Uklady réwnan skalarnych 1-go rzedu

Czesto zdarza si¢, ze mamy do czynienia nie z jednym réwnaniem rézniczkowym na jedng
funkcje skalarna y, ale z wieloma (np. k) réwnaniami na wiele (np. m) funkcji skalarnych, przy
czym kazde z rownan moze dotyczy¢ nie jednej, ale kilku sposrod tych funkcji. Zajmiemy sie
szczegolng sytuacja, gdy k = m oraz i—te réwnanie ma posta¢ normalng wzgledem i—tej funkcyi
yi, tzn. uktad rownan ma postaé

yi :Fl(t>y17"'7ym)

yi = Filt,yr, - Ym) (XI.20)

y;n = Fm(t7y17"‘7ym)7

gdzie wszystkie funkcje Fj sg okreslone na tym samym zbiorze D C R*™ i majg wartoéci w
R.

W takiej sytuacji wygodnie jest zastapi¢ ten uktad przez tylko jedno réwnanie rézniczkowe
na jedna funkcje, ale za to juz nie na funkcje skalarng lecz wektorowa, o wartosciach w R™.
Mozna zrobi¢ to bardzo tatwo. Nalezy bowiem rozwazy¢ funkcje ,szukang” y o wartosciach w
R™ taka, ze jej i—ta funkcja wspotrzedna to wtasnie y;. Podobnie, okreslimy F': D — R™ dla
y € R™ 209 it € R takich, ze (t,y) € D wzorem

F(tyy) = (Fi(t,y), ..., Fn(t,9)).
A zatem uktad (XI.20) bedzie (przy przyjetych oznaczeniach) réwnowazny réwnaniu

y = F(t,y),

205) Czyli tu y ,na chwile” nie jest funkcja lecz elementem R™.
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czyli rozwazanemu na poczatku rozdziatu réwnania w postaci (XI1.2). Szczegdlnym przypad-
kiem powyzszego réwnania jest tzw. réwnanie niezalezne od czasu lub inaczej autonomiczne,
tzn. takie, w ktérym funkcja F' nie zalezy od zmiennej ¢, a jedynie od y. Réwnanie takie mozna
wtedy zapisaé jako

vy =G(y), (XI.21)

gdzie G: U — R™ U C R™.

Jak wkrotce zobaczymy, kwestie zwiazane z réwnaniami autonomicznymi mozna w wygod-
ny sposob uja¢ w pewne ramy geometryczne, co pozwala tatwiej wyobrazi¢ sobie czym jest
zaréwno rownanie rozniczkowe jak i jego rozwigzanie. Dla tego jest sprawg wazng i przyjemna,
ze kazde réwnanie w postaci (XI.2) mozna zapisa¢ w sposéb niejako rownowazny jako pewne
rownanie autonomiczne. Jednak to co przy tym tracimy — to wymiar — powieksza si¢ on
z m do m + 1. Metoda jest nastepujaca. Zamiast funkcji I > ¢t — y(t) € R™ rozwazamy
funkcje I > t — (t,y(t)) € R™, ktérg oznaczmy przez . Funkcja wystepujaca na pierw-
szej wspotrzednej funkcji y to po prostu funkcja identycznosciowa — spelnia ona rownanie
rozniczkowe

Bt =1

a ponadto przy dowolnie ustalonym #, spetnia tez ¢;(tg) = to. W efekcie, jezeli okreslimy
F:D — RY™dla g € D wzorem

F(y) = (1, F()),

to widzimy, ze zagadnienie Cauchy’ego

rownowazne jest, przy oznaczeniach powyzszych, zagadnieniu

{yzﬁ@

§(to) = (to, vo), (XI.22)

czyli autonomicznemu zagadnieniu Cauchy’ego.

Poswieémy wiec troche czasu ,geometryzacji” ogélnego réwnania autonomicznego (XI.21).
Pamietamy (mam nadzieje ...) z rozwazan na poczatku rozdziatu IX, ze pochodna funkcji
y jednej zmiennej o wartosciach w R™ w punkcie ¢ nalezy interpretowaé¢ geometrycznie jako
wektor styczny do obrazu tej funkcji — czyli do trajektorii y — w punkcie y(t). Na dodatek,
jesli funkcje y : I — U C R™ wyobrazimy sobie jako ruch po zbiorze U, a dokladniej ,wzdtuz
trajektorii y(I) funkcji y, to 3/(t) jest nie tylko (po ,zaczepieniu” w y(t)) styczny do trajektorii,
ale jednoczesnie kierunek tego wektora pokazuje kierunek ruchu po y(I), a jego dtugosé —
predkosé ,skalarng” tego ruchu w chwili ¢. 200)

Z drugiej strony, rownanie (X1.21) méwi, ze 3/ (1), tj. wektor styczny do trajektorii w punkcie
y(t), musi by¢ réwny wartosci funkcji G w punkcie y(t). Z tego wlasnie wzgledu funkcje
G zwykto sie nazywaé polem wektorowym 2°7) . To nazwa chyba doéé sugestywna — chodzi
bowiem o ,pole” wektorow ,zaczepionych” w kazdym punkcie zbioru U (ale ,lezacych” w
R™ D U). Wektor taki dla punktu u € U (to tzw. ,wektor zwiazany”) uzyskujemy z wektora
(,swobodnego”) G(u) przesuwajac go rownolegle tak by byt zaczepiony w u zamiast w 0, co
pozwala latwiej ,naocznie” obserwowaé owa styczno$é do trajektorii, gdy y(t) = u.

206) 7achecam do skorzystania z obrazka 27 (nalezy jedynie zamieni¢ f na y oraz a na t).
207) Zatem samo réwnanie mozna po prostu utozsamiaé¢ z polem wektorowym, bowiem réwnanie jest zakodo-
wane przez G.
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Rozwiazanie réwnania (XI.21) polega wiec, z geometrycznego punktu widzenia, na znale-
zieniu takiej drogi — czyli trajektorii zawartej w zbiorze U, ze w kazdym punkcie tej drogi
prosta styczna do niej ma kierunek taki, jaki wskazuje warto$¢ pola wektorowego w tym
punkcie. Jednak to jeszcze nie wszystko. Szukamy bowiem nie tylko drogi, ale ruchu po niej!
Musimy zatem, majac juz samg droge, tak sie poruszaé po niej by predkosé¢ skalarna i zwrot
ruchu zgadzaly sie odpowiednio z dtugoscia i kierunkiem wektora pola. To pierwsze (kierunek)
i to ostatnie (zwrot) mozna chyba do$é dobrze narysowaé — szczegdlnie w przypadku dwuwy-
miarowym (patrz rysunek 36), ale sprawa predkosci skalarnej wymaga juz dobrej wyobrazni

Rysunek 36 Tu bedzie rysunek

Oczywiscie, jesli chcemy rozwiazac¢ zagadnienie Cauchy’ego to oprocz zadanego pola wekto-
rowego mamy jeszcze zadany punkt yy € U, taki, ze w chwili ,poczatkowej” ty nasza trajektoria
Lstartuje” z punktu yo, tj. y(to) = yo. Warto w tym momencie zwrécié uwage na bardzo wazna
ceche réwnan autonomicznych. Mianowicie na tzw. niezmienniczosé¢ w czasie, ktora polega
na tym, ze trajektoria (przy zadanym polu) nie bedzie zalezala od wyboru . Scislej, jezeli
y : I — U jest rozwiazaniem réwnania (XI.21) takim, ze y(ty) = yo dla pewnych ¢, € I i
Yo € U, to gdy ,przesuniemy czas”, czyli rozwazymy dowolne T' € R oraz funkcje y? : [T — U
zadang na I7 := {t : R: ¢t + T € I} (tzn. na I przesunietym o T) wzorem y’ (t) = y(t + T,
to yT tez jest rozwigzaniem (X1.21) i spetnia y%(ty — T') = yo. Dla t € IT mamy bowiem

(")) =y'(t+T) =Gyt + 1)) =Gy (t)).

Nalezy tez wspomnie¢ o tym, ze sam zbiér U nazywany jest w kontekscie rownania auto-
nomicznego (XI1.21) przestrzenig fazowq lub przestrzenig standw (ta pierwsza nazwa brzmi
madrze, ale mato zrozumiale, a druga odnosi si¢ do tego, ze U jest zbiorem wszystkich mozli-
wych stanéw, ktére moga przyjacé rozwazane przez nas rozwigzania — stany utozsamiamy tu
z wartogciami rozwiazan, ktore przy naszej interpretacji maja znaczenie potozenn 2°®) ). Tra-
jektoria nazwaliSmy wczesniej po prostu obraz y(I) jakiegokolwiek rozwiagzania y réwnania
(XI.21). Jak wiemy moga sie zdarza¢ rézne rozwiazania — najwazniejsze z nich to w jakims
sensie takie, ktore nie dadza sie juz przedtuzy¢ do wiekszej dziedziny — nazwaliSmy je rozwia-
zaniami integralnymi. Orbitg nazwiemy kazda trajektorie rozwiazania integralnego réwnania
(X1.21). Gdy pole wektorowe G jest gladkie, tzn. G jest funkcjg klasy C' okreglong na otwar-
tym zbiorze U , to przy pomocy jednego (nieznanego nam...) sposrdd twierdzen ,,0 istnieniu
jednoznacznosci” mozna wykaza¢ nastepujacy wazny rezultat.

Twierdzenie XI.4 (o orbitach). Jezeli G jest gladkim polem wektorowym i U jest prze-
strzeniq standéw dla réwnania (X1.21), to

1. U jest sumq wszystkich orbit,
2. kazde dwie rézine orbity sq rozlgczne,

3. zbior jednopunktowy {yo} jest orbitq wtw G(yo) = 0.

208) Jednak w wielu wypadkach, np. w fizyce, stany moga mieé¢ inna interpretacje np. pedéw i polozen —
nalezy by¢ zatem ostroznym z takim podejéciem.
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B.D.

A zatem w szczegblnosci orbity zadajg nam pewne rozbicie calej przestrzeni stanéw na
roztaczne podzbiory a punkty jednej orbity dadza sie potaczyé pewna trajektoria. Typowy
obraz ilustrujacy taki rozktad przedstawia rysunek 37

Rysunek 37 Tu bedzie rysunek

Jak wynika z punktu 3 pow. twierdzenia orbity jednopunktowe odpowiadaja doktadnie miej-
scom zerowania sie pola wektorowego GG — takie orbity odpowiadaja rozwiazaniom statym. Z
kolei krzywe zamkniete sa orbitami odpowiadajacymi rozwigzaniom okresowym.

Obrazek powyzszy przypomina nieco rysunek poziomic jakiej$ funkcji. Bytoby bardzo wy-
godnie zna¢é jakas funkcje, ktorej zbior poziomic bytby rowny zbiorowi orbit dla pola G.

Bytby to bowiem powazny krok na drodze do znalezienia wszystkich rozwiazan réwnania
XI.21 — mieliby$my juz wszystkie trajektorie rozwigzan integralnych, a brakowatoby nam
jedynie znalezienia sposobu poruszania sie wzdtuz nich — zgodnie z polem wektorowym G,
czyli znalezienia odpowiedniej ich parametryzacji. Poniewaz U jest zbiorem m—wymiarowym,
a orbity sa 1-wymiarowe zatem nalezaloby oczekiwaé¢, ze funkcja, ktéra speliataby nasze
oczekiwania miataby wartosci w R™~1, inaczej méwiac orbity bylyby wtedy przecieciami m —1
poziomic funkcji skalarnych. W praktyce znalezienie az tylu takich funkcji skalarnych jest na
og6t trudne, ale nawet jedna bywa pomocna przy poszukiwaniu rozwigzan réwnania. Jezeli G
jest polem wektorowym gladkim, to kazda funkcje skalarng klasy C!, ktéra jest okreslona na
U i po obcicciu do kazdej orbity jest stala nazywamy catkq pierwszg 2 (réwnania lub pola,
wektorowego).

Przyktad (calka pierwsza dla ukladu Lotki—Volterry). Uktad réwnan rézniczkowych
postaci
{ Y = (k — aya)y
Yo = (Byr — 7)ye.

nazywany jest uktadem Lotki—Voltery (k,a, 3,7 — pewne stale) i opisuje prawo obowia-
zujace dla zmian liczebnodci zyjacych na tym samym obszarze dwoch populacji: ofiar (y;) i
drapieznikéw (y2). Okazuje sie, ze funkcja f : R? — R zadana wzorem

fu) = Jur|"e™ 7 uy| Fem2

w przypadku 7, k > 0 jest caltka pierwsza dla tego uktadu (tzn. dla réwnania autonomicznego,
ktére uzyskamy przechodzac od tego uktadu do jednego réwnania ,wektorowego”). Sprawdze-
nie tego faktu to zadanie dla Panstwa (zad. 77).

Warto znajdowac catki pierwsze dla réwnan ,wielowymiarowych” — nie tylko dlatego, ze

utatwia to w ewentualnym znalezieniu rozwigzan, ale takze dlatego, ze pomaga to powiedzie¢
co$ wiecej na temat ,geometrii” orbit dla danego rownania.

209) Zwiazek tego z calkowaniem oznaczanym przez ., [” jest odlegly. Stowo ,catkowanie” ma jednak réwniez
znaczenie ,rozwiazywania”, w przypadku réwnan rézniczkowych.
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4. Uktady réwnan rézniczkowych ,liniowych”

Szczegdlny rodzaj uktadow réwnan rozwazanych w poprzednim podrozdziale to tzw. uktady
réwnan liniowych” (a raczej nalezaloby powiedzie¢ — afinicznych), czyli takich, ze kazda
funkcja F; pojawiajaca si¢ w ukladzie (XI.20) ma postaé

Fi<t’ y) = Qa1 (t)yl + -+ aim(t)ym + ﬁi(t)7 (X123)

przy czym Fj : (a;b) x R™ oraz f3;, a;; : (a;b) — R sa pewnymi funkcjami cigglymi dla 4, j =
1,...,m. A zatem, jesli zastapimy taki uktad réwnan jednym réwnaniem wektorowym, tak
jak opisalismy to na poczatku podrozdziatu 1X.4, otrzymamy réwnanie na funkcje wektorowa
y o wartosciach w R™ postaci

Yy =A(t)(y) + B(t) 7, (XI1.24)

gdzie dlat € R symbol A(t) oznacza przeksztatcenie liniowe z R™ w R™ o macierzy (w standar-
dowej bazie) (a;j(t))ij=1,..m, natomiast 5(t) = (F1(t),...,0m(t)) € R™ (tzn. §: (a;b) — R™).
Jest to wiec uogdlnieniem na przypadek dowolnego m sytuacji opisanej juz dla m = 1 w
podrozdziale XI.2.2. Podobnie jak w tym szczegdlnym przypadku, takze i teraz rownanie to
spelia zatozenia twierdzenia XI.1. Jesli bowiem okreslimy F': (a;b) x R™ — R™ wzorem

F(t,y) = At)(y) + B(),

to dla wszystkich j = 1,...,m mamy

aij(t7 y) - (alj(t)7 <oy Omy (t)),

skad uzyskujemy ograniczono$¢ normy ||, F'(t,y)|| po ograniczeniu si¢ do ¢t € K, gdzie K
jest domknietym przedzialem zawartym w (a;b). A zatem tu takze twierdzenie 1 gwarantu-
je istnienie globalnych rozwigzan réwnania, tzn. rozwigzan okreslonych na calym przedziale
(a;b). Co wiecej kazde rozwigzanie réwnania przedtuza sie do takiego rozwigzania globalnego
i przedtuzenie to jest jednoznacznie wyznaczone warunkami poczatkowymi.

Niestety, znacznie gorzej wyglada juz sprawa opisania bezposredniego wzoru na rozwiazanie
(co udato sie uzyska¢ gdy mieliSmy m = 1). Gdybysmy prébowali, tak jak przy m = 1,
rozbi¢ poszukiwanie rozwiazan na dwa etapy, najwiekszy problem pojawitby sie w przypadku
jednorodnym — tzn. juz przy # = 0. Tu nie ma ogdlnie opisanych metod postepowania,
dajacych konstruktywne rozwiazanie. Jednak jesli w jakims szczegdlnym przypadku znalezienie
ogolnej postaci rozwiazan réwnania jednorodnego uda si¢ znalezé, to warto wiedzie¢ ze drugi
etap, czyli ,uzmiennianie statej”, daje sie juz uogélni¢ na przypadek wielowymiarowy. Jest
to nieco bardziej skomplikowane i nie bedziemy tego szczegdtowo opisywac. Ale poprébujecie
Panstwo zrobié¢ to samodzielnie w szczegdlnych przypadkach — patrz zadanie 77 e, g.

Jednym z przypadkow, gdy rozwigzania rownania jednorodnego da sie wypisaé jawnym
wzorem rozwiazac jest przypadek statych wspotczynnikow, tzn. sytuacji gdy wszystkie funkcje
a;; sy state. Wymaga on w szczegdlnoSci umiejetnosci sprowadzania macierzy do tzw. postaci
Jordana (tej umiejetnosci nie posiedliscie Panistwo jednak na wyktadzie z GAL-u). Dlatego my
ograniczymy sie do sformutowania wyniku dotyczacego jedynie ogdlnej postaci rozwigzan w
tym przypadku. Jednak tu najwygodniej postuzy¢ sie funkcjami majacymi postaé ogolniejsza
niz rozwazane dotychczas — mianowicie funkcjami majacymi warto$ci zespolone — a wiec
nie koniecznie rzeczywiste, albo nawet w C™ zamiast w R™, jak dotad. Ale jak nalezatoby
rozumie¢ spetianie przez funkcje y : (a;b) — C™ réwnania (X1.24)? Zauwazmy, ze nie ma
zadnego problemu z okresleniem tego, co mielibySmy po prawej stronie réwnania, bowiem prze-
ksztalcenie liniowe A(t) z R™ w R™ mozna w naturalny sposob przedtuzyé do przeksztatcenia

210) Bardzo czesto pomija sie drugie nawiasy w A(t)(y) i pisze sie A(t)y zgodnie z przyjetym doéé powszechnie
zwyczajem pomijania nawiaséow dla argumentéw przeksztalcen liniowych.
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liniowego z C™ w C™ — bedzie ono zadane tg sama macierza co przeksztatcenie z R™ w R™.
A zatem dla takiej funkcji y o wartosciach w C™ napis” A(t)(y(t)) + B(t) z prawej strony
(XI.24) oznaczalby po prostu element C™, ktérego j-ta wspotrzedna ma postaé

aj(t)y(t) + - + ajm()ym(t) + 85(t).

Pozostaje wiec wyjasnié¢ sens lewej strony, tzn. y'(¢). Ot6z méwimy, ze taka funkcja y jest
rozniczkowalna w punkcie ¢, o ile dla dowolnego 7 = 1,..., m sg rézniczkowalne w ¢ funkcje
Ry, oraz Sy, i wowcezas y'(t) := (yy(t), ..., y,(t)), gdzie yi(t) = (Ry;)'(t) +i(Sy;)'(t). A zatem
rozniczkowanie funkcji zmiennej rzeczywistej, ale o wartosciach w C™, sprowadza sie najpierw
do rézniczkowania funkcji o wartoéciach w C, a nastepnie — poprzez rozpatrywanie czesci
rzeczywistej i czesci urojonej funkcji o wartosciach zespolonych — do dobrze nam znanego
rozniczkowania funkcji o wartosciach w R.

Nazwijmy wicc rozwigzaniem zespolonym (globalnym 2'") ) réwnania (XI1.24) kazda funkcje
y : (a;b) — C™, ktéra spelnia powyzsze réwnanie w powyzej opisanym sensie. W szczegdlnosci
rozwigzaniami zespolonymi sg oczywiscie takze dotychczas rozwazane przez nas rozwigzania
(globalne) majace wartosci w R™ (R C C) — bedziemy o nich czasem méwié rozwigzania
rzeczywiste.

Whprowadzimy tu pojecie rozwigzania zespolonego, nie po to jednak, by znéw cos uogélniaé
i zajmowac sie tg ogdlniejsza teorig sama dla siebie, ale po to, by w pewnych sytuacjach utatwic
sobie znajdowanie rozwiazan rzeczywistych 2'?) . Sa one dla nas najwazniejsze, bo to raczej
rozwigzania rzeczywiste, a nie zespolone, beda na ogoét opisywac zjawiska wystepujace w naszej
rzeczywistosci (sic!).

Jedng z takich sytuacji gdzie moga przydaé¢ sie rozwigzania zespolone jest wtasnie zapo-
wiadane wczesniej rownanie jednorodne o statych wspotczynnikach. tzn.

y = A(y), (X1.25)

gdzie A oznacza liniowe przeksztatcenie z R™ w R™, badz jego rozszerzenie do C™ 213) . Co
prawda tu mozna bytoby sie obej$¢ tez bez rozwiazan zespolonych, ale cho¢by sama postac
funkcji pojawiajacych sie przy opisie rozwigzan jest tatwiejsza w zapisie dla wersji zespolonej
(— a co za tym idzie tatwiejsza do zapamietania i zrozumienia). Do opisu tego przyda sie
rozszerzenie potegi o podstawie e na przypadek nie tylko wyktadnikéw rzeczywistych, ale
takze zespolonych. Mianowicie dla z = u + v, gdzie u,v € R definiujemy

e* 1= e"(cos(v) + isin(v)).

W szczegblnosci dla z € R mamy e* = e¢*, zatem pokrywa sie to z definicja dla rzeczywistych
wyktadnikow, gdyz wtedy z = u.
Jak wiemy w przypadku gdy A € R, funkcja y : R — R zadana wzorem y(t) = e jest
rozwigzaniem réwnania
y' =Ny
(a wiec ogdlnej postaci réwnania jednorodnego o statych wspétezynnikach dla m = 1) z wa-
runkiem poczatkowym

y(0) = 1.

Bedziemy rozwazali jedynie rozwiazania globalne, tzn. okreslone na calym (a;b), bo jak juz wiemy, w
przypadku ,zwyklych”, tzn. tych dotychczas rozwazanych rozwiazan réwnania (X1.24), wystarczylo sie do
takich ograniczy¢.

212) To zapewne nie pierwszy raz, gdy spotykacie sie Pafistwo z zastosowaniem liczb zespolonych do rozwiazy-
wania problemoéw o ,charakterze rzeczywistym”.

213) Zauwazmy, ze tu A(t) = A, zatem jako (a;b) najlepiej jest wybraé cale R, co niniejszym czynimy.

211)
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Okazuje sie, ze doktadnie tak samo jest dla wszystkich A € C! Mamy bowiem dla A = u + v,
u,v € R ‘
y(t) = et — vt cog(vt) + ie™ sin(vt),

zatem

y'(t) = wue" cos(vt) — e wvsin(vt) + i(ue™ sin(vt) + e v cos(vt))

= (u+iv)(e™ cos(vt) + ie™ sin(vt)) = \y(t).

Nie powinno zatem dziwi¢, ze funkcje takiej postaci beda sie tez pojawia¢ w opisie ogolnej
formy rozwiazan réwnania jednorodnego dla m > 1.

Twierdzenie XI.5 (o postaci rozwigzan zespolonych réwnania jednorodnego). Jezeli
y: R — C™ jest zespolonym rozwigzaniem réownania jednorodnego (X1.25), to kazda z funkcji
yj dlaj=1,...,m jest liniowg kombinacjg (o wspotczynnikach zespolonych) funkcji ze zbioru:

{R >t~ teM: \ jest wartoscig wlasng A, s=0,... kr(\ A) —1} (X1.26)

gdzie kr(\, A) oznacza krotnosé X jako pierwiastka wielomianu charakterystycznego dla A.
B.D.

To twierdzenie moze by¢ uzyte w praktyce do rozwiazywania réwnan typu (XI1.25). Aby
wyznaczy¢ wspotcezynniki liczbowe w kombinacjach liniowych, o ktérych mowa w twierdzeniu
traktujemy je jako szukane parametry. Po podstawieniu rozwigzan zapisanych przy ich uzyciu
do rownania oraz do warunkéw poczatkowych uzyskamy rownania algebraiczne na te parame-
try. Aby je uzyskaé¢ nalezy wykorzysta¢ nastepujgcy fakt, ktérego dowdd jest zadaniem dla
Panstwa (patrz zadanie 77).

Fakt. Zbior funkcji (X1.26) jest ukladem liniowo niezaleznym (m-elementowym).

Przyktad. Rozwazmy dwie funkcje y; oraz ys opisujace zachowanie sie pewnych dwéch wiel-
kosci fizycznych zaleznych od czasu, dla ktorych spelnione sg nastepujace wzajemne relacje.
Predkos¢ zmiany pierwszej wielkosci w chwili ¢ jest proporcjonalna do wartosci drugiej wielko-
Sci ze (stalym) wspotezynnikiem . Predko$¢ zmiany sumy tych wielkosci jest proporcjonalna
do wartosci pierwszej wielkosci ze (stalym) wspotezynnikiem /.

Sprobujemy wyznaczy¢ te funkcje przy zaltozeniu, ze w chwili poczatkowej ¢ = 0 obie
wielkosci miaty warto$é 1 dla nastepujacych przypadkow

a) a=15=2
b) a=4,3= -1,
c) a=2,p4=-1.

Z powyzszego opisu wynika, ze szukane funkcje sa rozwiagzaniami uktadu réwnan rézniczkowych

Y1 = ays
{ Yy = By1 — aye, (XL.27)

co odpowiada réwnaniu jednorodnemu w postaci (XI.25) z przeksztatceniem A o macierzy

0 «
MA:(B —a.)

Wielomian charakterystyczny ma zatem postaé¢ (A oznacza tu zmienna):
det(My — M) = (=A)(—a—=A) —afB =X\ +a\—af
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Dla przypadku a) mamy wigc A2 + X — 2 = (X — 1)(\ + 2), czyli pierwiastkami (warto$ciami
wlasnymi A, czyli My) sa 1 oraz —2 — obie jednokrotne.
Na mocy twierdzenia 5 mamy wiec dla pewnych statych Ay, By, As, Bo

y1(t) = Are! + Bre ™,
Yo (t) = Age' + Boe .
Stad, po uwzglednieniu (XI.27) otrzymujemy
i (t) = Ave’ + (=2B1)e™™ = Age’ + Bye™,
yh(t) = Age’ + (—2By)e ™ = (2A; — Ag)e' + (2B, — By)e .

Dzigki liniowej niezaleznosci funkcji ,et” i ,e 2" (na mocy faktu sformutowanego przed tym

przykladem) uzyskujemy nastepujacy uktad réwnan na wspoétezynniki Ay, By, As, Bs:

A=Ay
—2B1 = BQ
AQ - 2A1 - A2

—QBQ - 2Bl - BQ.

Jak wida¢, nie sa one niezalezne — 3-cie réwnowazne jest 1-mu, a 4-te — 2-giemu. Jednak
mamy tez warunki poczatkowe y;(0) = yo(0) = 1 skad

A+ B =1
Ag—f-Bgzl.

W efekcie jedynym rozwiazaniem spetniajacym oba uktady réwnan na wspotezynniki jest
A1:1:A27BIZO:BZ7

czyli ostatecznie y; (t) = €' = yo(1).
Dla przypadku b) mamy wielomian charakterystyczny A\? = 4\ +4 = (A + 2)2, czyli —2
jest dwukrotng wartoscig wtasng A. A zatem tym razem mamy

U1 (t) = (Al + Blt)e_%,

yg(t) = (AQ + B2t>€_2t,

skad
yll (t) = (—2A1 + Bl + QBlt)e_Qt = <4A2 + 4B2t>€_2t,

yé(t) = (—2A2 + Bz - 2B2t>€_2t = (_Al - 4A2 - Blt - 4BQt)€_2t.

Korzystajac wiec z liniowej niezaleznoéci funkcji ,e 7 i ,te 2" uzyskujemy
—2A1 + Bl == 4A2
_2Bl = 432

—2A2 + B2 == —Al - 4142
—2By = — By — 4B,

ale znéw nietrudno zauwazy¢, ze uktad ztozony z dwoch pierwszych réwnan jest rownowazny
uktadowi ztozonemu z dwéch ostatnich (co zreszta nie ma dla nas znaczenia, ale oznacza, ze
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moglibysSmy poprzesta¢ na wypisaniu tylko rownan na wspotczynniki wynikajacych z rownan
na 7/, %), Warunki poczatkowe daja nam ty razem

A =1
Ay =1.
wige szukanymi wspolezynnikami sa Ay = Ay = 1, By = 6, By = —3, czyli y1(t) = (1+6t)e
yo(t) = (1 — 3t)e 2t
Jak dotad nie wida¢ byto potrzeby rozwazania rozwigzan zespolonych, jednak gdy roz-
wazamy przypadek c) uzyskamy wielomian charakterystyczny A% + 2\ + 2, ktory nie posiada
pierwiastkéw rzeczywistych (A = —4) lecz dwa (jednokrotne) pierwiastki zespolone —1 — ¢

oraz —1 + 1. A zatem '
yi(t) = A1t Bt

Yo (t) = AgeT17Dt 4 Byel-1H0t
y/l (t) _ Al(—l o i)e(flfz)t _'_ Bl(—l _'_ 7;)6(71+2)t — 2A26(7172)t + 2826(*1+1)t
i pomijajac (przezornie ...) rownanie na yj, ale uwzgledniajac warunek poczatkowy uzysku-
jemy uktad réwnan na wspoétczynniki
(=1 —1i)A; = 24,
(=1+19)B; =2B,

Al + Bl - 1
A2 -+ BQ = 1
Rozwigzanie tego uktadu to A; = %%— %i, Bi=A = % - %z oraz Ay = % —i, By = Ay = %+z’.
A zatem, stosujac wzor
ze(WF )t L Ze(umi)t — 90Ut (R cos(vt) — Jzsin(vt)) (XI.28)

uzyskujemy

y1(t) = e "(cos(t) + 3sin(t)),

Yo (t) = e *(cos(t) — 2sin(t)).

Dos$wiadczenie nabyte po rozwiazaniu powyzszego przyktadu — pkt ¢) pozwala na sfor-

mulowanie nastepujacej uwagi
Uwaga. Poniewaz macierz przeksztatcenia A ma wyrazy rzeczywiste, zatem wielomian cha-
rakterystyczny dla A ma rzeczywiste wspotezynniki. A wiec, jezeli A € C \ R jest wartoscia
wlasng A, to takze A jest taka wartoscig wlasng oraz krotnosci A i A s te same 2') . Jeze-
li zatem poszukujemy rzeczywistego rozwiazania réwnania jednorodnego, (XI.25), ktore jest
kombinacja opisana w twierdzeniu XI5 posiadajaca przy t*e wspolezynnik 2, to musi ona
posiadaé przy t*eM wspotezynnik z 219 . Jezeli wiec A = u + iv, to na mocy (XI.28) mamy

25N 4 20N = 2% (Rz cos(vt) — Sz sin(vt)).

A zatem pare funkcji zadanych wzorami t*eM, t5eM w zbiorze (XI.26) mozemy w tej sytuacji
zastapi¢ para zadang wzorami

t*e" cos(vt), t*e™ sin(vt).

214) Warto pomyéle¢ nad pytaniem, czy jest w tym jaka$ regula . ..
215) To znany fakt algebraiczny, ale zachecam do samodzielnego dowodu.
216) Patrz zadanie 7.
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Czesto tak zmieniony uktad funkcji, cho¢ moze trudniejszy do zapamigtania, jest wygodniejszy
w uzyciu, gdy chcemy znalezé jawng postaé rozwiazania y; (warto uzywajac tej modyfikacji
jeszcze raz rozwiazaé punkt ¢) — prosze sprobowac).

Na koniec rozwazan dotyczacych uktadéw réwnan liniowych zajmiemy sie wtasnie owa
liniowoscia, ktora jak sie okazuje nie dotyczy jedynie samej postaci rozwazanych rownan, ale ma
takze swoje odzwierciedlenie we wtasnosciach calego zbioru rozwigzan réwnania. Rozwazmy
wiec wersje jednorodna ogdlnego rownania (XI.24):

Y =Al)(y) (X1.29)

Niech Fun,,(a;b) oznacza przestrzen liniowa wszystkich funkcji okreslonych na (a;b) o warto-
$ciach w R™ 217)

Fakt. Zbior Yy wszystkich globalnych rozwigzan rownania (X1.29) jest m—wymiarowq
podprzestrzenig liniowq przestrzeni Fun,,(a;b). Jezeli § jest pewnym rozwigzaniem globalnym
ogdlnego rownania (X1.24), to zbior Y wszystkich rozwigzan globalnych tego réwnania ma
postac

218)

g+Yy ={y+y:y €Yo}

Dowéd.
Niech z,y € Yp. A zatem dla dowolnego ¢ € (a;b) mamy 2'(t) = A(t)(z(t)) oraz y'(t) =
A(t)(y(t)). Stad na mocy liniowosci A(t)

(z+y)'(t) = 2'(t) + /(1) = AD) (2 (1)) + A@) (y(1)) = A(D)(2(t) + y(t)) = AD)((z +y)(1)).

A zatem z + y € Yy. Podobnie, gdy a € R, to axr € Y. Zatem Yj jest podprzestrzenia
liniowa F'un,,((a;b)). Niech dla v € R™ symbol y, oznacza takie globalne rozwiazanie (XI.29),
ktére spetnia warunek poczatkowy y,(t9) = v w ustalonym punkcie ¢, € (a;b). Rozwazmy
przeksztatcenie ® : R™ — Y, zadane dla v € R™ wzorem

D(v) = Yo

Zauwazmy najpierw, ze
(I)(U + w) = Yvtw = Yo T Yuw,

gdyz y, + Y jest rozwiazaniem globalnym (X1.29) oraz (v, + yw)(to) = yu(to) + Yu(to) = v +w.
Zatem ®(v + w) = ®(v) + ¢(w). Analogicznie dowodzi sie, ze ®(aw) = ay, = aP(v), wiec
® jest przeksztatceniem liniowym. Oczywiscie @ jest ,na” Y, gdyz kazdy element y € Y jest
pewnym rozwiazaniem globalnym (XI1.29), wiec y = y, dla v = y(y). Ponadto jezeli ®(v) = 0,
to w szczegdlnosci y, (to) = 0, ale y,(to) = v, wiec v = 0. Zatem Ker ® = {0}. @ jest zatem
izomorfizmem liniowym na Yj, stad dimYy; = dimR™ = m. Aby wykaza¢, ze Y = g + Yj
zauwazmy najpierw, ze gdy y € Yy, to dla t € (a;b) zachodzi

(7 +9)' (@) =3(t) +y'(t) = A@) (@) + B(t) + At)(y(t)) = A)((F + y)(1) + B(2),

skad § +y € Y. Mamy wiec ,D”. Jezeli y € Y, to dla t € (a;b) zachodzi (y — §)'(t) =

A)(y(t)) + B(t) — At)(g(t) — B(t) = A)((y — §)(t)). Oznacza to, ze y — § € Yo, czyli
y € y—+ Yy, codaje ,C”. O

217) Chodzi tu oczywiscie o przestrzen liczbowa nad R ze zwyklymi dziataniami na funkcjach — np. (f+¢)(t) :=

f(t) +g(t) dla t € (a;b). Ma ono wymiar nieskonczony.
218) Jedli cheieliby$émy rozwazaé rozwigzania zespolone to Fun,, (a;b) powinno oznaczaé przestrzen funkeji o
warto$ciach w C™ i wtedy tresé¢ tego faktu przenosi si¢ w pelni.
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Udowoniony fakt pozwala na znalezienie wszystkich rozwiazan ogblnego réwnania (XI1.24),
o ile umiemy znalez¢ cho¢ jedno jego rozwiazanie globalne i wszystkie rozwigzania globalne
rownania jednorodnego. A ze wzgledu na to, ze dim Yy = m, aby zna¢ wszystkie rozwigzania
rownania jednorodnego wystarczy, ze bedziemy znali uktad ztozony z m liniowo niezaleznych
rozwigzan globalnych — uktad taki stanowi bowiem baze przestrzeni Y, — nazywany jest
takze uktadem fundamentalnym.

5. O réownaniach skalarnych wyzszych rzedéw

Mowilismy dotad wtasciwie wytacznie o rownaniach rzedu 1, tzn. takich, w ktorych najwyzszy
rzad pochodnej pojawiajacy sie w rownaniu wynosit 1. Co jednak mozna zrobié¢, gdy pojawiaja
sie pochodne wyzszych rzedow? Okazuje sie, ze gdy ograniczymy sie do réwnan skalarnych
dajacych sie zapisa¢ w postaci

y(”) = F(t, y(o), o ,y(”_l)), (XI.30)

gdzie y jest szukang funkcjg zmiennej rzeczywistej ¢ o wartosciach w R, a F' jest pewng funk-
cja okreslong na podzbiorze D zbioru R x R™ o wartosciach w R, to problem znajdowania
rozwiazan tatwo sprowadza si¢ do problemu dla rozwiazan réwnania rzedu 1 typu (XI.2), cho¢
juz wektorowego, nie skalarnego ... Dla $cistoéci nalezy tylko wyjasni¢, ze rozwigzaniem row-
nania zapisanego skrétowo w postaci (XI1.30) nazywamy (podobnie jak w przypadku réwnania
(XI.2) kazda funkcje y : I — R rézniczkowalng n-krotnie (I-przedzial niezerowej dtugosci)
spetniajaca dla dowolnego t € I

v () = Ft,y(t),....y" V().

Pomyst metody sprowadzenia réwnania (XI.30) do réwnania (XI.2) przypomina nieco po-
myst uzyty przy sprowadzaniu réwnania (XI.2) do postaci autonomicznej, omawiany w pod-
rozdziale 3. Tym razem zamiast funkcji I > t — y(t) € R rozwazamy funkcje I > t —
(y(t), yV(t),...,y" V() € R™ i oznaczamy ja przez jj. Fakt, ze y spelia (XI.30) oznacza
doktadnie to samo, co fakt, ze

DY () = Ft,y(t), ..,y )(8)).

A zatem przy przyjetych oznaczeniach, y jest rozwiazaniem (XI1.30) wtw ¢ jest rozwiazaniem
réwnania

y = F(t,9), (X1.31)
gdzie F': D — R" dla (t,90,...,Yn_1) € D okredlona jest wzorem

F<t7y07' . 73/%*1) = (y17y27 s 7yn*17F<t7y07 R 7yn71))-

Zagadnienie Cauchy’ego dla réwnania (XI.31) to problem, w ktérym poza samym réwna-
niem zadana jest ustalona warto$¢ rozwiazania w pewnym punkcie tq, czyli §(to) = yo € R™.
Odpowiada to warunkom

y(t) = (o)1
. (X1.32)

y" () = (Yo)n-
dlatego tez zagadnienie znalezienia rozwiazania réwnania (XI1.30) spetniajacego warunki (XI.32)
nazywa sie zagadnieniem Cauchy’ego dla réwnania n-tego rzedu (X1.30).

190 [X1.22]



Szczegbdlnym przypadkiem rownania rzedu n jest tzw. réownanie liniowe jednorodne rzedu
n o statych wspotczynnikach.:

gdzie aq, . ..,a,_1 € R. Opisana wyzej metoda sprowadza problem rozwigzania tego rownania,
do problemu
J = Ay),

gdzie A : R™ — R" jest przeksztatceniem liniowym o macierzy

0O 1 0 0 0
0 0 1 0 0
My=| : . (X1.34)
0 0 O 0 1
ag a1 ... oo oe. Qp_1

Oczywiscie mozemy takze méwi¢ o zespolonych rozwiazaniach réwnania (XI1.33) (licze, ze po-
trzebne formalne definicje kazdy ze stuchaczy jest w stanie sformutowaé samodzielnie). Dzieki
twierdzeniu XI.5 uzyskujemy natychmiast nastepujacy rezultat (nalezy tylko zauwazy¢, ze y
z réwnania (XI1.33) odpowiada teraz funkcji (7);).

Fakt. Jezeli y : R — R jest zespolonym rozwigzaniem rownania jednorodengo rzedu n-tego
(X1.33), to y jest kombinacjq liniowq funkcji ze zbioru (X1.26), gdzie A jest przeksztalceniem
liniowym o macierzy (X1.34).

Oczywiscie, gdy szukamy rozwigzan rzeczywistych, warto pamieta¢ o uwadze ze strony 188,
ktéra pozwala czasem zbior (X1.26) zmodyfikowaé¢ do nieco innej formy.

Przyklad. Rownanie rézniczkowe opisujace zachowanie sie tzw. oscylatora harmonicznego,
znanego by¢ moze niektérym z Panstwa z lekcji fizyki, ma postaé

y" = —ky,
gdzie k jest pewnag dodatnig stata. Funkcja y opisuje w przyblizeniu wychylenie wahadta
wykonujacego ,mate” drgania w polu grawitacyjnym Ziemi, w zaleznosci od czasu. Woéwczas
k = ¢, gdzie g — to znana stata — przyspieszenie grawitacyjne Ziemi, a [ — dtugos¢ wahadta.
W tym wypadku mamy
0 1
IMIA - ( —k 0 ) )

wiec wielomian charakterystyczny ma posta¢ A\? + k. Poniewaz k& > 0, zatem pierwiastki
(wzajemnie sprzezone), to +Vki. Rozwiazanie ma zatem postac

y(t) = acos(Vkt) + Bsin(Vkt),

przy czym « i 3 moga byé¢ dowolne (mozna to sprawdzi¢ cho¢by podstawiajac do réwnania)
i mozna je wyznaczy¢ gdy zadamy konkretne warunki poczatkowe w chwili to = 0, tzn. y(0)
oraz y'(0). Mamy bowiem y(0) = «, ¥/(0) = Vktf. Funkcja y jest wiec okresowa — ma
okres 2—\/% Mozna tez, korzystajac ze wzoréw trygonometrycznych, zapisaé¢ ja w postaci y(t) =

VaZ+ BZsin(Vkt + ¢p), gdzie /o + Fsin(¢g) = a, vVaZ + G2 cos(dy) = B.

191 [X1.23]



Zadania do Rozdzialu XI

Vo1 Rozwazamy réwnanie rézniczkowe 3y’ = y z warunkami poczatkowym y(0) = yo, gdzie
Yo jest ustalong liczba rzeczywista. Wylicz vy, (t), czyli wartosé n-tego wyrazu ciagu
kolejnych przyblizen dla rozwiazania tego rownania w punkcie ¢ € R dla wszystkich
n oraz t. Nie korzystajac z twierdzenie XI.1 sprawdz, ze vy, — vy, gdzie y-rozwiazanie
globalne (okreslone na R) powyzszego zagadnienia Cauchy’ego.

V' 2. 29 Znajdz rozwiazania (w miare mozliwosci globalna albo integralne) ponizszych réw-
nan rézniczkowych skalarnych pierwszego rzedu z zadanymi warunkami poczgtkowymi

"=y In(t),y(1) =7
(k) %L =y -arctg(t), y(1) = —2
W) f'=el, f(0) = -1

o' =T+t 2(0)=1

2=+t 2(0) =0

fl(x) = =2f(z) + sin(z), f(0) =2

y' =y+te’, y(1) =1 (n €N, n ustalone)
y =2y -+t y(0) =0

f'(xz) = f(z) +sin(z), f(0) = —3

V 3220 Znajdz rozwiazania globalne (okreslona na R) ponizszych uktadéw réwnan z zada-
nymi warunkami poczatkowymi

(a)
(b)

()

219) Przynajmniej 5 spoéréd a — 11 3 sposréd m — .
220) Przynajmniej 5 przyktadéw, w tym e) lub g).
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Yy = 1+ 2y y1(0) =0

Ys = Y2 ’ y2(0) =3
(e)

Yy = Y1+ 200 y1(0) =0

Yo =Yz +1 y2(0) =0

Yy =1+ Y y1(0) =1
Yy =1 +2y2 +y3 Y2(0) =2
Ys = Y2 + Y3 y3(0) =3

Vo4 Niech g : R — R, g(y) = 33/y2 dla y € R.

YV 5.

(a) Wykaz, ze zagadnienia Cauchy’ego

{ "= g(y)
y(0) =0

posiada conajmniej dwa rézne rozwigzania okreslone na calym R.

(b) Czy nie stanowi to sprzecznosci z twierdzeniem o réwnaniu ,,0 zmiennych rozdzie-

lonych” (tw. XI.2) lub z globalnym twierdzeniem o istnieniu i jednoznacznosci (tw.
XI1.1)?

(¢) Wykaz, ze dla kazdego € > 0 istnieje nieskonczenie wiele réznych rozwiazan tego
zagadnienia Cauchy’ego okreslonych na (—¢;e).

(d) Czy kazde rozwiazanie powyzszego réwnania posiada jednoznaczne przedtuzenie do
rozwigzania integralnego?

Padajacy réwnomiernie ze stala intensywnoscia 2 I[/m? na 1 godz. deszcz pada do od-
krytej walcowatej beczki o wysokosci 2 m i powierzchni podstawy 0, 5m?. Beczka ta ma
we dnie dziure. Wyciekanie wody przez dziure jest proporcjonalne do cinienia wody w
beczce i dla wycieku liczonego w litrach na 1 godzing oraz ci$nienia wyrazonego w kg/m?
wspotezynnik proporcjonalnosci wynosi a. Znajdz rownanie rézniczkowe opisujace zacho-
wanie si¢ wysokosci wody w beczce w zaleznosci od czasu (liczonego w godzinach), przy
zalozeniu, ze beczka nie jest pelna w opisywanym momencie. Znajdz rozwigzania glo-
balne uzyskanego rownania i przy ich uzyciu opisz zachowanie sie rzeczywistej wysokosci
wody w beczce w zaleznosci od wysokosci wy w chwili poczatkowej ¢ = 0 oraz wartosci
wspotczynnika a > 0. W szczegolnosci zbadaj przypadki a = %; 1; 2.

. Szybkos¢ stygniecia rozgrzanego przedmiotu jest proporcjonalna do réznicy temperatury

tego przedmiotu i temperatury otaczajacego je powietrza. Zakladamy, ze w procesie
stygniecia tego przedmiotu otaczajace powietrze nagrzewa sie w sposoéb ,pomijalny”.
Otaczajace powietrze ma temperature 20° C, a przedmiot ostygt z temperatury 100° C
do 60° C w ciggu 20 minut. W ciggu ilu kolejnych minut jego temperatura obnizy sie do
30° C? A do 20° C?
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Y 10.

11.

12,
13.
Y 14.

Do zamknigtego izolowanego naczynia wypelnionego powietrzem o temperaturze 20° C
wrzucono kawatek metalu o temperaturze 100° C. Szybkosé stygniecia tego kawatka me-
talu jest proporcjonalna w kazdej chwili do réznicy temperatury metalu i jego otoczenia
i podobnie szybko$¢ nagrzewania sie powietrza w naczyniu jest proporcjonalna do tej
roznicy, ale z 5-cio krotnie wiekszym wspoétezynnikiem proporcjonalnosci. Po uptywie 1
godziny réznica temperatur metalu i powietrza wyniosta 40°C'. Po jakim czasie roznica
ta wyniesie 20° C? Jaka bedzie woéwczas temperatura metalu?

Znajdz wzory opisujace rozwiazania integralne (wlacznie z ich dziedzinami) réwnania
logistycznego (XI.11), w ktérym prawa strona traktowana jest jako funkcja ,,od y” okre-
slona na

Wykaz, ze w obu przypadkach granica kazdego takiego rozwigzania w 400 réwna jest
wy

Uogolnij przyktad 2 ze strony 178 na hipotetyczny przypadek N roéznych rodzajéw nu-
kleotydow. Znajdz wzor opisujacy Py i granice Py w +o0.

Naszkicuj obrazek przedstawiajacy pole wektorowe, znajdz i naszkicuj wszystkie orbity
oraz znajdz pewna nietrywialng (r6zng od stalej) catke pierwsza dla réwnan wektorowych
odpowiadajacych nastepujacym uktadom réwnan rézniczkowych skalarnych:

(a)

?/1 =N

yé =12
(b)

yi =Y

yé = Y2
(c)

yi =N

yé = Y2

(d)
{ yi =12
yé = —Y.

Sprawdz, ze funkcja okreslona w przyktadzie ze strony 183 jest catka pierwsza dla uktadu
Lotki—Volterry przy v, k > 0.

Wykaz fakt ze strony 186.

Wykaz stwierdzenie z uwagi ze strony 188 (oznaczone drugim przypisem).

221) 7majdz wszystkie globalne (okreslone na R) rozwiazania ponizszych réwnai réznicz-

kowych wyzszych rzedéw z zadanymi dodatkowymi warunkami

(a) f"=2f"+3f, f(0) =0, f(0) =3

221) Przynajmniej 5 przykladéw w tym d) oraz j) lub k).
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(b) & =—-t+x,2(1)=0,2(1) =1

(¢) ¥ =3V3y — 6y, y(0) =1, ¥'(0) = V3

(d) ¥" =2y —y, y(0) =y(1) =0

() ¥'=—2¢y =3y, y(m) =y'(7) =1

(f) v =—¢,y(0)=0,y'(0) =1

(8) v =17, y(0) =7, 4'(0) =11

(h) v =5 +y"), y(0) =y'(0) =y"(0) = 1

(1) v =3y +y +y"), y(0)=1,4(0) =2, y"(0) = 4
(3) v =30/ +¢),90)=y(0)=1

(k) " =3(y+e'), y(0) =y(0) =1
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