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Gtéwne wyniki z pracy:

1. Tensor metryczny, poprzez kolejne warstwy,
Zzmienia sie w sposob konforemny.

2. Krzywizna rozmaitosci sygnatu zbiega do statej
(pod pewnymi zatozeniami).

3. Wyjasniony jest opis zmiany odlegtosci
pomiedzy dwoma sygnatami w kolejnych
warstwach.
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Oznaczenia

Rozwazmy sie¢ neuronowg o0 m neuronach

i n-wymiarowym wejsciu. Oznaczmy przez x wejscie,
y wynik sieci, w, waga potaczenia pomiedzy k-tym
wejsciem i i-tym neuronem, b, bias i-tego neuronu.
O® to funkcja btedu.
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Oznaczenia

Zaktadamy, ze wagi potgczen sg niezaleznymi zmiennymi losowymi o
rozktadzie normalnym ze $rednig 0 oraz wariancjami 0%/n i 0,2 dla wag i biasu.
Wowczas u; sg niezaleznymi zmiennymi losowymi wspolnego rozktadu

1

normalnego o sredniej 0 i wariancji: 2 = ”_'Z 72 4 g2
- x T 0

Dalej bedziemy badali gteboka sie¢ neuronowg, gdzie t-ta warstwa ma wejscie
xt1, ktore jest wynikiem dziatania (t-1)-ej warstwy: =' = o (W' z""" + b")
Podobnie zaktadamy, ze wagi i bias w'; i bY; s3 niezaleznymi zmiennymi
losowymi rozktaddéw normalnych o Sredniej O i wariancjami odpowiednio
o2/n,,i0.2.

Xt to przestrzen mozliwych wynikow dziatania sieci w t-tej warstwie.
Przyjmujgc poczatkowy sygnat X = X, przez Xt oznaczmy jego obraz w t-tej
warstwie.



Przetwarzanie sygnatu wejsciowego

Przy zadanym sygnale xt rozwazmy funkcje ilosci aktywnosci, zdefiniowanej jako:
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Twierdzenie.

Aktywnos¢ sygnatu w sieci rozwija sie zgodnie ze wzorem A" = g (o, A

Jako ze x, jest monotonicznie rosngcy funkcjg A, gdy dla wszystkich t mamy
0,2 = 62, to istnieje doktadnie jedno stabilne ekwilibrium A, a dla duzych t A
zbiega do A.



Zdefiniowanie metryki

Niech X = X° bedzie przestrzenig euklidesowg. Potézmy ju — Z dr,.e,
przy wektorach bazy ortonormalnej e.

W kolejnych warstwach, proste er stajg sie krzywym| w Rt, stad dla macierzy
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Wektory bazowe przestrzeni stycznej do Rt sg zdefiniowane jako:

A rﬂ.: ZH‘ €ri  i=1,---,my

Stad wprowadzamy tensor metryczny: _rjri. 3 = (e, fA — Z f'_{; ,-f-:l ;



t—1 _t—1
Zauwazmy, ze (eL.ée} E .!ﬂ'uf A EXk
i3,k
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Natomiast z poprzednich wynikdw mamy:
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Twierdzenie.
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t—1
Metryka w warstwie t-tej jest wyprowadzona jako s (x) =dxx H X1,s

Dla 6,2 = 62i dla do$¢ duzych t, Atzbiega do A. Stad asymptoty&zhle mamy:
Gy () ~ {11}'1 Beas X1 =X {e’rj._ﬁh}

Dla ¢ funkcji btedu mamy x1(o”, A) = 5
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Gdy 11 < 1. g., zbiega do zera.

Gdy ¥ = 1 (dzieje sie tak przy duzej wariancji), dtugos¢ krzywych rosnie wraz
ze wzrostem t, ale skoro sygnat lezy w ograniczonej podprzestrzeni Xt

(z wyjatkiem niektdérych funkcji aktywacji, np. ReLU), to krzywa musi by¢
bardzo poskrecana.



Krzywizna

Krzywizna rozmaitosci Xt jest mierzona przez to, jak bardzo bazowe wektory
et, przestrzeni stycznej do X! sie zmieniajg gdy punkty poruszaia sie
w kierunku &, . Za pomocg pochodnej kierunkowej ktadziemy H;, = Ve,
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Zauwazmy, ze dla 4, =

“mamy:
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Przy ostatniej rownosci korzystamy z tego, ze H,':.;' = OpOhx'™

Teraz mozemy potozyc jako wielkoS¢ krzywizny [H | = Z (Hoox) ’



Z prawa wielkich liczb mamy:
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Srodkowy wyraz upraszcza sie z nieparzystosci funkcji. Pozostate dwa mozna
przeformutowac do postaci:
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Dalej upraszczajgc k’radziemy:
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Co oznacza, ze skalar krzywizny zbiega do state;j.
Dla v < 1 jestrozbiezny.




Odlegtos¢ miedzy sygnatami

Niech xt1iyt1 (xtiyt) oznaczaja dwa sygnaty na wejsciu (wyjs',ciu) t-tej warstwy.

Pot6zmy Dy =D (x',y") = Z (xt — yt 1_ Cy = C(x,y) = AT A ;;MZ? !
do badania odeW|edn|o odleg’rosu | nachodzenia sie sygna’fow Zachodzi:
D(x,y)=Alx)+ A(y) — fm-"'ll-’"! () Aly)C [z, y)

A wiec znajac s = v (C;_1) mozemy wyrazi€¢ Iy = £ (D 1)
Zatézmy dodatkowo, ze A(x) = A(y) = At ; wéwczas mamy Dy = 24" (1 — ;)
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a wiec mozemy wyrazi¢ odlegtosc¢ jako £(D;_;) = 24" {1 — (1 — Wj }



Zmienne losowe 1 — E w;x: +biiu = E w;y; + b; maja rozktad
taczny normalny o zerowej sredniej i macierzy kowariancji:

+ T v [ 2 2
E us| = E _Hf'] — 0 At

1 ¥ f i , 2 2
Euu'l| =0~ AC (x,y) + 0, = 04

Wodwczas sygnaty nachodzg sie zgodnie z: €' = ;Tff:' [ip(u)p (u')]
co daje nam ogodlng postac:
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A z tego wyprowadzamy §. W szczegdlnosci
§ jest monotoniczng funkcjg D i mamy

§(0) = 0 oraz, przy 6,2 = o2,

zachodzi £'(0) = 1. !
Dla v = 1 mamy jeszcze jedno, unikalne
rozwigzanie D = £ (D), ktére jest jedynym 5
stabilnym przy t zbiegajgcym do

nieskonnczonosci. W tym miejscu teoria bazuje .
na nieprzeliczalnej kardynalnosci przestrzeni X.



WhniosKki

1. Przy y bliskiej 1 dynamikaz® jest bliska chaotycznej.

2. Przy x réwnej 1 krzywizna jest rozbiezna do nieskonczonosci (ale pod
warunkiem ze n skoriczone!)

3. Otrzymane wyniki opisujg zachowanie przy { — m~coraz n — oo,
ale w praktyce wartosci t oraz n pozostajg skonczone.

4. Autorzy podkreslajg potrzebe badan wptywu ,,skoriczonosci” na dotychczas
uzyskane wyniki.
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