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Podstawowe pojecia

Definicja 1

Pierscieniem nazywamy system algebraiczny (A, +, 0, x) spefniajacy warunki:
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Podstawowe pojecia

Definicja 1

Pierscieniem nazywamy system algebraiczny (A, +, 0, x) spefniajacy warunki:
Q (A,+,0) jest grupa abelowa;

Q x*x(y+z)=x*xy+x*xzi(x+y)xz=x%*z+ysx*z dla wszystkich
X,y,z € A.
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Podstawowe pojecia

Definicja 1

Pierscieniem nazywamy system algebraiczny (A, +, 0, x) spefniajacy warunki:
Q (A,+,0) jest grupa abelowa;

Q x*x(y+z)=x*xy+x*xzi(x+y)xz=x%*z+ysx*z dla wszystkich
X,y,z € A.

Twierdzenie 2

| \

Dla dowolnej grupy abelowej A, zbiér Mult(A) wszystkich mnozen pierscieniowych
mozliwych do okreslenia na A tworzy grupe abelowa wzgledem dodawania funkcji
oraz

Mult(A) = Hom(A ® A, A) = Hom (A, End(A)).
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| A

Definicja 3
Zbior wszystkich tacznych mnozen pierscieniowych mozliwych do okreslenia na
grupie abelowej A oznaczmy przez Mult,(A).
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Podstawowe pojecia

Uwaga 4

Zbiér Mult,(A) nie musi by¢ grupa wzgledem dodawania funkgji. Istotnie, niech
A= (Z x Z)" i niech o oraz * oznaczaja odpowiednio mnozenie pierscienia Z. x Z
i funkcje x: A x A — A dang wzorem:

(a1, b1) * (a2, bp) = (a1 - a2, a1 - bo + a2 - by).

Wowczas o, * € Mult,(A), lecz o + * € Mult(A) \ Mult,(A), gdyz dla ® = o + *,
x=(1,0) iy =(0,1) zachodzi (x ® x) ®y =2y orazx® (x ® y) = y.
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Wowczas o, * € Mult,(A), lecz o + * € Mult(A) \ Mult,(A), gdyz dla ® = o + *,
x=(1,0) iy =(0,1) zachodzi (x ® x) ®y =2y orazx® (x ® y) = y.

Definicja 5
Grupe abelowa A nazywamy nil-grupa, gdy jedynym pierscieniem o grupie
addytywnej A jest pierscieri A° z zerowym mnozeniem:

a*x b =0 dla wszystkich a, b € A.

Jezeli A® jest jedynym tacznym pierscieniem o grupie addytywnej A, to méwimy,
ze A jest nil,-grupa.

16.10.2025 3/40
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Podstawowe pojecia

Twierdzenie 6

Jezeli istnieje nil,-grupa niebedaca nil-grupa, to jest ona beztorsyjna i jej ranga
Jjest wieksza niz dwa.
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Podstawowe pojecia

Jezeli istnieje nil,-grupa niebedaca nil-grupa, to jest ona beztorsyjna i jej ranga
Jjest wieksza niz dwa.

Twierdzenie 7

Jezeli pojecia nil- oraz nil,-grupy nie sa réwnowazne w klasie grup abelowych
skonczonej rangi, to istnieje nierozktadalna beztorsyjna nil,-grupa G skoriczonej
rangi nie mniejszej niz trzy taka, ze G nie jest nil-grupa.
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Definicja 8

Grupe abelowa A nazywamy Sl-grupa, gdy w dowolnym pierscieniu o grupie
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ograniczony do klasy pierscieni facznych, to méwimy, ze A jest Sly-grupa.
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| A

Definicja 9

taczne pierscienie, w ktérych kazdy podpierscien jest ideatem nazywamy
pierscieniami Hamiltona lub krétko: H-pierscieniami.
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Podstawowe pojecia

Przyktad 10
tatwo zauwazyé, ze 7" oraz Z(n), gdzie n € N, s3 Sl-grupami.
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Podstawowe pojecia
Przyktad 10
tatwo zauwazyé, ze 7" oraz Z(n), gdzie n € N, s3 Sl-grupami.

Uwaga 11

© Kazda Sl-grupa jest Sly-grupa.
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Uwaga 11
© Kazda Sl-grupa jest Sly-grupa.
@ Warunki Sl oraz Sly sa réwnowazne dla torsyjnych grup abelowych.
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Podstawowe pojecia
Przyktad 10
tatwo zauwazyé, ze 7" oraz Z(n), gdzie n € N, s3 Sl-grupami.

Uwaga 11

© Kazda Sl-grupa jest Sly-grupa.
@ Warunki Sl oraz Sly sa réwnowazne dla torsyjnych grup abelowych.

© Istnieja mieszane Sly-grupy niebedace SI-grupami.
@ Istnienie beztorsyjnej Sly-grupy niebedacej SI-grupa réwnowazne jest
istnieniu nil,-grupy niebedacej nil-grupa.

M. Woronowicz (WM UwB) ' n\-grupy a (A)CR-grupy 16.10.2025



Podstawowe pojecia

Przyktad 10

tatwo zauwazyé, ze 7" oraz Z(n), gdzie n € N, s3 Sl-grupami.

Uwaga 11

© Kazda Sl-grupa jest Sly-grupa.

@ Warunki Sl oraz Sly sa réwnowazne dla torsyjnych grup abelowych.

© Istnieja mieszane Sly-grupy niebedace SI-grupami.

@ Istnienie beztorsyjnej Sly-grupy niebedacej SI-grupa réwnowazne jest
istnieniu nil,-grupy niebedacej nil-grupa.

| A

Definicja 12

Grupe abelowa G nazywamy CR-grupa, gdy kazdy pierscieri o grupie addytywnej
G jest przemienny. Jezeli G spetnia warunek CR ograniczony do klasy pierscieni
tacznych, to méwimy, ze G jest ACR-grupa. W przypadku, gdy G moze by¢ grupa
addytywna jedynie pierscieni tacznych, to G nazywamy AR-grupa.

v
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Podstawowe pojecia

Uwaga 13

@ Kazda CR-grupa jest ACR-grupa oraz AR-grupa.
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Podstawowe pojecia

Uwaga 13

@ Kazda CR-grupa jest ACR-grupa oraz AR-grupa.

@ Warunki CR, ACR i AR sa réwnowazne dla torsyjnych grup abelowych.
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Podstawowe pojecia

Uwaga 13

Kazda CR-grupa jest ACR-grupa oraz AR-grupa.
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CR-grupami.

© ©0 o000

Istnieja mieszane ACR-grupy niebedace CR-grupami.
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Istnieja mieszane AR-grupy niebedace (A) CR-grupami.
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Podstawowe pojecia
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Kazda CR-grupa jest ACR-grupa oraz AR-grupa.

Warunki CR, ACR i AR s3 réwnowazne dla torsyjnych grup abelowych.
Istnieja beztorsyjne ACR-grupy dowolnej skoriczonej rangi r > 2, ktére nie sa
CR-grupami.

Istnieja beztorsyjne AR-grupy dowolnej skoniczonej rangi r > 2, ktére nie sa
CR-grupami.

Istnieja mieszane ACR-grupy niebedace CR-grupami.

©0 © o000

Istnieja mieszane AR-grupy niebedace (A) CR-grupami.

Przyktad 14

Pokazemy, ze warunek CR implikuje warunek AR. Zatézmy, ze G jest CR-grupa,
x € Mult(G) i g, x,y € G. Wtedy wzdr x; ® xa = x1 * (g * x2) wprowadza na G
strukture przemiennego pierscienia, skad x x (gxy) =x®y =y ®x = y * (g * x).
Z przemiennosci mnozenia x wynika wigc, ze x x (gxy) = (g*x)*xy = (xxg) *y.
Zatem pierscieni (Gx) jest taczny i w konsekwencji G jest AR-grupa.

| A

v
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Wybrane wiadomosci o strukturze Sl)- oraz (A) CR-grup

Twierdzenie 15

Dla dowolnej torsyjnej grupy abelowej G, nastepujace warunki s réwnowazne:
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Wybrane wiadomosci o strukturze Sl)- oraz (A) CR-grup
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Q G = @pEP(G) (Z (p™) ® (®ielp Z(p°°)>), gdzie np, € Ng, przy czym
n, <1, jesli I, # 0.
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| A

Twierdzenie 16

Dla dowolnej torsyjnej grupy abelowej G, nastepujace warunki s3 réwnowazne:
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Twierdzenie 16

Dla dowolnej torsyjnej grupy abelowej G, nastepujace warunki s3 réwnowazne:
Q@ G jest AR-grupa;

Q G jest CR-grupa;

Q G jest ACR-grupa;

Q G =0D,cr (Z(P"P) e (GB,-EI,, Z(Pw))), gdzie np € No.
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Wybrane wiadomosci o strukturze Sl)- oraz (A) CR-grup

Twierdzenie 17

Jezeli G jest mieszang Sl-grupa i p € P(G), to G = G, & H oraz H = pH.
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Wybrane wiadomosci o strukturze Sl)- oraz (A) CR-grup

Twierdzenie 17

Jezeli G jest mieszang Sl-grupa i p € P(G), to G = G, & H oraz H = pH.

Twierdzenie 18

Jezeli G jest mieszang CR-grupa i p € P(G), to G = G, ® H oraz H = pH.
Ponadto jesli grupa G, nie jest cykliczna, to ro(H) < 1.
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Wybrane wiadomosci o strukturze Sl)- oraz (A) CR-grup
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Ponadto jesli grupa G, nie jest cykliczna, to ro(H) < 1.

Twierdzenie 19

| A

Jezeli G jest mieszang Sly-grupa i p € P(G), to G = G, © H idimz, H/pH < 1.

v
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Wybrane wiadomosci o strukturze Sl)- oraz (A) CR-grup

Twierdzenie 17

Jezeli G jest mieszang Sl-grupa i p € P(G), to G = G, & H oraz H = pH.

Twierdzenie 18

Jezeli G jest mieszang CR-grupa i p € P(G), to G = G, ® H oraz H = pH.
Ponadto jesli grupa G, nie jest cykliczna, to ro(H) < 1.

Twierdzenie 19

| A

Jezeli G jest mieszang Sly-grupa i p € P(G), to G = G, © H idimz, H/pH < 1.

Twierdzenie 20

| A

Jezeli G jest mieszang ACR-grupg i p € P(G), to G = G, ©® H idimz, H/pH < 1.
W szczegélnosci H = pH, gdy grupa G, nie jest ani podzielna, ani zredukowana.
Ponadto, jesli grupa G, nie jest cykliczna, to ro(H) = 1.
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Wybrane wiadomosci o strukturze Sl)- oraz (A) CR-grup

Twierdzenie 21

Jezeli G jest mieszang Sl)-grupa, to T(G) = @ ,cpc) Z(P).
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Wybrane wiadomosci o strukturze Sl)- oraz (A) CR-grup

Twierdzenie 21

Jezeli G jest mieszang Sl)-grupa, to T(G) = @ ,cpc) Z(P).

Twierdzenie 22

Beztorsyjna grupa abelowa G jest Sly-grupa wtedy i tylko wtedy, gdy G jest
nil,-grupa albo G = Z*.
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Wybrane wiadomosci o strukturze Sl)- oraz (A) CR-grup

Twierdzenie 21

Jezeli G jest mieszang Sl)-grupa, to T(G) = @ ,cpc) Z(P).

Twierdzenie 22

Beztorsyjna grupa abelowa G jest Sly-grupa wtedy i tylko wtedy, gdy G jest
nil,-grupa albo G = Z*.

Stwierdzenie 23

| A

Skfadnik prosty Sly-grupy (SI-grupy) jest Sly-grupa (Sl-grupa).
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Wybrane wiadomosci o strukturze Sl)- oraz (A) CR-grup

Twierdzenie 21

Jezeli G jest mieszang Sl)-grupa, to T(G) = @ ,cpc) Z(P).

Twierdzenie 22

Beztorsyjna grupa abelowa G jest Sly-grupa wtedy i tylko wtedy, gdy G jest
nil,-grupa albo G = Z*.

Stwierdzenie 23

| \

Skfadnik prosty Sly-grupy (SI-grupy) jest Sly-grupa (Sl-grupa).

Stwierdzenie 24

| \

Niech G bedzie mieszana Sly-grupa (SI-grupa) i niech ) # P C P(G), przy czym
|P| < co. Wtedy G = (EBpep Z(p)) @ A dla pewnej Sly-podgrupy (SI-podgrupy)
A grupy G.

o
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Sly-grupy a ACR-grupy

Definicja 25

Moéwimy, ze mnozenie facznego pierscienia R jest prawie zerowe, gdy spetniony
Jjest uktad warunkéw:
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Sly-grupy a ACR-grupy

Definicja 25

Moéwimy, ze mnozenie facznego pierscienia R jest prawie zerowe, gdy spetniony
Jjest uktad warunkéw:

Q x3 =0 dla kazdego x € R;
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Sly-grupy a ACR-grupy

Definicja 25
Moéwimy, ze mnozenie facznego pierscienia R jest prawie zerowe, gdy spetniony

Jjest uktad warunkéw:
Q x3 =0 dla kazdego x € R;

@ dla kazdego x € R istnieje bezkwadratowa liczba naturalna n taka, ze
2 :
nx< =0;
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Sly-grupy a ACR-grupy

Definicja 25

Moéwimy, ze mnozenie facznego pierscienia R jest prawie zerowe, gdy spetniony
Jjest uktad warunkéw:

Q x3 =0 dla kazdego x € R;

@ dla kazdego x € R istnieje bezkwadratowa liczba naturalna n taka, ze
2 :
nx< =0;

Q x-y € (x*) N (y?) dla wszystkich x,y € R.

M. Woronowicz (WM UwB)

1y-grupy a (A) CR-grupy

16.10.2025 10 /40



Sly-grupy a ACR-grupy

Definicja 25

Moéwimy, ze mnozenie facznego pierscienia R jest prawie zerowe, gdy spetniony
Jest ukfad warunkéw:

Q x3 =0 dla kazdego x € R;

@ dla kazdego x € R istnieje bezkwadratowa liczba naturalna n taka, ze
2 :
nx< =0;

Q x-y € (x*) N (y?) dla wszystkich x,y € R.

Uwaga 26

Jezeli R jest pierscieniem z prawie zerowym mnozeniem, to R® = {0} oraz dla
kazdego x € R istnieje n € N takie, ze nx € N(R).
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Sly-grupy a ACR-grupy

Definicja 25

Moéwimy, ze mnozenie facznego pierscienia R jest prawie zerowe, gdy spetniony
Jest ukfad warunkéw:
Q x3 =0 dla kazdego x € R;

@ dla kazdego x € R istnieje bezkwadratowa liczba naturalna n taka, ze
2 :
nx< =0;

Q x-y € (x*) N (y?) dla wszystkich x,y € R.

Uwaga 26

| \

Jezeli R jest pierscieniem z prawie zerowym mnozeniem, to R® = {0} oraz dla
kazdego x € R istnieje n € N takie, ze nx € N(R).

Definicja 27

Jezeli o jest mnozeniem pierscienia R, to R® oznacza pierscieri z mnozeniem ©
danym wzorem x © y = x o y — y o x dla wszystkich x,y € R.

| A
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Sly-grupy a ACR-grupy

Twierdzenie 28

Kazda Sly-grupa jest ACR-grupa.

M. Woronowicz (WM UwB) \-grupy a (A)CR-grupy 16.10.2025 11,40



Sly-grupy a ACR-grupy

Twierdzenie 28

Kazda Sly-grupa jest ACR-grupa.

Dowéd

Dla torsyjnych i beztorsyjnych Sly-grup teza jest bezposrednia konsekwencja
Twierdzen 15, 16 i 22. Rozwazmy wiec dowolna mieszana Sly-grupe G oraz
dowolny faczny pierscieri R = (G, o). Wtedy R jest H-pierscieniem. Jezeli

R? = {0}, to pierscieri R jest przemienny. Zatézmy teraz, ze R # {0}. Mamy do
rozwazenia dwa nastepujace przypadki:

(). R=N(R). Poniewaz T(G) # {0}, to z [13, Proposition (2.6)] wynika, ze R
Jest pierscieniem z prawie zerowym mnozeniem. Stad oraz na mocy Uwagi 26
otrzymujemy, ze R® = {0}. Zatem (G© G)© G =GO (G © G) = {0}. Wobec
tego H-pierscieri R® spetnia warunek R© = N (R®). Powofujac sie ponownie na
[13, Proposition (2.6)] wnioskujemy, ze R® jest pierscieniem z prawie zerowym
mnozeniem. Stad x © y € (x © x) = {0}, wiec x o y = y o x dla wszystkich

x,y € G. Zatem pierscien R jest przemienny.

(if). R #N(R). Jezeli N(R) = {0}, to przemiennos¢ pierscienia R wynika wprost
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Sly-grupy a ACR-grupy

Dowod

z [13, (1.4)]. Przypusémy teraz, ze N'(R) # {0}. Zatézmy nie wprost, ze grupa
(R/J\/(R))Jr nie jest torsyjna. Z [13, (3.3)] wynika wéwczas, ze grupa N'(R)" jest
torsyjna. Ponadto, na mocy [13, (3.5)], N(R), # {0} jedynie dla skoriczenie
wielu liczb pierwszych p. Stad, z Twierdzenia 21 i ze Stwierdzenia 24 wynika, ze
RT = N(R)" & A dla pewnej Sly-podgrupy A grupy G. Dalej, A = (R/./\/'(R))+
oraz [13, (1.4)] implikuje, iz (R/N(R))" = Z(s) ® Z* dla pewnego s € N.
Istnieje wigc sktadnik prosty grupy G izomorficzny z Z, wbrew [8, Corollary 2]

i [1, Remark 2.4]. Zatem grupa (R/N'(R))" jest torsyjna. Z [13, (1.4)] wynika
wigc, ze pierscien R/N(R) jest idempotentny, skad R® + N(R) = R. Poniewaz
grupa (R/N (F\’))Jr Jest torsyjna oraz grupa R* jest mieszana, to grupa N'(R)™
nie jest torsyjna. Ponadto N'(R) jest H-pierscieniem, wiec [13, Proposition (2.6)]
implikuje, ze N'(R) jest pierscieniem z prawie zerowym mnozeniem. Stad oraz na
mocy Uwagi 26 uzyskujemy, ze N'(R)® = {0} i dla wszystkich a, b,c € R istnieja
a, 3,7 € N takie, ze aa, 3b,vc € N(R). Zatem

0 = (aa) o (Bb) o (v¢) = (apy)(ao boc), skad R® C T(R). Wobec tego

T(R) +N(R) = R. Ponadto T(R) = @ ,cpc) Z(p) na mocy Twierdzenia 21,
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Sly-grupy a ACR-grupy

Dowdd

oraz R # N(R), wiec {p € P(G): Ry, = Zy} # (. Oczywiscie dla
P={peP(G): R, = Z,} zachodzi @ ,cp(cyp Z(P) € N(R), i w konsekwencji
R = (@pe p Rp) ® N(R). Stad oraz na mocy Stwierdzenia 23 uzyskujemy, ze
N(R)" jest Sly-grupa. Zatem pierscieri N'(R) jest przemienny na mocy punktu
(i). Ponadto, z Twierdzenia 16 wynika, ze réwniez pierscier €D, p R, jest

przemienny. Wobec tego pierscieni R jest przemienny. Ostatecznie otrzymujemy
wiec, ze G jest ACR-grupa. O
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Sly-grupy a ACR-grupy

Dowdd

oraz R # N(R), wiec {p € P(G): Ry, = Zy} # (. Oczywiscie dla
P={peP(G): R, = Z,} zachodzi @ ,cp(cyp Z(P) € N(R), i w konsekwencji
R = (@pe p Rp) ® N(R). Stad oraz na mocy Stwierdzenia 23 uzyskujemy, ze
N(R)" jest Sly-grupa. Zatem pierscieri N'(R) jest przemienny na mocy punktu
(i). Ponadto, z Twierdzenia 16 wynika, ze réwniez pierscier €D, p R, jest

przemienny. Wobec tego pierscieni R jest przemienny. Ostatecznie otrzymujemy
wiec, ze G jest ACR-grupa. O

4

Klasa Sly-grup jest wtasciwa podklasa klasy ACR-grup. l
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Sly-grupy a ACR-grupy

Dowdd

oraz R # N(R), wiec {p € P(G): Ry, = Zy} # (. Oczywiscie dla
P={peP(G): R, = Z,} zachodzi @ ,cp(cyp Z(P) € N(R), i w konsekwencji
R = (@pe p Rp) ® N(R). Stad oraz na mocy Stwierdzenia 23 uzyskujemy, ze
N(R)" jest Sly-grupa. Zatem pierscieri N'(R) jest przemienny na mocy punktu
(i). Ponadto, z Twierdzenia 16 wynika, ze réwniez pierscier €D, p R, jest

przemienny. Wobec tego pierscieni R jest przemienny. Ostatecznie otrzymujemy
wiec, ze G jest ACR-grupa. O

4

Klasa Sly-grup jest wtasciwa podklasa klasy ACR-grup. I

Stwierdzenie 30

Jezeli C jest nietrywialng torsyjng CR-grupa oraz A jest podgrupa grupy Q% taka,
ze A = pA dla kazdego p € P(C), to G = C @ A jest CR-grupa.
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Sl-grupy a CR-grupy

Ze Stwierdzenia 30, Twierdzenia 21 i Uwagi 13 wynika, ze Z (2°) @ [3] " j
mieszang (A) CR-grupa niebedaca Sly-grupa.
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Sl-grupy a CR-grupy

Przyktad 31

Ze Stwierdzenia 30, Twierdzenia 21 i Uwagi 13 wynika, ze Z (2°°) @ [1]" jest
mieszang (A) CR-grupa niebedaca Sly-grupa.

Uwaga 32

Przypusémy, ze grupa abelowa G nie spefnia warunku CR. Istnieje wowczas
o € Mult(G) takie, ze g1 0 g2 # g2 0 g1 dla pewnych g1, € G. Jesli wigc
R = (G, o), to mnozenie pierscienia R® jest niezerowe.
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Sl-grupy a CR-grupy

Przyktad 31

Ze Stwierdzenia 30, Twierdzenia 21 i Uwagi 13 wynika, ze Z (2°°) @ [1]" jest
mieszang (A) CR-grupa niebedaca Sly-grupa.

Uwaga 32

Przypusémy, ze grupa abelowa G nie spefnia warunku CR. Istnieje wowczas
o € Mult(G) takie, ze g1 0 g2 # g2 0 g1 dla pewnych g1, € G. Jesli wigc
R = (G, o), to mnozenie pierscienia R® jest niezerowe.

Twierdzenie 33

| A

Kazda Sl-grupa jest CR-grupa. W szczegélnosci kazda Sl-grupa jest AR-grupa.
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Sl-grupy a CR-grupy

Przyktad 31

Ze Stwierdzenia 30, Twierdzenia 21 i Uwagi 13 wynika, ze Z (2°°) @ [1]" jest
mieszang (A) CR-grupa niebedaca Sly-grupa.

Uwaga 32

Przypusémy, ze grupa abelowa G nie spefnia warunku CR. Istnieje wowczas
o € Mult(G) takie, ze g1 0 g2 # g2 0 g1 dla pewnych g1, € G. Jesli wigc
R = (G, o), to mnozenie pierscienia R® jest niezerowe.

Twierdzenie 33

| A

Kazda Sl-grupa jest CR-grupa. W szczegélnosci kazda Sl-grupa jest AR-grupa.

Dowdd

Dla torsyjnych Sl-grup teza jest bezposrednia konsekwencja Twierdzen 15 i 16.
Rozwazmy teraz dowolna nietorsyjna Sl-grupe G oraz dowolne x,y € G.
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Sl-grupy a CR-grupy

Dowéd

Jezeli grupa G jest mieszana, to istnieje pierscieri R taki, ze R = G i R? # {0}.
Niech o oznacza mnozenie w R. Wtedy R® jest pierscieniem, w ktérym wszystkie
podpierscienie sa ideatami oraz g? = 0 dla kazdego g € G. Stad (x) = [x]

i{y) =[y] wR®, wiec (x),(y) < R®. Zatem x © y = kx = ly dla pewnych

k.1 €7, skad (kI)(x © y) = (kx) © (ly) = (x © y) © (x © y)) = 0. Wobec tego
(,‘i’@)2 C T(G). Jesli wiec x € G\ T(G), to k =0, skad x © y =0, co oznacza iz
xoy =yox. Stad G\ T(G) C Z(R). Jezeli h € T(G), to h+z € Z(R) dla
kazdego z € G\ T(G), wiec h= (h+ z) —z € Z(R). Zatem G C Z(R), skad
wynika, iz G jest CR-grupa.

Zatézmy teraz, ze T(G) = {0}. Jezeli G nie jest CR-grupa, to z Uwagi 32 wynika
istnienie pierscienia P o grupie addytywnej G, w ktérym g? = g3 =0 i g1g» # 0
dla pewnych g1, g> € G. Poniewaz kazdy podpierscien pierscienia P jest ideatem,
to (gi) =[g] < P dlai=1,2. Wobec tego g1g» = Kg1 = Lg» dla pewnych

K,L e Z\ {0}, skad K(g1g2) = (Kg1)g2 = Lg? = 0. Ale K # 0, g1g2 # 0 oraz
T(G) = {0}, sprzecznosé. Zatem G jest CR-grupa. Stad oraz na mocy Uwagi 13
uzyskujemy, ze AR-grupa. ]
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Sly-grupy a ACR-grupy
Klasa Sl-grup jest wtasciwa podklasa klasy CR-grup. I
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Sly-grupy a ACR-grupy
Klasa Sl-grup jest wtasciwa podklasa klasy CR-grup. I

Poniewaz [%] <4Q oraz kazde mnozenie pierscieniowe x okreslone na grupie Q"
Jjest catkowicie zdeterminowane przez wartos¢ 1 x 1, to Qt jest CR-grupa
niebedaca Sl-grupa.
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Sly-grupy a ACR-grupy
Klasa Sl-grup jest wtasciwa podklasa klasy CR-grup. l

Poniewaz [%] <4Q oraz kazde mnozenie pierscieniowe x okreslone na grupie Q"
Jest catkowicie zdeterminowane przez wartos¢ 1 x 1, to Q*t jest CR-grupa
niebedaca Sl-grupa.

Grupa abelowa G jest Sl-grupa wtedy i tylko wtedy, gdy G moze by¢ grupa
addytywnga jedynie H-pierscieni.
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Sly-grupy a ACR-grupy
Klasa Sl-grup jest wtasciwa podklasa klasy CR-grup. I

Poniewaz [%] <4Q oraz kazde mnozenie pierscieniowe x okreslone na grupie Q"
Jest catkowicie zdeterminowane przez wartos¢ 1 x 1, to Q*t jest CR-grupa
niebedaca Sl-grupa.

Whiosek 36

Grupa abelowa G jest Sl-grupa wtedy i tylko wtedy, gdy G moze by¢ grupa
addytywnga jedynie H-pierscieni.

Twierdzenie 37

| \

Beztorsyjna grupa abelowa A jest Sl-grupa wtedy i tylko wtedy gdy A = Z* albo
A jest nil-grupa.
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Przyktady SI-, Sly-, CR-, ACR- i AR-grup

Zatézmy, ze A jest Sl-grupa. Wtedy A jest Sly-grupa, wiec A= Z" albo A jest
nil,-grupa ma mocy Twierdzenia 22. Ponadto z Twierdzenia 33 wynika A jest
AR-grupa. Jesli wiec A Z+, to A jest nil-grupa. Implikacja przeciwna jest
oczywista. [
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Przyktady SI-, Sly-, CR-, ACR- i AR-grup

Dowdd

Zatézmy, ze A jest Sl-grupa. Wtedy A jest Sly-grupa, wiec A= Z" albo A jest
nil,-grupa ma mocy Twierdzenia 22. Ponadto z Twierdzenia 33 wynika A jest
AR-grupa. Jesli wiec A Z+, to A jest nil-grupa. Implikacja przeciwna jest
oczywista. [

Stwierdzenie 38

| \

Niech B bedzie nil,-grupa taka, ze B, = {0} dla pewnego p € P. Jezeli istnieje
bo € B takie, ze B = (by) + pB, to Z(p) ® B jest Sly-grupa.
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Przyktady SI-, Sly-, CR-, ACR- i AR-grup

Dowdd

Zatézmy, ze A jest Sl-grupa. Wtedy A jest Sly-grupa, wiec A= Z* albo A jest
nil,-grupa ma mocy Twierdzenia 22. Ponadto z Twierdzenia 33 wynika A jest
AR-grupa. Jesli wiec A Z+, to A jest nil-grupa. Implikacja przeciwna jest
oczywista. [

Stwierdzenie 38

| \

Niech B bedzie nil,-grupa taka, ze B, = {0} dla pewnego p € P. Jezeli istnieje
bo € B takie, ze B = (by) + pB, to Z(p) ® B jest Sly-grupa.

| \

Przyktad 39

Niech B = <%: pE IP’>. Bezposrednie sprawdzenie pokazuje, ze B jest nil-grupa
i B = (1) +5B. Ze Stwierdzenia 38 oraz Twierdzenia 17 wynika wiec, ze
Z(5) @ B jest mieszang Sly-grupa niebedaca Sl-grupa.
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Przyktady SI-, Sly-, CR-, ACR- i AR-grup

Definicja 40

Niech P, R i X oznaczaja odpowiednio dowolnie ustalony nieskoriczony podzbiér
zbioru P, pierscieri | peP 7, oraz dowolny niepusty niezalezny podz.biér grupy R™
zawierajacy wytacznie elementy nieskoriczonego rzedu. Ponadto definiujemy:

(X)o ={a€ R: nae (X) dla pewnego n € N}.

16.10.2025 18 /40
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Przyktady SI-, Sly-, CR-, ACR- i AR-grup

Definicja 40

Niech P, R i X oznaczaja odpowiednio dowolnie ustalony nieskoficzony podzbidr
zbioru P, pierscieri | peP Z,, oraz dowolny niepusty niezalezny podzpiér grupy R™
zawierajacy wytacznie elementy nieskoriczonego rzedu. Ponadto definiujemy:

(X)o ={a€ R: nae (X) dla pewnego n € N}.

Twierdzenie 41

| A

Niech A = (X),. Wowczas nastepujace warunki sa réwnowazne:
Q A jest Sl-grupa;

M. Woronowicz (WM UwB) 1y-grupy a (A) CR-grupy 16.10.2025 18 /40



Przyktady SI-, Sly-, CR-, ACR- i AR-grup

Definicja 40

Niech P, R i X oznaczaja odpowiednio dowolnie ustalony nieskoficzony podzbidr
zbioru P, pierscieri | peP Z,, oraz dowolny niepusty niezalezny podzpiér grupy R™
zawierajacy wytacznie elementy nieskoriczonego rzedu. Ponadto definiujemy:

(X)o ={a€ R: nae (X) dla pewnego n € N}.

Twierdzenie 41

| A

Niech A = (X),. Wowczas nastepujace warunki sa réwnowazne:
Q A jest Sl-grupa;
Q A jest Sly-grupa;
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Przyktady SI-, Sly-, CR-, ACR- i AR-grup

Definicja 40

Niech P, R i X oznaczaja odpowiednio dowolnie ustalony nieskoficzony podzbidr
zbioru P, pierscieri | peP Z,, oraz dowolny niepusty niezalezny podzpiér grupy R™
zawierajacy wytacznie elementy nieskoriczonego rzedu. Ponadto definiujemy:

(X)o ={a€ R: nae (X) dla pewnego n € N}.

Twierdzenie 41

| A

Niech A = (X),. Wowczas nastepujace warunki sa réwnowazne:
Q A jest Sl-grupa;
Q A jest Sly-grupa;
Q jezelic € R oraza-c-b € A dla wszystkich a,b € A, to
| supp(c) Nsupp(x)| < oo dla kazdego x € A;
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Przyktady SI-, Sly-, CR-, ACR- i AR-grup

Definicja 40

Niech P, R i X oznaczaja odpowiednio dowolnie ustalony nieskoficzony podzbidr
zbioru P, pierscieri | peP Z,, oraz dowolny niepusty niezalezny podzpiér grupy R™
zawierajacy wytacznie elementy nieskoriczonego rzedu. Ponadto definiujemy:

(X)o ={a€ R: nae (X) dla pewnego n € N}.

Twierdzenie 41

| A

Niech A = (X),. Wowczas nastepujace warunki sa réwnowazne:
Q A jest Sl-grupa;
Q A jest Sly-grupa;
Q jezelic € R oraza-c-b € A dla wszystkich a,b € A, to
| supp(c) Nsupp(x)| < oo dla kazdego x € A;

Q jezeli c € R oraz dla wszystkich x,y € X istnieje n € N takie, ze
n(x-c-y) € (X), to |supp(c) Nsupp(x)| < co dla kazdego x € X;
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Przyktady SI-, Sly-, CR-, ACR- i AR-grup

Definicja 40

Niech P, R i X oznaczaja odpowiednio dowolnie ustalony nieskoficzony podzbidr
zbioru P, pierscieri | peP Z,, oraz dowolny niepusty niezalezny podzpiér grupy R™
zawierajacy wytacznie elementy nieskoriczonego rzedu. Ponadto definiujemy:

(X)o ={a€ R: nae (X) dla pewnego n € N}.

Twierdzenie 41

| A

Niech A = (X),. Wowczas nastepujace warunki sa réwnowazne:

Q A jest Sl-grupa;

Q A jest Sly-grupa;

Q jezelic € R oraza-c-b € A dla wszystkich a,b € A, to
| supp(c) Nsupp(x)| < oo dla kazdego x € A;

Q jezeli c € R oraz dla wszystkich x,y € X istnieje n € N takie, ze
n(x-c-y) € (X), to |supp(c) Nsupp(x)| < co dla kazdego x € X;

Q@ UA=T(A), przy czym OA =}, cjuie(a) A * A-
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Przyktady SI-, Sly-, CR-, ACR- i AR-grup

Twierdzenie 42

Dla dowolnej liczby naturalnej n > 1 istnieje nierozszczepialna Sl-grupa A taka, ze
A/OA~ @7, Q" oraz OA = T(A). W szczegdlnosci, A/OA nie jest nil,-grupa.
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Przyktady SI-, Sly-, CR-, ACR- i AR-grup

Twierdzenie 42

Dla dowolnej liczby naturalnej n > 1 istnieje nierozszczepialna Sl-grupa A taka, ze
A/OA~ @7, Q" oraz OA = T(A). W szczegdlnosci, A/OA nie jest nil,-grupa.

Idea dowodu

Niech n € {2,3,...,}. Istnieje element x € R przestepny nad Z. Sl-grupa
spetniajacg warunki twierdzenia jest A = (x,x?,...,x") .
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Przyktady SI-, Sly-, CR-, ACR- i AR-grup

Twierdzenie 42

Dla dowolnej liczby naturalnej n > 1 istnieje nierozszczepialna Sl-grupa A taka, ze
A/OA~ @7, Q" oraz OA = T(A). W szczegdlnosci, A/OA nie jest nil,-grupa.

Idea dowodu

Niech n € {2,3,...,}. Istnieje element x € R przestepny nad Z. Sl-grupa
spetniajacg warunki twierdzenia jest A = (x,x?,...,x") .

Przyktad 43

| A

Z Przyktadu 39 oraz Twierdzeri 28 i 18 wynika, ze Z(5) & <%: pE IP’> Jest
mieszang ACR-grupa niebedaca CR-grupa.
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Przyktady SI-, Sly-, CR-, ACR- i AR-grup

Twierdzenie 42

Dla dowolnej liczby naturalnej n > 1 istnieje nierozszczepialna Sl-grupa A taka, ze
A/OA~ @7, Q" oraz OA = T(A). W szczegdlnosci, A/OA nie jest nil,-grupa.

Idea dowodu

Niech n € {2,3,...,}. Istnieje element x € R przestepny nad Z. Sl-grupa
spefniajacg warunki twierdzenia jest A = (x,x?,...,x")

®°

| \

Przyktad 43

Z Przyktadu 39 oraz Twierdzeri 28 i 18 wynika, ze Z(5) & <%: pE IP’> Jest
mieszang ACR-grupa niebedaca CR-grupa.

Twierdzenie 44

| \

Jezeli C jest nietrywialna torsyjna AR-grupa oraz A beztorsyjna nil-grupa taka, ze
A = pA dla kazdego p € P(C), to G = C A jest AR-grupa.
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Przyktady SI-, Sly-, CR-, ACR- i AR-grup

Przyktad 45

Z(2*°) <<%J: pE ]P’> 4 [%]Jr) @ << : > + [%]Jr) jest mieszana AR-grupa
niebedaca CR-grupa.
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Przyktady SI-, Sly-, CR-, ACR- i AR-grup

Przyktad 45

Z(2*°) <<Il): pE< ]P’> I [%]Jr) (S3) (</lv: p e IP’> + [%]Jr) jest mieszana AR-grupa
niebedaca CR-grupa.

| A

Przyktad 46
Niech (pn)nen bedzie rosnacym ciagiem wszystkich liczb pierwszych i niech
G:G169G269G3,gdzieG1:< L :n€N>, G2:<L: n€N> oraz

P2n—1 P2n

G; = <l' neN > Z Twierdzenia 2 i wfasnosci produktu tensorowego grup

Pa
abelowych wynika, ze Mult(G) = Hom(G; ® Gz, G3) @ Hom(G, ® G, G3). Jesli
wiec * € Mult(G), to G * G C G3xz i (G3x3) * G = G = (Gzx3) = {0}. Zatem
(GxG)* G = Gx*(GxG)={0}, coimplikuje facznos¢ pierscienia (G, ). Wobec
tego G jest AR-grupa. Bezposrednie sprawdzenie pokazuje, ze funkcja
®: G x G — G dana wzorem (g1, 8, 83) ® (91, g2, g3) = (0,0, g1g2) wprowadza
na G strukture pierscienia. Poniewaz x; ® xo = x3 oraz xo ® x; = 0, to pierscien
(G, ®) nie jest przemienny. Zatem G nie jest CR-grupa. W szczegélnosci G nie
Jest ACR-grupa.
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Pojecie typu elementu beztorsyjnej grupy abelowe]

Definicja 47

Niech (pn)nen bedzie rosnacym ciagiem wszystkich liczb pierwszych.
Charakterystyka x(a) elementu a beztorsyjnej grupy abelowej A nazywamy ciag
(hp,(a)) ,ery Wszystkich p,-wysokosci elementu a w A.
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Pojecie typu elementu beztorsyjnej grupy abelowe]

Definicja 47

Niech (pn)nen bedzie rosnacym ciagiem wszystkich liczb pierwszych.
Charakterystyka x(a) elementu a beztorsyjnej grupy abelowej A nazywamy ciag
(hp,(a)) ,ery Wszystkich p,-wysokosci elementu a w A.

Uwaga 48

Dowolny ciag (kn)nen © wyrazach w zbiorze S = No U {oo} jest charakterystyka
pewnego elementu w pewnej podgrupie grupy QF. Dlatego takie ciagi nazywamy
krotko charakterystykami.
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Pojecie typu elementu beztorsyjnej grupy abelowe]

Definicja 47

Niech (pn)nen bedzie rosnacym ciagiem wszystkich liczb pierwszych.
Charakterystyka x(a) elementu a beztorsyjnej grupy abelowej A nazywamy ciag
(hp,(a)) ,ery Wszystkich p,-wysokosci elementu a w A.

Uwaga 48

Dowolny ciag (kn)nen © wyrazach w zbiorze S = Ng U {oo} jest charakterystyka
pewnego elementu w pewnej podgrupie grupy QF. Dlatego takie ciagi nazywamy
krotko charakterystykami.

Uwaga 49

Zbiér SN wszystkich charakterystyk wraz z relacja =< cze$ciowego porzadku:

| A

(kn)nen = (In)nen & ki < I, dla kazdego n € N,

Jest dystrybutywng kratg zupetna. (0),en oraz (00)nen Sa odpowiednio
elementami najmniejszym i najwigkszym w posecie £ = (SN, ).
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Pojecie typu elementu beztorsyjnej grupy abelowe]

Uwaga 50

W opisie algebraicznym, £ = (SN, A, V), gdzie

(kn)nEN A (In)neN = (min{km I”})neN i (kn)neN \ (/n)nEN = (max{km /"})neN'
przy czym max{co, m} = co oraz min{oco, m} = m dla kazdego m € Ny.
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Pojecie typu elementu beztorsyjnej grupy abelowe]

Uwaga 50

W opisie algebraicznym, £ = (SN, A, V), gdzie

(kn)nEN A (In)neN = (min{km I”})neN i (kn)neN \ (/n)nEN = (max{km /"})neN'
przy czym max{co, m} = co oraz min{oco, m} = m dla kazdego m € Ny.

| \

Uwaga 51

Relacja ~C SN x SN okreslona nastepujaco:
(kn)nGN ~ (/n)nGN = (VnGN(kn =00 &= OO) A |{” € N: k, 7é ln}| < OO)

Jjest kongruencja na kracie L.
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Pojecie typu elementu beztorsyjnej grupy abelowe]

Uwaga 50

W opisie algebraicznym, £ = (SN, A, V), gdzie

(kn)neN A (In)neN = (min{km I"})neN i (kn)neN \ (/n)nEN = (max{km /"})nEN'
przy czym max{co, m} = co oraz min{oco, m} = m dla kazdego m € Ny.

Uwaga 51

| \

Relacja ~C SN x SN okreslona nastepujaco:

(kn)nen ~ (h)nen & (V,,eN(k,, — o0&l =00)A|{neN: ky £ I} < oo)

Jjest kongruencja na kracie L.

Definicja 52

Krate ilorazowa L/ .. oznaczamy symbolem T, zas jej elementy nazywamy typami.
Moéwimy, ze element a beztorsyjnej grupy abelowej A ma typ t wéwczas, gdy
x(a) € t. Typ elementu a oznaczamy symbolem t(a).
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Pojecie typu elementu beztorsyjnej grupy abelowe]

Definicja 53

Grupe abelowa, w ktérej kazdy niezerowy element ma ten sam typ nazywamy
homogeniczna. Typem homogenicznej grupy A nazywamy typ jej dowolnego

niezerowego elementu. Fakt, ze grupa A ma typ t zapisujemy symbolicznie:
t(A) = t.

M. Woronowicz (WM UwB) ' \-grupy a (A)CR-grupy 16.10.2025

23 /40



Pojecie typu elementu beztorsyjnej grupy abelowe]

Definicja 53

Grupe abelowa, w ktérej kazdy niezerowy element ma ten sam typ nazywamy
homogeniczna. Typem homogenicznej grupy A nazywamy typ jej dowolnego
niezerowego elementu. Fakt, ze grupa A ma typ t zapisujemy symbolicznie:
t(A) = t.

Stwierdzenie 54

| \

Jezeli Ay i Ay sa podgrupami w Qt odpowiednio o typach t; i t,, to:

Hom(Al,Ag) =4 {0} <= t; < b.
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Pojecie typu elementu beztorsyjnej grupy abelowe]

Definicja 53

Grupe abelowa, w ktérej kazdy niezerowy element ma ten sam typ nazywamy
homogeniczna. Typem homogenicznej grupy A nazywamy typ jej dowolnego
niezerowego elementu. Fakt, ze grupa A ma typ t zapisujemy symbolicznie:
t(A) = t.

Stwierdzenie 54

| \

Jezeli Ay i Ay sa podgrupami w Q1 odpowiednio o typach t; i tp, to:

Hom(Al,Ag) =4 {0} <= t; < b.

| A

Twierdzenie 55

Istnieje nierozktadalna beztorsyjna AR-grupa G dowolnej skoriczonej rangi n > 3
taka, ze G nie jest CR-grupa oraz G /010G nie jest nil,-grupa.
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Przyktady SI-, Sly-, CR-, ACR- i AR-grup

Dowdd

Niech n € {4,5,...} i niech py,ps,...,pn € P beda parami rézne. Rozwazmy
dowolny (n — 1)-elementowy podziat {Py, Pa, ..., P,_1} zbioru P\ {p2, p3,- .., Pn}
taki, ze |P;| = oo dla kazdego i € {1,2,...,n— 1}. Niech ponadto:

A= <I_17 pE P,-> dla kazdego i € {1,2,...,n— 1},

1 n—1
A, = <?: pe P,,>,gdzie 2= |

i=2
oraz
‘ 1
A:@A; i G:A—|—<;(x1—|—x,-): i€ {2,3,...,n}>.
i=1 i
Wowczas G jest beztorsyjna grupa abelowa rangi n, {x1,xo,...,x,} jest

maksymalnym niezaleznym podzbiorem w G. Zauwazmy, ze kazdy element g
grupy G mozna zapisa¢ w postaci:
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Przyktady SI-, Sly-, CR-, ACR- i AR-grup

g = <31+Z§> X1+Z<a/ '>X17 (1)
i— Pi Pi

gdzie kp, ks, ..., k, € Z oraz a; € A; dla kazdego i € {1,2,...,n}. Ponadto

mG C A dla m:Hp,-. (2)
=2

Wezmy dowolne q1, qa, ..., q, € Q. Jezeli g = g1x1, to z (1) wynika, ze

G =a1+ 3, & oraz & = —a; € A; dla kazdego i € {2,3,...,n}, wiec & € Z
dla kazdego i € {2,3,. n} skad q; € A1 Analogicznie, jesli g = Z, 5 GiXi, to
>, ’;' =—a; € A Stad € A, W/gc € Z dla kazdego i € {2,3,...,n}.
Zatem q; = a; + p:_ € A d/a kazdego i € {2 3,...,n}. Wobec tego

(X0, X3, ..., xn) & = @A;x,- i (x;)¢ = Aix; dla kazdego i € {1,2,...,n}. (3)
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Przyktady SI-, Sly-, CR-, ACR- i AR-grup

Dowdd

Aby wykazac nierozktadalnosé grupy G, weZmy dowolne f € End(G). Dla kazdego
i€{1,2,...,n} istnigjg A\i1, Aia, - - -, A\in € Q takie, ze f(x;) = ZJ'.'ZI Ajx;. Stad
oraz na mocy (2) otrzymujemy, iz:

(—x,) Z —\jxj € A (4)

dla wszystkich p € P; i s € {0,1,2} takich, ze ;x; € (x;)¢. Zatem Ayj =0 dla
j>1, oraz \j =0 dla réznych i > 1, j < n. Wobec tego f(x1) = A1x1 € (x1)¢,
f(Xn) = ApnXn € <Xn>f oraz f(Xi) = NiiXi + AinXp € <XiaXn>>«(<; c <X27X37 s aXn>f
dlal < i< n, wiec z (3) wynika, iz \11 € A1, Aop € Az, ..., A\pn € A, Oraz

Ain € Ap dla 1l < i< n. W swietle (4) uzyskujemy wiec, ze A1, A\22, ..., Apn € Z
oraz A\jp € Z dlal < i < n. Zatem:

AiXi dlai=1lubi=n
f(xi) = . (5)
Aixi +0ix, dlal<i<n,
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Przyktady SI-, Sly-, CR-, ACR- i AR-grup

Dowdd

gdzie A, Aoy ..., Ao € Z i 83,03, ...,0n_1 € Z. Dalej, dla kazdego i € {1,2, ...,

istnieja «;, B; € Z takie, ze \j = ma; + ;. Stad

1 n
f (—(xl +x,,)> = <ﬂa1 + &) x1 + (ﬂan + B—) xn € G.
Pn Pn Pn Pn Pn

Ponadto = prOX, o D X, f (x1 + xn) € G, wiec Bu=Br ﬁl 2=Blx, € G. Wobec tego (3)
implikuje lstnlenle takiej v, € Z, ze Bn = Ynpn + 1 Zatem

An = Pn (pﬂna,, + 7,,) + B1. Podobnie uzasadnia sie, ze dla dowolnego
i€{2,3,...,n— 1} zachodzi:

f <i(x1 I X,')) = (mal + &> X1+ <ma,- + @) xi + ﬂxn €G
Pi Pi Pi Pi Pi Pi

m m B
—a1xq, —aixi, —(x1 + x;) € G.

oraz

n}
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Przyktady SI-, Sly-, CR-, ACR- i AR-grup

Dowéd

Wobec tego Z=8Lx; + % oxn € G. Stad oraz na mocy (3) otrzymujemy, ze
5’ ﬁl EA iw konsekwenq/ Bi = ~vipi + (1 dla pewnego y; € 7. Zatem

/\ = pi ( Yo+ fy,) + (1. Wobec tego wzér (5) mozna zapisac bardziej
precyzyjnie:

(mecy + b)xq dai=1
f(xi) =< (pici + b)x; +dix, dlal<i<n
(pncn + b)xn dla i = n,

gdzie b, c1, Gy ..., Cpy o, O3, ..., dn_1 € Z. Wezmy dowolne i € {2,3,...

Jezeli f = f of, to z (6) wynika, ze

(mcy + b)2 =mcy + b

(Pncn + b)? = ppc+ b

(pici + b)> = pici+ b ’
di((pici + b) + (pac + b)) =

16.10.2025
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Przyktady SI-, Sly-, CR-, ACR- i AR-grup

Dowéd

skad kazda sposréd liczb: mey + b, ppc, + b oraz pic; + b réwna jest 0 albo 1.
Zatézmy nie wprost, ze (pic; + b) # (pncn + b). Mamy do rozpatrzenia dwa
przypadki:

(1) pici+ b =0 oraz p,c, + b= 1. Wtedy b = —p,c;. Podstawienie tego do

2
pierwszego réwnania w (7) daje p; (m c— c,-) = mcl — ¢;. Jesli wiec

gcl ¢ #0, to= = ;cl — ¢j € Z, co jest niemozliwe. Dlatego = =G = 0,
czyli ¢; = —c1 Zatem b= —mcy, skad p,cn —mcy=1iw konsekwenql

pl = ¢y — 721 € Z, sprzecznosc,

(i) pici + b =1 oraz p,c, + b = 0. Wowczas b = —p,,c,, wiec pierwsze réwnanie

dane w (7) implikuje, ze p,,(P—”;cl —c)? = p—”:cl — ¢,. Zatozenie, iz p—";C1 —cn #0
prowadzi do wniosku, ze pl = pﬂcl — ¢y € 7, sprzecznos¢. Zatem ¢, = pﬂcl, skad
n n n

b = —mc;. Wobec tego pic; — mc; = 1, wiec % =c — §C1 € 7, sprzecznosc.

Dlatego (pic; + b) = (pacn + b). W swietle ostaniego réwnania w (7) wynika stad,
ze d; = 0. Dalej, jezeli p,cn+b=0imc; +b=1, to b= —p,c,, skad
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Przyktady SI-, Sly-, CR-, ACR- i AR-grup

Dowdd

pl = pﬂcl — Cp € 7, co jest niemozliwe. Jesli natomiast p,c, + b =1
imc+b=0, to b= —mcy, wiec pl =c,— pﬂcl € 7, sprzecznos¢. Zatem
PnCn + b= mcy + b, skad

mc; + b= ppc, + b= pici+ b€ {0,1} oraz d; = 0. (8)

Wobec tego id¢ jest jedynym niezerowym idempotentnym endomorfizmem grupy
G, co w swietle [12, p. 50, Lemma 2.1] oznacza, ze grupa G jest nierozkfadalna.
W celu opisania wszystkich mnozen pierscieniowych na G, rozwazmy dowolne

* € Mult(G) i k, I € {1,2,...,n}. Wowczas x, * x = > p_; &exe dla pewnych
&1,8,...,&, € Q, wiec z (2) wynika, iz

(3] ()= s

p'q° — P'q

dla wszystkich p,q € P i r,s € Ny takich, ze %xk € (xx)¢ oraz %x, € (x)C.
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Przyktady SI-, Sly-, CR-, ACR- i AR-grup

Dowdd
Stad

ij%xn I '7. 27 LRI =l
Xi*xj:{cjx dia i,j € {2.3,....n -1} ©)

0 dla pozostatych 4,5

gdzie ¢ € Q dla wszystkich i,j € {2,3,...,n—1}. Zatem
(G*xG)x G = G*(G*G)={0} i w konsekwencji pierscieri (G, *) jest faczny.
Wobec tego G jest AR-grupa. Rozwazmy funkcje ®: G x G — G okreslona

wzorem:
n n
(Z atxt) ® (Z ﬁtxt> = p2p30i2[33Xy
t=1 t=1

dla wszystkich oy, gz, ..., an, 081,52, ..., B, € Q takich, ze

St exe, > ey Bexe € G. Poprawnos¢ okreslenia funkcji ® wynika wprost ze
wzoru (1) i inkluzji Ay - As C A,. Standardowe sprawdzenie pokazuje, iz jest ona
addytywna w obu argumentach oraz ze x, ® x3 = X, i X3 ® xp = 0. Zatem (G, ®)
Jjest nieprzemiennym pierscieniem i w konsekwencji G nie jest CR-grupa.
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Przyktady SI-, Sly-, CR-, ACR- i AR-grup

Pozostatfo udowodni¢, ze G/OG nie jest nil,-grupa. Na mocy (9) oraz (3)
uzyskujemy, ze 1G C A,x,. W celu wykazania inkluzji przeciwnej, wezmy dowolne
J€1{2,3,...,n—1} i rozwazmy funkcje ©®: G x G — G okreslong wzorem:

(Z atXt> © (Z ﬂtxt> = Pjgajﬂjxn
=1 t=1

dla wszystkich a1, az, ..., an, 01, B2, .., Bn € Q takich, ze

St xe, > vy Bexe € G. Analogicznie jak wezesniej uzasadnia sig, ze

© € Mult(G). Zauwazmy, ze p; Aix, = (Ajx;) © (Ajx;) € OG. Ponadto

(plj(xl —|—XJ)) ® (%(xl —|—xj)) = x,, wiec Zx, C OG. Stad (Z—|— pJ?AJ?) x, C OG.
Wezmy dowolne w € Z i u € N takie, ze NWD(w,u) =1i % ¢ AJ?. Wtedy p; { u,
wiec istnieja K, L € Z takie, ze w = Lu + Kpf. Zatem 7 = L+ pjz% €L+ pjzAJ?,
skad A? C 7+ p? A?. Oczywiscie prawdziwa jest takze inkluzja przeciwna, wigc
7+ pJ-2A12- = Af. Stad AJ?X,, C OG. Ponadto, A, = ZJ'.:; AJ?, wiec A,x, C OG

i w konsekwencji (0G = Apx,. Zatem G/00G = H @ Z(p,), gdzie
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Przyktady SI-, Sly-, CR-, ACR- i AR-grup

1

H= (@A;) +<%(x1+x,-): i€{2,3,...,n—1}>.

i=1
Stad G/OG nie jest nil,-grupa. O
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Przyktady SI-, Sly-, CR-, ACR- i AR-grup

1

H= (é_éA;) +<%(x1+x,-): i€{2,3,...,n—1}>.

i=1
Stad G/OG nie jest nil,-grupa. O

Uwaga 56

Dla n = 3 grupa G skonstruowana w dowodzie Twierdzenia 55 jest nierozkfadalna
CR-grupa taka, ze G/OIG nie jest nil,-grupa oraz kazdy pierscien R o grupie
addytywnej G spetnia warunek R = {0}.
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Przyktady SI-, Sly-, CR-, ACR- i AR-grup

(@A) < (x1 +x): ie{2,3,...,n—1}>.

Stad G/OG nie jest nil,-grupa. O

Uwaga 56
Dla n = 3 grupa G skonstruowana w dowodzie Twierdzenia 55 jest nierozkfadalna
CR-grupa taka, ze G/OIG nie jest nil,-grupa oraz kazdy pierscien R o grupie
addytywnej G spetnia warunek R = {0}.

Twierdzenie 57

| A

Istnieje nierozktadalna beztorsyjna ACR-grupa G dowolnej skoriczonej rangi n > 2
taka, ze G nie jest CR-grupa, 0,G = OG oraz G/OG nie jest nil,-grupa.
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Przyktady SI-, Sly-, CR-, ACR- i AR-grup

Idea dowodu

Dla dowolnego n € {2,3,...}, dowolnych parami réznych py, pa,...,p, € P oraz

dowolnego (n — 1)-elementowego podziatu {P, P, Ps, ..., P,_1} zbioru

P\ {p1, p2,--.,Pn} takiego, ze |P;| = |P| = oo dla kazdego i € {2,3,...,n—1}
+ +

definiujemy: A; = [%} , Ap = <%J: pE P> oraz A; = [%: pePuU P,-} przy

czym i przebiega zbiér {2,3,...,n— 1}. Niech ponadto A = @ _, A; oraz

G=A+<1_(x1+x,-);;6{2,3,...,n}>.

1

Wtedy G jest nierozktadalna beztorsyjna ACR-grupa rangi n niebedaca CR-grupa
i taka, ze G/OG nie jest nil,-grupa. W szczegélnosci, OG = 0,G = @;:11 Aix;

oraz G/OG 2 A, & D, Z(pi)
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Przyktady SI-, Sly-, CR-, ACR- i AR-grup

Idea dowodu

Dla dowolnego n € {2,3,...}, dowolnych parami réznych py, pa,...,p, € P oraz

dowolnego (n — 1)-elementowego podziatu {P, P, Ps, ..., P,_1} zbioru

P\ {p1, p2,--.,Pn} takiego, ze |P;| = |P| = oo dla kazdego i € {2,3,...,n—1}
+ +

definiujemy: A; = [%} , Ap = <%J: pE P> oraz A; = [%: pePuU P,-} przy

czym i przebiega zbiér {2,3,...,n— 1}. Niech ponadto A = @ _, A; oraz

G:A+<1_(x1+x,-);;6{2,3,...,n}>.

1

Wtedy G jest nierozktadalna beztorsyjna ACR-grupa rangi n niebedaca CR-grupa
i taka, ze G/OG nie jest nil,-grupa. W szczegélnosci, OG = 0,G = @;:11 Aix;

oraz G/OG 2 A, & D, Z(pi)

Twierdzenie 58

Istnieje nierozktadalna beztorsyjna CR-grupa G dowolnej skoriczonej rangi n > 2
taka, ze G/OG nie jest nil,-grupa.

| A
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Przyktady SI-, Sly-, CR-, ACR- i AR-grup

Idea dowodu

Niech n > 2 bedzie liczba naturalna, zas po, p1, p2, - - -, Pn — parami réznymi

+
liczbami pierwszymi. Dla kazdego i € {1,2,...,n} definiujemy: A; = [%} . Niech
ponadto A = @;_, A; oraz G = A+ <%(x1 +x):i€1{2,3,... n}> Wtedy G jest

nierozktadalng CR-grupa rangi n taka, ze 1G = A, skad G/0G = @:-:11 Z(po)-

16.10.2025 35 /40
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Przyktady SI-, Sly-, CR-, ACR- i AR-grup

Idea dowodu

Niech n > 2 bedzie liczba naturalna, zas po, p1, p2, - - -, Pn — parami réznymi

+
liczbami pierwszymi. Dla kazdego i € {1,2,...,n} definiujemy: A; = [pl} . Niech
ponadto A= @"_; A oraz G = A+ <%(X1 +x): i €{2,3,... n}> Wtedy G jest

nierozktadalng CR-grupa rangi n taka, ze 1G = A, skad G/0G = @:-:11 Z(po)-

Twierdzenie 59

Beztorsyjna grupa abelowa G rangi dwa jest ACR-grupa niebedaca CR-grupa
wtedy i tylko wtedy, gdy G = Gy @ Gy dla pewnych nietrywialnych podgrup Gy
oraz Gy grupy G takich, ze zachodzi doktadnie jeden z dwdch nastepujacych
przypadkow:
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Przyktady SI-, Sly-, CR-, ACR- i AR-grup

Idea dowodu

Niech n > 2 bedzie liczba naturalna, zas po, p1, p2, - - -, Pn — parami réznymi

+
liczbami pierwszymi. Dla kazdego i € {1,2,...,n} definiujemy: A; = [pl} . Niech
ponadto A= @"_; A oraz G = A+ <%(X1 +x): i €{2,3,... n}> Wtedy G jest

nierozktadalng CR-grupa rangi n taka, ze 1G = A, skad G/0G = @:-:11 Z(po)-

Twierdzenie 59

Beztorsyjna grupa abelowa G rangi dwa jest ACR-grupa niebedaca CR-grupa
wtedy i tylko wtedy, gdy G = Gy @ Gy dla pewnych nietrywialnych podgrup Gy
oraz Gy grupy G takich, ze zachodzi doktadnie jeden z dwdch nastepujacych
przypadkow:

Q t(G)?=1t(G), t(G})® > t(G}), H(G;) - t(G;) = t(G;) dla pewnych i,j € {1,2};
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Przyktady SI-, Sly-, CR-, ACR- i AR-grup

Idea dowodu
Niech n > 2 bedzie liczba naturalna, zas po, p1, p2, - - -, Pn — parami réznymi

+
liczbami pierwszymi. Dla kazdego i € {1,2,...,n} definiujemy: A; = [pl} . Niech
ponadto A= @"_; A oraz G = A+ <%(X1 +x): i €{2,3,... n}> Wtedy G jest
nierozktadalng CR-grupa rangi n taka, ze 1G = A, skad G/0G = @:-:11 Z(po)-

Twierdzenie 59

Beztorsyjna grupa abelowa G rangi dwa jest ACR-grupa niebedaca CR-grupa
wtedy i tylko wtedy, gdy G = Gy @ Gy dla pewnych nietrywialnych podgrup Gy
oraz Gy grupy G takich, ze zachodzi doktadnie jeden z dwdch nastepujacych
przypadkow:

Q t(G)?=1t(G), t(G})® > t(G}), H(G;) - t(G;) = t(G;) dla pewnych i,j € {1,2};
Q t(G)? > t(G), t(G})? > t(G}) oraz (G;) - t(G;) = t(G;) dla pewnych
i,j € {1,2} takich, ze i % J.
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Beztorsyjne CR- i AR-grupy rangi dwa

Twierdzenie 60

Dla dowolnej bestorsyjnej grupy abelowej G rangi dwa nastepujace warunki sa
réwnowazne:

M. Woronowicz (WM UwB) ' \-grupy a (A)CR-grupy
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Beztorsyjne CR- i AR-grupy rangi dwa

Twierdzenie 60

Dla dowolnej bestorsyjnej grupy abelowej G rangi dwa nastepujace warunki sa
réwnowazne:

@ G nie jest AR-grupa;
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Beztorsyjne CR- i AR-grupy rangi dwa

Twierdzenie 60

Dla dowolnej bestorsyjnej grupy abelowej G rangi dwa nastepujace warunki sa
réwnowazne:

@ G nie jest AR-grupa;
@ G nie jest CR-grupa;
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Beztorsyjne CR- i AR-grupy rangi dwa

Twierdzenie 60

Dla dowolnej bestorsyjnej grupy abelowej G rangi dwa nastepujace warunki sa
réwnowazne:

@ G nie jest AR-grupa;
@ G nie jest CR-grupa;

@ G = G ® Gy, przy czym Gy # {0}, G, # {0} oraz t(G;) - t(G;) = t(G;) dla
pewnych i,j € {1,2} takich, ze i # j;
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Beztorsyjne CR- i AR-grupy rangi dwa

Twierdzenie 60

Dla dowolnej bestorsyjnej grupy abelowej G rangi dwa nastepujace warunki sa
réwnowazne:

@ G nie jest AR-grupa;

@ G nie jest CR-grupa;

@ G = G ® Gy, przy czym Gy # {0}, G, # {0} oraz t(G;) - t(G;) = t(G;) dla
pewnych i,j € {1,2} takich, ze i # j;

Q G = H, @ H,, gdzie Hy i Ho s3 takimi nietrywialnymi podgrupami w QF, ze
n(Hy - Hy) C H, dla pewnego n € N;
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Beztorsyjne CR- i AR-grupy rangi dwa

Twierdzenie 60

Dla dowolnej bestorsyjnej grupy abelowej G rangi dwa nastepujace warunki sa
réwnowazne:

@ G nie jest AR-grupa;

@ G nie jest CR-grupa;

@ G = G ® Gy, przy czym Gy # {0}, G, # {0} oraz t(G;) - t(G;) = t(G;) dla
pewnych i,j € {1,2} takich, ze i # j;

Q G = H, @ H,, gdzie Hy i Ho s3 takimi nietrywialnymi podgrupami w QF, ze
n(Hy - Hy) C H, dla pewnego n € N;

Q G jest grupa addytywna pewnego nietfacznego i jednoczesnie nieprzemiennego
pierscienia.

y
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Beztorsyjne CR- i AR-grupy rangi dwa

Twierdzenie 60

Dla dowolnej bestorsyjnej grupy abelowej G rangi dwa nastepujace warunki sa
réwnowazne:

G nie jest AR-grupa;

G nie jest CR-grupa;

G = G1 ® Gy, przy czym Gy # {0}, G, # {0} oraz (G;) - t(G;) = t(G;) dla
pewnych i,j € {1,2} takich, ze i # j;

G = H, ® H,, gdzie Hy i Hy s3 takimi nietrywialnymi podgrupami w Q*, ze
n(Hy - Hy) C H, dla pewnego n € N;

G jest grupa addytywna pewnego nietacznego i jednoczesnie nieprzemiennego
pierscienia.

© © o000

| \

Whiosek 61

Warunki CR i AR sa réwnowazne dla beztorsyjnych grup abelowych rangi dwa.
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Beztorsyjne ACR-grupy rangi dwa

Twierdzenie 62

Dla dowolnej bestorsyjnej grupy abelowej G rangi dwa nastepujace warunki sa
réwnowazne:
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Beztorsyjne ACR-grupy rangi dwa

Twierdzenie 62

Dla dowolnej bestorsyjnej grupy abelowej G rangi dwa nastepujace warunki sa
réwnowazne:

@ G nie jest ACR-grupa;
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Beztorsyjne ACR-grupy rangi dwa

Twierdzenie 62

Dla dowolnej bestorsyjnej grupy abelowej G rangi dwa nastepujace warunki sa
réwnowazne:

@ G nie jest ACR-grupa;

Q@ G = Gy ® Gy, gdzie Gy i Gy sa nietrywialnymi podgrupami grupy G
spetniajacymi warunki t(G;)? = t(G;) oraz t(G;) - t(G;) = t(G;) dla pewnych
i,j € {1,2} takich, ze i # j;
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Beztorsyjne ACR-grupy rangi dwa

Twierdzenie 62

Dla dowolnej bestorsyjnej grupy abelowej G rangi dwa nastepujace warunki sa
réwnowazne:

@ G nie jest ACR-grupa;

Q@ G = Gy ® Gy, gdzie Gy i Gy sa nietrywialnymi podgrupami grupy G
spetniajacymi warunki t(G;)? = t(G;) oraz t(G;) - t(G;) = t(G;) dla pewnych
i,j € {1,2} takich, ze i # j;

© G = H; ® H, dla pewnych nietrywialnych podgrup Hy i Hy grupy QT takich,
ze Hy nie jest nil-grupa oraz n(Hy - Hy) C H, dla pewnego n € N;
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Beztorsyjne ACR-grupy rangi dwa

Twierdzenie 62

Dla dowolnej bestorsyjnej grupy abelowej G rangi dwa nastepujace warunki sa
réwnowazne:

@ G nie jest ACR-grupa;

Q@ G = Gy ® Gy, gdzie Gy i Gy sa nietrywialnymi podgrupami grupy G
spetniajacymi warunki t(G;)? = t(G;) oraz t(G;) - t(G;) = t(G;) dla pewnych
i,j € {1,2} takich, ze i # j;

© G = H; ® H, dla pewnych nietrywialnych podgrup Hy i Hy grupy QT takich,
ze Hy nie jest nil-grupa oraz n(Hy - Hy) C H, dla pewnego n € N;

@ istniejag dwa niezalezne elementy x,y € G, faczny piersciei R = (G, -) oraz
nietrywialny homomorfizm f: G — (N(G))" takie, ze x - y = f(x)y lub
x-y=f(y)x, przy czym N(G) =7Z + [%: peEPAG :pG]
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Beztorsyjne ACR-grupy rangi dwa

Twierdzenie 62

Dla dowolnej bestorsyjnej grupy abelowej G rangi dwa nastepujace warunki sa
réwnowazne:
@ G nie jest ACR-grupa;
Q@ G = Gy ® Gy, gdzie Gy i Gy sa nietrywialnymi podgrupami grupy G
spetniajacymi warunki t(G;)? = t(G;) oraz t(G;) - t(G;) = t(G;) dla pewnych
i,j € {1,2} takich, ze i # j;
© G = H; ® H, dla pewnych nietrywialnych podgrup Hy i Hy grupy QT takich,
ze Hy nie jest nil-grupa oraz n(Hy - Hy) C H, dla pewnego n € N;

@ istniejag dwa niezalezne elementy x,y € G, faczny piersciei R = (G, -) oraz
nietrywialny homomorfizm f: G — (‘)’I(G))+ takie, ze x - y = f(x)y lub
x-y=f(y)x, przy czym N(G) =7Z + [l—l): peEPAG :pG]

Uwaga 63

N(G)={qeQ: gG C G}.
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