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Twierdzenie (Sourour). Niech F będzie ciałem, natomiast
αi , βi ∈ F , 1 ⩽ i ⩽ n. Jeśli A ∈ Mn(F ) jest macierzą nieosobliwą,
nieskalarną, taką, że

∏n
i=1 βiγi = det A, to istnieją macierze B, C o

wartościach własnych β1, ..., βn, oraz γ1, ..., γn, odpowiednio takie,
że A = BC . Ponadto, można wybrać B, C w taki sposób, że w
pewnej bazie B będzie dolnotrójkątna, a C górnotrójkątna.
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Niech G będzie grupą.
Niech ⋆ oznacza pewną własność, którą mogą posiadać elementy z A.

Przykład. ⋆ może oznaczać np. diagonalizowalność, bycie inwolucją,
idempotentem, komutatorem ...

Problem. Jakie elementy mogą być wygenerowane przez elementy z
własnością ⋆?
Czy elementy z własnością ⋆ mogą generować podgrupę G?
Podpółgrupę G?
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Niech F będzie ciałem i

Tn(F ) =




a11 a12 a13 a14 ··· a1n
a22 a23 a24 ··· a2n

a33 a34 ··· a3n

. . .
...

...
an−1,n−1 an−1,n

ann

 : aij ∈ F



T∞(F ) =


 a11 a12 a13 a14 ···

a22 a23 a24
a33 a34

a44

. . .

 : aij ∈ F


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Definicja. Niech A ∈ T∞(F ). Jeśli istnieje X ∈ T∞(F ) taka, że
X −1AX jest macierzą diagonalną, to mówimy, że A jest
diagonalizowalna (w T∞(F )).
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Twierdzenie (Sł). Niech F będzie ciałem o co najmniej 3
elementach. Każda odwracalna macierz z T∞(F ) może być
przestawiona w postaci iloczynu (co najwyżej) 4 macierzy
diagonalizowalnych.

Wniosek (Sł). Niech F będzie ciałem o co najmniej 3 elementach
oraz n ∈ N. Każda odwracalna macierz z Tn(F ) może być
przestawiona w postaci iloczynu (co najwyżej) 4 macierzy
diagonalizowalnych.
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Problem. Czy to samo można powiedzieć o macierzach
nieodwracalnych?

Twierdzenie (Alahmadi et al.). Niech R będzie pierścieniem
oraz niech n ∈ N. Każda macierz ściśle górnotrójkątna A ∈ Tn(F ) jest
iloczynem (co najwyżej) n macierzy górnotrójkątnych
idempotentnych.
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Twierdzenie (Sł). Macierz

J∞(0) =



0 1 0 0 0 · · ·
0 1 0 0

0 1 0
0 1

0
. . .
. . .


nie może być przedstawiona w postaci iloczynu macierzy
diagonalizowalnych w T∞(F ).
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W szczególności

Twierdzenie (Sł). Niech F będzie dowolnym ciałem, a n ∈ N.
1 Macierz A ∈ T∞(F ), o zerowej głównej przekątnej, jest

iloczynem dwóch macierzy diagonalizowalnych w T∞(F ) wtedy i
tylko wtedy, gdy A2 = 0.

2 Macierz A ∈ Tn(F ), o zerowej głównej przekątnej, jest iloczynem
dwóch macierzy diagonalizowalnych w Tn(F ) wtedy i tylko
wtedy, gdy A2 = 0.
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Rozważmy macierze o wyznacznikach ze zbioru {±1}.

Twierdzenie (Gustafson et al.). Każda macierz kwadratowa nad
ciałem, której wyznacznik jest równy ±1, jest iloczynem (co
najwyżej) 4 inwolucji.
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Uwaga. Zbiór macierzy (górno)trójkątnych, których elementy
diagonalne pochodzą ze zbioru {±1} tworzy grupę.

Twierdzenie (Sł; Bien et al.). Każda N × N macierz trójkątna
zdefiniowana nad ciałem, której elementy diagonalne są równe ±1,
jest iloczynem (co najwyżej) 4 inwolucji.
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x jest inwolucją ⇒ x spełnia q(x) := x2 − 1 = 0

Problem. Czy podobna własność jest spełniona dla innych równań
(nie)kwadratowych?
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A - algebra nad ciałem F
q(x) = a2x2 + a1x + a0, a2 ̸= 0

Definicja. Jeśli element a ∈ A spełnia równanie q(a) = 0, to
powiemy, że a jest kwadratowy względem q(x), lub krótko, że a jest
q(x)-kwadratowy.

Przykład.
• inwolucje są q(x)-kwadratowe dla q(x) = x2 − 1
• macierze spełniające A2 = −I są q(x)-kwadratowe dla

q(x) = x2 + 1
• macierze spełniające (A − I)2 = 0 są q(x)-kwadratowe dla

q(x) = (1 − x)2
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Twierdzenie (Gustafson et al.;Gustafson). Każda macierz
stopnia n o wyznaczniku ±1, zdefiniowana nad ciałem jest iloczynem
co najwyżej 4 macierzy q(x)-kwadratowych, gdzie q(x) = x2 − 1.

Twierdzenie (Wang, Wu). Macierz A (stopnia n) może być
przestawiona w postaci iloczynu macierzy q(x)-kwadratowych dla
q(x) = (1 − x)2 wtedy i tylko wtedy, gdy det(A) = 1.
W tym przypadku, minimalna liczba macierzy potrzebnych do
rozkładu wynosi 1 dla n = 1; 3 dla n = 2; oraz 4 dla n ⩾ 3.
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Twierdzenie (Bien et al.; Thuy et al.). Każda N × N macierz
trójkątna, której elementy diagonalne są postaci λsi

1 λti
2 , gdzie

si + ti = k dla każdego i ∈ N, λ1, λ2 ̸= 0, może być zapisana jako
iloczyn k q(x)-kwadratowych macierzy, gdzie
q(x) = (x − λ1)(x − λ2).

Problem. Co się dzieje w przypadku, gdy λ1λ2 = 0?
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λ1 = 0, λ2 = 1 ⇒ x jest idempotentem

Twierdzenie (Erdös). Każda macierz osobliwa stopnia n może być
zapisana w postaci iloczynu macierzy idempotentnych.
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Twierdzenie (Alahmadi et al.). Niech R będzie pierścieniem
oraz niech n ∈ N. Każda macierz ściśle górnotrójkątna (tzn. z 0-ami
na głównej przekątnej) A ∈ Tn(R) jest iloczynem n idempotentnych,
trójkątnych macierzy.

Jn(0) =
[

In−1 eT
n−1

0 0

] [
Jn−1(0) 0

0 1

]
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Twierdzenie (Sł). Macierz

J∞(0) =



0 1 0 0 0 · · ·
0 1 0 0

0 1 0
0 1

0
. . .
. . .


nie może być przedstawiona w postaci iloczynu macierzy
q0,1(x)-kwadratowych z T∞(F ).
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Istnieją macierze w T∞(F ), które nie są nilpotentne, ale są
iloczynami idempotentów.

Przykład. Macierz

A =


0 1 1 0 0 0 ···

0 0 0 0 0
0 1 1 0

0 0 0
0 1

0
. . .


(która nie jest nilpotentna) jest iloczynem następujących nilpotentów

E1 =


1 1 0 0 0 0 ···

0 0 0 0 0
1 1 0 0

0 0 0
1 1

0
. . .

 , E2 =


0 0 0 0 0 0 ···

1 1 0 0 0
0 0 0 0

1 1 0
0 0

1
. . .

 .
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Problem. Co można powiedzieć w przypadku, gdy λ1 = λ2 = 0?
(q(x) = x2)
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Twierdzenie (Novak). Każda n × n macierz rzędu nie większego
niż n

2 jest iloczynem (co najwyżej) 3 macierzy o zerowym kwadracie.

Twierdzenie (Truong, Sł). Niech F będzie dowolnym ciałem, a
m ∈ N dowolną liczbą. Macierz Jm

∞(0) nie może być zapisana jako
iloczyn macierzy o zerowym kwadracie z T∞(F ).
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Dla dowolnej liczby k ∈ N, k ⩾ 2, istenieją macierze w T∞(F ), które
nie są nilpotentne, ale są iloczynami k macierzy o zerowym
kwadracie.

Przykład. Niech

Si =
∞∑

n=0
ei+nk,i+1+nk dla i = 1, 2, . . . , k.

Mamy S2
i = 0, ale

k∏
i=1

Si =
∞∑

n=0
e1+nk,1+(n+1)k ,

oraz m-ta potęga tego iloczynu jest równa

∞∑
n=0

ei+nk,i+m(n+1)k ̸= 0.
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(x) =

n∏
i=1

(x − λi).

Problem. Co można powiedzieć o iloczynach macierzy spełniających
tożsamość q(x) = 0?
Czy tworzą grupę/półgrupę?

Niech
Z∞(q(x)) = {A ∈ T∞(F ) : q(A) = 0}

oraz
Zk(q(x)) = {A ∈ Tk(F ) : q(A) = 0} .
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Uwaga. Niech F będzie ciałem i niech λi ∈ F , 1 ⩽ i ⩽ n, n ⩾ 3.
Jeśli macierz A może być przedstawiona jako iloczyn k macierzy
qλj ,λℓ

(x)-kwadratowych, to może być również przedstawiona jako
iloczyn k lub mniej macierzy z Z∞(q{λi }n

i=1
(x)).
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całkowitymi oraz λi , dla 1 ⩽ i ⩽ n, będą niezerowymi elementami F .
Ponadto, niech A = [aij ] będzie macierzą z T∞(F ). Załóżmy, że
aii =

∏n
j=1 λj ri

j , gdzie
∑n

u=1 uri = r . Jeśli dla każdego i istnieją co
najmniej trzy indeksy j takie, że j ri ⩾ 1 albo istnieją co najmniej dwa
indeksy j takie, że j ri ⩾ 2, to A może być zapisana w postaci iloczynu
r macierzy z Z∞(q{λi }n

i=1
(x)).

Wniosek (Truong, Sł). Niech n, k ⩾ 2, r ⩾ 3, będą liczbami
całkowitymi oraz λi , dla 1 ⩽ i ⩽ n, będą niezerowymi elementami F .
Ponadto, niech A = [aij ] będzie macierzą z Tk(F ). Załóżmy, że
aii =

∏n
j=1 λj ri

j , gdzie
∑n

u=1 uri = r . Jeśli dla każdego i istnieją co
najmniej trzy indeksy j takie, że j ri ⩾ 1 albo istnieją co najmniej dwa
indeksy j takie, że j ri ⩾ 2, to A może być zapisana w postaci iloczynu
r macierzy z Zk(q{λi }n

i=1
(x)).
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Niech q(x) =
∏n

i=1(x − λi) będzie dowolnym wielomianem stopnia n
nad F , n ≥ 2, oraz k ≥ 2.

Uwaga. Zbiory Z∞(q{λi }n
i=1

(x)), Zk(q{λi }n
i=1

(x)) są półgrupami.

Uwaga. Zbiory Z∞(q{λi }n
i=1

(x)), Zk(q{λi }n
i=1

(x)) są półgrupami z
jedynką wtedy i tylko wtedy, gdy λi = 1 dla pewnego indeksu i .

Uwaga. Zbiory Z∞(q{λi }n
i=1

(x)), Zk(q{λi }n
i=1

(x)) są grupami wtedy i
tylko wtedy, gdy {λi} tworzy grupę.
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Definicja. Wielomian q(x), stopnia n, nazywamy palindromicznym,
jeśli

xnq
(

1
x

)
= q(x).

Definicja. Wielomian q(x), stopnia n, nazywamy
antypalindromicznym, jeśli

xnq
(

1
x

)
= −q(x).
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1 ⩽ i ⩽ n, będą niezerowymi elementami F takimi, że {λi}n
i=1 jest

grupą (multiplikatywną), natomiast q(x) będzie wielomianem
palindromicznym lub antypalindromicznym. Ponadto, niech A = [aij ]
będzie macierzą z T∞(F ). Wtedy A jest iloczynem macierzy z
Z∞(q{λi }n

i=1
(x)) wtedy i tylko wtedy, gdy q{λi }n

i=1
(aii) = 0 dla

wszystkich i ⩾ 1. Ponadto, każda taka macierz A może być zapisana
w postaci iloczynu co najwyżej 4 macierzy z Z∞(q{λi }n

i=1
(x)).

Wniosek (Truong, Sł). Niech n, k ⩾ 2, oraz niech λi , 1 ⩽ i ⩽ n,
będą niezerowymi elementami F takimi, że {λi}n

i=1 jest grupą
(multiplikatywną), natomiast q(x) będzie wielomianem
palindromicznym lub antypalindromicznym. Ponadto, niech A = [aij ]
będzie macierzą z Tk(F ). Wtedy A jest iloczynem macierzy z
Zk(q{λi }n

i=1
(x)) wtedy i tylko wtedy, gdy q{λi }n

i=1
(aii) = 0 dla

wszystkich i ⩾ 1. Ponadto, każda taka macierz A może być zapisana
w postaci iloczynu co najwyżej 4 macierzy z Zk(q{λi }n

i=1
(x)).
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Przykład. Niech F = C oraz q(x) = x2 + 1. Wtedy λ1 = i ,
λ2 = −i .
Załóżmy, że A = [aij ] ∈ T∞(F ) jest taka, że ajj = 1 dla wszystkich j .
Faktoryzacja elementów diagonalnych ajj = −i · i wymaga dwóch
czynników. Jednak w twierdzeniu mamy r ⩾ 3, więc w
rzeczywistości potrzebujemy 4 czynników (1 = (−i)2i2), aby wyrazić
dowolną macierz A w postaci odpowiedniego iloczynu.
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Przykład. Niech q(x) = x2 + 1.
• Każda macierz z T∞(F ), której elementy na głównej przekątnej

są równe ±i jest iloczynem 5 macierzy z Z∞(q{λi }n
i=1

(x)).
• Każda macierz z T∞(F ), której elementy na głównej przekątnej

są równe ±1 jest iloczynem 4 macierzy z Z∞(q{λi }n
i=1

(x)).
• Ponieważ każda faktoryzacja liczb ±i w postaci iloczynu ±i

wymaga nieparzystej liczby czynników, podczas, gdy każda
faktoryzacja ±1 wymaga parzystej liczby czynników, macierze,
które na głównej przekątnej posiadają elementy ±i , jak i ±1 nie
mogą być przedstawione jako iloczyny macierzy z
Zk(q{λi }n

i=1
(x)).
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Przykład. Niech q(x) = (x − i)(x + i)(x − 2).
Wtedy

A =
[ −2 0 2i −2i

−2 2i −2i
−2 0

−2

]
jest iloczynem macierzy

B1 =
[ i −2i 1+2i −1−2i

−i 1+2i −1−2i
i −2i

−i

]
, B2 =

[ i 3−i −3+i 3−i
2 −2+i 3−i

i 3−i
2

]
,

B3 =
[ 2 −1−i 1+i −1−i

−i 2+i −1−i
2 −1−i

−i

]
,

takich że B1, B2, B3 ∈ Z4(q(x)).

Ponieważ Aii = −2, w tym przypadku liczba czynników nie może być mniejsza
niż 3.
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Przykład. Tym razem q(x) = (x − i − 1)(x + i − 1)(x − 2).

x1 = 1 + i , x2 = 1 − i , x3 = 2, x1x2 = x3

Macierz

A =
[ 2 1−i 1−2i 1−2i 1−2i

2 1+i 2i −1+2i
2 1−i 1−2i

2 1+i
2

]
jest iloczynem macierzy

B1 =
[ 1−i 1−2i 1−2i 1−2i 1−2i

1+i 2i −1+2i −1+2i
1−i 1−2i 1−2i

1+i 2i
1−i

]
, B2 =

[ 1+i 2i −1+2i −1+2i −1+2i
1−i 1−2i 1−2i 1−2i

1+i 2i −1+2i
1−i 1−2i

1+i

]
,

gdzie B1, B2 ∈ Z5(q(x)).
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Przykład. Załóżmy, że element λ ∈ F \ {0} jest beztorsyjny.
Niech

q(x) = (x − λ)(x − 1)n, n ⩾ 1.

Wtedy dowolna macierz A = [aij ] ∈ T∞(F ) taka, że aii = λr może
być zapisana w postaci iloczynu r + 2 macierzy z Zk(q(x)), i liczba
czynników nie może być mniejsza niż r .
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