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Definicja
Para (X, r), gdzie X jest niepustym zbiorem, a r: X x X — X x X jest

teoriozbiorowym rozwigzaniem réwnania Yanga—Baxtera, gdy na X x X x X
spetniona jest réwnos¢

(r xid)(id xr)(r x id) = (id xr)(r x id)(id xr). (YB)

Notacja: r(x,y) = (A(¥), py(x)), gdzie Ac,px: X = X

Rozwiazanie jest

1) lewostronnie (prawostronnie) niezdegenerowane, gdy A : X — X
(px : X = X) jest bijekcja dla dowolnego x € X,

2) niezdegenerowane, gdy jest prawostronnie oraz lewostronnie
niezdegenerowane,

2) bijektywne, gdy r jest bijekcja.



Przyktady

1) (X,idxxx) jest bijektywnym rozwiazaniem réwnania (YB), ktére nie jest
lewostronnie ani prawostronnie niezdegenerowane.

2) Niech f, g : X — X bed3 bijekcjami na zbiorze X. Wtedy (X, r) zadane jako

r(x,y) = (f(y),8(x))

jest (niezdegenerowanym) rozwigzaniem wtedy i tylko wtedy, gdy fg = gf.
3) Gdy G jest grupa, (G, r) takie, ze

r(x.y) = (v,y 'xy)

jest bijektywnym oraz niezdegenerowanym rozwigzaniem.



Przyktad - motywacja

Pétgrupa S jest inwersyjna, gdy dla dowolnego s € S istnieje doktadnie jeden
element, oznaczany przez s~ taki, ze sTssT =s~ orazss s =s.
Definicja
Tréjke (S, +, o) nazywamy staba klamerka, gdy S zbiorem z dwoma
dziataniami takimi, ze (S, +) oraz (S, o) sa pétgrupami inwersyjnymi takimi, ze
xo(y+z)=xo0oy—x+xoz,
XoXx =-—X-4+x

dla dowolnych x,y,z € S, gdzie —x oraz x~ to odwrotnosci x w (S, +) oraz

(5,0). Wtedy
A(y) ==x+xoy, px)=A(y) oxoy

jest rozwiazaniem réwnania Yanga—Baxtera.

staba klamerka, w ktérej jest doktadnie jeden idempotent «~ sko$na klamerka



Przyktad

Gdy S jest potgrupa Clifforda, tzn. inwersyjng pétgrupa, w ktérej dla
dowolnego x € S zachodzi xx~ = x™ x, to (S, +, o) takie, ze

X+y=xo0y

dla dowolnych x,y € S jest staba klamerka.
Woéwczas stowarzyszone z nig rozwiazanie jest postaci

r(x,y) =(xoex"oy,y  oxoy)

dla dowolnych x,y € S.



Przyktad - wtasnosci rozwigzan

Twierdzenie (Catino, Mazzotta, Miccoli, Stefanelli)
Dla dowolnej stabej klamerki (S, +, o) pétgrupa (S, +) jest pétgrupa Clifforda.

Gdy dodatkowo takze (S, o) jest pétgrupa Clifforda, to staba klamerka jest
nazywana dualng stabg klamerka.

Obserwacja
Dla dowolnego rozwigzania r pochodzacego od stabej klamerki (S, +, o)
zachodzi

rPr=r, rPr®=r" rr® =r" r,

gdzie r°f to rozwiazanie pochodzace od (S, +%,0), gdzie dla dowolnych
a,be Smamy a+® b=>b+ a.



Przyktad - wtasnosci rozwigzan

Stwierdzenie

Dla dowolnej dualnej stabej klamerki (S, +, o) zbiory A(S) = {A«|x € S} oraz
p(S) = {px|x € S} sa podpétgrupami Clifforda w monoidzie S° sktadajacym
sie ze wszystkich funkcji S — S.

Whiosek
Dla dowolnego rozwiazania r(x,y) = (A«(y), py(x)) pochodzacego od dualnej
stabej klamerki oraz dowolnego A istnieje A} takie, ze

MAN = A5, A A=A A A = AS



Rozwigzania quasi-bijektywne oraz quasi-niezdegenerowane

Definicja (Mazzotta, Stefanelli, W.)

Rozwiazanie (X, r), gdzie r(x,y) = (A, (x), px(¥)) jest

1) quasi-bijektywne, gdy istnieje rozwiazanie (X, r’) takie, ze
rrr=vr, r rr =r oraz r r=rr ,

2) lewostronnie quasi-niezdegenerowane, gdy dla dowolnego x € X istnieje
Ax X — X takie, ze dla dowolnych x,y € X

A A= NG MMM = A0, A=A = A0, AR = AN,

3) quasi-niezdegenerowane, gdy jest lewostronnie oraz prawostronnie
quasi-niezdegenerowane.



Obserwacja
Dla dowolnej pétgrupy S oraz a € S, jesli istnieje x € S takie, ze axa = a,
Xax = x oraz ax = xa, to x jest wyznaczone jednoznacznie.

Szkic dowodu

Warunki z obserwacji gwarantuja, ze a oraz x s3 we wspdlnej H-klasie
zawierajacej takze idempotent ax. Z twierdzenia Greena wynika, ze ta klasa
musi by¢ podgrupa w S, a stad teza.

Whiosek
1) Dla dowolnego rozwiazania quasi-bijektywnego (X, r), rozwigzanie r~ jest
wyznaczone jednoznacznie.

2) Dla dowolnego rozwiazania lewostronnie quasi-niezdegenerowanego (X, r)
oraz x € X funkcja A} jest wyznaczona jednoznacznie.



Przyktady

1) Dowolne rozwigzanie (X, r) pochodzace od stabej klamerki jest
quasi-bijektywne, gdzie r~ = r°. Gdy staba klamerka jest dualna,
to rozwiazanie jest takze quasi-niezdegenerowane.

2) Dowolne rozwiazanie spetniajace warunek r® = r jest quasi-bijektywne.

4) Dla dowolnego zbioru X rozpatrzmy przemienne ze soba funkcje
f,g: X — X. Wéwczas

r(xy) = (f(y),&(x))

jest rozwigzaniem quasi-niezdegenerowanym, gdy f oraz g maja
odwrotnoéci f~ oraz g~ takie, ze ff~ =f forazgg” =g g.

5) Rozwiazanie r(x,y) = (x, y) jest quasi-bijektywne (r~ = r), ale nie jest
lewostronnie ani prawostronnie quasi-niezdegenerowane dla | X| > 1,
poniewaz X2), # A\, A0 dla x # y.
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Definicja
Para (X,r) jest shelfem, gdzie X jest zbiorem, a >: X x X — X, gdy dla
dowolnych x,y, z € X zachodzi

x> (ypz)=(xpy)>(xp>2z). (SD)

Oznaczmy L, = x> — : X — X. Wéwczas (SD) mozna przepisaé jako

Lily = Ly )Ly

Funkcja r(x, y) = (v, y > x) jest rozwigzaniem (YB) <= (X,>) jest shelfem
Definicja (Mazzotta, Stefanelli, W.)
Shelf (X, ) jest quasi-rackiem, gdy lewostronne mnozenia Ly spetniaja
Llgle=1L, Lilly =1L, L2:=Ll; =1L L, oraz L2L,=1L,1°.

dla dowolnych x,y € X.
Jedli dodatkowo Ly(x) = x dla dowolnego x € X, to (X,1>) jest
quasi-quandlem.
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Przyktady

1) Niech X bedzie dowolnym zbiorem oraz f : X — X idempotentem.
Woéwczas

x>y = f(y)
jest quasi-rackiem.

2) Zatézmy, ze S jest pétgrupa Clifforda oraz niech e € S bedzie
idempotentem. Woéwczas
XDy :=Xx yxe,

dla dowolnych x,y € S zadaje strukture quasi-racka na S, gdzie Ly, =L, -
dla dowolnego x € S.

3) Podobnie, gdy S jest p6tgrupa Clifforda, (S,>) takie, ze
XDy =Xy X

jest quasi-quandlem na S.
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Rozwigzania pochodzace od quasi-rackéw

Definicja
Zatézmy, ze (X,>) jest quasi-rackiem. Wéwczas przez r, bedziemy oznaczaé
nastepujaca funkcje X x X — X x X

r(x,y) = (L), Ly(x)) -

Przyktady

1) Niech (X,>) bedzie quasi-rackiem takim, ze x>y = f(y) dla pewnego f
takiego, ze f? = f. Wtedy

r(x,y) = (F(y), f(x))

jest rozwigzaniem réwnania (YB).

2) Gdy (S,>), gdzie S jest pétgrupa Clifforda oraz x >y = xy~ x, otrzymujemy
rozwigzanie
rn(x,y) = (xy,yx"y).
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Kiedy quasi-racki zadaja rozwiazanie rownania Yanga—Baxtera?

Twierdzenie (Mazzotta, Stefanelli, W.)

Niech (X,>) bedzie quasi-rackiem takim, Zze zachodzi co najmniej jeden
z warunkéw

0 0,0
Lioy = LiLy
lub
L,(x)= LLg(y)(X)

dla dowolnych x,y € X.
Woéwczas

rp(x,y) = (L) Ly(x))

jest quasi-niezdegenerowanym rozwiazaniem (YB).
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Kiedy quasi-racki zadaja rozwiazanie rownania Yanga—Baxtera?
Whiosek
Niech (X,>) bedzie quasi-rackiem takim, ze dla dowolnych x € X zachodzi
L2(x) = x.
Woéweczas r, jest quasi-niezdegenerowanym rozwigzaniem.

Szkic dowodu
Zatézmy, ze L%(x) = x. Korzystajac z tego, ze L,L, = Ly, (yyLx otrzymujemy

3Ly = L3 Liybe = L Ly o Le = LRLjog.
Dla dowolnych x,y € X zachodzi
Ly(x) = Lng(X) = LgLy(X) = LELLg(y)(X) = LLg(y)(X)a

a wiec spetniony jest jeden z warunkéw z twierdzenia. Zatem r, jest
quasi-niezdegenerowanym rozwigzaniem.
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Kiedy quasi-racki zadaja rozwiazanie rownania Yanga—Baxtera?

Stwierdzenie
Niech (X,>) bedzie quasi-rackiem takim, ze dla dowolnych x € X zachodzi

L2(x) = x.

Woéweczas r, jest quasi-bijektywnym rozwigzaniem.

Mozna sprawdzi¢, ze w tym przypadku
i (xy) = (L (), L(x)).

W szczegélnosci, gdy Li(x) = x dla x € X, rozwiazanie r, jest
quasi-niezdegenerowane i quasi-bijektywne.
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Przyktady

0 0,0
Lipy =Lty
Ly(x) =Lyg,(x)
L2(x) =x
1) Dla dowolnej funkcji f : X — X takiej, ze f2 = f, quasi-rack taki, ze
L«(y) = f(y) spetnia oba warunki z twierdzenia.
2) Niech X bedzie pétgrupa Clifforda, e € X idempotentem oraz
L«(y) = x~ yxe. Wtedy
Loy (%) = Luaye(x) = %y “xyx% = L, (x).

Z drugiej strony, Lg(x) = xe # X, wiec trzeci nie musi zachodzi¢.
Rozwiazanie
r(x,y) = (x’ye,y” xye)

jest quasi-niezdegenerowane oraz quasi-bijektywne.
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Przyktady c.d.

0 0,0
L x(¥) =LiL,
Ly(x) :LLg(y)(X)

Niech X ={1,2,3,4}. Wéwczas L; = L4 = (1111), L, = idx oraz L3 = (1231)
zadaje na X strukture quasi-racka. Wéwczas

L), = Lo = idx # L3 = L3135,

oraz
L(3)=3+#2= LLg(3)(2)7

ale no(x,y) = (Lg(y)7 Ly(x)) bedace postaci

(5 y) = (1,1) dla (x,y) ¢ {(2,3),(3,1),(3,2),(3,3)},
(2,3) —(1,2), (3,2)—(2,1), (3,3)~—(3,3),

jest (quasi-niezdegenerowanym) rozwigzaniem réwnania (YB).
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n r(n) [ qr(n) | ds(n) [ gr™(n) | qr®7(n) [ qr®*(n)
n=2 2 5 4 4 4 3
n=3 6 31 20 17 19 13

=4 | 19 325 169 90 151 91

r(n) - liczba rackéw na zbiorze n-elementowym

gr(n) - liczba quasi-rackéw na zbiorze rozmiaru n
ds(n) - liczba quasi-rackéw, dla ktérych r, jest rozwigzaniem

gr®)(n) - liczba quasi-rackéw spetniajacych Ly v = = 1919

qr**)(n) - liczba quasi-rackéw spetniajacych L,(x) = Lo
)

qr®**)(n) - liczba quasi-rackéw spetniajacych L%(x) = x
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Stwierdzenie
Dla rozwiazania niezdegenerowanego r(x, y) = (A«(y), py(x)) wiadomo,
ze (X,>), gdzie
XBry = Aty ()
jest shelfem. Rozwigzanie jest bijektywne wtedy i tylko wtedy, gdy (X,>,) jest
rackiem.

rack (X,p)  ~ r(xy) = (y,ypx) o~ (Xopr) = (X,p)
Obserwacja
Niech (X,>) bedzie quasi-rackiem, a r(x,y) = (L(y), L,(x)) zwiazanym z nim
rozwigzaniem (YB). Gdy spetniony jest warunek Ly(x) = L;o(,)(x), to
AXp)\;(x)(.y) = LELL?/(X)(}/) = Lng(y) =Xby,

dla dowolnych x,y € X. Podobnie, takze quasi-racki spetniajace pozostate
warunki z twierdzenia maja te wtasnosé.
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Twierdzenie (Mazzotta, Stefanelli, W.)

Niech (X, r) bedzie lewostronnie quasi-niezdegenerowanym rozwigzaniem
takim, ze

0 040
M) = Ay
py(x) = Agx(y)/)xg(y)(x)v
)‘gpy = p}’)‘g’
dla x,y € X. Wéwczas (X,>,) jest shelfem, gdzie
XDy yi= )‘pry—(x)()’)

dla dowolnych x,y € X.
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Przyktady

1) Niech (S, rs) bedzie rozwigzaniem pochodzacym od dualnej stabej klamerki
(S,+,0), tzn.

M(y) = —x+x0y, py(x) = Ml(y) ox0y.
Wtedy mozna sprawdzié, ze warunki z twierdzenia s3 spetnione oraz
XDry=—Xx+y-+X.

Zatem (X,>,) jest quasi-quandlem.

2) Niech r(x,y) = (f(y),g(x)), gdzie f = (122), g = (223). Wtedy jeden z
warunkéw z twierdzenia nie jest spetniony, fg = (222) oraz (X,>,) zadane
jako x b, y = )\xpf(x)(y) = fg(y) jest quasi-rackiem.

Y
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Przyktady

Whiosek

Jedli (X, r) jest lewostronnie quasi-niezdegenerowanym rozwigzaniem postaci
F(x,y) = (AW), py ()
oraz dla dowolnego x € X spetnione sg warunki
/\Opx = pX/\0 oraz Px = )\Opko(x),

to
s(x,y) = (A1), Aos— ) (X))

jest quasi-niezdegenerowanym rozwigzaniem.
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Pytania otwarte

1) Czy dowolne quasi-niezdegenerowane rozwiazanie (X, r) jest
quasi-bijektywne?

2) Czy shelf (X, ;) pochodzacy od lewostronnie quasi-niezdegenerowanego
oraz quasi-bijektywnego rozwiazania spetniajacego warunki z twierdzenia
jest quasi-rackiem?
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