
Kwaterniony uogólnione

1 Wst¦p

De�nicja 1 Kwaternionami uogólnionymi nad ciaªem F b¦dziemy nazywa¢
F-algebry typu A =

(
a,b
F

)
, gdzie a, b s¡ niezerowymi elementami ciaªa F . Baz¡

tej algebry jest czwórka (1, i, j, k) z dziaªaniami: ij = −ji, i2 = a, j2 = b, k =
ij.

Bezpo±rednio z ª¡czno±ci otrzymujemy:
k2 = −ab, ki = −ik = −aj, kj = −jk = bi.

Je»eli F jest ciaªem charakterystyki 6= 2 to A jest algebr¡ póªprost¡ i prost¡
wi¦c jest algebr¡ z dzieleniem lub izomor�czn¡ z algebr¡ macierzy M2(F ).

Centrum algebry A to F . Ponadto A = F ⊕ A0, Gdzie F = lin {1},
A0 = lin {i, j, k}. W tym zapisie mno»enie przyjmuje posta¢:
(a+ α)(b+ β) = ab+ α • β + bα+ aβ + α× β, dla a, b ∈ F, α, β ∈ A0, gdzie
α • β jest dwuliniow¡ form¡ symetryczn¡ okre±lon¡ wzorem:
(x1i + x2j + x3k) • (y1i + y2j + y3k) = ax1y1 + bx2y2 − abx3y3. "Iloczyn
wektorowy" jest dwuliniow¡ form¡ antysymetryczn¡ okre±lon¡ wzorem:

(x1i+ x2j + x3k)× (y1i+ y2j + y3k) = det

 x1 x2 x3
y1 y2 y3
−bi −aj k

.

Stwierdzenie 2 Niech α, β, γ ∈ A0. Wówczas −ab det

 α
β
γ

 = (α×β)•γ.

Dowód:

γ = (z1, z2, z3) i oznaczmy przezMi minor macierzy bez trzeciego wiersza oraz
i-tej kolumny.

L = ab
(
M1z1 −M2z2 +M3z3

)
.

P =
(
−M1bi+M2aj+M3k

)
•
(
z1+z2+z3

)
= −ab

(
M1z1−M2z2+M3z3

)
= L.

�

Wektory α, β ∈ A0 nazwiemy prostopadªymi gdy α • β = 0. Ponadto
α • (α× β) = 0.

Stwierdzenie 3 α • β = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy αβ = −βα.

Dowód:

αβ + βα = α • β + α× β + β • α + β × α = 2α • β.

�

Stwierdzenie 4 A0 = {x ∈ A : x ∈/ F i x2 ∈ F}.
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Dowód:

Niech x = a + α ∈ A \ F i x2 ∈ F . x2 = a2 + 2α • α + 2aα + α × α =
a2 + 2α • α + 2aα. St¡d 2aα = 0⇒ a = 0. Zatem x = α ∈ A0.

�

Podprzestrze« A0 jest � charakterystyczna � co opisujemy w twierdzeniu:

Twierdzenie 5 Niech φ : A→ B b¦dzie zanurzeniem pier±cieni,

gdzie A =
(
a,b
F

)
i B =

(
a′,b′

K

)
s¡ kwaternionami uogólnionymi

i B jest z dzieleniem. Wówczas:
1) φ(F ) ⊂ K.
2) φ(A0) ⊂ B0.

Dowód:

Ad 1. Przypu±¢my, »e q ∈ F i φ(q) ∈/ K. Rozpatrzmy centraliza-
tor ZB(φ(q)) = ZB

(
K(φ(q))

)
= K(φ(q)), gdy» ka»de maksymalne podciaªo

jest samocentralizuj¡ce. Dalej i, j ∈ ZA(q), wi¦c φ(i), phi(j) ∈ ZB(φ(q)) =
K(φ(q)) s¡ przemienne. Otrzymali±my sprzeczno±¢.

Ad 2. Niech α ∈ A0. Wtedy
(
φ(α))

)2
= φ(α2) ∈ K z 1). Zatem φ(α) ∈ K

lub φ(α) ∈ B0. Ale istnieje β ∈ A0 taka, »e αβ 6= βα. St¡d φ(α)φ(β) 6=
φ(β)φ(α) wi¦c φ(α) ∈/ K.

�

Bezpo±rednio otrzymujemy:

Wniosek 6

Je»eli F nie jest ciaªem formalnie rzeczywistym to nie istnieje zanurzenie
algebry A =

(
a,b
F

)
w kwaterniony.

Twierdzenie 7 Algebra A jest z dzieleniem wtedy i tylko wtedy, gdy
α • α = 0⇔ α = 0, dla α ∈ A0.

Dowód:

Algebra A jest z dzieleniem wtedy i tylko wtedy, gdy nie jest pier±cieniem
macierzy wtedy i tylko wtedy, gdy nie ma nietrywialnych nilpotentów. Niech
(a+ α)2 = 0 i α 6= 0.
0 = (a + α)2 = a2 + 2α • α + 2aα + α × α = a2 + 2α • α + 2aα. St¡d
2aα = 0⇒ a = 0. Zatem α • α = 0.

�

Przykªad 8 A =
(−1,1

F

)
≈M2(F ), gdy» (i+ j)2 = 0.
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Twierdzenie 9 Niech F ⊂ R za± a, b < 0 i φ : A =
(−a,−b

F

)
→ H b¦dzie

zadany wzorami: φ(x) = x dla x ∈ F , φ(i) = i
√
a i φ(j) = j

√
b. Wówczas φ

jest zanurzeniem.

Dowód:

Sprawdzamy warunki. φ(i)2 = −a = φ(i2), φ(j)2 = −b = φ(j2) oraz
φ(i)φ(j) = −φ(j)φ(i).

�

2 Sumy kwadratów.

Opiszemy nast¦puj¡cy podzbiór ciaªa liczb wymiernych:
G =

{
q21 + q22 : q1, q2 ∈ Q+

}
.

Twierdzenie 10 G jest podgrup¡ grupy multyplikatywnej
{
Q+, ·

}
.

Ponadto liczba dodatnia wymierna nie nale»y do G wtedy i tylko wtedy, gdy
mo»na j¡ zapisa¢ w postaci nq2, gdzie n jest bezkwadratow¡ liczb¡ naturaln¡ i
pewna liczba pierwsza postaci 4k + 3 dzieli n.

Dowód:

• Zbiór G jest zamkni¦ty na mno»enie zgodnie ze wzorem:
(a2 + b2)(c2 + d2) = (ac+ bd)2 + (ad− bc)2.

• Zbiór G zawiera kwadraty, gdy» q2 =
(
q 3
5

)2
+
(
q 4
5

)2
.

• Zbiór G zawiera 2 i liczby pierwsze postaci 4k + 1.

• Niech x = nq2 = q21 + q22 ∈ G, gdzie n jest bezkwadratow¡ liczb¡ natu-
raln¡ i pewna liczba pierwsza p dzieli n. Mno»¡c obie strony otrzymu-
jemy równanie na2 = b2 + c2 w liczbach caªkowitych. Bez zmniejszenia
ogólno±ci mo»emy przyj¡¢, »e liczby a, b, c s¡ parami wzgl¦dnie pierwsze

i p nie dzieli b ani c. Przechodz¡c do ciaªa Zp otrzymujemy: 0 = b
2
+ c2

i d2 + 1 = 0. St¡d d jest elementem rz¦du 4 w Z∗p a wi¦c p jest postaci
4k + 1.

• Niech x = nq2 ∈ G, gdzie n jest bezkwadratow¡ liczb¡ naturaln¡.
Wówczas »adna pewna liczba pierwsza postaci 4k + 3 nie dzieli n.

Ale 1
x
= n

(
1
nq

)2
jest tej samej postaci wi¦c nale»y do G.

�
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Twierdzenie 11 Grupa ilorazowa
{
Q+, ·

}
/G ma naturaln¡ struktur¦ prze-

strzeni liniowej nad ciaªem Z2 o bazie zªo»onej z liczb pierwszych postaci 4k+3.
Ponadto jest izomor�czna z przestrzeni¡ liniow¡ nad ciaªem Z2 na sko«czo-
nych podzbiorach liczb pierwszych postaci 4k + 3 z ró»nic¡ symetryczn¡ jako
dodawaniem.

Dowód:

�

Uwaga 12 Niech Gi = {q21 + q22 + ... + qi : qj ∈ Q}. Wtedy G1i G4 = Q+

s¡ podgrupami oraz grupa ilorazowa G/G1 ma naturaln¡ struktur¦ przestrzeni
liniowej nad ciaªem Z2 o bazie zªo»onej z 2 i liczb pierwszych postaci 4k + 1.

G3 = {nq2 : q ∈ Q, n 6= 8k + 7 jest liczb¡ naturaln¡}. St¡d G3 jest
zamkni¦te na odwracanie ale nie jest zamkni¦te na mno»enie, Np. 3·5 = 8+7.

3 Algebry wymiaru 4 nad Q.

Twierdzenie 13 A =
(
−1,a
Q

)
≈M2(Q) wtedy i tylko wtedy, gdy a ∈ G.

Dowód:

⇒ Niech 0 = (xi+ yj + zk)2 = −x2 + ay2 + az2. St¡d a = x2

y2+z2
∈ G

⇐ Niech a ∈ G i 1
a
= y2 + z2. Wtedy (i+ yj+ zk)2 = −1+ ay2 + az2 = 0.

�

Twierdzenie 14 Niech a, b ∈ Q∗ . Wówczas algebry A =
(
−1,a
Q

)
i B =(

−1,b
Q

)
s¡ izomor�czne wtedy i tylko wtedy, gdy a i b nale»¡ do tej samej

warstwy
{
Q∗, ·

}
wzgl¦dem G.

Dowód:

⇐ Niech b = a(x2 + y2). W algebrze A wybierzmy elementy
i oraz j′ = xj + yk. Wtedy ij′ = −j′i oraz j′ • j′ = ax2 + by2 = b.
⇒ Niech f : A → B b¦dzie izomor�zmem. Wówczas f(A0) = B0. Przyj-

mijmy f(i) = xi + yj + zk , t = yj − zk. Wtedy f(i)t = −tf(i) zatem
f(i)⊥ = lin{t, tf(i)}. Poniewa» f(j) ∈ f(i)⊥ wi¦c f(j) = ut + vtf(i). Teraz

f(j)2 = u2t + v2
(
tf(i)

)2
. Ale

(
tf(i)

)2
= t2 = b(x2 + y2) wi¦c a = f(j)2 =

b(x2 + y2)(u2 + v2) jest w tej samej warstwie co b.

�
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Twierdzenie 15 Algebra A =
(
−1,a
Q

)
jest zanurzalna w kwaterniony wtedy

i tylko wtedy, gdy a < 0.

Dowód:

⇐ Wynika bezpo±rednio z twierdzenia 9.
⇒ Niech f : A→ H b¦dzie zanurzeniem w kwaterniony.

Wówczas a = f(a) = f(j2) = f(j)2 = −f(j)f(j) < 0.

�

Podsumowuj¡c, Ka»da algebra z dzieleniem typu, gdzie a > 0 jest izomor-

�czna z dokªadnie jedn¡ algebr¡ typu
(
−1,n
Q

)
, gdzie n0 jest iloczynem ró»nych

liczb pierwszych postaci 4k + 3 Algebry te s¡ niezanurzalne w kwaterniony.

Przykªad 16 Niech F = Q(
√
2) i φ : A =

(
−1,
√
2

F

)
→ H b¦dzie zadany

wzorami: φ(x + y
√
2) = x − y

√
2 dla x, y ∈ Q, φ(i) = i 4

√
2 i φ(j) = j 4

√
2.

Wówczas φ jest zanurzeniem.
Sprawdzamy warunki. φ(i)2 = −1 = φ(i2), φ(j)2 = −

√
2 = φ(

√
2) = φ(j2)

oraz φ(i)φ(j) = −φ(j)φ(i).

Nie wiemy, czy ka»da algebra typu
(

a,b
Q

)
jest izomor�czna z algebr¡ typu(

−1,n
Q

)
.

Mo»na pokaza¢, »e
(
−a2,b
Q

)
jest izomor�czna z algebr¡ typu

(
−1,b
Q

)
oraz,

gdy a nie jest kwadratem to algebra
(

a,b
Q

)
jest izomor�czna z algebr¡ typu(

−1,n
Q

)
gdy dla pewnych liczb wymiernych x, y, z zachodzi

b = y2n+ z2n2 − nx2z2 lub b = x2 −
(
y2 − z2

)2
.
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