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Streszczenie

Celem rozprawy jest dokonanie matematycznego opisu cyklu komoérkowego, uwzgledniaja-
cego wpltyw réznych biatek na regulacje czasu rozpoczecia podziatu komorki. Istotng role
w owym opisie bedzie odgrywato zachowanie diauksyczne. Rozprawa ta jest pierwszym,
zdaniem autora, matematycznym opisem bardzo waznego biologicznie wzrostu diauksycz-
nego — na réznych poziomach, nie tylko w odniesieniu do cyklu komoérkowego. Praca jest
rozwinieciem metod zaproponowanych w publikacjach [1, 2, 3, 4]. Publikacja [5] moze by¢
natomiast inspiracja do dalszych badan dotyczacych zachowania diauksycznego (por. roz-
dzial 6).

Cykl komorkowy jest jednym z najwazniejszych procesow biologicznych zachodzacych
w komorkach réznorodnych zywych organizméw: od jednokomérkowych bakterii po wielo-
komorkowe ssaki [6]. Jest to uporzadkowana sekwencja zdarzen, w trakcie ktérej komorki
najpierw podwajaja swoja mase, a nastepnie rozdzielaja sie na dwie komoérki potomne. Mi-
mo swojego znaczenia cykl komorkowy ciggle pozostaje procesem nie w petni poznanym.
W szczegdlnoscei dotyczy to patomechanizmoéw, ktore prowadzg do jego niewtasciwego prze-
biegu, co lezy u podstaw szeregu choréb, przede wszystkim nowotworowych. W pracy dok-
torskiej zamiescitem uzyskane przeze mnie wyniki dotyczace regulacji cyklu komoérkowego
oraz zaobserwowanej w tym kontekscie dynamiki diauksycznej wybranych aktywnosci en-
zymatycznych. Przy konstruowaniu modeli matematycznych bazowatem na jakosciowych
danych eksperymentalnych oraz korzystatem z wynikéw numerycznych jako inspiracji do
formutowania hipotez biologicznych.

Pierwszym problemem badawczym w mojej pracy byto opisanie regulacji czasu wejscia
komérki w faze podziatu w cyklu komérkowym oraz wpltywu bialek CDK1, PP2A i do-
datkowo CDC25 na wspomniany proces. W laboratorium kierowanym przez prof. Jacka
Kubiaka na Uniwersytecie Rennes przeprowadzono trzy serie doswiadczen. W pierwszej
serii podawano inhibitor CDK1, w drugiej podawano inhibitor PP2A i wreszcie w trze-
ciej podawano oba inhibitory jednoczesnie. We wszystkich doswiadczeniach monitorowano
moment indukcji podziatu komérki. Doswiadczenia te zobrazowaly, w jaki sposob CDK1
i PP2A wzajemnie kontrolujg swoje aktywnosci enzymatyczne. Zaproponowatem serie mo-
deli matematycznych opisujacych dynamike CDK1, PP2A i CDC25. Chciatem sprawdzic,
czy otrzymane dane eksperymentalne zgadzaja sie jakoSciowo z wynikami symulacji oraz
czy analiza numeryczna moze pomdc w zrozumieniu ztozonej wzajemnej interakcji miedzy
CDKI1 i PP2A oraz jej wpltywu na czas wejscia w mitoze. Badania w tym zakresie miaty
charakter wstepny i ograniczyty si¢ tylko do symulacji komputerowych.

Drugim zagadnieniem, ktérym sie zajmowatem, byto zbadanie wplywu biatka CDC6 na
zmian¢ tempa rozpoczecia podziatu komorki. Niedawne badania eksperymentalne sugeru-
ja, ze biatko CDC6 hamuje pojawianie si¢ aktywnych komplekséw wspomnianej uprzednio
kinazy CDK1 zwiazanej z cyklina B, ktéra jest konieczna do zaj$cia podziatu komorki.
Na podstawie eksperymentéw zostata postawiona hipoteza, ze za wzrost diauksyczny ak-
tywnosci komplekséw kinazy CDK1 i cykliny B (CDK1/CYCB,) odpowiada biatko CDC6.
Zaproponowany model matematyczny prowadzi do mozliwego wyjasnienia tego zjawiska.
Zbadatem wtasnosci modelu: stany stacjonarne, ich dodatnio$¢ i stabilnos¢. W dalszej



kolejnosci poréwnatem symulacje numeryczne z wynikami eksperymentéw. Na podstawie
wynikéw numerycznych zostato potwierdzone, ze aktywnos¢ komplekséw CDKI1 i cykliny B
ma wzrost diauksyczny, ktory jest wynikiem dziatania biatka CDC6. Powyzsze opubliko-
wane wyniki rozszerzytem o analize globalnej stabilnosci uktadu rownan oraz Sciste bada-
nie bltedu metody numerycznej. W rezultacie otrzymane wyniki potwierdzaja $cisle (tzn.
matematycznie) zachowanie diauksyczne. Stosowane metody polegaly na $cistej analizie
dokonanych symulacji.

Kolejnej problemem byto sformutowanie ogélnych warunkow, kiedy rozwigzania réwnan
rozniczkowych maja wzrost diauksyczny. W przypadku jednowymiarowym sformutowatem
warunek wystarczajacy, aby rozwigzanie miato wzrost diauksyczny. W przypadku dwuwy-
miarowym rozwazatem szczegolng sytuacje, gdy w drugim rownaniu wystepuje maty pa-
rametr. Pokazatem, ze przy spetlieniu zatozen twierdzenia Tichonowa—Wasiljewej badanie
wzrostu diauksycznego w takim uktadzie mozna zredukowa¢ do przypadku jednowymiaro-
wego.

Ostatnim rozwazanym problemem byto zaproponowanie modeli w skali mezoskopowej,
ktore prowadza do wzrostu diauksycznego. Nieliniowe modele, ktére zaproponowalismy, sa
opisane za pomocg réwnan catkowo-rézniczkowych w dwoch przypadkach: zachowawczym
i nie. Przy przejsciu ze skali mezoskopowej do skali makroskopowej pojawiatl sie wzrost
diauksyczny, obserwowany na poziomie makroskopowym.

Rozprawa jest rozszerzeniem metod zaproponowanych w nastepujacych publikacjach
autora:

1. M. Debowski, M. El Dika, J. Malejczyk, R. Zdanowski, C. Prigent, J. P. Tassan,
M. Kloc, M. Lachowicz, and J. Z. Kubiak. Flexibility vs. robustness in cell cycle
regulation of timing of m-phase entry in xenopus laevis embryo cell-free extract.
Internat. J. Develop. Biol., 60:305-314, 2016, cytowane w pracy jako [1].

2. M. Debowski, Z. Szymanska, J. Z. Kubiak, and M. Lachowicz. Mathematical Model
Explaining the Role of CDC6 in the Diauxic Growth of CDK1 Activity during the
M-Phase of the Cell Cycle. Cells, 8(12): 15-37, 2019, cytowane w pracy jako [2].

3. M. Debowski. Diauxic behaviour for biological processes at various timescales. Math
Meth Appl Sci. 43:10569-10577, 2020, cytowane w pracy jako [3].

4. M. Lachowicz and M. Debowski. Diauxic Growth at the Mesoscopic Scale. Entropy,
22, 1280-1291, 2020, cytowane w pracy jako [4].

5. M. Debowski, M. Lachowicz, and Z. Szymanska. Microscopic description of DNA
thermal denaturation. Applied Mathematics and Computation, 361:47-60, 2019, cy-
towane w pracy jako [5].

Kolejne rozdzialy rozprawy sa opracowane na podstawie wynikéw prac [1, 2, 3, 4].
W ostatnim rozdziale zostata oméwiona praca [5], ktéra wychodzi poza tematyke dokto-
ratu, ale jest interesujaca inspiracja do dalszych badan zwigzanych z tematyka rozwijana
W rozprawie.
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Some aspects of molecular mechanisms of the cell cycle
and diauxic growth from a mathematical perspective

Abstract

The aim of the dissertation is to make a mathematical description of the cell cycle, taking
into account the influence of various proteins on the regulation of the time of the start
of cell division. Diauxic behaviour will play an important role in this description. This
dissertation is the first, in the author’s opinion, mathematical description of a biologically
very important diauxic growth at various levels of description, not only in relation to the
cell cycle. The dissertation is an extension of the methods proposed in the publications
[1, 2, 3, 4]. Additionally ref. [5] is an inspiration for a further study of diauxic behaviour
for DNA in the case of denaturation — see Chapter 6.

The cell cycle is one of the most important biological processes in living organisms, from
single cell bacteria to multicellular mammals [6] This is an ordered sequence of events in
which cells first double in mass and then split into two daughter cells in the process named
mitosis. Despite its importance, the regulation of the cell cycle is still not fully understood.
In particular, this applies to pathological processes that lead to the improper course of the
cell cycle, which is the basis of several diseases, especially cancer. In my doctoral thesis,
I present the results I obtained regarding the regulation some aspects of the cell cycle
and the diauxic dynamics of some activities observed in this context. When constructing
mathematical models, I relied on qualitative experimental data and used numerical results
as an inspiration to formulate biological hypotheses.

I described the regulation of the time of the cell entering the division phase in the
cell cycle and the influence of the CDK1, PP2A and, additionally, CDC25 proteins on this
process. In the laboratory headed by prof. Jacek Kubiak at the University of Rennes, three
series of experiments were carried out, in the first series a CDK1 inhibitor was administered,
in the second series a PP2A inhibitor was administered, and finally, in the third series, both
inhibitors were administered simultaneously. In all experiments the moment of cell division
induction was monitored. The experiments showed how CDK1 and PP2A control their
enzyme activities. I proposed mathematical models describing the dynamics of CDK1, PP2A
and CDC25. I wanted to check whether the obtained experimental data agree qualitatively
with the simulation results, whether numerical analysis can help in understanding the
complex interaction between CDK1 and PP2A and how it affects the time of entry into
mitosis. This study has a preliminary nature and was limited only to numerical simulations.

The second research problem was to study the effect of the CDC6 protein on the change
in the rate of cell division initiation. Recent experimental studies suggest that the CDC6
protein inhibits the formation of active complexes of the CDK1 connected with cyclin B,
which is necessary for cell division to occur. Based on the experiments, it was hypothesized
that diauxic growth of the active complexes of CDK1 kinase and cyclin B (CDK1/CYCB,) is
caused by protein CDC6. The proposed mathematical model leads to a possible explanation



of this phenomenon. I studied the properties of the model: stationary states, their positivity
and stability. Next, I compared the numerical simulations with the experimental results.
Based on numerical results, it was confirmed that activity of complexes of CDK1 and cyclin
B have diauxic growth, which is the result of the effect of the CDC6 protein. I extended the
above published results by an analysis of the global stability of the system of equations and
a rigorous study of the error of the numerical method. The obtained results confirm strictly
(i.e. mathematically) the diauxic behaviour. The methods used consisted in a rigorous
analysis of the simulations performed.

The next problem was to formulate general conditions when solutions of differential
equations have diauxic growth. In the one-dimensional case, I formulated a sufficient con-
dition for the solution to have diauxic growth. In the two-dimensional case, I considered
a particular case when there in the second equation a small parameter occurs. I proved that
if the assumptions of the Tikhonov-Vasilyeva theorem are satisfied, then study of diauxic
growth in such a system can be reduced to a one-dimensional case.

The last problem was to propose models in mesoscopic scale that lead to diauxic growth.
The nonlinear models we proposed are described by integro-differential equations in two
cases: conservative and not. At the transition from the mesoscopic scale to the macroscopic
scale the diauxic growth occurs at the latter level.

Doctoral thesis is an extension of the methods proposed in the following author’s pu-
blications:

1. M. Debowski, M. El Dika, J. Malejczyk, R. Zdanowski, C. Prigent, J. P. Tassan,
M. Kloc, M. Lachowicz, and J. Z. Kubiak. Flexibility vs. robustness in cell cycle

regulation of timing of m-phase entry in xenopus laevis embryo cell-free extract.
Internat. J. Develop. Biol., 60:305-314, 2016, cited in the dissertation as [1].

2. M. Debowski, Z. Szymanska, J. Z. Kubiak, and M. Lachowicz. Mathematical Model
Explaining the Role of CDC6 in the Diauxic Growth of CDK1 Activity during the
M-Phase of the Cell Cycle. Cells, 8(12): 15-37, 2019, cited in the dissertation as [2].

3. M. Debowski. Diauxic behaviour for biological processes at various timescales. Math
Meth Appl Sci. 43:10569-10577, 2020, cited in the dissertation as [3].

4. M. Lachowicz and M. Debowski. Diauxic Growth at the Mesoscopic Scale. Entropy,
22, 1280-1291, 2020, cited in the dissertation as [4].

5. M. Debowski, M. Lachowicz, and Z. Szymanska. Microscopic description of DNA
thermal denaturation. Applied Mathematics and Computation, 361:47-60, 2019, cited
in the dissertation as [5].

The following chapters of the dissertation are based on the results of the articles [1,
2, 3, 4]. In the last chapter discusses paper [5], which goes beyond the topic of doctoral
thesis, but is an interesting inspiration to further research related to the subject developed
in the dissertation.
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Rozdziat 1

Wprowadzenie

1.1 Cykl komérkowy

Cykl komérkowy jest to podstawowy mechanizm wykorzystywany przez wszystkie orga-
nizmy zywe do namnazania komorek, co przyczynia sie do ich wzrostu. Cykl komérkowy
Eukaryota dzieli sie na cztery podstawowe fazy:

o« M — inaczej mitozy, w ktorej zachodzi wtasciwy podziat komérki,

o G; — stanowiaca posrednia faze wzrostu miedzy mitoza a faza replikacji jadrowego
DNA,

o S — inaczej syntezy, w ktorej nastepuje replikacja jadrowego DNA,

o Gy — bedaca posrednig faze miedzy zakonczeniem replikacji jadrowego DNA a ko-
lejna faza M.

Fazy G; i Gy daja komoérce dodatkowy czas na wzrost i kontrole poprawnosci dotychczaso-
wych procesow sktadowych cyklu. Po fazie G; komdérka podejmuje decydujacy krok w celu
zainicjowania replikacji DNA i zakonczenia cyklu podzialu. W szczegdlnie niesprzyjaja-
cych warunkach komoérka zamiast wchodzi¢ w faze S moze przejs¢ w stan spoczynku —
faze Gy, w ktorej pozostaje do czasu poprawy warunkow i wznowienia cyklu komérkowego
lub $mierci. Faza G zapewnia luke bezpieczenstwa, pozwalajac komorce upewnié sie, ze
replikacja DNA jest poprawnie zakonczona przed mitozg. Diugos¢ poszczegolnych faz cyklu
jest rézna u réznych organizméw, a nawet w réznych komérkach w tym samym organizmie.
Na przyktad komoérki watroby dzielg si¢ mniej wiecej raz na rok, zas komorki nabtonka
wyscielajacego jelito dziela sie czesciej niz raz na dzien. Wiecej szczegdtéw mozna znalezé
w ksiazkach [6, 7]. W 2001 roku Leland Hartwell, Tim Hunt i Paul Nurse dostali nagrode
Nobla z fizjologii i medycyny za odkrycie kluczowych regulatorow cyklu komérkowego. Har-
twell pokazal istnienie ztozonego systemu biatek regulatorowych, zwanego uktadem kontroli
cyklu komorkowego typu ,,checkpoint”, ktéry porzadkuje i koordynuje zjawiska prowadzace
do podzialu komérki [8, 9]. Nurse wykazal, ze gtéwnym biatkiem kierujacym przebiegiem
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cyklu komorkowego jest p34cde2, nazwane pozniej CDK1, i ze to samo biatko kieruje cy-
klem komérkowym u wszystkich organizméw eukariotycznych [10, 11, 12]. Hunt wykazal,
ze biatko nazwane cyklina jest pozytywnym regulatorem p34cdc2 (CDK1) i ulega akumula-
cji przed podzialem komoérkowym, a nastepnie degradacji proteolitycznej. Zabezpiecza to
przed niekontrolowanym podziatem komérkowym, gdyz do nastepnego podziatu konieczna
jest synteza i akumulacja nowej puli cykliny [13, 14]. Dzieki takiej regulacji molekularne;
podzial komoérkowy jest procesem przebiegajacym jednokierunkowo i staje si¢ procesem
nieodwracalnym.

Pomimo ze wiele réznych biatek reguluje proces cyklu komérkowego, to gtéwne mechani-
zmy regulatorowe dziataja podobnie we wszystkich fazach. W kontrole cyklu komérkowego
zaangazowane sa glownie dwa, wspomniane wyzej, rodzaje biatek: cykliny oraz enzymy
zwane kinazami bialtkowymi zaleznymi od cyklin, oznaczane CDKs (ang. cyclin dependent
kinases). Przed wejéciem komérki w faze podziatu cyklina jest syntetyzowana i kumuluje
sie w komorce. Bezposrednio po pojawieniu sie czasteczki cykliny taczy sie ona z kina-
za CDK1, a nastepnie przy pomocy innych enzyméw, a doktadniej fosfataz zmieniajacych
ksztalt miejsca aktywnego kinazy, aktywowany jest kompleks kinaza CDK1/cyklina. Ak-
tywna kinaza ma zdolno$¢ do fosforylowania innych biatek, co z kolei zmienia ich wtasciwo-
sci biochemiczne, na przykitad moze aktywowac¢ lub inhibowaé¢ wtasciwosci enzymatyczne
tych biatek. Fosforylacja dziata gléwnie przez zmiany konformacji trzeciorzedowej biatek
i stopnia ich hydrofobicznosci lub hydrofilnosci, czyli w ostatecznym bilansie przez zmia-
ne sposobow oddziatywania z innymi czasteczkami aktywnymi biologicznie. Fosforylacja
przez kinazy biatkowe i defosforylacja biatek przez fosfatazy, czyli rownowaga fosforylacji
biatek, jest jednym z gtéwnych sposobow regulacji ich aktywnosci biochemicznej. Dzigki
temu proces fosforylacji/defosforylacji biatek jest niezwykle waznym czynnikiem regulu-
jacym fizjologie kazdej komorki, a szczegdlnie jej cykl komorkowy. Dodatkowe szczegdty
mozna znalez¢ w ksiazkach [6, 7].

Biatkowy kompleks odpowiedzialny za przejscie z fazy G, do fazy M jest zbudowany z ki-
nazy CDKI1 oraz cykliny B, oznaczanej jako CYC B. Taki kompleks, oznaczany nastepuja-
co: CDK1/CYC B, wystepuje w dwdch stanach: aktywnym (CDK1/CYCB,) i nieaktywnym
(CDK1/CYC By). Aktywna fosfataza CDC25 (CDC25, ) ma zdolno$é¢ odtaczenia grupy fos-
forylowej z CDK1/CYC By, aktywujac w ten sposéb ten kompleks biatkowy. Méwimy wte-
dy, ze CDC25, defosforyluje CDK1/CYC By, tworzac aktywny kompleks CDK1/CYCBjy.
Kompleks CDK1/CYC B wywotluje kaskade fosforylacji wielu substratéw, ktére zmieniaja
charakter biatek komoérkowych, co decyduje o przejsciu z interfazy w faze M. Interakcja nie-
aktywnej fosfatazy CDC25 (CDC25y) z CDK1/CYCBy skutkuje aktywacja tej pierwszej.
Powstaje w ten sposéb bardzo silne dodatnie sprzezenie zwrotne pomiedzy CDC25 a CDKI1,
ktore kieruje bardzo szybka i wydajng aktywacja catej komérkowej puli CDK1 zwigzanej
z cykling B podczas wejscia w faze M. Wiecej szczegétéw mozna znalezé w ksiazkach [6, 7].

Podsumowujac, na poczatku przejscia z fazy Go do fazy M enzymy CDC25 oraz CDK1
utrzymuja réwnowage. Stale syntetyzowana cyklina B taczy sie z CDK1, tworzac nieaktyw-
ne kompleksy CDK1/CYC By. Kompleksy te sa nieaktywne, gdyz CDK1 pozostaje w stanie
fosforylacji, powodujacym brak aktywnosci tego enzymu. Uwaza sie, ze w pewnym mo-
mencie nastepuje spontaniczna aktywacja pierwszej molekuty CDK1/CYC B, powodujac
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nastepnie aktywacje CDC25. Skutkuje to pozytywnym sprzezeniem zwrotnym pomiedzy
CDK1 i CDC25, co wywoluje ogromne przyspieszenie biochemicznych reakcji prowadza-
cych do petnej aktywacji catej puli kompleksow CDK1/CYCB. Ostatnie prace pokazuja,
ze w tym bardzo skomplikowanym i ztozonym procesie przejécia z fazy G do fazy M inny
kompleks, a mianowicie CDK1/CYC A, moze odgrywa¢ bardzo istotng role w samej inicjacji
procesu aktywacji CDK1/CYCB (zob. [15]).

Modelowanie matematyczne danego procesu czy zjawiska pozwala na przeformutowanie
zrozumienia mechanizméw zachodzacych w opisywanym procesie na nauke predykcyjna.
Obecnie modele matematyczne pojawiaja sie w wielu dziedzinach nauki: w fizyce, ekono-
mii, chemii, biologii, epidemiologii, medycynie, naukach spotecznych i innych. W kontekscie
rozprawy jestesmy szczegélnie zainteresowani modelowaniem w biomatematyce. W ksiaz-
kach [16, 17, 18, 19, 20] oraz skrypcie [21] mozna znalezé podstawowe modele populacyjne,
epidemiologiczne, biologiczne oraz przekr6j metod stosowanych przy modelowaniu mate-
matycznym.

Powstato wiele modeli matematycznych opisujacych przebieg cyklu komorkowego ce-
lem jego lepszego zrozumienia, wyjasnienia wielu proceséw zachodzacych podczas wzrostu
komérki oraz zadawania nowych pytan naukowych dotyczacych tego procesu. Cze$é z tych
modeli reprezentuje podejscie stochastyczne, aby opisaé¢ niedeterministyczne aspekty cyklu
i podkresli¢, ze szum jest istotnym czynnikiem wptywajacym na przebieg cyklu komorko-
wego (por. np. [22, 23, 24, 25, 26, 27, 28]). Innym podejsciem sa modele deterministyczne,
w ktorych najczestszym narzedziem sa réwnania rézniczkowe zwyczajne. W niektérych
pracach autorzy rozwazaja olbrzymie uktady réwnan rézniczkowych, aby bada¢ przejscia
pomiedzy wszystkimi fazami cyklu komérkowego, biorac pod uwage wiele zmiennych, ja-
kimi sg rézne biatka i enzymy wystepujace w odpowiednich fazach. Analiza tego typu
modeli opiera si¢ zazwyczaj tylko na numeryce, (por. np. [29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36]).
W pracach [37, 38, 39] mozna znalez¢ modele opisujace aktywacje CDK1 podczas wej-
Scia w mitoze. Oprécz modeli wykorzystujacych réwnania rézniczkowe zwyczajne powsta-
ly tez modele oparte na réwnaniach rézniczkowych zwyczajnych z opéznieniem, (por. np.
[40, 41]). Interesujace wyniki zaréwno numeryczne, jak i analityczne mozna znalezé w pra-
cach [42, 43, 44, 45, 46]. Na szczegblng uwage zastuguja prace Ferrella i innych [47, 48], gdzie
autorzy opisywali cykl komoérkowy przy pomocy uktadéw réownan rézniczkowych zwyczaj-
nych, dowodzac oscylacyjnego charakteru cyklu, przetaczeniowego zachowania aktywacji
CDKI1 oraz bistabilnosci catego uktadu. Modele te przyczynity si¢ do petniejszego opisu
i glebszego zrozumienia regulacji zjawiska przejécia z interfazy do fazy M i nastepnie wej-
Scia w kolejng interfaze.

1.2 Dynamika diauksyczna
Wrzrost logistyczny opisuje w skali makroskopowej ograniczony przyrost populacji. Cha-
rakterystyczna dynamike mozna zaobserwowac, badajac rézne procesy zachodzace w przy-

rodzie i naukach spotecznych, na przyktad w sztucznych sieciach neuronowych, w biologii,
medycynie czy socjologii. Wzrost logistyczny jest typowym sposobem modelowania wzro-
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stu guzéw nowotworowych [49, 50, 51]. Prowadzi on do uzyskania krzywej o ksztalcie S,
czyli sigmoidy.

Pojecie wzrostu diauksycznego (ang. diauzic lub diauzie) wprowadzil do $wiatowej na-
uki laureat nagrody Nobla z 1965 roku, francuski biochemik, Jacques Monod. W 1949
roku, badajac zachowanie bakterii pateczki okreznicy FEscherichia coli, Monod zaobserwo-
wal charakterystyczng dynamike wzrostu tych bakterii w hodowli statycznej (ang. batch
culture) zawierajacej mieszanine dwoch zrédel wegla: glukoze i laktoze [52]. Wazrost ten,
nazywany wzrostem diauksycznym, pierwotnie charakteryzowano jako taki, w ktorym moz-
liwe jest wyodrebnienie dwoch oddzielnych faz ze wzrostem logistycznym. Zjawisko to jest
spowodowane kolejnoscig metabolizmu cukréw obecnych w pozywce hodowlanej. Podczas
spozywania pierwszego rodzaju cukru, najbardziej przydatnego dla metabolizmu komorek,
nastepuje wzrost liczby bakterii az do wyczerpania tego cukru w pozywce. Wtedy naste-
puje faza réwnowagi namnazania i obumierania komoérek, obserwowana jako wyptaszczenie
krzywej logistycznej, podczas ktorej komérki adaptujg procesy metabolizmu wewnagtrzko-
morkowego do metabolizowania drugiego cukru. Nastepuje wtedy druga faza ze wzrostem
logistycznym.

W ujeciu uogoélnionym mozliwe jest jednak rozwazanie wzrostu diauksycznego z wie-
cej niz dwiema fazami wzrostu logistycznego. Znaczenie dogtebnego zrozumienia dynamiki
diauksycznej dostrzezono réwniez w Srodowisku naukowcow zajmujacych sie modelowa-
niem matematycznym, przy czym autorzy interdyscyplinarni rozumieli i definiowali wzrost
diauksyczny w sposob intuicyjny, to znaczy sktadajacy sie z dwoch oddzielnych faz wzrostu.
I tak: wzrost bakterii o dynamice diauksycznej opisywano na przyktad za pomoca réwnan
rézniczkowych zwyczajnych [53, 54, 55]. Opracowano réwniez kilka modeli matematycznych
uwzgledniajacych regulacje gendéw w uktadach wzrostu drobnoustrojéw na mieszanych sub-
stratach, zwtaszcza tych, ktére powoduja wzrost diauksyczny [56, 57, 58, 59]. Wspomniane
modele tworzone byly w wielu wariantach: modele bilansu strumienia (ang. flux balance
models), modele kinetyczne z zanikiem wzrostu (ang. kinetic models with growth dilution),
modele kinetyczne z regulacja proceséw wewnatrzkomorkowych (ang. kinetic models with
regulation on the metabolic and/or genetic level) oraz modele z alokacja zasobéw (ang.
resource allocation models). Wszystkie pokazuja diauksyczna dynamike roztworu.

Wzrost diauksyczny jest obserwowany nie tylko przy wzroscie bakterii. Dla szeregu za-
gadnien, takich jak regresje nieliniowe i sieci neuronowe, opis za pomoca funkcji logistycz-
nych wydaje sie niewystarczajacy [60, 61]. Istnieja problemy, dla ktérych uzycie funkcji
z podwojnym wzrostem logistycznym jest bardziej adekwatne. W szczegdlnosci tego typu
funkcje rozwazano przy opisywaniu kinetyki enzymoéw [62], profilowaniu zmeczenia [63] czy
normalizacji wyniku [64] w systemach biometrycznych.

W mojej pracy wzrost diauksyczny pojawil si¢, gdy badana byta rola biatka CDC6
w regulacji czasu rozpoczecia mitozy w systemie in vitro utworzonym z zarodkéw Xenopus
laevis. Na podstawie danych eksperymentalnych zostata sformutowana hipoteza, ze biatko
CDC6 jest odpowiedzialne za wzrost diauksyczny aktywnosci kompleksow CDKI1 z cykli-
na B.

Celem dalszego opisu matematycznego zdefiniujmy $cisle, w jaki sposéb bedziemy ro-
zumie¢ wzrost diauksyczny w dalszej czesci rozprawy.
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Definicja 1.1 (wzrost diauksyczny). Niemalejgca funkcja x : R — Rt ma wzrost diauk-
syczny, jesli ma k punktow przegiecia, gdzie k > 1, k € N.

Zaproponowana definicja 1.1 jest sformalizowaniem i uogélnieniem intuicyjnej definicji
proponowanej przez Monoda — por. [52].

W kontekscie rozprawy potrzebujemy jeszcze uscisli¢, jak bedziemy rozumieé¢ wzrost
diauksyczny rozwigzania rownania rézniczkowego. Niech n € N i rozwazmy roéwnanie

x = f(x), x(0) = xo, (1.1)
gdzie f : R" — R", x = |21, 29, ..., 2,]". Wprowadzmy nastepujaca definicje

Definicja 1.2. Rozwigzanie x; = x;(t) réownania (1.1) dla pewnego j € {1,2,....,n} ma
wzrost diauksyczny, jesli jest funkcjg niemalejgeq oraz ma k punktow przegiecia dla t > 0,
gdzie k > 1, k € N.

W dalszej czesci pracy, méwiac o krzywej o wzroscie diauksycznym, bedziemy mieli na
mys$li definicje 1.1, moéwiac za$ o rozwigzaniu o wzroscie diauksycznym — definicje 1.2.
Dla uproszezenia w symulacjach numerycznych krzywa o wzroécie diauksycznym (defini-
cja 1.1), jak réwniez wykres rozwiazania o wzroscie diauksyczynym (definicja 1.2) bedziemy
nazywacé krzywg diauksyczng. Rysunek 1.1 przedstawia poréwnanie krzywych: logistyczne;j
i diauksycznych z rézng liczbg punktéw przegiecia.
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Rys. 1.1. Poréwnanie trzech krzywych: logistycznej (linia kropkowana), diauksycznej z trzema punktami
przegiecia (linia ciagla) oraz diauksycznej z piecioma punktami przegiecia (linia przerywana)
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1.3 Plan rozprawy

W rozdziale 2 oméwiono wyniki opublikowane w pracy [1], ktére rozszerzytem o twier-
dzenie 2.1 z dowodem. Rozdzial ma charakter wstepu do tematyki modelowania cyklu
komorkowego, dlatego znajduje si¢ tam gléwnie analiza numeryczna kilku wersji modelu
oraz porownanie wynikow symulacji.

Rozdzial 3 rozwija tematyke modelowania cyklu komérkowego i omawia prace [2]. Za-
proponowano model matematyczny, ktory przeanalizowano i przeprowadzono symulacje
numeryczne. Wyniki pracy [2] zostaly przeze mnie rozszerzone o:

e dowdd twierdzenia 3.6,

o twierdzenie 3.8 z dowodem,

o opracowanie i przedstawienie metod zaprezentowanych w rozdziale 3.6,
e lemat 3.24 z dowodem.

W rozdziale 4 oméwiono metody i rezultaty opisane w pracy [3]|, dotyczace wzrostu
diauksycznego w przypadku jedno- i dwuwymiarowym. Wyniki rozszerzytem o stwierdze-
nie 4.5 z dowodem.

Prace [4] oméwiono w rozdziale 5, gdzie przedstawiono modele w skali mezoskopowej,
ktére moga generowaé wzrost diauksyczny w skali makroskopowej. Stwierdzenie 5.5 jest
dodatkowym wynikiem, opisanym w rozprawie.

Rozdzial 6 zawiera podsumowanie oraz opis pracy [5], ktora jest inspiracja do dalszych
badan zwigzanych z tematyka doktoratu. Dodatkowo przedstawiono kilka réznych mozli-
wych kierunkéw dalszych badan.
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Rozdziatl 2

Cykl komérkowy: oddziatywanie
biatek CDK1, PP2A, CDC25

2.1 Wprowadzenie

Szlaki sygnatowe tworza naturalne uktady regulacji, majace na celu zapewni¢ z jednej
strony opornos¢ na losowe zmiany warunkéw (ang. robustness), czyli utrzymanie home-
ostazy ukladu, a z drugiej strony elastycznosé (ang. flexibility) uktadu, tzn. wymuszenia
wtasciwych zmian w odpowiedzi na bodzce zewnetrzne badz wewnetrzne. Biatka CDKI,
PP2A oraz CDC25 stanowia cze$¢ szlaku sygnatowego regulujacego przebieg cyklu komor-
kowego — a doktadniej odgrywaja kluczowa role w procesie indukcji mitozy. Za moment
rozpoczecia mitozy przyjmuje sie chwile osiggniecia poziomu aktywnego CDK1 wystarcza-
jacego do ufosforylowania substratéw koniecznych do przeprowadzenia podziatu komorki.
Biatka CDK1 i PP2A tworza uktad wzajemnej regulacji, oparty o ujemne sprzezenie zwrot-
ne [65]. Stezenie substratéw fosforylowanych przez CDK1 i defosforylowanych przez PP2A
zmienia sie dynamicznie, zatem wyznaczenie poczatku mitozy w eksperymentach jest bar-
dzo trudne i zwykle obarczone bledem [65]. Opornosé regulacji czasu wejscia w mitoze
obserwuje si¢ przy podawaniu niewielkich dawek inhibitorow CDK1 i PP2A, czyli RO3306
oraz kwasu okadaikowego (OA), co w niewielkim stopniu odpowiednio op6Znia i przyspiesza
proces podzialu komorki. Dalej stwierdzono, ze zaleznos$¢ czasu wejscia w mitoze (opdz-
nienie lub przys$pieszenie) zmienia sie odpowiednio do wielkosci podanej dawki inhibitoréw
(ang. dose-dependent). Elastycznos¢ regulacji jest obserwowana przy jednoczesnym doda-
niu niewielkich dawek obu inhibitorow. Wtedy nawet nieznaczna dawka inhibitora OA ma
istotny wplyw na przyspieszenie mitozy, inaczej niz w sytuacji, gdy nie ma RO3306 [65].
Ten rozdzial ma zdecydowanie charakter wstepny. Celem sformulowania modelu mate-
matycznego bylo gléwnie nawigzanie kontaktu z biologami i dogtebne zrozumienie sytuacji
biologicznej — w jaki sposéb czas rozpoczecia mitozy zalezy do dawek inhibitoréw. Stad
zaproponowany model jest analizowany jedynie na poziomie symulacji komputerowych, wy-
konanych w programie MATLAB w wersji 2018B. Natomiast badanie cyklu komérkowego
prowadzi do bardziej rozwinietego modelu, ktory jest doktadnie analizowany w rozdziale 3.
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2.2 Model biochemiczny

CDK1 laczy sie z cykling B, tworzac kompleksy CDK1/CYC B, ktére moga byé w stanie
nieaktywnym CDK1/CYCBy (ufosforylowanym) lub aktywnym CDK1/CYCB, (zdefos-
forylowanym). Aktywny kompleks CDK1/CYC By fosforyluje wiele substratéw, ktore sa
konieczne do wejscia w mitoze. Natomiast fosfataza PP2A ma dziatanie antagonistyczne,
to znaczy defosforyluje wiekszo$é tych substratéw [66]. W uproszezeniu oznacza to, ze
zwickszenie ilosci aktywnego kompleksu CDK1/CYCB, powoduje przyspieszenie mitozy,
natomiast im wiecej PP2A, tym podzniej rozpoczyna sie faza M. Fosfataza PP2A jest dodat-
kowo hamowana przez aktywny kompleks CDK1/CYC By za pomoca procesu zawierajacego
kinaze Gwl (ang. Greatwall kinase) [67]. Zalezno$¢ miedzy CDK1/CYCB a PP2A mozemy
opisa¢ schematycznie w nastepujacy uproszczony sposob, ktéry oddaje tylko ogdlne ten-
dencje przeciwstawnych aktywnosci CDK1 i PP2A: Z jednej strony wieksza ilos¢ PP2A
przyspiesza aktywacje CDK1/CYCBy, a z drugiej — aktywny kompleks CDK1/CYC By
dezaktywuje fosfataze PP2A. Tworzy sie tak zwana petla ujemnego sprzeienia zwrotnego
(patrz rys. 2.1). Celem takiego uproszczenia jest zaproponowanie mozliwie najprostszego
modelu matematycznego, ktéry pozwoli na lepsze zrozumienie oddziatywania biatek CDK1

oraz PP2A.
CDK1/CYCB
PP2A F)

Rys. 2.1. Schemat przedstawiajacy ujemne sprzezenie zwrotne miedzy kinazg CDKI1 a fosfatazg PP2A

Fosfataza CDC25 jest kolejnym podstawowym regulatorem mitozy. Wystepuje w sta-
nie aktywnym (CDC25,) i nieaktywnym (CDC25y) i jest gtéwnym aktywatorem komplek-
su CDK1/CYCB, z ktérym tworzy petle dodatniego sprzezenia zwrotnego. Oznacza to, ze
CD(C25, aktywuje CDK1/CYC By oraz aktywny CDK1/CYC B, aktywuje CDC25y. Sche-
mat jest przestawiony na rysunku 2.2.

CDK1/ CYCB)
CDC25
Rys. 2.2. Schemat przedstawiajacy dodatnie sprzezenie zwrotne miedzy kinazg CDK1 a fosfataza CDC25

W 2014 roku profesor Jacek Kubiak wraz ze swoim zespotem z Instytutu Genetyki
i Rozwoju Uniwersytetu Rennes pokazali eksperymentalnie, ze zmiany ilosci aktywnego
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kompleksu CDK1/CYCBa! lub PP2A wplywaja na czas rozpoczecia mitozy [65]. Ekspe-
rymenty polegaly na obnizaniu aktywnosci CDK1/CYCB, oraz PP2A poprzez dodawanie
odpowiednio inhibitora RO3306 oraz kwasu okadaikowego (OA). RO3306 hamuje aktywnosé
CDK1/CYCB, i w ten sposéb opéznia rozpoczecie mitozy. Wielko$¢é opdznienia jest zalez-
na od wielkosci dawki inhibitora RO3306 (ang. dose dependent). Analogicznie inhibitor OA
hamuje PP2A, co indukuje wczesniejsze rozpoczecie mitozy. Przyspieszenie mitozy réwniez
zalezy od dawki OA, co oznacza, ze niewielkie iloSci inhibitorow maja nieduzy wptyw na
zmiane czasu rozpoczecia mitozy. Mowimy wtedy, ze system regulacji cyklu komorkowe-
go charakteryzuje sie pewna opornoscia. Ciekawe wyniki eksperymentéw otrzymano, gdy
dodano jednoczesnie oba inhibitory RO3306 oraz OA. Zaobserwowano wtedy posredni czas
rozpoczecia mitozy oraz duzo wigksze przyspieszenie mitozy przez mate ilosci OA, ktore
w poprzednim przypadku nie zmieniaty czasu mitozy. Wskazuje to na szerokie mozliwosci
korygowania (flexibility) czasu indukcji mitozy, ktére wynikaja ze ztozonych interakcji po-
miedzy poszczegdlnymi regulatorami cyklu komérkowego biorgcymi udziat w tym procesie.
Wyniki przeprowadzonych doswiadczen mozna zobaczy¢ na rysunkach 2, 3, 4, 5 w pra-
cy [65].

2.3 Model matematyczny

W tym podrozdziale zaproponujemy model matematyczny opisujacy interakcje pomiedzy
kompleksem CDK1/CYCB a fosfataza PP2A. Nastepnie zaproponujemy rozszerzenie te-
go modelu, uwzgledniajace wptyw fosfatazy CDC25. Dodatkowo rozwazymy modyfikacje
rozszerzonego modelu zawierajaca opéznienie w aktywacji CDC25. We wszystkich przy-
padkach pokazemy symulacje komputerowe oraz poréwnamy numerycznie przedstawione
wersje modelu.

Rozwazmy nastepujace wielkosci:

e 1 = y1(t) — koncentracja aktywnego kompleksu CDK1/CYCBA w czasie t > 0.
Koncentracje bedziemy mierzy¢ w skali niemianowanej, jako utamek wielkosci cha-
rakterystycznej. Wtedy koncentracja nieaktywnej kinazy CDK1/CYC By wyraza sie
przez 1 — yq,

o Yo = yo(t) — koncentracja fosfatazy PP2A w czasie t > 0,
e a, — parametr opisujacy koncentracje inhibitora OA,

e a, — parametr opisujaca koncentracje inhibitora RO3306.

Proponujemy nastepujacy uktad réwnan rézniczkowych zwyczajnych, opisujacy oddzia-
lywanie pomiedzy biatkami CDK1/CYCB, a PP2A.

Y a(l —y1)yz —ay,
. 2.1
{ Jo = —Byiy2 — Alao, a,), 1)

W literaturze biologicznej, a w szczegélnosci w przytaczanej pracy [65], dla uproszczenia kompleksy

CDK1/CYC B4 nazywa sie aktywna kinaza CDK1.
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gdzie a,  sa danymi statymi wspétezynnikami i A(a,, a,) jest funkcja opisujaca dzialanie
OA i RO3306 na PP2A. Z uwagi na warunki biologiczne rozwazamy dane poczatkowe zadane
przez

y1(0) =0 oraz ye(0) = 1.

O funkcji A zaktadamy:
. A(0,0) =0,
« A(a,,0) =a,dlaa, >0,
« A(0,a,) =0dlaa, >0,
o Alay,a,) = a, + 6,a%2a% dla a,,a, > 0, gdzie §; > 0, da, 53 € (0, 1).

Zaktadamy ponadto, ze o > a, oraz > a,, co odzwierciedla iloSciowa réznice miedzy
CDK1, PP2A a ich inhibitorami.

Powyzsze zatozenia o funkcji A czynia zado$é obserwacjom biologicznym. Funkcja A
przyjmuje warto$é¢ 0 przy braku inhibitorow OA i RO3306, to znaczy gdy a, = a, = 0. Gdy
dodajemy tylko OA (a, > 0 oraz a, = 0), to jej warto$¢ jest réwna a,, a gdy tylko RO3306 —
wtedy jej warto$¢ jest réwna 0 (a, = 0 oraz a, > 0). Gdy dodajemy oba inhibitory OA
i RO3306 (a,,a, > 0), wtedy warto$¢ A znaczaco wzrasta, gdyz w eksperymentach zauwa-
zamy znaczace przyspieszenie czasu mitozy. Oznacza to, ze wpltyw réwnocze$nie dodanych
inhibitoréw nie jest proporcjonalny do ilosci dodanych inhibitoréw, a znacznie wiekszy —
nastepuje pewien rodzaj wzmocnienia. Dlatego zaproponowana funkcja jest rosnaca, wkle-
sta funkcjg zmiennej a,, a jej tempo wzrostu jest znaczaco wieksze niz liniowe w okolicach
a, = 0, co — jak jesteSmy przekonani — odzwierciedla sytuacje biologiczna.

Wigksza ilo$¢ aktywnego biatka CDK1/CYC By przyspiesza mitoze, za$ wicksza ilosé
biatka PP2A opdznia mitoze. Ponadto podczas przejécia miedzy fazg Go a fazg M ilosé
CDK1/CYCB, wzrasta, a PP2A — maleje. Oznacza to, ze wygodnie dla uproszczenia
przyjac, ze czas T rozpoczecia mitozy dany jest warunkiem

y(T) = ya(T). (2.2)

W modelu (2.1) pierwsze réwnanie opisuje wzrost koncentracji biatka CDK1/CYC By
spowodowane ujemnym sprzezeniem zwrotnym z PP2A (wyrazenie o(1—1y;)ys) oraz obnize-
nie jej za pomoca inhibitora RO3306 (parametr a,). Drugie réwnanie opisuje obnizenie ak-
tywnosci PP2A indukowane ujemnym sprzezeniem zwrotnym z CDK1 (wyrazenie —[3y;ys)
oraz dziatanie inhibitora OA (funkcja A).

Ponizsze twierdzenie pokazuje dolne oszacowanie na czas wejscia w mitoze.

Twierdzenie 2.1. Zaloimy, ze « = 3. Wtedy czas T wejscia w mitoze spelnia nastepujgce
oszacowanie T > Ty, gdzie
1

T, = :
' a+ A(am ar) — Qr
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Dowdd. Niech y(t) = ya(t) — y1(t). Wtedy y(0) = 1 oraz y(t) jest malejaca, gdyz y(t) jest
rosnaca, a yo(t) — malejaca do czasu T. Policzmy pochodng . Mamy

=12 —h = —ayi1ys — A(ao, a;) — ays + ayr1ys + a, = —ays — A(a,, a,) + a, >
> —a — Ala,, a,) + a.

Ostatnia nieréwnos$¢ wynika z tego, ze funkcja yo jest malejaca, wiec yo(t) < y2(0) = 1. Po
scatkowaniu otrzymujemy:

y(t) > (—a— Al(ao, ar) +a,)t+ 1.

Niech T} bedzie czasem, dla ktérego prawa strona nieréwnodci jest rowna 0, czyli

1
- a+ Alas, ar) —a,

T;

Wtedy y(T1) > 0, wobec tego T > T}, gdyz y jest malejaca. B

Rysunek 2.3 przedstawia symulacje komputerowa modelu (2.1) w przypadku braku in-
hibitoréw OA oraz RO3306 — przyjmujemy a, = a, = 0. W nagtéwkach rysunkow 2.3-2.10
beda umieszczane warto$ci parametréw a, i a,. Pozostate wartosci parametrow w symula-
cjach nie ulegaty zmianie i przyjeliSmy:

Oézl, 6:1, (51:1, (52:* (53:*.
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Rys. 2.3. Wykres koncentracji bialek CDK1/CYCB4 oraz PP2A w kontroli, to jest bez dodawania
inhibitoréw OA oraz RO3306. Punkt przeciecia krzywych jest to czas rozpoczecia mitozy, ktéry jest
zdefiniowany przez (2.2)
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Rys. 2.4. Wykres koncentracji bialek CDK1/CYC By oraz PP2A w przypadku dodania inhibitora OA.
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Rys. 2.5. Wykres koncentracji bialek CDK1/CYC By oraz PP2A w przypadku dodania wigkszej ilosé
inhibitora OA niz w przypadku przedstawionym na rysunku 2.4. Obserwujemy, ze czas mitozy jest w tym
przypadku jeszcze wczesniej

Na wykresach 2.4 i 2.5 widzimy przyspieszenie mitozy, oznaczanej czerwong gwiazdka,
przy zwiekszaniu iloéci inhibitora OA. Im wieksza iloé¢ inhibitora, tym wieksze przyspiesze-
nie czasu rozpoczecia mitozy. Pionowa przerywana linia oznacza czas mitozy w przypadku
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kontrolnym (bez oddzialywania inhibitoréw) i pozwalana na poréwnanie czaséw rozpocze-
cia mitozy w réznych przypadkach.
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Rys. 2.6. Wykres koncentracji bialek CDK1/CYCBa oraz PP2A w przypadku dodania inhibitora
RO3306. Obserwujemy, ze czas mitozy jest opézniony w odniesieniu do kontroli
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Rys. 2.7. Wykres koncentracji bialek CDK1/CYC Ba oraz PP2A w przypadku dodania wigkszej ilosé
inhibitora RO3306 niz w przypadku przedstawionym na rysunku 2.6. Obserwujemy, ze czas mitozy jest
w tym przypadku jeszcze bardziej opdzniony

25



Na wykresach 2.6 i 2.7 widzimy opdznienie mitozy przy zwiekszaniu ilosci inhibitora
RO3306. Im wieksza ilo$¢ inhibitora, tym wieksze opdznienie czasu rozpoczecia mitozy.
Wykres 2.8 przedstawia osiagniecie posredniego czasu mitozy przy réwnoczesnym dodaniu
inhibitoréw OA oraz RO3306.
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Rys. 2.8. Wykres koncentracji biatek CDK1/CYC By oraz PP2A w przypadku dodania réwnoczesnie
obu inhibitoréw OA oraz RO3306. Obserwujemy, ze poéredni czas mitozy — w tym przypadku wystepuje
niewielkie op6znienie w odniesieniu do kontroli

Rysunek 2.9 pokazuje opornosé¢ systemu regulacji cyklu komorkowego, czyli opornosé
zmian koncentracji na niewielkie zaburzenie mata dawka OA. Przy zastosowaniu dawki
mniejszej niz w symulacji przedstawionej na rysunku 2.4 obserwujemy duzo mniejsze przy-
spieszenie mitozy (proporcjonalne do zastosowanej dawki). Rysunek 2.10 przedstawia ela-
styczno$é systemu regulacji cyklu komoérkowego, ktérg mozemy zaobserwowac, gdy dodamy
rownocze$nie matyg dawke inhibitora OA oraz taka sama jak poprzednio dawke inhibitora
RO3306. Wtedy na wykresie mozna zauwazy¢ znaczace przyspieszenie mitozy w odniesie-
niu do czasu mitozy, gdy dodamy tylko sam inhibitor RO3306 — patrz rys. 2.7. Ta sama
dawka inhibitora OA raz w niewielkim stopniu przyspiesza mitoze, a raz — znaczaco, w za-
leznosci od obecnosci drugiego inhibitora. Symulacje pokazuja dobra zgodno$¢ jakosciowa
z eksperymentami.

Z symulacji mozemy odczytac, ze wyznaczone dolne ograniczenie T czasu T' w twier-
dzeniu 2.1 jest jego dobrym przyblizeniem. Mozemy wiec na podstawie symulacji nume-
rycznych przyjaé, ze T =~ m. Wtedy widzimy, ze przy zwieckszaniu a, wartos$é
A(a,, a,) wzrasta, wiec T maleje, czyli mitoza przyspiesza. Ponadto przy zwiekszaniu a,
mianownik utamka m maleje, wiec T' rosnie, a zatem mitoza sie opdznia. Jest to
zgodne 7z otrzymanymi eksperymentami biologicznymi oraz symulacjami numerycznymi.
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Rys. 2.9. Wykres koncentracji bialek CDK1/CYC By oraz PP2A w przypadku dodania niewielkiej ilosci
inhibitora OA. Obserwujemy, Ze czas mitozy jest przyspieszony w odniesieniu do kontroli, jednak duzo
mniejszy niz w przypadku a, = 0.1 przedstawionym na rysunku 2.4
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Rys. 2.10. Wykres koncentracji bialek CDK1/CYC By oraz PP2A w przypadku dodania niewielkiej ilosci
inhibitora OA oraz inhibitora R0O3306. Obserwujemy znaczace przyspieszenie mitozy w poréwnaniu do
sytuacji przedstawionej na rysunku 2.9
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2.3.1 Rozszerzenie i modyfikacje modelu

Rozszerzymy model (2.1), uwzgledniajac interakcje z CDC25. Oznaczmy koncentracje ak-
tywnego CDC25 w czasie t zmienna y3 = y3(t). Wtedy koncentracja nieaktywnego CDC25
wyraza sie¢ za pomocg 1 — 3.

Rozszerzony model ma nastepujaca postac

o= aol—y)y+v1 —y1)ys — a,
Yo = —Byiy2 — Alao, a,), (2.3)
s = wyi(l—ys)

z warunkiem poczatkowym y;(0) = 0, y2(0) = 1 oraz y3(0) = 0. Parametry a, 3,7, w sa
dodatnimi statymi. Uwzglednienie interakcji z fosfataza CDC25 przejawia si¢ dodatkowym
réwnaniem (na ys) oraz wyrazeniem (1 — y;)ys w pierwszym réwnaniu. Sa to wyrazenia
opisujace dodatnie sprzezenie zwrotne z CDKI.

Czas wejscia w mitoze bedziemy wyznaczaé na podstawie warunku (2.2). W symulacjach
bedziemy poréwnywac¢ modele i przyjeliSmy nastepujace wartosci parametréow:
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_g ==PP2A w kontroli
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==CDK1/CYCB , z OA+RO i CDC25
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Rys. 2.11. Por6wnanie czaséw mitozy w trzech réznych sytuacjach: bez inhibitoréw (kontrola), z dwoma in-
hibitorami (OA+RO bez CDC25) oraz z dwoma inhibitorami i uwzglednieniem wptywu CDC25 (OA+RO
i CDC25). Mitoza w przypadku kontrolnym rozpoczyna sie szybciej niz w przypadku dodatnia inhibitoréw.
Uwzglednienie wptywu CDC25 skutkuje przyspieszeniem mitozy do czasu zblizonego do kontroli

Symulacje numeryczne dla rozszerzonego modelu (2.3), jak réwniez modelu (2.2) po-
kazane sa na rysunku 2.11. Widzimy na nim, ze uwzglednienie dodatkowej aktywacji
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CDK1/CYCB, przez wptyw CDC25 przyspieszyto mitoze w poréwnaniu do modelu (2.1).
Jest to jedyna istotna réznica widoczna w symulacjach tych dwéch modeli. Wykresy krzy-
wych dla obu modeli sa do siebie zblizone. Wyniki numeryczne sg zgodne z obserwacjami
biologicznymi, na ktorych uwzglednianie CDC25 przyspieszato czas mitozy.

Przeprowadzono eksperymenty badajace aktywnos¢ CDC25, ktorych wyniki przedsta-
wia rysunek 8 w [1]. Wynika z nich, ze w przypadku jednoczesnego dodania obu inhibitoréw
obserwujemy opoéznienie w aktywacji fosfatazy CDC25. Sugeruje to, aby dokona¢ modyfi-
kacji rozszerzonego modelu (2.3) tak, by uwzglednié¢ to poczatkowe op6Znienie aktywacji.
W tym celu wezmy zamiast parametru 7 funkcje (), ktéra ma charakter przetaczenio-
wy z 0 do dodatniej wartosci ¢. Rozwazmy dwie mozliwosci: gdy ~(t) jest funkcja ciagla
(7(t) = 71(t)) oraz gdy jest funkcja nieciagla (skokowa, v(t) = 72(t)). Modyfikacja modelu
(2.3) ma nastepujaca postacé

o= al—y)ye+71—y)ys — ar,
2 = =By — Alao, a), (2.4)
ys = wyl(l - 3/3)

dla i = 1,2, gdzie

0, t<T,
m(t) = { - t> T (2.5)
t—rt1 = D
0, t<r
t) = ) ? 2.6
Bl =1 sy (26)
dla dodatnich statych ), 7.
1 |
0.9+ 8
0.8+ i
I
007 7
c
[&]
0 0.6
£
[*]
2.0.5- 1
S
0.4 ==CDK1/CYCB, oraz CDC25
[]
£ ==PP2A oraz CDC25
kS 0.3+~ ==CDK1/CYCB, i ciagte opéznione CDC25
02 PP2A i ciagte opoznienie CDC25
==CDK1/CYCB,, i nieciagte opo6znienie CDC25
0.1~ PP2A i nieciagte op6znienie CDC25
0 | | ¥ Czas mitozy B
0 0.5 1 1.5 2 25
Czas

Rys. 2.12. Poréwnanie czaséw wejscia w mitoze, gdy dodajemy oba inhibitory w trzech sytuacjach uwzgled-
niajacych wptyw CDC25: bez opdznienia, z opdznieniem z funkcja ciagla oraz nieciggla. Uwzglednienie
opéznienia w aktywacji CDC25 skutkuje opdéZnieniem mitozy
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Rysunek 2.12 przedstawia symulacje poréwnujaca czasy wejscia w mitoze w przypadku
obu inhibitorow dodawanych jednoczesnie w trzech przypadkach: gdy uwzgledniamy wptyw
CDC25 bez opoOznienia, z opoznieniem z funkcja ciagta i nieciaglta. Wtedy czas wejscia
w mitoze w przypadku rozpatrywania opdznienia jest podobny, niezaleznie od wyboru
funkcji. Jest on réwniez niewiele opdzniony w stosunku do czasu mitozy w przypadku
rozwazania interakcji CDC25 bez opdznienia.

Rysunki 2.11 i 2.12 przedstawiaja wykresy CDK1/CYC By oraz PP2A we wszystkich
wariantach z jednoczesnym dodaniem obu inhibitoréw OA i RO3306. Mozna z nich odczytac,
ze czas mitozy jest zblizony we wszystkich wariantach: sytuacji kontrolnej i z dodaniem obu
inhibitoréw z uwzglednieniem CDC25 w kazdej z rozwazanych postaci. Ponadto w kazdej
wersji krzywe sa jakoSciowo zblizone do siebie.

2.4 Interpretacja wynikéow

Celem zaproponowanego modelu (2.1) oraz jego rozszerzenia (2.3) i modyfikacji (2.4) by-
to sprawdzenie, czy otrzymane dane z eksperymentéw zgodza sie jakosciowo z wynikami
symulacji oraz czy analiza numeryczna moze pomédc w zrozumieniu zaleznosci w oddzia-
tywaniu miedzy CDK1/CYCB, a PP2A i jak to oddzialywanie wplywa na czas wejscia
w mitoze¢. Dla uproszczenia czas wejécia w mitoze zdefiniowaliSmy jako przeciecie krzy-
wych CDK1 oraz PP2A. W rzeczywistosci punkt rozpoczecia mitozy jest zdefiniowany jako
minimalny poziom aktywnej kinazy CDK1/CYC By, ktora jest wystarczajaca, by wywolaé
fosforylacje odpowiednich substratow do rozpoczecia mitozy. Koncentracja substratéw fos-
forylowanych przez CDK1/CYCB, i defosforylowanych przez PP2A zmienia sie dynamicz-
nie, zatem nawet w eksperymentach biologicznych musimy arbitralnie wybraé¢ czas, ktory
uznamy za rozpoczecie mitozy — por. [65]. Symulacje zaprezentowane w tym rozdziale po-
kazuja, jak inhibitory RO3306 oraz OA zmieniaja krzywe aktywnosci CDK1/CYCB, oraz
PP2A, a w konsekwencji czas wejscia w mitoze we wszystkich wariantach: gdy dodawany
jest sam inhibitor RO3306, gdy dodawany jest sam inhibitor OA oraz gdy dodawane sg jed-
noczesnie oba inhibitory. Wyniki numeryczne réwniez pokazaly, ze minimalna dawka OA
nie powoduje znaczacych zmian w czasie wejécia w mitoze, podczas gdy ta sama dawka
OA w potaczeniu z RO3306 duzo bardziej przyspiesza mitoze. Jest to zgodne z wynikami
eksperymentéw, co utwierdza nas w przekonaniu o trafnosci modelu. Symulacje rozszerzo-
nego modelu (2.3), ktéry uwzglednia wpltyw CDC25, pokazuja przyspieszenie czasu wejscia
w mitoze, ale nie pokazuja znaczacych réznic na krzywych CDK1/CYC By i PP2A. Dodatko-
wo, aby doktadniej opisaé¢ zalezno$é miedzy CDK1/CYCB,a, PP2A, CDC25, rozwazaliSmy
zmodyfikowany model (2.4). Symulacje pokazaly, ze czas mitozy sie delikatnie opdznia.
Opodznienie w formie funkcji ciaglej oraz niecigglej nie powoduje réznicy w czasie mito-
zy ani dynamice krzywych CDK1/CYC By, PP2A. Zatem pierwszy model (2.1) poprawnie
odzwierciedla proces wptywu interakcji CDK1 i PP2A na czas wejScia w mitoze. Bardziej
rozbudowane modele, to jest rozszerzony (2.3) i zmodyfikowany (2.4), pokazuja doktadniej
dynamike analizowanego procesu, ale nie zmieniaja znaczaco wynikéw numerycznych.
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Rozdziat 3

Cykl komérkowy: oddziatywanie
CDK1 i CDC6

3.1 Wprowadzenie

W tym rozdziale opisze wplyw biatka CDC6 na aktywacje komplekséw CDK1/CYC By, czyli
na czasowg regulacje mitozy. APTaza CDC6 jest aktywna gtownie w fazie S i odpowiada za
inicjacje replikacji DNA, wiec zbadanie jej znaczenia podczas innej fazy jest interesujace
z biologicznego punktu widzenia — por. [6, 7].

Rozdzial ten jest najwazniejszg cze$cia mojej rozprawy doktorskiej z dwoch powoddw.
Pierwszym jest zaproponowany model matematyczny, dzieki ktéremu mozna lepiej poznac
i zrozumie¢ ciekawy proces biologiczny. Drugim powodem jest inspiracja do Scistego opisu
matematycznego wzrostu diauksycznego (zob. definicje 1.1 i 1.2), ktéry zostanie zaprezen-
towany w rozdziatach 4 i 5. Profesor Jacek Kubiak wraz ze swoim zespotem z Instytutu
Genetyki i Rozwoju Uniwersytetu Rennes, na podstawie badan do$wiadczalnych zaprezen-
towanych w pracach [2, 68, 69], postawil nastepujaca hipoteze biologiczna.

Hipoteza 3.1. Bialko CDC6 jest odpowiedzialne za wzrost diauksyczny (zob. definicje 1.1)
stezenia aktywnych kompleksow kinazy CDK1 z cykling B (CDK1/CYCBy) w czasie inicja-
cji mitozy.

Hipoteza ta prowadzi do istotnego wykorzystania metod modelowania matematycznego
w opisie $wiata biologicznego. Rzeczywiscie nie wydaje sie, aby szczegdly procesu biolo-
gicznego mogly by¢ odkryte lepiej niz przez wlasciwy model matematyczny.

Dos$wiadczenia, w ktérych mozemy dostrzec wzrost diauksyczny CDK1/CYC By, mozna
réwniez znalezé na przyktad w: [45] — rysunek 1V; [70] — rysunki 1A, 2A prawy, 3A prawy;
[71] — rysunek 2A; [72] — rysunki 1A, 2A, 3A i 6A; [73] — rysunki 2A, 3A, 6A oraz TA,B;
[74] — rysunki 6A i 7B; a takze [75] — rysunek 1A B.

Hipoteza 3.1 wyrazona w jezyku matematycznym oznacza, ze zmienna okreslajaca ste-
zenie bialek CDK1/CYC By ma wzrost diauksyczny (zob. definicje 1.1). Oznaczatoby to, ze
stezenie biatlek CDK1/CYC By ro$nie, po czym nastepuje zahamowanie tego wzrostu, ktére
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jest spowodowane dziataniem biatka CDC6, a nast¢pnie ponownie stezenie ro$nie az do
rozpoczecia mitozy. W podrozdziale 3.2 przedstawie prawdopodobne reakcje, ktore moga
wyjaéniac¢ dziatanie CDC6, oraz biochemiczny model je uwzgledniajacy. W podrozdziale 3.3
przedstawi¢ makroskopowy model matematyczny, bedacy uktadem osmiu nieliniowych réw-
nan rézniczkowych zwyczajnych, ktéry zostal zaproponowany w pracy [2].

Nastepnie w podrozdziale 3.4 przedstawie analize matematyczng modelu matematycz-
nego: wyznacze stany stacjonarne, ich stabilno$¢ lokalng i globalna. Wyjsciowy uktad row-
nan rozniczkowych zwyczajnych 8 x 8 jest jednak na tyle skomplikowany, ze nie wyda-
je sie mozliwe bezposrednie pokazanie wzrostu diauksycznego poprzez analize jakoSciows
(oczywiscie analiza iloSciowa tym bardziej nie wchodzi w gre). Zatem proponuje tu inne
podejscie, ktore w zasadzie podobne jest do ,,dowodéw wspomaganych komputerowo”; por.
np. [76, 77, 78], dotyczacych dziwnego atraktora Lorentza.

W podrozdziatach 3.5 i 3.6 zbadam zachowanie drugiej pochodnej zmiennej okresla-
jacej stezenie CDK1/CYCB,. Odpowiednie zmiany znaku drugiej pochodnej (z dodatniej
na ujemna lub odwrotnie) beda okreslaly wystapienie punktéw przegiecia, a tym samym
wzrostu diauksycznego (wiecej niz 1 punkt przegiecia — definicja 1.1). Najpierw w podroz-
dziale 3.5 przeprowadz¢ obliczenia numeryczne wykonane w programie MATLAB w wersji
R2018B, wykorzystujac przy tym schemat Rungego-Kutty 4 rzedu. Nastepnie w podroz-
dziale 3.6 przeanalizuje doktadnie, w sposob Scisty maksimum bledu, jaki moze by¢ po-
petniony przy obliczeniach numerycznych. Pokaze, ze maksymalny btad nie wpltywa na
jakosciowe zachowanie drugiej pochodnej zmiennej okreslajacej stezenie CDK1/CYCBa, to
znaczy osiggane wartosci dodatnie oraz ujemne sg co do wartosci bezwzglednej wicksze niz
maksymalny btad. W rezultacie otrzymuje Scisty wynik méwiacy o zachowaniu drugiej po-
chodnej. Na poziomie biologicznym oznacza to, ze stezenie biatek CDK1/CYCB, ma dwa
etapy wzrostu, ktore sg oddzielone zatrzymaniem aktywacji dzigki oddzialtywaniu biatka
CDC6. Najnowsze eksperymenty rowniez potwierdzaja badana hipoteze oraz dodatkowo
nowe badania pokazaly, ze biatko CDC6 wspdlpracuje z biatkiem o nazwie Xicl [79].

3.2 Model biochemiczny

Podczas fazy Gs nastepuje stabilny wzrost stezenia CYC B. Cyklina CYC B 1aczy sie z bial-
kiem CDKI1, tworzac nieaktywne kompleksy. Aktywna fosfataza CDC25, aktywuje kom-
pleks CDK1/CYCBY, co skutkuje wzrostem stezenia CDK1/CYCB,. Podobnie aktyw-
ny kompleks CDK1/CYC B, aktywuje nieaktywna fosfataze CDC25y, zwickszajac steze-
nie CDC25,. Tworzy sie petla dodatniego sprzezenia zwrotnego pomiedzy CDK1/CYC By
a CDC25,— por. rys. 2.2. Gdy zostanie osiggnieta odpowiednia warto$¢ progowa stezenia
aktywnego biatka CDK1/CYCB,, nastepuje wejscie w faze M— zob. ksiazki [6, 7).
Doktadny proces biologiczny, jaki zachodzi pomiedzy biatkami CDC6 a CDK1 podczas
wejscia w mitoze, nie jest znany, dlatego zaproponuje reakcje, ktére prawdopodobnie moga
by¢ odpowiedzialne za pojawienie si¢ wzrostu diauksycznego biatka CDK1/CYCBj,.
Przypuszczamy, ze CDC6 taczy sie CDK1/CYCBy, tworzac w ten sposéb nowe kom-
pleksy CDK1/CYC B/CDC6, uniemozliwiajac fosfatazie CDC25, aktywacje CDK1/CYC By.
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Z drugiej strony kompleksy CDK1/CYC B/CDC6 stale rozpadaja sie z powrotem na CDC6
i CDK1/CYC By.

W fazie S istnieje podobny mechanizm, opisujacy interakcje miedzy CDK1 a CDC6.
Gdy stezenie aktywnych komplekséw CDK1/CYC By jest niskie, wtedy wigkszos¢ CDC6
nie jest ufosforylowana, natomiast wraz ze wzrostem aktywnoéci tych komplekséw wzrasta
réwniez stezenie ufosforylowanych CDC6 (zob. [80]). Przypuszczamy, ze podobne interakcje
moga zachodzi¢ miedzy CDK1 i CDC6 w fazie M, i dlatego prawdopodobne jest, ze proces
tworzenia komplekséw CDK1/CYCB/CDC6 jest nieliniowy.

Celem lepszego zobrazowania tego skomplikowanego procesu opisane wyzej reakcje moz-
na przestawi¢ w postaci schematu reakcji — rysunek 3.1.

CDK1 > - CYCB|+—— (J

CDC6 |[«—@<+—| CDK1/CYC By

< CDC25A

\ 4
y

CDK1/CYCB/CDC6 CDK1/CYCBx CDC25n

Rys. 3.1. Diagram reakcji rozwazanego procesu. Kolory strzalek i kropek odpowiadaja kolorom réwnan
w reakcjach (3.1)—(3.5)

Na rysunku 3.1 kolorem fioletowym zaznaczono proces wzrostu stezenia cykliny B
oraz jej degradacji. Kolor czerwony odpowiada reakcji tworzenia nieaktywnego komplek-
su CDK1/CYCBy. Kolorami zielonym i pomaraiczowym zaznaczono reakcje wynikaja-
ce z petli dodatniego sprzezenia zwrotnego miedzy CDK1/CYCB, oraz CDC25. Kolo-
rem niebieskim oznaczono prawdopodobne reakcje, ktére moga zachodzi¢ miedzy CDC6
a CDK1/CYCBy.

Teraz przedstawimy biochemiczny model, czyli uktad reakcji biochemicznych, ktére
zostaly wyzej opisane oraz przedstawione na diagramie na rysunku 3.1. Kolory strzatek
odpowiadaja kolorom reakcji na diagramie. Kolor czerwony, czyli reakcja tworzenia nie-
aktywnych komplekséw CDK1/CYC By, jest to reakcja (3.1). Reakcje (3.2) i (3.3) (kolory
zielony i pomaranczowy) przedstawiaja dodatnie sprzezenie zwrotne miedzy CDK1/CYC By
oraz CDC25. Reakcja (3.4) (kolor niebieski, oznaczona dodatkowo stowem hipoteza) jest
to prawdopodobna reakcja, ktéra moze wyjasnia¢ oddzialtywanie biatka CDC6 i tym sa-
mym potwierdzac hipoteze 3.1. Jest wysoce prawdopodobne, ze proces tworzenia komplek-
séw CDK1/CYCB/CDC6 jest nieliniowy, co skutkuje zaleznoscia wspoétezynnika reakeji od
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pewnej nieliniowej funkeji f, ktéra zalezy od stezenia CDK1/CYCB,. Kolor fioletowy od-
powiada reakcji (3.5), ktéra opisuje wzrost stezenia cykliny B, jak réwniez jej degradacje.
Mamy nastepujacych pieé¢ reakcji (reakcje (3.1)—(3.5)).
CDK1 + CYCB — CDK1/CYC By,
CDK1/CYCBy + CDC254 —2— CDK1/CYC By + CD(25,,

(3.1)

(3.2)
CDK1/CYCB, + CDC25y CDK1/CYCBj + CDC254, (3.3)
ayq-f(CDK1/CYCB

hipoteza: CDK1/CYC By + CDC6 CDK1/CYCB/CDCS,

B-Kcyces

B

%) CYCB. (3.5)

Reakcje (3.1)—(3.3) oraz reakcja (3.5) odpowiadaja znanym biologicznym procesom, nato-
miast reakcja (3.4) opisuje prawdopodobna reakcje wyjasniajaca hipoteze 3.1.

3.3 Model matematyczny

Przedstawimy teraz makroskopowy model przeksztatcajacy biochemiczny uktad pieciu re-
akcji (3.1)—(3.5) w uktad odmiu réwnan rézniczkowych zwyczajnych o nastepujacych zmien-
nych

z = CDKI1, z, = CDK1/CYCB,, x, = CDK1/CYCBy, y, = CDC25,,
Yy, = CDC25y, z = CDC6, w = CDK1/CYCB/CDC6, ¢ = CYCB.

Mamy
T = —azxc,
i'a = Q2¥nYa,
Ty = Q1€ — QaTnYq — Quf(Ta)Tpz + Sw,
ya = 03%qYn, (36)
Yn = —O3TqYn,
2 = —ayf(xy)rnz + 0w,
W = oygf(xy)rez — 0w,
¢ = —aze+ B(Keyes — ),

gdzie aq, as, as, ay, 8,6 sa dodatnimi parametrami, Kcycp jest maksymalnym mozliwym
stezeniem cykliny B, a funkcja f jest nieliniowa ograniczona. Typowa funkcja uzywang
przy modelowaniu nieliniowej zaleznosci jest funkcja Hilla — zob. [81]. Funkcja f ma wiec
nastepujaca postac

gdzie v jest dodatnim wspétczynnikiem, &k jest wspotezynnikiem Hilla, vy, jest wartoscia,
w ktérej nastepuje przelaczenie (tzw. progowa warto$¢), za$ w jest tempem reakcji dla
z, = 0.
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Z uwagi na biologiczne warunki rozwazamy nastepujace dane poczatkowe

ZL’(O) = KCDKI —€xy — €z, — Ew > 0,

7,(0) = &2, < Kcpki,

-I'n(()) = &z, < KCDKb

¥a(0) = &y, < Kcpezs,

yn(0) = Kecpeas — €y, (3.7)
2(0) = Kcpes — €w,

w(0) = e, < min{Kcpki, Keposts

c(0) = 0.

Dodajac do siebie réwnania pierwsze, drugie, trzecie i siodme ukltadu (3.6), otrzymujemy
T+ Tq+ T, +w=0. (3.8)
Podobnie po dodaniu rownan czwartego i piatek oraz szostego i sibdmego dostajemy

ya + yn = 0, (39)
54 = 0. (3.10)

Mozemy stad zapisa¢ nastepujace prawo zachowania dla uktadu (3.6)

Tot+x,+x+w = Kepki,
Ya + Yn = KCDC257 (311)
z+w = Kcpes,

gdzie Kcpki, Kepezs, Kepcog oznaczaja state, dane w czasie poczatkowym.

3.4 Analiza matematyczna modelu

3.4.1 Podstawowe wlasnosci modelu

W tym podrozdziale przeprowadzimy podstawowa analize matematyczna modelu (3.6).
Wyznaczymy stany stacjonarne, ich stabilnos¢ lokalng oraz globalng. Zaczniemy od ubez-
wymiarowienia ukladu (3.6), to jest odniesienia wszystkich zmiennych do ich charaktery-
stycznych wartosci. W tym celu wprowadzmy nastepujace podstawienie

ot x . Zg o Ty W — w
- 9 a = 9 n - 9 — 9
Kcpki Kcpki Kcpki Kcepxa
Z* _ < C* _ & y* _ ya * y’n
- 9 - 9 a ~ 9 n - 9
Kcpki Kcoven Kcpeos Kcpeos
£ a1 Keyen . asKcpeas . asKepki £ asKepiki
_ a1Kepka . Vi _ Kcpos . 5 0
a5 = ) Vth_ K ) Y= K ) t _5t7 -
B CDK1 CDK1 B
€* _ gya 5* _ sxa 6* _ gﬂcn €* _ Cw
o ’ Ta ) Tn ’ w .
v Kcpeos Kcpki Kcpka Kcpki



Wtedy uktad (3.6) mozemy zapisa¢ w nastepujacej postaci, gdzie dla uproszczenia po-
miniemy gwiazdki

T = —orc,

Tq = A2TnYa,

Tn = a1xc — Qopla — Quf (T4) T2 + 0w,

Yo = QsTaln, (3.13)
Yn = —Q3ZTqYn,

2 = —ayuf(xy)rnz + 0w,

wo = Oz4f($a)$n2 — ow,

¢ = —asrc+1-—c,

z funkcjg f dang wzorem
k

VT
—w+— kEN. 3.14
@) =t .19
Dane poczatkowe (3.7) po podstawieniu (3.12) zapisujemy nastepujaco
z(0) = 1—¢,, —€s, —Ew >0,
z,(0) = g, <1,

)
z,(0) = &, <1,

¥.(0) = g, <1,

¢ 3.15
w0) = 17, 319
Z<O) = 7~ Ew
’LU(O) = <K min{177}7
c(0) = 0.

Prawo zachowania (3.11) réwniez zachodzi dla uktadu (3.13) w nastepujacej formie
To+ T, +r+w = 1,
Yo+ Yo = 1, (3.16)

Z+w = 7.

7 powyzszych praw zachowania oraz gtadkosci i globalnej lipschitzowskosci prawej strony
ukltadu (3.13) wynika, ze rozwiazania istnieja globalnie i sa jednoznaczne. Nieujemnosé da-
nych poczatkowych (3.15) oraz postaé prawej strony uktadu (3.13) gwarantuja w oczywisty
spos6b nieujemnosé rozwiazan dla kazdego ¢t > 0 (wyrazenia ze znakiem minus sa prze-
mnozone przez odpowiednia zmienna). Wykorzystujac dodatkowo prawo zachowania (3.16),
otrzymujemy ograniczonos¢ rozwigzan, to znaczy dla kazdego ¢ > 0 zachodzi

2(t), xa(t), 2n(t), Ya(t), yn(t), c(t) € [0,1],

3.17
<(1) € [0.4), w(t) € [0, min(1, )] 47

Zdefiniujmy teraz nastepujacy zbior
Q= (0,1)° x (0,7) x (0,min (1,7)) x (0, 1). (3.18)

Z uwagi na (3.17) zbiér Q jest zbiorem niezmienniczym uktadu (3.13).
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3.4.2 Stany stacjonarne

Zajmiemy sie teraz wyznaczeniem stanéw stacjonarnych ukladu (3.13) z danymi poczat-
kowymi (3.15). Zachodzi nastepujace stwierdzenie.

Stwierdzenie 3.2. Uktad (3.13) z danymi poczgtkowymi (3.15) ma w zbiorze Q dwa stany
stacjonarne:

1.8 =(0,0,1—v+%0,1,2 ~v—2 1),

2. 8,=(0,1,0,1,0,,0,1),

1 ) s \° 45
mmz=2@@1—+JQ—v+>+/y)
W oW oW

Dowdd. Najpierw sprowadzimy uklad (3.13) do uktadu z mniejsza liczbg réwnaii. W tym
celu przeksztatcimy prawo zachowania (3.16) do nastepujacej postaci

T,=1—x,—x—w,
w=y—z.

Podstawiajac (3.19) do uktadu (3.13), otrzymujemy zredukowany uktad réwnan

T = —aqTc,

To = ao(l—7v+4+2—24— )Y,

o = 324(1 —ya), (3.20)
2 = —auf(z)(l—7+z—x4—2x)2+0(y— 2),

¢ = —asre+ (1—c).

Teraz wyznaczymy stany stacjonarne uktadu (3.20). Oznaczmy je przez (T, Zo, Yo, 2, C)-
Mamy zatem

—aqxc =0,
a(l=v+2 =2y —2)Ya =0,
asta(l— ) =0, (3.21)
_a4f<ja>(1 -7+ Z— T4 — i’)é—l— 6(/7 - 2) = 07
—azzc+ (1 —¢) =0.
Z piatego rownania uktadu (3.21) wnioskujemy, ze ¢ # 0. Nastepnie z pierwszego rownania
ukladu (3.21) otrzymujemy & = 0, a dalej ¢ = 1. Z drugiego réwnania ukladu (3.21)
otrzymujemy dwa przypadki: y, = 0 oraz y, # 0.
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I) ¥, = 0. Wtedy z trzeciego réwnania uktadu (3.21) otrzymujemy z, = 0. Wstawiajac
wyznaczone wartosci do czwartego réwnania uktadu (3.21) oraz pamietajac, ze f(0) =
w, dostajemy nastepujace rownanie

—oyw(l —y+2)24+6(y — 2) =0. (3.22)

Jest to réwnanie kwadratowe i ma ono dwa rozwigzania

1 § 5§ \> 46
sZ=-|7y—-1——— (7—1—) —i—i ;
2 oW oW oW
1 5 5§ \° 46y
Zo=z|v—1——+||(v-1——| +—
2 W QW oW

Rozwigzanie z; jest ujemne, poniewaz mamy nastepujace oszacowania

2
4
7_1_5_«7_1_5) O A R

[671%9) (6 71%%) g (67199 [0 71%)

Oznacza to, ze Z; nie spelnia ograniczenia (3.17), wiec nalezy odrzucié to rozwiazanie.
Zbadamy teraz, czy rozwiazanie Z» spelnia ograniczenia (3.17). Mamy nastepujace
oszacowania

5 5\ 45 5 5
7—1—+J<7—1—> SRR VS N R L )
(e710% QW oW oW oW

Zatem Zz, jest dodatnie. Sprawdzmy, czy zachodzi drugie ograniczenie z; < . Mamy
nastepujace oszacowania

1 5 5\ 46
o e ) v i)
2 oW oW oW

1 5 s\ 1 5 5
<=-|l7vy-1-—++ y+1+— =—|(y—-1—-—+14+~v+—] =1.
2 W QW 2 oW %1%

Oznacza to, ze zo < . Zatem stanem stacjonarnym ukladu (3.20) jest

Sy = (%, Zq, Ya, 2, €) = (0, 0, 0, (3.23)

1 5 2 L
gdzie z = = (7 -1—-——+ $ (’y -1—-— 7) Wykorzystujac podstawie-

2 QW a4w
nie (3.19), otrzymujemy stan stacjonarny uktadu (3.13)

S1 = (Z, Ta, Tny Yar Yns 2, 0, €) = (0,0, 1 =~y +2,0,1, 2, v—Zz, 1), (3.24)
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1 5 5\ 40
gdziez:(7—1—+\l<7_1_> +7).
2 W oW oW

Pozostato sprawdzi¢, czy S; nalezy do zbioru niezmienniczego €2, zdefiniowanego
wzorem (3.18). W tym celu wystarczy wykazaé, ze T, = 1 — v+ z > 0, rbwnowaznie
z>~v—1.Jedli v > 1, to z dodatniosci z mamy z > 0 > v — 1. Jesli zas v > 1, to
mamy nastepujace oszacowania

1 B s \? 45
i=3 7—1—+J<7—1—> + >

(6 710V (e %10V (67199
1 5 5§ \> 40y 46
o A [ T
2 QW QW oW oW
1 s\ 1
=—|(y—-1———+ <’y—1+> :<’y—1++7—1+>:
W oW oW oW

Wykazalismy wiec, ze S; € Q.

I) 4, # 0. Wtedy z drugiego réwnania uktadu (3.21) mamy 1 — v+ 2 —z, — & = 0.
Wstawiajac to do czwartego réwnania uktadu (3.21), otrzymujemy z = ~. Pamietajac,
ze ¥ = 0, dostajemy Z, = 1. Nastepnie z trzeciego réwnania uktadu (3.21) obliczamy
Yo = 1. Zatem stanem stacjonarnym uktadu (3.20) jest

Sy = (%, Ta, Yas 2, €) = (0, 1, 1, 7, 1). (3.25)
Wykorzystujac podstawienie (3.19), otrzymujemy stan stacjonarny uktadu (3.13)
Sy = (%, Za, Tn, Jas Un, Z, 0, €)= (0, 1,0,1,0,7, 0, 1) (3.26)
Natychmiast widaé, ze Sy € Q.
|

3.4.3 Stabilnos¢ stanéw stacjonarnych

W tym podrozdziale zbadamy lokalna stabilnosé¢ stanéw stacjonarnych S; i Sy, zdefiniowa-
nych wzorami (3.24) i (3.26), oraz sformutujemy i udowodnimy twierdzenie opisujace ogélne
warunki zbieznodci rozwiazan uktadu (3.13) do stanu S; lub stanu Sy. Zaczniemy od ba-
dania stabilnosci lokalnej przez sformutowanie i udowodnienie nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 3.3. Stany stacjonarne Sy oraz Sy ukladu (3.13), zdefiniowane wzorami
(3.24) i (3.26), sq odpowiednio niestabilne i lokalnie asymptotycznie stabilne.
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Dowad. Dla uproszcezenia rachunkow zajmiemy sie badaniem stabilnosci standéw stacjonar-
nych S; i Sy zredukowanego uktadu (3.20), zdefiniowanych wzorami (3.23) i (3.25) Bada-
nie stabilnosci lokalnej przeprowadzimy za pomoca metody linearyzacji. Macierz Jacobiego
uktadu (3.20) ma nastepujaca postaé

—qyc 0 0 0 —o T
— 9l —oly (l—v+z—2,—2) oy, 0
J = 0 as(l — ya) —3T, 0 0 ,
ayf(xe)z Ay 0 A, 0
—QisC 0 0 0 -1 — asx

gdzie

Ay = —auf'(x) (1 — v+ 2z -2, — ) 2+ auf(z4)2,
As = —auf(z) 1 =7+ 2z —x4 —x) —aygf(ze)z — 0.

Wyznaczmy teraz kolejno macierze Jacobiego dla stanéw S; oraz Ss, a nastepnie zbadamy
znaki ich wartosci wlasnych.

I. Stabilno$é stanu stacjonarnego S,

Latwo policzy¢, ze f(0) = w, f'(0) = 0, a wtedy macierz Jacobiego dla stanu stacjonarnego
5’1 ma nastepujaca postac

-y 0 0 0 0

) 0 0 a(l—n+3) 0 0
J(S)=] 0 0 0 0
AQWZ Wz 0 —yw(l—v+4+22)—0 0

—as 0 0 0 —1

Macierz J (5’1) jest macierza blokowa, wiec réwniez J (5’1 — )\H) jest taka macierza. Skorzy-
stamy teraz z twierdzenia méwigcego, ze wyznacznik macierzy blokowej jest rowny iloczy-
nowi wyznacznikéw blokéw. Mozemy to zapisaé¢ nastepujaco

det (J (1) = AI) = det (P — AIl) - det (P, — AI) - det (Ps — AT, (3.27)
gdzie
Pl - |: - al])
P= | as 0 0 :
Wz 0 —oyw (1 —v+22)—46
Py=[-1].

Oznaczmy przez w4 (\) wielomian charakterystyczny macierzy A. Wtedy z réwnania (3.27)
mamy

W) (A) = wp (A) - wp,(A) - wey (A). (3.28)
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Wielomian charakterystyczny macierzy P, jest nastepujacy
wr,(A) = (= aaw(l =7 +22) =5 = A) + (quw(l =y +22) + 6 + N asas(1 — 7 + 2).
Warto$¢ wielomianu wp, dla A = 0 wynosi
wp,(0) = aas(l —v + 2) (a4w(1 —v+22)+ 5).

Pamietamy, ze S; € Q, wiec 2 > v — 1, czyli 1 — v + z > 0. Dalej mamy 1 — v + 2z >
1—~+2z >0, wiec wp,(0) > 0. Poniewaz wspotczynnik przy A jest ujemny, to

lim wp,(A) = —o0.
A—00
Z wtlasnosci Darboux istnieje Ao > 0 takie, ze wp,(Ag) = 0. Zatem macierz J(S‘l) ma
dodatnig warto$¢ wlasng, co oznacza, ze stan stacjonarny S; jest niestabilny.
II. Stan stacjonarny S,
Macierz Jacobiego dla stanu stacjonarnego S» ma nastepujaca postaé

— 0 0 0 0

— Q9 — Q9 0 [6%) 0

J (52) = 0 0 —as 0 0
agf(L)y auf(l)y 0 —agf(l)y=4 0

—a 0 0 0 -1

J (S}) jest macierza blokowa, stad rowniez J (52 — )\]I) jest taka macierza. Mozemy wiec
napisa¢ analogiczng réwnos$é¢ do réwnoscei (3.27):

det (J (S) = AI) = det (Ry — AI) - det (R — AT - det (Rs — AIl), (3.29)
gdzie
Rl = |: - Oél:|v
—Qg 0 (6]
RQ = 0 —Q3 0 )
asf()yy 0 —aaf(l)y—9
Ry=|-1].

Z réwnania (3.29) otrzymujemy

Wy (V) = wr () -, (V) - wm, (). (3.30)
Wielomian charakterystyczny wg, macierzy Rs jest réwny

Wry(A) = =A% — 1A% — v\ — a3,
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gdzie

V1 = 0630é4f<1)’7 + 062(5 + 063(5 + Q9(x3, (3 31)
vy = auaf(1)y + 6+ as + as. '

Chcemy okresli¢ znak czesci rzeczywistej pierwiastkéw wielomianu wg,, wiec dla wygody
mozemy zbada¢ wielomian wg, = —wg,. Wtedy

U~)R2 = /\3 + UQ)\2 + Ul/\ + OzQOég(S,

gdzie vy 1 vy sa zdefiowane wzorem (3.31). W dalszej analizie przydatny bedzie nastepujacy
lemat.

Lemat 3.4. Dany jest unormowany wielomian trzeciego stopnia

w(z) = 2° + agr? + a1z + ag.
Pierwiastki wielomianu w majg ujemne czeSci rzeczywiste wtedy 1 tylko wtedy, gdy ag > 0,
ar >0, as > 0 oraz ayas > ag.

Dowdd. Wykorzystamy kryterium Routha-Hurwitza (tw. 4 w rozdziale XV w [82] lub
tw. 5.1 w [18]), ktérego tresé jest nastepujaca

Twierdzenie 3.5 (kryterium Routha-Hurwitza). Dany jest unormowany wielomian stop-
nia n
w(z) = 2"+ a,_ 12"+ .. arw + ag.

Definiujemy n macierzy zwanych macierzami Hurwitza:

Qp—1 1 0

Ap—1 1
H, = [an—l}a Hy = , Hz3= | ans3 ap2 an1 |,
ap—3 Ap—2
Ap—5 Gp—g Gp-3
Ap_1 1 0 0
ap—3 0Ap—2 Qap-1 0
Hn = Qp—5 Gp—4 0Ap-—3 0 ,
: : : 0
0 0 0 ... Qp

gdzie a,—; = 0, jesli j > n. Wtedy wszystkie pierwiastki wielomianu w majg ujemng czesc¢
rzeczywistq wtedy i tylko wtedy, gdy

det H; >0 dla j=1,2,...,n.

Stosujac powyzsze kryterium dla n = 3, dostajemy trzy nieréwnosci:

a a9 1 0
det {ag} >0, det [ 2 >0, det| ay a; ay | >0.
do @ 0 0 a
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Po obliczeniu wyznacznikéw otrzymujemy
Qo > 0, aoa1 — ag > O, ao(a2a1 — ao) > 0. (332)

7, drugiej i trzeciej nierownosci stwierdzamy, ze ag > 0, a nastepnie z pierwszej i drugiej
nieréwnosci otrzymujemy a; > 0. Zatem z nieréwnosci (3.32) wynikaja nieréwnosci

ap >0, a; >0, ay>0, asa; > agp. (3.33)

Wynikanie odwrotne jest oczywiste, wiec nieréwnosci (3.33) sa rownowazne nieréwnosciom
(3.32), a zatem sg rownowazne temu, ze pierwiastki wielomianu w maja ujemne czesci
rzeczywiste. ll

Wspétezynniki wielomianu wg, sa dodatnie oraz
vavy = (azay f(1)y + b + azd + azas)(aaf(1)y + 6 + az + az) > azasd,

gdzie ostatnia nieréwnos¢ wynika z dodatnioSci wszystkich statych. Zatem z lematu 3.4
wszystkie pierwiastki wielomianu wg, maja ujemne czesci rzeczywiste.

Wartosci wlasne macierzy R; oraz R3 wynosza odpowiednio —ay i —1, wiec sa ujemne.
Oznacza to, ze kazda warto$¢ wtasna macierzy J (SQ) jest ujemna, wigc stan stacjonarny
S, jest asymptotycznie stabilny.

Z podstawienia (3.19) wnioskujemy, ze stany stacjonarne S; i Sy maja taka sama sta-
bilnoéé¢ jak odpowiednio stany S; i Ss. Oznacza to, ze stan stacjonarny S jest niestabilny,
za$ stan stacjonarny S, jest asymptotycznie stabilny. B

Twierdzenie 3.3 ma charakter lokalny, dlatego w dalszej czesci opiszemy ogdlne warunki
zbieznosci rozwigzan uktadu (3.13) do stanu Sy lub Sy. Sformutujmy teraz nastepujace
twierdzenie.

Twierdzenie 3.6. Dany jest uklad (3.13) z warunkiem poczgtkowym

(2(0), 2a(0), 2n(0), 4a(0), ¥n(0), 2(0), w(0), ¢(0)) € 2

oraz spetnione sq rownosci

x(0) + 24(0) + 2,(0) + w(0) = 1,
Ya(0) + 4,(0) = 1,
2(0) + w(0) =~ > 0.

Wtedy

(i) jesli z,(0) > 0 lub y,(0) > 0, to

lim (2(t), 7a(t), 2u(t), a(t), ya(t), (1), w(t), c(t)) = S,

t—o00
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(i) jesli x,(0) = 0 = y,(0), to

lim (2(t), 2a(t), 2a(t), Ya(t), ya(t), 2(1), w(E), c(t)) = S

t—o00

Przytoczymy twierdzenia, ktére wykorzystamy w dowodzie powyzszego twierdzenia.
Zaczniemy od twierdzenia, ktére mozna znalez¢é w [18] (wn. 2.1) oraz w [83] (tw. A.16,
wn. A.18).

Twierdzenie 3.7. Zaldzmy, ze funkcja f(t) ma skoriczong granice w nieskoriczonosci oraz
f'(t) jest jednostajnie ciggta. Wowczas f'(t) — 0, gdy t — 0.

Dowdd tego twierdzenia mozna znalezé w [83] (tw. A.16). Pomocne réwniez bedzie ponizsze
twierdzenie, ktore sformutujemy wraz z dowodem.

Twierdzenie 3.8. Dany jest uktad rownan réziniczkowych z warunkiem poczgtkowym

j;l = fl(xla"'7xn)7 I1(0>:j17
: : (3.34)
T, = fn(xla”-»xn)» In(o) :i‘na
gdzie f; - R — R spetniajg warunek Lipschitza dla 1= 1,2,... ,n. Zaloimy, Ze rozwigzania
x1,..., T, zagadnienia Cauchy’ego (3.34) globalnie istniejq oraz
fl(fla--'ai‘kai‘k—f—la---;fn> — O,
: (3.35)
Se(@r, o B Tpgr, - T0) = 0
dla dowolnych Tyyq, ..., %,. Wtedy dla kazdego i € {1,...,k} zachodzi
zi(t)=2; dla t>0. (3.36)
Dowaod. Rozwazmy uktad réwnan rozniczkowych z warunkiem poczatkowym
i’k+1 = fk+1<j317 e ,i’k, Lhtly--- 73311)7 $k+1(0) = ii‘kJrl,
: : (3.37)
Tn = fa(B1, 0 Tk Thaty ooy ), z,(0) = &,

Uktad (3.37) spetnia zatozenia twierdzenia Picarda-Lindeléfa, wige ma jednoznaczne roz-

wiazanie, oznaczone przez Tyi1(t), ..., T, (t). Wtedy (21, ..., Tk, Tr41(t), ..., Tn(t)) spelnia
zagadnienie (3.34). Rzeczywiscie, dla i = 1,..., k mamy
. d . N _
Ty = ;%4 = 0= fi(wla e s Ty Thet 15 - - - 7wn)7
dt
gdzie ostatnia réwnosé wynika z zalozenia (3.35), natomiast dla i = k4 1,...,n réwnosé
. d_ . . _
T; = Exl = fi(l'l, e s Xy Lot 1y - - - ,.Z'n)
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zachodzi wprost z rozwazania uktadu (3.37). Nastepnie z twierdzenia Picarda-Lindel6fa

zastosowanego tym razem do uktadu (3.34) stwierdzamy, ze (21, ..., 2k, Ter1(t), ..., Tn(t))
jest jedynym rozwigzaniem tego uktadu, co oznacza, ze dla kazdego i € {1,. .., k} zachodzi
|

Mozemy teraz przejs¢ do dowodu twierdzenia 3.6.

Dowaod. Dowdd przeprowadzimy w czterech krokach. W pierwszych trzech krokach, po-
dzielonych na przypadki i podprzypadki, udowodnimy punkt (i), za$ w kroku czwartym
przedstawimy dow6d punktu (i4).

Krok I. W pierwszym kroku zajmiemy si¢ zmiennymi x oraz c. Sa one odseparowane od
pozostatych zmiennych, wiec rozwazmy nastepujacy uktad rownan rézniczkowych:

T = —Qaqxc,
{c’ = —asrc+1—c (3.39)

Wezmy zbiér A = (0,1)?. Wtedy uktad (3.39) ma doktadnie jeden punkt stacjonarny
(z,¢) = (0, 1) € A. Niech G(z,¢) = (—ajze, —asrc+1—c). Wezmy funkcjep: A - R

dang wzorem p(z,c) = —-. Wtedy otrzymujemy
_ 0 [—ajxc 0 [—asxc+1—c 1
d G:( ) ( >:>0. 3.40
v(pG) ox\ —xc + dc —xc xc? (3.40)

Z kryterium Dulaca-Bendixsona (tw. II.11 w [17]) dowolne rozwiazanie startujace
z punktu ze zbioru A zmierza do punktu (0, 1). Oznacza to, ze

lim x(t) = 0, lim ¢(t) = 1.

t—o00 t—o00

Pozostato zbadaé, co sie dzieje, gdy (2(0),¢(0)) € 0A. Rozwazymy w tym celu cztery
przypadki.

I.1. Gdy x(0) = 1 oraz ¢(0) € (0,1), to #(0) = —a;1¢(0) < 0. Wtedy istnieje ty > 0
takie, ze (z(to), c(to)) € A, wiee (z(t), c(t)) == (0,1).

I.2. Gdy z(0) > 0 oraz ¢(0) = 1, to #(0) = —ay2(0) < 0 oraz ¢(0) = —asz(0) < 0,
wiec istnieje to > 0 takie, ze (x(to),c(ty)) € A, co implikuje (z(t), c(t)) S5
(0,1).

I.3. Jesli z(0) > 01 ¢(0) = 0, to ¢0) = 1 > 0, wiec istnieje t, > 0 takie, ze
x(tog) > 0 oraz i(ty) < 0. Zatem istnieje t; > 0 takie, ze (x(t1), c(t1)) € A, a stad
(w(t), c(t) == (0,1).
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I.4. Ostatni przypadek to z(0) = 01 ¢(0) < 1. Wtedy ¢(0) = 1 — ¢(0) > 0, a stad
c(t) 2% 1. Z pierwszego réwnania ukladu (3.39) mamy

z(t) = x(0) exp <— /Ot alc(s)ds> . (3.41)

Wstawiajac 2(0) = 0 do réwnania (3.41), otrzymujemy z(¢) = 0 dla kazdego
t>0.

PokazaliSmy zatem, ze jesli (x(0),¢(0)) € A, to

lim z(t) = 0, lim ¢(t) = 1. (3.42)

t—o00 t—o0

Krok II. Dla uproszczenia wprowadzmy oznaczenie
B = (0,12 x [0,1]* x (0,7) x (0,min(1,7)).
Rozwazymy teraz zmienne ., T, Ya, Yn, 2 Oraz w przy zaltozeniu, ze
(24(0). 24(0), 4a(0). 4 (0), 2(0), w(0) ) € B.

I1.1. Zajmiemy sie teraz zmienng y,. Z piatego réwnania uktadu (3.13) dostajemy

Yn(t) = yn(0) exp (— /Ot aga:a(s)ds). (3.43)

Zauwazmy, ze T,(t) = aoxy,(t)y,(t) > 0 dla t > 0, wiec funkcja z, jest niemale-
jaca, a to z kolei oznacza, ze x,(t) > x,(0) > 0 dla £ > 0. Oszacujmy wyrazenie
(3.43) w dwdch przypadkach.

I1.1.a. Jedli 4,(0) > 0, to

Yn(t) < y,(0) exp ( — /Ot agxa(())ds> Z%0. (3.44)

Z dodatniosci y,,(t) oraz (3.44), a dalej z prawa zachowania (3.19) otrzymu-
jemy
tlggo yn(t) =0, tlggo Ya(t) = 1.
II.1.b. Jesli y,(0) = 0, to z (3.43) mamy y,(t) = 0 dla t > 0, a dalej z prawa
zachowania (3.19) mamy y,(t) = 1 dla kazdego t > 0.

Pokazalismy zatem, ze

lim y,(t) = 0, lim y,(t) = 1. (3.45)

t—o00 t—00
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I1.2. Teraz przejdziemy do rozwazenia zmiennej x,. Wiemy, ze funkcja x, jest dodat-
nia, ograniczona oraz niemalejaca, zatem jej granica w nieskonczonosci istnieje.
Oznaczmy ja przez g, czyli

lim z,(t) = g < oc. (3.46)

t—o0
Z drugiego réwnania uktadu (3.13) oraz ograniczonosci zmiennych mamy
|j:a| = |0525tnya + 062$n?)a| =
= (1w — Q2o — uf(Ta)Tn2z + 0W)Yn + TuasTayn| < (3.47)
< aqag + Ak + agas + asay f(1) + 6 < oo,

Oznacza to, ze funkcja z, jest globalnie lipschitzowska, a stad jednostajnie cia-
gta. Spelia wiec zalozenia twierdzenia 3.7, a stad otrzymujemy

Jim i (t) = 0. (3.48)

I1.3. Rozwazmy teraz zmienng z,. Korzystajac z granicy ilorazu funkcji, drugiego
réwnania uktadu (3.13) oraz przywotujac obliczone granice (3.45) oraz (3.48),

otrzymujemy:
lim aox, (t)ya(t) lim &,(t) 0
tli}m T, (1) = 522 T N = t_a‘?o N 0. (3.49)
o ag lim y(t) ag lim ya(t)

Wykazemy teraz, ze funkcja z, spelnia zatozenia twierdzenia 3.7. Na podsta-
wie obliczonej granicy (3.49) stwierdzamy, ze granica w nieskonczonosci istnieje
i jest skoniczona. Oszacujmy Z,,, wykorzystujac ograniczono$¢ zmiennych (3.17).
Mamy zatem

|Z,] <aq|Te+ zé| + ag |Tnye + Tnla| +

+ oy | (0)Zanz + [(20)Tnz + f(Ta)Tn 2| + 0| <

< al(alxc2 + 2z (a1zec+ 1+ ¢) )+

+ Qg (alxc + a2ZnYo + uf(xy)xnz + (5w)ya+
kvah=1uk
(vfh, + zk)?
+ agf(xq)xn (oz4f(:va):vnz + 5w)+
+ asf(z,) (ala:c + Qop Yo + auf(T4) T2z + 5w) 2+
+ 5(a4f(:ca):z:nz + (5w) <

<201 +2) +a2(a1 +as+agf(l) + 5max(1,7)) + ot

+ QoL A3 qYn + Qy a2xnyaxnz+

(3.50)

k
-+ 044042% -+ Oé4f(1) (Oél + a9 + 20[4f(1) —+ 20 maX(l, ’}/))—l-
th

+ 5<a4f(1) + d max(1, 7)) <

< 0.
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Oznacza to, ze funkcja &, jest jednostajnie ciggla, wiec rzeczywiscie zalozenia
twierdzenia 3.7 sa spelnione. Mamy stad

Jim tn(t) = 0. (3.51)
I1.4. Teraz zajmiemy sie zmienna w. Korzystajac z (3.16) oraz obliczonych do tej
pory granic (3.42), (3.46), (3.49), otrzymujemy:
1= lim (x(t) + x4(t) + z,(t) + w(t)) =0+g+0+ lim w(t).
A stad otrzymujemy
lim w(t) =1—g. (3.52)

t—o00

I1.5. W tym podpunkcie zajmiemy sie wyliczeniem wartosci granicy g zdefiniowanej
wzorem (3.46). Wstawiajac obliczone wartosci (3.42), (3.49), (3.51), (3.52) do
trzeciego réwnania uktadu (3.13), mamy:

0= lim Tn(t) = Jim (alxc — Qe — Quf(x4)xnz + (5w) =0(1—g). (3.53)

Otrzymujemy wiec

g=1 (3.54)

Wstawiajac (3.54) do (3.46) i (3.52) oraz korzystajac dodatkowo z (3.11), do-
stajemy

Jlim zo(t) =1, Jlim w(t) =0, Jlim 2(t) = . (3.55)

Podsumowujac, pokazalismy, ze jesli (xa(O),xn(O),ya(O),yn(O),z(O),w(O)) € B, to
zachodza (3.45), (3.49), (3.55), co mozemy zapisaé nastepujaco

Tim (a(8), @ (t), ga(t), ya(8), (1), w(t)) = (1,0,1,0,7,0).
Krok III. Teraz rozwazymy zmienne ., Tp, Yo, Yn, 2 Oraz w w przypadku, gdy
(£4(0), 24(0), 4a(0), % (0), 2(0), w(0)) € DB
W tym celu rozwazymy nastepujace przypadki.

IIL1. Jesli 2,(0) € (0,1) i %2(0) € [0, 1], to y(0) € [0, 1]. Dodatkowo:
ITI.1.a. Jesli z,(0) =0, 2(0) € (0,~) oraz w(0) € (0,min(1,7)), to

,(0) > dw(0) > 0.
Zatem istnieje ty > 0, takie ze
(a(t0), Zalto), Ya(to), ya(to), 2(to), w(to)) € B,
wiec

lim (2a(t), 2 (t), Ya(t), a(t), 2(t), w(t)) = (1,0,1,0,7,0).

t—00
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II1.1.b. Jesli x,(0) =0, 2(0) = v, to w(0) = 0 i dalej z (3.16) mamy x(0) > 0.
Rozwazmy jeszcze 2 przypadki ze wzgledu na warto$é ¢(0).
e Gdy ¢(0) > 0, to ©,(0) = ayz(0)c(0) > 0, wiec istnieje to > 0, takie ze
xn(to) > 0. Jedli dodatkowo z(tg) = 7, to w(ty) = 0 i dalej mamy

2(tg) = —auf(wa(to))zn(to)y <0 oraz w(ty) = —Z(ty) > 0.

Oznacza to, ze istnieje t; > t, takie ze

(za(tr), 2a(t1), gal(t1), yn(tr), 2(1), w (1)) € B,
wiec

lim (z4(2), 2 (1), Ya(t), yn (1), 2(t), w(t)) = (1,0,1,0,7,0).

t—o00

Jesli zas z(to) € (0,7), to w(ty) € (0, min(1,~)), wiec mamy

(a(t0), 2a(to), Ya(to), yn(to), z(t0), w(to)) € B,

7 czego otrzymujemy

lim (2a(t), 2 (£), a(t), yn(t), 2(t), w(t)) = (1,0,1,0,7,0).

t—o00

o Gdy natomiast ¢(0) = 0, to ¢(0) = 1, wiec istnieje to > 0, takie ze
¢(ty) > 01 dalej postepujemy analogicznie jak wyzej.
ITI.1.c. Jedli ,(0) =0, 2(0) =0, to w(0) = v (tylko dla v < 1) i dalej mamy

T,(0) >0y >0, 2(0)=0dy>0 oraz w(0)=—2(0)<O0.
Oznacza to, ze istnieje ty > 0, takie ze
(2a(to), 2a(to), Ya(to), yn(to). 2(to), w(to)) € B,
zatem

Tim (a(t), @n(), ya (), 9 (8), 2(8), (1)) = (1,0,1,0,7,0).
ITII.1.d. Jesli x,(0) € (0,1), 2(0) =, to w(0) = 0 i dalej mamy
2(0) = —ayf(2,(0))x,(0)y <0 oraz w(0) = —2(0) > 0.
Oznacza to, ze istnieje tg > 0, takie ze
(alto), @n(t0), Yalto), yn(to), 2(to), w(to)) € B,

wiec

lim (2a(t), 2 (t), Ya(t), a(t), 2(t), w(t)) = (1,0,1,0,7,0).

t—00
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III.1.e. Jesli z,(0) € (0,1), 2(0) = 0, to w(0) = 7 (tylko dla v < 1) i wtedy
mamny
2(0) =90y >0 oraz w(0)=—2(0) <0.

Oznacza to, ze istnieje to > 0, takie ze
(a(to), 2n(to), Ya(to), yn(to), 2(to), w(to)) € B,
wiec
1 (20 (6), 2 (6) 5 0), v (6). 2(1). w(1)) = (1,0,1,0,7,0)

IT1.2. Jedli 2,(0) = 11 y,(0) € [0, 1], to y,(0) € [0,1], ,(0) = 0, w(0) = 0, z(0) =~
oraz x(0) = 0. Wtedy uktad (3.13) spetnia zalozenia twierdzenia 3.8, gdzie
Ty =X, Ty = Ty, Tg = Tp, Ty = 2, Ts = w i k = 5. Oznacza to, ze x(t) = 0,
zo(t) =1, 2,(t) =0, 2(t) = v oraz w(t) = 0 dla kazdego t > 0. Ponadto z (3.42)
oraz (3.45) otrzymujemy

lim (2(£), 2a(t), 2 (t), Ya(t), ya(t), 2(1), w(E), c(t)) = Sa.

t—o0

IT1.3. Jesli z,(0) = 01 y,(0) € (0,1], to y,(0) € [0,1). Dodatkowo:
I11.3.a. Jesli z,(0) € (0,1), 2(0) € (0,7), to w(0) € (0,min(1,~)) i dalej mamy

%4(0) = oz, (0)y,(0) > 0.
Oznacza to, ze istnieje ty > 0, takie ze
(a(to), 2u(t0), Ya(to), yn(to), 2(to), w(to)) € B,
wiec
lm (2 (1), 20 (8), v 8), ya(0), 2(0), 0(8)) = (1,0,1,0,7,0).
ITI.3.b. Jesli z,(0) = 0, 2(0) € (0,7), w(0) € (0, min(1,7)), to
2,(0) > ow(0) > 0.
Wtedy istnieje to > 0, takie ze z,(ty) > 0, a stad
Tq(to) = oy (to)ya(to) > 0.
Oznacza to, ze istnieje t; > ty, takie ze
(wat), 2n(t1), Ya(tr), yn(t1), 2(1), w(t)) € B,
wiec

lim (2a(t), 2 (t), Ya(t), ya(t), 2(t), w(t)) = (1,0,1,0,7,0).

t—00
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III.3.c. Jesli z,(0) = 0, 2(0) = v, to w(0) = 0 oraz xz(0) = 1. Wtedy analo-
gicznie jak w przypadku III.1.b stwierdzamy, ze istnieje ¢, > 0, takie ze
x(tg) > 0 oraz c(tp) > 0. Stad otrzymujemy

Tn(to) > asx(ty)c(ty) > 0,
wiec istnieje t; > to, takie ze x,(t;) > 0, co dalej implikuje
Tq(t1) = aomn(t1)ya(yr) > 0.
Oznacza to, ze istnieje to > t1, dla ktérego x,(t2) > 0. Pozostale zmienne
rozwazamy dalej tak samo jak w przypadku IIL.1.b. W tym przypadku
rowniez otrzymujemy
Jim (a(8), 2 (8), 9 8), 3 (8), 2(8), w(®)) = (1,0,1,0,7,0).
I11.3.d. Jesli x,(0) =0, 2(0) = 0 oraz w(0) =~ (tylko dla v < 1), to
zn(0) >0y >0, 2(0)=dy>0 oraz w(0)=—2(0) <O0.
Wtedy istnieje to > 0, takie ze z,(ty) > 0, a stad
Tq(to) = oy (to)ya(to) > 0.
Oznacza to, ze istnieje t; > ty, takie ze
($a<t1)7xn(t1>7ya<t1>ayn(t1>72(tl>>w(tl)) € B,
wiec
Jim, (a(t), 2n (1), ga(t), yn(8), 2(1), w(t)) = (1,0,1,0,,0).
I11.3.e. Jesli z,(0) € (0,1), 2(0) =, to w(0) = 0 i dalej
%4(0) = @22, (0)y,(0) > 0, 2(0) = —aywz,(0)y < 0, w(0) = —2(0) > 0.
Oznacza to, ze istnieje ty > 0, takie ze
(2a(t0), 2a(to), va(to), yn(to), 2(to), w(ts) ) € B,
wiec
Jim (a (1), 2a(8), ya(t), ya(t), 2(8), w(t) ) = (1,0,1,0,7,0).
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I11.3.f. Jesli x,(0) € (0,1), 2(0) = 0, to w(0) = v (tylko dla v < 1) i dalej
manmy

24(0) = a2, (0)y,(0) >0, 2(0) =6y >0 oraz w(0)=—2(0)<0.
Oznacza to, ze istnieje ty > 0, takie ze

(a(t0), 2a(to), Ya(to), yn(to), 2(to), w(to)) € B,
wiec

lim (2 (), 70 (8), 9a 1), v (1), 2(8), w(t) ) = (1,0,1,0,,0).

t—00
I11.3.g. Jesli 2,,(0) =1, to x(0) = 0, w(0) = 0, 2(0) =~ i dalej
24(0) = agya(0) >0, 4,(0) < —aqwy <0,
2(0) = —aqwy <0 oraz w(0) =—2(0) > 0.

Oznacza to, ze istnieje tg, takie ze

(a(to), T (to), Ya(te), yn(to), (t0), w(to)) € B,
wiec

lim (2a(t), 20 (t), Ya(t), a(t), 2(t), w(t)) = (1,0,1,0,7,0).

t—o00

Pokazalismy zatem, ze jesli x,(0) > 0 lub y,(0) > 0, to

lim (2(t), 2a(t), 20 (), ya 1), v (1), 2(2), (D), (1)) = .

t—o00

Krok IV. Teraz udowodnimy przypadek (ii). Zatézmy, ze 2,(0) = 0 = y,(0). Uktad (3.13)
z danymi poczatkowymi z,(0) = 01 y,(0) = 0 spetnia zatozenia twierdzenia 3.8, gdzie
Tl = Ty, Ta = Yo 1 k = 2. Oznacza to, ze x,(t) = 0 oraz y,(t) = 0 dla ¢ > 0. Wtedy
korzystajac z (3.16), mamy y,(t) = 1 oraz x,(t) = 1 — v — x(t) + 2(¢t) dla t > 0.
Pozostaje nam do zbadania nastepujace rownanie

Z=—agw(l—v—z+2)z2+0(y—2) (3.56)

z warunkiem poczatkowym z(0) € [0,~]. Funkcja x = z(t) jest funkcja czasu, wobec
tego prawa strone réwnania (3.56) mozemy zapisa¢ jako funkcje zmiennych z oraz ¢,
wprowadzajac oznaczenie

G(z,t) = —azw(l =y —x — 2)z + d(y — 2). (3.57)
Réwnanie (3.56) zapiszemy wtedy przy zadanej funkeji z(¢) w postaci

z=G(zt), z(0)€]l0,7] (3.58)
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Przypomnijmy, ze w (3.42) otrzymalismy

lim z(t) = 0.

t—o00

Mozemy to przeformutowaé nastepujaco

V>0 3t >0 Vt>t a:(t)E(O, il ) (3.59)

Q3w
Wtedy dla ¢t > t; prawa strone réwnania (3.56) szacujemy najpierw z dotu
—asw(l—y—x+2)24+0(y—2) > —asw(l — v+ 2)z 4+ (7 — 2),

a nastepnie z géry, pamietajac przy tym, ze z < 7,

—azw(l—y—z+2)z24+d(y—2) < —azw(l —v+2)z+0(y—2) + OS:,? <
< —agw(l =y +2)z+0(y—2) +n.
Oznacza to, ze zachodzi
V>0 3t >0 Vi>t; Gi(z2) < G(z,t) < Ga(z,n), (3.60)

gdzie G1(z) = —asw(l—v+2)z2+0(y—2), Ga(2,n) = —asw(l—v+2)z+5(y—2)+n
oraz G = G(z,t) jest zdefiniowane w (3.57).

Rozwazmy rownanie

’[Jl = Gl(vl), Ul(tl) = Z(tl) (361)

Przypomnijmy, ze z réwnania (3.22) mamy

G1 (5) — 0,

(67199 (67199 QW

gdzie z = ; (”y —1- i + \J (1 — v+ 5>2 + 476), i jest to jedyny dodatni
stan stacjonarny réwnania (3.61). Latwo zauwazy¢, ze

e jesli 0 <wy <z, to0v=G(v) >0,

o jeslivg >z, to v = Gy(v) <O.
Oznacza to, ze

lim v (t) = Z. (3.62)

t—o00

Teraz rozwazmy réownanie, w ktorym 7 potraktujemy jako ustalony parametr
Uy = Ga(va,m),  va(ty) = 2(t1). (3.63)
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Zauwazmy, ze przyjmujac n = 0, mamy
Ga(2,0) = —azw(l — v+ 2)z + (v — 2) = Gi1(2).
Mozemy wiec réwnanie (3.61) zapisaé¢ w postaci
01 = G1(v1,0), vi(t1) = 2z(t1). (3.64)

Korzystajac z twierdzenia o cigglej zaleznosci rozwigzan réwnania od parametru,
stwierdzamy, ze

Ve>0 dny>0Vne (0,n) It1 >0 V>t ve(t,n) <vi(t) +e. (3.65)

Poréwnamy teraz asymptotyczne zachowanie rozwiazania z = z(t) réwnania (3.58)
z rozwiazaniem v; = vq(t) réwnania (3.61) oraz rozwiazaniem vy = wvy(t,n) réwna-
nia (3.63). Zastosujmy twierdzenie Czapylgina-Perrona o nieréwnosciach rézniczko-
wych (tw. 3.1 w [84]) do réwnan (3.58), (3.61) oraz (3.63). Zalozenia tego twierdzenia
sa spelione, poniewaz zachodzi nieréwnosé (3.60) oraz vy (t1) = z(t1) = ve(t1), wiec
otrzymujemy

Vn>0 3t >0 Vg >t v(t) < z(t) <wvslt,n). (3.66)

Laczac nieréwnosci (3.65) oraz (3.66), dostajemy

Ve>03dn >0Vne (0,n) 3t1 >0 Vi>t wv(t) <z(t) <wvalt,n) <wvi(t) +e.

(3.67)
Mozemy to zapisa¢ w postaci
Ve>0 3t >0 VE>t, v(t) <z(t) <ul(t)+e. (3.68)
Z (3.62) i (3.68) stwierdzamy, ze
lim z(t) = lim vy (t) = 2 (3.69)

t—o0 t—o0

Dalej z (3.19) mamy w(t) =225 v — 2, 2,(t) =22 1 —~ + z. Pamietajac, ze zachodzi

(3.42), mamy

(‘T(t)7 Ia(t)7 xTL(t)? ya<t>7 yn(t)7 Z<t)7 w(t)v C<t)) H_OO> Sl'
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3.5 Symulacje numeryczne

Symulacje zostaly przeprowadzone w programie MATLAB w wersji 2018B dla mode-
lu (3.20). Na rysunku 3.2 mozemy zaobserwowaé trzy punkty przegiecia krzywej opisujacej
stezenie komplekséw CDK1/CYC By. Oznacza, ze ta krzywa ma wzrost diauksyczny — por.
definicje 1.1. Wykres zostal wykonany dla modelu uwzgledniajacego wptyw biatka CDC6.
Na rysunku 3.3 réwniez mozna zobaczyé trzy punkty przegiecia krzywej CDK1/CYC By,
co implikuje jej wzrost diauksyczny. Tym razem nachylenie krzywej jest mniejsze, co jest
efektem silniejszego wplywu biatka CDC6. Dla potwierdzenia hipotezy 3.1 zostata row-
niez wykonana symulacja z wylaczeniem interakcji biatek CDK1 i CDC6. Jej wyniki moz-
na zobaczy¢ na rysunku 3.4. Widzimy tam poréwnanie stezenia aktywnych komplekséw
CDK1/CYCBa w zaleznosci od wptywu CDC6. Gdy CDC6 nie oddziatuje na CDK1, wtedy
nie obserwujemy wzrostu diauksycznego i nastepuje szybka aktywacja komplekséw CDK1
z cykling B, prowadzac do mitozy. Wskazuje to na istotng role biatka CDC6 przy wzroscie
diauksycznym. Gdy CDC6 wchodzi w interakcje z biatkiem CDK1, nastepuje spowolnie-
nie wzrostu w aktywacji komplekséw CDK1/CYC B, a tym samym mitoza rozpoczyna sie
pozniej — na rysunku jest to sSrodkowa krzywa. Jesli natomiast zwigkszymy wspétczynnik
oddziatywania CDC6 i CDK1, wtedy aktywacja komplekséow CDK1 z cykling B jest spo-
wolniona i rozpoczecie mitozy opdznia si¢ jeszcze bardziej — zielona krzywa na wykresie.
Zaprezentowane symulacje komputerowe potwierdzaja istotng role biatka CDC6 podczas
fazy M i jego prawdopodobne powodowanie wzrostu diauksycznego.

|
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Rys. 3.2. Wykres stezenia aktywnego kompleksu CDK1/CYC By przy obecnosci biatka CDC6
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Rys. 3.3. Wykres stezenia aktywnego kompleksu CDK1/CYC B, przy obecnosci wigkszej ilosci biatka
CDC6
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Rys. 3.4. Wykres stezenia aktywnego kompleksu CDK1/CYC By przy braku obecnodci biatka CDC6

W przeprowadzonych symulacjach parametry mialty nastepujace wartosci

ar=1, a=8 a3=2, a;=1, 06=5, =1, w=01 v=T,
v =03, k=20, g, =001, ¢, =001, ¢g,=001

a

(3.70)
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Wartos¢ parametru a4 zmieniata si¢ ze wzgledu na rozwazanie réznego poziomu interakcji
biatlek CDC25 i CDK1. Symulacja przedstawiona na rysunku 3.2 zostala przygotowana
z wartoscig ay = 7, na rysunku 3.3 — z wartoscia ay = 20. Rysunek 3.4 przedstawia trzy
krzywe, ktore kolejno zostaty wykonane dla wartosci parametru odpowiednio ay = 0, 7, 20.

3.6 Oszacowanie bledu

W tym podrozdziale przedstawie ogdlne metody badania btedu schematéw Rungego-Kutty,
z czego oszacowanie na btad oblicze dla schematu Rungego-Kutty 4 rzedu. Nastepnie wy-
korzystam obliczony btad do oszacowania obliczenn numerycznych, by mieé¢ $cisty dowod
istnienia wzrostu diauksycznego zmiennej x,.

Rozwazmy nastepujacy autonomiczny uktad réwnan rézniczkowych zwyczajnych

no= fily, vo, - ),
Y2 = f2(y17y2a"'7yn)7

(3.71)
Un - Talyn, y2, -5 Un),
gdzie funkcje f; sa klasy C°, i = 1,2,...,n. Wprowadzajac nastepujace oznaczenia
y =Y, Y2, .- ,yn]T oraz  f=[fi, f27'-->fn]Ta
uktad (3.71) mozemy zapisa¢ w postaci
y =f£(y), (3.72)

gdzie funkcja f : R® — R" jest klasy C°.

Niech m bedzie ustalong liczba catkowita nieujemna. Przez y,, oznaczmy przyblizenie
rozwiazania réwnania (3.72) schematem Rungego-Kutty w punkcie t,, = to + mh, gdzie
h jest ustalonym parametrem zwanym krokiem cafkowania. Teraz dla ustalnego r € N
zapiszmy og6lng postaé r-poziomowego schematu Rungego-Kutty (patrz [85, 86]):

Jj=1
gdzie
g =f (ym +hy ajkgf;?) : (3.74)
k=1

Wspétezynniki a;; oraz b; dla ¢, = 1,2,...,r sa to parametry schematu Rungego-Kutty.
Naszym celem jest znalezienie btedu przyblizenia rozwigzania za pomocg schematu
Rungego-Kutty w czasie t,,, czyli szukamy

Em = [ly(tm) — yml, (3.75)
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gdzie || .|| rozumiemy jako maksimum z moduléw wspéhrzednych, jedna z réwnowaznych
norm. Aby znalezé¢ &,,, musimy najpierw znalez¢ lokalny btad metody w jednym kroku
(tzw. truncation error). Jest to rézmica £,y = ||y(tms1) — Ym+1l| przy zalozeniu, ze
Ym = y(tn). Réznice te obliczymy poprzez zbadanie rozwinie¢ Taylora wokét punktu ¢,
funkeji y(t;11) oraz y,+1. Bedziemy badaé¢ taki schemat, ktory jest 4 rzedu, wiec zgodnie
z definicja wyrazy w rozwinieciach y(t,,) oraz y,, w szeregi Taylora sa takie same do 4
rzedu. Oznacza to, ze znalezienie bledu w jednym kroku wigze si¢ z poréwnaniem wyrazow
5 rzedu — por. [87]. Obliczenie tych wyrazéw wprost jest bardzo zmudne, czasochtonne
i trudne w prezentacji, wiec wykorzystamy metody zaprezentowane przez Butchera w jego
pracach — zob. np. [85, 86]. Butcher pokazal, ze wyrazenia wystepujace przy obliczaniu
pochodnych w rozwinieciu w szereg Taylora mozna utozsami¢ z pewnymi grafami, a do-
ktadnie z drzewami ukorzenionymi. Zabieg ten pozwala wprowadzi¢ nowe funkcje zwane
elementarnymi rozniczkamsi, ktore opisuja w krotki i elegancki sposéb rozwiniecie w szereg
Taylora. Warto nadmieni¢, ze przed Butcherem byli juz autorzy, ktérzy w ten sposéb opi-
sywali pochodne (zob. [88, 89]) — jednak to Butcher zrobil to w sposéb pelny i powiazat
ze schematami Rungego-Kutty.

3.6.1 Drzewa ukorzenione i elementarne rozniczki

W tym podrozdziale przytocze podstawowe definicje i zdefiniuje odpowiednie funkcje po-
trzebne do zastosowania metod Butchera, ktére mozna znalezé np. w [90, 91].

Definicja 3.9 (graf spdjny). Graf (V,E) o wierzchotkach ze zbioru V i krawedziach ze
zbioru E nazywamy spojnym, jesli kazde dwa wierzchotki sq polgczone Sciezkq.

Definicja 3.10 (graf acykliczny). Graf (V, E) o wierzcholkach ze zbioru V i krawedziach
ze zbioru E nazywamy acyklicznym, jesli nie wystepujq w nim cykle, to znaczy kazde dwa
wierzchotki polgczone sqg maksymalnie jedng $ciezkq.

Definicja 3.11 (drzewo ukorzenione). Drzewem ukorzenionym T nazywamy skierowany
graf (V, E) o wierzcholkach ze zbioru V' i krawedziach ze zbioru E, ktory jest acykliczny
i spojny oraz ma wyrozniony wierzcholek, zwany korzeniem.

7 powyzszych definicji wynika, ze drzewo ukorzenione to taki graf, w ktérym kazde dwa
wierzchotki potaczone sg doktadnie jedng $ciezka.

Dla przejrzystosci niech zbiorem wierzchotkéw V' bedzie skoniczony podzbior zbioru
liczb naturalnych V' C N. Najczedciej wierzchotkiem 0 bedziemy oznacza¢ korzen drzewa.
Zbioér krawedzi E bedziemy rozumie¢ w nastepujacy sposob

E = {(z,y) € V*: wierzcholki x i y s polaczone krawedzia}.

Definicja 3.12 (lidcie). Wierzcholki stopnia 1 rézne od korzenia w drzewie ukorzenio-
nym T nazywamy lisémi.

Definicja 3.13 (przodek i potomek). W drzewie T o korzeniu r przodkiem wierzcholka
w # r nazywamy kaidy wierzcholek v na ScieZce z korzenia r do w. I odwrotnie, jesli v jest
przodkiem w, to mowimy, Ze w jest potomkiem v.
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Definicja 3.14 (poddrzewo). Dla danego drzewa ukorzenionego T o korzeniu r poddrze-
wem T, nazywamy taki podgraf drzewa T, ktory jest drzewem o korzeniu v # r i ktérego
wierzchotki sq wszystkimi potomkamsi wierzchotka v.

Rodzine drzew ukorzenionych bedziemy oznaczac¢ przez T. Zdefiniujemy teraz trzy funk-
cje na drzewach ukorzenionych.

Definicja 3.15. Dane jest drzewo ukorzenione T o wierzchotkach V i krawedziach E.

e Rzedem drzewa T nazywamy funkcje r : T — N dang wzorem r(T) = |V|, gdzie |.|
oznacza moc zbioru.

o Symetrig drzewa T nazywamy funkcje o : T — N dang wzorem o(T) = | A|, gdzie

A={h:V =V :(z,y) € E & (h(x),h(y)) € B},
o Gestoscig drzewa T nazywamy funkcje v : T — N dang wzorem v(T) = [Tyev 7(To),
gdzie T, oznacza poddrzewo o korzeniu v.
Dla zilustrowania definicji 3.15 rozwazmy nastepujacy przyktad.
Przyktad 3.16. Dane jest drzewo T o wierzcholkach V i krawedziach E:

V=Aa, b cdef g, h,ij k},
E={(a,b),(a,c),(b,d), (b,e), (b, f), (c,9), (¢, h), (¢, ), (4, ), (i, k) }.

Drzewo T mozna graficznie przestawicé w nastepujgcy sposob:

Warto w tym miejscu dodaé, Ze korzeniem jest tutaj wierzcholek a, natomiast lisémi sq
wierzchotki: d, e, f, g, h, j, k.

Obliczmy teraz wartosci funkcji v, o, v dla naszego drzewa. Mamy r(T) = 11, gdyz
|V | = 11. Nastepnie wyznaczymy o(T). Latwo zauwazyé, ze do zbioru A nalezq takie funk-
cje h, ktore sq permutacjami V- generowanymi przez: permutacje zbioru {b, ¢}, permutacje
zbioru {d, e, f}, permutacje zbioru {g, h} lub permutacje zbioru {j, k}. Dostajemy wiec
|A| = 2!-3!-2!.2! =48, a dalej o(T) = 48. Teraz obliczymy v(T). Latwo zauwazyé, ze
poddrzewa, ktorych korzeniami sq liscie drzewa T, majq rzqd 1, zatem u nas

r(Tz) =1 dla z€{d, e f,g,h,j k}
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Poddrzewo o korzeniu b sklada sie z czterech wierzcholkéw: b, d, e, f, wiec r(T,) = 4.
Analogicznie obliczamy r(T;) = 3, r(7.) =6 oraz r(T,) = 11. Mamy zatem

v(7T)=1-1-1-1-1-1-1-4-3-6-11 =528.

Powyzsze obliczenia mozna przedstawic graficzne, gdzie przy danym wierzchotku zapisujemy
rzqd poddrzewa o korzeniu w tym wierzchotku. Zobaczmy

11

Teraz wystarczy wymmnozyé wszystkie liczby © otrzymamy o(T).

Dla kazdego drzewa ukorzenionego T o korzeniu r mozemy wprowadzi¢ notacje w na-
stepujacy sposéb. Po usunieciu korzenia z drzewa T rozpada si¢ ono na s mniejszych pod-
drzew Tay, Tayy- -+ Ta,, gdzie s oznacza stopien korzenia r, za$ aq, as, ..., as sa to wierz-
chotki potaczone krawedzig z r. I odwrotnie, dla danych drzew o korzeniach aq, as,...,
a, mozemy zbudowaé¢ drzewo T o korzeniu r poprzez dotgczenie do zbioru wierzchol-
kow drzew T,,, Tays- - -, Ta, wierzchotka r, a do zbioru krawedzi nastepujacych krawedzi:
(ryay), (r,as),...,(r, as). Istnieje wiec jednoznaczna odpowiednio$é¢ pomiedzy drzewem 7T
a drzewami 7T,,, Tay, - - -, Ta,. Bedziemy wtedy pisac

T =1{Tar, Tany - Ta (3.76)

Spojrzmy na nastepujace dwa przykitady, w ktérych dla uproszczenia napiszemy nazwy
wierzchotkéw tylko przy korzeniu oraz wierzchotkach potaczonych krawedzig z korzeniem.

Przyklad 3.17. Rozwaimy drzewo ukorzenione nastepujgcej postaci

0
Wtedy drzewa Ty, Tz, T3 sq¢ nastepujgce: T; = L=V, 7= }

Przyklad 3.18. Tym razem mamy dane trzy drzewa T, =1, To = \} , Tz = Y . Wtedy
T ma nastepujgcg postac
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Bezposrednio z definicji [7T] mamy nastepujaca wlasno$¢ rzedu drzewa:
r(T)=7r([Ti,..., ) = 1+ > 7(T;). (3.77)
j=1

Teraz mozemy przej$é do zdefiniowania elementarnej rézniczki (def. 310A w [86]).

Definicja 3.19 (elementarna rézniczka). Dia danego drzewa T oraz funkeji £ : R" — R™,
ktora jest gladka, elementarng rézniczkqg nazywamy funkcjie ¥(T)(y) zdefiniowang w na-
stepujgcy, rekurencyjny sposob:

e dla drzewa rzedu 1, czyli dla T =

F()(y) =1f(y), (3.78)

Ry =3 33 VIFL(TEFLT) -+ Fi(T)), (379)

gdzie T = [Tq, Tz, ..., Ts] oraz F; oznacza j-tg wspotrzedng elementarnej roiniczki F.

Dla zobrazowania powyzszej definicji wyznaczmy elementarne rézniczki dla wszystkich
drzew rzedu 2 i 3. Dla drzewa T = I, ktore oczywiscie jest jedynym drzewem o rzedzie
réwnym 2, mamy s = 1 oraz } = []. Stad otrzymujemy

~(NE(y)- (3.80)

Popatrzmy na drzewa ukorzenione o rzedzie 3. Mamy dwa takie drzewa: V oraz { . Dla

7 =V mamy s = 2 oraz V = [s,]. Natomiast dla 7 = I mamy s = 1 oraz I = [1]. Mamy
zatem

(3.81)




Do obliczenia kolejnej elementarnej rézniczki wykorzystamy wzor (3.80):

F({) - Z ayh B (D0 =X 5 ®) (Z of <y>f<y>j1>  s2)

j=19Yj ji=1 dyj, i

W taki sposdb mozemy obliczyé¢ elementarne rézniczki dla innych drzew ukorzenionych.
Obliczmy teraz rozwiniecie w szereg Taylora funkcji y, spetniajacej réwnanie (3.72), do
wyrazéw trzeciego rzedu, aby zobaczyc powiazanie z elementarnymi rézniczkami. W tym
celu obliczmy pochodne ¥ oraz y

=) =3 5 -y =F (1) ). (3.83)

gdzie ostatnia réwnos$¢ wynika ze wzoru (3.80). PrzedstawiliSmy pochodna § za pomoca
elementarnej rézniczki dla drzewa o rzedzie 2. Podobny rachunek wykonamy teraz dla
pochodnej trzeciego rzedu, wykorzystujac wzory (3.81) oraz (3.82):

s g;j(y)ﬂy)j =3 ¥ o A
" " g (3.84)
Z ay] (g ayj(y)f(y)h) =F(V)y)+F (I) (¥)

Powyzsze rachunki sugeruja, ze podobna wtasnosé¢ bedzie zachodzi¢ dla pochodnych wyz-
szych rzedéw. Okazuje sie, ze prawdziwe jest nastepujace twierdzenie (tw. 311D w [86]):

Twierdzenie 3.20. Rozwiniecie funkcji y(t), ktora spetnia uklad (3.72), w szereq Taylora
wokotl punktu t = t,, ma nastepujgcq postaé zapisang przy uzZyciu elementarnych rozniczek

Vltmis) = b + 1) = ¥t) + 30 F(T)(y) + O(h).  (385)

=1 TeTr(T)=j a(T)(T)
gdzie funkcje r, o oraz v sq¢ zdefiniowane w definicji 3.15.

W powyzszym twierdzeniu rozwiniecie Taylora jest do wyrazow rzedu 5, co jest zgodne
z uwagami poczynionymi we wstepie tego rozdziatu. W celu napisania doktadnego rozwi-
niecia Taylora musimy wyznaczy¢ wartosci funkcji o oraz v dla wszystkich ukorzenionych
drzew o rzedzie nie wigkszym niz 5. Takich drzew jest siedemnascie i dla kazdego z tatwoscia
mozemy wyznaczy¢ wartosci tych funkcji wprost z definicji 3.15. Wyniki sg przedstawione
W ponizszej tabeli.
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) 2 10

) 2 15

) 2 20

5 6 20

;
V
1
N
\} 4 1 8
Y
1

-
/
Y
3 1 6 \J ) 1 30
:
Y
Y
i
|

) 1 120

Tab. 3.1. Wartosci funkcji o oraz v dla drzew o rzedzie nie wigkszym niz 5

Pokazemy dla przyktadu, jak obliczamy wartosci funkcji r, o oraz v dla drzewa T =
\M. Mamy 5 wierzchotkow, wiec r (V) = 5. Przy obliczaniu o (V) zauwazmy, ze

symetrie sg wyznaczone tylko przez permutacje dwoch lisci: lewego i srodkowego. Zatem

o—(\l)) :2.Natomiast7(\f)) =1-1-1-2-4=38.

Podstawmy obliczone wartosci z powyzszej tabeli do wzoru (3.85). Otrzymujemy
e+ (R (V !
Y(tnsr) =y(tn) + 0 () )+ SF (D) )+ (F(V) @) +F (1) ) ] +

24

B F(\V)(y)+3F(\})(y)+F(Y)(y)+F [ ) | +

(3.86)

120

I P (") (y) + 6F (\I)) (y) + 4F (\Y) () +
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[ o (W) on (¥ ) 1 AP

+F Y (y)+F (y) | + O(h%).

3.6.2 Elementarne wagi

W tym podrozdziale przytoczymy definicje elementarnej wagi, potrzebnej do napisania
twierdzenia o rozwinieciu w szereg Taylora funkcji y,,,+1 wokét punktu ¢ = ¢, = to + mh,
analogicznego do twierdzenia 3.20 (def. 312A w [86]).

Definicja 3.21. Niech a;; oraz b; dla 1,5 = 1,2,...,r bedg parametramsi r-poziomowego
schematu Rungego-Kutty. Elementarng wagq dla danego drzewa T nazywamy funkcje @ :
T — R zdefiniowang i = 1,2,...,r w nastepujgcy, rekurencyjny sposob:

e dla drzewa rzedu 1, czyli dla T =

D; (o) =1, (3.87)
o dla drzewa rzedu wickszego nis 1:
,(T) = ]; a;; ®;(T), (3.88)
5. = LT, gdsie T (77,00, 7 (3.9)
P
O(T) = i;b@im, (3.90)

gdzie funkcje ®;, ,: TR sq pomocniczymi funkcjami.

Od razu sformutujemy twierdzenie, ktore pokazuje, jakie jest rozwiniecie w szereg Tay-
lora funkcji y,,4+1 — przyblizenia uzyskanego metoda Rungego-Kutty. Dowdd ponizszego
twierdzenia mozna znalezé w [86].

Twierdzenie 3.22. Rozwiniecie funkcji y, .1, zdefiniowanej wzorem (3.73) w szereq Tay-
lora wokol punktu t = t,, ma nastepujgcq postaé zapisang przy uzyciu elementarnych roz-
niczek

®(T)

(7 F(T)(y) + O(h®), (3.91)

5
Ym+IZYm+ZhJ Z

=1 TeTr(T)=j

gdzie funkcje r i o sq zdefiniowane w definicji 3.15, zas @ jest elementarng wagq.
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W powyzszym twierdzeniu musimy zna¢ wartosci elementarnych wag dla wszystkich
siedemnastu drzew rzedu nie wiekszego niz pie¢. Wyznaczajac te wagi, zobrazujemy, w jaki
sposéb uzywaé rekurencyjnej definicji 3.21. Zaczniemy od wyliczenia @ (. ). Korzystajac ze
wzordéw (3.87) i (3.90), mamy

@(.):Zbi-@i(.):Zbi. (3.92)
Teraz obliczymy ® (I) Zaczniemy od wyznaczenia ®; (), korzystajac ze wzoru (3.88):

@i(.)—i%@j(.)—éaij. (3.93)

.,
W dalszej czeSci rozdziatu dla uproszczenia wprowadzimy oznaczenie ¢; = ) a;;. Wsta-
Jj=1

wiajac (3.93) do wzoru (3.89) i korzystajac z (3.93), dostajemy
®; (1) = ®i([+]) = @i () = cs. (3.94)

Teraz po wstawieniu (3.94) do wzoru (3.90) otrzymujemy
o (1) =300 (1) =X bics. (3.95)
i=1 i=1
Obliczmy teraz ® (V) Ze wzoréw (3.89) oraz (3.93) mamy

B; (V) = Bi([]) = i (o) - Di (+) = (3.96)

)

Wstawiajac (3.96) do wzoru (3.90), dostajemy

2 (V) =208 (V) =Y bt (3.97)

PrzejdZzmy do wyznaczenia & (I) Kolejno ze wzoréw (3.89), (3.88) oraz (3.94) otrzymu-
jemy
=1 =

Podstawiajac (3.98) do wzoru (3.90), mamy

d (I) = Xr:bﬁ)z (I) = ibiiaijcj = XT: bia;jc;. (3.99)

i=1 =1 ij=1
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W analogiczny sposéb wyznaczamy elementarne wagi dla drzew o wigkszych rzedach. Po-
nizsza tabela przedstawia elementarne wagi dla drzew o rzedzie nie wiekszym niz 5. Ponad-
to w tabeli zamieszczamy tez konkretne wartosci elementarnych wag dla 4-poziomowego
schematu Rungego-Kutty o nastepujacych wartosciach parametrow:

1 1
R bng b4:6, ajk:() dla jgk,

1 1
o1 = 5, a3 =0, az = 57 ag1 = ago =0, ag3 =1, (3-100)

(T 1 oM [ wartos¢ ®(T) [ T | o(T) [ wartosé @(T) |
T T 5
. > b 1 Y > bic! —
i=1 \I) i=1 24
r 1 r 5
! : - 2 2
i; b;c; 5 WZQI biciai;c; 13
r 1 1
\ bic? - \y b, —
& 3 2, b 6
I S b L \J S b L
: J_ az]Cj 6 iJ = zczawajka 24
)
r 1 r 1
N > bic} = U S b z e —
=1 4 =1 ].6
1 1
\} MZE bicia;jc; 3 \}/ ”Z; bia;c} 21
Y Y 1
Z ]21 bia;;c j D i,j,%::l bia;jcia;icy 1S
r 1 Y r 1
1 Z'J%:zl biaijajkck ﬂ iyj,zk::1 biaijajkc% &
l ‘ % . biaijajkaklcl 0
Z,j, =

Tab. 3.2. Wartoéci elementarnych wag dla drzew o rzedzie nie wigkszym niz 5.

Podstawmy wartosci z tabel 3.1 oraz 3.2 do wzoru (3.91)

Y1 = Ym +hE (o) (y >+’;2F(I)< >+’§ (F(V)<y>+F({) <y>) +
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122 ;i (W)(YH%EF (\I)) (Y)+Z5F (\Y) )+

(3.101)
4 5F \J )+ 2F (U) (y)+2F (Y) )+ oF Y (v) + o
+iF Y ) | + o).

3.6.3 Oszacowanie btedu

W tym podrozdziale obliczymy btad przyblizenia 4-poziomowa metoda Rungego-Kutty dla
uktadu (3.72).

Zaczniemy od obliczenia btedu metody Rungego-Kutty w jednym kroku. Poréwnamy
w tym celu rozwiniecia (3.86) i (3.101), zaktadajac przy tym, ze y(t,,) = ¥n. Pomijamy tez
wyrazy rzedu wickszego niz 5, to jest pomijamy O(h®), gdyz nie wpltywaja one znaczaco
na obliczenie bledu — por. podrozdzial 318 w [86].

Emir =1y (tmi1) = Ymiall = 1’;0 —214F (") () - 11? (\I)) (y) +

+iF(O/) (y) ~F \J <y>—ZF(V) <y>+éF(\V) W)+ (3.102)
+;F Y (y)—iF Y (y)+F

Aby obliczy¢ blad &)1, |, potrzebujemy doktadnie oszacowaé wyrazenie (3.102). W tym celu
sformutujemy lemat, w ktérym oszacujemy elementarne rézniczki dla dowolnego drzewa T .
Do lematu bedziemy potrzebowaé nastepujacego zatozenia.

¥)||-
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Zatozenie 3.23. Niech n € N. Dla danej funkcji £ : A — R", gdzie A C R"™, okreslmy
liczby M @ L tak, by dla kazdego y € A zachodzily nastepujgce oszacowania:

£yl < M,
H o0t H (3.103)
95, 0y;, - - ayjs Ms1

dla s €N, ji,...,js € {1,...,n}.

Lemat 3.24. Przypusémy, Ze funkcja f bedzie taka, Ze zalozenie 3.23 bedzie zachodzic.
Wtedy dla dowolnego drzewa T € ¥ zachodzi nastepujgca nierownosé

IE(T)I < (L)~ M. (3.104)

Dowdd. Przeprowadzimy dowdd indukeyjnie ze wzgledu na rzad drzewa T, czyli r(T).
Niech 7(7) = 1. Wtedy T =« i z definicji 3.19 oraz nieréwnosci (3.103) mamy

IE () () = £ < M = (nL)°M = (nL)"*) "' M.

Zatem pierwszy krok indukcyjny jest spetniony. Niech teraz k € N. Przypusémy, ze teza
zachodzi dla wszystkich drzew T € T takich, ze r(7T) < k. Rozwazmy teraz dowolne drzewo
T € T takie, ze r(T) = k + 1. Wtedy z definicji 3.19

" ot
IFMI=| > - ~(V)E(T)(y)E(T2)(y) - - F(To)(y)| <
=1 0Y;,0y;, - .. 0y;,
- - (3.105)
< F(71)(y)F(T, - F(T; :
< jm;jSl Oy, 00, VF(T)@)E(T)(y) - F(T)()
gdzie s jest stopniem korzenia drzewa T oraz T = [T1, Tz, ..., Ts|. Ze wzoru (3.77) mamy

r(7T;) < kdlaj=1,2,...,s, wiec do elementarnych rézniczek wystepujacych w (3.105)
mozemy zastosowaé zatozenie indukcyjne: [F(7;)| < (nL)""D=IM dla j = 1,2,...,s. Ze
wzoru (3.77) mamy takze 1+ >35_, r(7;) = r(T) = k + 1. Stad mozemy dalej szacowac,
korzystajac ze wzoru (3.103):

n L . ) T)
F(T)| < (nL)" )=IM =t (nL) 25T s —
jl’jQ;js—l . H M= (3106)

= (nL)*M = (nL)" m M.

Ostatnia réwnos¢ konczy krok indukeyjny, a tym samym koniczy caty dowod. B

Mozemy teraz przej$¢ do oszacowania & ;. We wzorze (3.102) argument kazdej elemen-

tarnej rézniczki jest drzewem rzedu 5, wiec z lematu 3.24 mamy oszacowanie ||F(7)| <
(nL)*M. Stad

hb 1 1 1 3 1 1 1 101
Sin< g (gr gt it it g oty ) DY = gtV (3107
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Powyzsza nierownos¢ jest prawdziwa dla kazdego m € N. Majac obliczony btad meto-
dy w jednym kroku (truncation error), wyznaczymy btad globalny metody, dany wzorem
(3.75). Btad &, spelia nastepujaca nier6wnos¢ rekurencyjna

Emi1 S (L +hL)ER +Ep Ly, (3.108)

gdzie h jest krokiem catkowania, zas L jest stata Lipschitza wybranego schematu Rungego-
Kutty. Powyzsza nieréwno$é¢ wynika wprost z definicji btedu lokalnego (w jednym kroku)
i globalnego (por. rozdzial 5.2 w [92]). Skoro nier6wnos$¢ (3.107) zachodzi dla kazdego
m € N, to mozemy napisa¢ nastepujacg nieréwnos¢ rekurencyjng

Emi1 < (L+hL)E, + EY, (3.109)

gdzie £ < %hg’(nL)A‘M. Pokazemy indukcyjnie, ze

1+hL)m—1
hi

Emn < (1+hL)"E + ( e (3.110)

Dla m = 0 mamy

1+hL -1

<
€< (L+hL)E + —— 7

EY =1 +hL)E +EY,

co jest prawdziwe ze wzoru (3.109). Zaltézmy teraz, ze nieréwnosé (3.110) jest prawdziwa
dla pewnego m € N. Wtedy ze wzoru (3.109) i zatozenia indukcyjnego mamy

1 m_q
Emi1 < (1+ hL) ((1 +heyme, + U h}fﬁ) gtr> Lo
m+1 _ 1 _
L+ hL)"tt —1
= (14 hL)™E + S Eh)ﬁ E”.

Ostatnia rownos¢ konezy krok indukcyjny i zarazem calty dowdd. Zauwazmy teraz, ze w kro-
ku zerowym nie popeliamy btedu, wiec & = 0. Mozemy uprosci¢ oszacowanie btedu we
wzorze (3.110) do nastepujacego

(I+hL)™—1_,.
< . )
& < e £ (3.112)

Potaczmy oszacowania (3.107) i (3.112), finalnie otrzymujac

_(+hom—1 101

Em < hL - 2880

R?(nL)*M <

< 3880L (exp (hmL) — 1) h*n*L*M.  (3.113)
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3.6.4 Obliczenie btedu — wzrost diauksyczny

Wykorzystamy oszacowanie (3.113), aby obliczy¢ btad przyblizenia metoda Rungego-Kutty
rozwiazan modelu (3.20), a nastepnie oszacujemy btad popelniany przy liczeniu drugiej
pochodnej funkcji z,. W ten sposéb pokazemy, ze zmienna x, ma wzrost diauksyczny
— por. definicja 1.2. Zmienne x i ¢ ukladu (3.20) sa odseparowane, wiec na podstawie
wzoru (3.42) mozemy zredukowaé rozwazany uktad poprzez podstawienie z = 0ic = 1
celem uproszczenia poézniejszych rachunkéw. Otrzymamy w ten sposéb uktad trzech réwnan
rozniczkowych

T, = O-/Q(l —Y+z—= xa)yaa

Vo = a324(l —ya), (3.114)

2 = —ouf(x)(l—v+2—x,)2+ (7 —2),

gdzie funkcja f jest dana wzorem (3.14), natomiast warunki poczatkowe sg nastepujace
24(0) =€z, Yal0) =&y,, 2(0) =7 — ey,

gdzie state e, , ¢y, , €, sa takie jak w (3.15). Bedziemy badac¢ btad przyblizenia rozwigzania,
jaki otrzymamy dla modelu (3.114) przy nastepujacych wartodciach parametréw:

as =2, a3=1 au=1 06=38 w=0 =1 k=8,

(3.115)
my, =03, v=2, g, =005 ¢,=005 ¢,=0/01

Po podstawieniu wartosci parametréow (3.115) do uktadu (3.114) otrzymujemy

Ty = 2(2 - xa)yaa

Yo = Za(l—a), (3.116)

2 = —f(z)(z —wa)z+3,8(1 — 2),

2 8

gdzie f(z,) = (0’3):: pr oraz

24(0) = 0,05,  4,(0) = 0,05, 2(0) = 0,99.

Wyznaczmy teraz wartosci wszystkich stalych wstepujacych w oszacowaniu (3.113), kt6-
rych czedé jest zdefiniowana w zatozeniu 3.23. U nas mamy:

f(x(u Ya, Z) = [fl(l‘aa Ya, 2)7 f2(xa7 Ya, Z)a fS(xaa Ya, Z)]Ta (3117)
gdzie
fl(xayyaa Z) = 2(2 - xa)yay

fo(Ta, Yo, 2) = 2a(1 = ya),
f3(Ta, Yo, 2) = = f(2a) (2 — Ta)2 + 3,8(1 — 2).

Latwo wida¢, ze

n=3. (3.118)
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Teraz obliczymy warto$¢ statej M. Korzystajac z (3.17), mozemy dla kazdego (x4, Y4, 2) €
[0, 1]3 kolejno oszacowaé

‘fl(xaa Yas Z)’ = 2‘2 - xaHya| S 2a
|f2(xaaya’z)’ = |xa||1 - ya| <L
Do funkcji f3 uzyjemy subtelniejszego oszacowania. Z jednej strony mamy

f3(Ta,Ya, 2) = —f(2a)(z — 2a) 2+ 3,8(1 — 2)2 <

< z(=f(za)(z —x4) —3,8) + 3,8 < 3.8, (3.119)

gdzie ostatnia nieréwnos¢ wynika z faktu, ze wyrazenie w nawiasie jest ujemne, a z drugiej
strony mamy tez

f3(Ta,Yas 2) = _(O,S?CZL%(Z — )2 +38(1—2) >
- (3.120)
> —M(z —T4)z > —2.
Oznacza to, ze | f3(Za, Y4, 2)| < 3,8, a stad
1£(2a; Ya, 2) || = max{|f1(za; Yas 2)|, | f2(%a; Yo, 2)|; | f5(Ta, Ya, 2)[} < 3.8
dla kazdego (x4, va,2) € [0, 1]3, wigc
M =3.8. (3.121)

Teraz wyznaczmy stata L tak, aby zachodzily nieréwnoéci z zatozenia (3.23), ktére zapi-
szemy w nastepujacej postaci
Oirtiztis [J1ti2+is

(3.122)

Ji, g2 73 f’ < j1+jo+jz—1
0wy 2 M

dla ¢ = 1,2,3 oraz j; + j2 + j3 < 5. Zauwazmy, ze tatwo otrzymujemy nieréwnosci, ktore
zachodza dla kazdego (x4, ya,2) € [0, 13

df1 df1 df1
= |—2y,| <2 =12(z — <2 —| = 2yq| <2
8:[)& ya| f— 9 ‘8ya | (Z ‘/I/'a)| — 9 aZ | ya| — )
af 0f2 df2
— 11—y, <1, — -z, <1, |22 =0, 3.123
Pl h-wl <1 |32 i1 | (3.123)
2 2 2
Ih = |-2| =2, Ih = 2| =2, If2 =|-1]=1.
02,0V, 01,0z 02,0V,
Ponadto nietrudno zauwazy¢, ze
PIrtitis f S o
Ol OO =0 dla ji+je+is>2 1 (ji,h2,03) ¢ {(1,1,0),(0,1,1)}.  (3.124)
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Analogicznie policzymy dla fo:
§ortiz+is fo

W =0 dla ji+jo+is>2 1 (ji,h2,0) # (1,1,0). (3.125)

Teraz zbadamy pochodne f3. Otrzymujemy
Hortia—+is fo

Ze wzgledu na skomplikowang posta¢ funkcji f3 do oszacowania pozostatych pochodnych
wspomagatem sie programem WolframAlpha, w ktorym wykonywatem obliczenia sym-
boliczne i szukatem maksymalnych wartosci odpowiednich funkcji. Ponizej zamieszczam
otrzymane nieréwnosci.

9fs e 0 f3
< 8,84 < 106,2 =31 < 3771
o | S 884 5z | < 06,2, 53 | < 3771,
0" f3 e Ofs
< 112584, |=2| < I3 <
ot | < 584, o < 5730000, | ==/ <68,
Pfs | <994 PLs | < 967 O'fs | < 3785 (3.127)
0r,0z| — 7 0x20z| — dx30z| — Y '
0" f5 0 fs > fs
<271 <4 <271
0rioz| — 71383, 02| = 7 01,022 — L
0" f3 " fs
< 322 < 10259.
022022 | — 322, 0x3022| — 0259

Aby zaszlty nieréwnosci (3.122), nalezy dobraé stala L tak, by zachodzily nastepujace
nierownosci:

L > max{2;1;8,84} = 8,84,

L2

i > max{2;1;106,2;4} = 106,2,
L3

VE > max{3771;267;27,1} = 3771,
L4

> max{112584; 8878,5; 322} = 112584,

> max{5730000; 271383; 10259} = 5730000.
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Podstawmy obliczona warto$¢ M — wzoér (3.121) — otrzymujac

L > 884,

L?>106,2- 3,8 = 403,56 = L > 20,1,

L? > 3771 - (3,8)% = 54453,24 = L > 38,

L* > 112584 - (3,8)% = 6177709,248 = L > 50,
L < 5730000 - (3,8)* = 1194782928 = L > 65,4.

Dostajemy
L = max{8,84;20,1; 38; 50; 65,4} = 65 4. (3.128)

Teraz wyznaczymy stalg Lipschitza £ schematu Rungego-Kutty 4 rzedu ze wspotezyn-
nikami o wartosciach zadanych przez (3.100) zastosowanego do uktadu (3.116). Dla tego
schematu stata Lipschitza jest taka sama jak stata Lipschitza funkcji f zadanej przez (3.117)
— por. [92]. Z oszacowan (3.123), (3.126) i (3.127) mamy

Ofi| |0f1] |0fi| |0f2] |0f2| |0f2| |Ofs
0wy |10y, || 02 || 02| |0y, ox,

0z
< max {2;1;8,84; 6,8} = 8,84.

0f3
Ya

9fs
0z

) ) Y Y Y Y )

Ezmax{

} = (3.129)

Ostatnimi statymi ze wzoru (3.113), ktére wyznaczymy sa krok calkowania i liczba m.
W symulacjach przypiszmy tym parametrom nastepujace wartosci:

1
h=
100000

Podstawmy wszystkie obliczone stale wyrazone wzorami (3.118), (3.121), (3.128), (3.129),
(3.130) do oszacowania na btad globalny metody Rungego-Kutty 4 rzedu (3.113), dostajac

m = 200000. (3.130)

101 1 1 1
S < 0L ( ( -200000 - 8,84) _ 1) < 3. 65,4) 38 <
200000 = 5230 8.84  \ P \ 100000 100000

- 101 (17.7) <196,2>4 < 11
- . eX . . _—
25459,2 PG 10000 "~ 100000

Program MATLAB, w ktérym wykonywatem symulacje komputerowe, korzysta z podwdj-
nej precyzji, wiec dla tak dobranych wartosci A i m w (3.130) mozna zaniedbaé btad
zaokraglen — por. [93]. Ostatecznie dla m < 200000 mamy nastepujace oszacowania:

N 11
[Za(tm) — Ta(tm)| < 100000°
11
— 9 S 3.131
. 11
[2(tm) = 2(tn)] < T55000°
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gdzie &,, ., Z sa rozwigzaniami otrzymanymi za pomoca metody Rungego-Kutty, nato-
miast t,,, = mh.

Mozemy przejé¢ do obliczenia btedu przyblizenia drugiej pochodnej funkcji x,. Mamy
wiec

To =2(2 = Ta)Ya + 2(2 — Ta)Pa = —2f(2a) (2 — Ta)Yaz + T,6(1 — 2)ya
—2(2 = 2a)ya +2(2 — 20)Ta(1 — ya) =
= — 2f(2a)Ya2® + 2f(20)TaYa? + 7,6y — 7,6y0z — 2y2 2+
+ Q%yZ + 22,2 — 204Yo 2 — 21‘3 + 2xzya.

(3.132)

Na podstawie (3.132) mozemy napisa¢ przyblizenie drugiej pochodnej #, oznaczane przez
T

To=—2f(2a)0a2? + 2f (2a)Zalia? + 7,60 — 76002 — 2025+

2~

AR PR (3.133)
+ 28,0, + 28,2 — 28,0o 2 — 22, + 22 7,.

ZTq — 4| Zanim przejdziemy do jej wyznaczenia, prze-

Naszym celem jest zbadanie réznicy

ksztalémy (3.131) do nastepujacej postaci, w ktorej dla uproszczenia pominiemy zaleznosé
od t,,:

Ty < Ty + K,

Vo < Yo + K, (3.134)
2 < z+ K,
: 11 - e :
gdzie Kk = . PrzejdZmy do oszacowania |&, — Z,|. Mamy
100000
By — gl = ’—Zf(a:a)yazz + 21 (2a)TaYaz + 7,6y — 7,6yaz — 2> 2+

+ Q%yz + 22,2 — 22,Ya2 — 2:1:3 + QZBZya
+ 2f(£a)gja22 — 2f(24)200a2 — 7,604 + 7,602 + 2@22

—28402 — 2842 4 2840t + 222 — 2227,| <

< ‘2]'?(@0?@22 - Qf(xa)yaZQ‘ + 12f(Za)Zala? — 2f (Ta)TaYaz| +
+ |7a6ga - 776ya| + |776ga2 - 7)6yaz| + +

2022 — 2y2z

+ 2892 = 20ay2| + 12802 — 2702] + 2848102 — 27aya2] +

2220 — 222Yq) -

a

+ |222 — 222| +
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Wykorzystujac (3.134), mozemy dalej szacowaé

< |2 (o + 950+ )2 + 0P — 2f (z)ya?| +
+ 2/ (20 + £) (20 + £) (Yo + 1) (2 + £) = 2 (2a)Zayaz| +
+17,6(ya + &) = T,6ya| +7,6(ya + K)(2 + &) — 7,6y02] +
+ ‘2(ya + k)2 (2 4+ k) = 2y22| + |2(24 + &) (Yo + K)? — 27,Y7
+12(xa + ) (2 + K) = 2z02] + [2(2a + £)(Ya + £)(2 + K) = 2Tayaz| +
+ ‘Q(xa + k)? — 222 + )2(30(1 + £) (Yo + K) — 2227, .

Tq — Zq

2(zq + k)3
(0,3)8 + (x4 + K)
T — i"a‘. Otrzymujemy

Z monotonicznosci funkeji f mamy f(z,) < f(z,+ k) = < 2. Wykorzy-

stamy te nieréwnosci w dalszym obliczaniu réznicy

xa_i'a +

<4 ‘/{22 + 26%2 + K2 + 26y.2 + Ky,
+ 4 |K5(Talo + Yoz + 274) + K2 (To + Yo + 2) + 53‘ +
+ 76|kl + 7,6
+ 2 22,Yqk + T k2 + ygm + 2ya/i2 + /£3‘ + 2

Y2k + 2yazk + 2yak® + 257 + /ig‘ +

n(ya+z)+/<;2’+2

K(xq +2) + /{2’ +
+ 2 |6(Tala + Yoz + 274) + K2 (To + Yo + 2) + K

+ 2 ‘233,1/4:+ /62‘ +

+ 2 :1:2/@ + 22,Yqk + 2r, K2+ yamz + HB‘ <

K K K
4. 4. 4. 4. (92 v
< (3% + 1000) + (3% + 1000) + 7,6k + 7,6 ( K+ 1000) +

K K K
2. 4. )V 19.(2 RUNATR Y, S P
+ (3'” 1000) + ( RS 1000) + ( nt 1000>+

K K K
2. 4.2 Vi (24 )19, 4.
* (3“ + 1000) + ( et 1000) + (3F&+ 1000)

76.9-11 8459 9
< ]_ — g ’ — ’ .
ST6.8r 40,1k = 76,97 = 200000 = 100000 = 1000

Pokazalismy, ze dla m < 200000 mamy

9
1000

Rysunek 3.5 przedstawia wykres drugiej pochodnej funkcji z,. Na czerwono zaznaczono
ekstrema lokalne drugiej pochodnej, ktore sa w nastepujacych punktach:

(3.135)

Faltm) = Faltm)| <

toro00 = 0,91,  t150415 = 1,50415,  t184180 = 1,84189.
Z programu MATLAB odczytujemy obliczone warto$ci w tych punktach:
24(0,91) = 0,1912, Z,(1,50415) = —0,0139, 7,(1,84189) = 0,0106. (3.136)
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0.2

T T
==Wykres drugiej pochodnej funkcji X,

0.15 N

0.05 5

Jednostka pomocnicza

-0.05 5

-0.15 : : :
0 0.5 1 1.5 2 25 3

Czas

Rys. 3.5. Wykres drugiej pochodnej funkcji z, z zaznaczonymi ekstremami lokalnymi

Laczac wzory (3.135) oraz (3.136), otrzymujemy
9
1000

. 9
0(1,50415) < £4(1,50415) + o0 <0, (3.137)

i4(0,91) > 7,(0,91) — 0,

iq(1,84189) > 7,(1,84189) — 0.

9
1000
Oznacza to, ze istnieja takie punkty s; € (0,91;1,50415) oraz s, € (1,50415;1,84189), ze

Zq(s1) =0 oraz F,(s2) = 0.

Funkcja x, ma zatem co najmniej 2 punkty przegiecia, wiec ma wzrost diauksyczny. Po-
kazalismy, ze btad metody Rungego-Kutty 4 rzedu jest mniejszy niz wartosci otrzymane
z symulacji numerycznych, wiec wystepuje odpowiednia liczba zmian znakéw pochodnej.
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Rozdziat 4

Ro6zne skale czasowe

4.1 Wprowadzenie

Modelowanie procesow biologicznych, spotecznych czy epidemiologicznych czesto prowadzi
do ztozonych ukladéw z duzg liczba réwnan rézniczkowych, w ktorych wystepuja para-
metry o wartosciach zréznicowanych do tego stopnia, ze mozna wrecz méwié o réznych
skalach tych parametrow. Wynika to z uwzglednienia w jednym modelu proceséw, ktérych
szybkosci znacznie sie od siebie réznig. Prowadzi to do wyodrebnienia dwoch lub wiecej
skal czasowych, najczesciej szybkiej i wolnej. Symulacje numeryczne tego typu modeli nie
sg wiarygodne ze wzgledu na wystepowanie duzych i matych parametrow i zwigzanych
z tym artefaktow numerycznych, doktadniej wystepowaniem zjawiska sztywnosci modelu
(ang. stiffness) [94, 95, 96]. W wielu przypadkach wystepuje dominujaca skala czasowa
(tak zwana O(1)), dzieki czemu mozna zredukowaé liczbe réwnan, korzystajac na przyktad
z metod malego parametru [97], nie redukujac przy tym dynamiki modelu. Analizujac
modele opisujace zjawiska, w ktorych wystepuja procesy w réznych skalach czasowych,
badatem warunki wystarczajace do wystapienia dynamiki diauksycznej. W 2019 roku za-
proponowatem model matematyczny, ktory dostarcza wiarygodnego wyjasnienia wynikéw
eksperymentalnych, w ktérych zaobserwowano, ze dynamika aktywacji komplekséw biatka
CDK1 z cykling B podczas cyklu komérkowego ma charakter diauksyczny [2]. W rozdziale 3
opisatem wspomniany wyzej model, przeprowadzitem tez jego analize matematyczng i nu-
meryczng oraz dowdéd wspomagany komputerowo, gdzie pokazatem wystepowanie wzrostu
diauksycznego.

Zainspirowany uzyskanymi rezultatami skupitem si¢ na stworzeniu sformalizowanego
opisu matematycznego dynamiki diauksycznej. Za pomoca metod malego parametru po-
kazatem, ze badanie istnienia wzrostu diauksycznego dla zmiennej o wolniejszej dynamice
w modelu dwuwymiarowym mozna uprosci¢ do badania dynamiki diauksycznej rozwigzania
rownania rozniczkowego jednej zmiennej. W podrozdziale 4.2 przeprowadze analize wzro-
stu diauksycznego w przypadku jednowymiarowym. Zaproponuje warunek wystarczajacy
na wystapienie dynamiki diauksycznej, a takze podam doktadne liczby punktéw przegiecia
w zaleznosci od danych poczatkowych. W nastepnym podrozdziale 4.3 poréwnam rozwigza-
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nie uktadu réwnan z matym parametrem z rozwiazaniem uktadu zredukowanego do jednej

zmiennej, pokazujac, ze wzrost diauksyczny jest niezmiennikiem takiej redukcji.
Przedstawione w tym rozdziale wyniki ukazalty sie w pracy [3], ktéra zgodnie z wiedza

autora, po raz pierwszy proponuje podstawy matematyczne dynamiki diauksyczne;j.

4.2 Przypadek jednowymiarowy

Zaczniemy od scharakteryzowania warunkéw istnienia dynamiki diauksycznej w jednowy-
miarowym uktadzie autonomicznym. Niech f : [0, 1] — R bedzie funkcja ciagta spelniajaca
nastepujace warunki:

(a)  f(0)=/f(1)=0, (4.1a)
(b) f(x)>0  Vze(0,1), (4.1b)
(c)  fec?(0,1]), (4.1c)
(d) If ()] + |f"(z)] >0  dla kazdego = € [0,1], (4.1d)

przy czym pochodne f'(0), f(1), f”(0), f”(1) rozumiemy jako pochodne jednostronne, to
Znaczy

h) — f(0 1+h)— f(1
f/<()> :hli%l+w, f/(1> :hli%l_ f( + })L f( )7
'(h) = f'(0 ‘(14 h) - f(1
1) = i HEEE, O
Rozwazmy nastepujace zagadnienie Cauchy’ego
&= f(x),
(0) = o, (4.2)

gdzie xy € (0,1).

Na podstawie definicji 1.2, aby okresli¢, kiedy rozwiazanie x = x(t) zagadnienia Cau-
chy’ego (4.2) ma wzrost diauksyczny, musimy zajaé sie analiza punktéw przegiecia funkcji
x = x(t) w przedziale t > 0. W tym celu zdefiniujmy zbiér W; w nastepujacy sposéb:

W, ={xe€0,1] : f'(x) =0}
Mozemy wtedy sformutowaé ponizsze stwierdzenie.
Stwierdzenie 4.1. Zbior W jest skoriczony.

Dowdd. Przypusémy nie wprost, ze zbior W jest nieskonczony. Zbior W jest ograniczony
(W, C [0, 1]) oraz domkniety (jako przeciwobraz zbioru domknietego {0}), wiec jest zwarty.
Istnieje zatem w tym zbiorze zbiezny ciag (an)neny Wraz jego granica a., = nh_)rgo a,. Na
mocy (4.1c) obliczamy f”(a,). Mamy

() = Jim L0 =S M0) 0




Z otrzymanej rownosci wnioskujemy, ze | f'(as )|+ |f" (ao0)| = 0, a to przeczy zatozeniu 4.1d.
Oznacza to, ze W jest zbiorem skonczonym. B

Dalej zdefiniujmy
W={xe(0,1): Fe>0 Vn,me0,e) fl(x—m) f(x+n)<0}.

Do zbioru W naleza punkty z przedziatu (0, 1), w ktérych pochodna zmienia znak. Bezpo-
srednio z definicji zbioréw W; oraz W wnioskujemy, ze W C W, wiec ze stwierdzenia 4.1
natychmiast wnioskujemy, ze W jest zbiorem skonczonym. Oznaczmy liczbe jego elementéow
oznaczmy przez n. Mozemy zatem napisac¢

W = {21, 29,..., 2.}, (4.3)

gdzie 0 <z <29 < ... <1z, < 1.
Stwierdzenie 4.2. Liczba n (liczba elementéw zbioru W) jest nieparzysta.
Dowdd. Pokazemy najpierw, ze n > 0. Z zalozen (4.1a) oraz (4.1b) widzimy, ze istnieje
e > 0, takie ze f'(x) > 0 dla kazdego x € (0,¢) oraz f'(x) < 0 dla kazdego = € (1 —¢,1).
Na mocy powyzszego, z zalozenia (4.1c¢) oraz skoriczonosci W wnioskujemy, ze istnieje
x* € (0,1) oraz § > 0 taka, ze f'(z* +n) - f'(z* —n) < 0 dla kazdego n € (0,0). Zatem
r* € W, co oznacza, ze W jest zbiorem niepustym. Przypusémy nie wprost, ze liczba n jest
parzysta, czyli n = 2m dla pewnej liczby naturalnej m. Wtedy z definicji W i powyzszych
rozwazan stwierdzamy, ze

e fl(x)>0dlaze (0,z1)U (x2,23)U...U (xom, 1),

o f/(l’) <0dlaze (I'l, Ig) U (LU3, I4) U...u (Igm_l, Izm).

W szczegblnodci mamy f'(x) > 0 dla x € (xom,1) oraz f'(x) < 1 dla z € (1 —¢,1).
Otrzymana sprzeczno$é¢ dowodzi, ze liczba n jest liczbg nieparzysta. B

Nastepujace twierdzenie pokazuje Sciste powiazanie liczby punktow przegiecia rozwia-
zania r = x(t) zagadnienia Cauchy’ego (4.2) z elementami zbioru W.

Twierdzenie 4.3. Zaldimy, Ze (4.1a), (4.1b), (4.1c), (4.1d) sq spelnione. Wtedy liczba
punktow przegiecia rozwigzania v = x(t) zagadnienia Cauchy’ego (4.2) dla t > 0 wynosi

e n, jesli xg € (0,21),
« n—k, jesli zo € [vr, wpt1), gdzie k € {1,2,...,n — 1},
. 07 j6§ll o € [$n7 1);

gdzie x1,xa, ..., T, sq¢ zdefiniowane w (4.3).
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Dowaod. Badajac punkty przegiecia, nalezy sprawdzi¢, kiedy druga pochodna zmienia znak.
Dla t > 0 mamy
d d
B(1) = i) = S (@) = fia) i = f@)f)
Z zatozenia (4.1b) stwierdzamy, ze #(t) zmienia znak wtedy i tylko wtedy, gdy f’(z) zmienia
znak, czyli w punktach xy, zs, ...z, nalezacych do zbioru W. Na podstawie zatozen (4.1a),
(4.1b) i (4.1c) rozwigzanie © = x(t) zagadnienia Cauchy’ego (4.2) jest jednoznaczne oraz
jest rosnaca funkcja dla ¢ > 0, taka ze
Jlim z(t) = 1.
Wobec tego x(t) € [xg,1) oraz dla kazdego z* € [x¢,1) istnieje dokladnie jedno t* > 0,
takie ze z(t*) = z*. Oznacza to, ze jedli dla jakiego$ t* > 0 mamy z(t*) € W, to w punkcie
= t* funkcja x(t) ma punkt przegiecia. Mamy zatem nastepujace przypadki.

o Jesli g € (0,21), to wtedy istnieje ¢, > 0 takie, ze z(t;) = x; dla kazdego [ €
{1,2,...,n}. Wtedy liczba punktéw przegiecia wynosi n.

o JeSli g € [vk,xks1), gdzie k € {1,2,...,n — 1}, wtedy istnieje ¢, > 0 takie, ze
x(t)) = x; dla kazdego | € {k + 1,k + 2,...,n}. Zatem liczba punktéw przegiecia
wynosi tyle, ile punktow ze zbioru W jest osiaganych. W tym przypadku sa to punkty
Tka1y, Thioy- -+, Ty 1jest ich n — k.

o Jesli zg € [z, 1), wtedy dla kazdego = € (z,,1) mamy f'(x) < 0. Oznacza to, ze
liczba punktéw przegiecia wynosi 0.

Popatrzmy teraz na wypuklos¢ rozwiazania v = x(t) zagadnienia Cauchy’ego (4.2)
w prawym otoczeniu punktu ¢t = 0. Wiemy, ze f'(x) < 0 w lewym otoczeniu punktu z = 1,
wiec dla zg € (x,,1) funkcja z(t) jest wklesta dla kazdego ¢ > 0, wiec w szczegdlnosci
w prawym otoczeniu punktu ¢ = 0 réwniez. Zmniejszajac wartosé xg, zwickszamy liczbe
punktéw przegiecia funkeji x(t), co oznacza, ze wypuktoéé funkeji (t) w prawym otoczeniu
punktu ¢ = 0 zalezy od liczby punktéw przegiecia. Latwo stwierdzié¢, ze jesli liczba punktéow
przegiecia jest parzysta, to funkcja z(t) w prawym otoczeniu punktu ¢t = 0 jest wklesta, na-
tomiast jesli liczba ta jest nieparzysta — x(t) jest wypukta. Na podstawie stwierdzenia 4.2
oraz twierdzenia 4.3 otrzymujemy, ze

o Jesli zg € (0, 1), to liczba punktéw przegiecia wynosi n, co jest liczba nieparzysta.

o Jesli xg € (g, xpy1), to liczba punktéw przegiecia wynosi n — k, co jest liczba niepa-
rzysta dla k parzystego oraz liczba parzysta dla k nieparzystego.

o Jesli xg € (z, 1), to liczba punktéw przegiecia wynosi 0, co jest liczba parzysta.

Podsumujmy to w ponizszym wniosku.
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Whiosek 4.4. Mamy nastepujgce dwie sytuacje:

o x(t) jest funkcjq wypukley w prawym otoczeniu punktu t =0 (rys. 4.1), gdy

xo € (0,21) U (9, x3) U... U (xTp_1,x,),

o x(t) jest funkcjq wkleste w prawym otoczeniu punktu t =0 (rys. 4.2), gdy

xo € (1, 22) U (23, 24) U... U (T, 1),

gdzie n jest zdefiniowane jak we wzorze (4.3).

Ponizsze rysunki obrazuja dwie sytuacje opisane w powyzszym wniosku. Rysunek 4.1
przedstawia krzywa, ktora jest wypukta w prawym otoczeniu punktu ¢ = 0, natomiast na
rysunku 4.2 mozemy zobaczy¢, ze krzywa w otoczeniu punktu ¢t = 0 jest wklesta.

Jednostka pomocnicza
e © o o o o 9o
w - 3] o ~ © © -
T T T T T T T

o
N
T

0.1

== Krzywa diauksyczna

0 50 100 150
Czas

Rys. 4.1. Przyktad krzywej diauksycznej, ktora jest wypukta w prawym otoczeniu punktu ¢t = 0. Krzywa
ma 3 punkty przegiecia, a xg € (0,x1), gdzie 1 jest zdefiniowane jak w (4.3)
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Rys. 4.2. Przyktad krzywej diauksycznej, ktora jest wklesta w prawym otoczeniu punktu t = 0. Krzywa
ma 2 punkty przegiecia, a xo € (x1,x2), gdzie z1 i z2 sa zdefiniowane jak w (4.3)

Rozwazmy szczegdlna postaé funkeji f w réwnaniu (4.2):

f(x) =21 - x)g(). (4.4)

Sformutujemy stwierdzenie, w ktérym zaprezentujemy pewna klase funkcji g, dla kto-
rych rozwiagzanie zagadnienia Cauchy’ego (4.2) ma wzrost diauksyczny.

Stwierdzenie 4.5. Niech g : [0,1] — R bedzie ciggla funkcig o nastepujacych witasno-
sciach:

(a) g(x) > 0 dla kazdego x € (0,1),

(b) g € C*(|0,1]), przy czym pochodne ¢'(0), ¢'(1), g"(0), ¢"(1) rozumiemy jako pochodne
jednostronne, to znaczy

h—0+ h ’ h—0— h ’
" g/(h) - g,(O) " g/(l + h) - g(l)
9°(0) = hlgtl)ﬂ+ h ’ g (1) = hlirg{ h ’

(c) g ma dokladnie k miniméw 0 < a; < ag < ... < o < 1, dokladnie k — 1 maksimdw
Bi € (i, p1) dlai € {1,2,...,k—1} oraz istniejg By € (0,01) @ By € (o, 1), ktdre
spetniajq

Bi(1—B)g(B;) Bj-1(1— 53’1)9(53’1)}

gdzie j € {1,...,k} orazw > 0 jest odpowiednio male.
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Wtedy rozwigzanie x = x(t) zagadnienia Cauchy’ego (4.2) z warunkiem poczgtkowym
xg € (0,21) 7 funkcjg f zdefiniowanqg jok w (4.4) ma 2k + 1 punktéw przegiecia w [0, +00).

Dowdd. Na podstawie twierdzenia 4.3, aby wyznaczy¢ liczbe punktéw przegiecia zagad-
nienia Cauchy’ego 4.2, musimy ustali¢ liczbe elementéw zbioru W. W tym celu obliczmy
pochodna funkeji f, zdefiniowanej wzorem (4.4) — zaltozenie (b) gwarantuje odpowiednig
gtadkosé funkcji g, a tym samym funkcji f. Obliczmy

f'(@) = (2(1 = 2)g(2))" = (1 - 22)g(x) + 2(1 — 2)¢(2). (4.5)
Zaltozenie (a) gwarantuje, ze f(x) > 0 dla kazdego = € (0, 1), wiec funkcja x jest rosnaca.
Z zalozenia (c) dla kazdego j € {1,2,...,k} i dostatecznie malej w > 0 mamy:

(
flag) = a;(1 — aj)g(e;) < aj(1 —aj)w < B;(1 = B)g(B;) = f(B;),
flay) = y(l —aj)g(ey) < (1 — aj)w < Bj-1(1 = Bj-1)9(Bj-1) = f(Bj-1),
f(0) = f(Bo). f(1)=0< f(Br).

Z twierdzenia Lagrange’a o wartosci sredniej i z powyzszych nieréwnosci otrzymujemy, ze
o istnieje & € (0, fy), takie ze

f(Bo) — £(0)
Bo—0

o istnieje & € (ay, ;) dlai € {1,2,...,k}, takie ze
f(Bi) = flow)

f/(fo) =

>0,

f/(gl) = 67, — > 07
o istnieje (; € (Bi_1, ) dlai € {1,2,... k}, takie ze
iy = 1)~ 10m)
i—1
o istnieje ( € (B, 1), takie ze
vy S = f(Br)
f(G) = 1o <0.

Pochodna funkcji f na podstawie zatozenia (b) ma wlasno$¢ Darboux. Oznacza to, ze

o istnieje z; € (&1, ;1) dla j € {1,2,...,k+ 1}, takie ze f'(z;) = 0 oraz dla z = x;
nastepuje zmiana znaku pochodnej,

o istnieje x4, € ((o1, &) dla j € {1,2,...,k}, takie ze f'(xp414;) = 0 oraz dla
T = Tj414; nastepuje zmiana znaku pochodne;.
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Wynika stad, ze dla funkcji f, zdefiniowanej wzorem (4.4) punkty xq,xa, ..., Tops1 sa ele-
mentami zbioru W, to jest

W = {1‘1,232, e ,l‘2k+1}.

Z twierdzenia 4.3 otrzymujemy, ze jesli zo € (0, x1), to liczba punktéw przegiecia rozwiaza-
nia r = z(t) zagadnienia Cauchy’ego (4.2) w [0, +00) jest réwna n, czyli liczbie elementéw
zbioru W, wigc unasn =2k +1.

Przyktad 4.6. Niech g(x) = (z — o) + w, gdzie a € (0,1) oraz w > 0 jest odpowiednio
mate. Funkcja g jest funkcja kwadratowg i ma jedno minimum o1 = «. Oznacza to, Ze
liczba k ze stwierdzenia 4.5 jest réwna 1, wiec zgodnie z tezq tego stwierdzenia rozwigzanie
x = z(t) zagadnienia Cauchy’ego (4.2) dla t > 0 z warunkiem poczgtkowym xy € (0,x7)
i funkcjg f zdefiniowang jak w (4.4) ma 2k +1 = 3 punkty przegiccia — zobacz rysunki 4.3
016z 4.4.
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=] =]
w [3,]
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Czas

Rys. 4.3. Wykres krzywej diauksycznej z przykladu 4.6, ktéra ma 3 punkty przegiecia, zas xg € (0, z1),
gdzie x1 jest takie jak w (4.3). Wartosci parametréw wykorzystane w symulacji: o = 0,5, w = 0,005,
xo = 0,01

Przyktad 4.7. Niech g(z) = (z — a)*(z — 8)? + w, gdzie 0 < a < 8 < 1 oraz w > 0 jest
odpowiednio mate. Funkcja g ma dwa minima: oy = « oraz ag = 3, czyli k = 2 w stwier-
dzeniu 4.5, i dalej wnioskujemy, zZe rozwigzanie x = x(t) zagadnienia Cauchy’ego (4.2)
dla t > 0 z warunkiem poczgtkowym xo € (0,21) @ funkcjg f zdefiniowang jak w (4.4) ma
2k + 1 =5 punktow przegiecia — zobacz rysunki 4.5 oraz 4.0.
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Rys. 4.4. Wykres krzywej diauksycznej z przykladu 4.6, ktéra ma 3 punkty przegiecia, zas$ xg € (0, z1),
gdzie x1 jest takie jak w (4.3). Wartosci parametréw wykorzystane w symulacji: o = 0,7, w = 0,01,
2o = 0,01
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Czas
Rys. 4.5. Przyklad krzywej diauksycznej, opisanej w przykladzie 4.7, ktéra ma 5 punktéw przegiecia, zas

zo € (0,21), gdzie x1 jest zdefiniowane jak w (4.3). Podczas symulacji przyjeliémy nastepujace wartosci
parametréw: a = 0,25, § = 0,75, w = 0,001 oraz xo = 0,01
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Rys. 4.6. Przyklad krzywej diauksycznej, opisanej w przykladzie 4.7, ktéra ma 5 punktéw przegiecia, zas
xo € (0,21), gdzie x1 jest zdefiniowane jak w (4.3). Podczas symulacji przyjeliémy nastepujace wartosci
parametréw: a = 0,2, § = 0,8, w = 0,002 oraz zy = 0,01

Przyktady 4.6 i 4.7 sa szczegdlnymi przypadkami réwnan dynamiki replikatorowej
w ewolucyjnych grach z wieloma graczami. Przyktad 4.6 odnosi si¢ do gier trzyosobo-
wych (poréwnaj podrozdziat 4.2.1), za$ przykltad przyklad 4.7 — do gier piecioosobowych
(98, 99, 100].

4.2.1 Roéwnanie dynamiki replikatorowej

Rozwazmy gre ewolucyjna z dwiema strategiami 1 oraz | w nieskonczonej populacji. Zmien-
ne x oraz 1 —x sg czestosciami wyboru odpowiednio strategii 1 oraz |. W przypadku trzech
graczy rozwazmy nastepujaca macierz wyptat

I H
Tla|az | a3
L]0 | ba | b3

gdzie a;, b;, 1 = 1,2, 3, sa odpowiednimi wypltatami gracza wierszowego, to jest grajacego
strategia wskazang przez wiersz przeciwko strategiom wybranym przez dwoch pozostatych
graczy — wskazanych przez kolumne. Dla uproszczenia zatézmy, ze wszystkie wyptaty sg
liczbami nieujemnymi.

Wyznaczymy teraz ewolucje czestosci wyboru strategii 1, to jest z = x(t). Czestodé
wyboru strategii | wyraza si¢ za pomoca 1 —x(t), wiec w dalszej czedci bedziemy rozwazad
tylko ewolucje . W tym celu napiszemy réwnanie dynamiki replikatorowej [99]. Zgodnie
z postulatem Darwina tempo wzrostu liczby graczy wybierajacych dana strategie (u nas
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1) w populacji jest proporcjonalne (przyjmuje sie dla uproszczenia, ze réwne) do wyplaty
tej strategii [100]. W jezyku czestosci postulat ten ma nastepujaca forme: tempo zmiany
& /x czestodei strategii T w populacji jest réznica miedzy wyplata strategii 1 a Srednig
wyptata w populacji. Na tej postawie mozemy napisa¢ nastepujace réwnanie dynamiki
replikatorowe;j

dx _

& = a(u(t) — ), (1.6)
gdzie u(S) jest wyplata strategii S, za$ u — Srednia wyplata w calej populacji. Zauwazmy,
ze U= zu(T) + (1 — x)u(]) i podstawmy to prawej strony réwnania (4.6), otrzymujac

u(M) —a=u(l)—zu(t) -1 -2)u(l) =1 -2) @) —ul)). (4.7)
Wyznaczmy

u(1) = z?a; +22(1 — 2)ay + (1 — 2)%az = (a1 — 2as + a3)z? + (2a2 — 2a3)z + as,

4.8
U(\L) = .T2b1 -+ 2$(1 — LC)Z)Q —+ (1 — %)ng = <b1 — 2()2 + b3>$2 + (2b2 — 2b3>$ + b3. ( )

Wstawiamy otrzymany wynik do réwnania (4.7), a nastepnie calosé do (4.6), otrzymujac
ostatecznie nastepujace réwnanie dynamiki replikatorowe;j

d
d—f =2(1 — z)(ax® + bz + ¢), (4.9)
gdzie a = a; — 2ay + ag — by + 2by — b3, b = 2(ag — a3 — by + b3) oraz ¢ = az — bs.

Dla nastepujacych wyptat:

a=1+a’4w, a=a3=0c’+w,
bl :4067 b2 :2@, b3 :O,

gdzie a € (0,1), w > 0 jest odpowiednio malte, réwnanie (4.9) przyjmuje postaé¢ z przykta-
du 4.6, wiec jego rozwiazanie moze mie¢ wzrost diauksyczny.

Analogicznie rozumowanie mozna przeprowadzi¢ dla gier ewolucyjnych z wiekszg licz-
ba graczy, otrzymujac réwnania replikatorowe, ktorych rozwigzania beda mialty wiecej niz
trzy punkty przegiecia. Powyzsze rachunki pokazuja, ze réwnania replikatorowe sg typo-
wym przyktadem i naturalna motywacja do rozwazania funkcji w postaci zdefiniowanej
w stwierdzeniu 4.5.

4.3 Przypadek dwuwymiarowy

Rozwazmy nastepujacy uktad dwdch réwnan rézniczkowych

x':f(x,y), 1’(0)

= g,
v =g(xy), y(0)=yo,

(4.10)
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zaktadajac, ze
£(0,0) = 9(0,0) = 0. (4.11)

Analogicznie jak w poprzednim podrozdziale — na podstawie definicji 1.2 bedziemy ba-
daé liczbe punktéw przegiecia pierwszej zmiennej x = x(t) rozwiazania (x,y) = (x(t),y(t))
zagadnienia Cauchy’ego (4.10) dla ¢ > 0, aby okresli¢, czy rozwiazanie ma wzrost diauk-
syczny.

Zalozenie 4.8. Przypusémy, zZe funkcje f i g,
f,g:UXYV =R,

o sq klasy C? wzgledem zmiennych x oraz y w zbiorze U x V,
o [ ig wraz ze wszystkimi pochodnymi (do trzeciego rzedu) sq ograniczone wld XV,
gdzie U jest zwartym podzbiorem R, a V jest ograniczonym, otwartym podzbiorem R.

Rozwazmy dwuwymiarowy uktad z z dwiema réznymi skalami czasowymi. Bedziemy
badaé wzrost diauksyczny zmiennej x = z(t) o skali czasowej O(1). Niech dany bedzie
nastepujacy uktad:

&= f(z,y)
o1 (4.12)
Y= gg(:c’,y),

gdzie ¢ jest malym, dodatnim parametrem.
Gdy w drugim réwnaniu ukladu (4.12) przeniesiemy e na lewa strone i podstawimy
¢ = 0, otrzymamy nastepujacy uktad zdegenerowany

= f(z,7), #(0)= o, (4.13)

Zalozenie 4.9. Zaldimy, Ze istnieje rozwigzanie y = ¢(z) € V drugiego réwnania ukla-
du (4.13) dla x € U, takie ze

o ¢() jest funkcjq cigglea w U,

o istnieje 6 > 0 taka, Ze

g(x,y) #0 dla 0<|y—o¢(z)| <6, reU.

Uwzgledniajac powyzsze zatozenie 4.9 zdegenerowany uktad (4.13), mozemy przeksztal-
ci¢ do rownania zredukowanego

r=[(z,6(), (0)= . (4.14)
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Zalozenie 4.10. Przypusémy, ze funkcja x — f(Z, ¢(Z)) spelnia warunek Lipschitza wzgle-
dem zmiennej T w zbiorze U. Dodatkowo zaldézmy, Ze istnieje jednoznaczne rozwigzanie T(t)
réwnania zredukowanego (4.14) na skoriczonym odcinku czasu [0,T], gdzie T > 0, takie Ze

Vte (0,T7) z(t) € IntU.

Rozwazmy jeszcze nastepujace pomocnicze réwnanie

dg .
d% = 9(z0,9), 9(0) = yo. (4.15)

Zalozenie 4.11. Zalozimy, ze rozwigzanie § = §(7) réwnania (4.15) spelnia

lim §(7) = ¢(x0)

T—00
oraz §(1) € V dla kazdego T > 0.

Zaltozenie 4.12. Zalozimy, ze
0
5, (5 0®) <0

dlax e U.

Chcemy poréwnaé liczbe punktéw przegiecia dwéch rozwiazan: rozwiazania © = x(t)
ukladu (4.12) oraz rozwiazania & = z(t) réwnania zdegenerowanego (4.13) dlat > 0. W tym
celu poréwnamy drugie pochodne tych rozwigzan, formutujac i dowodzac nastepujacego
twierdzenia.

Twierdzenie 4.13. Niech zalozenia 4.8, 4.9, 4.10, 4.11 oraz 4.12 bedg speinione. Wtedy
istniejg 9 > 0 i dodatnia stala c takie, ze dla kazdego € € (0,e0] istnieje jednoznaczne
rozwigzanie (z(t),y(t)) vkladu (4.12) na [0,T] oraz

i(t) — i) < ce dla te[a,T], a>0.

Dowod. Zatozenia 4.8, 4.9, 4.10, 4.11 i 4.12 implikuja, ze zachodzi twierdzenie Tichonowa—
Wasiljewej (tw. 3.6.1. w [97]). Wynika z niego, ze istnieja €9 > 0 oraz dodatnia stala d
takie, ze dla kazdego € € (0, o] istnieje jednoznaczne rozwiazanie (x(t), y(t)) uktadu (4.12)
na [0, 7] oraz
|z(t) — 2(t) — ez (t)] < de?,
y(t) —y@t) —en(t)] < de*

dla kazdego t € [, T], a > 0, gdzie (z(t),y(t)) jest rozwiazaniem uktadu zdegenerowane-
0 (4.13) oraz (z1(t), y1(t)) speliaja nastepujace réwnania

(4.16)

5?1 = flfx(£7

y = 019.(7, o (417)

y
g) + glgy<i'7 g)a
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gdzie f,, f, oznaczaja pochodne czastkowe funkcji f odpowiednio wzgledem x oraz y.
Chcemy oszacowaé |Z(t) — z(t)|. Mamy

[E(t) = 2(8)] = | ol )3 (1) + £y (@, 9)§() — fo(2,9)F() — £, 9)u(t)] <
S ’fx(mv y)f(xay) - fm(iag)f(za g)’ + ify(xv y)f](xay) - fy(j'a g)g(t)‘

=J1

=iJ2

Osobno szacujemy z gory J; oraz Js. Zaczniemy od Ji.

31 = |fx($7y)f(x7y) - fz(x7y)f(jag) + f:c(xvy)f(Zag) - fx(i‘vg)f(jag” <

Na mocy zalozenia 4.8 otrzymujemy, ze funkcje f i f,:

(4.18)

e sa ograniczone w U x V, to znaczy dla kazdych (x,y) € U x V zachodza nieréwnosci
|f(z,y)| < My oraz |f.(z,y)| < M,, (4.19)
gdzie My, My sa dodatnimi statymi,

 spelniaja warunek Lipschitza w U X V, to znaczy dla kazdych (x,y), (z,y) € U X V
mamy nieréwnosci

[f(z,y) = f(Z,9)] < Ly (Jz = 2| + |y = 9]) ,

ol,9) — ol )] < Lol — 2+ ly 31, )
gdzie L i Ly sg stalymi Lipschitza.
Podstawiamy (4.19) i (4.20) do (4.18), otrzymujac
J1 < (LyMy + LoMy) (o — z| + ly — y)). (4.21)
Z nier6wnosci (4.16) mozemy wywnioskowaé, ze
z(t) = &(t) + ez (t) + (L, €), (4.22)

y(t) = (1) +en(t) +e'raft,e),

gdzie 7 (t,€), ro(t,e) sa ograniczonymi funkcjami dla dowolnych (¢,e) € [a,T] x (0,¢eo].
Zatem istnieja dodatnie state Ny, N, takie, ze dla dowolnych (¢, €) € [a, T x (0, o] zachodza
nierownosci

|ri(t, )| < Np,  |ra(t,e)] < Ns. (4.23)
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Stad i z zalozenia 4.8 (ograniczono$¢ zbioréw U i V) mamy

lz(t) — 2(t)| = |ex1(t) + e*ri(t, €)| < Ure + Nie? = Ky,

T
4.24
| g (t) + € Tg(t,€)| S UQ€—|— N2€ = K257 ( )

=y
—~
~—
|
<
—~
~
-
||

gdzie U; and U, sg dodatnimi stalymi oraz K; = Uy + Nie > 0, Ky = Us + Noe > 0.
Podstawmy (4.24) do (4.21), dostajac ostatecznie oszacowanie na J;

J1 < (LiMy + Ly My) (K + Ky)e = cie, (4.25)

gdzie c1 = (LlMQ + LQMl)(Kl + Kz) > 0.
Teraz przejdziemy do oszacowania Jo. Mamy

B2 = |2 Ayle) = (e )ile) + fy()ile) - £ D) <

' | | (4.26)
< |fy<x7y)| ’ ‘gg(x7y) - y(t)’ + ‘g(t)‘ ’ |fy(x7y> - fy(‘il7g)|

Z reguly lancuchowej zastosowanej do drugiego réwnania uktadu zdegenerowanego (4.13)
dostajemy

d ,_

39@9) =0,

92(Z, ) (t) + g4(z, )y (t) = 0,

92(T, ) f(Z,9) + 94(Z,9)y(t) = 0.
).

7 ostatniej réwnoéci wyznaczamy i/(t

. @)
V=TT (4.27)

Z zalozenia 4.12 i zwartodci zbioru U istnieje A > 0 taka, ze g,(Z,y) < —A dla y = ¢(z)

i £ € U. Biorac warto$¢ bezwzgledna z obu stron réwnania (4.27) oraz wykorzystujac

powyzsza nieréwnosé, otrzymujemy dla t € o, T

9:(%,9) f (T, )| < (@, 9)|1f (7, 9)|
g(@,y) |~ A

Z zalozenia 4.8 otrzymujemy analogiczne nieréwnosci jak (4.19) i (4.20):

ly(t)] = (4.28)

o funkcje f,, g, oraz g, sa ograniczone w U x V, to znaczy dla kazdych (z,y) e U x V
zachodzg nieréwnosci

’fy<x>y)‘ < M?n ‘gx<x>y)‘ < M4a |gy($?y)| < M5, (4'29)

gdzie M3, My, Ms5 sa dodatnimi statymi,
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* f, spenia warunek Lipschitza w U x V, to znaczy dla kazdych (z,v), (Z,y) e U x V
mamy nierownosé

| fy(z,y) = fu(2,9)] < Ls (|o — 2] + [y — 9), (4.30)
gdzie Lj jest statg Lipschitza.
Podstawiamy (4.28), (4.29) i (4.30) do (4.26), otrzymujac
My MyLy

~ 1 B _ _
32 < Ma|Zg(ay) = 5(0)| + 52 e = 3l + y = 3. (4.31)
Po uwzglednieniu oszacowania (4.24) otrzymujemy
~ 1 N MM, L
32 < My |glany) — (0| + TR+ Ko (432)

Korzystajac z zatozenia 4.11 i réwnan (4.22), rozwijamy g(z,y) w szereg Taylora wokét
punktu (z,y)
g9(x,y) = g(z + et + 71 (t,€),§ + ey +7ra(t,€)) =
= g(%,9) + (621 + €r1(t,€)) g0 (,9) + (€91 + °r2(t, €))g, (7, §) + R(t,e) =

e(T192(7,9) + 19y(7, 9)) + €*(r1(t, €)92(, §) + 12(t,€)9, (7. 7)) + Rt ).
gdzie |R(t,e)| < Ke?, K > 0. Nastepnie, wykorzystujac drugie réwnanie z (4.17), a potem
nieréwnosci (4.23) i (4.29), mamy
1 -
~glay) — (1) =

R(t,e)

jlgx(ja g) + glgy(fv g) +e (Tl (tv E)qu({f‘7 g) + r2(t’ E)gy(ja g)) + - g(t) S

< e(|ru(t,0)llg=(Z, 9)] + Ira(t, )l lgy (7, 7)) + Ke < e(Ny My + NoMs + K).
Ostatecznie dostajemy nastepujaca nierownosé

My MyKs
A

gdzie ¢ = M3(N1 My + NoMs + K) + %Lg(Kl + K3) > 0. Dalej wnioskujemy, ze

32 S Mg(N1M4+N2M5+K)€+ L3<K1—|—K2)6:CQE,

|{L'(t) — f(t)| S 31 +32 S C1E + Ccre = (Cl + CQ)E, (433)
co zachodzi dla kazdego t € [o, T]. W

Na podstawie twierdzenia 4.13 stwierdzamy, ze jesli rozwiazanie T = Z(t) réwnania zre-
dukowanego (4.14) ma punkty przegiecia, to zmienna z = x(t) w réwnaniu (4.12) réwniez
ma takie punkty. Chcemy odnie$¢ réwnanie zredukowane (4.14) do przypadku jednowy-
miarowego (4.2), dlatego poczynimy dodatkowe zalozenie, analogiczne do (4.1a) i (4.1b).
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Zalozenie 4.14. Przypusémy, ze f(1,6(1)) =0 oraz f(x,¢(z)) > 0 dla x € (0,1).
Prowadzi to do nastepujacego wniosku.

Wniosek 4.15. Przy zaloZeniach 4.8, 4.9, 4.10, 4.11, 4.12 oraz 4.14 jeSli rozwigzanie
T = x(t) rownania zredukowanego (4.14) ma wzrost diauksyczny, to pierwsza zmienna
rozwigzania (x,y) = (x(t),y(t)) ukladu z matym parametrem (4.12) réwniez ma wzrost

diauksyczny.
Zastosujmy powyzszy wniosek w nastepujacym przyktadzie.

Przyklad 4.16. Niech

i=a(l-2)((y—a)+w), 2(0)=mz€l,
1 (4.34)
g):g(x—y), y(0) =y €V,

gdzie a € (0,1), 0 < w < 1. Wtedy spelnione sq wszystkie zalozenia wniosku 4.15, to jest
zatozenia 4.8, 4.9, 4.10, 4.11, 4.12 oraz 4.14. Rzeczywiscie, funkcje

fley)=a2(l—2) ((y—a) +w) oraz gle,y) =z —y

sq wielomianami zmiennych x i y. Biorge U = [0,1], V = (0, 1), widzimy, ze zalozenie 4.8
jest spetnione w oczywisty sposob. Uklad zdegenerowany (4.13) ma postaé

=2(1-2) (-0 +w), T(0)=mel,

T
0 —v.

Il
5]

Wtedy y = ¢(x) = z. Funkcja ¢ jest ciggla oraz dla 0 < y — ¢(x) < 0 zachodzi g(x,y) # 0.
Oznacza to, ze zalozenie 4.9 jest spetnione. Rownanie zredukowane (4.14) przyjmuje postac

P=1(1-7)(@-a)P+w), T(0) =€l (4.35)

Wtedy funkcja x — z(1 — z) (T — a)* + w) spefnia warunek Lipschitza, gdyz jest wie-
lomianem okreslonym na zwartym zbiorze. Stanami stacjonarnymi réwnania (4.35) sq:
T=0o0razz =1, z2a§ 2(1 = 2)((Z—a)*+w) > 0 dla € (0,1). Oznacza to, Ze
z(t) € (0,1) = IntU dla kazdego t > 0. Zatem zalozZenie 4.10 jest spelnione. Teraz pod-
stawmy do réwnania pomocniczego (4.15) naszq funkcje g. Otrzymamy

dg L
= 20— 900)=w. (4.36)
Rozwigzaniem réwnania (4.36) jest funkcja

§(1) =20 + e (yo — o).
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Latwo Obliczyé, ze

lim () = lim @9 + e (yo — w0) = 0.

Implikuje to spetnienie zalozZenia 4.11. Nastepujgcy prosty rachunek pokazuje, Ze zatoze-
nie 4.12 rowniez zachodzi

o (5.6(0)) = 5 ()], = -1 <0

Obliczmy f(1,¢(1)) = f(1,1) = 0 oraz f(z,¢(x)) = f(z,2) = z(1 —2)((z — @) +w) >0
dla x € (0,1), wiec zaloZenie 4.14 réwniez jest spelnione. Ponadto na podstawie stwierdze-
nia 4.5 1 przykladu 4.6 wiemy, ze rozwigzanie réwnania zdegenerowanego (4.13) ma wzrost
diauksyczny, a doktadnie ma 3 punkty przegiecia. Oznacza to, Ze wszystkie zatoZenia wnio-
sku 4.15 sq spelnione, wiec pierwsza zmienna rozwigzania (x,y) = (x(t),y(t)) ukladu (4.12)
ma wzrost divaksyczny (a dokladnie 8 punkty przegiecia) — zob. rys. 4.7.

e e @
o N @ ®
T T T
1 | |

Jednostka pomocnicza
o
[3,]
T
1

0.4 .
031 7
0.2 7
011 ==Krzywa diauksyczna
0 1 | 1 | 1 1 T T T
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Czas

Rys. 4.7. Wykres rozwiazania uktadu z malym parametrem zaprezentowanego w przykladzie 4.16, ktére ma
wzrost diauksyczny (3 punkty przegiecia). Podczas symulacji przyjeliémy nastepujace wartosci parametréw:
a = 0,5, w = 0,005, ¢ = 0,01 oraz ¢y = 0,01. Mozemy zaobserwowaé, ze dla malej wartosci parametru e
wykres jest bardzo zblizony do wykresu 4.3
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Rozdziat 5

Skala mezoskopowa

5.1 Wprowadzenie

W naukach przyrodniczych do opisu ztozonych proceséw zwykle uzywa sie réwnan, ktére
obrazuja ewolucje gestosci pewnej populacji w czasie lub przestrzeni. Jest to spojrzenie
makroskopowe. W wielu przypadkach takie podejscie nie daje zadowalajacych wynikow
i wladciwsze jest wziecie pod uwage interakcji miedzy pojedynczymi elementami [101, 102,
103, 104, 105, 106, 107] — wyrézniamy tu podejscia mezoskopowe i mikroskopowe. Mozemy
zatem wyrézni¢ trzy skale opisu:

» skala makroskopowa,
« skala mezoskopowa,
« skala mikroskopowa.

Skala makroskopowa skupia sie na opisie zachodzacych proceséw przyrodniczych na
poziomie gestosci populacji lub podpopulacji. Jezykiem matematycznym uzywanym w tej
skali sg najczesciej uktady réwnan rézniczkowych lub réwnania reakcji-dyfuzji. W rozdzia-
tach 2 oraz 3 zaproponowatem modele w skali makroskopowej. W rozdziale 4 rozwazatem
w tej skali wzrost diauksyczny rozwigzan rownan jednowymiarowych oraz rownan dwuwy-
miarowych z matym parametrem.
Opisujac proces w skali mezoskopowej, patrzymy na poziomie testowego, statystycznego,
usrednionego osobnika. Czestym narzedziem matematycznym wykorzystywanym w tej skali
s kinetyczne rownania typu Boltzmanna oraz powiazane z nimi nieliniowe ciagte pétgrupy.
W skali mikroskopowej opisujemy interakcje miedzy konkretnymi elementami, korzysta-
jac ze skokowych proceséw Markowa, prowadzacych do stochastycznych ciagtych potgrup.
Okazuje sig, ze mozliwe sa przejscia miedzy skalami przy opisie jednego procesu, daja-
ce zblizone wyniki. Gtéwnym zatozeniem jest graniczne przejScie z n do nieskonczonosci,
gdzie n jest liczbg oddzialujacych ze sobg osobnikow. Calta strukture takich przej$é miedzy
skalami mozna znalez¢ w [97, 108, 109].
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Chociaz wzrost diauksyczny, podobnie jak logistyczny, odnosi sie do skali makroskopo-
wej, cickawe wydaje si¢ pytanie, czy modele w skali mezoskopowej lub mikroskopowej moga
skutkowa¢ wzrostem diauksycznym. W tym rozdziale opisuje wyniki opublikowane w pracy
[4], ktora jest pierwszym krokiem w kierunku opracowania modeli mezoskopowych prowa-
dzacych do wzrostu diauksycznego w skali makroskopowej. Proponujemy rézne nieliniowe
modele mezoskopowe, zaréwno w przypadku zachowawczym, jak i nie, ktére prowadza
bezposrednio do niektoérych wzrostow diauksycznych.

5.2 Roéwnanie dynamiki replikatorowej

Rozwazmy ponownie zdefiniowana w podrozdziale 4.2.1 gre ewolucyjna z dwiema strate-
giami 1 oraz | w nieskonczonej populacji.
Przypomnijmy macierz wyptat:

TN
tlar|as |as
L b1 [ b2 | b3
gdzie a;, b;, i = 1,2,3 sa odpowiednimi wyplatami gracza wierszowego (dla uproszczenia

nieujemnymi).
W odréznieniu od podrozdziatu 4.2.1 rozwazmy dwie funkcje: u = p(t) oraz v = v(t),
oznaczajace gestosé graczy wybierajacych odpowiednio strategie T oraz |. Zauwazmy, ze

prawdopodobienstwo wyboru strategii T w czasie ¢ wynosi M(t‘)‘g( 5> za$ prawdopodobieni-
p(t')jsf)y(t)- W ten sposéb mozemy obliczy¢ wyplaty dla kazdej

z dwéch strategii. Niech u(.S) oznacza wyptate strategii S. Wtedy

2 2
M nv v

u(T) =a + 20— +a ,

™ I(WJ) " 3(u+1/>

2 2
. v v
“h=b <M+V> T (/HV) '

Przypomnijmy, ze postulat Darwina glosi, iz tempo zmiany gestosci graczy wybierajacych
dang strategie jest proporcjonalne (dla uproszczenia réwne) do tej gestosci i do wyplaty
tej strategii [100, 110]. Mamy wiec

stwo wyboru strategii | wynosi

(5.1)

fr = pu(?),

v =rwvu(l).
Podstawmy obliczone wyplaty strategii (5.1) do (5.2), rozwazajac przy tym dodatkowo
$miertelnosé graczy ze wspotczynnikiem x > 0, analogicznie jak w [110]:

2 2
: p p v
=pla|——) +20—— +a —k(p+v) |,
fi u(1<u+y> T 3<M+V) (w ))

2 2
. p % v\
U_V(61<M+V> +2b2(u+I/)2+bg<u+V> WJH))'
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Niech z(t) = z(t) = M(tﬁ’?j(t). Zauwazmy, ze x jest czesto$cia wyboru
strategii 1. O zmy ewoluCJQ x. Mamy

d pu _ﬂ(u+V) u(ﬂ+9)_ 1 o

- - 2 (:L“/ - V:u) -
Tt p+v ,u +v) (u+v)
2 2
pv v
—by) 2a9 — 2by) ——= —b =
M+V ( ay 1) 1/) + (2a, 2)(#4_]/)2 + (a3 — b3) <u—|—l/> ) (5.4)

= a(1 — ) (a1 — by)a? +(2a2—2b2) (1—a)+ (a5 — by)(1 — 2)°) =
=z(1-2) ((m

Otrzymalidmy w ten sposob réwnanie dynamiki replikatorowej, ktére jest identyczne jak
w (4.9).

— by + 2ag — 2by + az — by)a? +2(a2—bg—a3+b3)x—|—a3—b3)

5.3 Model mezoskopowy

Dla statystycznego lub testowego elementu okreslamy mikroskopowy stan u € U, gdzie
UcCRY de{1,2,...}. Niech funkcja f = f(t,u) bedzie rozktadem stanu u w czasie t > 0.
Bedziemy badaé¢ ewolucje w czasie gesto$ci prawdopodobienstwa f. Wektor v € U moze
opisywac stan biologiczny, aktywnos¢, opinig, stan socjologiczny testowego elementu —
zobacz [97, 108, 111, 112, 113].

Ewolucje w czasie opiszemy za pomocg nastepujacego nieliniowego rownania catkowo-
-r6zniczkowego typu Boltzmanna [113]

9 ftu) = Olf)(tw), >0, uel, (5.5)

gdzie
QUi = [ (0Tl o) = [E0 T D)) de. (56

Operator nieliniowy @ opisuje interakcje miedzy elementami, powodujace zmiane sta-
nu u. Operator T[f](u,v) mierzy tempo, z jakim stan u danego elementu zmienia sie
w stan v. W pracy [114] rozwazane byto réwnanie z dwiema mozliwymi wartoSciami stanu
u.

Powstaly rézne modele matematyczne, ktére roznia sie operatorem 7'. Proces mode-
lowania prowadzi do wlasciwego wyboru tego operatora. Rozwazmy kilka konkretnych
postaci operatora T

Przypadek 1. Niech
Tf(t, )](u,v) = B(u,v)f(t,v), u,v € U,

gdzie v jest zadang liczbg catkowitq wiekszq niz 1.
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Operator @ zdefiniowany w (5.6) ma wtedy postaé
QU W) = f1(tw) [ Blo,wf(tv)dv = f(tw) [ Blu o)) de. (5.7)
U U

W powyzszym przypadku wspétczynnik zmiany ze stanu u do stanu v, wyrazany za
pomoca operatora T', jest proporcjonalny do y—tej potegi prawdopodobienstwa stanu v. Im
wigksze jest to prawdopodobienstwo, tym wicksza jest szansa zmiany. Parametr v okresla
poziom wrazliwosci interakcji: im wieksza wartosé ~, tym bardziej wrazliwe sg interakcje.
Jadro interakcji § operatora T' opisuje tendencje osobnika do zmiany stanu. W szczegdlnosci
jadro moze zawezi¢ interakcje tylko do stanéw sobie bliskich — zobacz [115].

W pracy [113] rozwazane byly modele, w ktorych operator T' zostal zdefiniowany jak
w przypadku 1. Badania tych modeli byly prowadzone w réznych kierunkach. Na przyktad
w pracach [116] oraz [117] autorzy rozwazali, kiedy rozwiagzania globalnie istnieja, a kiedy
wybuchaja, opisujac przy tym zachowanie ttumu w populacji. W pracy [115] rozwazania
byty zwrocone w kierunku tworzenia sie rozktadu bimodalnego, ktéry czesto wystepuje przy
modelowaniu politycznych upodoban. Podobne wyniki mozna zobaczy¢ w pracy [118], gdzie
rozwazane byly kinetyczne modele dynamiki opinii dla spoteczenstw konformistycznych
i antykonformistycznych.

Istnieje bogata literatura, w ktorej wykonana zostata analiza matematyczna przypad-
ku 1. W pracy [113] zostalo pokazane globalne istnienie w jednorodnej przestrzeni dla
v € (0,1), natomiast przypadek v > 1 byl rozwazany w pracach [115, 116, 117]. Zauwaz-
my, ze dla v = 1 oraz funkcji § symetrycznej operator () przyjmuje postaé

QU w) = f(t.w) [ 8o, w)f(t0)do = () [ Ao, u)f(t,v)dv = 0.

Oznacza to, ze w takim przypadku model (5.5) sie trywializuje, wiec w dalszej czesci nie
bedziemy rozwazac¢ tego przypadku.

Przytoczymy teraz stwierdzenie dotyczace podstawowych wlasnosci rozwigzan réwna-
nia (5.5), gdzie operator () ma postaé (5.7).

Stwierdzenie 5.1. Niech v > 1 oraz
f € Loo(U x U). (5.8)

Jesli fo jest gestoScig prawdopodobienstwa takq, Ze fo € Loo(U), wtedy istnieje T > 0
takie, zZe rozwigzanie f = f(t,.) réwnania (5.5) z operatorem Q) postaci (5.7) istnieje
i jest jednoznaczne w Lo (U) N Ly (U) na przedziale [0,T). Rozwigzanie jest dodatnie oraz
zachowuje norme w Ly (to znaczy jest gestoscig prawdopodobienstwa) na [0,T). Ponadto

(a) rozwigzanie w zaleznosci od danych poczgtkowych jest albo globalne (T = o0), albo
lokalne (T < ©);

(b) przy dodatkowym zalozeniu, Ze 5 jest funkcjq symetryczng, rozwigzanie ma skoriczong
norme w Ly, na [0,T) dla kazdego p > 1 oraz funkcje t — || f(t, . )|, sa rosngce dla
t €10,7), gdzie || .||, oznacza norme w przestrzeni L.
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Dowad. Pierwsza czes¢ stwierdzenia, tj. istnienie i jednoznacznosé, dodatniosé, globalnosé
lub lokalno$é rozwiazania, pochodzi bezposrednio ze [113], a dowdd jest standardowy i opie-
ra sie na spelieniu warunku Lipschitza przez operator Q). Czesé (b) stwierdzenia wynika z
oszacowan analogicznych jak w [113] oraz [118], ktére przytoczymy ponizej. Niech A\(x) = P
dla p > 1. Ponadto 3 jest funkcja symetryczna, wiec 5(u,v) = (v, u) dla kazdych u,v € U.
Mamy zatem

;5{!A(f(t,u))du:!/\/(f(tju)) ';tf(t,u)du:

— /X(f(t,u))- (fV(t,u)/ﬁ(v,u)f(t,v) dv—f(t,u)/ﬁ(u,v)f”(t,v) dv) du= (5.9)

U

= //X(f(t,u))ﬁ(u,U)f(t,u)f(t,v)<f7_1(t,u) - f”‘l(t,v))dv du.

Teraz zamienmy ze soba zmienne u <> v i wykonajmy analogiczny rachunek do (5.9),
otrzymujac

d _
dt/ v

(5.10)
= //X t,v))ﬁ(u,v)f(t,u)f(t,v) (fv_l(t,v) - f”‘%t,u))dv du.

Zauwazmy, ze f)x(f(t,u))du = f)\(f(t,v))dv, wiec dodajac do siebie réwnania (5.9)
U U
i (5.10), dostajemy

d

2& A/, u))du—//)\’ (£, ) Blu, 0) f (£, w) £ (£, 0) (77 (8 w) = £ (¢ 0) )do dut

+//X F(t,0)) Bl 0) £, w) f 2, 0) (77 (80) = 774 w) ) do du =
-/ / B(u, v) f(t, u) f(t,v)( 7 w) = 7 0) (N () = X(£(0) )do du

Teraz pokazemy, ze wyrazenia w nawiasach sa tego samego znaku. Bez straty ogélno-
Sci zalézmy, ze dla ustalonego t > 0 mamy f(t,u) > f(t,v). Wtedy réwniez zachodzi
Yt u) — 77Nt v) > 0, gdyz v > 1. Funkcja A(z) = 2P jest funkcja rosnaca i wy-
pukla dla = > 0, gdy p > 1, wiec pochodna X tez jest funkcja rosnaca, co oznacza, ze
N (f(t, u)) — X(f(t, v)) > 0. Powyzsze rozwazania prowadzg do konkluzji, ze

/A(f(t,u))du>0 YV tel0,7). (5.11)

U

Oznacza to, ze funkcja t — || f(¢, .)||,, gdzie p > 1, jest funkcja rosnacg dla t € [0,7). B
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Sformutujmy dodatkowo stwierdzenie w sytuacji, gdy v = 1 oraz funkcja 3 nie jest
funkcja symetryczna, a dowolng funkcja spelniajaca (5.8).

Stwierdzenie 5.2. Niech v = 1 oraz niech zalozenie (5.8) bedzie spelnione. Jesli fy jest
gestoscig prawdopodobienstwa, wtedy dla kaidego T > 0 rozwigzanie f = f(t,.) réw-
nania (5.5) z operatorem Q postaci (5.7) istnieje i jest jednoznaczne w Li(U) na odcinku
[0, T]. Rozwigzanie jest dodatnie oraz zachowuje norme w Ly (to znaczy jest gestoscig praw-
dopodobienistwa) na [0,T). Ponadto jesli fo € Lo(U), to rozwigzanie f nalezy do Lo (U)
na zbiorze [0, T).

Dowodd powyzszego stwierdzenia jest standardowy i wykorzystuje whasnosci Lipschitza
operatora ). Wiecej szczegdtéw mozna znalezé w [119].

Stwierdzenia 5.1 oraz 5.2 gwarantuja, ze rozwiazanie f = f(t, . ) réwnania (5.5) z opera-
torem () postaci (5.7) nalezy do przestrzeni Lo, (U). Jednak potrzebujemy pewnej gtadkosci
rozwigzan. W tym celu rozwazmy nastepujace przestrzenie Banacha: przestrzen Sobolewa
Wm™P(U) (podprzestrzen L,(U)) oraz przestrzen Cf (U) funkeji m-krotnie rézniczkowalnych
z ograniczong staba pochodng wraz ze standardowymi normami, oznaczonymi odpowiednio
przez || || oraz | ||{) — zob. [120].

Niech X(™) = W™ U)NCEF(U), m = 0,1,2,... oraz norma || . || bedzie zdefiniowana
wzorem

0 =0+ 0N m=0.12,

W szezegdlnosei dla m = 0 piszemy X = X© = L, (U) N Ly (U) oraz ||. || = || . [|©.

Stwierdzenie 5.3. Niech zatozenia stwierdzenia 5.1 bedg spelnione, a takze dodatkowo
zatéimy, ze dla ustalonego m € N mamy fo € X™ oraz

/ B(u,v)g(v) dv e X dla kazdego g€ X™. (5.12)
U
Wtedy rozwigzanie f = f(t,.) rownania (5.5) z operatorem @ postaci (5.7) dla kazdego
t €[0,T) spetnia f(t,.) € X,
Dowdd powyzszego stwierdzenia jest standardowy i opiera si¢ na lipschitzowskiej cia-
gloéci w X (™ — z0b. [118].

Teraz spdjrzmy na ogélniejsza postaé¢ operatora T we wzorze (5.6).

Przypadek 2. Dia u,v € U oraz v € N okreslamy

+> /.../Aj(v,u,vl,...,vj)ozj(u,vl,...,vj)f(t,vl)...f(t,vj)dvl...dvj. (5.13)
U U
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Cztony A;(u, v, vy, ..., v;) mozemy interpretowac jako prawdopodobienstwo zmiany sta-

nu elementu z v do u, spowodowane interakcjg z elementami o stanach vy, vq,...,v; dla
Jj=1,2...,v. Czlony a;(v,vy,...,v;) bedziemy rozumieli jako wspétczynniki interakeji
pomiedzy elementem ze stanem v a elementami o stanach vy, ve,...,v;dlaj=1,2,...,7.

Funkcje A i ag opisuja stochastyczng zmiane stanu bez jakiejkolwiek interakcji. Naturalnie
jest zatem przyjac, ze dla j = 1,2, ..., zachodzi

/Aj(u,v,vl,...,vv) du=1 oraz /Ao(u,v) du = 1. (5.14)
U U

Wyznaczmy teraz operator ) zdefiniowany w (5.6), gdy operator T jest taki jak w przy-
padku 2. Mamy wigc

U
v
—f(t,u)/ZAj(v,u,vl,...7Uj)aj(u,v1,...,vj)f(t,vl)...f(t,vj)dvl...dvjdv
U

Wykorzystujac wzor (5.14), mozemy uprosci¢ wyrazenie na operator )
QLf](t,u) = / F(t,0) Ao (1, 0) ag (v) dv — f(t, uw)ao(u) +
U

+

al
Jj=

/.../Aj(u,v,vl,...,vj)ozj(v,vl,...,vj)><

'y ©

(+1) x (5.15)
x f(t,0)f(t,v1)... f(t,v;)dvdo; ... dv,

— flt,u)> /.../aj(u,vl,...,vj)f(t,vl)...f(t,vj)dvl...dvj.

=1y U
——
J X

Rozwazmy jeszcze szczegdlng postaé operatora () danego wzorem (5.15). Przyjmijmy a; =
0dlaj = 0,1,...,v — 1 oraz dla uproszczenia oznaczymy A = A,, a = a,. Wtedy

101



otrzymujemy nastepujaca postac¢ operatora ()
QLf](t, ) :/.../A(u,v,vl,...,vﬁ,)a(v,vl,...,U,Y) X
U U
——

(y+1) x

X f(t,v)f(t,v1)... f(t,vy)dodey ... dv, (5.16)
—f(t,u)/.../a(u,vl,...,vy)f(t,vl)...f(t,vv)dvl...dv,y.
U

U
~———
v X

Réwnanie (5.5) z operatorem () zdefiniowanym za pomoca wzoru (5.15) lub (5.16) moze
opisywa¢ dynamike N oddziatujacych na siebie osobnikéw dla N — oo — zobacz [97, 108].
Réwnanie (5.5) z operatorem ) postaci (5.15) moze odnosi¢ si¢ do interakeji j elementéw,
gdzie 7 = 1,2,...,7, zas réwnanie (5.5) z operatorem () postaci (5.16) mozemy odniesé¢ do
interakcji v elementéw.

Sformutujmy teraz stwierdzenie wraz z odpowiednim zatozeniem (ktére uwzglednia za-
lozenie (5.14)) dotyczacym istnienia i jednoznacznosci rozwiazania réwnania (5.5) z ope-
ratorem () zadanym przez (5.15). Ponizsze zalozenie prowadzi do przypadku zwanego za-
chowawczym lub probabilistycznym.

Zalozenie 5.4. Niech v bedzie liczbg naturalng oraz
AjZO, OéjZO, CVjGLOO(Uj_H),

/Aj (u,v,v1,...,v;) du=1 dla kazdego (v,v1,...,v;) € U/}
)

takiego, ze o (v,vy,...,v;) >0, Vi=1,...,7.

Stwierdzenie 5.5. Niech zaloZenie 5.4 bedzie spelnione. Jesli fo jest gestoscig prawdopo-
dobieristwa, wtedy dla kazdego T > 0 rozwigzanie f = f(t, .) réwnania (5.5), gdzie operator
Q jest dany przez (5.15), istnieje i jest jednoznaczne w L1(U) na odcinku [0,T]. Rozwigza-
nie jest dodatnie oraz zachowuje norme w Ly (to znaczy jest gestoscig prawdopodobieristwa)
na [0,T). Ponadto jesli fo € Loo(U), to rozwigzanie f nalezy do Lo(U) na zbiorze [0,T].

Dowo6d powyzszego stwierdzenia, podobnie jak stwierdzenia 5.1, jest standardowy i
wykorzystuje wlasnosci Lipschitza operatora Q). Wiecej szczegdtéw mozna znalezé w [119].

5.4 Wozrost diauksyczny w przypadku zachowawczym

W tym podrozdziale skupimy sie na badaniu wzrostu dystrybuanty otrzymanej z rozwia-
zania mezoskopowego réwnania (5.5) z operatorem () zdefiniowanym przez (5.15). Dla
uproszczenia zalézmy, ze U = [0, 00) oraz v = 3.

Pokazemy, ze przy pewnych zalozeniach na funkcje A;, «;, 7 < 3, rozwigzanie f =
f(t,u) prowadzi do rozktadu
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F(t,u) = / f(t,a)da, (5.17)

ktory charakteryzuje sie wzrostem diauksycznym dla ¢ > 0 przy dostatecznie duzym u > 0.
Zaltozenie 5.6. Zaloimy, Ze dla j = 1,2,3 mamy
j—1
a;(v,v1, ... ,v5) = glmix (1 <o) [] x (e < o) dla kaidego v, vy, ..., v; € U, (5.18)

k=1

gdzie x (prawda) = 1, x (falsz) = 0 oraz n; sq¢ dodatnimi stalymi, a takze

/Aj (@, v,v1,...,v5)da = x (v <u) dla kazdego u,v,vq,...,v; € U. (5.19)
0
Ponadto zatoimy, ze
ap(u) =mno dla kazdego w € U, (5.20)
/Ao (@,v)da = ((u) dla kazdego w>wuy oraz v €U, (5.21)
0

gdzie uy > 0 jest dang stalg, ny jest dodatnim parametrem oraz  jest rosngcq funkcjq takg,
ze ((0) =0 oraz UILIEOC(u) =1

OczywiScie z zatozenia 5.6 wynika zalozenie 5.4, wiec rozwazany przypadek jest zacho-
wawczy. Aby otrzymaé rownanie na dystrybuante F'(t,w), musimy scatkowaé¢ obustronnie
réwnanie (5.5) wzgledem drugiej zmiennej po przedziale [0, u]. Otrzymamy wtedy

0

i F(tw) = O/Q[f] (t,a) da, (5.22)

gdzie @ jest zadane przez (5.15). Przeksztalcimy teraz prawa strone tak, by mie¢ jawna
zaleznos¢ od F.

—i—z//.../Aj(a,v,vl,...,vj)aj(v,vl,...,vj)>< (5.23)
0 0 0



3 o0 o0

— Z f(t,fb) (Zj(fb,’l]l,...,vj)f(t,’ljl)...f(t,’Uj)d'Ul...dede.
ol
j X

Powyzsza postaé¢ operatora () ma 4 sktadniki. Przeksztatémy kazdy z nich osobno. Na mo-
cy stwierdzenia 5.5 mamy, ze jesli fy jest gestoscia prawdopodobienstwa, to rozwigzanie
réwnania (5.6) z prawg strong zadana przez (5.15) jest réwniez gestoscia prawdopodobien-
stwa dla kazdego t € [0,T"). Oznacza to, ze w dalszej czesci mozemy zaktadaé, ze || f|l; = 1.
Zaczniemy od pierwszego skladnika. Wykorzystujac (5.20) oraz (5.21), otrzymujemy

o0

//ftho w,v) ag (v )dvdﬂ:/mnof(t,v)/qu(ﬂ,v)dﬂdv:
, 0 0

(5.24)
o [ 200600 do = noG(@lls = 0
0
PrzejdZzmy teraz do drugiego sktadnika. Korzystajac z (5.20) oraz (5.17), mamy
/f(t, @)ao (7) dii = 10 / F(t,@)da = noF (L, u). (5.25)
0 0

Przy trzecim sktadniku przeksztalémy samo wyrazenie znajdujace si¢ pod znakiem sumy.
Wykorzystamy przy tym (5.18) oraz (5.19), otrzymujac

u o o
// /AJuvvl,...,vj)ozj(U,vl,...,vj)><
000

(J+1)
X f(t,v)f(t,v1) ... f(t,v;)dvdo; ... dvjda =

zj!nj/.--/x(vl < u)x (v1 <) [T x (0ps1 < vp) %
0 0 k=1

UL (5.26)

(4+1) x
x f(t,v)f(t,v1)... f(t,v;)dvdo; ... do; =
= / / v<v1))x(vj§vj,1§...§v1§u)><
o0
(+1)

x f(t,v)f(t,v1) ... f(t,v;)dvdo; ... do; =
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x f(t,v)f(t,v1)... f(t,v;)dvdoy ... dy,

x f(t,v)f(t,v1) ... f(t,v;)dvdoy ... do;.

ZapisaliSmy powyzsze wyrazenie (5.26) jako réznice dwéch wyrazen, ktére przeksztalcimy
osobno. Mamy

[e.o]

/.../X(vj <wj_y < ... <wv <u)f(t,v)f(t,vr)... f(t,v;)dvdoy ... .dv; =
0

0

—_——
(j+1) x
:/f(t,v)dv/.../x(vj <vj1 < ... < <) f(tv) ... f(tv)doy .. doy =
0 0o 0
W—/
oL (5.27)
:Hf||1/.../x(vjSvj_lg...gvl§u)f(t,vl)...f(t,vj)dvl...dvj:
0o 0
/ X(v; <wvjog <o <wvp <) f(to) .. f(tv) dog .. do,.
o0

j
Rozwazmy funkcje h(vy,...,v;) = f(t,v1)-...- f(t,v;). Zauwazmy, ze jest ona symetryczna:

h(?)o(l), e ,Ug(j)) = f(t, 'Ug(l)) e f(t, 'Ug(j)> = f(t, 'Ul) e f(t, Uj) = h(Ul, R ,Uj), (528)

gdzie o : {1,2,...,5} = {1,2,...,7} jest dowolna permutacja. Oznacza to, ze
/--~/X(Ua(j) <o) < oo S0y S u) [t Vey) - f(E Ve) dor L dyy =
0 0

———

. (5.29)
:/.../X(vj <wj_1 < ... <wv <u)f(t,v)... f(t,v;)do ... do,.

o 0

105



Niech H oznacza zbiér wszystkich permutacji zbioru {1,2,...,7}. Wtedy zachodzi

j
Z X (Vo) € Vo(j—1) < ... S Vp1) < H (v < u) (5.30)
ocEH k=1

Na podstawie réwnan (5.28) i (5.30) mozemy obliczy¢, ze

Z / ./X(vg(j) < VUo(jo1) < oo L Vo) SU) f(t Vo)) - - [(EVe¢)) dvr .. do; = (5.31)

= // ( > X(Wo() S V(o) < - S vp) < u))f(t,vl)...f(t,vj)dvl...dfuj —
0 0

k u

/f(t,vk) duy, =
0

k=1 k=1

:/.../Hx(vkSu)f(t,vl)...f(t,vj)dvl...dvj:
0o 0

~ L Fw = (Fw).

Liczba permutacji zbioru {1,2,...,j} jest réwna mocy zbioru H i wynosi j!. Zatem na
podstawie (5.29) oraz (5.31) stwierdzamy, ze

j'/ /X <o << <) f(tvr) . f(t ) doy . doy = (F(t,u))j. (5.32)
o0
j
Teraz zajmijmy sie drugim wyrazeniem ze wzoru (5.26). Podobnie jak w (5.28) funkcja
h(v,v1, 09, . .. ) = f(tv) - f(t,v)-...- f(t,v;)

jest symetryczna, wiec

/--~/X(Up(j) < L) S Upo) S ) f(E V) - f(E V) dug L duy =
0 0
(5.33)

><
/ /XU0<U]§U] 1 < ... < <u)f(t,v) .. f(t,vj)dvo...dvj,
0 0

j><
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gdzie vg = v oraz p:{0,1,...,7} = {0,1,...,7} jest dowolna permutacja. Zauwazmy, ze

X(v<v)x(v; <vj <...<v<v)=x(v<y;<v1<...<v <u)+

== (5.34)
+X<Uj SUSU]‘—I <... §U1§U)+...+X(Uj§1}j_1 <... <y <v<y Su)
Wykorzystujac réwnosci (5.33) oraz (5.34), mamy
/.../X(v <v)x(vy) < ... < <) f(t,o)f(t,vr)... f(t,v;)dvdey ... do; =
0 0
(7+1) x
/ X <wv; <. .o <wp <w)f(t,v)f(t,v)... f(t,v;)dodo; ... dv; +
o0
(J+1)><
+/.../X(vj <v<wi_g...<wv <u)f(t,v)f(t,v1)... f(t,v;)dvdoy ... do; + (5.35)
(J+1
+. +/ /X v<wv <u)f(t,v)f(t,v1)...f(t,v;)dvdo; ... dv; =
o0
]+1)><
= / /X <. o <wup <u)f(to)f(tv) ... f(t,v;)dodoy ... dy;.
(j+1)X

Postepujac teraz analogicznie jak w (5.30) i (5.31), otrzymujemy w wyniku réwnos$¢ po-
dobng jak w (5.32), tj

j-/.../X(v <wv; <...<wv <u)f(t,0)f(t,v1)... f(t,v;)dodoy...dv; =

0 0

b (5.36)
_ J [ iy - J j+1
TSI / a0 1] / oo, = o (Fe)



Podstawmy otrzymane rezultaty (5.32) oraz (5.36) do (5.26):

u oo o
// /A]uvUl,...,'Uj)aj(v,vl,...,vj)><
000

el
x f(t,v)f(t,v1)... f(t,v;)dvdoy ... dv;da = (5.37)

:nxp@unf—gﬂig(F@unﬂlz

_ nj<<F(t, u))j - (F(t, u))jH) + j?fl(F(EU))jH-

Pozostatl nam do przeksztalcenia czwarty sktadnik wyrazenia (5.23). Mamy

f(t, ft, a)oy (@, v1,...,v5) f(t,v1) ... f(t,v;)dvy...dvjda =
0/ / 0/ 1 1 1

j><
=gty [ [ [x <@ T x(oen < o f (6 v) - f(tv) oy ... dvgdi =
0 0 0 k=1
H,—/

“/ngmg <@ <u)fta)f(t,v)... f(tv)dv ... dvda.
0

UzyskaliSmy analogiczne wyrazenie jak we wzorze (5.32), zatem otrzymujemy

j%//m/ﬂwgmg <a<u)ft,a)ft,v)... f(tv)dv ... dvda=

00 ~ 0 (5.38)
n; s j i+l
_ (jJ+771)! (F(t,u)" = jnH(F(t,u)) .

Podstawmy teraz przeksztatcone skladniki (5.24), (5.25), (5.37) oraz (5.38) do (5.23):

[ QU ) da = no¢(w) = mF(t,u) +

%—EQQ&KPKuu»j——(FUguDTH>—%.nj(Fayu»j+l—jh(PKuuDj+1: (5.39)

j+1 j+1
3

=noC(u) — noF(t,u) + Z%’((F(t, u))J _ (F(t, u>)j+1>.

j=1
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Rozwazajac ewolucje F(t,u), potraktujmy u jako ustalony parametr. Wtedy mozemy wpro-
wadzi¢ oznaczenie x(t) = F(t,u) i korzystajac z (5.39), zapisa¢ réwnanie (5.22) w postaci

i =noC(u) — nox + m(z — 2%) + nao(2? — 2°) + n3(2® — 2%),
co po prostych przeksztatceniach prowadzi do nastepujacej postaci
&= —nza’ + (3 = 12)a’ + (2 — m)a® + (m — o)z + 1mo¢ (w). (5.40)

Réwnanie (5.40) jest jednowymiarowe i jego prawa strona jest wielomianem stopnia 4
(lub w pelnej ogblnosci — stopnia y + 1). Na podstawie podrozdziatu 4.2 mozemy dobraé
tak parametry 1o, 71, 72, 13, by funkcja x = x(t) miala wzrost diauksyczny dla ¢ > 0
i dostatecznie duzego u € U. Obrazuje to ponizsze stwierdzenie.

Stwierdzenie 5.7. Niech ng > 1n1 oraz ny+ns > 4ny. Wtedy dla dostatecznie duzego u € U
rozwigzanie rownania (5.40) ma wzrost diauksyczny dla t > 0.

Dowdéd. Na podstawie rownosci (5.21), z zatozenia 5.9 dla dostatecznie duzego u mozemy
réwnanie (5.40) zapisa¢ w postaci

&= —nsz* + (n3 — )z + (e — )2 + (m — no)w +no = (1 — 2)w(x), (5.41)
gdzie w(z) = n3a® + N + ma + 1no. Wtedy dla ¢t > 0 mamy
i=(1-2)w(2)i - w@)i=2(1 - 2)w) (1 - 2w (@) - w) = 2(1 - 2)w)p(),

gdzie p(z) = (1 —z)w'(z) —w(z). Zauwazmy, ze skoro x € (0, 1), to znak drugiej pochodnej
¥ jest taki sam jak znak p(z). Skoro 1y > 1y, to mamy

p(0) = w'(0) — w(0) =n —no < 0. (5.42)
Teraz wykorzystajmy ne + 13 > 4ny w ponizszym rachunku
1 1 1 IN_3 e M3 M2 M
R I =
p<2> ( 2)“’ 2) "W \) TRty Ty Ty Ty T (5.43)
_metns '
4 770 .
Obliczmy jeszcze p(1):
p(1) = —w(1) = =(n3 + 02 + m +m) <O. (5.44)

Na postawie nieréwnosci (5.42), (5.43) oraz (5.44) istnieja x1 € (0, %) oraz xry € (%, 1), takie
ze p(x1) = p(x2) = 0 oraz w tych punktach nastepuje zmiana znaku p. Funkcja = = z(t)
jest funkcja rosnaca, gdyz prawa strona rownania (5.41) jest dodatnia dla z € (0, 1) oraz
tlgglo x(t) = 1. Zatem dla kazdego z* € [z, 1) istnieje dokladnie jedno t* > 0, takie ze
x(t*) = x*. Wobec tego istnieja takie punkty ti,t, > 0, ze x(t1) = x1 oraz x(t3) =
i w tych punktach jest zmiana znaku drugiej pochodnej x. WskazaliSmy wiec 2 punkty
przegiecia, zatem funkcja = x(t) ma wzrost diauksyczny dla ¢ > 0. B
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Pokazalismy w ten sposob, ze model mezoskopowy w przypadku zachowawczym moze
generowac¢ wzrost diauksyczny obserwowany w skali makroskopowej. W rezultacie obserwo-
wany w stwierdzeniu 5.7 wzrost ma charakter typu,wklesty-wypukty-wklesty”. W opisach
zjawisk ekologicznych pojawia sie efekt Alleego, polegajacy na wymieraniu mato licznych
populacji [19]. Tu wystepuje efekt ,stabego” wzrostu (funkcja jest wklesta). Moze mie¢ to
interesujace konsekwencje w modelowaniu zjawisk przyrodniczych.

5.5 Wazrost diauksyczny w przypadku niezachowaw-
czym
Rozwazmy teraz przypadek niezachowawczy modelu (5.5) z operatorem () zdefiniowanym
przez (5.16). W tym celu zastapimy zalozenie 5.4 bardziej ogélnym.
Zalozenie 5.8. Niech v bedzie liczbg naturalng oraz
A>0, a>0, aeLoo(Im“),
A(,vv1, .00y € Ly(U)  dla kazdego  (v,vy,...,v,) € UM

takiego, ze o (v,vq,...,0,) > 0.

Rozt6zmy zbiér U na sume dwdch dowolnych, mierzalnych (w sensie Lebesgue’a) zbio-
row U, oraz U* o dodatniej mierze i niepustym przecieciu:

U=U,UU* oraz U,NU*=0.

Dla danego rozwiagzania f réwnania (5.5) z operatorem () zdefiniowanym przez (5.16)
rozwazmy dwie wielkoSci

/f(t,v)dv oraz /f(t,v)dy,
U. e

ktére mozemy odnie$¢ do funkeji u(t) oraz v(t) zdefiniowanych w podrozdziale 5.2. Wpro-
wadzimy zatem oznaczenie

u(t) = / Fltw)du, v(t) = / F(t,w) du. (5.45)
Ux U*

Nagladujac [121], zalézmy, ze wspdlczynnik interakeji v zalezy bezposrednio od funk-
cji f. Podobnie jak poprzednim podrozdziale 5.4 przyjmijmy, ze v = 3. Sformutujmy to
wraz z dodatkowymi zatozeniami na A w nastepujacej postaci

Zaltozenie 5.9. Zaloimy, Ze

1.
K

(0]

a=a(f(t);v,ve,v3) =
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2. A= A(u,vy,v9,v3) jest takie, ze
(a) f A (u,v1,v2,v3) du = L, jesli vi,va,v3 € U,;

(b) f A (u,v1,v2,v3) du = 22 jesli v; € U* dla pewnego i = 1,2,3 orazv; € U, dla
kazdego 7 =1,2,3 takiego, ze j # i;

(c) f A (u,v1,v2,v3) du = g2, jesli v; € U, dla pewnego i =1,2,3 oraz v; € U* dla
kazdego j=1,2,3 takiego, ze j # i;

(d) [ A(u,vi,vq,v3) du = g—;, jesli v; € U* dla pewnego i =1,2,3 oraz v; € U, dla
U*
kazdego j = 1,2,3 takiego, Ze j # i;

(e) [ A(u,v,v9,v3) du = 23%2, jesli v; € U, dla pewnego i =1,2,3 oraz v; € U* dla
U*
kazdego j = 1,2,3 takiego, Ze j #i;

(f) | A(u,vy,v9,03) du = %”, jesli vy, vy, v3 € U*,
U*

gdzie ay ,as,as,by, by, bs, k sg dodatnimi statymi.

Latwo zauwazy¢, ze zatozenie 5.9 implikuje zatozenie 5.8. Sformutujmy teraz twierdze-
nie, w ktérym zobaczymy, ze model (5.5) moze wygenerowaé¢ wzrost diauksyczny, nawet
gdy nie mamy zatozen o zachowawczosci.

Twierdzenie 5.10. Niech zalozenie 5.9 bedzie spelnione oraz niech fo € Li(U) bedzie
takie, ze

fo>0 oraz /fo(u) du > 0.

Wtedy dla kazdego t > 0 istnieje jednoznaczne rozwigzanie f = f(t,.) € Ly(U) réw-
nania (5.5) z prawq strong zadang przez (5.16). Ponadto moz’emy dobra¢ tak parametry
(wyplaty) a1, as, as, by, by, bs, aby funkcja dana wzorem ()( , gdzie u(t), v(t) sq zdefi-
niowane wzorem (5.45), miala wzrost diauksyczny.

Dowdd. Oczywiste jest, ze prawa strona réownania (5.5) zdefiniowana za pomoca (5.16)
spelia lokalny warunek Lipschitza w L;(U). Wtedy istnieje jednoznaczne rozwiazanie
f = f(t,.) € Li(U). Wykazanie nieujemnosci rozwiazania jest analogiczne jak w stwier-
dzeniu 5.5. Zbadajmy teraz ewolucje p oraz v. W tym celu musimy scatkowaé raz po U,,
a raz U*, analogicznie do (5.22). Mamy wiec

d d
-4 / F(tu) du = / () du = / QU u) du

d d
V:dtU[f(t,u)du :U[dtf(t,u)du :U[Q[f](t,u)du

111

(5.46)



Podstawmy teraz zalozenie 5.9 do operatora (), otrzymujac

/ 1(t,u) ////A w, vy, U2, v3) a (f(t);v1,...,03) X

L,UUU
X f(t ’Ul)f(t, Uz)f(t, U3) dvldvgdvgdu
—/f t,u) /// ); 01, V9, v3) f(t,v1) f(t, v9) f(t, v3) dvydvedvsdu =

! (5.47)

= 3 (////A w,v1,v2,v3) f(t,01) f(t, v2) f (¢, v3) dudvydvedus
VU U

U.

/ / f(t, 'Ul)f(t, Uz)f(t, Ug) dUldUQd’03> .
U
Zauwazmy, ze
/f(t,u) du = /f(t,u) du + /f(t,u) du = p(t) +v(t) = p+ . (5.48)
U Us U*
Obliczmy jeszcze

////A(u,vl,UQ,vg)duf(t,vl)f(t,vg)f(t,vg)dvldvgdvg:

U U U U«

D)0 1) e

X f(t,v1) f(t,ve)f(t,v3) dudvydvadug =

4
_a / / / F(t00) (£, 02) £ (£, v3) dvydvsdug+ 510
2(12
-3 ftv tv)f(tv)dvdvdv+
3/<; U/U/U/ 1 9 X duydus
+ ;% 3ﬁ{ﬂj[ﬁj[f(t,v1)f(t,vz)f(t,1}3)dvldUdeg _

aq > (t Qas 1% (v (t asu(t) 2 (t a1l 2asp*v asur?
_a(t) | 2aPO0(t) | amV(t) _aud | 2aulv | ae?

K K K K K K
Po wstawieniu (5.48) oraz (5.49) do (5.47) otrzymujemy
3 2 2
K ayph 2907V aguv 3
[aunu - g (D TR B () =
wrP\ s w s
0. 2 i (5.50)
aypt 2auv asv
= + + —k(p+v)].
(o Gt i )
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W taki sam sposéb obliczamy [ Q[f](t,u) du, otrzymujac ostatecznie
U*

2bo v bsv?

pt+v)? (p+v)?  (p+v)

5 — R (p+ V)> . (5.51)

Podstawmy (5.50) oraz (5.50) do (5.46), dostajac

2

2
. aip 2ao v asv
= + + —Kk(u+v)),
ne ((M+u)2 (w+v)? (p+v)? (w )>

b=y b1,u2 i sz/,bl/ 4 b3V2
(et (pv)? (ptv)?

(5.52)

et n)).

Zauwazmy, ze otrzymaliémy takie same réwnania jak w (5.3). Na postawie podrozdzia-

hu 5.2 oznacza to, ze x = uiv spelia réwnanie replikatorowe (5.4), ktére mozemy otrzy-
mac, rozwazajac ewolucyjng trzyosobowa gre z dwiema strategiami — tak jak w pod-

rozdziale 4.2.1. PokazaliSmy tam, ze mozna dobra¢ tak wyptaty ai, as, as, by, ba, b3, by
rozwiazanie = x(t) miato wzrost diauksyczny dla ¢ > 0. B
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Rozdzial 6

Konkluzje i podsumowanie

W rozdziatach 2 oraz 3 byty zaproponowane modele opisujace pewne procesy zachodzace
w cyklu komoérkowym. Na podstawie eksperymentéow w rozdziale 3 zaproponowana zostata
hipoteza, ktorej gtéwna czedcig byt wzrost diauksyczny aktywnosci biatka CDK1 — glow-
nego regulatora mitozy. To stato sie inspiracja do dalszego skupienia si¢ na stworzeniu
opisu matematycznego wzrostu diauksycznego. W tym celu najpierw w rozdziale 3.6 zosta-
ty przytoczone $ciste metody badania btedu numerycznego, by moc przeprowadzi¢ dowdd
o charakterze obliczen wspomaganym komputerowo, Pokazano w nim, ze obserwowany na
symulacjach wzrost diauksyczny rozwigzan modelu proponowanego w rozdziale 3 rzeczywi-
Scie wystepuje. W rozdziale 4 w przypadku réwnan jednowymiarowych zostaly pokazane
warunki implikujace wystapienie wzrostu diauksycznego wraz z konkretnymi zaleznosciami
liczby punktéw przegiecia od warunkow poczatkowych. Nastepnie rozwazane byty rownania
dwuwymiarowe z matym parametrem. Zostato wykazane, ze przy spetieniu zatozen twier-
dzenia Tichonowa—Wasiljewej [97] jesli uktad jednowymiarowy otrzymany poprzez redukcje
uktadu z maltym parametrem ma wzrost diauksyczny, to réwniez zmienna o skali czasowej
O(1) uktadu dwuwymiarowego ma taki wzrost. Opisy matematyczne w rozdziatach 2, 3,
4 byty prowadzone w skali makroskopowej. W rozdziale 5 rozwazane byty modele w skali
mezoskopowej, ktére moga generowaé wzrost diauksyczny. Zostalo zaproponowanych kil-
ka nieliniowych modeli, zachowawczych i niezachowawczych, ktére moga byé¢ powigzane
z grami ewolucyjnymi o dwoéch strategiach z wieloma graczami.

Badanie wzrostu diauksycznego jest ciekawym i nowym zagadnieniem matematycznym
o duzym znaczeniu biologicznym. Wiadomo, zZe istnienie punktéw przegiecia rozwigzan
przektada si¢ na istotne wnioski biologiczne. Juz w przypadku jednego punktu przegiecia
mozna odrozni¢ zachowanie np. mioglobiny i hemoglobiny, gdy w przypadku tej pierw-
szej brak wewnetrznych oddziatywan skutkuje brakiem punktéw przegiecia, a drugiej —
wewnetrzne oddzialtywania pomiedzy miejscami wigzania powoduja pojawienie si¢ punk-
tu przegiecia. Podobna sytuacja jest dla enzymoéw klasycznych i enzymow allosterycznych
— por. [122]. Pokazuje to wyraznie, ze wlasciwa metoda modelowania powinien by¢ spo-
sob uwzgledniajacy rézne skale opisu i wzrost diauksyczny na poziomie makroskopowym.
Praca ta, oprécz opisu istotnej sytuacji biologicznej, proponuje sposob badania wzrostu
diauksycznego. Wyniki nalezy uzna¢ za wstepne. Autor ma nadzieje, ze badania te beda
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kontynuowane w kolejnych publikacjach.

W podrozdziale 4.3, aby otrzymaé¢ wzrost diauksyczny, zastosowano metody matego
parametru do uktadu dwoch réwnan. Nasuwa to nastepny kierunek dalszej pracy, miano-
wicie uogodlnienie metod matego parametru na szersza klase réwnan. P6zZniejsze uogdlnienie
moze polega¢ na opracowaniu ogdlnych metod badania wzrostu diauksycznego dla modeli
wielowymiarowych, gdzie nie wystepuja mate parametry — czyli uogélnienie wynikajace
z podrozdzialu 4.2, w ktérym badane byto réwnanie jednowymiarowe. Jeszcze inna dro-
ga dalszych badan moze polega¢ na generalizacji metod z podrozdzialu 3.6, w ktérym
oszacowano btad metody Rungego-Kutty, by méc uzyskaé scisty dowodd istnienia wzrostu
diauksycznego.

Dalsza perspektywa jest naturalne pytanie o wzrost diauksyczny w skali mikroskopo-
wej. Na chwile obecna to pytanie pozostaje otwarte. W kontekécie modelowania DNA warto
spojrze¢ na wykres 7.14 z ksigzki [122], na ktérym mozna zobaczy¢, ze dla sekwencji typu
A-T, C-G, A-T, C-G itd. mamy wzrost logistyczny (jeden punkt przegiecia), natomiast dla
sekwencji A-T, A-T,..., A-T C-G, C-G,..., C-G mamy wzrost diauksyczny (trzy punk-
ty przegiecia). Wskazuje to na konieczno$¢ modelowania denaturacji DNA na poziomie
mikroskopowym.

W pracy [5] zaproponowali$émy model denaturacji DNA w skali mikroskopowej. Kwas
deoksyrybonukleinowy (w skrécie DNA) jest to dwuniciowy polimer (zwiazek wielkocza-
steczkowy), ktéry jest no$nikiem informacji genetycznej zywych organizméw. DNA sktada
sie z dwoch tancuchéw (nici) zawinietych wokét wspélnej osi o ksztalcie podwdjnej helisy —
jest to model Watsona-Cricka [123]. Kazda ni¢ DNA jest zbudowana z pewnej sekwencji
czterech baz: adeniny (A), cytozyny (C), guaniny (G) i tyminy (T). Dwa tancuchy sa ze
soba potaczone za pomoca wigzan wodorowych, ktore wystepuja tylko pomiedzy naste-
pujacymi parami baz: adening i tymina oraz cytozyna i guanina. Pierwsze typy wiazan
(A-T) sa to podwdjne wiazania wodorowe, zas drugie typy (G-C) sa to potréjne wiazania
wodorowe. Wiecej informacji mozna znalezé w ksiazce [6].

Denaturacja DNA jest to proces rozdzielania nici DNA poprzez zrywanie wigzan wo-
dorowych za pomoca podgrzewania, mechanicznych oddziatywan lub na przyktad niskiego
stezenia soli [124]. Topnienie DNA jest to proces denaturacji DNA za pomoca wysokiej
temperatury. Krzywg topnienia DNA nazywamy wykres funkcji procentu zerwanych wia-
zan w zaleznosci od temperatury. Argument, dla ktérego ta funkcja przyjmuje wartosé %,
nazywamy temperaturg topnienia, czyli jest to taka temperatura, w ktorej potowa wigzan
zostata zerwana.

Proces topnienia DNA jest fundamentem procedury PCR (ang. polymerase chain re-
action). Polega ona na powielaniu tancuchéw DNA z malej iloSci materialu genetyczne-
go. Drzieje sie tak w wyniku wielokrotnego podgrzewania i oziebiania DNA, czyli wielo-
krotnego topnienia i hybrydyzacji (procesu odwrotnego do topnienia) oraz syntezy DNA
[125, 126, 127]. Procedura PCR okazala sie przelomowa metoda w wielu dziedzinach zycia.
W medycynie pozwala na przyktad znalez¢é mutacje w genach lub wykryé¢ zainfekowane
organizmy. W zoologii i paleontologii technika PCR jest uzywana w badaniach nad za-
chowaniem zwierzat, klasyfikacji taksonomicznej czy analizie genetycznej zwierzat i roslin.
PCR ma bardzo wazne zastosowanie takze w kryminologii i kryminalistyce przy identyfika-
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¢ji 0s6b zaginionych lub profilowaniu DNA, uzywanego na przyktad podczas prowadzenia
Sledztw [128, 129, 130]. Pokazuje to, ze badanie denaturacji DNA jest bardzo wazne i mode-
lowanie matematyczne moze pomoc lepiej zrozumie¢ ten proces. Zaproponowany przez nas
w pracy [5] mikroskopowy model denaturacji DNA opisuje wzajemne oddzialywanie sasied-
nich wigzan na siebie, jak rowniez opisuje wplyw temperatury na te wigzania. W wyniku
przejécia z opisu mikroskopowego do makroskopowego (por. podrozdzial 5.1) otrzymali-
sSmy réwnanie, ktore charakteryzuje sie¢ wzrostem logistycznym. Problemem otwartym jest
zagadnienie, czy otrzymane w przejSciu miedzy tymi skalami réwnanie moze generowad
rozwigzanie o wzroscie diauksycznym. Jednym z mozliwych kierunkow dalszych badan jest
wziecie w modelowaniu pod uwage interakcji nie tylko sasiednich najblizszych wiazan, ale
rowniez tych dalszych.

Podsumowujac, w rozprawie zostat przedstawiony podstawowy opis matematyczny wzro-
stu diauksycznego dla pewnej klasy szczegdlnych przypadkow: rownania jednowymiarowe,
rownania dwuwymiarowe z malym parametrem oraz réwnania w skali mezoskopowej. Naj-
wazniejszym kolejnym celem jest poszerzanie opisu klasy réownan, ktére beda generowaé
wzrost diauksyczny.
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