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Streszczenie

W pracy przedstawiono metod ↪e przybliżonego rozwi ↪azywania zagadnień
pocz ↪atkowo-brzegowych typu parabolicznego, rz ↪edu drugiego, umożliwi ↪aj ↪ac ↪a
realizacj ↪e równoległ ↪a. Skonstruowano i przeanalizowano dwie dyskretyzacje
rozważanego zagadnienia oparte na metodzie dekompozycji obszaru.
Dla jednowymiarowego obszaru określoności zmiennej przestrzennej rozważo-
no dyskretyzacj ↪e bazuj ↪ac ↪a na metodzie różnic skończonych wzgl ↪edem zmien-
nych przestrzennej i czasowej. W przypadku wielok ↪atnego obszaru okreś-
loności zmiennej przestrzennej, zaproponowano dyskretyzacj ↪e bazuj ↪ac ↪a na
metodzie elementu skończonego wzgl ↪edem zmiennej przestrzennej i metodzie
różnic skończonych wzgl ↪edem zmiennej czasowej. Dla zaproponowanych sche-
matów udowodniono twierdzenia o bezwarunkowej stabilnosci i o rz ↪edzie
zbieżności w dwóch normach: silnej i słabej. Przeprowadzono odpowiednie
eksperymenty numeryczne potwierdzaj ↪ace wyniki teoretyczne. Ponadto, w
celu sprawdzenia przydatności zaproponowanych schematów do obliczeń rów-
noległych, wykonano testy na sieci komputerowej. Eksperymenty te pokazały
optymalność rozważanych algorytmów ze wzgl ↪edu na obliczenia równoległe.
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1 Wst ↪ep

Wiele zadań praktycznych współczesnej nauki i techniki wymaga wyzna-
czenia rozwi ↪azania opisuj ↪acego go zagadnienia różniczkowego, a ponieważ
analityczne rozwi ↪azywanie zagadnień różniczkowych jest w wi ↪ekszości przy-
padków niemożliwe, dlatego poszukujemy określonego przybliżenia intere-
suj ↪acego nas rozwi ↪azania dokładnego. Przybliżone rozwi ↪azywanie równań
różniczkowych cz ↪astkowych stanowi jedno z najważniejszych wyzwań stawia-
nych przed współczesnymi komputerami i specjalistami z dziedziny szeroko
rozumianej analizy numerycznej.
Dyskretyzacja równań różniczkowych metod ↪a różnic skończonych (MRS)

i metod ↪a elementu skończonego (MES), najcz ↪eściej stosowanymi w praktyce
obliczeniowej (patrz np. [13], [16], [18], [20], [23], [24]), prowadzi do rzad-
kich, ale bardzo wielkich układów równań algebraicznych (cz ↪esto rz ↪edu mi-
lionów niewiadomych), które s ↪a bardzo źle uwarunkowane. Numeryczne roz-
wi ↪azywanie układów równań algebraicznych powstałych w wyniku dyskrety-
zacji, których uwarunkowanie jest wielomianow ↪a funkcj ↪a wymiaru przestrzeni
niewiadomych, jest zadaniem bardzo trudnym, a przy dużej liczbie niewia-
domych wr ↪ecz niewykonalnym dla komputera wyposażonego w pojedynczy
procesor. Współcześnie do tego typu zadań stosuje si ↪e tzw. superkomputery
(-komputery o wielu procesorach) i klastry obliczeniowe, jednak aby efektyw-
nie wykorzystać moc obliczeniow ↪a sprz ↪etu, należy zaprojektować odpowiedni
algorytm równoległy, zobacz np. [15].
Jedn ↪a z metod umożliwiaj ↪acych projektowanie algorytmów równoległych

jest metoda dekompozycji obszaru (MDO) (patrz monografie np. [11], [21],
[25]). Jest ona odpowiednikiem podejścia dziel i rz ↪adź (patrz np. [14]), na
gruncie teorii przybliżonego rozwi ↪azywania równań różniczkowych cz ↪astko-
wych. MDO jest nowoczesn ↪a metod ↪a rozwi ↪azywania zagadnień różniczko-
wych, pozwalaj ↪ac ↪a w pełni wykorzystać możliwości współczesnych superkom-
puterów i klastrów obliczeniowych.
WMDO wyróżnić możemy dwa podejścia. Pierwsze z nich daje możliwość

projektowania równoległych algorytmów rozwi ↪azywania wielkich układów
równań algebraicznych powstałych np. w wyniku standardowej dyskretyza-
cji równań różniczkowych cz ↪astkowych z wykorzystaniem MRS, MES lub
ich kombinacji - zobacz np. [1]. W podejściu drugim natomiast MDO daje
możliwość projektowania równoległej dyskretyzacji. W tym przypadku wyjś-
ciowe zagadnienie różniczkowe jest przeformułowywane, z zagadnienia po-
stawionego na obszarze Ω na szereg podzadań określonych na rozł ↪acznych
podobszarach Ωi, stanowi ↪acych rozkład Ω. Dopiero te podzadania s ↪a dyskre-
tyzowane np. MRS, MES lub kombinacj ↪a tych metod - patrz np. [2], tak
aby miała miejsce aproksymacja zagadnienia wyjściowego podzadaniami o-
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kreślonymi na obszarach Ωi i sformułowane zadanie dyskretne miało dobre
własności numeryczne.
Stosowanie obu wyżej wymienionych podejść MDO daje możliwość za-

projektowania takiego algorytmu równoległego, za pomoc ↪a którego rozwi ↪aza-
nia przybliżonego dla danego zagadnienia różniczkowego, poszukujemy jako
sumy słabo ze sob ↪a powi ↪azanych lub prawie zupełnie niezależnych podzadań
lokalnych i rozwi ↪azania zadania globalnego o małym wymiarze. Dekompozy-
cja oryginalnego zadania gwarantuje zmiejszenie wymiaru lokalnych podzadań
i umożliwia stosunkowo nieskomplikowan ↪a równoległ ↪a implementacj ↪e procesu
obliczeniowego.
Rozwi ↪azanie przybliżone dla danego zadania wyjściowego otrzymywane

jest najcz ↪eściej iteracyjnie. W sposobie tym zadania lokalne rozwi ↪azywane
s ↪a wielokrotnie do uzyskania określonych warunków zgodności w punktach
nodalnych tzw. grubej siatki, siatki wyznaczonej przez dekompozycj ↪e wyjś-
ciowego obszaru Ω na odpowiednie podobszary Ωi. W tym podejściu, mi ↪edzy
kolejnymi iteracjami, w punktach nodalnych grubej siatki, wymieniana jest
informacja pomi ↪edzy rozwi ↪azaniami określonymi na s ↪asiaduj ↪acych ze sob ↪a
podobszarach, a w celu zapewnienia optymalności metody cz ↪esto wymagane
jest rozwi ↪azanie pewnego globalnego zadania małego wymiaru, określonego
w punktach nodalnych grubej siatki. Przykładem może być tutaj cała klasa
metod Schwarza - patrz np. [11]. Istniej ↪a jednak metody, które pozwalaj ↪a
wyznaczyć globalne rozwi ↪azanie przybliżone po jednokrotnym rozwi ↪azaniu
problemów lokalnych, bez konieczności rozwi ↪azywania odpowiedniego zada-
nia globalnego określonego na grubej siatce. Metody takie nazywać b ↪edziemy
dalej bezpośrednimi. Przykładem takiej metody może być ta przedstawiona
w [2].
Literatura dotycz ↪aca MDO dla równań różniczkowych cz ↪astkowych typu

parabolicznego nie jest tak bogata, jak odpowiednia dla zagadnień różniczko-
wych typu eliptycznego (patrz monografie [11], [21], [25] i literatur ↪e tam cy-
towan ↪a, a także artykuły z Conferences on Domain Decomposition Method :
1-17, patrz [26]), można w niej jednak wyróżnić trzy główne grupy tem-
atyczne. Pierwsza z nich, z której ide ↪e zaczerpn ↪eliśmy w tej pracy, prezen-
towana jest w [2], [3]. Autorzy tych prac konstruuj ↪a dyskretyzacj ↪e z wykorzys-
taniem MDO dekomponuj ↪ac wyjściowy obszar określoności zmennej prze-
strzennej. Druga grupa, reprezentowana w [5], polega na konstrukcji dyskre-
tyzacji bazuj ↪acej na dekompozycji obszaru określoności zmiennej czasowej.
Trzecia natomiast polega na przenoszeniu algorytmów MDO otrzymanych
dla równań eliptycznych na grunt równań typu parabolicznego na ustalonych
warstwach czasowych - zobacz np. [1]. Miarodajny przegl ↪ad najnowszych
metod dekompozycji tego typu zagadnień przedstawiony został w pracy [8].
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Celem naszym było skonstruowanie uniwersalnej metody dyskretyzacji,
która pozwoli w sposób równoległy poszukiwać aproksymacji rozwi ↪azań za-
gadnień parabolicznych.
W pracy tej rozważana jest specjalna metoda przybliżonego rozwi ↪azywa-

nia zagadnień parabolicznych skonstruowana w oparciu to podejście MDO,
w którym dyskretyzacja powstaje w wyniku przeformułowania wyjściowego
zagadnienia różniczkowego. Zaproponowany schemat bazuje na schemacie
zamkni ↪etym Eulera (patrz np. [16]). Konstrukcja rozważanej dyskretyzacji
jest stosunkowo nieskomplikowana, zapewnia jednak odpowiedni ↪a aproksy-
macj ↪e zagadnienia wyjściowego oraz umożliwia poszukiwanie rozwi ↪azania w
sposób równoległy.
Punktem wyjścia do metody tutaj przedstawionej jest metoda propono-

wana w pracy [2] i rozwijana dalej w [3]. Prezentowana metoda może być trak-
towana, jako analog i zarazem uogólnienie do znanej metody ADI, służ ↪acej
do różnicowej dyskretyzacji (wzgl ↪edem zmiennej czasowej i przestrzennej)
zagadnień parabolicznych - zobacz np. [16], [23]. Podobnie jak w metodzie
ADI, na każdej warstwie czasowej, rozwi ↪azanie globalne rozważanego przez
nas schematu, otrzymywane jest z rozwi ↪azań lokalnych w jednej iteracji, jest
to wi ↪ec metoda bezpośrednia. Proponowana przez nas metoda dekompozycji
jest także metod ↪a bezpośredni ↪a.
Schemat przez nas rozważany może być także traktowany jako pewnego

rodzaju uogólnienie schematu Saulewa opisanego min. w [22]. Nasz schemat,
w przypadku dyskretyzacji MRS jest schematem Saulewa ale tylko w punk-
tach nodalnych grubej siatki, natomiast poza tymi punktami schemat przez
nas rozważany jest schematem zamkni ↪etym Eulera.
Podejście nasze zilustrujemy na zadaniu modelowym dyskretyzyj ↪ac je dla

prostoty MRS. Rozważmy zagadnienie pocz ↪atkowo-brzegowe dla równania
parabolicznego drugiego rz ↪edu, określone na Ω × [0, T ], gdzie Ω jest od-
cinkiem. W najprostszym przypadku dyskretyzacja w naszej metodzie jest
nast ↪epuj ↪aca. Zagadnienie określone na Ω × [0, T ], przy ustalonym t, zostaje
podzielone na dwa zagadnienia postawione na ΩR i ΩB, gdzie ΩR, ΩB
(Red, Black) s ↪a rozł ↪aczne i takie że Ω = ΩR ∪ ΩB. Nast ↪epnie zagadnienia te
s ↪a niezależnie dyskretyzowane metod ↪a różnic skończonych wzgl ↪edem zmien-
nej przestrzennej i czasowej. Realizacja zaproponowanego schematu prze-
biegać b ↪edzie nast ↪epuj ↪aco. Na każdym kroku czasowym, w celu otrzymania
rozwi ↪azania globalnego, w pierwszej kolejności rozwi ↪azywany b ↪edzie lokalny
problem na ΩR, a nast ↪epnie, po wymianie informacji na brzegu podobszarów,
rozwi ↪azywany b ↪edzie lokalny problem na ΩB.
W rozważanym przypadku, kiedy dokonana została dekompozycja tylko

na dwa podobszary, proponowany schemat rozwi ↪azywania jest schematem
sekwencyjnym. W przypadku podziału obszaru Ω na wi ↪eksz ↪a liczb ↪e naprze-
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mian położonych podobszarów typu Red i Black, proponowana dyskretyzcja
w łatwy sposób daje jednak możliwość realizacji równolegległej. W pierwszej
kolejności niezależnie rozwi ↪azywane mog ↪a być lokalne zadania na podod-
cinkach typu Red, a nast ↪epnie, po odpowiedniej wymianie informacji pomi ↪edzy
s ↪asiaduj ↪acymi podobszarami, mog ↪a być rozwi ↪azywane niezależnie lokalne
podzadania na pododcinkach typu Black.
W pracy rozważono dwa schematy oparte na MDO. Dla jednowymiaro-

wego Ω, przy podziale wyjściowego obszaru na pododcinki, skonstrułowano
schemat z wykorzystaniemMRS wzgl ↪edem zmiennej przestrzennej i czasowej.
Dla wielok ↪ata Ω natomiast zaproponowano dyskretyzac ↪e dla szerokiej klasy
zagadnień parabolicznych zadanych w sformułowaiu uogólnionym. Dekom-
pozycji wyjściowego obszaru Ω dokonano w oparciu o specjalnie zdefiniowan ↪a
grub ↪a siatk ↪e (siatk ↪e wyznaczon ↪a przez podział Ω na rozł ↪aczne podobszary
Ωi), a do dyskretyzacji użyto MES wzgl ↪edem zmiennej przestrzennej i MRS
wzgl ↪edem zmiennej czasowej.
Udowodniono, że zaproponowane schematy s ↪a bezwarunkowo stabilne, a

otrzymane rozwi ↪azanie przybliżone przy założeniu τ = Ch
3
2
+α dla C > 0

i α  0, gdzie τ i h s ↪a paramertami dyskretyzacji, zbiega do rozwi ↪azania
dokładnego z błedem rz ↪edu O(τ + h2 + τ

H
+ τh

α√
H
) w przypadku jednowy-

miarowego Ω i dyskretyzacji MRS i bł ↪edem rz ↪edu O(τ + h + τ
H
+ τh

α√
H
) w

przypadku Ω ⊂ R2 i dyskretyzacji kombinacj ↪a MES i MRS, w odpowied-
niej normie. Przy ustalonym H - średnicy najmniejszego podobszaru, rz ↪ad
zbieżności naszego schematu w rozważanych normach jest taki sam jak rz ↪ad
zbieżności schematu zamkni ↪etego Eulera (patrz np. [16]). Udowodnione także
zostało, że rozważane tutaj schematy, bez dodatkowych założeń na stosunek
parametrów dyskretyzacji τ i h, zbiegaj ↪a do rozwi ↪azania dokładnego z błedem
rz ↪eduO(τ+h2+ τ√

hH
) w przypadku jednowymiarowego Ω i dyskretyzacjiMRS

i błedem rz ↪edu O(τ + h+ τ√
hH
) w przypadku dwuwymiarowego obszaru Ω i

dyskretyzacji kombinacj ↪a MES i MRS, w specjalnej silnej normie. Normy te
nazywać b ↪edziemy silnymi, ponieważ szacuj ↪a one odpowiednio zdefiniowany
bł ↪ad metody, jak i również pochodne różnicowe wzgl ↪edem czasu tego bł ↪edu.
W porówananiu do metody zaproponowanej w pracy [2], rozważany sche-

mat ma przy założeniu τ = Ch
3
2
+α dla C > 0 i α  0, wyższy rz ↪ad zbieżności.

Jak podano bez dowodu w [2], schemat tam opisany jest rz ↪edu O(τ
1
2 + h)

przy τ/h = const. Istotn ↪a różnic ↪a pomi ↪edzy dyskretyzacj ↪a proponowan ↪a w
tej pracy i t ↪a rozważan ↪a w [2] jest wprowadzenie aproksymacji pochodnych
normalnych na brzegach podobszarów tworz ↪acych grub ↪a siatk ↪e. Taki rodzaj
informacji nazywać b ↪edziemy dalej informacj ↪a Neumanna.
Rozważana metoda dyskretyzacji jest również alternatyw ↪a dla metody

przedstawionej w pracy [3]. Dyskretyzacja prezentowana w [3] oparta jest
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na schemacie Cranka-Nicholsona - zobacz np. [18]. Udowodniono tam, że

proponowany schemat jest stabilny i zbieżny z rz ↪edem O
(
τ + h+ τ√

hH

)
,

co także, zważywszy na to że oryginalny schemat Cranka-Nicholsona jest
rz ↪edu O(τ 2 + h), nie było wynikiem optymalnym w tej klasie schematów.
Dla schematu rozważanego w naszej pracy udowodniono zbieżność rz ↪edu
O
(
τ + h + τ√

hH

)
, ale w dużo silniejszych normach niż te, którmi posłużyli

si ↪e autorzy [3]. Normy te bowiem zawieraj ↪a dodatkowo pochodne różnicowe
wzgl ↪edem czasu bł ↪edu schematu.
Standardowe metody badania stabilności i zbieżności schematów dyskre-

tyzacji zagadnień parabolicznych, wzorowane na zagadnieniach podobnych,
których analiz ↪e można odnaleźć w literaturze ([16], [18], [20], [23], [24]), nie
doprowadziły nas do uzyskanie satysfakcjonuj ↪acych rezultatów. Używaj ↪ac ty-
powych metod badania stabilności nie byliśmy w stanie pokazać bezwarunko-
wej stabilności naszych schematów, co mimo bardzo obiecuj ↪acych rezultatów
numerycznych, znacznie ograniczało przydatność naszych schematów.
Wprowadzenie wymiany informacji typu Neumanna na grubej siatce po

każdej warstwie czasowej pomi ↪edzy rozwi ↪azaniami określonymi na s ↪asiadu-
j ↪acych podobszarach, było podowem tego, że analiza, która została tutaj
przedstawiona jest daleka od ogólnie przyj ↪etej za standardow ↪a. W dowodach
poszczególnych twierdzeń o stabilności i zbieżności oraz dowodach lematów
pomocniczych, zastosowano wiele technicznych chwytów i przekształceń, które
choć w założeniu bardzo proste, po pierwszym czytaniu mog ↪a wydawać si ↪e
dalekie od oczywistych.
W celu przejrzystego przedstawienia metody dyskretyzacji i jej anali-

zy, porz ↪adek pracy zorganizowany został w sposób nast ↪epuj ↪acy: rozważa-
na dyskretyzacja, b ↪edzie wprowadzana stopniowo dla poszczególnych, coraz
bardziej złożonych wariantów dekompozycji obszaru.
Nasz ↪a analiz ↪e rozpoczniemy od cz ↪eści ilustarcyjnej. W Rozdziale 2 roz-

ważymy dyskretyzacj ↪e modelowego zagadnienia parabolicznego, w którym
dokonamy dekompozycji jednowymiarowego obszaru przestrzennego na rów-
ne pododcinki - zagadnienia takie b ↪edziemy dalej nazywali zagadnieniami
jednowymiarowymi. W tej cz ↪eści pracy wprowadzimy dyskretyzacj ↪e bazuj ↪ac ↪a
na MRS wzgl ↪edem zmiennej przestrzennej i czasowej. Celem tego była przej-
rzysta prezentacja proponowanego w tej pracy schematu oraz przedstawienie
w łatwy sposób dowodów poszczególnych Twierdzeń i Lematów. Dodatko-
wym celem konstrukcji schematu czysto różnicowego była ch ↪eć pokazania
tzw. superzbieżności proponowanego schematu, czyli podwyższonego rz ↪edu
aproksymacji w porównaniu z dyskretyzacj ↪a opart ↪a na MES. W Rozdziale 2
udowodniona zostanie bezwarunkowa stabilność zaproponowanego schematu
w silnych (zawieraj ↪acych pochodne różnicowe wzgl ↪edem czasu rozwi ↪azań)
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i słabych normach - odpowiednio Twierdzenia 1 i 2. Udowodnione zostan ↪a
także Twierdzenia 3 i 4 o rz ↪edzie zbieżności w odpowiednio silnych i słabych
normach. W Twierdzeniu 3 pokazane zostanie, że rz ↪ad zbieności, bez do-
datkowych założeń wynosi O

(
τ + h2 + τ√

hH

)
, a w Twierdzeniu 4 udowod-

niona zostanie zbieżność rz ↪edu O
(
τ + h2 + τh

α√
H
+ τ
H

)
, przy założeniu τ =

Ch
3
2
+α dla C > 0 i α  0. Podkreślenia wymaga tu fakt, że założenie τ =

Ch
3
2
+α dla C > 0 i α  0, było potrzebne w dowodzie tego twierdzenia, nato-

miast eksperymenty numeryczne pokazały, że schemat przez nas rozważany
jest zbieżny nawet bez tego założenia.
W Rozdziale 3 przedstawiona zostanie główna cz ↪eść pracy zawieraj ↪aca

analiz ↪e bardzo ogólnych zagadnień parabolicznych. W tej cz ↪eści pracy przed-
stawimy metod ↪e dyskretyzacji poprawiaj ↪ac ↪a rezultaty z [2] i [3]. Dla bardzo
szerokiej klasy zagadnienień parabolicznych w sformułowaniu wariacyjnym,
określonych na wielok ↪acie Ω, przedstawiony został model dekompozycji o-
party o specjalnie zdefiniowan ↪a grub ↪a triangulacj ↪e (w przypadku zadania
jednowymiarowego gruba triangulacja stanowi grub ↪a siatk ↪e), której elemen-
tami b ↪ed ↪a rozł ↪aczne, wielok ↪atne podobszary ΩRi i ΩBj , wyjściowego obszaru
Ω. Zagadnienia w których Ω ⊂ R2, nazywać dalej b ↪edziemy zagadnieniami
dwuwymiarowymi. W najprostszytm przypadku przykładem takiej dekom-
pozycji jest podział w tzw. krat ↪e (patrz np. [11]), czyli taki podział Ω, że
elementy tego podziału mog ↪a mieć wspóln ↪a kraw ↪edź, wspólny wierzchołek
lub być rozł ↪aczne. Zaproponowana dyskretyzacja b ↪edzie bazować na MES
wzgl ↪edem zmiennej przestrzennej i MRS wzgl ↪edem zmiennej czasowej, tak
jak to zostało opisane np. w [18]. Poszczególne dowody stanowić b ↪ed ↪a uogól-
nienia odpowiednich dowodów z pierwszej cz ↪eści pracy, gdzie rozważany był
schemat różnicowy dla zagadnień jednowymiarowych. Cz ↪eść ta, z racji bardzo
ogólnego zagadnienia parabolicznego, które przyj ↪eliśmy za wyjściowe, jest
znacznie bardziej obszerna, a odpowiednia analiza znacznie bardziej skomp-
likowana. W tym rozdziale udowodniona zostanie bezwarunkowa stabilność
zaproponowanego schematu w silnych i słabych normach - Twierdzenia 5 i
6. Udowodnione zostan ↪a także Twierdzenia 7 i 8 o rz ↪edzie zbieżności w sil-
nych i słabych normach. W Twierdzeniu 7 pokazane zostanie, że rz ↪ad zbież-
ności wynosi O

(
τ + h+ τ√

hH

)
, a w Twierdzeniu 8 udowodniona zostanie

zbieżność rz ↪edu O
(
τ + h+ τh

α√
H
+ τ
H

)
, przy założeniu τ = Ch

3
2
+α dla C > 0

i α  0. Podobnie jak w przypadku zadania jednowymiarowego przy
dyskretyzacji MRS, założenie to było potrzebne jedynie do przeprowadzenia
dowowu Twierdzenia 8, a odpowiednie eksperymenty numeryczne pokazały,
że założenie to nie jest konieczne do zbieżności schematu. Udowodnione tu
twierdzenia o zbieżności naszego schematu poprawiawiaj ↪a o pół rz ↪edu rezul-
taty twierdzeń o zbieżności schematów z prac [2] i [3] wzgl ↪edem zmiennej
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czasowej.
W trzeciej cz ↪eści pracy, zawartej w Rozdziale 4, przedstawione zostały wy-

niki kilkunastu serii eksperymentów numerycznych potwierdzaj ↪acych rezul-
taty odpowiednich twierdzeń o zbieżności i stabilności schematów. Prze-
prowadzone zostały eksperymenty zarówno dla schematu różnicowego przy
dekompozycji Ω na pododcinki, jak i schematu w sformułowaniu wariacyjnym
przy podziale kwadratu Ω w krat ↪e.
Dodatkowo, w Podrozdziale 4.3, przedstawione zostały wyniki ekspery-

mentów wykonanych na sieci komputerowej, maj ↪acej symulować klaster obli-
czeniowy. Ich celem było potwierdzenie przydatności proponowanej dyskre-
tyzacji do obliczeń równoległych. Przetestowaliśmy pod tym k ↪atem zarówno
schemat różnicowy dla zagadnienia jednowymiarowego, jak i schemat waria-
cyjny dla zagadnienia określonego na kwadracie, przy dekompozycji na pasy
(zobacz [11]), czyli taki podział dwuwymiarowego Ω na naprzemian położone
podobszary typu Red i Black, które mog ↪a być albo rozł ↪aczne albo posiadać
wspóln ↪a kraw ↪edź. Rezultaty przedstawione w tym podrozdziale potwierdzaj ↪a
bardzo dobre własności proponowanych tutaj schematów w uj ↪eciu obliczeń
równoległych.
Prac ↪e kończymy Podsumowaniem (-Rozdział 5), w którym zawarte zostały

wnioski dotycz ↪ace rozważanych schematów oraz plany dotycz ↪ace uogólnień i
dalszych rozszerzeń naszej metody.
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2 Zagadnienie paraboliczne jednowymiarowe.

Metoda różnic skończonych

W rozdziale tym przedstawimy dyskretyzacj ↪e metod ↪a dekompozycji obszaru
opart ↪a o metod ↪e różnic skończonych, na przykładzie modelowego jednowy-
miarowego zagadnienia parabolicznego. Wybieraj ↪ac do rozważań modelowe
zagadnienie paraboliczne, chcemy tu, w możliwie prosty sposób, wyprowa-
dzić równania naszego schematu oraz przedstawić ide ↪e dowodów poszczegól-
nych Twierdzeń i Lematów. Dyskretyzacja metod ↪a różnic skończonych, w
przeciwieństwie do odpowiedniej opartej na metodzie elementu skończonego,
pozwoli także pokazać tzw. superzbieżność proponowanego schematu - czyli
wyższy rz ↪ad zbieżności bł ↪edu schematu wzgl ↪edem parametru siatki prze-
strzennej.
Przedstawiona tu dyskretyzacja i jej analiza w łatwy sposób przenosić si ↪e

b ↪edzie na przypadek modelowego zagadnienie parabolicznego, określonego na
prostok ↪acie.

2.1 Sformułowanie różniczkowe zagadnienia

Rozważamy modelowe zagadnienie pocz ↪atkowo-brzegowe w sformułowaniu
klasycznym dla równania parabolicznego:

znaleźć u(x, t) ∈ C2,1 (Ω× (0, T ]) ∩ C
(
Ω× [0, T ]

)
takie, że





∂u
∂t
(x, t)− ∂2u

∂x2
(x, t) = f(x, t) x ∈ Ω, t ∈ (0, T ] (2.1.a)

u(x, 0) = u0(x) x ∈ Ω, (2.1.b)
u(x, t) = 0 t ∈ (0.T ] x ∈ ∂Ω. (2.1.c)

gdzie u0 ∈ C(Ω), u0(0) = u0(L) = 0, f ∈ C(Ω × (0, T ]), Ω jest od-
cinkiem Ω = (0, L). Przy tych założeniach zagadnenie (2.1.a)-(2.1.c) jest
dobrze postawione i ma jednoznaczne rozwi ↪azanie (patrz np.[17]).

2.2 Metoda różnic skończonych

W podrozdziale tym przedstawiona zostanie metoda dyskretyzacji rozważa-
nego zagadnienia różniczkowego (2.1.a)-(2.1.c) oparta na MDO oraz wpro-
wadzone zostan ↪a definicje i oznaczenia potrzebne do dalszej analizy zapro-
ponowanego schematu.
Zagadnienie (2.1.a)-(2.1.c) dyskretyzujemy metod ↪a różnic skończonych

(-patrz np. [16]). Na QT = Ω× [0, T ] konstruujemy siatk ↪e przestrzenno-cza-
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sow ↪a

Q
hτ
= Ω

h × ωτ

o stałych krokach h oraz τ , gdzie

Ω
h
= {x : x = ih i = 0, . . . , P} , h =

L

P
,

∂Ωh = {0, L} , Ωh = Ω
h \ ∂Ωh P ∈ N

gdzie N jest zbiorem liczb naturalnych oraz

ωτ =
{
t : t = nτ, n = 0, . . . , N

}
∪
{
t : t =

(
n +
1

2

)
τ, n = 0, . . . , N − 1

}

N = nτ.

gdzie N jest ilości ↪a warstw czasowych, na które podzielony został [0, T ].
Zdefiniujemy teraz dekompozycj ↪e obszaru Ω i zbioru punktów siatki prze-

strzennej. Wyjściowy obszar Ω, w celu uproszczenia analizy, zostaje podzie-
lony na 2K pododcinków jednakowej długości H = L

2K
. Przy takim zało-

żeniu ilość punktów siatki Ω
h
wynosi P = 2KM , dla pewnego naturalnego

M , b ↪ed ↪acego ilościa w ↪ezłów pojedynczego pododcinka. Pododcinkom tym
nadajemy naprzemian symboliczne kolory Red -Black (Red-Black ordering-
patrz [11],[21]). Mamy zatem

ΩRi =
(
2(i− 1)H, (2i− 1)H

)
, i = 1, . . . , K,

i podobnie

ΩBi =
(
(2(i− 1) + 1)H, 2iH

)
, i = 1, . . . , K.

Przy tych oznaczeniach
Ω = ΩR ∪ ΩB,

gdzie
ΩR =

⋃

i=1,...,K

ΩRi ΩB =
⋃

j=1,...,K

ΩBj .

Zdefiniujemy teraz podzbiory punktów siatkowych Ω
h

R i Ω
h

B zbioru Ω
h
. Niech

Ω
h
R =

{
x : x ∈ Ωh ∧ x ∈ ΩR

}
, Ω

h
B =

{
x : x ∈ Ωh ∧ x ∈ ΩB

}
,

oznaczaj ↪a zbiory punktów wyznaczaj ↪acych siatk ↪e przestrzenn ↪a na podod-
cinkach odpowiednio ΩR i ΩB.
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Oznaczmy także przez ΩhΓ zbiór tych punktów Ω
h, które należ ↪a jednocześnie

do ΩR i ΩB, czyli

ΩhΓ = Ω
h

R ∩ Ω
h

B = {x : x = iH, i = 1, . . . , 2K − 1} ⊂ Ωh.
Przy przyjetych wyżej definicjach, niech

ΩhR = Ω
h
R \

(
ΩhΓ ∪ ∂Ωh

)
, ΩhB = Ω

h
B \

(
ΩhΓ ∪ ∂Ωh

)
,

oznaczaj ↪a odpowiednio zbiory wewn ↪etrznych punktów siatowych zbiorów Ω
h

R i

Ω
h

B. Symbolicznie, opisan ↪a wyżej dyskretyzacj ↪e przedstawia Rys. 1.

ΩR1 ΩB1 . . . ΩRK ΩBK

0 L
Rys. 1

Wprowadzimy teraz definicje przestrzeni, które b ↪ed ↪a nam potrzebne do
analizy rozważanej dyskretyzacji. Wzorować si ↪e b ↪edziemy na [16].
Przez L2h(Ω

h) ozanaczać b ↪edziemy przestrzeń funkcji siatkowych określo-
nych w punktach Ωh, zeruj ↪acych si ↪e na brzegu obszaru Ω, czyli w punktach
x = 0 i x = L. Dyskretny iloczyn skalarny i kwadrat normy w L2h(Ω

h)
definiujemy nast ↪epuj ↪aco

(
u, v

)

L2
h
(Ωh)
=

∑

x∈Ωh
u(x)v(x)h, ‖v‖2L2

h
(Ωh) = (v, v)L2h(Ωh). (2.2)

Wprowadzamy także dyskretne iloczyny skalarne odpowiadaj ↪ace podprze-

strzeniom L2h(Ω
h
R), L

2
h(Ω

h
B), L

2
h(Ω

h

R), L
2
h(Ω

h

B), przestrzeni L
2
h(Ω

h):
(
v, u

)

L2
h
(Ωh
R
)
=

∑

x∈Ωh
R

u(x)v(x)h,
(
v, u

)

L2
h
(Ωh
B
)
=

∑

x∈Ωh
B

u(x)v(x)h, (2.3)

(
v, u

)

L2
h
(Ω
h

R)
=

∑

x∈ΩhR

u(x)v(x)h,
(
v, u

)

L2
h
(Ω
h

B)
=

∑

x∈ΩhB

u(x)v(x)h. (2.4)

Zauważmy, że w odróżnieniu od (2.3), iloczyny skalarne zdefiniowane wzo-
rami (2.4) obejmuj ↪a sumowaniem także punkty zbioru Ω

h
Γ. Podobnie jak dla

przestrzeni L2h(Ω
h), wprowadzone iloczyny skalarne wyznaczaj ↪a odpowiednio

kwadrat normy przestrzeni: L2h(ΩR), L
2
h(ΩB), L

2
h(ΩR), L

2
h(ΩB)

‖u‖2L2
h
(Ωh
R
) =

(
u, u

)

L2
h
(Ωh
R
)
, ‖u‖2L2

h
(Ωh
B
) =

(
u, u

)

L2
h
(Ωh
B
)
,

‖u‖2
L2
h
(Ω
h

R)
=
(
u, u

)

L2
h
(Ω
h

R)
, ‖u‖2

L2
h
(Ω
h

B)
=
(
u, u

)

L2
h
(Ω
h

B)
.
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Wprowadźmy dodatkowo

‖u‖2L2
h
(Ωh
δ
)

∑

x∈ΩhΓ

|u(x)|2h. (2.5)

W dalszej cz ↪eści pracy b ↪edziemy używać nast ↪epuj ↪acych skrótów

U(ih, nτ) ≡ Uni , f(ih, nτ) ≡ fni ,
U
(
ih,

(
n+
1

2

)
τ
)
≡ Un+

1
2

i , f
(
ih,

(
n +
1

2

)
τ
)
≡ fn+

1
2

i ,

i = 0, 1, . . . , 2KM, n = 0, 1, . . . , N (2.6)

oraz nast ↪epuj ↪acych oznaczeń na pochodne różnicowe

∂xU
n
i ≡
1

h

(
Uni+1 − Uni

)
, ∂xU

n
i ≡
1

h

(
Uni − Uni−1

)
,

∂x∂xU
n
i ≡
1

h

(
∂xU

n
i+1 − ∂xUni

)
=
1

h2

(
Uni−1 − 2Uni + Uni+1

)
, (2.7)

∂tU
n
i ≡
1

τ

(
Un+1i − Uni

)
, ∂t/2U

n
i ≡

(
U
n+ 1
2

i − Uni
)
/(τ/2),

∂t∂tU
n
i ≡
1

τ

(
∂tU

n+1
i − ∂tUni

)
,

∂t/2∂t/2U
n
i ≡

(
∂t/2U

n+ 1
2

i − ∂t/2Uni
)
/(τ/2). (2.8)

Analogicznie wprowadzamy pochodne różnicowe na połówkowych warstwach
czasowych.
Zauważmy, że wprowadzone pochodne różnicowe aproksymuj ↪a odpowie-

dnie pochodne różniczkowe w punktach (ih, nτ), dla i = 0, 1, . . . , 2KM i
n = 1, . . . , N .

2.3 Zadanie dyskretne

W podrozdziale tym wyprowadzona zostanie postać różnicowa dyskretyzacji
zagadnienia (2.1.a)-(2.1.c) MDO. Najpierw jednak przedstawimy ide ↪e zapro-
ponowanej metody na gruncie MRS.
W celu przejrzystości argumentacji ograniczymy si ↪e do przypadku dekom-

pozycji odcinka Ω tylko na dwa równe podobszary ΩR i ΩB, czyli przyjmiemy,
że K = 1 i M jest ustalon ↪a liczb ↪a naturaln ↪a. Nast ↪epnie uogólnimy wynik na
przypadek dekompozycji obszaru Ω na wi ↪eksz ↪a ilość pododcinków.
Punktem wyjścia do stworzenia dyskretyzacji nadaj ↪ecej si ↪e do obliczeń

równoległych i opartej na metodzie dekompozycji obszaru, jest standardowa
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dyskretyzacja zagadnienia (2.1.a)-(2.1.c) na siatce Q
hτ
schematem zamkni ↪e-

tym Eulera (-patrz np. [16],[23]), czyli
dla n = 1, . . . , N znaleźć Uni , takie że:






∂tU
n−1
i − ∂x∂xUni = fni i = 1, . . . , 2M − 1, (2.9.a)
U0i = u0(ih) i = 1, . . . , 2M − 1, (2.9.b)
Un0 = U

n
2M = 0 n = 0, . . . , N. (2.9.c)

Przy zadanym Un−1, wyznaczenie rozwi ↪azania U
n schematu (2.9.a)-(2.9.c)

dla ustalonego n, wymaga rozwi ↪azania układu równań algebraicznych z ma-
cierz ↪a trójdiagonaln ↪a wymiaru 2M × 2M .
Zauważym jednak, że jeśli znana jest wartość pochodnej różnicowej ∂xU

n
M+1,

to zadanie wyznaczenia funkcji siatkowej Uni dla i = 1, . . . ,M , redukuje si ↪e
do znalezienia rozwi ↪azania nast ↪epuj ↪acego schematu






∂tU
n−1
i − ∂x∂xUni = fni i = 1, . . . ,M − 1 (2.10.a)

∂tU
n−1
M + 1

h
∂xU

n
M = f

n
M +

1
h
∂xU

n
M+1, (2.10.b)

Un0 = U
n
2M = 0 n = 0, . . . , N. (2.10.c)

co z kolei wymaga rozwi ↪azania układu równań algebraicznych z macierz ↪a trój-
diagonaln ↪a wymiaru M ×M , czyli dwukrotnie mniejszego niż w przypadku
dyskretyzacji (2.9.a)-(2.9.c).
Podobnie, jeśli byłaby znana wartość pochodnej różnicowej ∂xU

n
M , to

funkcja siatkowa Uni dla i =M, . . . , 2M − 1, byłaby rozwi ↪azaniem schematu




∂tU
n−1
i − ∂x∂xUni = fni i =M + 1, . . . , 2M − 1 (2.11.a)

∂tU
n−1
M + 1

h
∂xU

n
M+1 = f

n
M +

1
h
∂xU

n
M . (2.11.b)

Un0 = U
n
2M = 0 n = 0, . . . , N. (2.11.c)

Zauważmy jednak że, w momencie obliczania Uni dla i = 1, . . . , 2M − 1
ani ∂xU

n
M ani ∂xU

n
M+1 nie s ↪a wartościami znanymi.

Zaproponowana w tej pracy dyskretyzacja bazuje na pomyśle polegaj ↪acym
na zast ↪apieniu nieznanych w momencie obliczania U

n pochodnych różni-
cowych ∂xU

n
M i ∂xU

n
M+1, odpowiednimi z poprzedniej warstwy czasowej. Dla

rozwi ↪azania zagadnienia (2.1.a)-(2.1.c) z rozwini ↪ecia w szereg Taylora mamy
bowiem:

∂u

∂x
(xM , nτ) =

∂u

∂x
(xM , (n− 1)τ) +O(τ).

Przy znanym Un−1, wykorzystuj ↪ac powyższe zależności, możemy próbować
aproksymować rozwi ↪azanie zagadnienia (2.1.a)-(2.1.c) na n-tej warstwie cza-
sowej w dwóch krokach.
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W pierwszym kroku możemy obliczyć wartości Ũni dla i = 1, . . . ,M , ze
schematu





∂tŨ
n−1
i − ∂x∂xŨni = fni , i = 1, . . . ,M − 1, (2.12.a)

∂tŨ
n−1
M + 1

h
∂xŨ

n
M = f

n
M +

1
h
∂xU

n−1
M+1, (2.12.b)

Ũn0 = Ũ
n
2M = 0 n = 0, . . . , N. (2.12.c)

w drugim Ûni dla i =M, . . . , 2M − 1, ze schematu





∂tÛ
n−1
i − ∂x∂xÛni = fni , i =M + 1, . . . , 2M − 1, (2.13.a)

∂tÛ
n−1
M + 1

h
∂xÛ

n
M+1 = f

n
M +

1
h
∂xU

n−1
M . (2.13.b)

Ûn0 = Û
n
2M = 0 n = 0, . . . , N. (2.13.c)

Zwróćmy uwag ↪e, że schamat (2.12.a)-(2.12.c) różni si ↪e od schamatu (2.10.a)-
(2.10.c) tylko drugim wyrazem prawej strony odpowiedniego równania w pun-
kcie xM wzi ↪etym na (n−1)-ej warstwie czasowej. Podobnie jest w przypadku
(2.13.a)-(2.13.c).
Zauważmy także, że funkcje siatkowe wyznaczone za pomoc ↪a dwóch wyżej
wypisanych schematów, nie daj ↪a żadych powodów by twierdzić, że zachodzi
równość ŨnM = Û

n
M . Należy zatem założyć, że Ũ

n
M 6= ÛnM i uwzgl ↪ednić t ↪a

informacj ↪e przy tworzeniu globalnego rozwi ↪azania U
n. Funkcja ta bowiem

jest niezb ↪edna do wyznaczenia aproksymacji zagadnienia (2.1.a)-(2.1.c) na
kolejnej, (n + 1)-ej warstwie czasowej. Wzgl ↪edem U

n liczne s ↪a odpowiednie
pochodne różnicowe wzgl ↪edem czasu i pochodne różnicowe aproksymuj ↪ace
pochodne normalne na brzegach podobszarów ΩR i ΩB.
Proponowany schemat dyskretyzacji jest schematem, który bazuje na

powyższych obserwacjach. W każdym kroku czasowym rozwi ↪azania przy-
bliżonego zagadnienia (2.1.a)-(2.1.c) poszukiwać b ↪edziemy rozwi ↪azuj ↪ac na-
przemian, ale nie równolegle, niezależne zadania na ΩR i ΩB. Na obszarze
ΩR b ↪edziemy poszukiwali aproksymacji zagadnienia wyjściowego na pełnych
warstwach czasowych, tzn. dla t = τ, 2τ, . . . , nτ , natomiast na obszarze ΩB
na połówkowych warstwach czasowych, tzn. dla t = 1

2
τ, 3
2
τ, . . . , (N − 1

2
)τ .

Poniewiaż w punkcie xM rozwi ↪azanie przybliżone jest liczone co pół kroku
czasowego, co pół kroku nast ↪epować b ↪edzie wymiana informacji pomi ↪edzy
rozwi ↪azaniami określonymi na s ↪asiednich obszarach, w tym właśnie punkcie.
Także co pół kroku czasowego, uaktualniana b ↪edzie również różnicowa po-
chodna w punkcie xM .
Ide ↪e implementacji schematu przy dekompozycji Ω na dwa równe podod-

cinki, przedstawia Rys. 2.
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2

h h
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x

R B

U
n+

1

2

n−
1

2

n

n+ 1

2

h h

Rys. 2

Uogólnijmy teraz opisan ↪a wyżej sytuacj ↪e na przypadek dekompozycji Ω
na 2K naprzemian położonych, równych pododcinków typu Red i Black,
czyli przy założeniach przyj ↪etych w Podrozdziale 2.2.
W tym przypadku znalezienie aproksymacji zagadnienia (2.1.a)-(2.1.c)

schematem zamkni ↪etym Eulera, wymaga rozwi ↪azania na każdej warstwie cza-
sowej układu równań algebraicznych z macierz ↪a trójdiagonaln ↪a wymiaru
(2KM)× (2KM), przy P = 2KM .
W przypadku proponowanej tu dyskretyzacji, znalezienie aproksymacji

zadania (2.1.a)-(2.1.c), sprowadza si ↪e do rozwi ↪azania na każdej warstwie
czasowej K niepowi ↪azanych ze sob ↪a zadań określonych na obszarach ΩR,
z których każde wymaga rozwi ↪azania układu równań z macierz ↪a trójdiago-
naln ↪a wymiaru M × M i tej samej ilości i wymiaru zadań określonych na
każdym z obszarów ΩB. Fakt, że zadania na poszczególnych obszarach ΩRi dla
i = 1, . . . , K s ↪a niepowi ↪azane, jest konsekwencj ↪a odpowiedniej dekompozycji.
Dziel ↪ac wyjściowy obszar Ω na podobszary wymagaliśmy, żeby podobszary
obszaru Ω różnych typów, położone były naprzemian.
Rozważmy sytuacj ↪e, w której dysponujemy komputerem oK procesorach.

W jednym kroku czasowym możemy niezależnie policzyć Un(x) na każdym
z podobszarów typu ΩR - każdy z K procesorów liczy niezależne zadanie
określone na jednym z obszarów ΩRk dla k = 1, . . . , K. W drugim kroku, po

wymianie informacji na rozci ↪eciach, niezależnie liczymy U
n+ 1
2 (x) na każdym

z obszarów ΩB. Opisan ↪a wyżej sytuacj ↪e ilustruj ↪a Rys.3-4.
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16



Wypiszemy teraz schemat różnicowy dla wyżej wprowadzonej dyskretyza-
cji, przy dekompozycji obszaru Ω na 2K naprzemian położonych pododcin-
ków typu Red, Black.
Rozwi ↪azania przybliżonego zagadnienia (2.1.a)-(2.1.c) poszukujemy za

pomoc ↪a nast ↪epuj ↪acego schematu:

znaleźć U
1
2
j , j ∈

{
j : xj ∈ ΩhB

}
, takie że:





∂t/2U
0
j − ∂x∂xU

1
2
j = f

1
2
j j ∈

{
j : xj ∈ ΩhB

}
,

∂t/2U
0
j − 1h

(
∂xU

1
2
j+1 − ∂xU0j

)
= f

1
2
j j ∈ {j : xj = (2k − 1)H, k = 1, . . . ,K} ,

∂t/2U
0
j − 1h

(
∂xU

0
j+1 − ∂xU

1
2
j

)
= f

1
2
j j ∈ {j : xj = 2kH, k = 1, . . . ,K − 1} ,

U
1
2
j = U

0
j j ∈

{
j : xj ∈ ΩhR

}
,

(2.14.a)

dla n = 1, . . . , N




znaleźć Unj , j ∈
{
j : xj ∈ ΩhR

}
, takie że:





∂tU
n−1
j − ∂x∂xUnj = fnj j ∈

{
j : xj ∈ ΩhR

}
,

∂t/2U
n− 1
2

j − 1h
(
∂xU

n− 1
2

j+1 − ∂xUnj
)
= fnj j ∈ {j : xj = (2k − 1)H, k = 1 . . . ,K} ,

∂t/2U
n− 1
2

j − 1h
(
∂xU

n
j+1 − ∂xU

n− 1
2

j

)
= fnj j ∈ {j : xj = 2kH, k = 1 . . . ,K − 1} ,

Unj = U
n− 1
2

j j ∈
{
j : xj ∈ ΩhB

}
,

(2.14.b)

znaleźć U
n+ 1
2

j , j ∈
{
j : xj ∈ ΩhB

}
, takie że:





∂tU
n− 1
2

j − ∂x∂xU
n+ 1
2

j = f
n+ 1
2

j j ∈
{
j : xj ∈ ΩhB

}
,

∂t/2U
n
j − 1h

(
∂xU

n+ 1
2

j+1 − ∂xUnj
)
= f

n+ 1
2

j j ∈ {j : xj = (2k − 1)H, k = 1, . . . ,K} ,
∂t/2U

n
j − 1h

(
∂xU

n
j+1 − ∂xU

n+ 1
2

j

)
= f

n+ 1
2

j j ∈ {j : xj = 2kH, k = 1, . . . ,K − 1} ,
U
n+ 1
2

j = Unj j ∈
{
j : xj ∈ ΩhR

}
,

(2.14.c)

U0(xj) = u0(xj) x ∈ Ωh. (2.14.d)

Odnotujmy, że każdy z podschematów schematu (2.14.a)-(2.14.d) ma jed-
noznaczne rozwi ↪azanie, ponieważ macierze odpowiednich układów równań
algebraicznych powstałych w wyniku dyskretyzacji, s ↪a dodatnio określone.
Zaproponowany schemat dyskretyzacji jest schematem dwuwarstwowym,

poza punktami x ∈ ΩhΓ - czyli na rozci ↪eciach, w których (2.14.a)-(2.14.d) jest
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trójwarstwowy.
Implementacja schematu (2.14.a)-(2.14.d) przedstawia si ↪e nastepuj ↪aco.

Niech dane b ↪edzie U
n− 1
2 (x). W pierszym półkroku obliczamy Un(x) z (2.14.b).

Sprowadza si ↪e to do rozwi ↪azaniaK niezależnych zadań określonych na podob-
szarach ΩRk dla k = 1, . . . , K. Nast ↪epnie, po obliczeniu U

n(x), uaktualnione

zostaj ↪a wartości U
n− 1
2 (x) i pochodnych różnicowych w punktach x ∈ ΩhΓ, po

czym wyznaczane rozwi ↪azanie U
n+ 1
2 (x) z rówanania (2.14.c). Jego wyznacze-

nie wymaga rozwi ↪azania K niepowi ↪azanych ze sob ↪a zadań określonych na

Ω
h

Bk
, k = 1, . . . , K.
Proponowany schemat, dla zadanego Un, umożliwia zatem znalezienia

rozwi ↪azania globalnego na kolejnej, (n + 1)-ej warstwie czasowej - U
n+1,

w dwóch krokach. W każdym z kroków musimy rozwi ↪azać K niezależnych
układów równań algebraicznych z macierzami trójdiagonalnymi wymiaruM×
M . Dla przypomnienia, w standardowej dyskretyzacji schematem zamkni ↪etym
Eulera, na każdej warstwie czasowej powstaje układ równań algebraicznych,
z macierz ↪a trójdiagonaln ↪a wymiaru 2KM × 2KM . Schemat przez nas pro-
ponowany bardzo dobrze nadaje si ↪e zatem do obliczeń równoległych. Dys-
ponuj ↪ac komputerem o K procesorach, w pierwszym półkroku czasowym
możemy niezależnie policzyć Un(x) na każdym z podobszarów typu ΩR -
każdy z K procesorów rozwi ↪azuje niezależne zadanie określone na jednym
z pododcinków ΩRi dla i = 1, . . . , K. W drugim półkroku, po wymianie
informacji na brzegach podobszarów, niezależnie wyznaczamy rozwi ↪azanie
Un+

1
2 (x) na każdym z obszarów ΩB . Dodajmy tutaj, ze ilość informacji

wymienianej pomi ↪edzy obszarami różnych typów to tylko dwie liczby : wartość
funkcji i odpowiedniej pochodnej różnicowej.
Zbadajmy teraz rz ↪ad lokalnej aproksymacji proponowanego schematu. Za-

uważmy najpierw, że równania (2.14.a)-(2.14.d) wzi ↪ete osobno, nie aproksy-
muj ↪a równań (2.1.a)-(2.1.c) na odcinku Ω. W punktach x ∈ ΩhΓ, zamiast
aproksymacji lokalnej rz ↪edu O

(
τ + h2

)
, jak w schemacie zamkni ↪etym Eu-

lera, mamy dla każdego z równań lokaln ↪a aproksymacj ↪e rz ↪edu O
(
τ + τ

h

)
.

Aby to zauważyć rozważmy aproksymacj ↪e lokaln ↪a w punkcie xM ∈ ΩhΓ. Z
równania (2.14.b) na n-tej warstwie czasowej w punkcie xM , dla dostatecznie
regularnego rozwi ↪azania zagadnienia (2.1.a)-(2.1.c), mamy

∂t/2u
n− 1
2

M − 1
h

(
∂xu

n− 1
2

M+1 − ∂xunM
)
=

= ∂t/2u
n− 1
2

M − ∂x∂xunM +
τ

2h
∂t/2∂xu

n− 1
2

M+1 =

= ∂tu
n−1
M − ∂x∂xunM +O

(
τ +
τ

h

)
.

Oczywiście we wn ↪etrzu podobszarów ΩR i ΩB rz ↪ad aproksymacji lokalnej
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wynosi O
(
τ + h2

)
, tak jak w schemacie zamkni ↪erym Eulera. Zauważmy

jednak, że równania (2.14.b)-(2.14.c) wzi ↪ete razem na s ↪asiednich warstwach

czasowych, daj ↪a w punkcie xM rz ↪ad lokalnej aproksymacji O
(
τ + h2 + τ

2

h

)
.

Mamy bowiem w punkcie xM , po dodaniu stronami równań (2.14.b) i (2.14.c)

(
∂t/2u

n− 1
2

M + ∂t/2u
n
M

)
− 2
h



∂xu
n− 1
2

M+1 + ∂xu
n+ 1
2

M+1

2
− ∂xunM



 =
(
fn+1 + fn+

1
2

)
,

co można przekształcić do postaci

1

τ

(
u
n+ 1
2

M − un−
1
2

M

)
− 1
h



∂xu
n− 1
2

M+1 + ∂xu
n+ 1
2

M+1

2
− ∂xunM



 =

(
fn+1 + fn+

1
2

)

2
.

St ↪ad lokalna aproksymacja na n-tej warstwie czasowej w punkcie xM wynosi
O
(
τ + h2 + τ

2

h

)
- podonie jest dla każdego x ∈ ΩhΓ. Oczywiście zarówno we

wn ↪etrzu ΩR jak i we wn ↪etrzu ΩB, mamy na n-tej warstwie czasowej lokaln ↪a
aproksymacj ↪e O(τ + h2).
Rozważmy zachowanie si ↪e schematu (2.14.a)-(2.14.d)w przypadku τ/h =

const oraz przy τ/h2 = const, czyli przy najcz ↪eściej przyjmowanych sto-
sunkach na kroki schematu zamkni ↪etego Eulera. Zauważmy, że przy stałym
stosunku parametrów τ/h, dla schematu (2.14.a)-(2.14.d), rz ↪ad lokalnej a-
proksymacji na rozci ↪eciu wynosi

O
(
τ + h2 + τ

τ

h

)
= O(τ + h2).

Podobnie, przy stałym stosunku τ/h2, rz ↪ad lokalnej aproksymacji propono-
wanego schematu to

O
(
τ + h2 + τ

3
2

√
τ

h2

)
= O(τ + h2).

Możemy zatem sformułować

Uwaga 1. Dla schematu (2.14.a)-(2.14.d), przy dostatecznie regularnym
rozwi ↪azaniu (2.1.a)-(2.1.c), bł ↪ad lokalnej aproksymacji przy τ/h = const oraz
przy τ/h2 = const nie jest niższy niż dla schematu zamkni ↪etego Eulera.

Uwaga 2. Wprowadzaj ↪ac dodatkowe aproksymacje pochodnych normalnych
w punktach ΩhΓ, podwyższyliśmy rz ↪ad lokalnej aproksymacji wzgl ↪edem schematu
proponowanego w [2]. Dla schematu rozważanego w [2], w punktach ΩhΓ rz ↪ad
lokalnej aproksymacji wynosi bowiem 1

h
.
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2.4 Analiza stabilności

W tym podrozdziale zajmiemy si ↪e analiz ↪a stabilności schematu (2.14.a)-
(2.14.d). Sformułowane i udowodnione zostan ↪a metod ↪a nierówności energe-
tycznych (patrz [16]) Twiedzenia 1 i 2, o bezwarunkowej stabilności rozwa-
żanego schematu w różnych normach.
Wynikiem Twierdzenia 1 jest bezwarunkowa stabilność schematu (2.14.a)-

(2.14.d) w silnych normach - zawieraj ↪ecych pochodne wzgl ↪edem czasiu rozwi ↪azań
tego schematu. Rezultatem Twierdzenia 2 natomiast, które jest wnioskiem
z pierwszego, jest stabilność schematu w normach standardowo używanych
przy tego typu zadaniach (patrz np. [16],[18]).
Bezpośrednie próby udowodnienia stabilności schematu (2.14.a)-(2.14.d)

w normach ogólnie do tego używanych ([2],[3],[8]) i nazywanych przez nas
dalej normami słabymi, bez dodatkowych założeń, nie dały satysfakcjonuj ↪a-
cych rezultatów. Poważnym kłopotem okazała si ↪e analiza wprowadzonych
przez nas aproksymacji pochodnych różnicowych w punktach ΩhΓ. Próby
udowodnienia stabilności proponowanego schematu doprowadziły nas do sto-
sunkowo łatwego i przejrzystego sposóbu na udowodnienie stabilności w stan-
dardowych normach. Punktem wyjścia jest pokazanie stabilności schematu
(2.14.a)-(2.14.d) w silnych normach.

2.4.1 Silne normy

Sformułujemy i udowodnimy teraz nast ↪epuj ↪ace twierdzenie o bezwarunkowej
stabilności schematu (2.14.a)-(2.14.d) w silnych normach, tj. w normach za-
wartych w lewej stronie oszacowania Twierdzenia 1.

Twierdzenie 1 (Silne normy). Rozwi ↪azania schematu (2.14.a)-(2.14.d)
spełniaj ↪a nast ↪epuj ↪ace oszacowanie

max
n=1,...,N−1

{∥∥∥∂t/2Un
∥∥∥
2

L2
h
(Ωh
δ
)
+
∥∥∥∂t/2Un−

1
2

∥∥∥
2

L2
h
(Ωh
δ
)

}
+

+ max
n=1,...,N−1

{∥∥∥∂tUn
∥∥∥
2

L2
h
(Ω
h

R)
+
∥∥∥∂tUn−

1
2

∥∥∥
2

L2
h
(Ω
h

B)

}
+

+τ
N−1∑

n=0

{∥∥∥∂x∂tUn
∥∥∥
2

L2
h
(Ω
h

R)
+
∥∥∥∂x∂tUn−

1
2

∥∥∥
2

L2
h
(Ω
h

B)

}
¬

¬M
{∥∥∥f

1
2

∥∥∥
2

L2
h
(Ω
h

B)
+
∥∥∥f1

∥∥∥
2

L2
h
(Ωh
R
)
+ τ

N∑

n=2

{∥∥∥∂tfn−
3
2

∥∥∥
2

L2
h
(Ωh
B
)
+
∥∥∥∂tfn−1

∥∥∥
2

L2
h
(Ωh
R
)

}
+

+τ
N∑

n=2

{∥∥∥∂t/2fn−
3
2

∥∥∥
2

L2
h
(Ωh
δ
)
+
∥∥∥∂t/2fn−1

∥∥∥
2

L2
h
(Ωh
δ
)

}
+
∥∥∥∂x∂xU0

∥∥∥
2

L2
h
(Ωh)

}
,

gdzieM jest stał ↪a dodatni ↪a niezależn ↪a od τ, h oraz H.
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Uwaga 3. Zwróćmy uwag ↪e na normy po lewej stronie wypisanego wyżej os-
zacowania. Zawieraj ↪a one pochodne różnicowe rozwi ↪azań schematu (2.14.a)-
(2.14.d), zamiast samych jego rozwi ↪azań. St ↪ad nazwa stabilności w silnych
normach.

Dowód. Dowód oparty jest na metodzie nierówności energetycznych, zas-
tosowanej do schematu powstałego z (2.14.a)-(2.14.d), przez odj ↪ecie od siebie
stronami odpowiednich równań, określonych na s ↪asiednich warstwach cza-
sowych.
W pierwszej kolejności skoncentrujemy si ↪e na równaniach schematu

(2.14.a)-(2.14.d) określonych na Ω
h
R. Nast ↪epnie, przez analogi ↪e, przeniesiemy

otrzymane wyniki na odpowiednie równania określone na Ω
h

B.
Dla ustalenia uwagi zajmijmy si ↪e szczegółowo, równaniami rozważanego

schematu określonymi na ustalonym, wewn ↪etrznym pododcinku Ω
h

Rk
, czyli

dla k = 2, . . . , K. Dla tego podobszaru ∂ΩhRk =
{
x2kM , x(2k+1)M

}
.

Przypomnijmy, że z równań (2.14.b), na n-tej warstwie czasowej w punkcie
x2kM mamy

∂t/2U
n− 1
2

2kM −
1

h

(
∂xU

n
2kM+1 − ∂xU

n− 1
2

2kM

)
= fn2kM ,

zaś z równań (2.14.c) w punkcie x2kM na (n− 12) warstwie czasowej mamy

∂t/2U
n−1
2kM −

1

h

(
∂xU

n−1
2kM+1 − ∂xU

n− 1
2

2kM

)
= f

n− 1
2

2kM .

Odejmuj ↪ac stronami dwa powyższe równania, otrzymujemy

∂t/2U
n− 1
2

2kM − ∂t/2Un−12kM −
τ

h
∂t∂xU

n−1
2kM+1 =

τ

2
∂t/2f

n− 1
2

2kM . (2.15)

Analogicznie, w punkcie x(2k+1)M dostajemy

∂t/2U
n− 1
2

(2k+1)M − ∂t/2Un−1(2k+1)M +
τ

h
∂t∂xU

n−1
(2k+1)M =

τ

2
∂t/2f

n− 1
2

(2k+1)M . (2.16)

Odejmuj ↪ac stronami równanie (2.14.b) na n-tej i (n − 1)-szej warstwie cza-
sowej, dla wszystkich punktów xj ∈ ΩhRk , otrzymujemy natomiast

∂tU
n−1
j − ∂tUn−2j + τ∂t∂x∂xU

n−1
j = τfn−1j . (2.17)

Zapiszmy równania (2.15), (2.16) i (2.17) jako jeden schemat określony
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na Ω
h

Rk





∂t/2U
n− 1
2

2kM − ∂t/2Un−12kM − τh∂t∂xUn−12kM+1 = τ
2
∂t/2f

n− 1
2

2kM ,

∂tU
n−1
j − ∂tUn−2j − τ∂t∂x∂xUn−1j = τ∂tf

n−1
j ,

j ∈ {j : xj ∈ ΩhRk},

∂t/2U
n− 1
2

(2k+1)M − ∂t/2Un−1(2k+1)M + τh∂t∂xUn−1(2k+1)M = τ
2
∂t/2f

n− 1
2

(2k+1)M .

(2.18)

Zbadajmy teraz stabilność schematu (2.18).
W tym celu mnożmy punktowo równania schematu (2.18) przez h∂tU

n−1
j i

sumujemy po j = 2kM, . . . , (2k + 1)M . Daje to równanie

h
(
∂t/2U

n− 1
2

2kM − ∂t/2Un−12kM
)
∂tU

n−1
2kM + h

(2k+1)M−1∑

j=2kM+1

(
∂tU

n−1
j − ∂tUn−2j

)
∂tU

n−1
j +

+h
(
∂t/2U

n− 1
2

(2k+1)M − ∂t/2Un−1(2k+1)M
)
∂tU

n−1
(2k+1)M +

−τ∂t∂xUn−12kM+1∂tUn−12kM − τh
(2k+1)M−1∑

j=2kM+1

∂t∂x∂xU
n−1
j ∂tU

n−1
j +

+τ∂t∂xU
n−1
(2k+1)M∂tU

n−1
(2k+1)M =

=
τh

2
∂t/2f

n−1
2kM∂tU

n−1
2kM + τh

(2k+1)M−1∑

j=2kM+1

∂tf
n−1
j ∂tU

n−1
j +

+
τh

2
∂t/2f

n−1
(2k+1)M∂tU

n−1
(2k+1)M . (2.19)

Uprośćmy nieco lew ↪a stron ↪e powyższej równości. Zauważmy, że dla trzech
pierwszych wyrazów lewej strony (2.19) maj ↪a miejsce nast ↪epuj ↪ace tożsamości
(-zobacz definicje pochodnych różnicowych str. 12)

∀x ∈ ΩhΓ : h
(
∂t/2U

n− 1
2 (x)− ∂t/2Un−1(x)

)
∂tU

n−1(x) =

=
1

2
h
(
∂t/2U

n− 1
2 (x)− ∂t/2Un−1(x)

) (
∂t/2U

n− 1
2 (x) + ∂t/2U

n−1(x)
)
=

=
1

2
h

{∣∣∣∂t/2Un−
1
2 (x)

∣∣∣
2 −

∣∣∣∣∂t/2U
n−1(x)

∣∣∣∣
2
}
(2.20)

i

∀x ∈ ΩhRk :
(
∂tU

n−1(x)− ∂tUn−2(x)
)
∂tU

n−1(x) =

=
1

2
|∂tUn−1(x)− ∂tUn−2(x)|2 +

1

2
|∂tUn−1(x)|2 −

1

2
|∂tUn−2(x)|2. (2.21)
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Wyrazy czwarty, pi ↪aty i szósty lewej strony równości (2.19) upraszczamy
stosuj ↪ac wzory sumowania przez cz ↪eści (zobacz [16] - str. 184). Korzystaj ↪ac
z nich mamy

−τ∂t∂xUn−12kM+1∂tUn−12kM − τh
(2k+1)M−1∑

j=2kM+1

∂t∂x∂xU
n−1
j ∂tU

n−1
j +

+τ∂t∂xU
n−1
(2k+1)M∂tU

n−1
(2k+1)M = τh

(2k+1)M∑

j=2kM+1

|∂x∂xUn−1j |2. (2.22)

Podstawmy (2.21), (2.20) i (2.22) do równania (2.19). Daje to nast ↪epuj ↪ace
wyrażenie

1

2

{
‖∂tUn−1 − ∂tUn−2‖2L2

h
(Ωh
Rk
) + ‖∂tUn−1‖2L2

h
(Ωh
Rk
) − ‖∂tUn−2‖2L2

h
(Ωh
Rk
)

}
+

+
1

2
h

{∣∣∣∣∂t/2U
n− 1
2

2kM

∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣∂t/2U
n− 1
2

(2k+1)M

∣∣∣∣
2

−
∣∣∣∣∂t/2U

n−1
2kM

∣∣∣∣
2

−
∣∣∣∣∂t/2U

n−1
(2k+1)M

∣∣∣∣
2
}
+

+τh
(2k+1)M∑

j=2kM+1

∣∣∣∂x∂tUn−1j
∣∣∣
2
=

= τh
(2k+1)M−1∑

j=2kM+1

∂tf
n−1
j ∂tU

n−1
j +

+
τh

2

{
∂t/2f

n−1
2kM∂tU

n−1
2kM + ∂t/2f

n−1
(2k+1)M∂tU

n−1
(2k+1)M

}
¬

¬ τ
ε

{
‖∂tfn−1‖2L2

h
(Ωh
Rk
) + h|∂t/2fn−12kM |2 + h|∂t/2fn−1(2k+1)M |2

}
+

+ετ‖∂tUn−1‖2L2
h
(Ωh
Rk
) +

+ετh
{
|∂t/2Un−

1
2

2kM |2 + |∂t/2Un−12kM |2 + |∂t/2U
n− 1
2

(2k+1)M |2 + |∂t/2Un−1(2k+1)M |2
}
.

(2.23)

Ostatni ↪a nierówność otrzymaliśmy stosuj ↪ac Lemat 11 - str. 172 oraz prosty
fakt wynikaj ↪acy z definicji pochodnych różnicowych (zobacz str. 12), tj.

|∂tUn−1(x)| ¬
1

2

{
|∂t/2Un−

1
2 (x)|+ |∂t/2Un−1(x)|

}
∀x ∈ ΩhΓ.

Podobne oszacowanie do (2.23), które zostało wyprowadzone dla wewn ↪etrznych

podobszarów obszaru Ω
h
R, otrzymujemy dla brzegowego podobszaru Ω

h
R1
.

Ostatecznie, sumuj ↪ac po k = 1, . . . , K nierówności (2.23), dla równań

schematu (2.14.a)-(2.14.d) określonych na Ω
h

R i dla n  2, otrzymujemy o-
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szacowanie

1

2

{
‖∂tUn−1 − ∂tUn−2‖2L2

h
(Ωh
R
) + ‖∂tUn−1‖2L2

h
(Ωh
R
) − ‖∂tUn−2‖2L2

h
(Ωh
R
)

}
+

+
1

2

∥∥∥∂t/2Un−
1
2

∥∥∥
2

L2
h
(Ωh
δ
)
− 1
2

∥∥∥∂t/2Un−1
∥∥∥
2

L2
h
(Ωh
δ
)
+ τ

∥∥∥∂x∂tUn−1
∥∥∥
2

L2
h
(Ω
h

R)
¬

¬ τ
ε

{
‖∂tfn−1‖2L2

h
(Ωh
R
) +

∥∥∥∂t/2fn−1
∥∥∥
2

L2
h
(Ωh
δ
)

}
+

+ετ
{
‖∂tUn−1‖2L2

h
(Ωh
R
) +

∥∥∥∂t/2Un−
1
2

∥∥∥
2

L2
h
(Ωh
δ
)
+
∥∥∥∂t/2Un−1

∥∥∥
2

L2
h
(Ωh
δ
)

}
. (2.24)

Wypiszemy teraz oszacowanie odpowiadaj ↪ace (2.24), dla równań rozwa-

żanego schematu określonych na Ω
h
B i n > 2. Dowód tej nierówności jest

analogiczny do dowodu (2.24). Tym razem, w pierwszej kolejności odejmu-
jemy od siebie stronami równania (2.14.c) na (n − 1

2
)-ej warstwie czasowej

i (2.14.b) na (n − 1)-ej warstwie czasowej by uzyskać równanie w punktach
x ∈ ΩhΓ. Nast ↪epnie, aby otrzymać równanie określone w punktach x ∈ ΩhB,
odejmujemy od siebie stronami równania (2.14.c), określone odpowiednio na
(n− 1

2
)-ej i (n− 3

2
)-ej warstwie czasowej. Post ↪epuj ↪ac dalej jak przy dowodzie

(2.24) dostajemy

1

2

{∥∥∥∂tUn−
3
2 − ∂tUn−

5
2

∥∥∥
2

L2
h
(Ωh
B
)
+
∥∥∥∂tUn−

3
2

∥∥∥
2

L2
h
(Ωh
B
)
−
∥∥∥∂tUn−

5
2

∥∥∥
2

L2
h
(Ωh
B
)

}
+

+
1

2

∥∥∥∂t/2Un−1
∥∥∥
2

L2
h
(Ωh
δ
)
− 1
2

∥∥∥∂t/2Un−
3
2

∥∥∥
2

L2
h
(Ωh
δ
)
+ τ

∥∥∥∥∂x∂tU
n− 3
2

j

∥∥∥∥
2

L2
h
(Ω
h

B)
¬

¬ τ
ε

{∥∥∥∂tfn−
3
2

∥∥∥
2

L2
h
(Ωh
B
)
+
∥∥∥∂t/2fn−

3
2

∥∥∥
2

L2
h
(Ωh
δ
)

}
+

+ετ
{∥∥∥∂tUn−

3
2

∥∥∥
2

L2
h
(Ωh
B
)
+
∥∥∥∂t/2Un−1

∥∥∥
2

L2
h
(Ωh
δ
)
+
∥∥∥∂t/2Un−

3
2

∥∥∥
2

L2
h
(Ωh
δ
)

}
. (2.25)

Dla n = 2, post ↪epuj ↪ac jak wyżej, otrzymujemy nieco inne oszacowanie.
Wynika, to z różnicy pomi ↪edzy (2.14.a) i (2.14.c) w wewn ↪etrznych punktach
siatki ΩhB. Zwróćmy uwag ↪e, że w pierwszym z wyżej wymienionych równań
pochodna rozwi ↪azania dyskretnego wzgl ↪edem czasu to ∂t/2U

0 - czyli iloraz
różnicowy o pół kroku czasowego, natomiast na kolejnych warstwach cza-
sowych mamy ∂tU

n− 1
2 , czyli iloraz różnicowy brany o pełny krok czasowy.
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Odpowiednik (2.25) dla n = 2, to

1

2

{∥∥∥∂tU
1
2 − ∂t/2U0

∥∥∥
2

L2
h
(Ωh
B
)
+
∥∥∥∂tU

1
2

∥∥∥
2

L2
h
(Ωh
B
)
−
∥∥∥∂t/2U0

∥∥∥
2

L2
h
(Ωh
B
)

}
+

+
1

2

∥∥∥∥∂t/2U
1
M

∥∥∥∥
2

L2
h
(Ωh
δ
)
− 1
2

∥∥∥∥∂t/2U
1
2
M

∥∥∥∥
2

L2
h
(Ωh
δ
)
+ τ

∥∥∥∂x∂tU
1
2

∥∥∥
2

L2
h
(Ω
h

B)
¬

¬ τ
ε

{∥∥∥∂tf
1
2

∥∥∥
2

L2
h
(Ωh
B
)
+
∥∥∥∂t/2f

1
2

∥∥∥
2

L2
h
(Ωh
δ
)

}
+

+ετ
{∥∥∥∂t/2U

1
2

∥∥∥
2

L2
h
(Ωh
B
)
+
∥∥∥∂t/2U1

∥∥∥
2

L2
h
(Ωh
δ
)
+
∥∥∥∂t/2U

1
2

∥∥∥
2

L2
h
(Ωh
δ
)

}
. (2.26)

Dodajmy teraz stronami wyżej otrzymane nierówności rozróżniaj ↪ac dwa
przypadki n = 2 i n > 2.
W przypadku n = 2 dodajmy stronami nierówności (2.24) i (2.26).
Dla n = 3, . . . , N dodajmy stronami nierówności (2.24) i (2.25).
Otrzymane w ten sposób nierówności dodajemy do siebie stronami dla

n = 2, . . . , N . Dodatkowo przenosimy na lew ↪e stron ↪e otrzymanej nierówności
wyrazy

ετ

{∥∥∥∂tUN−1
∥∥∥
2

L2
h
(Ωh
R
)
+
∥∥∥∂tUN−

3
2

∥∥∥
2

L2
h
(Ωh
B
)
+
∥∥∥∥∂t/2U

N− 1
2

M

∥∥∥∥
2

L2
h
(Ωh
δ
)

}
.

Daje to oszacowanie postaci

(1− τε)
{∥∥∥∂tUN−1

∥∥∥
2

L2
h
(Ωh
R
)
+
∥∥∥∂tUN−

3
2

∥∥∥
2

L2
h
(Ωh
B
)
+
∥∥∥∂t/2UN−

1
2

∥∥∥
2

L2
h
(Ωh
δ
)

}
+

+τ
N∑

n=2

{
‖∂x∂tUn−1‖2

L2
h
(Ω
h

R)
+ ‖∂x∂tUn−

3
2‖2
L2
h
(Ω
h

B)

}
¬

¬ ετ
N−1∑

n=2

{∥∥∥∂tUn−1
∥∥∥
2

L2
h
(Ωh
R
)
+
∥∥∥∂tUn−

3
2

∥∥∥
2

L2
h
(Ωh
B
)

}
+

+ετ
N−1∑

n=2

{∥∥∥∂t/2Un
∥∥∥
2

L2
h
(Ωh
δ
)
+
∥∥∥∂t/2Un−

1
2

∥∥∥
2

L2
h
(Ωh
δ
)

}
+

+
τ

ε

N∑

n=2

{∥∥∥∂tfn−1
∥∥∥
2

L2(ΩR)
+
∥∥∥∂tfn−

3
2

∥∥∥
2

L2(ΩB)

}
+

+
τ

ε

N∑

n=2

{∥∥∥∂t/2fn−1
∥∥∥
2

L2
h
(Ωh
δ
)
+
∥∥∥∂t/2fn−

3
2

∥∥∥
2

L2
h
(Ωh
δ
)

}
+

+
∥∥∥∂tU0

∥∥∥
2

L2
h
(Ωh
R
)
+
∥∥∥∂t/2U0

∥∥∥
2

L2
h
(Ωh
B
)
+
∥∥∥∂t/2U

1
2

∥∥∥
2

L2
h
(Ωh
δ
)
.

(2.27)
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Wybierzmy w nierówności (2.27) ε < 1
2τ
i skorzystajmy z nast ↪epuj ↪acej nie-

równości

(1− τε)
{∥∥∥∂tUN−1

∥∥∥
2

L2
h
(Ωh
R
)
+
∥∥∥∂tUN−

3
2

∥∥∥
2

L2
h
(Ωh
B
)
+
∥∥∥∂t/2UN−

1
2

∥∥∥
2

L2
h
(Ωh
δ
)

}


 1
2

{∥∥∥∂tUN−1
∥∥∥
2

L2
h
(Ωh
R
)
+
∥∥∥∂tUN−

3
2

∥∥∥
2

L2
h
(Ωh
B
)
+
∥∥∥∂t/2UN−

1
2

∥∥∥
2

L2
h
(Ωh
δ
)

}
.

Nast ↪epnie trzykrotnie stosujemy nierówność Gronwall’a - Lemat 7, str. 171.
Bierzemy γn = ‖∂tUN−1‖2L2

h
(Ωh
R
)
i po przeniesieniu wszystkich pozostałych

wyrazów na lew ↪a stron ↪e (2.27) pierwszy raz korzystamy z korzystamy Lematu

Gronwall’a. Czynność t ↪a powtarzamy dla γn = ‖∂tUN−
1
2‖2
L2
h
(Ωh
B
)
i po raz trzeci

dla γn = ‖∂t/2UN−
1
2‖2
L2
h
(Ωh
δ
)
. Takie post ↪epowanie daje

max
n=2,...,N
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2
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h
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δ
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∥∥∥
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+

+ max
n=2,...,N
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∥∥∥
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∥∥∥
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∥∥∥
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{ ∥∥∥∂tfn−1
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∥∥∥∂tfn−
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∥∥∥
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}
+

+τ
N∑
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{ ∥∥∥∂t/2fn−1
∥∥∥
2
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h
(Ωh
δ
)
+
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∥∥∥
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δ
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}
+

+
{ ∥∥∥∂tU0

∥∥∥
2
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(Ωh
R
)
+
∥∥∥∂t/2U0

∥∥∥
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B
)
+
∥∥∥∂t/2U

1
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∥∥∥
2

L2
h
(Ωh
δ
)

}
. (2.28)

Zauważmy, że podane wyżej oszacowanie a priori, nie oznacza jeszcze stabil-
ności, bowiem po prawej stronie tego oszacowania wyst ↪epuj ↪a wyrazy okreś-
lone na połówkowej i pierwszej warstwie czasowej, tj.

∥∥∥∂tU0
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2

L2
h
(Ωh
R
)
+
∥∥∥∂t/2U0

∥∥∥
2

L2
h
(Ωh
B
)
+
∥∥∥∂t/2U

1
2

∥∥∥
2

L2
h
(Ωh
δ
)
.

W celu ich wyeliminowania korzystamy z Lematu 1 - str. 44.
Zwróćmy także uwag ↪e, że wyrazy lewej strony powyższej nierówności

(2.28), zawieraj ↪a jedynie ‖∂tUn−1‖L2h(ΩhR). Oszacowanie w normie
‖∂tUn−1‖L2

h
(Ω
h

R)
otrzymujemy korzystamy z faktów

∥∥∥∂tUn−1
∥∥∥
2

L2(ΩR)
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h
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δ
)
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oraz

∥∥∥∂tUn−1
∥∥∥
L2
h
(Ωh
δ
)
¬ 1
2

{∥∥∥∂t/2Un−
1
2

∥∥∥
L2
h
(Ωh
δ
)
+
∥∥∥∂t/2Un−1

∥∥∥
L2
h
(Ωh
δ
)

}
.

Podobnie otrzymujemy oszacowanie ‖∂tUn−
3
2‖
L2
h
(Ω
h

R)
.

2.4.2 Słabe normy

Udowodnimy teraz bezwarunkow ↪a stabilność schematu (2.14.a)-(2.14.d) w
normach słabszych niż w Twierdzeniu 1, ale najcz ↪eściej stosowanych przy
tego typu schematach - zobacz [16], [23].

Twierdzenie 2 (Słabe normy). Rozwi ↪azania schematu (2.14.a)-(2.14.d)
spełniaj ↪a nast ↪epuj ↪ace oszacowanie

max
n=1,...,N

{
‖Un‖2
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h
(Ωh) +
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2

L2
h
(Ωh)

}
,

gdzieM jest stał ↪a dodatni ↪a niezależn ↪a od τ, h oraz H.

Dowód. Dowód Twierdzenia sprowadza si ↪e do zastosowania Lematu 13 -
- str. 172 i Lematu 1 - str. 44 do Twierdzenia 1 - str. 20, o stabilności sche-
matu (2.14.a)-(2.14.d) w silnych normach. Zauważmy bowiem, że na mocy
Lematu 13
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}
, (2.29)

oraz
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}
. (2.30)
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Zatem z (2.29) i (2.30) dostajemy
∥∥∥UN

∥∥∥
2

L2
h
(Ω
h

R)
+
∥∥∥∂xUN

∥∥∥
2

L2
h
(Ω
h

R)
¬

¬ C(T )
{∥∥∥U0

∥∥∥
2

L2
h
(Ω
h

R)
+
∥∥∥∂xU0

∥∥∥
2

L2
h
(Ω
h

R)
+

+τ
N−1∑

n=0

∥∥∥∂x∂tUn
∥∥∥
2

L2
h
(Ω
h

R)
+ max
n=0,...,N−1

∥∥∥∂tUn
∥∥∥
2

L2
h
(Ω
h

R)

}
. (2.31)

Analogicznie dla wyrazów określonych na Ω
h
B otrzymujemy
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. (2.32)

Zauważmy, że cz ↪eść wyrazów prawych stron nierówności (2.31) i (2.32), tzn.
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możemy oszacować korzystaj ↪ac z Twierdzenia 1.
Pozostałe wyrazy, tj.
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,

szacujemy z Lematu 1.

2.5 Analiza zbieżności

W tym podrozdziale zajmiemy si ↪e analiz ↪a zbieżności schematu (2.14.a)-(2.14.d).
Głównym wynikiem s ↪a Twierdzenia 3 i 4, zawieraj ↪ace oszacowanie bł ↪edu
zbieżności schematu w odpowiednio silnych i słabych normach.
Niech u(x, nτ), u

(
x,
(
n+ 1

2

)
τ
)
b ↪ed ↪a rozwi ↪azaniami zagadnienia (2.1.a)-

(2.1.c) i niech U (x, nτ), U
(
x, (n+ 1

2
)τ
)
b ↪ed ↪a rozwi ↪azaniami schematu (2.14.a)-

(2.14.d) dla ustalonego x ∈ Ωh i n  0. Zdefiniujmy bł ↪ad rozwi ↪azania przy-
bliżonego jako funkcje siatkowe postaci:
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η(x, nτ) ≡




U(x, nτ)− u(x, nτ), x ∈ ΩhR,
U(x, nτ)− u

(
x,
(
n− 1

2

)
τ
)
, x ∈ ΩhB,

(2.33)

η
(
x, (n+

1

2
)τ
)
≡



U
(
x,
(
n+ 1

2

)
τ
)
− u(x, nτ), x ∈ ΩhR,

U
(
x,
(
n+ 1

2

)
τ
)
− u

(
x,
(
n+ 1

2

)
τ
)
, x ∈ ΩhB.

(2.34)

Zwróćmy uwag ↪e, że w punktach siatkowych x ∈ ΩhR bł ↪ad rozwi ↪azania zde-
niowany jest jako różnica odpowiedniego rozwi ↪azania przybliżonego i rozwi ↪a-
zania dokładnego, tzn. rozwi ↪azania zagadnienia (2.1.a)-(2.1.c), na pełnych
warstwach czasowych, natomiast dla x ∈ ΩhB rozwi ↪azanie schematu (2.14.a)-
(2.14.d) porównywane jest z warości ↪a dokładn ↪a na połówkowych warstwach
czasowych. W punktach x ∈ ΩhΓ, rozwi ↪azanie schematu porównujemy z ro-
zwi ↪azaniem dokładnym branym co pół kroku czasowego. Wybór takiej właśnie
definicji bł ↪edu wynika z postaci rozwi ↪azań U

n oraz Un+
1
2 . Przypomnijmy, że

funkcja Un(x) dla x ∈ ΩhR jest wyznaczana z równania (2.14.b), natomiast dla
x ∈ ΩhB, wartości funkcji Un(x) s ↪a przenoszone z poprzeniego półkroku cza-
sowego. Wartości rozwi ↪azania w wewn ↪etrznych punktach Ω

h
B powinny być

zatem porównywane z rozwi ↪azaniem dokładnym branym pół warstwy cza-
sowej niżej wzgl ↪edem tej, z któr ↪a porównujemy rozwi ↪azanie schematu w

punktach należ ↪acych do Ω
h
R. Podobnie jest w przypadku definicji funkcji

bł ↪edu na
(
n+ 1

2

)
-ej warstwie czasowej. Wartości rozwi ↪azania przybliżonego

w punktach x ∈ ΩhΓ liczone s ↪a co pół kroku czasowego, st ↪ad konieczność ich
porównywania z rozwi ↪azaniem dokładnym co pół kroku czasowego.

2.5.1 Silne normy

Sformułujmy teraz nast ↪epuj ↪ace twierdzenie o rz ↪edzie zbieżności bł ↪edu schematu
(2.14.a)-(2.14.d) w silnych normach.

Twierdzenie 3 (Silne normy). Niech u b ↪edzie rozwi ↪azaniem (2.1.a)-(2.1.c),

takim że u ∈ C4,3(Ω× [0, T ]). Dla ηn i ηn+ 12 , zachodzi nast ↪epuj ↪ace szacowanie
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gdzieM jest stał ↪a dodatni ↪a niezależn ↪a od τ , h oraz H.

Uwaga 4. Zwróćmy uwag ↪e na normy, w których mierzony jest bł ↪ad zbieżno-
ści proponowanej dyskretyzacji. Twierdzenie powyższe podaje oszacowanie
pochodnych wzgl ↪edem czasu bł ↪edu rozwi ↪azań rozważanego schematu, a nie
bezpośrednio bł ↪edu rozwi ↪azań schematu (2.14.a)-(2.14.d). Przypomnijmy, że
tego typu normy w tej pracy nazywamy normami silnymi.

Uwaga 5. Zwróćmy uwag ↪e na zachowanie rz ↪adu zbieżności bł ↪edu rozważanego
schematu w silnych normach, przy ustalonych stosunkach parametrów dyskre-
tyzacji τ, h i H:

1. przy τ
h2
= const i H = const bł ↪ad zbieżności jest rz ↪edu

O
(
τ + h

3
2

)
= O

(
h
3
2

)
,

2. przy τ
h2
= const i H

h
= const bł ↪ad zbieżności jest rz ↪edu

O (τ + h) = O (h) ,

3. przy τ
h
= const i H = const bł ↪ad zbieżności jest rz ↪edu

O
(
τ + h

1
2

)
= O

(
h
1
2

)
,

4. przy τ
h
= const i H

h
= const nie ma zbieżności.

Te cztery przypadki zostan ↪a w dalszej cz ↪eści pracy - Rozdziale 4, skonfronto-
wane z wynikami odpowiednich eksperymentów numerycznych.

Dowód. Dowód tego Twierdzenia jest wnioskiem z Twierdzenia 1 - str. 20 o
stabilności schematu (2.14.a)-(2.14.d) w silnych normach i lokalnej aproksy-
macji rozważanego schematu.
Wypiszmy schemat dla bł ↪edu naszego schematu dla równań określonych

na Ω
h

R dla n > 1. Podstawiaj ↪ac U
n = ηn+un do schematu (2.14.a)-(2.14.d) i

korzystaj ↪ac z bł ↪edu aproksymacji pochodnych różniczkowych odpowiednimi
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ilorazami różnicowymi możemy napisać
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(2.35.b)

.

i podobnie dla równań określonych na Ω
h

B dla n > 1
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(2.35.c)

Dla n = 1 na dla równań określonych na Ω
h

B mamy natomiast
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(2.35.a)

Tutaj

ρ1j (u
n) =
∂2u

∂t2

(
xj , t

)
; t ∈

((
n− 1
2

)
τ,
(
n+
1

2

)
τ
)
,
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oraz

ρ2j (u
n) =
∂4u

∂x4
(x, nτ) ; x ∈ (xj−1, xj+1) .

Podzielmy bł ↪ad naszego schematu na dwie cz ↪eści.
Pierwszy z nich to bł ↪ad lokalnej aproksymacji określony w każdym punkcie
siatkowym wynikaj ↪acy z aproksymacji pochodnych różniczkowych

∂u
∂t
oraz

∂2u
∂x2
odpowiednimi ilorazami różnicowymi ∂tu i ∂x∂xu. Oznaczać go dalej

b ↪edziemy przez

znj = τρ
1
j (u
n) + h2ρ2j (u

n), z
n+ 1
2

j = τρ1j (u
n+ 1
2 ) + h2ρ2j (u

n+ 1
2 ).

Drugi bł ↪ad to bł ↪ad lokalnej aproksymacji, określony tylko w punktach x ∈ ΩhΓ,
czyli na brzegach odpowiednich podobszarów. Wynika on z aproksymacji
pochodnych normalnych odpowiednimi ilorazami różnicowymi z poprzed-
niej warstwy czasowej. Składaj ↪a si ↪e na niego wyrazy : − τ2h∂t/2∂xunkM oraz
τ
2h
∂t/2∂xu

n
kM gdzie k = 1, . . . , 2K.

Korzystaj ↪ac z Twierdzenia 1 (stabilność jest własności ↪a schematu) i z
faktu, że η0(x) ≡ 0 dla każdego x ∈ Ωh, otrzymujemy nast ↪epuj ↪ac ↪a nierówność
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. (2.36)

Oszacujmy teraz wyrazy prawej strony oszacowania (2.36).

W pierwszej kolejności zauważmy, że przy założeniu
∣∣∣∂
3u
∂t3
(x, t)

∣∣∣ ¬ C oraz
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∣∣∣ ∂
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∂x4∂t
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}
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)
, (2.37)

gdzieM jest stał ↪a zależn ↪a jedynie od rozwi ↪azania zagadnienia (2.1.a)-(2.1.c).
Przejdźmy teraz do oszacowania pozostałych wyrazów prawej strony nie-

równości (2.36), tj. wyrazów z czynnikami τ
2h
. Przy założeniu,

∣∣∣ ∂
3u
∂x∂t2
(x, t)

∣∣∣ ¬ C
dla każdego (x, t) ∈ QT , korzystaj ↪ac z faktu, że ilość elementów zbioru ΩhΓ
wynosi |ΩhΓ| = L

H
gdzie L jest długości ↪a Ω, a H szerokości ↪a pojedynczego

podobszaru, otrzymujemy

∥∥∥∥
τ

2h
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∥∥∥∥
2
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δ
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δ
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}
=

=
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∑

x∈Ωh
Γ

∣∣∣∂t/2∂xu0(x)
∣∣∣
2
+

+
τ 3

4h

N∑

n=2

∑

x∈ΩhΓ

{∣∣∣∂t/2∂t/2∂xun−
1
2 (x)

∣∣∣
2
+
∣∣∣∂t/2∂t/2∂xun(x)

∣∣∣
2
}
¬M L

H

τ 2

h
, (2.38)

gdzieM jest stał ↪a niezależn ↪a od τ , h i H .
Podstawiaj ↪ac oszacowania (2.37) i (2.38) do nierówności (2.36) otrzymujemy
oszacowanie zawarte w tezie Twierdzenia 3.

2.5.2 Słabe normy

Sformułujemy i udowodnimy teraz Twierdzenie o rz ↪edzie zbieżności sche-
matu (2.14.a)-(2.14.d) w słabszych, ogólnie do tego typu zadań używanych
normach. Podaje ono oszacowanie bezpośrednio bł ↪edu rozwi ↪azań schematu,
a nie tak jak to miało miejsce w Twierdzeniu 3 pochodnych bł ↪edu wzgl ↪edem
czasu. Przypomnijmy, że w tej pracy normy tego typu nazywamy normami
słabymi.
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Twierdzenie 4 (Słabe normy). Niech u b ↪edzie rozwi ↪azaniem (2.1.a)-

(2.1.c), takim, że u ∈ C4,3
(
Ω× [0, T ]

)
. Przy τ/h

3
2
+α = const i α  0 dla

ηn−
1
2 i ηn (-zobacz (2.33)-(2.34)) zachodzi nast ↪epuj ↪ace oszacowanie

max
n=1,...,N

{
‖ηn‖2

L2
h
(Ω
h

R)
+ ‖ηn− 12‖2

L2
h
(Ω
h

B)

}
+

+τ
N∑

i=1

{
‖∂xηn‖2

L2
h
(Ω
h

R)
+ ‖∂xηn−

1
2‖2
L2
h
(Ω
h

B)

}
¬M

(
τ2 + h4 +

τ2

H2
+
τ2h2α

H

)
,

gdzieM jest stał ↪a dodatni ↪a niezależn ↪a od τ , h oraz H.

Uwaga 6. Zwróćmy uwag ↪e na rz ↪ad zbieżności bł ↪edu schematu (2.14.a)-(2.14.d)
w zaproponowanych normach, przy ustalonych stosunkach parametrów dyskre-
tyzacji τ, h i H:

1. przy τ
h2
= const i H = const bł ↪ad zbieżności jest rz ↪edu

O
(
τ + h2

)
= O

(
h2
)
,

2. przy τ
h2
= const i H

h
= const bł ↪ad zbieżności jest rz ↪edu

O
(
τ
1
2 + h2

)
= O (h) .

Zauważmy, że w przypadku τ
h2
= const i H = const, rz ↪ad zbieżności schematu

(2.14.a)-(2.14.d) jest taki sam, jak w przypadku schematu zamkni ↪etego Eu-
lera - patrz np. [16].
Zachowanie schematu przy w wyżej wymienionych przypadkach zostaniw skon-
frontowane w Rozdziale 4 z wynikami odpowiednich eksperymentów nume-
rycznych.

Uwaga 7. Zauważmy, że tak jak z Twierdzenia 1 wynika Twierdzenie 2, ze
zbieżności schematu (2.14.a)-(2.14.d) w silnych normach, wynika zbieżność
rozważanego schematu w normach słabych. Bez dodatkowych założeń o τ, h
oraz H mamy zatem zbieżność w sensie słabych norm rz ↪edu O

(
τ + h2 + τ√

hH

)
.

Dowód. Dowód przebiegać b ↪edzie nieco inaczej niż dowód Twierdzenia 3 -
str. 29 - o zbieżności w silnych normach. Bezpośrednie próbu przeniesienia
idei dowodu Twierdzenia 3 daj ↪a słabsze oszacowanie zbieżności bł ↪edu sche-
matu (2.14.a)-(2.14.d), niż podawane w tezie dowodzonego tutaj Twierdzenia.
W pierwszej kolejności zajmiemy si ↪e szczegółowo równaniami schematu

(2.14.a)-(2.14.d) określonymi na wewn ↪etrznym pododcinku Ω
h
Rk
, czyli dla
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k = 2, . . . , N , po czym uogólnimy otrzymany wynik na skrajmy podod-

cinek Ω
h
R1 . Nast ↪epnie przeniesiemy rezultaty na równania określone na podob-

szarach Ω
h
B.

Przypomnijmy schemat dla bł ↪edu odpowiadaj ↪acy schematowi (2.14.a)-

(2.14.d) dla równań określonych na Ω
h
R. Został on wypisany na str. 31 - patrz

(2.35.b).




∂tη
n−1
j − ∂x∂xηnj = τρ1j(u

n) + h2ρ2j(u
n)

j ∈
{
j : xj ∈ ΩhR

}
,

∂t/2η
n− 1
2

j − 1h
(
∂xη
n− 1
2

j+1 − ∂xηnj
)
= τρ1j(u

n) + h2ρ2j(u
n)− τ

2h∂t/2∂xu
n− 1
2

j+1

j ∈ {j : xj = (2k − 1)H, k = 1 . . . ,K} ,

∂t/2η
n− 1
2

j − 1h
(
∂xη
n
j+1 − ∂xη

n− 1
2

j

)
= τρ1j(u

n) + h2ρ2j(u
n) + τ

2h∂t/2∂xu
n− 1
2

j

j ∈ {j : xj = 2kH, k = 1 . . . ,K − 1} .
(2.39)

Zajmijmy si ↪e szczegółowo równaniami schematu (2.39) określonymi na wew-

n ↪etrznym podobszarze Ω
h
Rk
. Zastosujmy do tych równań metod ↪e nierówności

energetycznych. W tym celu mnożymy równania schematu (2.39) przez hτηnj ,
sumujemy wzgl ↪edem j = 2kM, . . . , (2k + 1)M . Stosujemy wzory sumowania
przez cz ↪eści i dostajemy równanie

h

2
(ηn2kM − η

n− 1
2

2kM )η
n
2kM + h

(2k+1)M−1∑
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(2.40)

Ostatni ↪a nierówność otrzymaliśmy stosuj ↪ac Lemat 11 - str. 172, do pierwszego
wyrazu prawej strony powyższego wyrażenia.
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Dla skrajnego podobszaru Ω
h

R1
otrzymujemy analogiczne do powyższego sza-

cowanie.
Sumujemy te nierówności stronami po wszystkich podobszarach Ω

h

Rk
dla

k = 1, . . . , K stosuj ↪ac dodatkowo toższamość

(ηnj − ηn−1j )ηnj =
1

2
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1

2
|ηnj |2 −

1

2
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Dla n  1 pozwala to napisać
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(2.41)

Analogicznie, mnoż ↪ac równanie (2.35.c) przez hτη
n+ 1
2 , dla n > 1 na Ω

h
B

otrzymujemy
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(2.42)

Dla n = 1 dostajemy na Ω
h

B nieco inn ↪a nierówność. Jest to spowodowane
różnic ↪a pomi ↪edzy równaniami (2.14.a) i (2.14.c). Zauważmy, że w pierwszym
półkroku czasowym, opisywanym równaniami (2.14.a), pochodna czasowa
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we wn ↪etrzu Ω
h
B jest aproksymowana ilorazem różnicowym o pół kroku cza-

sowego. W przypadku kolejnych kroków czasowych na Ω
h
B, zadanych równa-

niami (2.14.c), pochodna czasowa jest aproksymowana ilorazem różnicowym
branym o pełen krok czasowy. Uwzgl ↪edniaj ↪ac t ↪a różnic ↪e dla n = 1, z równania
(2.35.a) otrzymujemy oszacowanie

τ2

2
‖∂t/2η0‖2L2

h
(Ωh
B
)
+
1

2
‖η 12 ‖2

L2
h
(Ωh
B
)
− 1
2
‖η0‖2

L2
h
(Ωh
B
)
+ τ‖∂xη

1
2‖
L2
h
(Ω
h

B)
+

+
τ2

16
‖∂t/2η0‖2L2

h
(Ωh
δ
) +
1

4
‖η 12 ‖2L2

h
(Ωh
δ
) −
1

4
‖η0‖2L2

h
(Ωh
δ
) ¬

¬ ετ
{
‖η 12 ‖2L2

h
(Ωh
B
) + ‖η

1
2 ‖2L2

h
(Ωh
δ
)

}
+
τ

ε
‖(τ + h2)ρ(u 12 )‖2

L2
h
(Ω
h

B)
+

+τ
K−1∑

k=1

∂xη
0
2kM+1η

1
2
2kM − τ

K∑

k=1

∂xη
0
(2k−1)Mη

1
2

(2k−1)M +

−τ
2

2

K−1∑

k=1

∂t/2∂xu
0
2kM+1η

1
2
2kM +

τ2

2

K∑

k=1

∂t/2∂xu
0
(2k−1)Mη

1
2

(2k−1)M .

(2.43)

Zsumujemy teraz otrzymane nierówności.
Dla n = 1 dodajemy stronami nierówności (2.41) i (2.43).
Dla n > 1 dodajemy stronami nierówności (2.41) i (2.42).
Po takim sumawaniu parami, sumujemy teraz stronami otrzymane nierów-
ności wzgl ↪edem n = 1, . . . , N . Takie post ↪epowanie, po odpowiednim pogru-
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powaniu wyrazów i wykorzystaniu równania (2.14.d), daje
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. (2.44)

Uprośćmy teraz lew ↪a stron ↪e nierówności (2.44). Osobno szacować b ↪edziemy
sumy prawej strony tej nierówności oznaczone przez S2, S4, S6, a nast ↪epnie,
przez analogi ↪e wypiszemy oszacowania sum S3, S5, S7.
W pierwszej kolejności zajmiemy si ↪e drug ↪a sum ↪a prawej strony (2.44),

czyli wyrażeniem

|S2| = τ
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{
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∣∣∣∣∣ . (2.45)
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Zauważmy, że z równania (2.35.c) dla n > 1 i z równania (2.35.a) dla n = 1,
w punkcie xj dla j = (2k − 1)M , mamy

∂t/2η
n−1
(2k−1)M −

1

h

(
∂xη

n− 1
2

(2k−1)M+1 − ∂xηn−1(2k−1)M
)
=

= τρ1(2k−1)M (u
n− 1
2 ) + h2ρ2(2k−1)M (u

n− 1
2 ) +

τ

2h
∂t/2∂xu

n−1
(2k−1)M ,

co przekształcić możemy do postaci

∂xη
n− 1
2

(2k−1)M+1 − ∂xηn−1(2k−1)M =

= h∂t/2η
n−1
(2k−1)M − hτρ1(2k−1)M (un−

1
2 ) + h3ρ2(2k−1)M (u

n− 1
2 )− τ
2
∂t/2∂xu

n−1
(2k−1)M+1 =

= h

{
∂t/2η

n−1
(2k−1)M + ρ(u

n)

(
τ + h2 +

τ

h

)}
.

Po wstawieniu powyższego wyniku do (2.45) otrzymujemy nast ↪epuj ↪ac ↪a równość

|S2| = τh
∣∣∣∣∣

N∑

n=1

K∑

k=1

{
∂t/2η

n−1
(2k−1)M + ρ(u

n)
(
τ + h2 +

τ

h

)}
η
n− 1
2

(2k−1)M

∣∣∣∣∣ .

Zastosujmy do S2, Lemat 11 - str. 172 dla każdego ustalonego n = 1, . . . , N .
Daje to

|S2| ¬ ετ
N∑

n=1

K∑

k=1

∣∣∣∣η
n− 1
2

(2k−1)M

∣∣∣∣
2

+

+
τh2

ε

N∑

n=1

K∑

k=1

{∣∣∣∂t/2ηn−1(2k−1)M
∣∣∣
2
+
∣∣∣∣ρ(u

n)
(
τ + h2 +

τ

h

)∣∣∣∣
2
}
.

Nast ↪epnie wyrazy pierwszej sumy, tzn. |η
n− 1
2

(2k−1)M |, dla każdego ustalonego
k = 1, . . . , K oraz n = 1, . . . , N , szacujemy korzystaj ↪ac z Lematu 9 - str. 172.
Takie post ↪epowanie daje

|S2| ¬ ετ
N∑

n=1

K∑

k=1

{
‖∂xηn−

1
2‖2
L2
h
(Ω
h

Rk
)
+
(
1 +
L

H

)
‖ηn− 12‖2

L2
h
(Ω
h

Rk
)

}
+

+
τh2

ε

N∑

n=1

K∑

k=1

{∣∣∣∂t/2ηn−1(2k−1)K
∣∣∣
2
+

∣∣∣∣ρ(u
n)
(
τ + h2 +

τ

h

)∣∣∣∣
2
}
,

a ponieważ

K∑

k=1

‖ηn− 12‖2
L2
h
(Ω
h

Rk
)
= ‖ηn− 12‖2

L2
h
(Ω
h

R)
,

K∑

k=1

‖∂xηn−
1
2‖2
L2
h
(Ω
h

Rk
)
= ‖∂xηn−

1
2‖2
L2
h
(Ω
h

R)
, (2.46)
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otrzymujemy dalej

|S2| ¬ ετ
N∑

n=1

{
‖∂xηn−

1
2‖2
L2
h
(Ω
h

B)
+
(
1 +
L

H

)
‖ηn− 12‖2

L2
h
(Ω
h

B)

}
+

+
τh2

ε

N∑

n=1

K∑

k=1

{∣∣∣∂t/2ηn−1(2k−1)K
∣∣∣
2
+

∣∣∣∣ρ(u
n)
(
τ + h2 +

τ

h

)∣∣∣∣
2
}
.

Wybieraj ↪ac w powyższym ε =
ε̃

(1+ LH )
dostajemy

|S2| ¬ ε̃τ
N∑

n=1

{
‖∂xηn−

1
2‖2
L2
h
(Ω
h

B)
+ ‖ηn− 12‖2

L2
h
(Ω
h

B)

}
+

+
h

ε̃

(
1 +
L

H

)
τ
N∑

n=1

∥∥∥∂t/2ηn−1
∥∥∥
2

L2
h
(Ωh
δ
)
+

+
τh2

ε̃

(
1 +
L

H

) N∑

n=1

K∑

k=1

∣∣∣∣ρ(u
n)
(
τ + h2 +

τ

h

)∣∣∣∣
2

.

(2.47)

Zauważmy, że korzystaj ↪ac z Twierdzenia 3 - o zbieżności schematu (2.14.a)-
(2.14.d) w silnych normach, drug ↪a sum ↪e prawej strony powyższej nierówności
możemy oszacować w sposób nast ↪epuj ↪acy

h

ε̃

(
1 +
L

H

)
τ
N∑

n=1

∥∥∥∂t/2ηn−1
∥∥∥
2

L2
h
(Ωh
δ
)
¬Mh

ε̃

(
1 +
L

H

)
max
n=1,...,N

∥∥∥∂t/2ηn−1
∥∥∥
2

L2
h
(Ωh
δ
)
¬

¬ h
ε̃

(
1 +
L

H

)
M
(
τ2 + h4 +

τ2

hH

)
¬M

(
τ2 + h4 +

τ2

H2

)
.

(2.48)

Ponieważ K = L
H
, trzeci ↪a spośród sum prawej strony (2.47) szacujemy

przez

τh2

ε̃

(
1 +
L

H

) N∑

n=1

K∑

k=1

∣∣∣∣ρ(u
n)
(
τ + h2 +

τ

h

)∣∣∣∣
2

¬M
(
τ 2 + h4 +

τ 2

H2

)
.

(2.49)

Korzystaj ↪ac z oszacowań (2.48) i (2.49) w nierówności (2.47), otrzymujemy
ostatecznie

|S2| ¬ ετ
N∑

n=1

{
‖∂xηn−

1
2‖2
L2
h
(Ω
h

B)
+ ‖ηn− 12‖2

L2
h
(Ω
h

B)

}
+M

(
τ 2 + h4 +

τ 2

H2

)
.

(2.50)
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Analogiczne oszacowanie otrzymujemy dla sumy |S3|, czyli trzeciej sumy
prawej strony nierówności (2.44). Tym razem dokonujemy odpowiedniego
podstawienia z równania (2.35.c) dla n  1, ale w punkcie xj dla j = 2kM .
Reszta dowodu przebiega w identyczny sposób.
Przejdźmy do oszacowania czwartej sumy prawej strony nierówności (2.44),

czyli wyrażenia oznaczonego przez S4.
Zauważmy, że przy założeniu τ = Ch

3
2
+α dla α  0, możemy napisać

|S4| =
τ 2

2

∣∣∣∣∣

N∑

n=1

K∑

k=1

∂xη
n− 1
2

(2k−1)M∂t/2η
n− 1
2

(2k−1)M

∣∣∣∣∣ ¬

¬ Cτh 32+α
N∑

n=1

K∑

k=1

∣∣∣∣∂xη
n− 1
2

M+1

∣∣∣∣
∣∣∣∣∂t/2η

n− 1
2

M

∣∣∣∣ .

Zaznaczmy tutaj, że jest to jedyne miejsce w dowodzie tego Twierdzenia, w
którym zakładamy, że τ = Ch

3
2
+α dla α  0.

Pogrupujemy odpowiednio wyrazy otrzymanej nierówności, po czym kolejno,
dla każdego iloczynu, zastosujemy Lemat 11 - str. 172.

|S4| ¬ Cτh
3
2
+α

N∑

n=1

K∑

k=1

1√
h

√
h

∣∣∣∣∂xη
n− 1
2

M+1

∣∣∣∣
1√
h

√
h

∣∣∣∣∂t/2η
n− 1
2

M

∣∣∣∣ ¬

¬ Cτh 12+α
N∑

n=1

K∑

k=1

√
h|∂xηn−

1
2

(2k−1)M |
√
h
∣∣∣∣∂t/2η

n− 1
2

M

∣∣∣∣ ¬

¬ ετ
N∑

n=1

‖∂xηn−
1
2‖2
L2
h
(Ω
h

B)
+
C2τh1+2α

ε

N∑

n=1

∥∥∥∂t/2ηn−
1
2

∥∥∥
2

L2
h
(Ωh
δ
)
. (2.51)

Podobnie jak wyżej przy szacowaniu S2, do oszacowania drugiej sumy prawej
strony (2.51) posłużymy si ↪e Twierdzeniem 3 - o zbieżności schematu (2.14.a)-
(2.14.d) w silnych normach. Na mocy tego Twierdzenia mamy

C2τh1+2α

ε

N∑

n=1

∥∥∥∂t/2ηn−
1
2

∥∥∥
2

L2
h
(Ωh
δ
)
¬ C

2h1+2α

ε
max
n=1,...,N

∥∥∥∂t/2ηn−
1
2

∥∥∥
2

L2
h
(Ωh
δ
)
¬

¬ C
2h1+2α

ε
M

(
τ 2 + h4 +

τ 2

hH

)
¬ C2M

(
τ 2 + h4 +

τ 2h2α

H

)
.

Uwzgl ↪edniaj ↪ac otrzymany wynik w (2.51) otrzymujemy zatem

|S4| ¬ ετ
N∑

n=1

‖∂xηn−
1
2‖2
L2
h
(Ω
h

B)
+M

(
τ 2 + h4 +

τ 2h2α

H

)
. (2.52)

Pi ↪at ↪a sum ↪e prawej strony (2.44), czyli wyrażenie oznaczone symbolem S5,
szacujemy w identyczny sposób co S4.
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Zajmijmy si ↪e teraz szóst ↪a sum ↪a prawej strony nierówności (2.44). Rozbi-
jmy t ↪e sum ↪e z warunku trójk ↪ata na dwie sumy

|S6| =
τ2

2

∣∣∣∣∣

N∑

n=1

K∑

k=1

{
∂t/2∂xu

n−1
(2k−1)Mη

n− 1
2

(2k−1)M − ∂t/2∂xu
n− 1
2

(2k−1)M+1η
n
(2k−1)M

}∣∣∣∣∣

¬ τ
2

2

∣∣∣∣∣

N∑

n=1

K∑

k=1

∂t/2∂xu
n−1
(2k−1)Mη

n− 1
2

(2k−1)M

∣∣∣∣∣+
τ2

2

∣∣∣∣∣

N∑

n=1

K∑

k=1

∂t/2∂xu
n− 1
2

(2k−1)M+1η
n
(2k−1)M

∣∣∣∣∣ =

= S61 + S62. (2.53)

Oszacujmy kolejno wyrażenia oznaczone przez S61, S62.
Zacznijmy od S61. Skorzystajmy z Lematu 9 - str. 172. Na mocy tego

Lematu możemy napisać

|ηn−
1
2

(2k−1)M | ¬ C
{
‖∂xηn−

1
2‖
L2
h
(Ω
h

Rk
)

(
1 +

1√
H

)
‖ηn− 12‖L2

h
(ΩRk )

}
.

Przekształcamy S61 do postaci

|S61| =
τ2

2

∣∣∣∣∣

N∑

n=1

K∑

k=1

∂t/2∂xu
n−1
(2k−1)Mη

n− 1
2

(2k−1)M

∣∣∣∣∣ ¬

¬ τ
2

2

(
1 +

1√
H

) N∑

n=1

K∑

k=1

∣∣∣∂t/2∂xun−1(2k−1)M
∣∣∣
{
‖∂xηn−

1
2 ‖
L2
h
(Ω
h

Rk
)
+ ‖ηn− 12‖

L2
h
(Ω
h

Rk
)

}
.

Do powstałej sumy zastosujemy teraz Lemat 11 - str. 172 i otrzymujemy
nast ↪epuj ↪ac ↪a nierówność

|S61| ¬ ετ
N∑

n=1

K∑

k=1

{
‖∂xηn−

1
2‖2
L2
h
(Ω
h

Rk
)
+ ‖ηn− 12‖2

L2
h
(Ω
h

Rk
)

}
+

+
τ 3

ε

(
1 +
1

H

) N∑

n=1

K∑

k=1

∣∣∣∂t/2∂xun−1(2k−1)M
∣∣∣
2
.

Korzystaj ↪ac z zależności K =
L
H
oraz faktów (2.46), dostajemy

|S61| ¬ ετ
N∑

n=1

{
|ηn− 12 |2H1(ΩR) + ‖ηn−

1
2‖2
L2
h
(Ω
h

R)

}
+M τ

2

H2
.

Identyczne oszacowanie otrzymujemy dla wyrażenia S62 prawej strony nie-
równości (2.53). Ostatecznie zatem z nierówności (2.53) mamy

|S6| ¬ ετ
N∑

n=1

{
‖∂xηn−

1
2‖2
L2
h
(Ω
h

B)
+ ‖ηn− 12‖2

L2
h
(Ω
h

B)

}
+M τ

2

H2
. (2.54)
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Sum ↪e oznaczon ↪a S7, prawej strony wyrażenia (2.44), szacujemy w ten sam
sposób co S6.
Przepisujemy teraz nierówność (2.44) uwzgl ↪edniaj ↪ac oszacowania (2.50),(2.52)

i (2.54). Nast ↪epnie korzystamy z prostej nierówności

‖ηn− 12‖2L2
h
(Ωh
δ
) ¬ 2‖ηn−1‖2L2

h
(Ωh
δ
) +
τ 2

2
‖∂t/2ηn−1‖2L2

h
(Ωh
δ
),

i po przeniesieniu odpowiednich wyrazów ostatniej warstwy czasowej na lew ↪a
stron ↪e, otrzymujemy oszacowanie

τ 2

2

{
‖∂t/2η0‖2L2

h
(Ωh
B
) +

N−1∑

n=1

‖∂tηn−
1
2‖2L2

h
(Ωh
B
) +

N∑

n=1

‖∂tηn−1‖2L2
h
(Ωh
R
)

}
+

+
τ 2

16
(1− ετ)

N∑

n=1

{
‖∂t/2ηn−1M ‖2L2

h
(Ωh
δ
) + ‖∂t/2η

n− 1
2

M ‖2L2
h
(Ωh
δ
)

}
+

+
(
1

2
− ετ

) {
‖ηN− 12‖2L2

h
(Ωh
B
) + ‖ηN‖2L2

h
(Ωh
R
)

}
+
1

4
(1− ετ) ‖ηN‖2L2

h
(Ωh
δ
) +

+τ(1− ε)
N∑

n=1

{
‖∂xηn−

1
2‖
L2
h
(Ω
h

B)
+ ‖∂xηn‖L2

h
(Ω
h

R)

}
¬

¬ ετ
N−1∑

n=1

{
‖ηn− 12‖2L2

h
(Ωh
B
) + ‖ηn‖2L2

h
(Ωh
R
) + ‖ηn‖2L2

h
(Ωh
δ
)

}
+

+M
(
τ 2 + h4 +

τ 2h2α

H
+
τ 2

H2

)
. (2.55)

Wybieramy w powyższej nierówności ε ¬ min
{
1
2τ
, 1
2

}
. Nast ↪epnie korzystamy

z Lematu Gronwall’a - Lematu 7 str. 171, bior ↪ac

γn = ‖ηN−
1
2‖2L2

h
(Ωh
B
) + ‖ηN‖2L2

h
(Ωh
R
) + ‖ηN‖2L2

h
(Ωh
δ
).

Daje to oszacowanie postaci

max
n=0,...,N

{
‖ηn− 12‖2L2

h
(Ωh
B
) + ‖ηn‖2L2

h
(Ωh
R
) + ‖ηn‖2L2

h
(Ωh
δ
)

}
+

+ max
n=1,...,N−1

τ 2
{
‖∂t/2ηn−1‖2L2

h
(Ωh
δ
) + ‖∂t/2ηn−

1
2‖2L2

h
(Ωh
δ
)

}
+

+τ
N∑

n=1

{
‖∂xηn−

1
2‖
L2
h
(Ω
h

B)
+ ‖∂xηn‖L2

h
(Ω
h

R)

}
¬

+M
(
τ 2 + h4 +

τ 2h2α

H
+
τ 2

H2

)
. (2.56)
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Zauważmy, że wyrazy ‖ηn− 12‖2
L2
h
(Ωh
B
)
i ‖ηn‖2

L2
h
(Ωh
R
)
nie s ↪a określone na dom-

kni ↪eciu odpowiednich podobszarów. Oszacowania w normach ‖ηn−
1
2‖2
L2
h
(Ω
h

B)
i

‖ηn‖2
L2
h
(Ω
h

R)
otrzymujemy korzystaj ↪ac z nierówności

‖ηn‖2
L2
h
(Ω
h

R)
¬ 2‖ηn‖2L2

h
(Ωh
R
) + 2‖ηn‖2L2

h
(Ωh
δ
)

oraz

‖ηn− 12‖2
L2
h
(Ω
h

B)
¬ 2‖ηn− 12‖2L2

h
(Ωh
B
) +
τ 2

2
‖∂t/2ηn−

1
2‖2L2

h
(Ωh
δ
) + 2‖ηn‖2L2

h
(Ωh
δ
),

których prawe strony zawieraj ↪a wyrazy oszacowane nierówności ↪a (2.56).

2.6 Lematy pomocnicze

W tym podrozdziale zawarty został lemat pomocniczy, wykorzystany w do-
wodach Twierdzeń 1, 2.
W poniższym Lemacie 1 podajemy oszacowanie pochodnych różnicowych

wzgl ↪edem czasu z połówkowej i pierwszej warstwy czasowej przez odpowied-
nie wyrazy zawieraj ↪ace jedynie u0 oraz praw ↪a stron ↪e zagadnienia (2.1.a)-
(2.1.c).

Lemat 1. Rozwi ↪azania podschematów (2.14.a) i (2.14.b) dla n = 1, spełniaj ↪a
oszacowanie

{∥∥∥∂tU0
∥∥∥
2

L2
h
(Ω
h

R)
+
∥∥∥∂t/2U0

∥∥∥
2

L2
h
(Ω
h

B)
+
∥∥∥∂t/2U

1
2

∥∥∥
2

L2
h
(Ωh
δ
)

}
+

+τ
{∥∥∂t∂xU0

∥∥2
L2
h
(Ω
h

R)
+
∥∥∂t/2∂xU0

∥∥2
L2
h
(Ω
h

B)

}
¬

¬M
{∥∥∂x∂xu0

∥∥2
L2
h
(Ω)
+
∥∥f
1
2
∥∥2
L2
h
(Ω
h

B)
+
∥∥f1

∥∥2
L2
h
(Ωh
R
)
+ τ

∥∥∂t/2f
1
2
∥∥2
L2
h
(Ωh
δ
)

}
,

gdzieM jest stał ↪a dodatni ↪a niezależn ↪a od τ, h oraz H.
Dowód. W pierwszej kolejności zajmijmy si ↪e wyrazami tezy Lematu określo-

nymi na wewn ↪etrznym podobszarze Ω
h

Bk
, gdzie k = 1, . . . , K − 1. Nast ↪epnie

rozszerzymy otrzymany wynik na brzegowy podobszar Ω
h
BK
, po czym prze-

prowadzimy analogiczn ↪a analiz ↪e dla równań schematu (2.14.a)-(2.14.d) o-

kreślonych na Ω
h
R.

Zauważmy, że dla pododcinka Ω
h
Bk
równanie (2.14.a) można zapisać w

postaci





∂t/2U
0
(2k−1)M − τ

2h
∂t/2∂xU

0
(2k−1)M+1 = f

1
2

(2k−1)M + ∂x∂xU
0
(2k−1)M ,

∂t/2U
0
j − τ2∂t/2∂x∂xU0j = f

1
2
j + ∂x∂xU

0
j , j ∈ {j : xj ∈ ΩhBk},

∂t/2U
0
2kM +

τ
2h
∂t/2∂xU

0
2kM = f

1
2
2kM + ∂x∂xU

0
2kM .

(2.57)
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Do powyższego schematu zastosujmy metod ↪e nierówności energetycznych.
Dla j = (2k − 1)M, . . . , 2kM , mnożymy równanie (2.57) przez h∂t/2U0j i
sumujemy wzgl ↪edem j. Otrzymujemy

h
2kM∑

j=(2k−1)M

∣∣∣∂t/2U0j
∣∣∣
2
+

−τ
2
∂t/2∂xU

0
(2k−1)M+1∂t/2U

0
(2k−1)M −

τh

2

2kM−1∑

j=(2k−1)M+1
∂t/2∂x∂xU

0
j ∂t/2U

0
j +

+
τ

2
∂t/2∂xU

0
2kM∂t/2U

0
2kM =

= h
2kM∑

j=(2k−1)M
f
1
2
j ∂t/2U

0
j + h

2kM∑

j=(2k−1)M
∂x∂xU

0
j ∂t/2U

0
j . (2.58)

Do drugiego, trzeciego i czwartego wyrazu lewej strony powyższej równości
stosuj ↪ac wzory sumowania przez cz ↪eści otrzymujemy

−τ
2
∂t/2∂xU

0
(2k−1)M+1∂t/2U

0
(2k−1)M −

τh

2

2kM−1∑

j=(2k−1)M+1
∂t/2∂x∂xU

0
j ∂t/2U

0
j +

+
τ

2
∂t/2∂xU

0
2kM∂t/2U

0
2kM =

τh

2

2kM∑

j=(2k−1)M+1

∣∣∣∂t/2∂xU0j
∣∣∣
2
.

Możemy zatem przepisać równość (2.58) do postaci

h
2kM∑

j=(2k−1)M

∣∣∣∂t/2U0j
∣∣∣
2
+
τh

2

2kM∑

j=(2k−1)M+1

∣∣∣∂t/2∂xU0j
∣∣∣
2
=

= h
2kM∑

j=(2k−1)M
f
1
2
j ∂t/2U

0
j + h

2kM∑

j=(2k−1)M
∂x∂xU

0
j ∂t/2U

0
j .

Do prawej strony powyższej równości stosujemy Lemat 11 - str. 172. Dla
odpowiednio małego ε daje to oszacowanie dla wyrazów określonych na we-

wn ↪etrznych podobszarach Ω
h

B postaci

‖∂t/2U0‖2
L2
h
(Ω
h

Bk
)
+ τ‖∂t/2∂xU0‖2

L2
h
(Ω
h

Bk
)
¬

¬M
{
‖f 12‖2

L2
h
(Ω
h

Bk
)
+ ‖∂x∂xU0‖2

L2
h
(Ω
h

Bk
)

}
. (2.59)

Podobne oszacowanie otrzymujemy dla równań pierwszej warstwy czasowej
schematu (2.14.a)-(2.14.d)określonych na skrajnym podobszarze ΩhBK .
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Sumujemy stronami nierówności (2.59) po wszytkich podobszarach ΩhBk dla
k = 1, . . . , K. Daje to

∥∥∥∂t/2U0
∥∥∥
2

L2
h
(Ω
h

B)
+ τ

∥∥∥∂t/2∂xU0
∥∥∥
2

L2
h
(Ω
h

B)
¬M

{∥∥∥f
1
2

∥∥∥
2

L2
h
(Ω
h

B)
+
∥∥∥∂x∂xU0

∥∥∥
2

L2
h
(Ω
h

B)

}
.

Przejdźmy teraz do dowodu analogicznego oszacowania dla wyrazów tezy

Lematu określonych na Ω
h

R. Rozważmy szczegółowo równania naszego sche-

matu określone na wewn ↪etrznym podobszarze Ω
h

Rk
dla k = 2, . . . , K, po czym,

podobnie jak wyżej przeniesiemy otrzymany wynik na skrajmy podobszar

Ω
h

R1
.
Zauważmy że, z równania (2.14.a) dla j = 2kM mamy

∂t/2U
0
2kM −

1

h

(
∂xU

0
2kM+1 − ∂xU

1
2
2kM

)
= f

1
2
2kM ,

a z równania (2.14.a) dla n = 1, w punkcie x2kM mamy

∂t/2U
1
2
2kM −

1

h

(
∂xU

1
2kM+1 − ∂xU

1
2
2kM

)
= f 12kM .

Odejmijmy stronami dwa powyższe równania. Daje to równanie

∂t/2U
1
2
2kM − ∂t/2U02kM −

τ

h
∂t∂xU

0
2kM+1 =

τ

2
f
1
2
2kM .

Podobnie dla j = (2k + 1)M dostajemy

∂t/2U
1
2

(2k+1)M − ∂t/2U0(2k+1)M +
τ

h
∂t∂xU

0
(2k+1)M =

τ

2
f
1
2

(2k+1)M .

Ponieważ dla każdego x ∈ ΩhΓ mamy

∂t/2U
1
2 (x) = 2∂tU

0(x)− ∂t/2U0(x),

możemy równanie (2.14.b) dla n = 1 przepisać w postaci





2∂tU
1
2
2kM − τh∂t∂xU02kM+1 = τ2f

1
2
2kM + 2∂t/2U

0
2kM

∂tU
0
j − τ∂t∂x∂xU1j = f 1j + ∂x∂xU0j j ∈ {j : xj ∈ ΩhRk},

2∂tU
1
2

(2k+1)M +
τ
h
∂t∂xU

0
(2k+1)M =

τ
2
f
1
2

(2k+1)M + 2∂t/2U
0
(2k+1)M .

(2.60)

Powtarzamy dowód oszacowania (2.59) mnoż ↪ac równania schematu (2.60)
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przez h∂tU
0
j , dla j = 2kM, . . . , (2k + 1)M . Dostajemy

2h
∣∣∂tU02kM

∣∣2 + h
(2k+1)M−1∑

j=2kM+1

∣∣∂tU0j
∣∣2 + 2h

∣∣∂tU0(2k+1)M
∣∣2 +
τh

2

(2k+1)M∑

j=2kM+1

∣∣∂t∂xU0j
∣∣2 =

= h

(2k+1)M−1∑

j=2kM+1

f1j ∂tU
0
j + h

(2k+1)M−1∑

j=2kM+1

∂x∂xU
0
j ∂tU

0
j +

+2h∂t/2U
0
2kM∂tU

0
2kM + 2h∂t/2U

0
(2k+1)M∂tU

0
(2k+1)M +

+
τh

2
∂t/2f

1
2
2kM∂tU

0
2kM +

τh

2
∂t/2f

1
2

(2k+1)M∂tU
0
(2k+1)M .

Stosuj ↪ac Lemat 11 - str. 172, do prawej strony powyższej równości. Po prze-
niesieniu odpowiednich wyrazów na lew ↪a stron ↪e dostajemy oszacowanie

(1− ε)
∥∥∥∂tU0

∥∥∥
2

L2
h
(Ω
h

Rk
)
+ τ

∥∥∥∂x∂tU0
∥∥∥
2

L2
h
(Ω
h

Rk
)
¬

¬ 1
ε

{
‖f 1‖2L2

h
(Ωh
Rk
) +

+hτ
(
|∂t/2f

1
2
2kM |2 + |∂t/2f

1
2

(2k+1)M |2
)
+ h

(
|∂t/2U02kM |2 + |∂t/2U0(2k+1)M |2

) }
.

Dla skrajnego podobszaru Ω
h
R1 otrzymujemy analogiczne oszacowanie.

Sumujemy otrzymane nierówności po k = 1, . . . , K. Daje to
∥∥∥∂tU0

∥∥∥
2

L2
h
(Ω
h

R)
+ τ

∥∥∥∂x∂tU0
∥∥∥
2

L2
h
(Ω
h

R)
¬

¬M
{
‖f 1‖2L2

h
(Ωh
R
) + τ‖∂t/2f

1
2‖2L2

h
(Ωh
δ
) + ‖∂t/2U0‖2L2

h
(Ωh
δ
)

}

Wyraz ‖∂t/2U0‖2L2
h
(Ωh
δ
)
prawej strony powyższej nierówności szacujemy korzys-

taj ↪ac z (2.60). Ostatecznie dla równań schematu określonych na Ω
h

R dosta-
jemy oszacowanie

‖∂tU0‖2
L2
h
(Ω
h

R)
+ τ‖∂t∂xU0‖2

L2
h
(Ω
h

R)
¬

¬M
{
‖f 12‖2

L2
h
(Ω
h

B)
+ ‖f 1‖2L2

h
(Ωh
R
) + τ‖∂t/2f

1
2‖2L2

h
(Ωh
δ
) + ‖∂x∂xU0‖2L2

h
(Ω)

}
.

(2.61)

Pozostaje pokazać oszacowanie dla wyrazu ‖∂t/2U
1
2‖2
L2
h
(Ωh
δ
)
. Zauważmy

jednak, że

‖∂t/2U
1
2‖2L2

h
(Ωh
δ
) ¬ 2

{
4‖∂tU0‖2L2

h
(Ωh
δ
) + ‖∂t/2U0‖2L2

h
(Ωh
δ
)

}
¬

¬ C
{
‖∂tU0‖2

L2
h
(Ω
h

R)
+ ‖∂t/2U0‖2L2

h
(Ω
h

B)

}
. (2.62)

Ł ↪acz ↪ac (2.60) i (2.61) oraz (2.62) dostajemy tez ↪e Lematu.
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3 Zagadnienie paraboliczne dwuwymiarowe.

Metoda elementu skończonego

W tym rozdziale uogólnimy metod ↪e dyskretyzacji wprowadzon ↪a w Rozdziale 2
na przypadek bardziej ogólnej dekompozycji wielok ↪ata Ω. Dla szerokiej klasy
zagadnienień pocz ↪atkowo-brzegowych dla równań parabolicznych, zadanych
w sformułowaniu uogólnionym i określonych na wielok ↪acie Ω, zaproponujemy
metod ↪e dekompozycji obszaru bazuj ↪ac ↪a na metodzie elemetu skończonego
wzgl ↪edem zmiennej przestrzennej i metodzie różnic skończonych wzgl ↪edem
zmiennej czasowej.
Celem, który chcemy w tej cz ↪eści pracy osi ↪agn ↪ać jest przedstawienie przy-

datności proponowanej dyskretyzacji do obliczeń równoległych dla ogólnych
zagadnień parabolicznych. Dla ustalenia uwagi wprowadzimy triangulacj ↪e
złożon ↪a z elementów trójk ↪atnych, ale uzyskane wyniki przenosić si ↪e b ↪ed ↪a na
inne rodzaje elementów - np. elementy czworok ↪atne. Przedstawimy i przeana-
lizujemy tu schemat dyskretyzacji, który przy stosunkowo nieskomplikowanej
implementacji, pozwala na bardzo efektywne zrównoleglenie procesu oblicze-
niowego z jednoczesnym zachowaniem odpowiedniego rz ↪edu zbieżności przy
optymalnym doborze parametrów dyskretyzacji.
W Podrozdziale 3.4 przy odpowiednich założeniach udowodnimy twier-

dzenia o stabilności proponowanego schematu w silnych i słabych normach.
W Podrozdziale 3.5 udowodnimy twierdzenia o rz ↪edzie zbieżności schema-

tu w silnych i słabych normach. Pokazane także zostanie, że przy ustalonej
dekompozycji - przy ustalonym parametrze H i przy ustalonym stosunku
parametrów dystkretyzacji τ/h2 = const, rz ↪ad zbieżności naszego schematu
wynosi O(τ+h), czyli jest taki sam jak rz ↪ad zbieżności schematu zamkni ↪etego
Eulera. Zauważmy, że schemat zamkni ↪ety Eulera ma przy

τ
h2
= const opty-

malne własności.

3.1 Sformułowanie uogólnione zadania

Rozważamy zagadnienie pocz ↪atkowo-brzegowe dla równania parabolicznego
w postaci uogólnionej:

znaleźć u ∈ L2 (0, T ;H10(Ω)) ∩ C0 (0, T ;L2(Ω)) takie, że
(
∂u

∂t
, ϕ

)

L2(Ω)

+A(t; u, ϕ) = (f, ϕ)L2(Ω), ϕ ∈ H10 (Ω), t ∈ (0, T ) p.w. (3.1.a)

(u, ϕ)L2(Ω) = (u0, ϕ)L2(Ω) ϕ ∈ L2(Ω) (3.1.b)
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gdzie

A(t; u, ϕ) =
∫

Ω

2∑

i,j=1

ai,j(x, t)Diu(x)Djv(x)dx+

+
∫

Ω

2∑

i=1

bi(x, t)Diu(x)v(x)dx+
∫

Ω
c(x, t)u(x)v(x)dx. (3.2)

Zakładamy, że Ω ⊂ R2 jest wielok ↪atem, f ∈ L2
(
(0, T );L2(Ω)

)
oraz

u0 ∈ H10 (Ω). O funkcjach ai,j, bi, c dla i, j = 1, 2, zakładamy, że s ↪a klasy
L∞ (Ω× (0, T ]). Zakładamy również, dla każdego (x, t) ∈ Ω× (0, T )

∃θ > 0, ∀ξ = (ξ1, ξ2),
2∑

i,j=1

ai,j(x, t)ξiξj  θ
(
ξ21 + ξ

2
2

)
. (3.3)

Przy przyj ↪etych założeniach zadanie (3.1.a)-(3.1.b) jest dobrze postawione,
ma jednoznaczne rozwi ↪azanie i jest stabilne (-patrz np.[17],[19]).

3.2 Metoda elementu skończonego

W poniższym podrozdziale przedstawimy metod ↪e dyskretyzacji rozważanego
zagadnienia różniczkowego w sformułowaniu wariacyjnym (3.1.a)-(3.1.b).
Zagadnienie (3.1.a)-(3.1.b) dyskretyzujemy stosuj ↪acMRS wzgl ↪edem zmien-

nej czasowej t i MES wzgl ↪edem na zmiennej przestrzennej x (-patrz np.
[16],[18]). W celu ustalenia uwagi zastosujemy triangulacje złożon ↪a z elemen-
tów trójk ↪atnych, ale według naszej wiedzy, zaprezentowane tu wyniki daj ↪a si ↪e
łatwo uogólnić na przypadek triangulacji złożonej z elementów innego typu,
np. elementów czworok ↪atnych.
W pierwszej kolejności jednak wprowadzimy definicje i oznaczenia po-

trzebne do sformułowania zadania dyskretnego i jego późniejszej analizy.
Na [0, T ], bez zmniejszania ogólności, wprowadzamy siatk ↪e czasow ↪a ω

τ o
stałym kroku czasowym 1

2
τ , tzn.

ωτ =
{
t : t = nτ, n = 0, . . . , N

}
∪
{
t : t =

(
n +
1

2

)
τ, n = 0, . . . , N − 1

}

gdzie T = Nτ .
Na obszarze Ω wprowadzamy podział na trójk ↪aty ei, który tworzy trian-

gulacj ↪e T h, tj.
1.
⋃
i ei = Ω,

2. dla i 6= j trójk ↪aty ei i ej albo maj ↪a cz ↪eść wspóln ↪a pust ↪a albo maj ↪a
wspólny wierzchołek lub bok.
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Niech hi oznacza najdłuższy bok trójk ↪ata ei, zaś h = maxi hi. Zakładamy
także, że

limh→0infαi  α0,
gdzie αi jest najmniejszym k ↪atem trójk ↪ata ei, α0 stał ↪a dodatni ↪a niezależn ↪a
od h. S ↪a to standardowe założenia o postaci elementów triangulacji - zobacz
[16].

Przez Ω
h
oznaczać b ↪edziemy zbiór punktów nodalnych wyznaczonych przez

elementy triangulacji T h, tj. zbiór wierzchołków trójk ↪atów ei, a przez Ωh
oznaczać b ↪edziemy te punkry zbioru Ω

h
, które nie należ ↪a do ∂Ω. Triangulacj ↪e

T h cz ↪esto nazywać b ↪edziemy dalej drobn ↪a triangulacj ↪a.
Na tak zdefiniowanej triangulacji T h definiujemy przestrzeń elementu skoń-
czonego w nast ↪epuj ↪acy sposób

V h(Ω) =
{
v : v ∈ C(Ω), v|ei ∈ P1(ei), v(x) = 0 dla x ∈ ∂Ω

}
;

gdzie P1(ei) oznacza zbiór wielomianów zmiennych x1, x2 stopnia 1, okreś-
lonych w elemencie ei. Dowodzi si ↪e, że V

h(Ω) ⊂ H10 (Ω), zobacz np. [13].
Symbolem ϕi(x) oznacz ↪ać b ↪edziemy standardow ↪a funkcj ↪e bazow ↪a przestrzeni
V h(Ω) zwi ↪azan ↪a z w ↪ezłem xi ∈ Ωh (-patrz np. [16]), tak ↪a że dla punktów
nodalnych xj ∈ Ωh zachodzi

ϕi(xj) =

{
1 i = j,
0 i 6= j.

Na tak zdefiniowanej triangulacji T h, wprowadzamy grub ↪a triangulacj ↪e
T
H w nast ↪epuj ↪acy sposób. Niech Ω =

⋃
iΩi, gdzie Ωi s ↪a wielok ↪atami takimi,

że kraw ↪edzie każdego takiego wielok ↪ata wyznaczone s ↪a przez kraw ↪edzie trój-
k ↪atów ek drobnej triangulacji T h. Każde dwa takie wielok ↪aty grubej triangu-
lacji mog ↪a być albo rozł ↪aczne albo posiadać wspóln ↪a kraw ↪edź albo posiadać
wspólny wierzchołek, a liczba ich wierzchołków nie zależy od parametru h
triangulacji T h. Tak wyznaczone wielok ↪aty nazywać dalej b ↪edziemy elemen-
tami grubej triangulacji T H . Elementy triangulacji T H dzielimy na dwie
grupy w nast ↪epuj ↪acy sposób:

1. ΩR =
⋃
i∈IR ΩRi , ΩB =

⋃
i∈IB ΩBi ;

2. ΩR ∪ ΩB = Ω;

3. każde dwa elementy ΩRp, ΩRq dla p, q ∈ IR oraz każde dwa elementy
ΩBr , ΩBs r, s ∈ IB mog ↪a być albo rozł ↪aczne albo mieć wspólny wierz-
chołek;
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4. każde dwa elementy ΩRp, ΩBq dla p ∈ IR, q ∈ IB mog ↪a być albo
rozł ↪aczne albo mieć wspóln ↪a kraw ↪edź;

Tak wprowadzona gruba triangulacja T H definiuje dekompozycj ↪e obsza-
ru Ω. Podobszarom nadaliśmy symboliczne kolory Red, Black podobnie jak
np. w [11].
Przykładow ↪a dekompozycja wielok ↪ata Ω na trójk ↪aty i czworok ↪aty, przed-

stawiona została na Rys. 5. Kolorem białym oznaczone zostały podobszary
ΩRi , a ciemnym podobszary typu ΩBi .

Rys. 5

Niech Hk b ↪edzie średnic ↪a Ωk-elementu triangulacji T
H . PrzezH ,H oznaczać

b ↪edziemy odpowiednio minimaln ↪a i maksymaln ↪a spośród średnic wszystkich
podobszarów wyznaczaj ↪acych dekompozycj ↪e Ω

H = min
k∈(IR∪IB)

Hk,

H = max
k∈(IR∪IB)

Hk.

Symbolem Γ oznaczać b ↪edziemy tzw. grub ↪a siatk ↪e. Definiujemy j ↪a nast ↪epuj ↪aco

Γ =
{
∂ΩR ∩ ∂ΩB

}
\ ∂Ω, (3.4)

natomiast

Γh =
{
x ∈ Ωh ∧ x ∈ Γ

}
, (3.5)

oznacza zbiór tych punktów nodalnych z Ωh, które należ ↪a jednocześnie do Γ.
Przez ∂Ωh rozumieć b ↪edziemy zbiór tych punktów Ω

h, które należ ↪a do ∂Ω.
Zdefiniujmy podzbiory Ωh. Niech

Ω
h

R =
{
x : x ∈ Ωh ∧ x ∈ ΩR

}
, Ω

h

B =
{
x : x ∈ Ωh ∧ x ∈ ΩB

}
.
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Przy tych oznaczeniach niech

ΩhR ≡ Ω
h

R \
(
Γh ∪ ∂Ωh

)
, ΩhB ≡ Ω

h

B \
(
Γh ∪ ∂Ωh

)
.

Wprowadzamy podprzestrzenie przestrzeni V h(Ω) zwi ↪azane z obszarami ΩR
oraz ΩB.

V h
R
(Ω) =

{
v : v ∈ V h(Ω), v(x) = 0 dla x ∈ ΩhB

}
;

V h
B
(Ω) =

{
v : v ∈ V h(Ω), v(x) = 0 dla x ∈ ΩhR

}
.

Zauważmy, że cz ↪eść wspólna zdefiniowanych podprzestrzeni jest niepusta.
Zbiór nośników funkcji należ ↪acych do cz ↪eści wspólnej V

h
R
(Ω)∩V h

B
(Ω) b ↪edziemy

oznaczali symbolem Ωδ. Dodatkowo niech

ΩδR = Ωδ ∩ ΩR, ΩδB = Ωδ ∩ ΩB.

Definiujmy także podprzestrzeń

V hδ (Ω) =
{
v : v ∈ V h(Ω), v(x) = 0 dla x ∈ ΩhR ∪ ΩhB

}
.

Na Rys. 6, 7, 8 schematycznie, dla przypadku Ω = (0, L) ⊂ R, przedstawione
zostały funkcje bazowe podprzestrzeni V hR (Ω), V

h
δ
(Ω) oraz V h

R
(Ω) przestrzeni

V h(Ω). Kolorem ciemnym zaznaczony został obszar ΩB.

Rys. 6
Funkcje bazowe przestrzeni V hR (Ω).

Rys. 7
Funkcje bazowe przestrzeni V h

δ
(Ω).

Rys. 8
Funkcje bazowe przestrzeni V h

R
(Ω).
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Wprowadzimy teraz oznaczenia potrzebne do prezentacji schematu i jego
późniejszej analizy. Iloczyny skalarny przestrzeni L2(Ω) b ↪edziemy oznaczali
przez

(u, v)L2(Ω) =
∫

Ω
uvdx.

Dyskretnym odpowiednikiem przestrzeni L2(Ω) jest L2h(Ω
h) - przestrzeń tych

funkcji siatkowych, określonych w w ↪ezłach Ω
h, które zeruj ↪a si ↪e w punktach

nodalnych zbioru ∂Ωh (-patrz np. [16]). Podobnie jak w przypadku jed-
nowymiarowym, norm ↪e w tej przestrzeni wyznacza nast ↪epuj ↪acy dyskretny
iloczyn skalarny

(u, v)L2
h
(Ωh) =

∑

x∈Ωh
ωxu(x)v(x)h

2, ‖v‖2L2
h
(Ωh) = (v, v)L2h(Ωh),

gdzie ωx =
1
6

∑
i∈N (x) |detBi|, N (x) jest zbiorem tych elementów triangu-

lacji T h, których wierzchołkiem jest punkt x, a Bi jest macierz ↪a przejścia
pomi ↪edzy danym elementem, a elementem regularnym - patrz [3]. Zauważmy,
że przy przyj ↪etych założeniach o triangulacji T h

∀u, v ∈ V h(Ω) (u, v)L2
h
(Ωh)

h→0−−→ (u, v)L2(Ω).

Wprowadzamy także dyskretne iloczyny skalarne odpowiadaj ↪ace podprze-

strzeniom przestrzeni L2h(Ω
h) : L2h(Ω

h
R), L

2
h(Ω

h
B), L

2
h(Ω

h
R), L

2
h(Ω

h
B) :

(v, u)L2
h
(Ωh
R
) =

∑

x∈Ωh
R

ωxu(x)v(x)h
2, (v, u)L2

h
(Ωh
B
) =

∑

x∈Ωh
B

ωxu(x)v(x)h
2,

oraz

(v, u)
L2
h
(Ω
h

R)
=

∑

x∈ΩhR

ωxu(x)v(x)h
2, (v, u)

L2
h
(Ω
h

B)
=

∑

x∈ΩhB

ωxu(x)v(x)h
2.

Podobnie jak dla przestrzeni L2h(Ω
h), wprowadzone iloczyny skalarne wyz-

naczaj ↪a odpowiednio normy przestrzeni: L
2
h(Ω

h
R), L

2
h(Ω

h
B), L

2
h(Ω

h
R), L

2
h(Ω

h
B)

‖u‖2L2
h
(Ωh
R
) =

(
u, u

)

L2
h
(Ωh
R
)
, ‖u‖2L2

h
(Ωh
B
) =

(
u, u

)

L2
h
(Ωh
B
)
,

‖u‖2
L2
h
(Ω
h

R)
=
(
u, u

)

L2
h
(Ω
h

R)
, ‖u‖2

L2
h
(Ω
h

B)
=
(
u, u

)

L2
h
(Ω
h

B)
. (3.6)

Definiujemy także norm ↪e dyskretn ↪a dla funkcji z podprzestrzeni V
h
δ (Ω)

‖u‖2L2
h
(Ωh
δ
) =

∑

x∈Γh
ωx
∣∣∣u(x)

∣∣∣
2
h2. (3.7)
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Niech także

‖u‖2L2
h
(Γ) =

∑

x∈Γh
ωx|u(x)|2h. (3.8)

Używać bedziemy nast ↪epuj ↪acych oznaczeń dla funkcji ci ↪agłych

U
(
(ih1, jh2), nτ

)
≡ Unij (3.9)

i pochodnych różnicowych wzgl ↪edem t - zobacz [16]

∂tU
n
ij ≡
1

τ

(
Un+1ij − Unij

)
, ∂t∂tU

n
ij ≡
1

τ

(
∂tU

n+1
ij − ∂tUnij

)
,

∂t/2U
n
ij ≡

(
U
n+ 1
2

ij − Unij
)
/(t/2),

∂t/2∂t/2U
n
ij ≡

(
∂t/2U

n+ 1
2

ij − ∂t/2Unij
)
/(t/2). (3.10)

Zdefiniujmy także nast ↪epuj ↪ace operatory obci ↪ecia z przestrzeni V
h(Ω) do jej

podprzestrzeni. Niech

RR : V h(Ω) −→ V hR (Ω), RR : V h(Ω) −→ V hR (Ω),
gdzie

(RRv) (x) =
{
v(x) x ∈ ΩhR
0 x ∈ ΩhB

(RRv) (x) =
{
v(x) x ∈ ΩhR
0 x ∈ ΩhB

(3.11)

oraz

RB : V h(Ω) −→ V hB (Ω), RB : V h(Ω) −→ V hB (Ω),
gdzie

(RBv) (x) =
{
v(x) x ∈ ΩhB
0 x ∈ ΩhR

(RBv) (x) =
{
v(x) x ∈ ΩhB
0 x ∈ ΩhR.

(3.12)

Ponadto

Rδ : V h(Ω) −→ V hδ (Ω),

gdzie

(Rδv) (x) =
{
v(x) x ∈ Γh
0 x /∈ Γh. (3.13)

Operatory powyższe działaj ↪a w sposób nast ↪epuj ↪acy. Dane funkcje ci ↪agłe z
przestrzeni v ∈ V h(Ω) zachowuj ↪a wartość we wszystkich punktach nodalnych
należ ↪acych odpowiednio do Ω

h

R, Ω
h
R, Ω

h

B, Ω
h
B, Γ

h i przyjmuj ↪a warość zero w

pozostałych punktach nodalnych zbioru Ω
h
.
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3.3 Zadanie dyskretne

W tym podrozdziale wyprowadzimy równania schematu, którego użyjemy
do dyskretyzacji zagadnienie (3.1.a)-(3.1.b) oraz uzasadnimy ich postać na
gruncie metod wariacyjnych stosowanych przy rozwi ↪azywaniu zagadnień róż-
niczkowych. Pokażemy i uzasadnimy także przydatność zaproponowanej dys-
kretyzacji do obliczeń równoległych.
W dalszej cz ↪eści tego rozdziału cz ↪esto b ↪edziemy porównywali nasz ↪a dyskre-

tyzacj ↪e ze schematem zamkni ↪etym Eulera przy sformułowaniu w postaci wa-
riacyjnej. Przypomnijmy go zatem (patrz np. [16],[24])
dla n = 1, . . . , N , znaleźć Un ∈ V h(Ω), takie że:

{
(∂tU

n−1, ϕ)L2(Ω) +A(nτ ;Un, ϕ) = (fn, ϕ) ∀ϕ ∈ V h(Ω) (3.14.a)

(U0, ϕ) = (u0, ϕ) ∀ϕ ∈ L2(Ω). (3.14.b)

W celu przejrzystości prezentacji idei metody załóżmy przez chwil ↪e, że
dla każdego u, v ∈ H10 (Ω) i n = 0, . . . , N

A(nτ ; u, v) ≡
2∑

i=1

∫

Ω
Diu(x)Div(x)dx. (3.15)

Załóżmy także, że Ω jest prostok ↪atem, a dekompozycji wyjściowego obsza-
ru Ω dokonamy w tzw. pasy ( patrz [11]). Założenia to maj ↪a na celu je-
dynie uproszczenie zapisu i poprawienie przejrzystości argumentacji podczas
wyprowadzania metody.
Punktem wyjścia naszych rozważań jest idea dyskretyzacji zaproponowa-

na w [2] i rozwijana dalej w [3]. Przypomnijmy j ↪a po krótce.
W pracy [2] sformułowanie klasyczne odpowiadaj ↪ace zagadnieniu (3.1.a)-

(3.1.b), przy założeniu (3.15), ma postać





∂u
∂t
(x, t)−∆u(x, t) = f(x, t) x ∈ Ω, t ∈ (0, T ]
u(x, 0) = u0(x) x ∈ Ω,
u(x, t) = 0 t ∈ (0.T ] x ∈ ∂Ω.

Aby otrzymać postać uogólnion ↪a, równanie to mnożone jest skalarnie w prze-
strzeni L2(Ω) przez funkcj ↪e próbn ↪a ϕ ∈ H10 (Ω). Daje to
(
∂u

∂t
( · , nτ) , ϕ

)

L2(Ω)

− (∆u ( · , nτ) , ϕ)L2(Ω) = (f ( · , nτ) , ϕ)L2(Ω) .

Nat ↪epnie do iloczynu skalarnego zawieraj ↪acego ∆u stosujemy wzory Greena i
po uwzgl ↪ednieniu jednorodnego warunku brzegowego dostajemy
(
∂u

∂t
( · , nτ) , ϕ

)

L2(Ω)

+
2∑

i=1

(Diu ( · , nτ) , Diϕ)L2(Ω) = (f ( · , nτ) , ϕ)L2(Ω) ,
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gdzie symbolem Di oznaczyliśmy pochodn ↪a
∂u
∂xi
w sensie uogólnionym.

Post ↪epuj ↪ac dalej jak w pracy [2], iloczyn skalarny zawieraj ↪acy pochodne
uogólnione (Diu,Diϕ)L2(Ω) określony na całym obszarze Ω, rozbijany jest na
sum ↪e iloczynów skalarnych (Diu,Diϕ)L2(ΩR), (Diu,Diϕ)L2(ΩB), określonych
odpowiednio na ΩR i ΩB , tzn.

2∑

i=1

(Diu,Div)L2(Ω) =
2∑

i=1

(Diu,Div)L2(ΩR) +
2∑

i=1

(Diu,Div)L2(ΩB).

Zadanie dyskretne w [2] otrzymujemy ł ↪acz ↪ac ze sob ↪a metod ↪e różnic skończo-
nych i metod ↪e elementu skończonego w odpowiedni sposób. Po zdefiniowa-
niu przestrzeni dyskretnych na Ω× [0, T ] w sposób analogiczny, jak to miało
miejsce w poprzednim Rozdziale 3, w każdym kroku czasowym rozwi ↪azywane
s ↪a dwa kolejne zadania określone tylko na ΩR i na ΩB.

Schemat rozważany w tej pracy powstaje w wyniku rozbicia zadania
różniczkowego tuż po skalarnym przemnożeniu przez funkcj ↪e próbn ↪a ϕ ∈
H10 (Ω), ale przed całkowaniem przez zastosowaniem wzrorów Greena. Podob-
nie jak przy wyprowadzeniu metody dyskretyzacji z pracy [2], po skalarnym
przemnożeniu odpowiedniej postaci klasycznej zagadnienia przez funkcj ↪e
próbn ↪a ϕ ∈ H10 (Ω) na n− tej warstwie czasowej, otrzymujemy

(
∂u

∂t
( · , nτ) , ϕ

)

L2(Ω)

− (∆u ( · , nτ) , ϕ)L2(Ω) = (f ( · , nτ) , ϕ)L2(Ω) ,

po czym przedstawiamy drugi iloczyn skalarny w postaci sumy

(∆u ( · , nτ) , ϕ)L2(Ω) = (∆u ( · , nτ) , ϕ)L2(ΩR) + (∆u ( · , nτ) , ϕ)L2(ΩB)

i całkujemy przez cz ↪eści każdy ze składników powyższej sumy z osobna.
Daje to

− (∆u ( · , nτ) , ϕ)
L2(Ω)
=

=
2∑

i=1

(Diu ( · , nτ) , Diϕ)L2(ΩR) −
∫

Γ

∂u

∂ηR
(x, nτ)ϕ(x)dx+

+
2∑

i=1

(Diu ( · , nτ) , Diϕ)L2(ΩB) −
∫

Γ

∂u

∂ηB
(x, nτ)ϕ(x)dx, (3.17)

gdzie ηR, ηB s ↪a zewn ↪etrznymi wersorami normalnymi dla odpowiednich ΩRi
i ΩBj w danym punkcie x ∈ Γ - pami ↪etamy tu, że dokonaliśmy dekompozy-
cji wyjściowego prostok ↪ata Ω na pasy. Oczywiście wyrazy określone na Γ -
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odpowiednie całki z pochodnych normalnych, daj ↪a w sumie zero, jednak my
nadal b ↪edziemy je trzymali w równaniu.
Zauważmy zatem, że jeśli wyrazy ∂u

∂ηR
(x, nτ) i ∂u

∂ηB
(x, nτ) byłyby znane

dla ∀x ∈ Γh w momencie obliczania wartości funkcji un, to zadanie
znaleć u ∈ ( · , nτ) ∈ H10 (Ω), takie że

(
∂u

∂t
( · , nτ) , ϕ

)

L2(Ω)

+
2∑

i=1

(Diu ( · , nτ) , Diϕ)L2(Ω) =

= (f ( · , nτ) , ϕ)L2(Ω) , ∀ϕ ∈ H10 (Ω) (3.18)

można próbować rozbić na dwie grupy niezależnych zadań
dla każdego i = 1, . . . , IR znależć u ∈ H10 (Ω) ∩H1(ΩRi) takie, że

(
∂u

∂t
( · , nτ) , ϕ

)

L2(ΩRi )

+
2∑

i=1

(Diu ( · , nτ) , Diϕ)L2(ΩRi )
=

= (f ( · , nτ) , ϕ)L2(ΩRi )
+
∫

Γ

∂u

∂ηB
(x, nτ)ϕ(x)dx,

∀ϕ ∈ H10 (Ω) ∩H1(ΩRi) (3.19)

oraz
dla każdego j = 1, . . . , IB znależć u ∈ H10 (Ω) ∩H1(ΩBj ) takie, że

(
∂u

∂t
( · , nτ) , ϕ

)

L2(ΩBj )

+
2∑

i=1

(Diu ( · , nτ) , Diϕ)L2(ΩBj )
=

= (f ( · , nτ) , ϕ)L2(ΩBj )
+
∫

Γ

∂u

∂ηR
(x, nτ)ϕ(x),

∀ϕ ∈ H10 (Ω) ∩H1(ΩBj ). (3.20)

Zauważmy, że sumuj ↪a stronami równania (3.19) i (3.20) otrzymujemy rów-
nania (3.18) ponieważ

∫

Γ

∂u

∂ηB
(x, nτ)ϕ(x)dx,+

∫

Γ

∂u

∂ηR
(x, nτ)ϕ(x) = 0.

Wypisane wyżej równania (3.19)-(3.20) stanowi ↪a punkt wyjścia do stworzenia
schematu użytego przez nas do dyskretyzacji zagadnienia (3.1.a)-(3.1.b).
Zastanówmy si ↪e nad korzyściami z zaproponowanego wyżej podejścia w

uj ↪eciu obliczeń równoległych.
Zauważmy, że jeśli po odpowiednej dyskretyzacji, np. takiej jak w [2],

chcielibyśmy znaleźć rozwi ↪azanie przybliżone dla (3.18) za pomoc ↪a wspom-
nianego wyżej schematu zamkni ↪etego Eulera, to jego wyznaczenie na każdej
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warstwie czasowej, sprowadziłoby si ↪e do rozwi ↪azania układu równań algebra-
icznych z macierz ↪a pi ↪eciodiagonaln ↪a wymiaru dim(V

h(Ω)) × dim(V h(Ω)) -
przypomnijmy, że do rozważań przyj ↪eliśmy prostok ↪atny obszar Ω.
W przypadku zadań (3.19)-(3.20), po wprowadzeniu tej samej dyskre-

tyzacji, wyznaczenie odpowiedniego rozwi ↪azania przybliżonego dla u (x, nτ),
sprowadza si ↪e do rozwi ↪azania zadania na podobszarze ΩR oraz i podobnego
zadania na podobszarze ΩB. Przy podziale prostok ↪ata Ω na 2K naprzemian
położonych pasków typu Red, Black, zadania te wymagaj ↪a rozwi ↪azania ukła-

dów równań z macierzami pi ↪eciodiagonalnymi wymiaru
dim(V h(Ω))
2K

× dim(V h(Ω))
2K

.
W tym przypadku obszary tego samego typu były albo rozł ↪aczne. Fakt ten
umożliwia rozseparowanie pojedynczego zadania określonego na ΩR czy ΩB
na K podzadań określonych na podobszarach tego samego typu - odpowied-
nio ΩRi ,ΩBj dla i, j = 1, . . . , K.
Niestety, w momencie obliczania u (x, nτ), pochodne normalne ∂u

∂ηR
(x, nτ)

i ∂u
∂ηB
(x, nτ) w punktach x ∈ Γh nie s ↪a znane. W pracy [2] w odpowied-

nich schematach tych wyrazów nie ma. Główn ↪a ide ↪a, na której bazuje pro-
ponowana przez nas dyskretyzacja i jednocześnie modyfikacja wzgl ↪edem sche-
matu rozważanego w [2], jest aproksymacja w punktach x ∈ Γh pochodnych
normalnych ∂u

∂η
(x, nτ) odpowiednimi pochodnymi normalnymi z poprzednio

obliczonej warstwy czasowej, tzn. ∂u
∂η
(x, (n− 1)τ).

W każdym kroku czasowym rozwi ↪azania przybliżonego zagadnienia (3.1.a)-
(3.1.b) poszukiwać b ↪edziemy rozwi ↪azuj ↪ac naprzemian niezależne zadania na
ΩR i ΩB. Na obszarze ΩR b ↪edziemy poszukiwali aproksymacji zagadnienia
wyjściowego na pełnych warstwach czasowych, tzn. t ∈ {τ, 2τ, . . . , nτ}, nato-
miast na obszarze ΩB na połówkowych warstwach czasowych, tzn.
t ∈

{
1
2
τ, 3
2
τ, . . . , (N − 1

2
)τ)
}
. Poniewiaż w punktach x ∈ Γh rozwi ↪azanie przy-

bliżone jest liczone co pół kroku czasowego, co pół kroku nast ↪epować b ↪edzie
wymiana informacji pomi ↪edzy obszarami, w tych właśnie punktach.Także
co pół kroku czasowego, uaktualniana b ↪edzie również wartość różnicowej
pochodnej w punktach x ∈ Γh.
W odróżnieniu od schematu przedstawionego w [2] i [3], rozważana tutaj

dyskretyzacja uwzgl ↪ednia aproksymacje pochodnych normalnych na brzegach
odpowiednich podobszarów. Wprowadzaj ↪ac aproksymacj ↪e pochodnych nor-
malnych, spodziewamy si ↪e podwyższenia rz ↪edu lokalnej aproksymacji wzgl ↪e-
dem schematu proponowanego w [2] a także [3] a zatem podwyższenia rz ↪edu
zbieżności. Wprowadzenia aproksymacji pochodnych normalnych na brze-
gach podobszarów powoduje jednak, że propnowany przez nas schemat wy-
maga bardziej skomplikowanej analizy niż [3].
Zajmijmy si ↪e uogólnieniem sytuacji rozważonej wyżej. Rozważmy im-

plementacj ↪e naszego schematu w przypadku wielok ↪atnego obszaru Ω, przy
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dekompozycji opartej o pierwotnie zdefiniowan ↪a grub ↪a triangulacj ↪e T
H .

Definiuj ↪ac grub ↪a triangulacj ↪e wymagaliśmy, żeby obszary tego samego typu
były albo rozł ↪aczne albo miały wspólne tylko wierzchołki. Fakt ten umożli-
wia rozseparowanie pojedynczego zadania określonego na ΩR czy ΩB na sze-
reg podzadań określonych na podobszarach tego samego typu - odpowied-
nio ΩRi ,ΩBj dla i ∈ IR, J ∈ IB. Istnieje cała klasa algorytmów - zobacz
np. [11], [25], pozwalaj ↪aca na rozbicie zadania określonego na słabo ze sob ↪a
powi ↪azanych podobszarach ΩRi dla i ∈ IR, na IR niezależnych zadań, z
których każde jest określone tylko na jednym z podobszarów ΩRi . Rozbicie
takie otrzymywane jest przeważnie przez eliminacje w pierwszej fazie obliczeń
niewiadomych z wn ↪etrz podobszarów ΩRi , a nast ↪epnie rozwi ↪azanie globalnego
układ równań z niewiadomymi tylko w punktach Γh, które s ↪a wierzchołkami
elementów triangulacji T H . Podobnie jest oczywiście w przypadku równań
określonych na podobszarach ΩB.
Zanim przedstawimy zadanie dyskretne, wprowdźmy konieczne do jego

opisu oznaczenia. Niech

A(nτ ; u, v) ≡ An(u, v) n = 0,
1

2
, 1,
3

2
, . . . ,

(
N − 1
2

)
, N.

Definiujemy także rozbicie

An(u, v) = AnR(u, v) +AnB(u, v), (3.21)

gdzie

AnR(u, v) =
∫

ΩR

2∑

i,j=1

ai,j(x, t)(nτ, x)Diu(x)Djv(x)dx+

+
∫

ΩR

2∑

i=1

bi(x, t)Diu(x)v(x)dx+
∫

ΩR
c(x, t)u(x)v(x)dx, (3.22)

AnB(u, v) =
∫

ΩB

2∑

i,j=1

ai,j(t, x)(nτ, x)Diu(x)Djv(x)dx+

+
∫

ΩB

2∑

i=1

bi(x, t)Diu(x)v(x)dx+
∫

ΩB
c(x, t)u(x)v(x)dx. (3.23)

Oczywiście równość (3.21) zachodzi dla ∀u, v ∈ V h(Ω), bowiem V h(Ω) ⊂
H10 (Ω).
Wprowadźmy także pochodn ↪a formy dwuliniowej A(·, ·). Niech dla n =

0, 1
2
, 1, . . . ,

(
N − 1

2

)
, N oraz dla każdego u, v ∈ H1(Ω)

∂t[An](u, v) ≡
1

τ

(
An+1(u, v)−An(u, v)

)
. (3.24)
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Analogicznie definiować b ↪edziemy ∂t/2[An] oraz ∂t[AnR], ∂t/2[AnR], ∂t[AnB] i
∂t/2[AnB]. Pochodne te s ↪a dobrze zdefiniowane, bowiem założyliśmy, że współ-
czynniki formy dwuliniowej An(·, ·) : aij, bi, c s ↪a ci ↪agłe.
Wprowadźmy także dla u ∈ H10 (Ω), v ∈ V h(ΩR) nast ↪epuj ↪acy formy

dwuliniowe, którego celem b ↪edzie aproksymacja całek zawieraj ↪acych odpowied-
nie pochodne normalne. Niech dla n = 0, . . . , N

ÂnR : H10 (Ω)× V hδ (Ω) −→ R
ÂnR(u, v) ≡ AnR

(
u,Rδ(v)

)
. (3.25)

Podobnie wprowadzamy dla u ∈ H10 (Ω), v ∈ V h(ΩB) i n = 0, . . . , N − 1
formy dwuliniowe

Ân+
1
2

B : H10 (Ω)× V hδ (Ω) −→ R
Ân+

1
2

B (u, v) ≡ A
n+ 1
2

B

(
u,Rδ(v)

)
. (3.26)

Form dwuliniowych zdefiniowanych wyżej użyjemy do aproksymacji pochod-
nych normalnych na brzegach odpowiednich podobszarów. Zwróćmy uwag ↪e,
że formy te określone s ↪a jedynie na odpowiednio ΩδR i ΩδB .
Niech także

(fn, ϕ)L2(Ω) = (f ( · , nτ) , ϕ)L2(Ω) dla n = 1, . . . , N,
(
fn+

1
2 , ϕ

)

L2(Ω)
=
(
f
(
· ,
(
n+
1

2

)
τ
)
, ϕ
)

L2(Ω)
dla n = 0, . . . , N.

(3.27)

Wrowadźmy również pochodne różnicowe postaci

∂̃tU
n(x) =






(
Un+1(x)− Un+ 12 (x)

)
/τ x /∈ Γh(

Un+1(x)− Un+ 12 (x)
)
/(τ/2) x ∈ Γh dla n  0

(3.28)

∂̃tU
n− 1
2 (x) =






(
Un+

1
2 (x)− Un(x)

)
/τ x /∈ Γh(

Un+
1
2 (x)− Un(x)

)
/(τ/2) x ∈ Γh. dla n  1.

Zauważmy, że w powyższych definicjach odpowiednie pochodne różnicowe
w punktach nodalnych należ ↪acych do wn ↪etrz podobszarów brane s ↪a o pełen
krok czasowy, natomiast w punktach nodalnych x ∈ Γh pochodne te to ilorazy
różnicowe brane o pół kroku czasowego.
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Rozwi ↪azania przybliżonego zagadnienia (3.1.a)-(3.1.b) poszukiwać b ↪edziemy
za pomoc ↪a nast ↪epuj ↪acego schematu

znaleźć U
1
2 ∈ V h

B
(Ω), takie że:





(
∂t/2U

0, ϕ
)

L2
h
(Ω
h

B)
+ A

1
2
B(U

1
2 , ϕ) + Â0R(U0, ϕ) = (f

1
2 , ϕ)L2(ΩB∪ΩδR)

∀ϕ ∈ V h
B
(Ω) (3.29.a)

U
1
2 (x) = U0(x) x ∈ ΩhR

dla n = 1, . . . , N



znaleźć Un ∈ V h
R
(Ω), takie że:





(
∂̃tU

n−1, ϕ
)

L2
h
(Ω
h

R)
+ AnR(Un, ϕ) + Â

n− 1
2

B (U
n− 1
2 , ϕ) = (fn, ϕ)L2(ΩR∪ΩδB )

∀ϕ ∈ V h
R
(Ω) (3.29.b)

Un(x) = Un−
1
2 (x) x ∈ ΩhB

znaleźć Un+
1
2 ∈ V h

B
(Ω), takie że:





(
∂̃tU

n− 1
2 , ϕ

)

L2
h
(Ω
h

B)
+ An+

1
2

B (U
n+ 1
2 , ϕ) + ÂnR(Un, ϕ) = (fn+

1
2 , ϕ)L2(ΩB∪ΩδR )

∀ϕ ∈ V h
B
(Ω) (3.29.c)

Un+
1
2 (x) = Un(x) x ∈ ΩhR

(
U0, ϕ

)

L2
h
(Ωh)
= (u0, ϕ)L2

h
(Ωh) ∀ϕ ∈ V h(Ω) (3.29.d)

Jedyn ↪a różnic ↪a pomi ↪edzy schematem prezentowanym w [2] i (3.29.a)-
(3.29.d), stanowi ↪a trzecie wyrazy lewych stron równań (3.29.a), (3.29.b),

(3.29.c), czyli odpowiednio wyrazy Â0R(U0, ϕ), Â
n− 1
2

B (U
n− 1
2 , ϕ), ÂnR(Un, ϕ).

Stanowi ↪a one wprowadzone przez nas aproksymacje pochodnych normalnych.
Zauważmy, że na danej warstwie czasowej s ↪a to wyrazy znane, wi ↪ec w proce-
sie obliczeniowym stanowić b ↪ed ↪a prawe strony odpowiednich układów równań
algebraicznych.
Zauważmy, że każdy z podschematów (3.29.a)-(3.29.d) ma jednoznaczne

rozwi ↪azanie, bowiem macierze odpowiednich układów równań algebraicznych
powstałych w wyniku dyskretyzacji s ↪a dodatnio określone. Zauważym ponad-
to, że ∂̃tU

n(x) ≡ 0 dla x ∈ ΩhB oraz ∂̃tUn+
1
2 (x) ≡ 0 dla x ∈ ΩhR. Przyj ↪eta przez

nas definicja pochodnych równicowych wzgl ↪edem czasu w (3.28) powoduje, że
schemat (3.29.a)-(3.29.d) jest schematem dwuwarstwowym, poza rozci ↪eciem
Γ, na którym jest trójwarstwowy (-patrz np [16]). Taka definicja pochod-
nych różnicowych po t, zapewnia także wymian ↪e informacji na brzegach
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s ↪asiaduj ↪acych podobszarów co pół kroku czasowego.
Implementacja schematu (3.29.a)-(3.29.d) wygl ↪ada nast ↪epuj ↪aco. Niech

dane b ↪edzie U
n− 1
2 (x) dla każdego x ∈ Ωh. Zauważmy, że poszukiwana funkcja

Un(x) jest dana dla każdego x ∈ ΩhB, ponieważ na mocy (3.29.b) jest równa
Un−

1
2 (x) i zadanie jej wyznaczenia sprowadza si ↪e do rozwi ↪azania odpowied-

niego układu równań odpowiadaj ↪acych obszarowi ΩR. Konstrukcja grubej
triangulacji T H , zapewnia mi ↪edzy innymi słabe powi ↪azania obszarów tego
samego typu, tzn. dwa obszary typu Red lub typu Black mog ↪a być albo
rozł ↪aczne albo posiadać wspołny wierzchołek. Konsekwencj ↪a tego jest fakt,
że zadania określone na obszarze ΩR s ↪a słabo ze sob ↪a powi ↪azane - jedynie
poprzez niewiadome w wierzchołkach elementów grubej triangulacji T H i
można to zadanie rozbić na szereg podzadań określonych na poszczególnych
podobszarach ΩRi .
Problem ten może być rozwi ↪azany na przykład metod ↪a blokowych elimi-

nacji Gaussa, w których jako pierwsze obliczane s ↪a z globalnego układu rów-
nań wartości Un(x) w w wierzchołkach grubej triangulacji T H , a nast ↪epnie
- lokalnie obliczane s ↪a wartości U

n(x) we wn ↪etrzach odpowiednich podob-
szarów. Jeden z wariantów takiego algorytmu został opisany mi ↪edzy innymi
w [16] - patrz Algorytm z macierz ↪a pojemnościow ↪a. Wiele innych wariantów
rozwi ↪azywania tego typu problemów można znaleźć np. w [11], [21] i [25] -
patrz metody strukturalne w podanych pozycjach.
Po wyznaczeniu funkcji Un, w nast ↪epnym półkrokukroku czasowym ana-

logicznie wyznaczamy funkcj ↪e U
n+ 1
2 (x) z równania (3.29.c).

Zaproponowany schemat bardzo dobrze nadaje si ↪e zatem do obliczeń
równoległych. Poprzez specjaln ↪a konstrukcj ↪e grubej triangulacji pojedynczy
półkrok czasowy może być zrealizowany niemal równolegle - modulo wyz-
naczenie niewiadomych w wierzchołkach elementów T H .
Rozważmy sytuacj ↪e w której |IR| = |IB| = K i posiadamy komputer

wyposażon ↪a w K procesorów. W pierwszym półkroku czasowym, K pro-
cesorów wykonuje oblicznenia na K podobszarach ΩR, a w nast ↪epnym K
procesorów wykonuje oblicznenia na K podobszarach ΩB. W ten sposób, po
dwóch taktach komputera wieloprocesorowego, zaczynaj ↪ac od U

n− 1
2 mamy

obliczon ↪a funkcj ↪e U
n+ 1
2 .

3.4 Analiza stabilności

W podrozdziale tym zajmiemy si ↪e analiz ↪a stabilności schematu (3.29.a)-
(3.29.d). Sformułowne i udowodnione zostan ↪a twierdzenia o stabilności sche-
matu (3.29.a)-(3.29.d) w różnych normach : słabych - standardowo używa-
nych przy tego typu zadaniach (patrz np. [16],[18]) oraz normach silnych -
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zwi ↪azanych z pochodnymi wzgl ↪edem czasu rozwi ↪azań rozważanego schematu.
Twierdzenia 5 i 6 s ↪a uogólnienieniem Twierdzeń 1 i 2, które zostały udowod-
nione w Podrozdziale 2.4 na przypadek ogólnej dyskretyzacji bazuj ↪acej na
sformułowaniu wariacyjnym ogólnego zagadnienia parabolicznego.
W dalszej cz ↪eści pracy zakładać b ↪edziemy, że współczynniki formy dwuli-

niowej A(t; ·, ·) oprócz warunków wymienionych przy sformułowaniu zadania
w postaci uogólnionej - patrz str. 49, spełniaj ↪a dodatkowo nast ↪epuj ↪ace za-
łożenia





dla każdego (x, t) ∈ Ω× [0, T ]:
|ai,j(x, t)| ¬ amax, |bi(x, t)| ¬ bmax, |c(x, t)| ¬ cmax,∣∣∣∂ai,j
∂t
(x, t)

∣∣∣ ¬ ãmax,
∣∣∣∂bi
∂t
(x, t)

∣∣∣ ¬ b̃max,
∣∣∣∂c
∂t
(x, t)

∣∣∣ ¬ c̃max,∣∣∣∂ai,j
∂x
(x, t)

∣∣∣ ¬ ămax,
dla i, j = 1, 2.

(3.30)

3.4.1 Silne normy

Sformułujemy i udowodnimy teraz nast ↪epuj ↪ace Twierdzenie 5 o bezwarun-
kowej stabilności schematu (3.29.a)-(3.29.d) w silnych normach, które jest
odpowiednikiem Twierdzenia 1 z Podrozdziału 2.4.1.

Twierdzenie 5 (Silne normy). Niech u0 ∈ H2(Ω) i współczynniki formy
dwulioniowej A(·, ·) spełniaj ↪a założenia (3.30). Wtedy istnieje takie τ0, że dla
τ ¬ τ0 rozwi ↪azania schematu (3.29.a)-(3.29.d) spełniaj ↪a nast ↪epuj ↪ace oszaco-
wanie

max
n=1,...,N

{
‖∂t/2Un−1‖2L2

h
(Ωh
δ
) + ‖∂t/2U

n− 1
2 ‖2L2

h
(Ωh
δ
)

}
+

+ max
n=2,...,N

{
‖∂tUn−1‖2

L2
h
(Ω
h

R)
+ ‖∂tUn−

3
2‖2
L2
h
(Ω
h

B)

}
+

+τ
N∑

n=2

{
|∂tUn−1|2H1(ΩR) + |∂tU

n− 3
2 |2H1(ΩB)

}
¬

¬M
{

τ
N∑

n=2

{
‖∂tfn−1‖2L2(ΩR) + ‖∂tf

n− 3
2 ‖2L2(ΩB)

}
+

+τ
N∑

n=2

{
‖∂t/2fn−1‖2L2

h
(Ωh
δ
) + ‖∂t/2f

n− 3
2 ‖2L2

h
(Ωh
δ
)

}
+ ‖∂t/2f0‖2L2

h
(Ωh
δ
) +

+‖f 12‖2L2(Ω) + ‖f1‖2L2(Ω) + ‖u0‖2H2(Ω)

}

,

gdzieM jest stał ↪a dodatni ↪a niezależna od τ , h oraz H.
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Uwaga 8. W przypadku tak ogólnego równania parabolicznego i przy przyj ↪e-
tych założeniach o regularności formy dwulioniowej A(t; ·, ·), warunek τ ¬ τ0
jest warunkiem naturalnym. Przy podobnych założeniach standardowy sche-
mat zamkni ↪ety Eulera, do bezwarunkowej stabilności również wymaga speł-
nienia warunku τ ¬ τ0 - patrz prace [6] i [7]. Jeśli dodatkowo założymy, że dla
każdego t ∈ [0, T ] współczynniki formy dwuliniowej A(t; u, v) s ↪a niezależne
od czasu t, tzn. A(t; u, v) ≡ A(u, v), oraz że istnieje stała C > 0 taka, że dla
każdego v ∈ H10 (Ω) mamy C‖v‖2H10 (Ω) ¬ A(v, v), to do stabilności schematu
(3.29.a)-(3.29.d) w silnych normach, nie b ↪edzie konieczne założenie τ ¬ τ0.

Dowód. Wdowodzie powyższego Twierdzenia, które jest uogólnieniem Twier-
dzenia 1, badana jest stabilność schematu powstałego z (3.29.a)-(3.29.d),
w wyniku odj ↪ecia od siebie stronami odpowiednich równań określonych na
s ↪asiednich warstwach czasowych.
W pierwszej kolejności skoncentrujemy si ↪e na równaniach określonych

na ΩR. Nast ↪epnie przeniesiemy otrzymane wyniki na równania rozważanego
schematu określone na ΩB.
Zauważmy, że odejmuj ↪ac stronami równanie (3.29.b) na n-tej warstwie i

(3.29.c) na (n− 1
2
)-ej warstwie czasowej, dla ϕ ∈ V hδ (Ω) dostajemy

(
∂t/2U

n− 1
2 − ∂t/2Un−1, ϕ

)

L2
h
(Ωh
δ
)
+ ÂnR(Un, ϕ)− Ân−1R (Un−1, ϕ) =

=
τ

2
(∂t/2f

n− 1
2 , ϕ)L2(Ωδ) ∀ϕ ∈ V hδ (Ω), (3.31)

bowiem dla każdego ϕ ∈ V h
δ
(Ω) zachodzi tożsamość AnR(u, ϕ) ≡ ÂnR(u, ϕ)

- patrz definicje form dwuliniowych AnR(·, ·) i ÂnR(·, ·) - str. 61.
Podobnie, odejmuj ↪ac stronami (3.29.b) na n-tej warstie czasowej i (3.29.b)
na (n− 1)-ej warstwie czasowej, dla ϕ ∈ V hR (Ω), otrzymujemy

(
∂tU

n−1 − ∂tUn−2, ϕ
)

L2
h
(Ωh
R
)
+AnR(Un, ϕ)−An−1R (Un−1, ϕ) =

= τ(∂tf
n−1, ϕ)L2(ΩR) ∀ϕ ∈ V hR (Ω). (3.32)

Zauważmy, że AnR(u, ϕ) możemy przedstawić w nast ↪epuj ↪acy sposób

AnR(u, ϕ) = AnR(u,RR((ϕ)) +AnR(u,Rδ(ϕ)) =
= AnR(u, ϕR) + ÂnR(u, ϕδ),

ϕ = ϕR + ϕδ, ϕR ∈ V hR (Ω), ϕδ ∈ V hδ (Ω).

Korzystaj ↪ac z tego zapisujemy (3.31) i (3.32) jako jedno równanie określone
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dla każdego ϕ ∈ V h
R
(Ω)

(
∂tU

n−1 − ∂tUn−2, ϕ
)

L2
h
(Ωh
R
)
+AnR(Un, ϕ)−An−1R (Un−1, ϕ) =

=






τ
(
∂tf
n−1, ϕ

)

L2(ΩR)
ϕ ∈ V hR (Ω)

(3.33)
τ
2

(
∂t/2f

n− 1
2 , ϕ

)

L2(Ωδ)
−
(
∂t/2U

n− 1
2 − ∂t/2Un−1, ϕ

)

L2
h
(Ωh
δ
)
ϕ ∈ V hδ (Ω).

Zbadajmy teraz stabilność otrzymanego schematu. W tym celu wybieramy
w (3.33) ϕ = ∂tU

n−1 i korzystamy z tożsamości
(
∂tU

n−1 − ∂tUn−2, ∂tUn−1
)

L2
h
(Ωh
R
)
=

=
1

2
‖∂tUn−1 − ∂tUn−2‖2L2

h
(Ωh
R
) +
1

2
‖∂tUn−1‖2L2

h
(Ωh
R
) −
1

2
‖∂tUn−2‖2L2

h
(Ωh
R
).

(3.34)

Pozwala to przekształcić schemat (3.33) do postaci

1

2
‖∂tUn−1‖2L2

h
(Ωh
R
) −
1

2
‖∂tUn−2‖2L2

h
(Ωh
R
) +
1

2
‖∂tUn−1 − ∂tUn−2‖2L2

h
(Ωh
R
) +

+
(
∂t/2U

n− 1
2 − ∂t/2Un−1, ∂tUn−1

)

L2
h
(Ωh
δ
)
+

+AnR(Un, ∂tUn−1)−An−1R (Un−1, ∂tUn−1) =
= τ

(
∂tf
n−1,RR(∂tUn−1)

)

L2(ΩR)
+
τ

2

(
∂t/2f

n− 1
2 ,Rδ(∂tUn−1)

)

L2(Ωδ)
.

(3.35)

Zauważmy nast ↪epnie, że dla każdego x ∈ Γh zachodzi

∂tU
n−1(x) =

1

2

{
∂t/2U

n− 1
2 (x) + ∂t/2U

n−1(x)
}
. (3.36)

Dla n  2 dostajemy zatem z równania (3.35) nast ↪epuj ↪ace wyrażenie
1

2
‖∂tUn−1‖2L2

h
(Ωh
R
) −
1

2
‖∂tUn−2‖2L2

h
(Ωh
R
) +
1

2
‖∂tUn−1 − ∂tUn−2‖2L2

h
(Ωh
R
) +

+
1

2
‖∂t/2Un−

1
2‖2L2

h
(Ωh
δ
) −
1

2
‖∂t/2Un−1‖2L2

h
(Ωh
δ
) +

+AnR(Un, ∂tUn−1)−An−1R (Un−1, ∂tUn−1) =
= τ

(
∂tf
n−1,RR(∂tUn−1)

)
L2(ΩR)

+
τ

4

(
∂t/2f

n− 1
2 ,Rδ(∂tUn−1)

)
L2(Ωδ)

¬

¬ τ
ε

{‖∂tfn−1‖2L2(ΩR) + ‖∂t/2f
n− 1
2 ‖2L2(Ωδ)

}
+ ετ‖∂tUn−1‖2L2

h
(Ωh
R
) +

+ετ
{
‖∂t/2Un−

1
2‖2L2

h
(Ωh
δ
) + ‖∂t/2U

n−1‖2L2
h
(Ωh
δ
)

}
. (3.37)
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Ostatni ↪a nierówność otrzymaliśmy stosuj ↪ac kolejno Lematy 11 i 12 -
str. 172. Na mocy tych Lematów mamy bowiem

‖∂tUn−1‖2L2(ΩR) ¬ C‖∂tU
n−1‖2

L2
h
(Ω
h

R)
¬

¬ 2C
{
‖∂tUn−1‖2L2

h
(Ωh
R
)
+ ‖∂tUn−1‖2L2

h
(Ωh
δ
)

}
¬

¬ 2C
{
‖∂tUn−1‖2L2

h
(Ωh
R
) + ‖∂t/2Un−

1
2 ‖2L2

h
(Ωh
δ
) + ‖∂t/2Un−1‖2L2

h
(Ωh
δ
)

}
.

Analogicznie otrzymujemy oszacowanie dla równań określonych na ΩB i
n > 2. Dowód tego oszacowania jest podobny do dowodu (3.37). Tym razem,
w pierwszej kolejności odejmujemy od siebie stronami równania (3.29.c) na
(n − 1

2
)-ej warstwie czasowej i (3.29.b) na (n − 1)-ej warstwie czasowej by

uzyskać równanie dla funkcji ϕ ∈ V hδ (Ω). Nast ↪epnie, aby otrzymać równanie
określone dla funkcji ϕ ∈ V hB (Ω), odejmujemy stronami równania (3.29.c) o-
kreślone odpowiednio na (n− 1

2
)-ej i (n− 3

2
)-ej warstwie czasowej. Post ↪epuj ↪ac

dalej jak przy dowodzie (3.37) dostajemy
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. (3.38)

Dla n = 2 otrzymujemy nieco inne oszacowanie. Jest to spowodowane różnic ↪a
pomi ↪edzy równaniami (3.29.a) i (3.29.c). Zauważmy, że w punktach Ω

h
B w

pierwszyszym z wyżej wymienionych równań, pochodna rozwi ↪azania dyskret-
nego wzgl ↪edem czasu to ∂t/2U

0, czyli iloraz różnicowy o pół kroku czasowego,
natomiast na kolejnych warstwach czasowych mamy juz odpowiedni iloraz
różnicowy brany o pełen krok czasowy. Odpowiednik (3.38) dla n = 2, to
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Dodajmy teraz stronami otrzymane wyżej nierówności, rozróżniaj ↪ac dwa
przypadki n = 2 i n > 2.
W przypadku gdy n = 2 dodajemy stronami nierówności (3.37) i (3.39), zaś
dla n > 2 dodajemy stronami nierówności (3.37) i (3.38).
Tak powstałe nierówności sumujemy nast ↪epnie stronami dla n = 2, . . . , N .
Po redukcji wyrazów podobnych daje to oszacowanie postaci
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Zajmijmy si ↪e oszacowaniem niektórych wyrazów otrzymanego wyrażenia.
W tym celu zapiszmy nierówności (3.40) w symbolicznej postaci

L+ S1 + S2 ¬ P, (3.41)

gdzie symbolem L oznaczyliśmy trzy pierwsze wyrazy lewej strony (3.40)
obj ↪ete nawiasami klamrowymi, zaś S1 i S2 oznaczaj ↪a kolejne sumy lewej
strony. Symbolem P oznaczyliśmy cał ↪a praw ↪a stron ↪e (3.40).
Przy wprowadzonych oznaczeniach zastosujmy Lemat 2 - str. 95. Dodatkowo
przenosimy wyrazy ostatniej warstwy czasowej tj.

‖∂tUN−1‖2L2
h
(Ωh
R
), ‖∂tUN−

3
2‖2L2

h
(Ωh
B
), ‖∂t/2UN−

1
2‖2L2

h
(Ωh
δ
),

na lew ↪a stron ↪e nierówności.
Wybieramy odpowiednio małe τ , tak żeby

(
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4
.
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Takie post ↪epowanie daje
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(3.42)

Nast ↪epnie, podobnie jak w końcowej cz ↪eści dowodu Twierdzenia 1, trzy-
krotnie stosujemy nierówność Gronwall’a - Lemat 7, str. 171. Za pierwszym
razem w nierówności Gronwall’a bierzemy
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za drugim
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Ostatni raz stosujemy nierówność Gronwall’a z
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h
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δ
).
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Daje to oszacowanie postaci
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(3.43)

Zwróćmy uwag ↪e, że wyrazy lewej strony powyższej nierówności zawieraj ↪a
jedynie ‖∂tUn−1‖L2

h
(Ωh
R
). Oszacowanie w normie określonej na domkni ↪eciu

podobszaru, tzn. ‖∂tUn−1‖L2
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otrzymujemy korzystaj ↪ac z faktów
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Na mocy Lematu 13 - str. 172, zastosowanego do lewej strony nierówności
(3.43), otrzymujemy
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Do powyższej nierówności raz jeszcze stosujemy Lemat Gronwall’a - Lemat 7,
przyjmuj ↪ac

γn =
∣∣∣UN

∣∣∣
2

H1(ΩR)
+
∥∥∥UN

∥∥∥
2

L2
h
(Ω
h

R)
+
∣∣∣UN−

1
2

∣∣∣
2

H1(ΩB)
+
∥∥∥UN−

1
2

∥∥∥
2

L2
h
(Ω
h

B)
,
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(3.44)

Wróćmy jeszcze raz do nierówności (3.43). Zauważmy, że nierówność (3.44)
możemy wykorzystać do oszacowania niektórych wyrazów prawej strony (3.43) tj.
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Na mocy powyższej nierówności z (3.43) i (3.44) otrzymujemy zatem nast ↪epuj ↪ace
oszacowanie
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(3.45)
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Ostatnie wyrazy prawych stron nierówności (3.44) i (3.45), tj.
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szacujemy z Lematu 3 - str. 98.
Zauważmy także, że na mocy Lematu 14 - str. 174, mamy
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(
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¬
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Na mocy ‖U0‖L2
h
(Ωh) ¬ C‖u0‖L2(Ω), zobacz [13].

3.4.2 Słabe normy

Sformułujemy i udowodnimy teraz Twierdzenie 6 o stabilności schematu
(3.29.a)-(3.29.d) w słabych normach. Jest ono uogólnieniem Twierdzenia 2
z Podrozdziału 2.4.2 na rozważan ↪a w tym rozdziale dyskretyzacj ↪e.

Twierdzenie 6 (Słabe normy). Niech u0 ∈ H2(Ω) i współczynniki formy
dwuliniowej A(·, ·) spełniaj ↪a założenia (3.30) (-str. 64). Wtedy istnieje takie τ0,
że dla τ ¬ τ0, rozwi ↪azania schematu (3.29.a)-(3.29.d) spełniaj ↪a nast ↪epuj ↪ace
oszacowanie
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}

,

gdzieM jest stał ↪a dodatni ↪a niezależna od τ , h oraz H.

Uwaga 9. Twierdzenie 6 jest wnioskiem z Twierdzenia 5, wi ↪ec Uwaga 8,
dotyczy także Twierdzenia 6, tzn. jeśli dodatkowo założymy, że współczyn-
niki formy dwuliniowej A(t; u, v) s ↪a niezależne od czasu t, tzn. A(t; u, v) ≡
A(u, v), oraz że istnieje stała C > 0 taka, że dla każdego v ∈ H10 (Ω) mamy
C‖v‖2H10 (Ω) ¬ A(v, v), to do stabilności schematu (3.29.a)-(3.29.d) w sensie
Twierdzenia 6, nie b ↪edzie konieczne założenie τ ¬ τ0.
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Dowód. Dowód jest modyfikacj ↪a dowodu Twierdznia 5 - o stabilnosci schematu
(3.29.a)-(3.29.d) w silnych normach.
Przypomnijmy otrzyman ↪a w tym dowodzie nierówność (3.44)
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n− 3
2 ‖2L2

h
(Ωh
δ
)

}
+

+‖U0‖2L2
h
(Ωh) + |U0|2H1(Ω) +

+‖∂tU0‖2L2
h
(Ωh
R
) + ‖∂t/2U

0‖2L2
h
(Ωh
B
) + ‖∂t/2U

1
2‖2L2

h
(Ωh
δ
)

}

.

Zauważmy, że lewa strona tej nierówności pokrywa si ↪e z lew ↪a stron ↪a nie-
równości z tezy tego Twierdzenia. Pozostaje wi ↪ec oszacować wyrazy prawej
strony, tj. wyrazy

‖U0‖2L2
h
(Ωh) + |U0|2H1(Ω) + ‖∂tU0‖2L2

h
(Ωh
R
) + ‖∂t/2U0‖2L2

h
(Ωh
B
) + ‖∂t/2U

1
2‖2L2

h
(Ωh
δ
)

Wyrazy te szacujemy tak jak w końcowej cz ↪eści Twierdzenia 5 - patrz nie-
rówości (3.46) i (3.47).

3.5 Analiza zbieżności

W tym podrozdziale zajmiemy si ↪e analiz ↪a zbieżności schematu (3.29.a)-(3.29.d).
Głównym rezultatem s ↪a Twierdzenie 7, w którym dowodzimy rz ↪edu zbieżności
rozwi ↪azań rozważanego schematu w silnych normach oraz Twierdzenie 8, w
którym dowodzimy rz ↪edu zbieżności rozwi ↪azań schematu (3.29.a)-(3.29.d) w
normach słabych.
Bł ↪ad zbieżności schematu, przy ustalonym t w punktach nodalnych defi-

niujemy podobnie jak w Podrozdziale 2.5, jednak w tym przypadku jest to
funkcja ci ↪agłego argumentu x ∈ Ω i dyskretna wzgl ↪edem argumentu t.
Niech zatem ξ (x, nτ) , ξ

(
x,
(
n + 1

2

)
τ
)
∈ V h(Ω), b ↪ed ↪a takimi funkcjami, że

w puntach nodalnych x ∈ Ωh, przy ustalonym n, zdefiniowane s ↪a w sposób
nast ↪epuj ↪acy

ξ (x, nτ) ≡




U(x, nτ)−W (x, nτ) x ∈ ΩhR,
U(x, nτ)−W

(
x,
(
n− 1

2

)
τ
)
x ∈ ΩhB,

(3.48)
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oraz

ξ
(
x,
(
n+
1

2

)
τ
)
≡




U
(
x,
(
n+ 1

2

))
−W (x, nτ) x ∈ ΩhR,

U
(
x,
(
n+ 1

2

))
−W

(
x,
(
n+ 1

2

)
τ
)
x ∈ ΩhB,

(3.49)

gdzie W (x, nτ) jest ci ↪agł ↪a, kawałkami liniow ↪a interpolacj ↪a rozwi ↪azania za-
gadnienia (3.1.a)-(3.1.b), opart ↪a na wartościach u (x, nτ) w punktach nodal-

nych x ∈ Ωh. Funkcje U (x, nτ), U
(
x,
(
n+ 1

2

)
τ
)
∈ V h(Ω) natomiast s ↪a

rozwi ↪azaniami schematu (3.29.a)-(3.29.d). Zwróćmy uwag ↪e, że dla tak zde-

finiowanych funkcji ξn i ξn+
1
2 zachodzi ∂̃tξ

n−1 ∈ V h
R
(Ω) i ∂̃tξ

n− 1
2 ∈ V h

B
(Ω),

gdzie odpowiednie pochodne różnicowe po t zostały zdefiniowane w (3.28) -
str. 61.
Zdefiniujmy także nast ↪epuj ↪ace funkcje

η (x, nτ) = u (x, nτ)−W (x, nτ)

oraz

η
(
x,
(
n+
1

2

)
τ
)
= u

(
x,
(
n+
1

2

)
τ
)
−W

(
x,
(
n+
1

2

)
τ
)

dla każdego x ∈ Ω i n = 0, . . . , N . Zauważmy, że funkcje ηn i ηn+ 12 /∈ V h(Ω).
W dalszej cz ↪eści pracy zakładać b ↪edziemy, że współczynniki formy dwuli-

niowejA(t; ·, ·) oprócz warunków regularności wymienionych przy sformułowa-
niu zadania w postaci uogólnionej (-zobacz str. 49 oraz warunków (3.30)) -
dostatecznych dla zapewnienia stabilności schematu (-zobacz str. 64), speł-
niaj ↪a dodatkowo nast ↪epuj ↪ace założenia,





dla każdego (x, t) ∈ Ω× [0, T ]:∣∣∣∂
2ai,j
∂t2
(x, t)

∣∣∣ ¬ âmax,
∣∣∣∂
2bi
∂t2
(x, t)

∣∣∣ ¬ b̂max,
∣∣∣∂
2c
∂t2
(x, t)

∣∣∣ ¬ ĉmax,∣∣∣∂
3ai,j
∂t2
(x, t)

∣∣∣ ¬ āmax,
∣∣∣∂
3bi
∂t2
(x, t)

∣∣∣ ¬ b̄max,
∣∣∣∂
3c
∂t2
(x, t)

∣∣∣ ¬ c̄max,
dla i, j = 1, 2.

(3.50)

3.5.1 Silne normy

Sformułujemy i udowodnimy teraz nast ↪epuj ↪ace Twierdzenie 7 o oszacowaniu
bł ↪edu zbieżności schematu (3.29.a)-(3.29.d) w silnych normach. Twierdze-
nie 7 jest uogólnieniem Twierdzenia 3 z Podrozdziału 2.5.1.

Twierdzenie 7 (Silne normy). Niech u0 ∈ H2(Ω) oraz niech rozwi ↪azanie
u zagadnienia (3.1.a)-(3.1.b) b ↪edzie funkcj ↪a tak ↪a, że

∂u
∂t
∈ L2 ((0, T );H3(Ω)),

∂2u
∂t2
∈ L2 ((0, T );H2(Ω)), ∂3u

∂t3
∈ L2 ((0, T );H1(Ω)). Niech dodatkowo współ-

czynniki formy A(·, ·) spełniaj ↪a założenia (3.30) oraz założenia (3.50). Wtedy
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istnieje takie τ0, że dla τ ¬ τ0, bł ↪ad zbieżności schematu (3.29.a)-(3.29.d)
spełnia nast ↪epuj ↪ace oszacowanie

max
n=1,...,N−1

{∥∥∂t/2ξn
∥∥2
L2
h
(Ωh
δ
)
+
∥∥∂t/2ξn−

1
2
∥∥2
L2
h
(Ωh
δ
)
+
∥∥∂tξn

∥∥2
L2
h
(Ω
h

R)
+
∥∥∂tξn−

1
2
∥∥2
L2
h
(Ω
h

B)

}
+

+τ
N−1∑

n=1

{∣∣∂tξn
∣∣2
H1(ΩR)

+
∣∣∂tξn−

1
2
∣∣2
H1(ΩB)

}
¬M

(
τ2 + h2 +

τ2

hH

)
,

gdzie M jest stał ↪a dodatni ↪a niezależn ↪a od τ , h oraz H, zaś opodwiednie
pochodne różnicowe po t zdefiniowane s ↪a wzorami (3.10).

Uwaga 10. Zwróćmy uwag ↪e na normy, w których mierzony jest bł ↪ad zbież-
ności proponowanego schematu. Twierdzenie powyższe podaje oszacowanie
pochodnych różnicowych wzgl ↪edem czasu bł ↪edu zbieżności rozważanego schematu,
a nie bł ↪edu zbieżności schematu (3.29.a)-(3.29.d). Przypomnijmy, że w tej
pracy takie normy bł ↪edu zbieżności schematu nazywamy silnymi normami.
Zwróćmy uwag ↪e na rz ↪ad zbieżności bł ↪edu w normach silnych, przy ustalonych
stosunkach parametrów dyskretyzacji τ, h i H:

1. przy τ
h2
= const i H = const bł ↪ad zbieżności jest rz ↪edu

O
(
τ + h+ h

3
2

)
= O(h),

2. przy τ
h2
= const i H

h
= const bł ↪ad zbieżności jest rz ↪edu

O
(
τ + h+ τ

1
2

)
= O(h),

3. przy τ
h
= const i H = const bł ↪ad zbieżności jest rz ↪edu

O
(
τ + h+ τ

1
2

)
= O

(
h
1
2

)
,

4. przy τ
h
= const i H

h
= const nie ma zbieżności.

Rezultaty powyższe zostan ↪a w Rozdziale 4 potwierdzone wynikami odpowied-
nich eksperymantów numerycznych.

Uwaga 11. W przypadku tak ogólnego równania parabolicznego i przyj ↪etych
założeniach o regularności współczynników formy dwulioniowej A(t; ·, ·), wa-
runek τ ¬ τ0 jest warunkiem naturalnym. Przy założeniach przyjetych o
formia A(·, ·) schemat zamkni ↪ety Eulera, także wymaga spełnienia warunku
τ ¬ τ0 - patrz prace [6] i [7]. Jeśli dodatkowo założymy, że dla każdego
t ∈ [0, T ] współczynniki formy dwuliniowej A(t; u, v) s ↪a niezależne od czasu
t, tzn. A(t; u, v) ≡ A(u, v) oraz że istnieje C > 0, takie że dla każdego
v ∈ H10 (Ω) mamy C‖v‖2H1(Ω) ¬ A(v, v), to do zbieżności schematu w silnych
normach nie b ↪edzie konieczne założenie τ ¬ τ0.
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Dowód. Dowód bazuje na dowodzie stabilności schematu (3.29.a)-(3.29.d) -
Twierdzenie 5 - zobacz str. 64.
W pierwszej kolejności szczegółowno zajmiemy si ↪e równaniami schematu

(3.29.a)-(3.29.d), określonymi na ΩR, a nast ↪epnie przeniesiemy otrzymany
wynik na równania określone na ΩB.
Wypiszemy teraz schemat dla bł ↪edu zbieżności odpowiadaj ↪acy schematowi
(3.29.a)-(3.29.d) dla równań określonych na ΩR.
Podstawiaj ↪ac do równania (3.29.b) za U

n = ξn +W n otrzymujemy

(
∂̃tξ
n−1, ϕ

)

L2
h
(Ω
h

R)
+AnR(ξn, ϕ) + Â

n− 1
2

B (ξ
n− 1
2 , ϕ) =

= (fn, ϕ)L2(ΩR∪ΩδB ) −
(
∂̃tW

n−1, ϕ
)

L2
h
(Ω
h

R)
−AnR(W n, ϕ)− Â

n− 1
2

B (W
n− 1
2 , ϕ)

∀ϕ ∈ V h
R
(Ω).

Zauważmy nast ↪epnie, że z równania (3.1.a), dla każdego ϕ ∈ V hR (Ω) mamy
(
∂u

∂t
( · , nτ) , ϕ

)

L2(ΩR∪ΩδB )
+An(un, ϕ) = (fn, ϕ)L2(ΩR∪ΩδB ),

gdzie przez ∂u
∂t
( · , nτ) oznaczamy pochodn ↪a wzgl ↪edem czasu rozwi ↪azania u

zagadnienia (2.1.a)-(2.1.c), w chwili czasowej nτ .
Odejmuj ↪ac dwa powyższe równania stronami dostajemy

(
∂̃tξ
n−1, ϕ

)

L2
h
(Ω
h

R)
+AnR(ξn, ϕ) + Â

n− 1
2

B (ξ
n− 1
2 , ϕ) =

=

(
∂u

∂t
( · , nτ) , ϕ

)

L2(ΩR∪ΩδB )
−
(
∂̃tW

n−1, ϕ
)

L2
h
(Ω
h

R)
+

+AnR(ηn, ϕ) + ÂnB(un, ϕ)− Â
n− 1
2

B (W
n− 1
2 , ϕ).

∀ϕ ∈ V h
R
(Ω).

Rozpiszmy form ↪e dwuliniow ↪a AnR(ηn, ϕ), na wyrazy zawieraj ↪ace współczyn-
niki aij , bi oraz c, zgodnie z jej definicj ↪a (3.2) - str. 50. Nast ↪epnie do prawej
strony dodajmy i odejmijmy odpowiedni dyskretny iloczyn skalarny zaw-
ieraj ↪acy

∂u
∂t
( · , nτ). Takie post ↪epowanie prowadzi powyższe równanie do
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postaci

(
∂̃tξ
n−1, ϕ

)
L2
h
(Ω
h

R)
+AnR(ξn, ϕ) + Â

n− 1
2

B (ξn−
1
2 , ϕ) =

=

(
∂u

∂t
( · , nτ)− ∂tW n−1, ϕ

)

L2
h
(Ωh
R
)
+

(
∂u

∂t
( · , nτ)− ∂t/2W n−

1
2 , ϕ

)

L2
h
(Ωh
δ
)
+

+
2∑

i,j=1

(
ani,jDiη

n,Djϕ
)

L2(ΩR)
+

(
cnηn +

2∑

i=1

bni Diη
n, ϕ

)

L2(ΩR)

+

+

(
∂u

∂t
( · , nτ) , ϕ

)

L2(ΩR∪ΩδB )
−
(
∂u

∂t
( · , nτ) , ϕ

)

L2
h
(Ω
h

R)
+

+ÂnB(un, ϕ)− Â
n− 1
2

B (W n−
1
2 , ϕ).

∀ϕ ∈ V h
R
(Ω). (3.51)

Zauważmy, że korzystaj ↪ac z rozwini ↪ecia w szereg Taylora rozwi ↪azania u
wzgl ↪edem zmiennej t, dla każdego x ∈ Ωh mamy

∂u

∂t
(x, nτ)− ∂tW n−1(x) = τρ(un),

ρ(un) =

(
∂2u

∂t2

)
(x, t) , t ∈ ((n− 1)τ, (n+ 1)τ).

Wykorzystuj ↪ac to, równość (3.51) przekształcamy do postaci

(
∂̃tξ
n−1, ϕ

)
L2
h
(Ω
h

R)
+AnR(ξn, ϕ) + Â

n− 1
2

B (ξn−
1
2 , ϕ) =

= τ (ρ(un), ϕ)
L2
h
(Ω
h

R)
+

(
cnηn +

2∑

i=1

bni Diη
n, ϕ

)

L2(ΩR)

+

+

(
∂u

∂t
( · , nτ) , ϕ

)

L2(ΩR∪ΩδB )
−
(
∂u

∂t
( · , nτ) , ϕ

)

L2
h
(Ω
h

R)
+

+
2∑

i,j=1

(
ani,jDiη

n,Djϕ
)

L2(ΩR)
+ ÂnB(un, ϕ)− Â

n− 1
2

B (W n−
1
2 , ϕ).

∀ϕ ∈ V h
R
(Ω). (3.52)

Analogicznie otrzymujemy schemat dla bł ↪edu dla równań schematu (3.29.a)-

(3.29.d) określonych na ΩB dla n > 1. Tym razem podstawiamy U
n+ 1
2 =

ξn+
1
2 + W n+

1
2 do równania (3.29.c) i post ↪epuj ↪ac jak wyżej otrzymujemy
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nast ↪epuj ↪ace równanie

(
∂̃tξ
n− 1
2 , ϕ

)

L2
h
(Ω
h

B)
+An+

1
2

B (ξn+
1
2 , ϕ) + ÂnR(ξn, ϕ) =

= τ
(
ρ(un+

1
2 ), ϕ

)

L2
h
(Ω
h

B)
+

(
cn+

1
2 ηn+

1
2 +

2∑

i=1

b
n+ 1
2

i Diη
n+ 1
2 , ϕ

)

L2(ΩB)

+

+

(
∂u

∂t

(
· ,

(
n+
1

2

)
τ

)
, ϕ

)

L2(ΩB∪ΩδR )
−
(
∂u

∂t

(
· ,

(
n+
1

2

)
τ

)
, ϕ

)

L2
h
(Ω
h

B)
+

+




2∑

i,j=1

a
n+ 1
2

i,j Diη
n+ 1
2 ,Djϕ





L2(ΩB)

+ Ân+
1
2

R (un+
1
2 , ϕ) − ÂnR(W n, ϕ).

∀ϕ ∈ V h
B
(Ω). (3.53)

Równanie dla bł ↪edu metody odpowiadaj ↪ace równaniu (3.29.a) jest nieco
inne od powyższego (3.53). Istotn ↪a różnic ↪a jest to, że pierwszy wyraz prawej

strony, to w tym przypadku
(
∂t/2ξ

0, ϕ
)

L2
h
(Ω
h

B)
zamiast

(
∂̃tξ
n− 1
2 , ϕ

)

L2
h
(Ω
h

B)
. Jest

to zwi ↪azane z inn ↪a aproksymacj ↪a pochodnej różnicowej wzgl ↪edem czasu w
równaniu (3.29.a) wzgl ↪edem (3.29.c) w punktach nodalnych x ∈ ΩhB. W pier-
wszym półkroku czasowym, na ΩB otrzymujemy nast ↪epuj ↪ace równanie dla
bł ↪edu

(
∂t/2ξ

0, ϕ
)

L2
h
(Ω
h

B)
+A

1
2
B(ξ

1
2 , ϕ) + Â0R(ξ0, ϕ) =

= τ
(
ρ(u

1
2 ), ϕ

)

L2
h
(Ω
h

B)
+

(
c
1
2 η
1
2 +

2∑

i=1

b
1
2
i Diη

1
2 , ϕ

)

L2(ΩB)

+

+

(
∂u

∂t

(
· ,
1

2
τ

)
, ϕ

)

L2(ΩB∪ΩδR )
−
(
∂u

∂t

(
· ,
1

2
τ

)
, ϕ

)

L2
h
(Ω
h

B)
+

+



2∑

i,j=1

a
1
2
i,jDiη

1
2 ,Djϕ




L2(ΩB)

+ Â
1
2
R(u

1
2 , ϕ)− Â0R(W 0, ϕ).

∀ϕ ∈ V h
B
(Ω). (3.54)

Równania (3.52),(3.53),(3.54) stanowi ↪a równania schematu bł ↪edu dla sche-
matu (3.29.a)-(3.29.d). Maj ↪ac na celu przejrzystość dowodu tego twierdzenia,
posłużymy si ↪e teraz analogi ↪a do dowodu Twierdzenia 5. Powtarzmy dowód
Twierdzenia 5 dla równań (3.52),(3.53),(3.54). W pierwszej kolejności z rów-

nania (3.52) eliminujemy wyraz Ân−
1
2

B (ξ
n− 1
2 , ϕ) kosztem wyrazu Ân−1R (ξn−1, ϕ)

równania (3.53) określonego na (n − 1
2
) warstwie czasowej. Nast ↪epnie, w
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tak przekształconym równaniu (3.52) wybieramy ϕ = ∂tξ
n−1, po czym w

odpowiedni sposób korzystamy z Lemat 11 - str. 172, tak jak w dowodzie
Twierdzenia 5. Czynności te powtarzamy nast ↪epnie dla równania (3.53). Po
uproszczniu, dodaniu stronami i zsumowaniu tak otrzymanych nierówności
po warstwach czasowych, otrzymujemy wmiejsce nierówności (3.45) z dowodu
Twierdzenia 5, nast ↪epuj ↪ace oszacownie

max
n=1,...,N

{
‖∂t/2ξn−1‖2L2

h
(Ωh
δ
) + ‖∂t/2ξ

n− 1
2 ‖2L2

h
(Ωh
δ
)

}
+

+ max
n=2,...,N

{
‖∂tξn−1‖2

L2
h
(Ω
h

R)
+ ‖∂tξn−

3
2‖2
L2
h
(Ω
h

B)

}
+

+τ
N∑

n=2

{
|∂tξn−1|2H1(ΩR) + |∂tξ

n− 3
2 |2H1(ΩB)

}
¬

¬

¬M
{
BR +BB + CR +CB + ρR + ρB + SR + SB +A+

+‖∂tξ0‖2
L2
h
(Ω
h

R)
+ ‖∂t/2ξ0‖2

L2
h
(Ω
h

B)
+ ‖∂t/2ξ

1
2‖2L2

h
(Ωh
δ
) + ‖ξ

0‖2L2
h
(Ωh) + |ξ0|2H1(Ω) +

+
N∑

n=2

{
ÂnB(un, ∂tξn−1)− Â

n− 1
2

B (un−
1
2 , ∂tξ

n−1)
}
+

−
N∑

n=2

{
Ân−

1
2

B (W n−
1
2 , ∂tξ

n−1)− Ân−1B (W n−1, ∂tξn−1)
}
+

+
N∑

n=2

{
Ân−

1
2

R (un−
1
2 , ∂tξ

n− 3
2 )− Ân−1R (un−1, ∂tξn−

3
2 )

}
+

−
N∑

n=2

{
Ân−1R (W n−1, ∂tξn−

3
2 )− Ân−

3
2

R (W n−
3
2 , ∂tξ

n− 3
2 )

}}
, (3.55)

gdzie

BR ≡
1

τ

N∑

n=2

2∑

i=1

∥∥∥bni Diη
n − bn−1i Diηn−1

∥∥∥
2

L2(ΩR)
, (3.56)

CR ≡
1

τ

N∑

n=2

∥∥∥cnηn − cn−1ηn−1
∥∥∥
2

L2(ΩR)
, (3.57)

ρR = ‖τρ(un)‖2
L2
h
(Ω
h

R)
+ τ

N∑

n=2

‖τ∂tρ(un)‖2
L2
h
(Ω
h

R)
, (3.58)
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SR = τ
N∑

n=2

∣∣∣
(
∂t

(
∂u

∂t
( · , nτ)

)
, ∂tξ

n−1
)

L2(ΩR∪ΩδB )
+

−
(
∂t

(
∂u

∂t
( · , nτ)

)
, ∂tξ

n−1
)

L2
h
(Ω
h

R)

∣∣∣, (3.59)

A =
N∑

n=2

{(
ani,jDiη

n − an−1i,j Diηn−1, ∂tξn−1
)

L2(ΩR)
+

+

(
a
n− 1
2

i,j Diη
n− 1
2 − an−

3
2

i,j Diη
n−1, ∂tξ

n− 3
2

)

L2(ΩB)

}
. (3.60)

Wyraz BB, CB, ρB oraz SB zdefiniowane s ↪a w ten sam sposób jakBR, CR, ρR, SR
z t ↪a istostn ↪a różnic ↪a, że nośniki odpowiednich iloczynów skalarnych to w tym
przypadku ΩB, a wszystkie funkcje brane s ↪a pół warstwy czasowej niżej.
Zajmijmy si ↪e oszacowaniem wyrazów prawej strony (3.55).
Zacznijmy od wyrażenia oznaczonego przez BR, zdefiniowanego w (3.56).

Zauważmy, że korzystaj ↪ac z założonej regularności współczynników bi możemy
napisać

BR ≡
1

τ

N∑

n=2

2∑

i=1

∥∥∥bniDiη
n − bn−1i Diηn−1

∥∥∥
2

L2(ΩR)
=

=
1

τ

N∑

n=2

2∑

i=1

∥∥∥bni
(
Diη

n −Diηn−1
)
+ τ∂tb

n−1
i Diη

n−1
∥∥∥
2

L2(ΩR)
¬

¬ bmax
τ

N∑

n=2

∣∣∣ηn − ηn−1
∣∣∣
2

H1(ΩR)
+ τ b̃max

N∑

n=2

∣∣∣ηn−1
∣∣∣
2

H1(ΩR)
. (3.61)

Zauważmy dalej, że ηn− ηn−1 = (un− un−1)− (W n−W n−1) oraz że funkcja
(W n −W n−1) jest interpolacj ↪a funkcji (un − un−1). Na mocy Twierdzenia 9
- str. 173, mamy zatem

bmax
τ

N∑

n=2

∣∣∣(un − un−1)− (W n −W n−1)
∣∣∣
2

H1(ΩR)
¬

¬ C bmax
τ

N∑

n=2

h2‖un − un−1‖2H2(ΩR) = Cbmaxτh2
N∑

n=2

‖∂tun−1‖2H2(ΩR) =

= Cbmaxτh
2
N∑

n=2

∥∥∥∥∥
∂u

∂t
( · , (n− 1)τ) + τρ(un−1)

∥∥∥∥∥

2

H2(ΩR)

¬Mh2, (3.62)

gdzie ρ(u) = ∂
2u
∂t2

∣∣∣∣
t
, t ∈ ((n− 1)τ, (n+ 1)τ).

Podobnie, korzystaj ↪ac z Twierdzenia 9, drugi z wyrazów prawej strony nierówności
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(3.61) szacujemy nast ↪epuj ↪aco

τ b̃max
N∑

n=2

∣∣∣ηn−1
∣∣∣
2

H1(ΩR)
¬ Cτh2

N∑

n=2

∥∥∥un−1
∥∥∥
2

H2(Ω)
¬Mh2. (3.63)

Korzystaj ↪ac z (3.62) oraz (3.63) w (3.61) otrzymujemy zatem

BR ¬M(u)h2. (3.64)

W analogiczny sposób jak przy szacowaniu BR, korzystaj ↪ac z Twierdzenia 9,
otrzymujemy nast ↪epuj ↪ace oszacowanie wyrażenia CR, zdefiniowanego wyraże-
niem (3.57)

CR ¬M(u)h2. (3.65)

Oczywiście zachodzi również

ρR = ‖τρ(un)‖2
L2
h
(Ω
h

R)
+ τ

N∑

n=2

‖τ∂tρ(un)‖2
L2
h
(Ω
h

R)
¬M(u)τ 2. (3.66)

Zajmiemy si ↪e teraz wyrazem prawej strony nierówności (3.55) oznaczo-
nym przez SR - patrz (3.59). Korzystaj ↪ac z rozwini ↪ecia w szereg Taylora prze-
kształcamy to wyrażenie do postaci w której mamy już pochodne różniczkowe
zamiast odpowiednich ilorazów różnicowych wzgl ↪edem czasu

SR ¬ τ
N∑

n=2

∣∣∣∣∣∣

(
∂2u

∂t2
( · , nτ) , ∂tξ

n−1
)

L2(ΩR∪ΩδB )
−
(
∂2u

∂t2
( · , nτ) , ∂tξ

n−1
)

L2
h
(Ω
h

R)

∣∣∣∣∣∣
+

+τ
N∑

n=2

∣∣∣∣
(
τ ρ̀(u), ∂tξ

n−1
)

L2(ΩR∪ΩδB )

∣∣∣∣+ τ
N∑

n=2

∣∣∣∣
(
τ ρ̀(u), ∂tξ

n−1
)

L2
h
(Ω
h

R)

∣∣∣∣ ,

gdzie

τ ρ̀(un) = ∂t

(
∂u

∂t
(x, nτ)

)
− ∂

2u

∂t2
(x, nτ)

ρ̀(un) =
∂3u

∂t3
(x, t) , t ∈ ((n− 1)τ, (n+ 1)τ).

Dla każdego ustalonego n = 1, . . . , N do składników pierwszej sumy prawej
strony oszacowania SR, stosujemy Lemat 8 - str. 172. Do dwóch pozostałych
wyrazów stosujemy kolejno Lematy 11 i 12 - str. 172. Daje to oszacowanie
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postaci

SR ¬ ετ
N∑

n=2

‖∂tξn−1‖2L2
h
(Ω
h

R)
+

+
τh2

ε

N∑

n=2

∥∥∥∥∥
∂2u

∂t2
( · , nτ)

∥∥∥∥∥

2

H2(ΩR)

+
τ 3

ε

N∑

n=2

‖ρ̀(un)‖2L2(ΩR) ¬

¬ ετ
N∑

n=2

‖∂tξn−1‖2L2
h
(Ω
h

R)
+M(u)

(
h2 + τ 2

)
. (3.67)

Analogicznie szacujemy wyrazy obreślone na ΩB, tj. BB, CB, ρB oraz SB
prawej strony nierówności (3.55).
Zauważmy także, że korzystaj ↪ac z Lematu 11 - str. 172, wyrażenia (3.60)

możemy przekształcić do postaci

A ¬ 1
ετ

N∑

n=2

2∑

i,j=1




∥∥∥ani,jDiη

n − an−1i,j Diηn−1
∥∥∥
2

L2(ΩR)
+

+
∥∥∥∥a
n− 1
2

i,j Diη
n− 1
2 − an−

3
2

i,j Diη
n−1

∥∥∥∥
2

L2(ΩB)



+

+ετ
N∑

n=2

{
|∂tξn−1|2H1(ΩR) + |∂tξn−

3
2 |2H1(ΩB)

}
.

Post ↪epuj ↪ac dalej z pierwsz ↪a sum ↪a prawej strony powyższego wyrażenia jak
przy szacowaniu (3.56) otrzymujemy

A ¬ ετ
N∑

n=2

{
|∂tξn−1|2H1(ΩR) + |∂tξn−

3
2 |2H1(ΩB)

}
+M(u)h2. (3.68)

Wstawmy wyżej uzyskane oszacowania (3.64)-(3.68) do nierówności (3.55).
Po przeniesieniu odpowiednich wyrazów na lew ↪a stron ↪e otrzymujemy nierówność
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max
n=1,...,N

{
‖∂t/2ξn−1‖2L2

h
(Ωh
δ
) + ‖∂t/2ξ

n− 1
2 ‖2L2

h
(Ωh
δ
)

}
+

+(1− ετ) max
n=2,...,N

{
‖∂tξn−1‖2

L2
h
(Ω
h

R)
+ ‖∂tξn−

3
2 ‖2
L2
h
(Ω
h

B)

}
+

+τ(1− ε)
N∑

n=2

{
|∂tξn−1|2H1(ΩR) + |∂tξ

n− 3
2 |2H1(ΩB)

}
¬

¬M1
{
N∑

n=2

{
ÂnB(un, ∂tξn−1)− Â

n− 1
2

B (un−
1
2 , ∂tξ

n−1)
}
+

−
N∑

n=2

{
Ân−

1
2

B (W n−
1
2 , ∂tξ

n−1)− Ân−1B (W n−1, ∂tξn−1)
}
+

+
N∑

n=2

{
Ân−

1
2

R (un−
1
2 , ∂tξ

n− 3
2 )− Ân−1R (un−1, ∂tξn−

3
2 )

}
+

−
N∑

n=2

{
Ân−1R (W n−1, ∂tξn−

3
2 )− Ân−

3
2

R (W n−
3
2 , ∂tξ

n− 3
2 )

}}
+

+M1
{
‖∂tξ0‖2

L2
h
(Ω
h

R)
+ ‖∂t/2ξ0‖2L2

h
(Ω
h

B)
+ ‖∂t/2ξ

1
2‖2
L2
h
(Ωh
δ
)
+ ‖ξ0‖2L2

h
(Ωh) + |ξ0|2H1(Ω)

}
+

+M2
(
τ2 + h2

)
. (3.69)

Do czterech pierwszych sum prawej strony wyrażenia (3.69) stosujemy Lemat 4
- str. 106. Nast ↪epnie w celu oszacowania wyrazów

{
‖∂tξ0‖2

L2
h
(Ω
h

R)
+ ‖∂t/2ξ0‖2L2

h
(Ω
h

B)
+ ‖∂t/2ξ

1
2‖2L2

h
(Ωh
δ
)

}
,

stosujemy Lemat 5 - str. 116. Ponieważ na mocy Lematu 14 - str. 174 mamy
{
‖ξ0‖2L2

h
(Ωh) + |ξ0|2H1(Ω)

}
¬ h2|u0|2H2(Ω),

przenosz ↪ac odpowiednie wyrazy na lew ↪a stron ↪e otrzymanej nierówności.

3.5.2 Słabe normy

Sformułujemy i udowonimy teraz Twierdzenie 8 o zbieżności schematu
(3.29.a)-(3.29.d) w słabych normach. Jest ono uogólnieniem Twierdzenia 4 z
Podrozdziału 2.5.2.

Twierdzenie 8 (Słabe normy). Niech u0 ∈ H2(Ω) oraz rozwi ↪azanie u
zagadnienia (3.1.a)-(3.1.b) b ↪edzie funkcj ↪a tak ↪a, że

∂u
∂t
∈ L2 ((0, T );H3(Ω)),

∂2u
∂t2
∈ L2 ((0, T );H2(Ω)), ∂3u

∂t3
∈ L2 ((0, T );H1(Ω)). Niech dodatkowo współ-

czynniki formy dwuliniowej A(·, ·) spełniaj ↪a założenia (3.30) oraz założenia
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(3.50). Wtedy istnieje takie τ0, że dla τ ¬ τ0 przy założeniu τ

h
3
2
+α
= const

dla α  0, bł ↪ad zbieżności schematu (3.29.a)-(3.29.d) spełnia nast ↪epuj ↪ace
oszacowanie

max
n=1,...,N

{
‖ξn‖2

L2
h
(Ω
h

R)
+
∥∥∥ξn−

1
2

∥∥∥
2

L2
h
(Ω
h

B)

}
+

+τ
N∑

n=1

{
|ξn|2H1(ΩR) +

∣∣∣ξn−
1
2

∣∣∣
2

H1(ΩB)

}
¬

¬M
(
τ 2 + h2 +

τ 2

H2
+
τ 2h2α

H
+
τ 4

hH

)
,

gdzieM jest stał ↪a dodatni ↪a niezależn ↪a od τ , h oraz H.

Uwaga 12. Podobnie jak w przypadku Twierdzenia 7, jeśli dodatkowo za-
łożymy, że dla współczynniki formy dwuliniowej A(t; u, v) s ↪a niezależne od
czasu t, tzn. A(t; u, v) ≡ A(u, v) oraz że istnieje C > 0, takie że dla każdego
v ∈ H10 (Ω) mamy C‖v‖2H1(Ω) ¬ A(v, v), to do zbieżności schematu w sensie
Twierdzenia 8, nie b ↪edzie konieczne założenie τ ¬ τ0.

Uwaga 13. Zwróćmy uwag ↪e na rz ↪ad zbieżności bł ↪edu schematu (3.29.a)-
(3.29.d) w zaproponowanych normach, przy ustalonych stosunkach parametrów
dyskretyzacji τ, h i H:

1. przy τ
h2
= const i H = const bł ↪ad zbieżności jest rz ↪edu

O (τ + h) = O(h),

2. przy τ
h2
= const i H

h
= const bł ↪ad zbieżności jest rz ↪edu

O
(
τ + h+ τ

1
2

)
= O(h).

Zauważmy, że w przypadku (1) rz ↪ad zbieżności schematu (3.29.a)-(3.29.d)
jest taki sam, jak w przypadku schematu zamkni ↪etego Eulera - patrz np. [16].
Przy tych założeniach ( τ

h2
= const i H = const) bł ↪ad zbieżności schema-

tu zamkni ↪etego Eulera, a wi ↪ec i rozważanego w tej pracy jest optymalny,
zobacz [24].

Uwaga 14. Zauważmy, że tak jak z Twierdzenia 5 wynika Twierdzenie 6, ze
zbieżności schematu (3.29.a)-(3.29.d) w silnych normach, wynika zbieżność
rozważanego schematu w normach słabych. Bez dodatkowych założeń o τ, h
oraz H mamy zatem zbieżność w sensie słabych norm rz ↪edu O

(
τ + h+ τ√

hH

)
.
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Dowód. Dowód tego twierdzenia jest uogólniniem dowodu Twierdzenia 4.
Podobnie jak tam, w pierwszej kolejności szczegółowo zajmiemy si ↪e rów-
naniami schematu (3.29.a)-(3.29.d) określonymi na ΩR, poczym otrzymany
wynik przeniesiemy na rownania schematu (3.29.a)-(3.29.d) określone na ob-
szarze ΩB.
Przypomnijmy równanie równanie (3.29.b). Bior ↪ac w tym równaniu U

n =
ξn +W n, otrzymujemy

(
∂tξ
n−1, ϕ

)

L2
h
(Ωh
R
)
+
(
∂t/2ξ

n− 1
2 , ϕ

)

L2
h
(Ωh
δ
)
+AnR(ξn, ϕ) + Â

n− 1
2

B (ξ
n− 1
2 , ϕ) =

= (fn, ϕ)L2(ΩR∪ΩδB ) +

−
(
∂tW

n−1, ϕ
)

L2
h
(Ωh
R
)
−
(
∂t/2W

n− 1
2 , ϕ

)

L2
h
(Ωh
δ
)
−AnR(W n, ϕ)− Â

n− 1
2

B (W
n− 1
2 , ϕ)

∀ϕ ∈ V h
R
(Ω). (3.70)

Z równania (3.1) mamy natomiast
(
∂u

∂t
( · , nτ) , ϕ

)

L2(ΩR∪ΩδB )
+AnR(un, ϕ) + ÂnB(un, ϕ) = (fn, ϕ)L2(ΩR∪ΩδB )

∀ϕ ∈ V h
R
(Ω). (3.71)

Wyeliminujmy teraz z równania (3.70) wyraz (fn, ϕ)L2(ΩR∪ΩδB ), kosztem wy-
razu podobnego z równania (3.71). Po odpowiednim pogrupowaniu wyrazów

oraz dodaniu i odj ↪eciu od prawej strony wyrażenia
(
∂u
∂t
( · , nτ) , ϕ

)

L2
h
(Ω
h

R)
,

dostajemy
(
∂tξ
n−1, ϕ

)

L2
h
(Ωh
R
)
+
(
∂t/2ξ

n− 1
2 , ϕ

)

L2
h
(Ωh
δ
)
+AnR(ξn, ϕ) + Â

n− 1
2

B (ξ
n− 1
2 , ϕ) =

=

(
∂u

∂t
( · , nτ) , ϕ

)

L2(ΩR∪ΩδB )
−
(
∂u

∂t
( · , nτ) , ϕ

)

L2
h
(Ω
h

R)

+

+

(
∂u

∂t
( · , nτ) , ϕ

)

L2
h
(Ω
h

R)

−
(
∂tW

n−1, ϕ
)

L2
h
(Ω
h

R)
+

+
(
∂tW

n−1 − ∂t/2W n−
1
2 , ϕ

)

L2
h
(Ωh
δ
)
+

+AnR(ηn, ϕ) + ÂnB(un, ϕ)− Â
n− 1
2

B (W
n− 1
2 , ϕ)

∀ϕ ∈ V h
R
(Ω). (3.72)

Wybierzmy w powyższej równości ϕ = τξn. Na mocy prostych równości

τ
(
∂tξ
n−1, ξn

)

L2
h
(Ωh
R
)
=
τ 2

2
‖∂tξn−1‖2L2

h
(Ωh
R
) +
1

2
‖ξn‖2L2

h
(Ωh
R
) −
1

2
‖ξn−1‖2L2

h
(Ωh
R
),

τ
(
∂t/2ξ

n− 1
2 , ξn

)

L2
h
(Ωh
δ
)
=
τ 2

4
‖∂tξn−

1
2‖2L2

h
(Ωh
δ
) + ‖ξn‖2L2

h
(Ωh
δ
) − ‖ξn−

1
2‖2L2

h
(Ωh
δ
),
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z (3.72) otrzymujemy

τ2

2
‖∂tξn−1‖2L2

h
(Ωh
R
)
+
1

2
‖ξn‖2

L2
h
(Ωh
R
)
− 1
2
‖ξn−1‖2

L2
h
(Ωh
R
)
+

+
τ2

4
‖∂tξn−

1
2 ‖2
L2
h
(Ωh
δ
)
+ ‖ξn‖2

L2
h
(Ωh
δ
)
− ‖ξn− 12 ‖2

L2
h
(Ωh
δ
)
+

τAnR(ξn, ξn) + τÂ
n− 1
2

B (ξn−
1
2 , ξn) =

=

{
τ

(
∂u

∂t
( · , nτ) , ξn

)

L2(ΩR∪ΩδB )
− τ

(
∂u

∂t
( · , nτ) , ξn

)

L2
h
(Ω
h

R)

}

T1

+

+

{
τ

(
∂u

∂t
( · , nτ)− ∂tW n−1, ξn

)

L2
h
(Ω
h

R)

}

T2

+

+

{
τ
(
∂tW

n−1 − ∂t/2W n−
1
2 , ξn

)

L2
h
(Ωh
δ
)

}

T3

+

+ {τAnR(ηn, ξn)}T4 +

+

{
τÂnB(un, ξn)− τÂ

n− 1
2

B (W n−
1
2 , ξn)

}

T5

=

= T1 + T2 + T3 + T4 + T5

∀ϕ ∈ V h
R
(Ω). (3.73)

Uprościmy teraz wyrazy T1, . . . , T4 otrzymanej wyżej równości (3.73).
W pierwszej kolejności oszacujemy wyrażenie oznaczone przez T1.

Korzystaj ↪ac Lematu 8 - str. 172 w jednym kroku otrzymujemy

|T1| =
∣∣∣∣∣∣
τ





(
∂u

∂t
( · , nτ) , ξn

)

L2(ΩR∪ΩδB )
−
(
∂u

∂t
( · , nτ) , ξn

)

L2
h
(Ω
h

R)





∣∣∣∣∣∣
¬

¬ ετ‖ξn‖2
L2
h
(Ω
h

R)
+
τh2

ε

∥∥∥∥∥
∂u

∂t
( · , nτ)

∥∥∥∥∥
H2(Ω)

. (3.74)

Zauważmy nast ↪epnie, że korzystaj ↪ac z rozwini ↪ecia w szereg Taylora dla
każdego x ∈ Ωh mamy

∂u

∂t
(x, nτ)− ∂tW n−1(x) = τρ(un),

ρ(un) =

(
∂2u

∂t2

)
(x, t) , t ∈ ((n− 1)τ, (n+ 1)τ).

Na mocy powyższego faktu oraz Lematu 11 - str. 172, mamy zatem

|T2| =
∣∣∣∣∣∣
τ

(
∂u

∂t
( · , nτ)− ∂tW n−1, ξn

)

L2
h
(Ω
h

R)

∣∣∣∣∣∣
¬

¬ ετ‖ξn‖2
L2
h
(Ω
h

R)
+
τ 3

ε
‖ρ(un)‖2L2(Ω). (3.75)
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Podobnie, korzystaj ↪ac z rozwini ↪ecia w szereg Taylora mamy

∂tW
n−1(x)− ∂t/2W n−

1
2 (x) = τ

∂2u

∂t2
(x, nτ) + τρ(un),

ρ(un) =

(
∂3u

∂t3

)
(x, t) , t ∈ ((n− 1)τ, (n+ 1)τ).

Pozwala to oszacować wyraz prawej strony (3.73) oznaczony przez T3, w
nast ↪epuj ↪acy sposób

|T3| =
∣∣∣∣τ
(
∂tW

n−1 − ∂t/2W n−
1
2 , ξn

)

L2
h
(Ωh
δ
)

∣∣∣∣ ¬

¬ ετ‖ξn‖2L2
h
(Ωh
δ
) +
τ 3

ε

∥∥∥∥∥
∂2u

∂t2
( · , nτ) + ρ(un)

∥∥∥∥∥

2

L2(Ωδ)

. (3.76)

Zauważmy także, że z defnicji formy dwuliniowej AnR(·, ·), Twierdzenia 9
str. 173 oraz nierówności Schwarza, mamy

|T4| = |τAnR(ηn, ξn)| ¬ τ
∣∣∣∣∣∣

2∑

i,j=1

(
anijDiη

n, Djξ
n
)

L2(ΩR)

∣∣∣∣∣∣
+

+τ

∣∣∣∣∣

2∑

i=1

(bniDiη
n, ξn)L2(ΩR)

∣∣∣∣∣+ τ
∣∣∣(cnηn, ξn)L2(ΩR)

∣∣∣ ¬

¬ τh|un|H2(Ω)
{
amax|ξn|H1(ΩR) + (bmax + hcmax) ‖ξn‖L2(ΩR)

}
.

Na mocy ε-nierówności i Lematu 12 - str. 172, daje to

|T4| ¬ ετ
{
|ξn|2H1(ΩR) + ‖ξn‖2L2

h
(Ω
h

R)

}
+
τh2

ε
M(u). (3.77)

Wstawmy wyżej otrzymane oszacowania wyrazów T1, . . . , T4 - nierówności
odpowiedni (3.74), (3.75), (3.76) oraz (3.77) do równania (3.73). Otrzymamy
nast ↪epuj ↪ace oszacowanie dla równań schematu (3.29.a)-(3.29.d) określonych
na ΩR

τ2

2
‖∂tξn−1‖2L2

h
(Ωh
R
) +
1

2
‖ξn‖2L2

h
(Ωh
R
) −
1

2
‖ξn−1‖2L2

h
(Ωh
R
) +

+
τ2

4
‖∂tξn−

1
2‖2
L2
h
(Ωh
δ
)
+ ‖ξn‖2

L2
h
(Ωh
δ
)
− ‖ξn− 12 ‖2

L2
h
(Ωh
δ
)
+

τAnR(ξn, ξn) + τÂ
n− 1
2

B (ξn−
1
2 , ξn) ¬

¬ ετ
{
‖ξn‖2

L2
h
(Ωh
δ
)
+ ‖ξn‖2

L2
h
(Ωh
R
)
+ |ξn|2H1(ΩR)

}
+

+τÂnB(un, ξn)− τÂ
n− 1
2

B (W n−
1
2 , ξn) +

+
τ

ε

(
τ2 + h2

)
M(u) ∀ϕ ∈ V h

R
(Ω). (3.78)
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Analogicznie, wychodz ↪ac z równania (3.29.c) otrzymujemy dla równań
schematu (3.29.a)-(3.29.d) określonych na ΩB, dla n > 1 nast ↪epuj ↪ace rów-
nanie

τ2

2
‖∂tξn−

1
2‖2L2

h
(Ωh
B
) +
1

2
‖ξn+ 12 ‖2L2

h
(Ωh
B
) −
1

2
‖ξn− 12 ‖2L2

h
(Ωh
B
) +

+
τ2

4
‖∂tξn‖2L2

h
(Ωh
δ
) + ‖ξn+

1
2‖2L2

h
(Ωh
δ
) − ‖ξn‖2L2

h
(Ωh
δ
) +

τAn+
1
2

B (ξn+
1
2 , ξn+

1
2 ) + τÂnR(ξn, ξn+

1
2 ) ¬

¬ ετ
{
‖ξn+ 12‖2L2

h
(Ωh
δ
) + ‖ξn+

1
2 ‖2L2

h
(Ωh
B
) + |ξn+

1
2 |2H1(ΩB)

}
+

+τÂn+
1
2

R (un+
1
2 , ξn+

1
2 )− τÂnR(W n, ξn+

1
2 ) +

+
τ

ε

(
τ2 + h2

)
M(u) ∀ϕ ∈ V h

B
(Ω). (3.79)

Dla n = 1 na ΩB dostajemy nieco inne oszacowanie. Jest to zwi ↪azane z
różnic ↪a pomi ↪edzy równaniami (3.29.a) i (3.29.c). Zauważmy, że w pierwszym
z wymienionych równań, w punktach nodalnych ΩhB, pochodna wwzgl ↪edem
czasu jest aproksymowana odpowiednim ilorazem różnicowym branym o pół
kroku czasowego, natomiast w równaniu drugim iloraz różnicowy jest brany
o pełen krok czasowy. Dla n = 1 dla równań określonych na obszarze ΩB
otrzymujemy odpowiednio oszacowanie

τ2

2
‖∂t/2ξ0‖2L2

h
(Ωh
B
) +
1

2
‖ξ 12‖2L2

h
(Ωh
B
) −
1

2
‖ξ0‖2L2

h
(Ωh
B
) +

+
τ2

4
‖∂t/2ξ0‖2L2

h
(Ωh
δ
) + ‖ξ

1
2 ‖2L2

h
(Ωh
δ
) − ‖ξ

0‖2L2
h
(Ωh
δ
) +

τA
1
2
B(ξ

1
2 , ξ

1
2 ) + τÂ0R(ξ0, ξ

1
2 ) ¬

¬ ετ
{
‖ξ 12‖2L2

h
(Ωh
δ
) + ‖ξ

1
2‖2L2

h
(Ωh
B
) + |ξ

1
2 |2H1(ΩB)

}
+

+τÂ
1
2
R(u

1
2 , ξ

1
2 )− τÂ0R(W 0, ξ

1
2 ) +

+
τ

ε

(
τ2 + h2

)
M(u) ∀ϕ ∈ V h

B
(Ω). (3.80)

Zsumujmy teraz otrzymane nierówności rozróżniajć dwa przypadki: n = 1
oraz n > 1.
Dla n = 1 dodajemy stronami nierówności (3.78) i (3.80).
Dla n > 1 dodajemy stronami nierówności (3.78) i (3.79).
Nast ↪epnie sumujemy otrzymane nierówności stronami wzgl ↪edem n = 1, . . . , N .
Po odpowiednim pogrupowaniu wyrazów, otrzymujemy nast ↪epuj ↪ace oszaco-
wanie
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τ2

2

N∑

n=1

‖∂tξn−1‖2L2
h
(Ωh
R
) +
τ2

2

N∑

n=2

‖∂tξn−
3
2‖2L2

h
(Ωh
B
) +
τ2

2
‖∂t/2ξ0‖2L2

h
(Ωh
B
) +

+
τ2

4

N∑

n=1

{
‖∂t/2ξn−

1
2 ‖2L2

h
(Ωh
δ
) + ‖∂t/2ξn−1‖2L2

h
(Ωh
δ
)

}
+

+
1

2
‖ξN‖2L2

h
(Ωh
R
) +
1

2
‖ξN− 12 ‖2L2

h
(Ωh
B
) + ‖ξN‖2L2

h
(Ωh
δ
) +

+τ
N∑

n=1

{
AnR(ξn, ξn) +A

n− 1
2

B (ξn−
1
2 , ξn−

1
2 )

}
¬

¬ ετ
N∑

n=1

{
‖ξn‖2

L2
h
(Ω
h

R)
+ ‖ξn− 12 ‖2

L2
h
(Ω
h

B)
+ |ξn|2H1(ΩR) + |ξ

n− 1
2 |2H1(ΩB)

}
+

+
1

2
‖ξ0‖2

L2
h
(Ωh
R
)
+ ‖ξ0‖2

L2
h
(Ωh
δ
)
+
1

2
‖ξ0‖2

L2
h
(Ωh
B
)
+M(u)

(
τ2 + h2

)
+

−
[
τ
N∑

n=1

{
Ân−

1
2

B (ξn−
1
2 , ξn) + Ân−1R (ξn−1, ξn−

1
2 )

}]

S1

+

+

[
τ
N∑

n=1

{
ÂnB(un, ξn)− Â

n− 1
2

B (W n−
1
2 , ξn)

}
+

+τ
N∑

n=1

{
Ân−

1
2

R (un−
1
2 , ξn−

1
2 )− Ân−1R (W n−1, ξn−

1
2 )

}]

S2

. (3.81)

Przez S1, S2 oznaczyliśmy ostatnie sumy prawej strony powyższej nierówności
(3.81), obj ↪ete odpowiednio oznaczonymi klamrami.
Dalsza cz ↪eść dowodu tego Twierdzenia sprowadznia si ↪e do oszacowania tych
wyrazów.
Zacznijmy od oszacowania sumy S1. Podzielmy t ↪e sum ↪e na dwie cz ↪eści i

skorzystajmy z warunku trójk ↪ata w nast ↪epuj ↪acy sposób

|S1| =
∣∣∣∣∣τ
N∑

n=1

{
Ân−

1
2

B (ξn−
1
2 , ξn) + Ân−1R (ξn−1, ξn−

1
2 )

}∣∣∣∣∣ ¬

¬ τ
∣∣∣∣∣

N∑

n=1

{
Ân−

1
2

B (ξn−
1
2 , ξn−

1
2 ) + Ân−1R (ξn−1, ξn−

1
2 )

}∣∣∣∣∣+

+
τ2

2

∣∣∣∣∣

N∑

n=1

Ân−1R (ξn−1, ∂t/2ξn−
1
2 )

∣∣∣∣∣ = S11 + S12. (3.82)

Pierwsz ↪a cz ↪eść sumy S1, czyli S11 szacujemy zgodnie z Lematem 6 -
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str. 124, przez

|S11| ¬ ετ
N∑

n=1

{
|ξn− 12 |2H1(ΩB) + ‖ξn−

1
2‖2
L2
h
(Ω
h

B)

}
+

+M(u)
(
τ 2 + h2 +

h3

H
+
τ 2h

H
+
τ 2

H2
+
τ 4

hH

)
. (3.83)

Dowód tego faktu wydzieliliśmy w postaci osobnego Lematu tylko i wył ↪acznie
z uwagi na ch ↪eć poprawienia przejrzystości dowodu tego Twierdzenia.
Oszacujemy teraz wyrażenie S12 nierówności (3.82).

|S12| =
τ 2

2

∣∣∣∣∣

N∑

n=1

Ân−1R (ξn−1, ∂t/2ξn−
1
2 )

∣∣∣∣∣ . (3.84)

Rozpisuj ↪ac współczynniki formy dwuliniowej Ân−1R (ξn−1, ∂t/2ξn−
1
2 ) oraz ko-

rzystaj ↪ac z nierówności Schwarza otrzymujemy

|S12| ¬
amaxτ

2

2

N∑

n=1

|ξn−1|H1(Ωδ)|∂t/2ξn−
1
2 |H1(Ωδ) +

+
bmaxτ

2

2

N∑

n=1

|ξn−1|H1(Ωδ)‖∂t/2ξn−
1
2‖L2(Ωδ) +

+
cmaxτ

2

2

N∑

n=1

‖ξn−1‖L2(Ωδ)‖∂t/2ξn−
1
2‖L2(Ωδ).

Z nierówności odwrotnej - patrz np. [13], zastosowanej do drugiego wyrazu
pierwszego iloczynu otrzymujemy

|S12| ¬ cτ 2
N∑

n=1

{
|ξn−1|H1(Ωδ) + ‖ξn−1‖L2(Ωδ)

}(
1 +
1

h

)
‖∂t/2ξn−

1
2‖L2(Ωδ),

co przy założeniu τ = Ch
3
2
+α daje

|S12| ¬ Cτ
N∑

n=1

{
|ξn−1|H1(Ωδ) + ‖ξn−1‖L2(Ωδ)

}
h
3
2
+α
(
1 +
1

h

)
‖∂t/2ξn−

1
2‖L2(Ωδ).

W tym miejscu należy zaznaczyć, że jest to jedyne miejsce w dowodzie tego
Twierdzenia, w którym wymagane jest założenie τ

h
3
2
+α
= Const.

Korzystaj ↪ac z Lematu 11 - str. 172, przekształcamy dalej wyrażenie S12 do
postaci

|S12| ¬ ετ
N∑

n=1

{
|ξn−1|2H1(ΩR) + ‖ξn−1‖2L2

h
(Ω
h

R)

}
+

+τh3+2α
(
1 +
1

h

)2 N∑

n=1

‖∂t/2ξn−
1
2‖2L2(Ωδ)
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Zauważmy jednak, że z Twierdzenia 7 - o zbieżności schematu (3.29.a)-
(3.29.d) w silnych normach, mamy

h3+2α
(
1 +
1

h

)2
τ
N∑

n=1

‖∂t/2ξn−
1
2‖2L2(Ωδ) ¬ Ch

1+2α max
n=1,...,N

‖∂t/2ξn−
1
2‖2L2(Ωδ) ¬

¬ Ch1+2αM
(
τ 2 + h2 +

τ 2

hH

)
¬M

(
h1+2ατ 2 + h3+2α +

τ 2h2α

H

)
.

Ostatecznie zatem S12 szacuje si ↪e w sposób nast ↪epuj ↪acy

|S12| ¬ ετ
N∑

n=1

{
|ξn−1|2H1(ΩR) + ‖ξn−1‖2L2

h
(Ω
h

R)

}
+

+M
(
h1+2ατ 2 + h3+2α +

τ 2h2α

H

)
. (3.85)

Ł ↪acz ↪ac (3.83) i (3.85) otrzymujemy oszacowanie sumy S1 prawej strony wyraże-
nia (3.81). Mamy zatem z (3.82) przy α  0

|S1| =
∣∣∣∣∣τ
N∑

n=1

{
Ân−

1
2

B (ξ
n− 1
2 , ξn) + Ân−1R (ξn−1, ξn−

1
2 )
}∣∣∣∣∣ ¬

+ ¬ ετ
N∑

n=1

{
|ξn− 12 |2H1(ΩB) + |ξn−1|2H1(ΩR) + ‖ξn−

1
2‖2
L2
h
(Ω
h

B)
+ ‖ξn−1‖2

L2
h
(Ω
h

R)

}
+

+M(u)
(
τ 2 + h2 +

h3

H
+
τ 2h2α

H
+
τ 2

H2
+
τ 4

hH

)
. (3.86)

Przejdziemy teraz do oszacowania sumy S2 prawej strony nierówności
(3.81), czyli wyrażenia

S2 = τ
N∑

n=1

{
ÂnB(un, ξn)− Â

n− 1
2

B (W
n− 1
2 , ξn)

}
+

+τ
N∑

n=1

{
Ân−

1
2

R (u
n− 1
2 , ξn−

1
2 )− Ân−1R (W n−1, ξn−

1
2 )
}
.

Pogrupujmy wyrazy tej sumy w nast ↪epuj ↪acy sposób

S2 =
τ 2

2

N∑

n=1

∂t/2[Ân−1R ](W n−
1
2 , ξn−

1
2 ) +
τ 2

2

N∑

n=1

∂t/2[Ân−
1
2

B ](u
n, ξn) +

+
τ 2

2

N∑

n=1

τ

2
Ân−1R (∂t/2W n−1, ξn−

1
2 ) +
τ 2

2

N∑

n=1

τ

2
Ân−

1
2

B (∂t/2u
n− 1
2 , ξn) +

+τ
N∑

n=1

{
Ân−

1
2

B (η
n− 1
2 , ξn) + Ân−

1
2

R (η
n− 1
2 , ξn−

1
2 )
}
. (3.87)
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Oszacujmy kolejno sumy prawej strony powyższej równości. W tym celu
posłużymy si ↪e analogi ↪a do szacowań z dowodu Lematu 6 - str. 124, który
został już przez nas wykorzystany do oszacowania cz ↪eści wyrazów sumy S1.
Zauważmy, że w Lemacie, na który sie tutaj powołujemy oszacowane zostało
wyrażenie oznaczone przez Z32 - (3.171); jego końcowe oszacowanie oznaczo-
ne zostało przez (3.173). Otrzymaliśmy tam nierówność

τ

2
∂t/2[Ân−1R ](W n−

1
2 , ξn−

1
2 ) ¬ ε

{
|ξn− 12 |2H1(ΩB) + ‖ξn−

1
2‖2
L2
h
(Ω
h

B)

}
+

+M(u)
(
τ 2 +

τ 2

H2
+
τ 2h

H
+
τ 4

hH

)
.

Zatem sumuj ↪ac te nierówności po warstwach czasowych n = 1, . . . , N otrzy-
mujemy

τ
N∑

n=1

τ

2
∂t/2[Ân−1R ](W n−

1
2 , ξn−

1
2 ) ¬ ετ

N∑

n=1

{
|ξn− 12 |2H1(ΩB) + ‖ξn−

1
2‖2
L2
h
(Ω
h

B)

}
+

+M(u)
(
τ 2 +

τ 2

H2
+
τ 2h

H
+
τ 4

hH

)
. (3.88)

Analogicznie szacujemy trzy kolejne sumy prawej strony równości (3.87).
Mamy zatem

S2 ¬ ετ
N∑

n=1

{
|ξn−1|2H1(ΩR) + |ξn−

1
2 |2H1(ΩB) + ‖ξn−1‖2L2

h
(Ω
h

R)
+ ‖ξn− 12‖2

L2
h
(Ω
h

B)

}
+

+M(u)
(
τ 2 +

τ 2

H2
+
τ 2h

H
+
τ 4

hH

)
+

+τ
N∑

n=1

{
Ân−

1
2

B (η
n− 1
2 , ξn) + Ân−

1
2

R (η
n− 1
2 , ξn−

1
2 )
}
.

Pozostaje oszacować sum ↪e

τ
N∑

n=1

{
Ân−

1
2

B (η
n− 1
2 , ξn) + Ân−

1
2

R (η
n− 1
2 , ξn−

1
2 )
}
=

=
τ 2

2

N∑

n=1

Ân−
1
2

B (η
n− 1
2 , ∂t/2ξ

n− 1
2 ) + τ

N∑

n=1

An− 12 (ηn− 12 ,Rδ(ξn−
1
2 )). (3.89)

Przypomnijmy szacowane kilka stron wcześniej wyrażenie S12 - str. 90
oraz nierówność (3.85). Korzystaj ↪ac z niej możemy napisać

τ 2

2

N∑

n=1

Ân−
1
2

B (η
n− 1
2 , ∂t/2ξ

n− 1
2 ) ¬ ετ

N∑

n=1

{
|ξn− 12 |2H1(ΩB) + ‖ξn−

1
2‖2
L2
h
(Ω
h

B)

}
+

+M
(
h1+2ατ 2 + h3+2α +

τ 2h2α

H

)
.
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Posłużmy si ↪e także jednym z oszacowań, które zostało przeprowadzone
przy okazji dowodu Lematu 6 - str. 124. Przypomnijmy, oszacowane tam
wyrażenie Z31 - strona 126. Otrzymana tam nierówność (3.170) pozwala
napisać

τ
N∑

n=1

An− 12 (ηn− 12 ,Rδ(ξn−
1
2 )) ¬

N∑

n=1

ε‖ξn− 12‖L2
h
(Ωh
δ
) + h

2M(u).

Dwie powyższe sumy szacuj ↪a wyrażenie (3.89). Na tej podstawie mamy
zatem

S2 ¬ ετ
N∑

n=1

{
|ξn−1|2H1(ΩR) + |ξn−

1
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h
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}
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(
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τ 2

H2
+
τ 2h2α

H
+
τ 4

hH

)
. (3.90)

Wstawmy teraz nierówności (3.86) i (3.90) do (3.81). Dostajemy
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h
(Ωh
δ
)

}
+

+
1

2
‖ξN‖2L2

h
(Ωh
R
) +
1

2
‖ξN− 12‖2L2

h
(Ωh
B
) + ‖ξN‖2L2

h
(Ωh
δ
) +

+τ
N∑

n=1

{
AnR(ξn, ξn) +A

n− 1
2

B (ξ
n− 1
2 , ξn−

1
2 )
}
¬

¬ ετ
N∑

n=1

{
‖ξn‖2

L2
h
(Ω
h

R)
+ ‖ξn− 12‖2

L2
h
(Ω
h

B)
+ |ξn|2H1(ΩR) + |ξn−

1
2 |2H1(ΩB)

}
+

+‖ξ0‖2L2
h
(Ωh
R
) + ‖ξ0‖2L2

h
(Ωh
δ
) + ‖ξ0‖2L2

h
(Ωh
B
) + |ξ0|2H1(Ω) +

+M(u)
(
τ 2 + h2 +

h3

H
+
τ 2h2α

H
+
τ 2

H2
+
τ 4

hH

)
. (3.91)

Ponieważ 1
2
‖ξN‖2

L2
h
(Ωh
R
)
+ 1
2
‖ξN‖2

L2
h
(Ωh
δ
)
= 1
2
‖ξN‖2

L2
h
(Ω
h

R)
oraz

1

4

∥∥∥ξN−
1
2

∥∥∥
2

L2
h
(Ωh
δ
)
=
1

4

∥∥∥∥ξ
N − τ
2
∂t/2ξ

N− 1
2

∥∥∥∥
2

L2
h
(Ωh
δ
)
¬

¬ 1
2

∥∥∥ξN
∥∥∥
2

L2
h
(Ωh
δ
)
+
τ 2

8

∥∥∥∂t/2ξN−
1
2

∥∥∥
2

L2
h
(Ωh
δ
)
,
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nierówność (3.91), po przeniesieniu wyrazów ostatniej warstwy czasowej na
lew ↪a stron ↪e nierówności, przepisujemy do postaci

(1− ετ)
{
‖ξN‖2

L2
h
(Ω
h

R)
+ ‖ξN− 12‖2

L2
h
(Ω
h

B)

}
+

+τ(1− ε)
N∑

n=1

{
AnR(ξn, ξn) +A

n− 1
2

B (ξ
n− 1
2 , ξn−

1
2 )
}
¬

¬ ετ
N−1∑

n=1

{
‖ξn‖2

L2
h
(Ω
h

R)
+ ‖ξn− 12‖2

L2
h
(Ω
h

B)

}
+

+‖ξ0‖2L2
h
(Ωh
R
) + ‖ξ0‖2L2

h
(Ωh
δ
) + ‖ξ0‖2L2

h
(Ωh
B
) + |ξ0|2H1(Ω) +

+M(u)
(
τ 2 + h2 +

h3

H
+
τ 2h2α

H
+
τ 2

H2
+
τ 4

hH

)
. (3.92)

Zapiszmy powyższ ↪a nierówność w symbolicznej postaci

L+ τ(1− ε)
N∑

n=1

{
AnR(ξn, ξn) +A

n− 1
2

B (ξ
n− 1
2 , ξn−

1
2 )
}
¬ P. (3.93)

Zauważmy, że korzystaj ↪ac z założeń o formie An(·, ·) i Lematu 11 - str. 172,
nierówność (3.93) możemy przekształcić do postaci

L+ τ (θ(1− ε)− ε)
N∑

n=1

{
|ξn|2H1(ΩR) + |ξn−

1
2 |2H1(ΩB)

}
¬ P +

+τ

(
b2max
ε
+ cmax

)
N∑

n=1

{
‖ξn‖2

L2
h
(Ω
h

R)
+ ‖ξn− 12‖2

L2
h
(Ω
h

B)

}
. (3.94)

Na mocy tej nierówności możemy zatem przepisać (3.92) do postaci
(
1− ετ − τ

(
b2max
ε
+ cmax

)){
‖ξN‖2

L2
h
(Ω
h

R)
+ ‖ξN− 12‖2

L2
h
(Ω
h

B)

}
+

+τ(θ − ε)
N∑

n=1

{
|ξn|2H1(ΩR) + |ξn−

1
2 |2H1(ΩB)

}
¬

¬ ετ
N−1∑

n=1

{
‖ξn‖2

L2
h
(Ω
h

R)
+ ‖ξn− 12‖2

L2
h
(Ω
h

B)

}
+

+‖ξ0‖2L2
h
(Ωh
R
) + ‖ξ0‖2L2

h
(Ωh
δ
) + ‖ξ0‖2L2

h
(Ωh
B
) + |ξ0|2H1(Ω) +

+M(u)
(
τ 2 + h2 +

h3

H
+
τ 2h2α

H
+
τ 2

H2
+
τ 4

hH

)
. (3.95)

Wybieraj ↪ac odpowiednio małe ε, tak żeby

(θ − ε) > θ
2
,
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a nast ↪epnie odpowiednio małe τ , tak żeby
(
1− ετ − τ

(
b2max
ε
+ cmax

))
>
1

2
,

stosujemy Lemat Gronwall’a - Lemat 7 - str. 171 z

γn = ‖ξN‖2L2
h
(Ω
h

R)
+ ‖ξN− 12‖2

L2
h
(Ω
h

B)
.

Daje to z (3.95) oszacowanie postaci

max
n=1,...,N

{
‖ξn‖2

L2
h
(Ω
h

R)
+ ‖ξn− 12‖2

L2
h
(Ω
h

B)

}
+

+τ
N∑

n=1

{
|ξn|2H1(ΩR) + |ξn−

1
2 |2H1(ΩB)

}
¬

¬ C(T )



‖ξ
0‖2L2

h
(Ωh
R
) + ‖ξ0‖2L2

h
(Ωh
δ
) + ‖ξ0‖2L2

h
(Ωh
B
) + |ξ0|2H1(Ω) +

+M(u)
(
τ 2 + h2 +

h3

H
+
τ 2h2α

H
+
τ 2

H2
+
τ 4

hH

)
.

Ponieważ z Lematu 14 - str. 174, mamy

‖ξ0‖2L2
h
(Ωh
R
) + ‖ξ0‖2L2

h
(Ωh
δ
) + ‖ξ0‖2L2

h
(Ωh
B
) + |ξ0|2H1(Ω) ¬ Ch2‖u0‖2H2(Ω).

3.6 Lematy pomocnicze

W podrozdziale tym zawarte s ↪a dodatkowe lematy niezb ↪edne do dowodów
Twierdzeń 5, 6, 7, 8.
W pierwszej kolejności sformułujemy i udowodnimy Lemat 2, którego

użyliśmy w dowodzie Twierdzenia 5.

Lemat 2. Niech dana b ↪edzie nierówność

L+ S1 + S2 ¬ P,

gdzie L i P s ↪a wyrazami nierówności (3.41), zaś

S1 ≡
N∑

n=2

{
AnR(V n, ∂tV n−1)−An−1R (V n−1, ∂tV n−1)

}
,

S2 ≡
N∑

n=2

{
An−

1
2

B (V
n− 1
2 , ∂tV

n− 3
2 )−An−

3
2

B (V
n− 3
2 , ∂tV

n− 3
2 )
}
.
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Niech dodatkowo współczynniki formy dwuliniowej An(·, ·) spełniaj ↪a założenia
(3.30) (-str. 64). Wtedy ma miejsce nast ↪epuj ↪ace oszacowanie

L+ τ (θ − 2ε)
N∑

n=2

{∣∣∣∂tV n−1
∣∣∣
2

H1(ΩR)
+
∣∣∣∂tV n−

3
2

∣∣∣
2

H1(ΩB)

}
¬

¬ P + τ
ε
(M1 + ε)

N∑

n=2

{
‖∂tV n−1‖2L2(ΩR) + ‖∂tV

n− 3
2‖2
L2(ΩB)

}
+

+
τ

ε
M1

N∑

n=2

{∣∣∣V n−1
∣∣∣
2

H1(ΩR)
+
∥∥∥V n−1

∥∥∥
2

L2(ΩR)
+
∣∣∣V n−

3
2

∣∣∣
2

H1(ΩB)
+
∥∥∥V n−

3
2

∥∥∥
2

L2(ΩB)

}
.

gdzieM1 = (b2max + cmax),M2 =
(
ã2max + b̃

2
max + c̃

2
max

)
.

Dowód. W pierwszej kolejności zajmiemy si ↪e wyrazami sumy S1. Grupuj ↪ac
odpowiednio składniki sumy oznaczonej przez S1, przepisujemy nierówność

L+ S1 + S2 ¬ P, (3.96)

do postaci ( - patrz definicja ∂t[An−1R ](·, ·) - str. 60)

L+
N∑

n=2

τAnR(∂tV n−1, ∂tV n−1) + τ
N∑

n=2

∂t[An−1R ](V n−1, ∂tV n−1) + S2 ¬ P,

co z kolei, dla uproszczenia zapisujemy jako

L+ S11 + S12 + S2 ¬ P. (3.97)

Zauważmy, że korzystaj ↪ac z definicji i założeń o formie AnR(·, ·) mamy

S11  τθ
N∑

n=2

∣∣∣∂tV n−1
∣∣∣
2

H1(ΩR)
+

+τ
N∑

n=2

2∑

i=1

(
bi(·, nτ)D

(
∂tV

n−1
)
, ∂tV

n−1
)

L2(ΩR)
+

+τ
N∑

n=2

(
c(·, nτ)∂tV n−1, ∂tV n−1

)

L2(ΩR)
.

Skorzystajmy z powyższej nierówności w (3.97). Dostajemy oszacowanie

L+ τθ
N∑

n=2

∣∣∣∂tV n−1
∣∣∣
2

H1(ΩR)
+ S12 + S2 ¬

¬ P − τ
N∑

n=2

2∑

i=1

(
bi(·, nτ)D

(
∂tV

n−1
)
, ∂tV

n−1
)

L2(ΩR)
+

−τ
N∑

n=2

(
c(·, nτ)∂tV n−1, ∂tV n−1

)

L2(ΩR)
.
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Stosuj ↪ac Lemat 11 - str. 172, do pojedynczych składników sum prawej strony
otrzymanej nierówności, po przeniesieniu odpowiednich wyrazów na lew ↪a
stron ↪e, dostajemy nast ↪epuj ↪ace oszacowanie

L+ τ (θ − ε)
N∑

n=2

∣∣∣∂tV n−1
∣∣∣
2

H1(ΩR)
+ S12 + S2 ¬

¬ P + τ
(
b2max
ε
+ cmax

)
N∑

n=2

‖∂tV n−1‖2L2(ΩR). (3.98)

Zajmijmy si ↪e teraz wyrazami lewej strony nierówności (3.97), oznaczonymi
przez S12. Korzystaj ↪ac z definicji formy dwuliniowej An−1R (·, ·) i Lematu 11
otrzymujemy

|S12| ¬ τ
N∑

n=2

2∑

i,j=1

∣∣∣∣
(
∂ta
n−1
i,j DV

n−1, D
(
∂tV

n−1
))

L2(ΩR)

∣∣∣∣+

+τ
N∑

n=2

2∑

i=1

∣∣∣∣
(
∂tb
n−1
i DV

n−1, ∂tV
n−1

)

L2(ΩR)

∣∣∣∣+

+τ
N∑

n=2

∣∣∣∣
(
∂tc
nV n−1, ∂tV

n−1
)

L2(ΩR)

∣∣∣∣ ¬

¬ ετ
N∑

n=2

{∣∣∣∂tV n−1
∣∣∣
2

H1(ΩR)
+
∥∥∥∂tV n−1

∥∥∥
2

L2(ΩR)

}
+

+
τ

ε

(
ã2max + b̃

2
max

) N∑

n=2

∣∣∣V n−1
∣∣∣
2

H1(ΩR)
+
τ c̃2max
ε

N∑

n=2

∥∥∥V n−1
∥∥∥
2

L2(ΩR)
. (3.99)

Uwzgl ↪edniaj ↪ac wynik nierówności (3.99) w (3.98), otrzymujemy oszacowanie

L+ τ (θ − 2ε)
N∑

n=2

∣∣∣∂tV n−1
∣∣∣
2

H1(ΩR)
+ S2 ¬

¬ P + τ
(
b2max
ε
+ cmax + ε

)
N∑

n=2

‖∂tV n−1‖2L2(ΩR) +

+
τ

ε

(
ã2max + b̃

2
max

) N∑

n=2

∣∣∣V n−1
∣∣∣
2

H1(ΩR)
+
τ c̃2max
ε

N∑

n=2

∥∥∥V n−1
∥∥∥
2

L2(ΩR)
.

Analogicznie jak wyrazy nierówności (3.96) oznaczone symbolem S1, sza-
cujemy wyrazy oznaczone przez S2.

W poniższym lemacie zajmiemy si ↪e oszacowaniem pochodnych różnico-
wych wzgl ↪edem czasu schematu (3.29.a)-(3.29.d) po dwóch pierwszych półkrokach
czasowych. Lemat 3 wykorzystany został w dowodach Twierdzeń 5 oraz 6.
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Lemat 3. Niech u0 ∈ H2(Ω) i współczynniki formy dwuliniowej A(·, ·) speł-
niaj ↪a założenia (3.30) (-str. 64). Wtedy istnieje takie τ0, że dla τ ¬ τ0,
rozwi ↪azania schematu (3.29.a)-(3.29.d) spełniaj ↪a oszacowanie

∥∥∥∂t/2U0
∥∥∥
2

L2
h
(Ω
h

B)
+
∥∥∥∂tU0

∥∥∥
2

L2
h
(Ω
h

R)
+ ‖∂t/2U

1
2‖2L2

h
(Ωh
δ
) +

+τ
(
|∂t/2U0|2H1(ΩB) + |∂tU0|2H1(ΩR)

)
¬

¬M
(
‖f 12‖2L2(ΩB∪ΩδR) + ‖f

1‖2L2(ΩR) + ‖u0‖2H2(Ω)
)
,

gdzieM jest stał ↪a niezal ↪eżn ↪a od τ , h oraz H.

Dowód. Przypomnijmy pierwsze równanie schematu (3.29.a). Dla ϕ ∈ V h
B
(Ω)

mamy

(
∂t/2U

0, ϕ
)

L2
h
(Ω
h

B)
+A

1
2
B(U

1
2 , ϕ) + Â0R(U0, ϕ) = (f

1
2 , ϕ)L2(ΩB∪ΩδR ).

Przepiszmy to równanie do postaci

(
∂t/2U

0, ϕ
)

L2
h
(Ω
h

B)
+
τ

2
A
1
2
B(∂t/2U

0, ϕ) +A
1
2
B(U

0, ϕ) + Â0R(U0, ϕ)

= (f
1
2 , ϕ)L2(ΩB∪ΩδR). (3.100)

Zauważmy, że dla ϕ ∈ V h
B
(Ω) możemy napisać

A
1
2
B(U

0, ϕ) + Â0R(U0, ϕ) =
= A

1
2
B(U

0, ϕ) + Â
1
2
R(U

0, ϕ)− Â
1
2
R(U

0, ϕ) + Â0R(U0, ϕ) =
= A 12 (U0, ϕ)− τ

2
∂t/2[Â0R](U0, ϕ).

Wstawmy otrzyman ↪a tożsamość do równania (3.100) przyjmuj ↪ac ϕ = ∂t/2U
0.

Daje to

∥∥∥∂t/2U0
∥∥∥
2

L2
h
(Ω
h

B)
+
τ

2
A
1
2
R(∂t/2U

0, ∂t/2U
0) =

=
(
f
1
2 , ∂t/2U

0
)

L2(ΩB∪ΩδR )
−A 12 (U0, ∂t/2U0) +

τ

2
∂t/2[Â0R](U0, ϕ) =
= I1 − I2 + I3. (3.101)

Oszacujmy kolejne wyrazy prawej strony równania (3.101) oznaczone sym-
bolami I1, I2, I3.
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Korzystamy kolejno z Lematu 11 - str. 172 oraz Lematu 12 - str. 172 o

równoważności norm L2(ΩB) i L
2
h(Ω

h
B) dla funkcji z przestrzeni V

h
B
(Ω). Daje

to nast ↪epuj ↪ace oszacowanie wyrazu I1 równości (3.101)

|I1| =
∣∣∣∣
(
f
1
2 , ∂t/2U

0
)

L2(ΩB∪ΩδR )

∣∣∣∣ ¬ ε‖∂t/2U0‖2L2
h
(Ω
h

B)
+
1

ε
‖f 12‖2L2(ΩB∪ΩδR )(3.102)

Zajmijmy si ↪e teraz drugim wyrazem prawej strony (3.101) oznaczonym

przez I2. Po rozpisaniu formy dwuliniowej A
1
2 (·, ·) i z nierówności trójk ↪ata

mamy

|I2| =
∣∣∣A 12 (U0, ∂t/2U0)

∣∣∣ ¬
∣∣∣∣∣∣

∑

i,j=12

(
a
1
2
ijDiU

0, Dj∂t/2U
0
)

L2(Ω)

∣∣∣∣∣∣
+

+

∣∣∣∣∣

2∑

i=1

(
b
1
2
i DiU

0, ∂t/2U
0
)

L2(Ω)

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣
(
c
1
2U0, ∂t/2U

0
)

L2(Ω)

∣∣∣∣ = I21 + I22 + I23.

(3.103)

Kolejno zajmiemy sie uproszczeniem wyrażeń I21, I22, I23.
Oszacujemy teraz pierwszy wyraz prawej strony nierówności (3.103), o-

znaczony wyżej przez I21. Dodaj ↪ac i odejmuj ↪ac u0 do pierwszego argumentu
iloczynu skalarnego dostajemy

|I21| =
∣∣∣∣∣∣

2∑

i,j=1

(
a
1
2
ij

(
Di(U

0 − u0) +Diu0
)
, Dj∂t/2U

0
)

L2(Ω)

∣∣∣∣∣∣
¬

¬
∣∣∣∣∣∣

2∑

i,j=1

(
a
1
2
ijDi(U

0 − u0), Dj∂t/2U0
)

L2(Ω)

∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣

2∑

i,j=1

(
a
1
2
ijDiu0, Dj∂t/2U

0
)

L2(Ω)

∣∣∣∣∣∣
.

Ponieważ ∂t/2U
0 ∈ V h

B
(Ω) - zeruje si ↪e we wszystkich punktach nodalnych Ω

h
R,

korzystaj ↪ac z wzorów Green’a, przy założeniu że u
0 ∈ H2(Ω) mamy

2∑

i,j

(
a
1
2
i,jDiu0, Dj∂t/2U

0
)

L2(Ω)
=
2∑

i,j

(
a
1
2
i,jDiu0, Dj∂t/2U

0
)

L2(ΩB∪ΩδR)
=

=
2∑

i,j

(
Dj (ai,jDiu0) , ∂t/2U

0
)

L2(ΩB∪ΩδR )
.

Wykorzystajmy ten fakt w oszacowaniu drugiego wyrazu prawej strony I21,
a nast ↪epnie do obu wyrazów prawej strony zastosujmy nierówność Schwarza
- str. 172. Otrzymamy oszacowanie

|I21| ¬ amax
∣∣∣U0 − u0

∣∣∣
H1(ΩB∪ΩδR)

∣∣∣∂t/2U0
∣∣∣
H1(ΩB∪ΩδR)

+

+ (amax + ămax) ‖u0‖H2(ΩB∪ΩδR )
∥∥∥∂t/2U0

∥∥∥
L2(ΩB∪ΩδR )

.
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Do pierwszego czynnika pierwszego iloczynu prawej strony otrzymanej wyżej
nierówności stosujemy Lemat 14 - str. 174 o własnościach rzutu L2(Ω), a do
drugiego nierówność odwrotn ↪a. Nast ↪epnie korzystamy z ε-nierówności. Takie
post ↪epowanie daje

|I21| ¬ amaxh ‖u0‖H2(ΩB∪ΩδR )
c

h

∥∥∥∂t/2U0
∥∥∥
L2(ΩB∪ΩδR)

+

+ (amax + ămax) ‖u0‖H2(ΩB∪ΩδR )
∥∥∥∂t/2U0

∥∥∥
L2(ΩB∪ΩδR )

¬

¬ ε
∥∥∥∂t/2U0

∥∥∥
2

L2
h
(Ω
h

B)
+
a2max + ă

2
max

ε
‖u0‖2H2(Ω) . (3.104)

Przejdźmy teraz do oszacowania wyrazu prawej strony równości (3.103)
oznaczonego przez I22. Podobnie jak przy oszacowaniu I21, do pierwszego
argumentu iloczynu skalarnego w odpowiedni sposób dodajemy i odejmujemy
funkcj ↪e u0 i korzystamy z nierówności trójk ↪ata. Daje to

|I22| ¬
∣∣∣∣∣

2∑

i=1

(
b
1
2
i Di

(
U0 − u0

)
, ∂t/2U

0
)

L2(Ω)

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣

2∑

i=1

(
b
1
2
i Diu0, ∂t/2U

0
)

L2(Ω)

∣∣∣∣∣ .

Ponieważ ∂t/2U
0(x) ≡ 0 dla każdego x ∈ ΩhR, z nierówności Schwarza, po

odpowiednim przegrupowaniu wyrazów, mamy dalej

|I22| ¬ bmax
{
|U0 − u0|H1(ΩR) + |u0|H1(ΩR)

}
‖∂t/2U0‖L2(ΩB∪ΩδR).

Ponieważ na mocy Lemat 14 - str. 174, mamy |U0− u0|H1(ΩR) ¬ h|u0|H2(ΩR),
z ε-nierówności i Lematu 12, otrzymujemy ostatecznie

|I22| ¬ ε
∥∥∥∂t/2U0

∥∥∥
2

L2
h
(Ω
h

B)
+
b2max
ε
‖u0‖2H2(Ω) . (3.105)

Ponieważ ‖U0‖L2(Ω) ¬ ‖u0‖L2(Ω), na mocy Lematu 11, wyraz I23 prawej
strony (3.103) daje si ↪e oszacować w nast ↪epuj ↪acy sposób

|I23| ¬ ε
∥∥∥∂t/2U0

∥∥∥
2

L2
h
(Ω
h

B)
+
c2max
ε
‖u0‖2L2(Ω) . (3.106)

Korzystaj ↪ac z oszacowania (3.104), (3.105), (3.106) otrzymujemy zatem
z nierówności (3.103) nast ↪epuj ↪ace oszacowanie

|I2| ¬ ε‖∂t/2U0‖2
L2
h
(Ω
h

B)
+
(amax + ămax + bmax + cmax)

2

ε
‖u0‖2H2(Ω). (3.107)
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Pozostaje oszacować ostatnie wyrazy prawej strony równania (3.101), o-
znaczone symbolem I3. Rozpisuj ↪ac formy Â·R(·, ·) otrzymujemy

|I3| =
∣∣∣∣
τ

2
∂t/2[Â0R](U0, ∂t/2U0)

∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣
τ

2

2∑

i,j=1

(
∂t/2a

0
i,jDiU

0, Dj∂t/2U
0
)

L2(ΩδR )
+

+
τ

2

2∑

i=1

(
∂t/2b

0
iDiU

0, ∂t/2U
0
)

L2(ΩδR )
+
τ

2

(
∂t/2c

0U0, ∂t/2U
0
)

L2(ΩδR )

∣∣∣∣∣∣
.

Do dwóch pierwszych iloczynów skalarnych dodajemy i odejmujemu Diu0.
Daje to

|I3| =
∣∣∣∣∣∣
τ

2

2∑

i,j=1

(
∂t/2a

0
i,j

(
Di
(
U0 − u0

)
+Diu0

)
, Dj∂t/2U

0
)

L2(ΩδR )
+

+
τ

2

2∑

i=1

(
∂t/2b

0
i

(
Di(U

0 − u0) +Diu0
)
, ∂t/2U

0
)

L2(ΩδR )
+

+
τ

2

(
∂t/2c

0U0, ∂t/2U
0
)

L2(ΩδR )

∣∣∣∣∣∣
.

Korzystamy z nierówności trójk ↪ata, a nast ↪epnie z nierówność Schwarza. Otrzy-
mujemy

|I3| ¬ τ |∂tamax|
∣∣∣U0 − u0

∣∣∣
H1(ΩδR )

∣∣∣Rδ(∂t/2U0)
∣∣∣
H1(ΩδR )

+

+τ |∂tbmax|
∣∣∣U0 − u0

∣∣∣
H1(ΩδR )

∥∥∥Rδ(∂t/2U0)
∥∥∥
L2(ΩδR )

+

+τ |∂tamax| |u0|H1(ΩδR )
∣∣∣Rδ(∂t/2U0)

∣∣∣
H1(ΩδR )

+

+τ
(
|∂tbmax| |u0|H1(ΩδR ) + |∂tcmax|

∥∥∥U0
∥∥∥
L2(ΩδR )

) ∥∥∥Rδ(∂t/2U0)
∥∥∥
L2(ΩδR )

.

Do wyrazu |U0 − u0|H1(ΩδR ) stosujemy Lemat 14, a do
∣∣∣Rδ(∂t/2U0)

∣∣∣
H1(ΩδR )

nierówność odwrotn ↪a. Takie post ↪epowanie daje

|I3| ¬ τh|∂tamax| ‖u0‖H2(ΩδR )
c

h

∥∥∥∂t/2U0
∥∥∥
L2
h
(Ωh
δ
)
+

+τh|∂tbmax| ‖u0‖H2(ΩδR )
∥∥∥∂t/2U0

∥∥∥
L2
h
(Ωh
δ
)
+

+τ |∂tamax|
√
h

H
‖u0‖H2(ΩR)

c

h

∥∥∥∂t/2U0
∥∥∥
L2
h
(Ωh
δ
)
+

+τ
(
|∂tbmax| |u0|H1(ΩδR ) + |∂tcmax|

∥∥∥U0
∥∥∥
L2(ΩδR )

) ∥∥∥∂t/2U0
∥∥∥
L2
h
(Ωh
δ
)
. (3.108)
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W powyższym oszacowaniu skorzystaliśmy z Lematu 12 - str. 172 oraz w
oszacowaniu trzeciego wyrazu z Lematu 15 - str. 174.
Ponieważ dla funkcji z przestrzeni V h

R
(Ω) zachodzi

∥∥∥∂t/2U0
∥∥∥
L2
h
(Ωh
δ
)
¬ c
√
h
∥∥∥∂t/2U0

∥∥∥
L2
h
(Γh)
,

korzysataj ↪ac z Lematu 11, nierówność (3.108) przekształcamy dalej do postaci

|I3| ¬
τ√
H
|∂tamax| ‖u0‖H2(ΩR)

∥∥∥∂t/2U0
∥∥∥
L2(Γh)

+

+ε‖∂t/2U0‖2L2
h
(Ω
h

B)
+ τ 2M

(
‖u0‖2H2(ΩR) + ‖U0‖2L2(Ωδ)

)
.

Zastosujmy Lemat 10 - str. 172 do drugiego wyrazu
∥∥∥∂t/2U0

∥∥∥
L2(Γh)

. Dostajemy

|I3| ¬
τ |∂tamax|√
H
‖u0‖H2(ΩR)

{
ε|∂t/2U0|H1(ΩB) +

(
1

ε
+
1√
H

)
‖∂t/2U0‖L2(ΩB)

}
+

+ε‖∂t/2U0‖2L2
h
(Ω
h

B)
+ τ 2M

(
‖u0‖2H2(ΩR) + ‖U0‖2L2(Ωδ)

)
.

Do pierwszego iloczynu prawej strony powyższej nierówności raz jeszcze sto-
sujemy stosujemy ε-nierówność i ostatecznie, na mocy faktu
‖U0‖L2(Ω) ¬ ‖u0‖L2(Ω) otrzymujemy

|I3| ¬ ε‖∂t/2U0‖2L2
h
(Ω
h

B)
+ τε|∂t/2U0|2H1(ΩB) +

+M
(
τ

H
+
(
τ

H

)2)
‖u0‖2H2(Ω). (3.109)

Wstawiamy teraz otrzymane nierówności (3.102), (3.107) i (3.109) do
(3.101). Otrzymujemy nast ↪epuj ↪ace oszacowanie

∥∥∥∂t/2U0
∥∥∥
2

L2
h
(Ω
h

B)
+
τ

2
A
1
2
R(∂t/2U

0, ∂t/2U
0) ¬

¬ ε‖∂t/2U0‖2
L2
h
(Ω
h

B)
+ ετ |∂t/2U0|2H1(ΩB) +

+
1

ε
‖f 12‖2L2(ΩB∪ΩδR ) +M

(
1 +
τ

H
+
(
τ

H

)2)
‖u0‖2H2(Ω). (3.110)

Dla uproszczenia przepiszmy j ↪a do postaci

L+
τ

2
A
1
2
R(∂t/2U

0, ∂t/2U
0) ¬ P, (3.111)

102



gdzie L =
∥∥∥∂t/2U0

∥∥∥
2

L2
h
(Ω
h

B)
, P oznacz ↪a cał ↪a lew ↪a stron ↪e nierówności (3.110).

Po rozpisaniu formy A
1
2
R(·, ·) dostajemy

L+
τ

2

2∑

i,j=1

(
a(·, 1
2
τ)Di

(
∂t/2U

0
)
, Dj

(
∂t/2U

0
))

L2(ΩB)
¬

¬ P − τ
2

2∑

i=1

(
b(·, 1
2
τ)Di

(
∂t/2U

0
)
, ∂t/2U

0
)

L2(ΩB)
+

−τ
2

(
c(·, 1
2
τ)∂t/2U

0, ∂t/2U
0
)

L2(ΩB)
.

(3.112)

Zauważmy, że

τ

2

2∑

i,j=1

(
a(·, 1
2
τ)Di

(
∂t/2U

0
)
, Dj

(
∂t/2U

0
))

L2(ΩB)
 θτ
2
|∂t/2U0|2H1(ΩB).

Mamy zatem z nierówności (3.112)

L+
θτ

2
|∂t/2U0|2H1(ΩB) ¬ P +

−τ
2

2∑

i=1

(
b(·, 1
2
τ)Di

(
∂t/2U

0
)
, ∂t/2U

0
)

L2(ΩB)
+

−τ
2

(
c(·, 1
2
τ)∂t/2U

0, ∂t/2U
0
)

L2(ΩB)
.

(3.113)

Zastosujmy Lemat 11 - str. 172, do dwóch ostatnich wyrazów prawej strony
otrzymanej wyżej nierówności. Daje to

L+
θτ

2
|∂t/2U0|2H1(ΩB) ¬ P +

¬ ετ |∂t/2U0|2H1(ΩB) +
τ

ε

(
b2max + cmax

)
‖∂t/2U0‖2L2

h
(Ω
h

B)
. (3.114)

Zatem z (3.110) otrzymujemy

∥∥∥∂t/2U0
∥∥∥
2

L2
h
(Ω
h

B)
+
θτ

2
|∂t/2U0|2H1(ΩB) ¬

¬
(
ε+
τ

ε

(
b2max + cmax

))
‖∂t/2U0‖2

L2
h
(Ω
h

B)
+ ετ |∂t/2U0|2H1(ΩB) +

+
1

ε
‖f 12‖2L2(ΩB∪ΩδR) +M

(
1 +
τ

H
+
(
τ

H

)2)
‖u0‖2H2(Ω).
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Wybieramy odpowiednio małe ε, tak żeby ε ¬ a0
4
i po przeniesieniu odpowied-

nich wyrazów na lew ↪a stron ↪e dostajemy

(
1−

(
ε+
τ

ε

(
b2max + cmax

))) ∥∥∥∂t/2U0
∥∥∥
2

L2
h
(Ω
h

B)
+
θτ

4
|∂t/2U0|2H1(ΩB) ¬

¬ 1
ε
‖f 12‖2L2(ΩB∪ΩδR) +M

(
1 +
τ

H
+
(
τ

H

)2)
‖u0‖2H2(Ω).

Dla odpowiednio małego τ ¬ τ0, gdzie τ0 takie że
(
1−

(
ε+
τ0
ε

(
b2max + cmax

)))
 1
2
,

przy τ
H
¬ const, dostajemy zatem ostatecznie

∥∥∥∂t/2U0
∥∥∥
2

L2
h
(Ω
h

B)
+ τ |∂t/2U0|2H1(ΩB) ¬

¬M
(
‖f 12‖2L2(ΩB∪ΩδR ) + ‖u0‖

2
H2(Ω)

)
.

(3.115)

Przejdźmy teraz do oszacowania wyrazów tezy tego Lematu, określonych
na obszarze ΩR. Z równania (3.29.b) na pierwszej warstwie czasowej ∀ϕ ∈
V h
R
(Ω) mamy

(
∂̃tU

0, ϕ
)

L2
h
(Ω
h

R)
+A1R(U1, ϕ) + Â

1
2
B(U

1
2 , ϕ) = (f 1, ϕ)L2(ΩR∪ΩδB ).

Wyraz Â
1
2
B(U

1
2 , ϕ) możemy wyeliminować kosztem Â0R(U0, ϕ). Mamy bowiem

z równania (3.29.a) dla ϕ ∈ V hδ (Ω)
(
∂t/2U

0, ϕ
)

L2
h
(Ωh
δ
)
+A

1
2
B(U

1
2 , ϕ) + Â0R(U0, ϕ) = (f

1
2 , ϕ)L2(Ωδ).

Odejmuj ↪ac stronami dwa powyższe równania dostajemy.

2
(
∂tU

0, ϕ
)

L2
h
(Ωh
δ
)
+
(
∂tU

0, ϕ
)

L2
h
(Ωh
R
)
+A1R(U1, ϕ)− Â0R(U0, ϕ) =

= (f 1, ϕ)L2(ΩR∪ΩδB ) − (f
1
2 , ϕ)L2(Ωδ) + 2

(
∂t/2U

0, ϕ
)

L2
h
(Ωh
δ
)
. (3.116)

Zauważmy także, że

A1R(U1, ϕ)− Â0R(U0, ϕ) = τA1R(∂tU0, ϕ) +
+A1R(U0, ϕ)− Â1R(U0, ϕ) + Â1R(U0, ϕ)− Â0R(U0, ϕ)
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oraz ∀ϕ ∈ V h
R
(Ω)

A1R(U0, ϕ)− Â1R(U0, ϕ) ≡ A1R(U0,RR(ϕ)) ≡ A1(U0,RR(ϕ)).

Z (3.115) mamy także oszacowania wyrazu ‖∂t/2U0‖L2
h
(Ωh
δ
).

Korzystaj ↪ac z powyższych obserwacji powtarzamy dowód oszacowania
(3.115) wybieraj ↪ac w (3.116) ϕ = ∂tU

0. W analogiczny sposób otrzymujemy
nast ↪epuj ↪ac ↪a nierówność

∥∥∥∂tU0
∥∥∥
2

L2
h
(Ω
h

R)
+ τ |∂tU0|2H1(ΩR) ¬

¬M
(
‖f 12‖2L2(ΩB∪ΩδR ) + ‖f

1‖2L2(ΩR) + ‖u0‖2H2(Ω)
)
. (3.117)

Pozostaje jeszcze oszacować ‖∂t/2U
1
2‖L2

h
(Ωh
δ
). Zauważmy jednak, że pra-

wdziwa jest nierówność.

‖∂t/2U
1
2‖L2

h
(Ωh
δ
) ¬

(
‖∂t/2U0‖L2

h
(Ωh
δ
) + 2‖∂tU1‖L2

h
(Ωh
δ
)

)
¬

(
‖∂t/2U0‖L2

h
(Ω
h

B)
+ 2‖∂tU1‖L2

h
(Ω
h

R)

)
(3.118)

Wyrazy prawej strony tej nierówności zostały oszacowane wyżej - patrz (3.115)
i (3.117).
Dodaj ↪ac stronami nierówności (3.115), (3.117) oraz (3.118), otrzymujemy

oszacowanie zawarte w tezie Lematu.

Poniższy lemat ma charakter pomocniczy i został wydzielony z dowodu
Twierdzenia 7 w celu poprawienia przejrzystości całego dowodu.
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Lemat 4. Niech współczynniki formy dwuliniowej An(·, ·) spełniaj ↪a założenia
(3.30) (-str. 64) oraz (3.50) (-str. 74). Dodatkowo niech ∂u

∂t
∈ L2 ((0, T );H3(Ω)),

∂2u
∂t2
∈ L2 ((0, T );H2(Ω)), ∂3u

∂t3
∈ L2 ((0, T );H1(Ω)). Przy tych założeniach za-

chodzi nast ↪epuj ↪ace oszacowanie

N∑

n=2

{
ÂnB(un, ∂tξn−1)− Â

n− 1
2

B (un−
1
2 , ∂tξ

n−1)
}
+

−
N∑

n=2

{
Ân−

1
2

B (W n−
1
2 , ∂tξ

n−1)− Ân−1B (W n−1, ∂tξn−1)
}
+

+
N∑

n=2

{
Ân−

1
2

R (un−
1
2 , ∂tξ

n− 3
2 )− Ân−1R (un−1, ∂tξn−

3
2 )

}
+

−
N∑

n=2

{
Ân−1R (W n−1, ∂tξn−

3
2 )− Ân−

3
2

R (W n−
3
2 , ∂tξ

n− 3
2 )

}
¬

¬ ετ
N∑

n=2

{
‖∂t/2ξn−1‖2L2

h
(Ωh
δ
) + ‖∂t/2ξ

n− 3
2‖2L2

h
(Ωh
δ
)

}
+

+ε
{
‖∂t/2ξN−

1
2‖2L2

h
(Ωh
δ
) + ‖∂t/2ξ

1
2 ‖2L2

h
(Ωh
δ
)

}
+M

(
h2 +

τ2

hH

)
,

gdzieM jest stał ↪a dodatni ↪a niezależn ↪a od τ, h oraz H.

Dowód. Oznaczmy poszczególne grupy wyrazów z tezy Lematu 4 w sposób
nast ↪epuj ↪acy.

P n(u, ξ) =
N∑

n=2

{
ÂnB(un, ∂tξn−1)− Â

n− 1
2

B (u
n− 1
2 , ∂tξ

n−1)
}
+

+
N∑

n=2

{
Ân−

1
2

R (u
n− 1
2 , ∂tξ

n− 3
2 )− Ân−1R (un−1, ∂tξn−

3
2 )
}
. (3.119)

P n−
1
2 (W, ξ) =

N∑

n=2

{
Ân−

1
2

B (W
n− 1
2 , ∂tξ

n−1)− Ân−1B (W n−1, ∂tξn−1)
}
+

+
N∑

n=2

{
Ân−1R (W n−1, ∂tξn−

3
2 )− Ân−

3
2

R (W
n− 3
2 , ∂tξ

n− 3
2 )
}
. (3.120)

Zauważmy, że przy wprowadzonych oznaczeniach mamy

P n−
1
2 (W, ξ) = −P n− 12 (η, ξ) + P n− 12 (u, ξ).
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Przyj ↪eta konwencja pozwala nam zapisać lew ↪a stron ↪e nierówności z tezy
Lematu w postaci

P n(u, ξ)− P n− 12 (W, ξ) = P n(u, ξ)− P n− 12 (u, ξ) + P n− 12 (η, ξ). (3.121)

Zajmiemy si ↪e teraz uproszczeniem wyrażenia (3.119), po czym otrzymane
wyniki wykorzystane zostan ↪e do uproszczenia (3.120).
Zgodnie z definicj ↪a ÂnR(·, ·) - patrz str. 61, dla każdego u, v ∈ V h(Ω)

zachodzi nast ↪epuj ↪aca tożsamość

ÂnR(u, v) = Ak(n,Rδ(v))− ÂnB(u, v)
∀k = 1

2
, 1, . . . ,

(
n− 1
2

)
, N.

Korzystaj ↪ac z tego w wyrażeniu (3.119), po przegrupowaniu wyrazów otrzy-
mujemy równanie

Pn(u, ξ) =

=
τ2

4

N∑

n=2

Ân−
1
2

B (∂t/2∂t/2u
n−1, ∂tξn−1) +

τ2

4

N∑

n=2

∂t/2∂t/2[Ân−1B ](un−
1
2 , ∂tξ

n−1) +

+
τ2

4

N∑

n=2

∂t/2[Ân−1B ](∂t/2un−1, ∂tξn−1) +
τ2

4

N∑

n=2

∂t/2[Â
n− 1
2

B ](∂t/2u
n− 1
2 , ∂tξ

n−1) +

+
τ

2

N∑

n=2

Ân−
1
2

B (∂t/2u
n−1, ∂tξ

n−1 − ∂tξn−
3
2 ) +

+
τ

2

N∑

n=2

∂t/2[Ân−1B ](un−1, ∂tξn−1 − ∂tξn−
3
2 ) +

+
τ

2

N∑

n=2

An− 12 (∂t/2un−1,Rδ(∂tξn−
3
2 )) +

τ

2

N∑

n=2

∂t/2[An−1](un−1,Rδ(∂tξn−
3
2 )).

(3.122)

Oznaczmy sześć pierwszych sum powyższej równości przez S1, S2, S3, S4,
S5, S6. Oszacujemy je teraz zaczynaj ↪ac od pierwszej sumy - S1.

Bezpośrednio z definicji operatora Ân−
1
2

B (·, ·) - patrz (3.26), mamy

S1 =

∣∣∣∣∣
τ2

4

N∑

n=2

Ân−
1
2

B (∂t/2∂t/2u
n−1, ∂tξ

n−1)

∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣
τ2

4

N∑

n=2

An−
1
2

B (∂t/2∂t/2u
n−1,Rδ(∂tξn−1))

∣∣∣∣∣ .

(3.123)
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Z rozwini ↪ecia w szereg Taylora wzgl ↪edem zmiennej t wiemy natomiast, że

∂t/2∂t/2u
n−1(x) =

∂2u

∂t2
(x, (n− 1)τ) + Cτρ(u),

gdzie

ρ(u) =
∂3u

∂t3
(x, t) , t ∈ ((n− 1)τ, (n + 1)τ).

Korzystaj ↪ac z tego przekształcamy dalej (3.123) do postaci

S1 ¬
∣∣∣∣∣
τ 2

4

N∑

n=2

An−
1
2

B

(
∂2u

∂t2
( · , (n− 1)τ) ,Rδ(∂tξn−1)

)∣∣∣∣∣+

+

∣∣∣∣∣
τ 3

4

N∑

n=2

An−
1
2

B

(
ρ(u),Rδ(∂tξn−1)

)∣∣∣∣∣ .

Rozpisujumy kolejne wyrazy zgodnie z definicj ↪a formy dwuliniowej AB(·, ·)
- patrz (3.22). Dla ustalonego n = 2, . . . , N , do każdego wyrazu stosujemy
nierówność Schwarza. Ponieważ funkcje ai,j , bj, c s ↪a ograniczone otrzymujemy
nierówność

S1 ¬
amaxτ

2

4

N∑

n=2

∣∣∣∣∣
∂2u

∂t2
( · , (n− 1)τ)

∣∣∣∣∣
H1(Ωδ)

∣∣∣Rδ(∂tξn−1)
∣∣∣
H1(Ωδ)

+

+
bmaxτ

2

4

N∑

n=2

∣∣∣∣∣
∂2u

∂t2
( · , (n− 1)τ)

∣∣∣∣∣
H1(Ωδ)

∥∥∥Rδ(∂tξn−1)
∥∥∥
L2(Ωδ)

+

+
cmaxτ

2

4

N∑

n=2

∥∥∥∥∥
∂2u

∂t2
( · , (n− 1)τ)

∥∥∥∥∥
L2(Ωδ)

∥∥∥Rδ(∂tξn−1)
∥∥∥
L2(Ωδ)

+

+
amaxτ

3

4

N∑

n=2

|ρ(u)|H1(Ωδ)
∣∣∣Rδ(∂tξn−1)

∣∣∣
H1(Ωδ)

+

+
τ 3

4

N∑

n=2

(
bmax |ρ(u)|H1(Ωδ) + cmax ‖ρ(u)‖L2(Ωδ)

) ∥∥∥Rδ(∂tξn−1)
∥∥∥
L2(Ωδ)

.

(3.124)

Zauważmy, że na mocy Lematu 15 - str. 174

∣∣∣∣∣
∂2u

∂t2
( · , (n− 1)τ)

∣∣∣∣∣
H1(Ωδ)

¬
√
h

H

∥∥∥∥∥
∂2u

∂t2
( · , (n− 1)τ)

∥∥∥∥∥
H2(Ω)

,

a na mocy nierówności odwrotnej mamy natomiast
∣∣∣Rδ(∂tξn−1)

∣∣∣
H1(Ωδ)

¬ c
h

∥∥∥Rδ∂tξn−1)
∥∥∥
L2(Ωδ)

.
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Zauważmy również, że korzystaj ↪ac z Lematu 12 - str. 172 i definicji (3.13),
możemy napisać

∥∥∥Rδ(∂tξn−1)
∥∥∥
L2(Ωδ)

¬ C
∥∥∥Rδ(∂tξn−1)

∥∥∥
L2
h
(Ωh
δ
)
¬ C

∥∥∥∂tξn−1
∥∥∥
L2
h
(Ωh
δ
)
.

Skorzystajmy z powyższych nierówności w (3.124). Daje to oszacowanie

S1 ¬ C
τ2

4

N∑

n=2

{
amax√
hH

∥∥∥∥∥
∂2u

∂t2
( · , (n− 1)τ)

∥∥∥∥∥
H2(Ω)

+ bmax

∣∣∣∣∣
∂2u

∂t2
( · , (n− 1)τ)

∣∣∣∣∣
H1(Ωδ)

+

+cmax

∥∥∥∥∥
∂2u

∂t2
( · , (n − 1)τ)

∥∥∥∥∥
L2(Ωδ)

}∥∥∥∂tξn−1
∥∥∥
L2
h
(Ωh
δ
)
+

+
τ3

4

N∑

n=2

{
amax√
hH
‖ρ(u)‖H2(Ω) + bmax |ρ(u)|H1(Ωδ) +

+cmax ‖ρ(u)‖L2(Ωδ)
}∥∥∥∂tξn−1

∥∥∥
L2
h
(Ωh
δ
)
.

Dla każdego ustalonego n = 2, . . . , N do każdego wyrazu powyższej sumy
stosujemy Lemat 11 - str. 172. Daje to ostatecznie

S1 ¬ ετ
N∑

n=2

∥∥∥∂tξn−1
∥∥∥
2

L2
h
(Ωh
δ
)
+M(u) τ

2

hH
. (3.125)

Przejdźmy teraz do oszacowania sumy S2 prawej strony równości (3.122).
Post ↪epujemy tak, jak to miało miejsce przy szacowaniu S1, z t ↪a różnic ↪a,

że zamiast rozwini ↪ecia w szereg Taylora funkcji
∂2u
∂t2
, korzystamy z rozwini ↪ecia

funkcji ∂
2a
∂t2
. Analogicznie do (3.125) otrzymujemy

S2 =
τ 2

4

N∑

n=2

∂t/2∂t/2[Ân−1B ](un−
1
2 , ∂tξ

n−1) ¬

¬ ετ
N∑

n=2

∥∥∥∂tξn−1
∥∥∥
2

L2
h
(Ωh
δ
)
+M(u) τ

2

hH
. (3.126)

Analogicznie otrzymujemy także oszacowania podobnych sum S3 i S4
prawej strony równości (3.122)

S3 + S4 =
τ 2

4

N∑

n=2

∂t/2[Ân−1B ](∂t/2un−1, ∂tξn−1) +

+
τ 2

4

N∑

n=2

∂t/2[Ân−
1
2

B ](∂t/2u
n− 1
2 , ∂tξ

n−1) ¬

¬ ετ
N∑

n=2

∥∥∥∂tξn−1
∥∥∥
2

L2
h
(Ωh
δ
)
+M(u) τ

2

hH
. (3.127)
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Oszacujemy teraz pi ↪at ↪a sum ↪e prawej strony równości (3.122), tj.

S5 =
τ

2

N∑

n=2

Ân−
1
2

B (∂t/2u
n−1, ∂tξ

n−1 − ∂tξn−
3
2 ). (3.128)

Zauważmy, że dla każdego punktu nodalnego x ∈ Γh mamy

∂tξ
n−1(x)− ∂tξn−

3
2 (x) =

1

2

(
∂t/2ξ

n− 1
2 (x)− ∂t/2ξn−

3
2 (x)

)
.

Pogrupujmy teraz wyrazy sumy S5 korzstaj ↪ac z tej tożsamości w nast ↪epuj ↪acy
sposób

S5 =
τ

4

N∑

n=2

Ân−
1
2

B (∂t/2u
n−1, ∂t/2ξ

n− 1
2 − ∂t/2ξn−

3
2 ) =

=
τ

4
ÂN−

1
2

B (∂t/2u
N−1, ∂t/2ξ

N− 1
2 )− τ
4
Â
3
2
B(∂t/2u

1, ∂t/2ξ
1
2 ) +

−τ
2

8

N−1∑

n=2

Ân−
1
2

B (∂t/2∂t/2u
n− 1
2 , ∂t/2ξ

n− 1
2 )− τ

2

8

N−1∑

n=2

Ân−
1
2

B (∂t/2∂t/2u
n−1, ∂t/2ξ

n− 1
2 ) +

−τ
2

4

N−1∑

n=2

∂t[Â
n− 1
2

B ](∂t/2u
n, ∂t/2ξ

n− 1
2 ). (3.129)

Oszacujemy teraz pierwszy z wyrazów prawej strony S5. Korzystaj ↪ac z
rozwini ↪ecia w szereg Taylora wzgl ↪edem zmiennej t możemy napisać

∂u

∂t
(x, (N − 1)τ) = ∂tuN−1(x) + τ ρ̂(u),

ρ̂(u) =
∂2u

∂t2
(x, t) , t ∈ ((N − 2)τ,Nτ).

Korzystaj ↪ac z powyższego faktu i nierówności trójk ↪ata w pierwszym wyrazie
prawej strony równości (3.129), otrzymujemy oszacowanie

τ

4

∣∣∣∣Â
N− 1

2
B (∂tu

N−1, ∂t/2ξ
N− 1

2 )

∣∣∣∣ ¬

¬ τ
4

∣∣∣∣A
N− 1

2
B

(
∂u

∂t
( · , (n − 1)τ) ,Rδ(∂t/2ξN−

1
2 )

)∣∣∣∣+

+
τ2

4

∣∣∣∣A
N− 1

2
B (ρ̂(u),Rδ(∂t/2ξN−

1
2 ))

∣∣∣∣ ,
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które dalej, z nierówności Schwarza przekształcamy dalej do postaci
∣∣∣∣
τ

4
ÂN−

1
2

B (∂tu
N−1, ∂t/2ξ

N− 1
2 )

∣∣∣∣ ¬

¬ τ
4
|amax|

∣∣∣∣
∂u

∂t
( · , (n − 1)τ)

∣∣∣∣
H1(Ωδ)

∣∣∣Rδ(∂t/2ξN−
1
2 )
∣∣∣
H1(Ωδ)

+

+
τ

4
|bmax|

∣∣∣∣
∂u

∂t
( · , (n− 1)τ)

∣∣∣∣
H1(Ωδ)

‖Rδ(∂t/2ξN−
1
2 )‖L2(Ωδ) +

+
τ

4
|cmax|

∥∥∥∥
∂u

∂t
( · , (n − 1)τ)

∥∥∥∥
L2(Ωδ)

‖Rδ(∂t/2ξN−
1
2 )‖L2(Ωδ) +

+
τ2

4
|amax| |ρ̂(u)|H1(Ωδ)

∣∣∣Rδ(∂t/2ξN−
1
2 )
∣∣∣
H1(Ωδ)

+

+
τ2

4

{
|bmax| |ρ̂(u)|H1(Ωδ) + |cmax| ‖ρ̂(u)‖L2(Ωδ)

}
‖Rδ(∂t/2ξN−

1
2 )‖L2(Ωδ).

Na mocy Lematu 15 - str. 174, nierówności odwrotnej i Lematu 12 - str. 172,
otrzymujemy

∣∣∣∣
τ

4
ÂN−

1
2

B (∂tu
N−1, ∂t/2ξ

N− 1
2 )

∣∣∣∣ ¬

¬ Cτ |amax|
√
h

H

∥∥∥∥
∂u

∂t
( · , (n − 1)τ)

∥∥∥∥
H2(Ω)

c

h
‖∂t/2ξN−

1
2‖L2

h
(Ωh
δ
) +

+Cτ2

√
h

H
‖ρ̂(u)‖H2(Ω)

1

h
‖∂t/2ξN−

1
2‖L2

h
(Ωh
δ
) +

+τ(1 + τ)M(u)‖∂t/2ξN−
1
2‖L2

h
(Ωh
δ
). (3.130)

Z Lemat 11 - str. 172, dostajemy ostatecznie
∣∣∣∣
τ

4
ÂN−

1
2

B (∂tu
N−1, ∂t/2ξ

N− 1
2 )

∣∣∣∣ ¬ ε‖∂t/2ξN−
1
2‖L2

h
(Ωh
δ
) +M

τ 2

hH
. (3.131)

Analogicznie otrzymujemy oszacowanie drugiego wyrazu prawej strony rów-
ności S5 - (3.129), czyli

τ

4
Â
3
2
B(∂t/2u

1, ∂t/2ξ
1
2 ) ¬ ε‖∂t/2ξ

1
2‖L2

h
(Ωh
δ
) +M

τ 2

hH
. (3.132)

Pozostałe wyrazy prawej strony sumy S5 - równanie (3.128), szacujemy tak
jak wyrazy S1 − S4 prawej strony (3.122). Otrzymujemy zatem oszacowanie

S5 =
τ

2

N∑

n=2

Ân−
1
2

B (∂t/2u
n−1, ∂tξ

n−1 − ∂tξn−
3
2 ) ¬

¬ ε‖∂t/2ξN−
1
2‖L2

h
(Ωh
δ
) + ε‖∂t/2ξ

1
2‖L2

h
(Ωh
δ
) + ετ

N−1∑

n=2

‖∂t/2ξn−
1
2‖2L2

h
(Ωh
δ
) +M

τ 2

hH
.

(3.133)
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Podobnie suma S6 prawej strony (3.122) szacuje si ↪e przez

|S6| =
τ

2

N∑

n=2

∂t/2[Ân−1B ](un−1, ∂tξn−1 − ∂tξn−
3
2 ) ¬

¬ ε‖∂t/2ξN−
1
2‖L2

h
(Ωh
δ
) + ε‖∂t/2ξ

1
2‖L2

h
(Ωh
δ
) +

+ετ
N−1∑

n=2

‖∂t/2ξn−
1
2‖2L2

h
(Ωh
δ
) +M

τ 2

hH
. (3.134)

Wstawiamy nierówności (3.125), (3.126), (3.127) (3.133) i (3.134) do rów-
nania (3.122). Daje to

P n(u, ξ) ¬ τ
2

N∑

n=2

An− 12 (∂t/2un−1,Rδ(∂tξn−
3
2 )) +

+
τ

2

N∑

n=2

∂t/2[An−1](un−1,Rδ(∂tξn−
3
2 )) +

+ε‖∂t/2ξN−
1
2‖L2

h
(Ωh
δ
) + ε‖∂t/2ξ

1
2‖L2

h
(Ωh
δ
) +

+ετ
N−1∑

n=2

‖∂t/2ξn−
1
2‖2L2

h
(Ωh
δ
) + ετ

N∑

n=2

∥∥∥∂tξn−1
∥∥∥
2

L2
h
(Ωh
δ
)
+M(u) τ

2

hH
. (3.135)

W identyczny sposób otrzymujemy oszacowanie

−P n− 12 (u, ξ) ¬ −τ
2

N∑

n=2

An−1(∂t/2un−
3
2 ,Rδ(∂tξn−

3
2 )) +

−τ
2

N∑

n=2

∂t/2[An−
3
2 ](un−

3
2 ,Rδ(∂tξn−

3
2 )) +

+ε‖∂t/2ξN−
1
2‖L2

h
(Ωh
δ
) + ε‖∂t/2ξ

1
2‖L2

h
(Ωh
δ
) +

+ετ
N−1∑

n=2

‖∂t/2ξn−
1
2‖2L2

h
(Ωh
δ
) + ετ

N∑

n=2

∥∥∥∂tξn−1
∥∥∥
2

L2
h
(Ωh
δ
)
+M(u) τ

2

hH
. (3.136)

Dodajmy stronami nierówności (3.135) i (3.136). Po odpowiednim pogrupowa-
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niu wyrazów daje to nierówność

Pn(u, ξ) − Pn− 12 (u, ξ) ¬

¬ τ
2

4

N∑

n=2

{
An− 12 (∂t/2∂t/2un−

3
2 ,Rδ(∂tξn−

3
2 )) + ∂t/2[An−1](∂t/2un−

3
2 ,Rδ(∂tξn−

3
2 ))
}
+

+
τ2

4

N∑

n=2

{
∂t/2[An−1](∂t/2un−

3
2 ,Rδ(∂tξn−

3
2 )) + ∂t/2∂t/2[An−

3
2 ](un−

3
2 ,Rδ(∂tξn−

3
2 ))
}
+

+ε‖∂t/2ξN−
1
2 ‖L2

h
(Ωh
δ
) + ε‖∂t/2ξ

1
2‖L2

h
(Ωh
δ
) +

+ετ
N−1∑

n=2

‖∂t/2ξn−
1
2 ‖2
L2
h
(Ωh
δ
)
+ ετ

N∑

n=2

∥∥∥∂tξn−1
∥∥∥
2

L2
h
(Ωh
δ
)
+M(u) τ

2

hH
.

Pierwsze cztery sumy powyższej nierówności szacujemy tak jak sumy z
wyrażeń S1 − S4 prawej strony równości (3.122) i otrzymujemy

P n(u, ξ)− P n− 12 (u, ξ) ¬
¬ ε‖∂t/2ξN−

1
2‖L2

h
(Ωh
δ
) + ε‖∂t/2ξ

1
2‖L2

h
(Ωh
δ
) +

+ετ
N−1∑

n=2

‖∂t/2ξn−
1
2‖2L2

h
(Ωh
δ
) + ετ

N∑

n=2

∥∥∥∂tξn−1
∥∥∥
2

L2
h
(Ωh
δ
)
+M(u) τ

2

hH
. (3.137)

Wróćmy do równania (3.121) - str. 107. Do dokończenia dowodu tego Lematu,
pozostaje zatem oszacować wyrażenie

P n−
1
2 (η, ξ) =

N∑

n=2

{
Ân−

1
2

B (η
n− 1
2 , ∂tξ

n−1)− Ân−1B (ηn−1, ∂tξn−1)
}
+

+
N∑

n=2

{
Ân−1R (ηn−1, ∂tξn−

3
2 )− Ân−

3
2

R (η
n− 3
2 , ∂tξ

n− 3
2 )
}
. (3.138)

Korzystaj ↪ac z analogii do (3.122) - przypomnijmy, że rozważane tam było

wyrażenie P n(u, ξ), przepisujemy P n−
1
2 (η, ξ) do postaci
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Pn−
1
2 (η, ξ) =

=
τ2

4

N∑

n=2

Ân−1B (∂t/2∂t/2ηn−
3
2 , ∂tξ

n−1) +
τ2

4

N∑

n=2

∂t/2∂t/2[Â
n− 3
2

B ](ηn−1, ∂tξn−1) +

+
τ2

4

N∑

n=2

∂t/2[Â
n− 3
2

B ](∂t/2η
n− 3
2 , ∂tξ

n−1) +
τ2

4

N∑

n=2

∂t/2[Ân−1B ](∂t/2ηn−1, ∂tξn−1) +

+
τ

2

N∑

n=2

Ân−1B (∂t/2ηn−
3
2 , ∂tξ

n−1 − ∂tξn−
3
2 ) +

+
τ

2

N∑

n=2

∂t/2[Â
n− 3
2

B ](ηn−
3
2 , ∂tξ

n−1 − ∂tξn−
3
2 ) +

+
τ

2

N∑

n=2

An−1(∂t/2ηn−
3
2 ,Rδ(∂tξn−

3
2 )) +

τ

2

N∑

n=2

∂t/2[An−
3
2 ](ηn−

3
2 ,Rδ(∂tξn−

3
2 )).

(3.139)

Podobnie jak przy szacowaniu P n(u, ξ) i P n−
1
2 (u, ξ), pierwsze sześć sum

szacujemy w sposób nast ↪epuj ↪acy

τ2

4

N∑

n=2

Ân−1B (∂t/2∂t/2ηn−
3
2 , ∂tξ

n−1) +
τ2

4

N∑

n=2

∂t/2∂t/2[Â
n− 3
2

B ](ηn−1, ∂tξ
n−1) +

+
τ2

4

N∑

n=2

∂t/2[Â
n− 3
2

B ](∂t/2η
n− 3
2 , ∂tξ

n−1) +
τ2

4

N∑

n=2

∂t/2[Ân−1B ](∂t/2ηn−1, ∂tξn−1) +

+
τ

2

N∑

n=2

Ân−1B (∂t/2ηn−
3
2 , ∂tξ

n−1 − ∂tξn−
3
2 ) +

+
τ

2

N∑

n=2

∂t/2[Â
n− 3
2

B ](ηn−
3
2 , ∂tξ

n−1 − ∂tξn−
3
2 ) ¬

¬ ε‖∂t/2ξN−
1
2 ‖L2

h
(Ωh
δ
) + ε‖∂t/2ξ

1
2‖L2

h
(Ωh
δ
) +

+ετ
N−1∑

n=2

‖∂t/2ξn−
1
2 ‖2L2

h
(Ωh
δ
) + ετ

N∑

n=2

∥∥∥∂tξn−1
∥∥∥
2

L2
h
(Ωh
δ
)
+M(u) τ

2

hH
. (3.140)

Przejdźmy teraz do oszacowania siódmej sumy prawej strony równania
(3.139), czyli wyrażenia

Z =
τ

2

N∑

n=2

An−1(∂t/2ηn−
3
2 ,Rδ(∂tξn−

3
2 )).
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Zauważmy, że korzystaj ↪ac z rozwini ↪ecia w szereg Taylora mamy

ηn−
1
2 (x) = un−

1
2 (x)−W n− 12 (x) = h∂u

∂x

(
x̂,
(
n− 1
2

)
τ
)
;

x̂ ∈ ((x− h), (x+ h)),

z czego otrzymujemy

∂t/2η
n− 1
2 (x) = h∂t/2

(
∂u

∂x

(
x̂,
(
n− 3
2

)
τ
))
=

= h
∂2u

∂x∂t

(
x̂,
(
n− 3
2

)
τ
)
+ h(h+ τ)ρ̃(u).

gdzie

x̂ ∈ ((x− h), (x+ h)), t ∈ (((n− 1)τ, (n+ 1)τ).

Przepisujemy zatem Z do postaci

Z =
hτ

2

N∑

n=2

An−1
(
∂2u

∂x∂t
(·, nτ) ,Rδ(∂tξn−

3
2 )

)
=

=
hτ

2

N∑

n=2

2∑

i,j=1

(
an−1i,j Di

(
∂2u

∂x∂t
(·, nτ)

)
, Dj

(
Rδ(∂tξn−

3
2 )
))

L2(Ωδ)

+

+
hτ

2

N∑

n=2

2∑

i=1

(
bn−1i Di

(
∂2u

∂x∂t
(·, nτ)

)
,Rδ(∂tξn−

3
2 )

)

L2(Ωδ)

+

+
hτ

2

N∑

n=2

(
cn−1
∂2u

∂x∂t
(·, nτ) ,Rδ(∂tξn−

3
2 )

)

L2(Ωδ)

= Z1 + Z2 + Z3.

(3.141)

Ponieważ Rδ(∂tξn−
3
2 )(x) ≡ 0 dla każdego x ∈ ΩhR ∪ΩhB, z wzorów Greena

mamy

Z1 =
hτ

2

N∑

n=2

2∑

i,j=1

(
an−1i,j Di

(
∂2u

∂x∂t
(·, nτ)

)
, Dj

(
Rδ(∂tξn−

3
2 )
))

L2(Ωδ)

=

=
hτ

2

N∑

n=2

2∑

i,j=1

(
Dj

(
an−1i,j Di

(
∂2u

∂x∂t
(·, nτ)

))
,Rδ(∂tξn−

3
2 )

)

L2(Ωδ)

.

Stosuj ↪ac nast ↪epnie Lemat 11 - str. 172, i Lemat 12 - str. 172 otrzymujemy

|Z1| ¬ ετ
N∑

n=2

‖∂tξn−
3
2‖2L2

h
(Ωh
δ
) +Mh2. (3.142)
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Bezpośrednio z Lematu 11 dla wyrażeń Z2, Z3 prawej strony nierówności
(3.141) otrzymujemy podobne oszacowanie

|Z2|+ |Z3| ¬ ετ
N∑

n=2

‖∂tξn−
3
2‖2L2

h
(Ωh
δ
) +Mh2. (3.143)

Siódm ↪a sum ↪e prawej strony nierówności (3.139) szacujemy zatem w nast ↪epuj ↪acy
sposób

τ

2

N∑

n=2

An−1(∂t/2ηn−
3
2 ,Rδ(∂tξn−

3
2 )) ¬ ετ

N∑

n=2

‖∂tξn−
3
2‖2L2

h
(Ωh
δ
) +Mh2. (3.144)

Podobnie post ↪epujemy z ostatni ↪a sum ↪a prawej strony (3.139).

Otrzymujemy zatem oszacowanie nast ↪epuj ↪ace oszacowanie wyrazu P
n− 1
2 (η, ξ)

P n−
1
2 (η, ξ) ¬ ετ

N∑

n=2

‖∂tξn−
3
2‖2L2

h
(Ωh
δ
) +Mh2. (3.145)

Ł ↪acz ↪ac (3.137) z (3.145).

Lemat poniższy podaje oszacowanie pochodnych różnicowych wzgl ↪edem
czasu bł ↪edu zbieżności schematu (3.29.a)-(3.29.d) po połowkowej i pierwszej
warstwie czasowej. Był on potrzebny w dowodzie Twierdzenia 7.

Lemat 5. Niech u b ↪edzie rozwi ↪azaniem zagadnienia (3.1.a)-(3.1.b) takim, że
∂u
∂t
∈ L2

(
(0, T ), H3(Ω)

)
oraz ∂

2u
∂t2
∈ L2

(
(0, T ), H2(Ω)

)
. Niech współczynniki

formy dwuliniowej An(·, ·) spełniaj ↪a założenia (3.30) (-str. 64) oraz założenia
(3.50) (-74). Wtedy istnieje takie τ0, że dla τ ¬ τ0 bł ↪ad zbieżności schematu
(3.29.a)-(3.29.d) spełnia oszacowanie

‖∂tξ0‖2L2
h
(Ω
h

R)
+ ‖∂t/2ξ0‖2L2

h
(Ω
h

B)
+ ‖∂t/2ξ

1
2‖2L2

h
(Ωh
δ
) ¬M

(
h2 + τ 2 +

τ 2

hH
+
τ 4

h2

)
,

gdzie ξ0, ξ
1
2 , ξ1 zdefiniowane s ↪a wzorami (3.48)-(3.49), zaś M jest stał ↪a do-

datni ↪a niezależn ↪a od τ , h oraz H.

Dowód. Rozpatrujemy równanie (3.29.a). Po dodaniu i odj ↪eciu odpowiednich
ci ↪agłych, elementami liniowych interpolacji rozwi ↪azania zagadnienia (3.1.a)-
(3.1.b), otrzymujemy ∀ϕ ∈ V h

B
(Ω)

(
∂t/2ξ

0, ϕ)
L2
h
(Ω
h

B)
+A

1
2
B(ξ

1
2 , ϕ) + Â0R(ξ0, ϕ) =

= (f
1
2 , ϕ)L2(ΩB) −

(
∂t/2W

0, ϕ)
L2
h
(Ω
h

B)
−A 12 (W 1

2 , ϕ) +

+Â
1
2
R(W

1
2 , ϕ)− Â0R(W 0, ϕ).
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Z (3.1.a)-(3.1.b) ∀ϕ ∈ V h
B
(Ω) mamy natomiast

(
∂u

∂t

(
· ,
1

2
τ
)
, ϕ

)

L2(Ω)

+A 12
(
u
1
2 , ϕ

)
=
(
f
1
2 , ϕ

)

L2(Ω)
.

Odejmujemy stronami dwa powyższe równania dla ϕ = RB(ξ
1
2 ) ∈ V h

B
(Ω) i

otrzymujemy równanie.

2

τ
‖ξ 12‖2

L2
h
(Ω
h

B)
+A

1
2
B

(
ξ
1
2 , ξ

1
2

)
=

=

(
∂u

∂t

(
· ,
1

2
τ
)
,RB(ξ

1
2 )

)

L2(Ω)

−
(
∂t/2W

0, ξ
1
2

)

L2
h
(Ω
h

B)
+

+A 12
(
u
1
2 −W 1

2 ,RB(ξ
1
2 )
)
+
{
Â
1
2
R

(
W

1
2 , ξ

1
2

)
− Â0R

(
W 0, ξ

1
2

)}
. (3.146)

Zapiszmy to równanie w symbolicznej postaci

2

τ
‖ξ 12‖2

L2
h
(Ω
h

B)
+A

1
2
B

(
ξ
1
2 , ξ

1
2

)
= P, (3.147)

gdzie przez P oznaczyliśmy cał ↪a praw ↪a stron ↪e równania (3.146). Korzystaj ↪ac

z definicji formy A
1
2
B(·, ·) możemy przekształcić (3.147) do postaci

2

τ
‖ξ 12‖2

L2
h
(Ω
h

B)
+

2∑

i,j=1

(
a
1
2
ijDiξ

1
2 , Djξ

1
2

)

L2(ΩB)
+
2∑

i=1

(
b
1
2
i Diξ

1
2 , ξ

1
2

)

L2(ΩB)
+

+
(
c
1
2 ξ
1
2 , ξ

1
2

)

L2(ΩB)
= P. (3.148)

Ponieważ
2∑

i,j=1

(
a
1
2
ijDiξ

1
2 , Djξ

1
2

)

L2(ΩB)
 θ|ξ 12 |2H1(ΩB),

na mocy Lematu 11 - str. 172, z równania (3.148) otrzymujemy nast ↪epuj ↪ac ↪a
nierówność
(
1

τ
− cmax −

b2max
ε

)
‖ξ 12‖2

L2
h
(Ω
h

B)
+
1

τ
‖ξ 12‖2

L2
h
(Ω
h

B)
+ (θ − ε) |ξ 12 |2H1(ΩB) ¬ P.

(3.149)
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Możemy zatem, na mocy (3.147), przekształcić równanie (3.146) do nierówności

(
1

τ
− cmax −

b2max
ε

)
‖ξ 12‖2

L2
h
(Ω
h

B)
+
1

τ
‖ξ 12‖2

L2
h
(Ω
h

B)
+ (θ − ε) |ξ 12 |2H1(ΩB) ¬

¬




(
∂u

∂t

(
· ,
1

2
τ
)
,RB(ξ

1
2 )

)

L2(Ω)

−
(
∂u

∂t

(
· ,
1

2
τ
)
, ξ
1
2

)

L2
h
(Ω
h

B)



+

+

(
∂u

∂t

(
· ,
1

2
τ
)
− ∂t/2W 0, ξ

1
2

)

L2
h
(Ω
h

B)

+

+A 12
(
u
1
2 −W 1

2 ,RB(ξ
1
2 )
)
+
{
Â
1
2
R

(
W

1
2 , ξ

1
2

)
− Â0R

(
W 0, ξ

1
2

)}
=

=
{
J1 − J2

}
+ J3 + J4 + {J5 − J6} . (3.150)

Praw ↪a stron ↪e powyższej nierówności rozszerzyliśmy o dyskretny iloczyn skalarny
przestrzeni L2h(ΩB).

Oszacujemy teraz kolejno wyrazy prawej strony równania (3.150).

Ponieważ funkcja RB(ξ
1
2 (x)) ≡ 0 dla x ∈ ΩhR, korzystaj ↪ac z Lematu 8 -

str. 172, otrzymujemy

|J1 − J2| =
∣∣∣∣
(
∂u

∂t

(
· ,
1

2
τ
)
,RB(ξ

1
2 )
)

L2(Ω)
−
(
∂u

∂t

(
· ,
1

2
τ
)
, ξ
1
2

)

L2
h
(Ω
h

B)

∣∣∣∣ ¬

¬ Mh
2

ε

∥∥∥∥∥
∂u

∂t

(
· ,
1

2
τ
)∥∥∥∥∥

2

H2(ΩB∪ΩδR)
+ ε‖ξ 12‖2

L2
h
(Ω
h

B)
.

Wybieraj ↪ac w powyższym ε =
ε̃
τ
i dostajemy

|J1 − J2| ¬
Mτh2

ε̃

∥∥∥∥
∂u

∂t

(
nτ, ·

)∥∥∥∥
2

H2(ΩB∪ΩδR )
+
ε̃

τ
‖ξ 12‖2

L2
h
(Ω
h

B)
. (3.151)

Oszacujemy trzeci wyraz prawej strony (3.150)

|J3| =
∣∣∣∣
(
∂u

∂t

(
· ,
1

2
τ
)
− ∂t/2W 0, ξ

1
2

)

L2
h
(Ω
h

B)

∣∣∣∣.

Korzystaj ↪ac z rozwini ↪ecia w szereg Taylora i Lematu 11 - str. 172, możemy
napisać

|J3| =
∣∣∣
(
τρ1(u), ξ

1
2

)

L2
h
(Ω
h

B)

∣∣∣ ¬ τ
2

ε
‖ρ1(u)‖2

L2
h
(Ω
h

B)
+ ε‖ξ 12‖2

L2
h
(Ω
h

B)
.
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Wybieraj ↪ac w powyższym ε =
ε̃
τ
i dostajemy

|J3| ¬
τ 3

ε̃
‖ρ1(u)‖2L2

h
(Ω
h

B)
+
ε̃

τ
‖ξ 12‖2

L2
h
(Ω
h

B)
. (3.152)

Rozważamy czwarty wyraz prawej strony (3.150). Z rozwini ↪ecia w szereg
Taylora mamy

|J4| =
∣∣∣A 12

(
u
1
2 −W 1

2 ,RB(ξ
1
2 ))
∣∣∣ =

∣∣∣A 12
(
hρ2(u),RB(ξ

1
2 ))
∣∣∣,

gdzie

ρ2(u)(x̂) =
∂u

∂x

(
x̃,
τ

2

)
; x̃ = (x̃1, x̃2);

x1 ∈ (x̂1 − h, x̂1 − h), x2 ∈ (x̂2 − h, x̂2 − h).

Rozpisuj ↪ac form ↪e dwuliniow ↪a A
1
2 (·, ·) otrzymujemy dalej

|J4| ¬
∣∣∣∣∣∣
h
2∑

i,j=1

(
a
1
2
ijDiρ2(u), DjRB(ξ

1
2 )
)

L2(ΩB∪ΩδR)

∣∣∣∣∣∣
+

+

∣∣∣∣∣h
2∑

i=1

(
b
1
2
i Diρ2(u),RB(ξ

1
2 )
)

L2(ΩB∪ΩδR)

∣∣∣∣∣+

+
∣∣∣∣h
(
c
1
2ρ2(u),RB(ξ

1
2 )
)

L2(ΩB∪ΩδR )

∣∣∣∣ .

Ponieważ RB(ξ
1
2 ) ∈ H10(ΩB ∪ ΩδR), stosuj ↪ac wzory Greena mamy
2∑

i,j=1

(
a
1
2
ijDiρ2(u), DjRB(ξ

1
2 )
)

L2(ΩB∪ΩδR)
=

=
2∑

i,j=1

(
Dj

(
a
1
2
ijDiρ2(u)

)
,RB(ξ

1
2 )
)

L2(ΩB∪ΩδR )
.

Korzystaj ↪ac z tej nierówności oraz Lematu 11 dostajemy

|J4| ¬ ε‖ξ
1
2‖2L2(ΩB∪ΩδR ) +

+
h2

ε

{
ă2max‖ρ2(u)‖2H2(Ω) + b2max|ρ2(u)|2H1(Ω) + b2max‖ρ2(u)‖2H1(Ω)

}
.

Wybieraj ↪ac w powyższym ε =
ε̃
τ
i korzystaj ↪ac z Lematu 12, dostajemy

|J4| ¬
Cτh2

ε̃
‖ρ2(u)‖2H2(ΩB) +

ε̃

τ
‖ξ 12‖2

L2
h
(Ω
h

B)
. (3.153)
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Oszacujemy teraz ostatnie wyraz prawej strony wyrażenia (3.150) oznac-
zone przez {J5 − J6}. Po odpowiednim pogrupowaniu dostajemy

|J5 − J6| =
∣∣∣∣Â

1
2
R

(
W

1
2 , ξ

1
2 )− Â0R

(
W 0, ξ

1
2 )
∣∣∣∣ ¬

¬
∣∣∣∣Â

1
2
R

(τ
2
∂t/2W

0, ξ
1
2 )

∣∣∣∣+
∣∣∣∣
τ

2
∂t/2[Â0R]

(
W 0, ξ

1
2 )

∣∣∣∣ = |J561 |+ |J562 |. (3.154)

Oszacujmy pierwszy z wyrazów prawej strony nierówności (3.154).
Z rozwini ↪ecia w szereg Taylora możemy napisać

|J561 | =
∣∣∣Â

1
2
R

(τ
2
∂t/2W

0, ξ
1
2 )
∣∣∣ =

=
τ

2

∣∣∣∣A
1
2
R

(
∂u

∂t

(
· ,
1

2
τ
)
+ (τ + h) ρ3(u),Rδ(ξ

1
2 )
)∣∣∣∣ ¬

¬ τ
2

∣∣∣∣∣A
1
2
R

(
∂u

∂t

(
· ,
1

2
τ
)
,Rδ(ξ

1
2 )
)∣∣∣∣∣+
τ (τ + h)

2

∣∣∣∣A
1
2
R

(
ρ3(u),Rδ(ξ

1
2 )
)∣∣∣∣

Rozpisuj ↪ac dalej A
1
2
R(·, ·) z nierówności Schwarza mamy dalej

|J561 | ¬
τ

2
amax

∣∣∣∣
∂u

∂t

(
· ,
1

2
τ

)∣∣∣∣
H1(Ωδ)

∣∣∣Rδ(ξ
1
2 )
∣∣∣
H1(Ωδ)

+

+
τ

2

{
bmax

∣∣∣∣
∂u

∂t

(
· ,
1

2
τ

)∣∣∣∣
H1(Ωδ)

+ cmax

∥∥∥∥
∂u

∂t

(
· ,
1

2
τ

)∥∥∥∥
L2(Ωδ)

}
‖Rδ(ξ

1
2 )‖L2(Ωδ) +

+
τ

2
(τ + h) amax|ρ3(u)|H1(Ωδ)

∣∣∣Rδ(ξ
1
2 )
∣∣∣
H1(Ωδ)

+

+
τ

2
(τ + h)

{
bmax|ρ3(u)|H1(Ωδ) + cmax‖ρ3(u)‖L2(Ωδ)

} ∥∥∥Rδ(ξ
1
2 )
∥∥∥
L2(Ωδ)

.

Korzystaj ↪ac w pierwszym wyrazie prawej strony otrzymanej nierówności
nierówności odwrotnej (patrz np. [18]) i Lematu 15, dostajemy

|J561 | ¬ amax
τ

2

√
h

H

∥∥∥∥
∂u

∂t

(
· ,
1

2
τ

)∥∥∥∥
H2(Ω)

c

h

∥∥∥Rδ(ξ
1
2 )
∥∥∥
L2(Ωδ)

+

+
τ

2

{
bmax

∣∣∣∣
∂u

∂t

(
· ,
1

2
τ

)∣∣∣∣
H1(Ωδ)

+ cmax

∥∥∥∥
∂u

∂t

(
· ,
1

2
τ

)∥∥∥∥
L2(Ωδ)

}
‖Rδ(ξ

1
2 )‖L2(Ωδ) +

+amax
τ

2
(τ + h) |ρ3(u)|H1(Ωδ)

1

h

∥∥∥Rδ(ξ
1
2 )
∥∥∥
L2(Ωδ)

+

+
τ

2
(τ + h)

{
bmax|ρ3(u)|H1(Ωδ) + cmax‖ρ3(u)‖L2(Ωδ)

} ∥∥∥Rδ(ξ
1
2 )
∥∥∥
L2(Ωδ)

.

Na mocy ε-nierówności otrzymujemy dalej

|J561 | ¬ ε‖ξ
1
2‖2L2

h
(Ωh
δ
) +
1

ε

(
h2 +

τ 4

h2
+
τ 2

hH

)
|M(u)|2,
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wybieraj ↪ac w powyższym ε =
ε̃
τ
ostatecznie dostajemy

|J561 | ¬
ε̃

τ
‖ξ 12‖2L2

h
(Ωh
δ
) +
τ

ε̃

(
h2 +

τ 4

h2
+
τ 2

hH

)
|M(u)|2. (3.155)

Analogicznie otrzymujemy oszacowanie wyrau J562 prawej strony (3.154)

|J562 |
∣∣∣∣
τ

2
∂t/2[Â0R]

(
W 0, ξ

1
2 )
∣∣∣∣ ¬

¬ ε̃
τ
‖ξ 12‖2L2

h
(Ωh
δ
) +
τ

ε̃

(
h2 +

τ 4

h2
+
τ 2

hH

)
|M(u)|2. (3.156)

Wstawiaj ↪ac (3.155) i (3.156) do (3.154) dostajemy zatem

|J5 − J6| ¬
ε̃

τ
‖ξ 12‖2L2

h
(Ωh
δ
) +
τ

ε̃

(
h2 +

τ 4

h2
+
τ 2

hH

)
|M(u)|2.

(3.157)

Wstawiamy (3.151),(3.152),(3.153) i (3.157) do (3.150) i przenosimy odpowied-
nie wyrazy na lew ↪a stron ↪e. Daje to

(
1

τ
− ε
τ
− cmax −

b2max
ε

)
‖ξ 12‖2

L2
h
(Ω
h

B)
+

+
1

τ
‖ξ 12‖2

L2
h
(Ω
h

B)
+ (θ − ε)|ξ 12 |2H1(ΩB) ¬

1

ε

(
τh2 + τ 3 +

τ 3

hH
+
τ 5

h2

)
.

Wybieramy odpowiednio małe ε ¬ 1
2
, tak żeby θ − ε > θ

2
i jednocześci.

Zauważmy, że dla odpowiednio małego τ , zachodzi

(
1

τ
− ε
τ
− cmax −

b2max
ε

)
 0.

Dla tak wybranego ε i odpowiednio małego τ ¬ τ0 mamy zatem

1

τ
‖ξ 12‖2

L2
h
(Ω
h

B)
+ |ξ 12 |2H1(ΩB) ¬M

(
τh2 + τ 3 +

τ 3

hH
+
τ 5

h2

)
.

Dzielimy obustronnie powyższ ↪a nierówność przez τ i ostatecznie, pami ↪etaj ↪ac
że ξ0(x) ≡ 0 dla x ∈ Ωh, otrzymujemy

‖∂t/2ξ0‖2L2
h
(Ω
h

B)
¬M

(
h2 + τ 2 +

τ 2

hH
+
τ 4

h2

)
. (3.158)
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Przechodzimy teraz do szacowania wyrazów z obszaru ΩR. Z równania
(3.29.a), dla każdego ϕ ∈ V h

δ
(Ω) mamy

Â
1
2
R

(
U
1
2 ,Rδ(ϕ)

)
= −Â0B

(
U0,Rδ(ϕ)

)
−
(
∂t/2U

0,Rδ(ϕ)
)

L2
h
(Ωh
δ
)
+

+
(
f
1
2 ,Rδ(ϕ)

)

L2(Ωδ)
.

Korzystaj ↪ac z powyższego, możemy (3.29.b) dla n = 1, zapisać w postaci

2
(
∂tU

0,Rδ(ϕ)
)

L2
h
(Ωh
δ
)
+
(
∂tU

0,RR(ϕ)
)

L2
h
(Ωh
R
)
+A1R(U1, ϕ) =

=
(
f 1,RR(ϕ)

)

L2(ΩR)
+
τ

2

(
∂t/2f

1
2 ,Rδ(ϕ)

)

L2(Ωδ)
+

+Â0R(U0,Rδ(ϕ)) + 2
(
∂t/2U

0,Rδ(ϕ)
)

L2
h
(Ωh
δ
)
,

co przekształcamy dalej do

2
(
∂tξ
0,Rδ(ϕ)

)

L2
h
(Ωh
δ
)
+
(
∂tξ
0,RR(ϕ)

)

L2
h
(Ωh
R
)
+A1R(ξ1, ϕ) =

=
(
f 1,RR(ϕ)

)

L2(ΩR)
−
(
∂tW

0,RR(ϕ)
)

L2
h
(Ωh
R
)
−A1R(W 1,RR(ϕ)) +

−Â1R(W 1,Rδ(ϕ)) + Â0R(W 0,Rδ(ϕ)) +
−τ
2

(
∂t/2f

1
2 ,Rδ(ϕ)

)

L2(Ωδ)
+ 2

(
∂t/2ξ

0,Rδ(ϕ)
)

L2
h
(Ωh
δ
)
.

(3.159)

Ponieważ dla każdego ϕ ∈ V hR (Ω) z równań (3.1.a)-(3.1.b), na pierwszej
warstwie czasowej mamy

(
∂u

∂t
( · , τ) ,RR(ϕ)

)

L2(ΩR)

+ a(u ( · , τ) ,RR(ϕ)) =
(
f 1,RR(ϕ)

)

L2(ΩR)
,

(3.160)
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po odj ↪eciu stronami (3.159) i (3.160), dostajemy dla ϕ = ξ
1

2

τ

(
ξ1,Rδ(ξ1)

)

L2
h
(Ωh
δ
)
+
1

τ

(
ξ1,RR(ξ1)

)

L2
h
(Ωh
R
)
+A1R(ξ1, ξ1) =

=





(
∂u

∂t
( · , τ) ,RR(ξ1)

)

L2(ΩR)

−
(
∂u

∂t
( · , τ) ,RR(ξ1)

)

L2
h
(Ωh
R
)



+

+





(
∂u

∂t
( · , τ)− ∂tW 0,RR(ξ1)

)

L2
h
(Ωh
R
)



+

+aR(u
1 −W 1,RR(ξ1)) +

−
{
Â1R(W 1,Rδ(ξ1))− Â1R(W 1,Rδ(ξ1))

}
+

−τ
2

(
∂t/2f

1
2 ,Rδ(ξ1)

)

L2(Ωδ)
+ 2

(
∂t/2ξ

0,Rδ(ξ1)
)

L2
h
(Ωh
δ
)
=

= {K1 −K2}+K3 −K4 − {K5 −K6} −K7 +K8.
(3.161)

W celu oszacowania kolejnych wyrazów (3.161) posłużymy si ↪e wynikami,
które uzyskaliśmy przy szacowaniu (3.150) - str. 118.
Wyraz |K1 −K2| szacujemy analogicznie jak |J1 − J2|.
Wyraz |K3| szacujemy tak jak |J3|.
Wyraz |K4| szacujemy tak jak |J4|.
Wyraz |K5 −K6| szacujemy tak jak |J5 − J6|.
Pozostaje ograniczyć wyrazy K7 oraz K8.

Korzystaj ↪ac z Lemat 11 - str. 172, mamy

|K7| =
∣∣∣∣
τ

2

(
∂t/2f

1
2 ,Rδ(ξ1)

)

L2(Ωδ)

∣∣∣∣ ¬
τ 2

ε
‖∂t/2f

1
2‖2L2(Ωδ) + ε‖ξ

1‖2L2
h
(Ωh
δ
),

wybieraj ↪ac w powyższym ε =
ε̃
τ
dostajemy

|K7| ¬
τ 3

ε̃
‖∂t/2f

1
2‖2L2(Ωδ) +

ε̃

τ
‖ξ1‖2L2

h
(Ωh
δ
). (3.162)

Podobnie szacujemy wyrażenie oznaczone przez K8.

|K8| =
∣∣∣∣2
(
∂t/2ξ

0,Rδ(ξ1)
)

L2
h
(Ωh
δ
)

∣∣∣∣ ¬
4

ε
‖∂t/2ξ0‖2L2

h
(Ωh
δ
) + ε‖ξ1‖2L2

h
(Ωh
δ
),

wybieraj ↪ac w powyższym ε =
ε̃
τ
dostajemy

|K8| ¬
τ

ε̃
‖∂t/2ξ0‖2L2

h
(Ωh
δ
) +
ε̃

τ
‖ξ1‖2L2

h
(Ωh
δ
). (3.163)
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Podobnie jak przy dowodzie (3.158), przenosimy odpowiednie wyrazy na
lew ↪a stron ↪e (3.161), i dla odpowiednio dobranego ε i τ ¬ τ0, dzielimy obie
strony powstałego wyrażenia przez τ . Na mocy faktu ξ0(x) ≡ 0 dla x ∈ Ωh,
otrzymujemy

‖∂tξ1‖2L2
h
(Ω
h

R)
¬ 1
ε

(
h2 + τ 2 +

τ 2

hH
+
τ 4

h2

)
+ ε‖∂t/2ξ0‖2L2

h
(Ωh
δ
).

W celu oszacowania ostatniego wyrazu korzystamy z (3.158) i ostatecznie

‖∂tξ1‖2
L2
h
(Ω
h

R)
¬ |M(u)|2

(
h2 + τ 2 +

τ 2

hH
+
τ 4

h2

)
. (3.164)

Pozostaje pokazać oszacowanie na ‖∂t/2ξ
1
2‖2
L2
h
(Ωh
δ
)
.

Na mocy (3.158) i (3.164) mamy

‖∂t/2ξ
1
2‖2L2

h
(Ωh
δ
) =

∥∥∥∥
ξ1 − ξ 12
τ
2

∥∥∥∥
2

L2
h
(Ωh
δ
)
=

∥∥∥∥
(ξ1 − ξ0)− (ξ 12 − ξ0)

τ
2

∥∥∥∥
2

L2
h
(Ωh
δ
)
¬

¬ 8‖∂tξ0‖2L2
h
(Ωh
δ
) + 2‖∂t/2ξ0‖2L2

h
(Ωh
δ
) ¬ |M(u)|2

(
h2 + τ 2 +

τ 2

hH
+
τ 4

h2

)
.

(3.165)

Ł ↪acz ↪ac (3.158), (3.164) oraz (3.165)

Poniższy Lemat 6 jest lematem pomocniczym, wykorzystanym w dowodzie
Twierdzenia 8 o oszacowaniu bł ↪edu zbieżności schematu (3.29.a)-(3.29.d) w
słabych normach.

Lemat 6. Niech funkcje ξn−1, ξn−
1
2 dla n = 1, . . . , N zadane b ↪ed ↪a wzorami

(3.49), str. 74. Niech także współczynniki formy dwuliniowej An(·, ·) speł-
niaj ↪a założenia (3.30) (-str. 64) oraz (3.50) (-str. 74). Wtedy ma miejsce
oszacowanie

τ

∣∣∣∣∣

N∑

n=1

{
Ân−

1
2

B (ξn−
1
2 , ξn−

1
2 ) + Ân−1R (ξn−1, ξn−

1
2 )

}∣∣∣∣∣ ¬

¬ ετ
N∑

n=1

{
|ξn− 12 |2H1(ΩB) + ‖ξ

n− 1
2‖2
L2
h
(Ω
h

B)

}
+

+M(u)
(
τ2 + h2 +

h3

H
+
τ2h

H
+
τ2

H2
+
τ4

hH

)
,

gdzieM jest stał ↪a dodatni ↪a niezależn ↪a od τ, h oraz H.
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Dowód. Dowód tego Lematu bazuje na nast ↪epuj ↪acej obserwacji wynikaj ↪acej z
postaci równań schematu (3.29.a)-(3.29.d). Zauważmy mianowicie, że z rów-

nania (3.29.c) bior ↪ac U
n− 1
2 = ξn−

1
2 +W n−

1
2 , dla ϕ = Rδ(ξn−

1
2 ) mamy

(
∂t/2ξ

n−1,Rδξn−
1
2 )
)

L2
h
(Ωh
δ
)
+

+Ân−
1
2

B

(
ξn−

1
2 ,Rδ(ξn−

1
2 )
)
+ Ân−1R

(
ξn−1,Rδ(ξn−

1
2 )
)
=

= (fn−
1
2 ,Rδ(ξn))L2(Ωδ) −

(
∂t/2W

n−1,Rδ(ξn−
1
2 )
)

L2
h
(Ωh
δ
)
+

−Ân−
1
2

B

(
W n−

1
2 ,Rδ(ξn−

1
2 )
)
− Ân−1R

(
W n−1,Rδ(ξn−

1
2 )
)
,

a z równania (3.1) dla ϕ = Rδ(ξn−
1
2 ) mamy

(
∂u

∂t

(
· ,

(
n− 1
2

)
τ

)
,Rδ(ξn−

1
2 )

)

L2(Ωδ)
+An− 12 (un− 12 ,Rδ(ξn−

1
2 )) =

= (fn−
1
2 ,Rδ(ξn−

1
2 ))L2(Ωδ).

Po odj ↪eciu dwóch powyższych równań otrzymujemy zatem

Ân−
1
2

B

(
ξn−

1
2 ,Rδ(ξn−

1
2 )
)
+ Ân−1R

(
ξn−1,Rδ(ξn−

1
2 )
)
=

= −
(
∂t/2ξ

n−1,Rδξn−
1
2 )
)

L2
h
(Ωh
δ
)
+

+

{(
∂u

∂t

(
· ,

(
n− 1
2

)
τ

)
,Rδ(ξn−

1
2 )

)

L2(Ωδ)
−
(
∂t/2W

n−1,Rδ(ξn−
1
2 )
)

L2
h
(Ωh
δ
)

}
+

+

{
An− 12 (un− 12 ,Rδ(ξn−

1
2 )) +

−Ân−
1
2

B

(
W n−

1
2 ,Rδ(ξn−

1
2 )
)
− Ân−1R

(
W n−1,Rδ(ξn−

1
2 )
)}
=

= Z1 + Z2 + Z3.

(3.166)

Zauważmy, że szacuj ↪ac wyrażenia Z1, Z2, Z3 jednocześnie otrzymamy osza-
cowanie wyrazów z tezy Lematu dla ustalonego n.
Oszacujmy zatem wyrażenia oznaczone przez Z1, Z2, Z3.
Zauważmy, że pierwszy wyraz prawej strony (3.166) z nierówności Schwarza

i Lematu 10 - str. 172 daje

|Z1| =
∣∣∣∣
(
∂t/2ξ

n−1,Rδξn−
1
2 )
)

L2
h
(Ωh
δ
)

∣∣∣∣ ¬ ‖∂t/2ξn−1‖L2
h
(Ωh
δ
)‖Rδ(ξn−

1
2 )‖L2

h
(Ωh
δ
) ¬

¬ ‖∂t/2ξn−1‖L2
h
(Ωh
δ
)

√
h‖ξn− 12‖L2(Γ) ¬

¬
√
h‖∂t/2ξn−1‖L2

h
(Ωh
δ
)

{
|ξn− 12 |H1(ΩB) +

(
1 +

1√
H

)
‖ξn− 12‖

L2
h
(Ω
h

B)

}
.
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Stosuj ↪ac ε-nierówność dostajemy zatem

|Z1| ¬ ε
{
|ξn− 12 |2H1(ΩB) + ‖ξn−

1
2‖2
L2
h
(Ω
h

B)

}
+
h

εH
‖∂t/2ξn−1‖2L2

h
(Ωh
δ
). (3.167)

Zauważmy także, że korzystaj ↪ac z Lematu 8 - str. 172 oraz rozwini ↪ecia w
szereg Taylora mamy

|Z2| =
∣∣∣∣∣

(
∂u

∂t

(
· ,

(
n− 1
2

)
τ

)
,Rδ(ξn−

1
2 )

)

L2(Ωδ)
−
(
∂t/2W

n−1,Rδ(ξn−
1
2 )
)

L2
h
(Ωh
δ
)

∣∣∣∣∣ ¬

¬
∣∣∣
(
∂u

∂t

(
· ,

(
n− 1
2

)
τ

)
,Rδ(ξn−

1
2 )

)

L2(Ωδ)
+

−
(
∂u

∂t

(
· ,

(
n− 1
2

)
τ

)
,Rδ(ξn−

1
2 )

)

L2
h
(Ωh
δ
)

∣∣∣+

+

∣∣∣∣∣

(
∂u

∂t

(
· ,

(
n− 1
2

)
τ

)
− ∂t/2W n−1,Rδ(ξn−

1
2 )

)

L2
h
(Ωh
δ
)

∣∣∣∣∣ ¬

¬ h
2

ε

∥∥∥∥
∂u

∂t

(
· ,

(
n− 1
2

)
τ

)∥∥∥∥
2

H2(Ωδ)
+ ε‖ξn− 12 ‖2L2

h
(Ωh
δ
) +

∣∣∣∣
(
τρ(u), ξn−

1
2

)

L2
h
(Ωh
δ
)

∣∣∣∣ .

Stosuj ↪ac Lemat 11 - str. 172, otrzymujemy zatem

|Z2| ¬ ε‖ξn−
1
2‖2
L2
h
(Ωh
δ
)
+M(u)

(
τ2 + h2

)
. (3.168)

Zauważmy również, że z warunku trójk ↪ata mamy

|Z3| =
∣∣∣An− 12 (un− 12 ,Rδ(ξn−

1
2 ))− Ân−

1
2

B

(
W n−

1
2 ,Rδ(ξn−

1
2 )
)
+

−Ân−1R
(
W n−1,Rδ(ξn−

1
2 )
) ∣∣∣ ¬

¬
∣∣∣An− 12

(
ηn−

1
2 ,Rδ(ξn−

1
2 )
)∣∣∣+

+

∣∣∣∣
τ

2
[∂t/2An−1R ]

(
W n−

1
2 ,Rδ(ξn−

1
2 )
)∣∣∣∣+

∣∣∣∣
τ

2
An−1R

(
∂t/2W

n−1,Rδ(ξn−
1
2 )
)∣∣∣∣ =

= Z31 + Z32 + Z33. (3.169)

Z definicji An− 12 (·, ·) oraz faktu wynikaj ↪acego z rozwini ↪ecia w szereg Tay-
lora, tj. ηn−

1
2 = hρ(un−

1
2 ), mamy

|Z31| =
∣∣∣An− 12

(
ηn−

1
2 ,Rδ(ξn−

1
2 )
)∣∣∣ ¬

¬
∣∣∣∣∣∣
h
2∑

ij=1

(
a
n− 1
2

ij Diρ(u
n− 1
2 ),DjRδ(ξn−

1
2 )

)

L2(Ωδ)

∣∣∣∣∣∣
+

+

∣∣∣∣∣h
2∑

i=1

(
b
n− 1
2

i Diρ(u
n− 1
2 ),Rδ(ξn−

1
2 )

)

L2(Ωδ)

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣h
(
cn−

1
2ρ(un−

1
2 ),Rδ(ξn−

1
2 )
)

L2(Ωδ)

∣∣∣∣ .
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Ponieważ
(
Rδ(ξn−

1
2 )
)
(x) ≡ 0 dla każdego spoza Γh, z wzorów Greena otrzy-

mujemy

h
2∑

ij=1

(
a
n− 1
2

ij Diρ(u
n− 1
2 ), DjRδ(ξn−

1
2 )
)

L2(Ωδ)
=

= h
2∑

ij=1

(
Dj

(
a
n− 1
2

ij Diρ(u
n− 1
2 )
)
,Rδ(ξn−

1
2 )
)

L2(Ωδ)
.

Korzystaj ↪ac z tego oraz Lematu 11 - str. 172, dostajemy

|Z31| ¬ ε‖ξn−
1
2‖L2

h
(Ωh
δ
) +
h2M(u)
ε
. (3.170)

Oszacujemy teraz wyrażenie prawej strony (3.169) oznaczone symbolem

Z32. Z ograniczoności pochodnych wspólczynników formy dwuliniowej An−
1
2

R (·, ·),
tzn. funkcji z ograniczoności funkcji ∂t/2a

n− 1
2 , ∂t/2b

n− 1
2 oraz ∂t/2c

n− 1
2 dosta-

jemy

|Z32| =
∣∣∣∣
τ

2
[∂t/2An−1R ]

(
W n−

1
2 ,Rδ(ξn−

1
2 )
)∣∣∣∣ ¬

¬ τ
2

∣∣∣∣∣∣

2∑

i,j=1

(
∂t/2a

n−1
ij DiW

n− 1
2 , DjRδ(ξn−

1
2 )
)

L2(Ωδ)

∣∣∣∣∣∣
+

+
τ

2

∣∣∣∣∣

2∑

i=1

(
∂t/2b

n−1
i DiW

n− 1
2 ,Rδ(ξn−

1
2 )
)

L2(Ωδ)

∣∣∣∣∣+

+
τ

2

∣∣∣∣
(
∂t/2c

n−1W n−
1
2 ,Rδ(ξn−

1
2 )
)

L2(Ωδ)

∣∣∣∣ . (3.171)

Korzystaj ↪ac z faktu, że W
n− 1
2 jest liniowym interpolantem funkcji un−

1
2 ,

otrzymujemy dalej

|Z32| ¬
τ

2

∣∣∣∣∣∣

2∑

i,j=1

(
∂t/2a

n−1
ij Diu

n− 1
2 , DjRδ(ξn−

1
2 )
)

L2(Ωδ)

∣∣∣∣∣∣
+

+
τ(τ + h)

2

∣∣∣∣∣∣

2∑

i,j=1

(
∂t/2a

n−1
ij Diρ(u), DjRδ(ξn−

1
2 )
)

L2(Ωδ)

∣∣∣∣∣∣
+

+
τ

2

(
ρ(b, c, u),Rδ(ξn−

1
2 )
)

L2(Ωδ)
. (3.172)
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Z nierówności Schwarza, Lematu 15 i nierówności odwrotnej dostajemy

|Z32| ¬
Cτ

2

∣∣∣un−
1
2

∣∣∣
H1(Ωδ)

∣∣∣Rδ(ξn−
1
2 )
∣∣∣
H1(Ωδ)

+

+
Cτ(τ + h)

2

∣∣∣ρ(un−
1
2 )
∣∣∣
H1(Ωδ)

∣∣∣Rδ(ξn−
1
2 )
∣∣∣
H1(Ωδ)

+
τ

2
‖ρ(b, c, u)‖L2(Ωδ)‖ξn−

1
2‖L2(Ωδ) ¬

¬ Cτ
2





√
h

H

∣∣∣un−
1
2

∣∣∣
H2(Ω)

+ (τ + h)
∣∣∣ρ(un−

1
2 )
∣∣∣
H1(Ωδ)




c

h

∥∥∥Rδ(ξn−
1
2 )
∥∥∥
L2(Ωδ)

+

+
τ

2
‖ρ(b, c, u)‖L2(Ωδ)‖ξn−

1
2‖L2(Ωδ).

Ponieważ
∥∥∥Rδ(ξn−

1
2 )
∥∥∥
L2(Ωδ)

¬ h 12‖ξn− 12‖L2(Γ), korzystaj ↪ac z Lematu 10 - str. 172,
otrzymujemy

|Z32| ¬
Cτ

2
√
h






√
h

H

∣∣∣un−
1
2

∣∣∣
H2(Ω)

+ (τ + h)
∣∣∣ρ(un−

1
2 )
∣∣∣
H1(Ωδ)




 ·

·
{
|ξn− 12 |H1(ΩB) +

(
1 +

1√
H

)
‖ξn− 12‖

L2
h
(Ω
h

B)

}
+
τ

2
‖ρ(b, c, u)‖L2(Ωδ)‖ξn−

1
2‖L2(Ωδ).

Ostatecznie, z ε-nierówności daje to

|Z32| ¬ ε
{
|ξn− 12 |2H1(ΩB) + ‖ξn−

1
2‖2
L2
h
(Ω
h

B)

}
+

+M(u)
(
τ 2 +

τ 2

H2
+
τ 2h

H
+
τ 4

hH

)
. (3.173)

Analogicznie szacujemy wyraz Z33 prawej strony (3.169). Tym razem w

miejsce odpowiedniej regularności współczynników formy An− 12 (·, ·), korzys-
tamy z opowiedniej regularności rozwi ↪azania u

n−1 i dostajemy

|Z33| =
∣∣∣∣
τ

2
An−1R

(
∂t/2W

n−1,Rδ(ξn−
1
2 )
)∣∣∣∣ ¬

¬ ε
{
|ξn− 12 |2H1(ΩB) + ‖ξn−

1
2‖2
L2
h
(Ω
h

B)

}
+

+M(u)
(
τ 2 +

τ 2

H2
+
τ 2h

H
+
τ 4

hH

)
. (3.174)

Korzystaj ↪ac z oszacowań (3.170),(3.173) oraz (3.174) nierówność (3.169),
przepisujemy do postaci

|Z3| ¬ ε
{
|ξn− 12 |2H1(ΩB) + ‖ξn−

1
2‖2
L2
h
(Ω
h

B)

}
+

+M(u)
(
τ 2 + h2 +

τ 2

H2
+
τ 2h

H
+
τ 4

hH

)
. (3.175)
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Na mocy oszacowań (3.167), (3.168) oraz (3.175) równość (3.166) prze-
kształcamy do postaci

Ân−
1
2

B

(
ξn−

1
2 ,Rδ(ξn−

1
2 )
)
+ Ân−1R

(
ξn−1,Rδ(ξn−

1
2 )
)
¬

¬ ε
{
|ξn− 12 |2H1(ΩB) + ‖ξn−

1
2‖2
L2
h
(Ω
h

B)

}
+
h

εH
‖∂t/2ξn−1‖2L2

h
(Ωh
δ
) +

+M(u)
(
τ 2 + h2 +

τ 2

H2
+
τ 2h

H
+
τ 4

hH

)
. (3.176)

Z nierówności (3.176) mamy zatem

τ
N∑
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{
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1
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(
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1
2 ,Rδ(ξn−

1
2 )
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2 )
)}
¬

¬ ετ
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h
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h

εH
τ
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(Ωh
δ
) +

+τ
N∑

n=1

M(u)
(
τ 2 + h2 +

τ 2

H2
+
τ 2h

H
+
τ 4

hH

)
.

Zauważmy, że korzystaj ↪ac z Twierdzenia 7 - o zbieżności schematu (3.29.a)-
(3.29.d) w silnych normach,

h

εH
τ
N∑

n=1

‖∂t/2ξn−1‖2L2
h
(Ωh
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) ¬
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.

Ostatecznie zatem otrzymujemy
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)
.
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4 Eksperymenty numeryczne

W rozdziale tym przedstawione zostały wyniki eksperymentów numerycznych,
których zadaniem było zbadanie stabilnośći i zbieżności proponowanej dyskre-
tyzacji w przypadku Ω ⊂ R oraz Ω ⊂ R2. Naszym głównym celem było skon-
frontowanie wyników teoretycznych o rz ↪edzie zbieżności, przedstawionych
w Twierdzeniach 3, 4, 7, 8 z wynikami odpowiednio przeprowadzonych
eksperymentów numerycznych oraz potwierdzenie stabilności schamatów
(2.14.a)-(2.14.d) i (3.29.a)-(3.29.d) - wyników Twierdzeń 1, 2, 5, 6.
W pierwszej cz ↪eści rozdziału badane były stabilność i zbieżność schematu

(2.14.a)-(2.14.d) przy podziale odcinka Ω ⊂ R na pododcinki.
Druga seria eksperymentów miała na celu zbadanie stabilności i zbieżnoś-

ci schematu (3.29.a)-(3.29.d) przy dekompozycji kwadratu Ω w tzw. krat ↪e.
W obu tych seriach szczególn ↪a uwag ↪e zwróciliśmy na zależność bł ↪edu

zbieżności rozważanych metod od ilości podobszarów na jak ↪a został podzie-
lony wyjściowy obszar Ω.
Dodatkowo, w ostatniej cz ↪eści tego rozdziału, w przypadku Ω ⊂ R przy

podziale obszaru na wi ↪eksz ↪a liczb ↪e pododcinków i w przypadku Ω ⊂ R2
przy dekompozycji obszaru na tzw. pasy (zobacz [11]), przedstawione zostały
wyniki eksperymentów przeprowadzonych na sieci komputerowej, maj ↪acej
symulować klaster obliczeniowy. W tej cz ↪eści eksperymentów szczególn ↪a uwa-
g ↪e zwróciliśmy na przydatność proponowanej dyskretyzacji w uj ↪eciu obliczeń
równoległych.
Wszystkie powstałe podczas dyskretyzacji układy równań, były rozwi ↪a-

zywane iteracyjnie metod ↪a CG według implementacji podanej w [10]. Zasto-
sowaliśmy kryterium stopu : res= 10−20.
Kod implementacji został stworzony na bazie j ↪ezyka C++, a do obliczeń

równoległych wykorzystaliśmy bibliotek ↪e Message-Passing Interface (MPI ).

4.1 Eksperymenty numeryczne - 1D

W tym podrozdziale przedstawione zostan ↪a wyniki eksperymentów nume-
rycznych przeprowadzonych z użyciem schematu (2.14.a)-(2.14.d). Ich celem
było potwierdzenie stabilności schematu (2.14.a)-(2.14.d), a także potwierdze-
nie wyników teoretycznych o rz ↪edzie zbieżości rozważanego schematu, tj. os-
zacowań zawartych w Twierdzeńiach 3, 4.
Schemat (2.14.a)-(2.14.d) został zastosowany do wyznaczenia przybliżo-

nego rozwi ↪azania zagadnienia (2.1.a)-(2.1.c), na Ω = (0, 10), przyA(t; u, v) =
(Du,Dv)L2(Ω) i znanym rozwi ↪azaniu dokładnym
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u(x, t) = x sin
(
2π

10
x
)
cos (t) (4.1)

Zachowanie schematu (2.14.a)-(2.14.d) w przypadku innych funkcji wybranych
do testów było podobne.
W tej serii doświadczeń, proponowny schemat badany był w przypadku

podziału odcinka Ω na naprzemian położone pododcinki typu Red i Black.
W każdej serii eksperymentów, w celu maksymalnego uproszczenia im-

plementacji przyj ↪eliśmy nast ↪epuj ↪ace założenia:

- wyjściowy obszar Ω dzielony był na podobszary jednakowej długości H ;

- na każdym z podobszarów ΩRi i ΩBj wprowadzaliśmy tak ↪a sam ↪a re-
gularn ↪a siatk ↪e przestrzenn ↪a o stałym kroku h, tak żeby H = lh, dla
zadanej całkowitej liczby l;

Przeprowadzone zostały nast ↪epuj ↪ace serie eksperymentów:

1. przy ustalonym stosunku τ
h2
i ustalonym H ;

2. przy ustalonym stosunku τ
h2
i ustalonym stosunku H

h
;

3. przy ustalonym stosunku τ
h
i ustalonym H ;

4. przy ustalonym stosunku τ
h
i ustalonym stosunku H

h
;

Cztery wyżej wymienione przypadki pozwoliły miarodajnie ocenić zgodność
wyników teoretycznych z numerycznymi. Pozwalaj ↪a one na zbadanie stabil-
ności oraz rz ↪edu zbieżności schematu (2.14.a)-(2.14.d). Daj ↪a one także możli-
wość zbadania zwi ↪azku bł ↪edu schematu (2.14.a)-(2.14.d) od liczby podob-
szarów, na które podzielony został wyjściowy obszar Ω.
W kolejnych seriach eksperymentów bł ↪ad zrozwi ↪azania schematu (2.14.a)-

(2.14.d) oznaczaliśmy przez

• E , w przypadku silnych norm, zobacz Twierdzenie 3, tzn.

E2 ≡ max
n=1,...,N−1

{∥∥∥∂t/2ηn
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L2
h
(Ωh
δ
)
+
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h
(Ωh
δ
)

}
+

+ max
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{
‖∂tηn‖2L2

h
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h
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h
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}
+

+τ
N−1∑

n=1
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h
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h

R)
+
∥∥∥∂x∂tηn−
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h
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}
,
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• F , w przypadku słabych norm, zobacz Twierdzenie 4, tzn.

F2 ≡ max
n=1,...,N

{
‖ηn‖2

L2
h
(Ω
h

R)
+
∥∥∥ηn−

1
2

∥∥∥
2

L2
h
(Ω
h

B)

}
+

+τ
N∑

n=1

{∥∥∥∂xηn
∥∥∥
2

L2
h
(Ω
h

R)
+
∥∥∥∂xηn−

1
2

∥∥∥
2

L2
h
(Ω
h

B)

}
.

W każdym pojedynczym eksperymencie mierzony był zarówno bł ↪ad E jak i
F , a otrzymane wyniki, po przedstawieniu w osobnych tabelach i na odpo-
wiednich wykresach, porównywane były z wynikami Twierdzeń 3 i 4.

4.1.1 Eksperymenty przy stałym stosunku τ

h2
i ustalonym H

W tym podrozdziale przebadane zostały stabilność i zbieżność schematu
(2.14.a)-(2.14.d) dla różnych wartości h, przy stałej wartości stosunku τ

h2

i ustalonej z góry dekomozycji Ω, tj. przy ustalonym H .
W tej serii eksperymentów numerycznych skupiliśmy uwag ↪e na najbar-

dziej istotnych własnościach naszego schematu z punktu widzenia praktyki.
Dla schematów stosowanych do dyskretyzacji zagadnień parabolicznych, u-
stalony stosunek τ

h2
zapewnia bowiem optymaln ↪a zbieżność - patrz np. [24].

Z praktycznego punktu widzenia zachowanie si ↪e schematu przy ustalnym H ,
czyli przy ustalonej liczbie podobszarów, na które dokonana została dekom-
pozycja, jest także najbardziej istotn ↪a informacj ↪a. Zazwyczaj dekompozycji
zadania wyjściowego dokonujemy przed rozpocz ↪eciem obliczeń, maj ↪ac przede
wszytkim na uwadze zasoby sprz ↪etowe - np. liczba dost ↪epnych procesorów
komputera wieloprocesorowego lub liczba dost ↪epnych jednostek w klastrze
obliczeniowym.
W tej serii doświadczeń wyjściowy obszar Ω podzielony został na na trzy

podobszary, kolejno Red, Black, Red. Każdy z podobszarów był pododcinkiem
o długości H = 10

3
. Dekompozycja ta została przedstawiona na Rys. 9.

ΩBΩR ΩR

H h

Rys. 9

Przy ustalonym H zmniejszane było h - krok siatki przestrzennej, której
punkty stanowi ↪a zbiór Ω

h. W kolejnych seriach doświadczenia h było równe{
H
5
, H
10
, H
20
, , . . . , H

320
, H
640

}
.

Wraz ze zmniejszaj ↪acym si ↪e h, zmniejszane było również τ - krok siatki cza-
sowej, z zachowaniem stałej wartości stosunku τ

h2
. Stosunek ten równy był
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jednej z trzech wartości {0.1 , 1, 10}. Przy innych wartościach stosunku τ
h2
,

zachowanie schematu (2.14.a)-(2.14.d) było analogiczne do opisywanego tu-
taj. Za T przyj ↪eliśmy (2 · π).
Warto zwrócić uwag ↪e, że przy opisanej wyżej dekompozycji, wybrana do

testów funkcja (4.1), ma w punktach grubej siatki ΩhΓ, tj. na rozci ↪eciach,
pochodn ↪a istotnie różn ↪a od zera, która dodatkowo jest zmienna w czasie.
Eksperymenty przeprowadzone przy różnych wartościach stosunku τ

h2
po-

twierdziły stabilność schematu (2.14.a)-(2.14.d). Zachowanie schematu (2.14.a)-
(2.14.d) przy stałym stosunku τ

h2
� 10, nie odbiegało w żaden sposób

od jego zachowania przy przedstawionych w tej cz ↪eści pracy wartościach
τ
h2
= {0.1 , 1, 10}.
Wyniki pomiaru bł ↪edu schematu (2.14.a)-(2.14.d) w silnych normach dla

tej serii eksperymentów przedstawione zostały w Tab. 1.

τ/h2 = 0.1 τ/h2 = 1 τ/h2 = 10

k h Ek Ek−1/Ek Ek Ek−1/Ek Ek Ek−1/Ek
1 H/5 8.2765e-2 - 6.2903e-1 - - -

2 H/10 1.6723e-2 4.9492 1.3730e-1 4.5814 - -

3 H/20 3.9746e-3 4.2075 3.5297e-2 3.8898 4.1373e-1 -

4 H/40 1.1596e-3 3.4276 1.1127e-2 3.1722 1.0580e-1 3.9105

5 H/80 3.8293e-4 3.0282 3.7857e-3 2.9392 3.7209e-2 2.8434

6 H/160 1.3242e-4 2.8918 1.3205e-3 2.8669 1.3198e-2 2.8193

7 H/320 4.6473e-5 2.8494 4.6440e-4 2.8435 4.6383e-3 2.8454

8 H/640 - - - - 1.6378e-3 2.8320

Tab. 1

W kolejnych wierszach tabeli zawarte zostały wyniki eksperymentów przy
ustalonym h, w kolejnych kolumnach natomiast przedstawione zostały wyniki
eksperymentów oraz rz ↪ad zbieżności (Ek−1/Ek) przy ustalonym stosunku τ/h2.
Wyniki z Tab. 1 przedstawione zostały w postaci trzech krzywych na-

rysowanych lini ↪a ci ↪agł ↪a na Rys. 10. Krzywe te opisane zostały wartościami
stosunku τ

h2
. Na osi poziomej Rys. 10, odłożone zostały wartości H

h
, tj. liczba

w ↪ezłów każdego z podobszarów wyjściowego obszaru Ω. Oś pionowa tego
wykresu, na której zastosowaliśmy skal ↪e logarytmiczn ↪a, wyraża wartość bł ↪edu
zbieżności schematu.
Przeanalizujmy teraz zgodność eksperymentów z Twierdzeniem 3, o zbież-

ności schematu (2.14.a)-(2.14.d) w silnych normach. Na mocy Twierdzenia 3
bł ↪ad zbieżności schematu (2.14.a)-(2.14.d) w silnych normach jest rz ↪edu

O
(√
τ 2 + h4 + τ2

hH

)
, co przy τ

h2
= const i H = const daje
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Rys. 10

Na Rys. 10, lini ↪a przerywan ↪a, zaznaczone zostały dopasowane do każdej
krzywej eksperymentalnej, krzywe wyrażaj ↪ace odpowiednie zależnościO

(
h
3
2

)
.

Jak widać, bardzo dobrze opisuj ↪a one zachowanie bł ↪edu schematu (2.14.a)-
(2.14.d) w silnych normach. Wyniki eksperymentów s ↪a zatem zgodne z Twier-
dzenie 3.
W tej samej serii doświadczeń, przy pomiarze bł ↪edu w silnych normach,

E , mierzony był także bł ↪ad naszego schematu w normach słabych, F . Otrzy-
mane wyniki zawarte zostały w Tab. 2.

τ/h2 = 0.1 τ/h2 = 1 τ/h2 = 10

k h Fk Fk−1/Fk Fk Fk−1/Fk Fk Fk−1/Fk
1 H/5 2.5470e-2 - 2.6961e-1 - - -

2 H/10 2.8994e-3 8.7846 3.0862e-2 8.7360 - -

3 H/20 3.4133e-4 8.4944 3.5610e-3 8.6667 1.3219e-1 -

4 H/40 4.1191e-5 8.2865 4.3290e-4 8.2259 1.3874e-2 9.5279

5 H/80 5.0535e-6 8.1510 5.3196e-5 8.1378 1.7486e-3 7.9343

6 H/160 6.2554e-7 8.0786 6.5850e-6 8.0784 2.1777e-4 8.0296

7 H/320 7.7812e-8 8.0391 8.1880e-7 8.0423 2.6879e-5 8.1019

8 H/640 - - - - 3.3457e-6 8.0339

Tab. 2
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W kolejnych wierszach tej tabeli zawarte zostały wyniki eksperymentów
przy ustalonym h, natomiast w kolejnych kolumnach powyższej tabeli za-
warte zostały wyniki eksperymentów oraz rz ↪ad zbieżności przy ustalonym
stosunku τ/h2.
Dane z Tab 2 przedstawione zostały w postaci trzech krzywych, narysowa-

nych lini ↪a ci ↪agł ↪a na Rys.11. Krzywe te zostały opisane wartościami stosunku
τ
h2
. Na osi odci ↪etych Rys.11, odłożone zostały wartości

H
h
, tj. liczba w ↪ezłów

każdego z podobszarów wyjściowego obszaru Ω. Oś rz ↪ednych tego wykresu, w
skali logarytmicznej, wyraża wartość bł ↪edu schematu mierzonego w słabych
normach.
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Rys. 11

Przeanalizujmy zgodność wyników eksperymentalnych z Twierdzeniem 4,
o zbieżności schematu (2.14.a)-(2.14.d) w słabych normach.
Na mocy tego Twierdzenia bł ↪ad zbieżności schematu (2.14.a)-(2.14.d) w

słabych normach jest rz ↪edu O
(√
τ 2 + h4 + τ

2h
H
+ τ

2

H2

)
, co przy τ

h2
= const i

H = const, daje

O


√

τ 2 + h4 +
τ 2h

H
+
τ 2

H2


 = O

(√
h4 + h4 + h5

)
= O

(
h2
)
.

Na Rys. 11 lini ↪a przerywan ↪a zaznaczone zostały dopasowane do każdej krzy-
wej eksperymentalnej zależności O (h3). Jak widać, krzywe te bardzo dobrze
opisuj ↪a zachowanie bł ↪edu zbieżności schematu (2.14.a)-(2.14.d) w słabych
normach. Wyniki eksperymentów s ↪a zatem o rz ↪ad lepsze od oszacowania,
które zostało podane w Twierdzeniu 4.
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Jak wiadomo z teorii schematów różnicowych - patrz np. [16], [23], takie
zachowanie schematu (2.14.a)-(2.14.d) nie jest typowe, ponieważ schematy
które s ↪a modyfikacj ↪a schematu zamkni ↪etego Eulera maj ↪a rz ↪ad zbieżności
O(τ + h2). Schemat (2.14.a)-(2.14.d) zbiega zatem za szybko. Podobne za-
chowanie zaobserwowaliśmy także dla innych przyj ↪etych do testów funkcji.
Takie wyniki eksperymentów można próbować wyjaśnić poprzez rozbicie bł ↪e-
du analizowanego w Twierdzeniu 4 na dwie cz ↪eści : bł ↪ad w w ↪ezłach grubej
siatki ΩhΓ oraz bł ↪ad w pozostałych punktach Ω

h. Wkład tego pierwszego do

globalnego bł ↪edu to O
(√

τ2h
H

)
, co przy τ

h
= const i H = const daje

O


√
τ 2h

H


 = O

(√
h5
)
= O

(
h
5
2

)
.

Wszystko wskazuje na to, że przy stosunkowo dużych parametrach dyskre-
tyzacji τ, h, przeważa bł ↪ad w punktach grubej siatki - Ω

h
Γ. Najprawdopodob-

niej, przy dalszym zag ↪eszczania siatki przestrzenno-czasowej szybkość zbież-
ności wyhamowałaby. Istnieje także możliwość, że oszacowanie podane w
Twierdzeniu 4 nie jest ostre. Nie jesteśmy jednak w stanie tego sprawdzić ze
wzgl ↪edów technicznych, ponieważ przy naszych zasobach sprz ↪etowych wyko-
nanie koniecznych obliczeń trwałoby za długo lub prawdopodobnie byłoby w
ogóle niewykonalne.

4.1.2 Eksperymenty przy stałym stosunku τ

h2
i zmiennym H

W tej serii eksperymentów numerycznych zbadana została zależność bł ↪edu
zbieżności schematu (2.14.a)-(2.14.d) od liczby podobszarów, na któr ↪a została
dokonana dekompozycja wyjściowego obszaru Ω = (0, 10). Zależność ta jest
niezwykle istotna, a bł ↪ad idealnego do obliczeń równoległych algorytmu tego
typu, powinien możliwie słabo zależeć od liczby podobszarów, na który został
podzielony wyjściowy obszar Ω.
W tej serii doświadczeń wyjściowy odcinek Ω dzielony był w kolejnych

seriach doświadczeń na coraz wi ↪eksz ↪a liczb ↪e naprzemian położonych podob-
szarów typu Red i Black.
Przy ustalonym stosunku H

h
= 1
6
zmieniane było H - parametr grubej

siatki ΩhΓ. Zachowanie si ↪e schematu (2.14.a)-(2.14.d) przy innym stosunku
h
H
było analogiczne do tutaj opisanego. W kolejnych seriach doświadczenia

H było równe
{
10
2
, 10
4
, 10
6
, . . .

}
, co znaczy, że odcinek Ω podzielony był kolej-

no na 2, 4, 6, . . . naprzemian położonych podobszarów różnych typów. Wraz
ze zmniejszaj ↪acym si ↪e H , proporcjonalnie zmniejszane było h - krok siatki
przestrzennej. Wraz ze zmniejszaj ↪acym si ↪e h zmniejszane było również τ z
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zachowaniem stałego stosunku τ
h2
. Stosunku ten, podobnie jak w poprzednich

seriach eksperymentów, równy był jednej z trzech wartości {0.1, 1, 10}. Za
T , podobnie jak poprzednio, przyj ↪eliśmy (2 · π).
Przeprowadzone eksperymenty potwierdzaj ↪a stabilność schematu, a wyni-

ki otrzymane przy pomiarze bł ↪edu w silnych normach przedstawione zostały
w Tab. 3.
W kolejnych wierszach tej tabeli przedstawione zostały wyniki ekspery-

mentów przy ustalonymH . Kolejne kolumny tabeli zawieraj ↪a wyniki ekspery-
mentów przy ustalonym stosunku τ/h2.

τ/h2 = 0.1 τ/h2 = 1 τ/h2 = 10

k H Liczba Ek Ek Ek
podobszarów

1 L/2 2 8.2539e-2 1.0497e+0 -

2 L/4 4 6.8476e-2 5.5272e-1 2.2322e+0

3 L/6 6 3.6453e-2 3.1359e-1 4.3655e+0

4 L/8 8 2.3207e-2 2.0572e-1 3.6332e+0

5 L/10 10 1.6086e-2 1.4512e-1 2.8428e+0

6 L/12 12 1.2450e-2 1.1489e-1 2.1895e+0

7 L/14 14 1.0192e-2 9.5665e-2 1.8077e+0

8 L/16 16 8.5421e-3 8.1098e-2 1.4682e+0

9 L/18 18 7.2909e-3 6.9793e-2 1.2419e+0

10 L/20 20 6.3149e-3 6.0804e-2 1.0499e+0

11 L/30 30 3.5775e-3 3.4976e-2 5.3603e-1

12 L/40 40 2.3646e-3 2.3268e-2 3.3320e-1

13 L/50 50 1.7080e-3 1.6867e-2 2.2998e-1

14 L/60 60 1.3069e-3 1.2935e-2 1.6971e-1

Tab. 3

Dane z Tab. 3 przedstawione zostały w postaci krzywych narysowanych
lini ↪a ci ↪agł ↪a na Rys. 12. Krzywe te oznaczone zostały wartościami stosunku
τ
h2
. Na osi odci ↪etych tego wykresu odłożona została liczba podobszarów, na
które podzielony został wyjściowy obszar Ω. Przy przyj ↪etych założeniach,
liczba podobszarów K jest proporcjonalna do 1

h
, ponieważ

(
K ∼ 1

H

)
∧ (H ∼ h) =⇒

(
K ∼ 1

h

)
. (4.2)

Na osi rz ↪ednych odłożona została warość bł ↪edu schematu (2.14.a)-(2.14.d) w
silnych normach.
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Przeanalizujemy teraz zgodność eksperymentów numerycznych z Twier-
dzeniem 3. Twierdzenie to mówi, że przy ustalonym stosunku τ

h2
oraz usta-

lonym stosunku h
H
, rz ↪ad zbieżności wynosi

O



√

τ 2 + h4 +
τ 2

hH



 = O



√

h4 + h4 +
h4

h2



 = O (h) .

Na Rys. 12, lini ↪a przerywan ↪a, dopasowane zostały do krzywych ekspery-
mentalnych, odpowiednie zależności O(h 32 ). Jak widać, wyniki te s ↪a o pół
rz ↪edu lepsze niż te, które podaje Twierdzenie 3. Takie zachowanie bł ↪edu
schematu (2.14.a)-(2.14.d) można próbować wyjaśnić tym, że w wynikach
przeprowadzonych eksperymentów, przeważał bł ↪ad zwi ↪azany z wn ↪etrzami
poszczególnych podobszarów. Dla tych punktów bł ↪ad w słabych normach
jest rz ↪edu O (τ + h2) , natomiast bł ↪ad zwi ↪azany z w ↪ezłami zbioru ΩhΓ jest
rz ↪edu O

(
τ√
hH

)
- patrz dowód Twierdzenia 3.

W tej samej serii doświadczeń, mierzony był również bł ↪ad schematu (2.14.a)-
(2.14.d) w słabych normach. Wartości bł ↪edu mierzone w tych normach zostały
przedstawione w Tab. 4.
W kolejnych wierszach tej tabeli przedstawione zostały wyniki ekspery-

mentów przy ostalonymH . Kolejne kolumny tabeli zawieraj ↪a wyniki ekspery-
mentów przy ustalonym stosunku τ/h2.
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τ/h2 = 0.1 τ/h2 = 1 τ/h2 = 10

k H Liczba Fk Fk Fk
podobszarów

1 L/2 2 3.9468e-2 8.6172e-1 -

2 L/4 4 3.1844e-2 3.6743e-1 6.5286e+0

3 L/6 6 1.4590e-2 1.8048e-1 6.3670e+0

4 L/8 8 8.3040e-3 1.0619e-1 4.1171e+0

5 L/10 10 5.3630e-3 7.0380e-2 2.8218e+0

6 L/12 12 3.7515e-3 5.0205e-2 2.0664e+0

7 L/14 14 2.7724e-3 3.7663e-2 1.5966e+0

8 L/16 16 2.1358e-3 2.9318e-2 1.2570e+0

9 L/18 18 1.6957e-3 2.3633e-2 1.0263e+0

10 L/20 20 1.3789e-3 1.9332e-2 8.4787e-1

11 L/30 30 6.2088e-4 8.8923e-3 3.9888e-1

12 L/40 40 3.5192e-4 5.0978e-3 2.3236e-1

13 L/50 50 2.2631e-4 3.2991e-3 1.5189e-1

14 L/60 60 1.5770e-4 2.3092e-3 1.0681e-1

Tab. 4

Dane z Tab. 4 przedstawione zostały na Rys. 13, w postaci krzywych
narysowanych lini ↪a ci ↪agł ↪a. Krzywe te opisane zostały wartościami stosunku
τ
h2
. Na osi odci ↪etych tego wykresu odłożona została liczba podobszarów, na
które podzielony został wyjściowy obszar Ω. Przy przyj ↪etych założeniach,
liczba podobszarów K jest proporcjonalna do wartości wyrażenia 1

h
- patrz

(4.2). Na osi rz ↪ednych odłożona została warość bł ↪edu schematu (2.14.a)-
(2.14.d) w słabych normach.
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Zgodnie z Twierdzniem 4, bł ↪ad zbieżności rozważanego schematu, przy
stałym stosunku τ

h2
i stałym stosunku h

H
, jest rz ↪edu

O


√

τ 2 + h4 +
τ 2

H2


 = O



√

h4 + h4 +
h4

h2


 = O (h) .

Na Rys. 23, lini ↪a przerywan ↪a, do każdej krzywej eksperymentalnej dopa-
sowano zależność O(h2) i jak widać idealnie zgadzaj ↪a si ↪e one z wynikami
eksperymentalnymi. Jest ono jednak o rz ↪ad lepsze od wyników podawanych w
Twierdzeniu 4. Zachowanie takie zostało przez nas zaobserwowane także przy
innych wartościch parametrów τ, h orazH jak również przy innych przyj ↪etych
do testów funkcjach. Naszym zdaniem sugeruje ono, że Twierdznie 4 daje
oszacowanie rz ↪edu zbieżności metody, które nie jest optymalne wzgl ↪edem
zmiennej H .

4.1.3 Eksperymenty przy stałym stosunku τ
h
i ustalonym H

W tej serii eksperymentów zbadaliśmy zachowanie bł ↪edu zbieżności rozwa-
żanego schematu przy ustalonym stosunku τ

h
i ustalonym H . Przedstawiona

tu seria eksperymentów jest analogiczna do tej z Podrozdziału 4.1.1, z tym
że tutaj zakładamy stałość stosunku τ

h
, a nie τ

h2
.

Wyjściowy obszar Ω podzielony został na trzy podobszary Red, Black,
Red. Przy podziale odcinka Ω na wi ↪eksz ↪a liczb ↪e podobszarów zachowanie
naszego schematu było analogiczne. Każdy z pododcinków był wymiaru H ,
gdzie H = 10

3
. Sytuacja ta została przedstawiona na Rys. 9 - str. 133.

Przy ustalonym H zmieniane było h - parametr siatki przestrzennej każ-
dego z podobszarów ΩRi ,ΩBj . W kolejnych seriach doświadczenia h było

równe
{
H
5
, H
10
, H
20
, . . . , H

320
, H
640

}
. Wraz ze zmniejszaj ↪acym si ↪e h, zmniejszane

było również τ z zachowaniem stałego stosunku τ
h
i równego jednej z trzech

warości 0.1, 1 i 10. Za T przyj ↪eliśmy (2 · π).
Eksperymenty, które przeprowadziliśmy w tej serii doświadczeń potwierdzaj ↪a
wyniki Twierdzeń 1 i 2. Schemat (2.14.a)-(2.14.d) był stabilny nawet przy
wartościach stosunku τ

h
� 10.

W przypadku pomiaru bł ↪edu w silnych normach, otrzymane dane przed-
stawione zostały w Tab. 5. W kolejnych wierszach tabeli zostały zawarte
wyniki eksperymentów przy ustalonej wartości parametru h. Kolejne kolumny
tej tabeli zawieraj ↪a natomiast wyniki eksperymentów oraz rz ↪ad zbieżności,
przy ustalonym stosunku τ

h
.
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τ/h = 0.1 τ/h = 1 τ/h = 10

k h Ek Ek−1/Ek Ek Ek−1/Ek Ek Ek−1/Ek
1 H/5 1.5086e-1 - 1.4246e+0 - - -

2 H/10 6.2349e-2 2.4196 6.6204e-1 2.1518 2.9654e+0 -

3 H/20 3.4077e-2 1.8297 3.6713e-1 1.8033 6.1105e+0 0.4853

4 H/40 2.2181e-2 1.5363 2.3430e-1 1.5669 5.8542e+0 1.0438

5 H/80 1.5314e-2 1.4484 1.5820e-1 1.4810 4.4060e+0 1.3287

6 H/160 1.0744e-2 1.4254 1.0930e-1 1.4474 2.4360e+0 1.8087

7 H/320 7.5738e-3 1.4186 7.6408e-2 1.4305 1.3055e+0 1.8660

8 H/640 - - - - 7.4498e-1 1.7524

Tab. 5

Dane z Tab. 5 przedstawione zostały w postaci krzywych narysowanych
lini ↪a ci ↪agł ↪a na Rys.14. Odpowiednie krzywe podpisane zostały wartościami
stosunku τ

h
. Na osi poziomej Rys.14, odłożone zostały wartości H

h
, tj. liczba

w ↪ezłów każdego z podobszarów wyjściowego obszaru Ω. Oś pionowa tego
wykresu, na której zastosowaliśmy skal ↪e logarytmiczn ↪a, wyraża wartość bł ↪edu
zbieżności schematu (2.14.a)-(2.14.d) mierzon ↪a w silnych normach.
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Sprawdźmy zgodność eksperymentów z Twierdzeniem 3. Na mocy tego
Twierdzenia bł ↪ad zbieżności scheamtu (2.14.a)-(2.14.d) w silnych normach

jest rz ↪edu O
(√
τ 2 + h4 + τ2

hH

)
, co przy τ

h
= const i H = const daje

O



√

τ 2 + h4 +
τ 2

hH



 = O



√

h2 + h4 +
h2

h



 = O
(
h
1
2

)
.
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Na Rys. 14 lini ↪a przerywan ↪a, zaznaczone zostały krzywe odpowiadaj ↪ece
zbieżności rz ↪eduO(h

1
2 ). Jak widać, idealnie odzwierciedlaj ↪a one wyniki ekspery-

mentów numerycznych, co potwierdza zgodność z Twierdzeniem 3.
W tej samej cz ↪eści eksperymentów mierzony był także bł ↪ad w normach

słabych, a odpowiednie wyniki przedstawione zostały w Tab. 6.

τ/h = 0.1 τ/h = 1 τ/h = 10

k h Fk Fk−1/Fk Fk Fk−1/Fk Fk Fk−1/Fk
1 H/5 9.8837e-2 - 1.1765e+0 - - -

2 H/10 2.4580e-2 4.0210 3.8657e-1 3.0434 9.9524e+0 -

3 H/20 6.1867e-3 3.9730 1.6123e-1 2.3976 7.3868e+0 1.3473

4 H/40 1.6532e-3 3.7423 7.4902e-2 2.1525 6.6299e+0 1.1142

5 H/80 5.0559e-4 3.2698 3.6452e-2 2.0548 4.0501e+0 1.6370

6 H/160 1.9880e-4 2.5432 1.7996e-2 2.0256 2.0076e+0 2.0174

7 H/320 9.2299e-5 2.1539 8.9529e-3 2.0101 9.5658e-1 2.0987

8 H/640 4.6217e-1 2.0698

Tab. 6

W kolejnych wierszach tabeli zawarte zostały wyniki eksperymentów przy
ustalonym parametrze h triangulacji T h. Kolejne kolumny tabeli zawieraj ↪a
wyniki eksperymentów przy ustalonym stosunku τ

h
.

Dane z Tab. 6 przedstawione zostały w postaci krzywych narysowanych
lini ↪a ci ↪agł ↪a na Rys.15. Odpowiednie krzywe na Rys.15, oznaczone zostały
wartościami stosunku τ

h
. Podobnie jak na innych wykresach, na osi poziomej

Rys.15 odłożone zostały wartości H
h
, tj. liczba punktów siatki każdego z

podobszarów wyjściowego obszaru Ω. Oś pionowa tego wykresu, na której za-
stosowaliśmy skal ↪e logarytmiczn ↪a, wyraża wartość bł ↪edu zbieżności schematu
(2.14.a)-(2.14.d) mierzon ↪a w słabych normach.
Z przedstawionych danych eksperymentalnych wynika, że przy ustalonym

stosunku parametrów τ
h
i ustalonym H , bł ↪ad schematu (2.14.a)-(2.14.d) jest

rz ↪edu O(h). Niestety, nie udało si ↪e pokazać tej zależności teoretycznie - przy-
pomnijmy, że Twierdzenie 4 podaje oszacowanie rz ↪edu zbieżności schematu
przy ustalonym stosunku τ

h
3
2+α
, dla α  0.
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4.1.4 Eksperymenty przy stałym stosunku τ
h
i zmiennym H

Ta seria eksperymentów numerycznych jest analogiem do wcześniej przepro-
wadzonej i opisanej w Podrozdziale 4.1.2. Tym razem, przy zmieniaj ↪acej
si ↪e liczbie podobszarów, na które był dzielony wyjściowy odcinek Ω, z za-
chowaniem stałego stosunku h

H
= 1
6
, utrzymywany był stały stosunek τ

h
, a

nie jak to miało miejsce w Podrozdziale 4.1.2, stały stosunek τ
h2
.

Przeprowadzone obliczenia s ↪a zgodne z Twierdzeniami 1 i 2, o stabilności
schematu (2.14.a)-(2.14.d).
Wyniki tej cz ↪eści eksperymentów, przy pomiarze bł ↪edu zbieżności w sil-

nych normach, przedstawione zostały w Tab. 7. W nast ↪epuj ↪acych po so-
bie wierszach tej tabeli zawarte zostały wyniki eksperymentów dla coraz
mniejszych wartości parametru H . Kolejne kolumny tabeli zawieraj ↪a wyniki
odpowiednich eksperymentów przy usatlonej wartości stosunku τ

h
.

Wyniki z Tab. 7, przedstawione zostały w postaci krzywych narysowanych
lini ↪a ci ↪agł ↪a, na Rys. 16, które zostały opisane wartościami stosunku

τ
h
. Na

osi odci ↪etych tego wykresu odłożona została liczba podobszarów, na które
podzielony został wyjściowy obszar Ω. Przy przyj ↪etych założeniach, liczba
podobszarów K jest proporcjonalna do 1

h
, gdzie h jest parametrem siatki

przestrzennej - patrz (4.2). Na logarytmicznej osi rz ↪ednych odłożona została
warość bł ↪edu zbieżności schematu (2.14.a)-(2.14.d) w silnych normach.

144



τ/h = 0.1 τ/h = 1 τ/h = 10

k H Liczba Ek Ek Ek
podobszarów

1 L/2 2 8.7133e-2 1.1947e+0 -

2 L/4 4 1.2442e-1 1.2104e+0 2.8766e+0

3 L/6 6 9.2740e-2 1.0790e+0 3.9842e+0

4 L/8 8 7.6344e-2 1.0184e+0 1.0452e+1

5 L/10 10 6.5200e-2 9.7918e-1 1.1088e+1

6 L/12 12 6.0574e-2 9.7877e-1 1.3583e+1

7 L/14 14 5.7873e-2 9.8023e-1 1.4461e+1

8 L/16 16 5.5493e-2 9.7914e-1 1.5673e+1

9 L/18 18 5.3354e-2 9.7629e-1 1.6056e+1

10 L/20 20 5.1427e-2 9.7362e-1 1.6724e+1

11 L/30 30 4.4029e-2 9.5820e-1 1.7858e+1

12 L/40 40 3.9077e-2 9.4702e-1 1.8326e+1

13 L/50 50 3.5607e-2 9.3929e-1 1.8542e+1

14 L/60 60 3.2968e-2 9.3771e-1 1.8641e+1

Tab. 7
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Zgodnie z Twierdzeniem 3, rz ↪ad zbieżności schematu (2.14.a)-(2.14.d)
przy ustalonym τ

h
i ustalonym h

H
, wynosi

O


√

τ 2 + h4 +
τ 2

hH


 = O



√

h2 + h4 +
h2

hh


 = O (1) .
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Oznacza to, że w tym przypadku rozważany schemat nie jest zbieżny. Jak
widać z przedstawionych wyżej eksperymentów, wynika zgodność Twierdzenia 3
z rzeczywistymi obliczeniami numerycznymi.
W tej samej cz ↪eści eksperymentów mierzyliśmy bł ↪ad schematu (2.14.a)-

(2.14.d) w słabych normach. Wyniki tej cz ↪eści doświadczeń przedstawione
zostały w Tab. 8.

τ/h = 0.1 τ/h = 1 τ/h = 10

k H Liczba Fk Fk Fk
podobszarów

1 L/2 2 4.4829e-2 1.0119e+0 -

2 L/4 4 8.0938e-2 1.0300e+0 1.5252e+1

3 L/6 6 5.5572e-2 9.0902e-1 1.5013e+1

4 L/8 8 4.2787e-2 8.5266e-1 1.7373e+1

5 L/10 10 3.5310e-2 8.3379e-1 1.9347e+1

6 L/12 12 3.0450e-2 8.2754e-1 2.0517e+1

7 L/14 14 2.7003e-2 8.2622e-1 2.3452e+1

8 L/16 16 2.4449e-2 8.2715e-1 2.5408e+1

9 L/18 18 2.2485e-2 8.2888e-1 2.4876e+1

10 L/20 20 2.0941e-2 8.3092e-1 2.7389e+1

11 L/30 30 1.6389e-2 8.4057e-1 2.8310e+1

12 L/40 40 1.4208e-2 8.4758e-1 2.9636e+1

13 L/50 50 1.2952e-2 8.5258e-1 2.9718e+1

14 L/60 60 1.2140e-2 8.5695e-1 3.0461e+1

Tab. 8

Wkolejnych wierszach Tab. 8 zawarte zostały wyniki eksperymentów przy
ustalonej wartości H , czyli przy ustalonej dekompozycji wyjściowego obszaru
Ω. Kolumny tabeli zawieraj ↪a wyniki doświadczeń przy ustalonym stosunku

τ
h
.

Dane z Tab. 8, przdstawione zostały w postaci krzywych narysowanych
lini ↪a ci ↪agł ↪a na Rys. 17. Krzywe te zostały oznaczone wartościami stosunku
τ
h
. Podobnie jak przy innych wykresach, na osi odci ↪etych odłożona została
liczba podobszarów, na które podzielony został wyjściowy obszar Ω. Przy
przyj ↪etych założeniach, liczba podobszarów K jest proporcjonalna do

1
h
-

patrz (4.2). Na osi rz ↪ednych, w skali logarytmicznej, odłożona została warość
bł ↪edu schematu (2.14.a)-(2.14.d) w słabych normach.
Z przedstawionych danych wynika, że przy τ

h
= const oraz przy h

H
=

const, brak jest zbieżności. Wyniku tego nie możemy niestety skonfrontować z
Twierdzeniem 4, ponieważ rozważany tutaj przypadek, w którym założyliśmy
τ
h
= const, nie spełnia założeń tego Twierdzenia. Brak zbieżności schematu
(2.14.a)-(2.14.d) przy przyj ↪etych założeniach, jest wnioskiem z Twierdzenia 3,
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zobacz Uwaga 7. Oszacowanie rz ↪edu zbieżności w silnych normach imp-
likuje bowiem rz ↪ad zbieżności w normach słabych. Przypomnijmy, że przy
τ
h
= const oraz przy h

H
= const, udowodniliśmy brak zbieżności w silnych

normach.
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4.2 Eksperymenty numeryczne - 2D

W tym podrozdziale przedstawione zostan ↪a wyniki odpowiednich ekspery-
mentów numerycznych przeprowadzonych z użyciem schematu (3.29.a)-(3.29.d).
Celem tego podrozdziału było potwierdzenie stabilności schematu (3.29.a)-
(3.29.d) i jego rz ↪edu zbieżności, tj. zgodności oszacowań teoretycznych za-
wartych w Twierdzeniach 7, 8 z rzeczywistymi obliczeniami numerycznymi.
Schemat (3.29.a)-(3.29.d) został zastosowany do wyznaczenia przybliżo-

nego rozwi ↪azania zagadnienia (3.1.a)-(3.1.b), z kwadratowym obszarem
Ω = (0, 10)× (0, 10), przy A(t; u, v) = ∑2i=1 (Diu,Div)L2(Ω) i znanym rozwi ↪a-
zaniu dokładnym

u((x1, x2), t) = x1 sin
(
π

5
x1

)
sin

(
π

5
x2

)
cos (5t). (4.3)

Zachowanie schematu (3.29.a)-(3.29.d) w przypadku innych funkcji wybranych
do testów było identyczne.
W tej serii doświadczeń, proponowny schemat badany był w przypadku

podziału obszaru Ω na podobszary z punktami krzyżowymi, które dalej nazy-
wać b ↪edziemy krat ↪a.
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W każdej serii eksperymentów, w celu uproszczenia implementacji przy-
j ↪eliśmy nast ↪epuj ↪ace założenia:

- wyjściowy kwadrat Ω dzielony był na kwadratowe podobszary wymiaru
H ×H tworz ↪ace krat ↪e;

- na każdym z podobszarów ΩRi i ΩBj wprowadzaliśmy tak ↪a sam ↪a re-
gularn ↪a triangulacj ↪e, składaj ↪ac ↪a si ↪e z identycznych trójk ↪atów równo-
ramiennych i prostok ↪atnych o ramienionach długości h i przeciwpros-
tok ↪atnej długości

√
2h, tak żeby H = lh, dla zadanej całkowitej liczby l;

Podobnie jak w Podrozdziale 4.1, przeprowadzone zostały nast ↪epuj ↪ace serie
eksperymentów:

1. przy ustalonym stosunku τ
h2
i ustalonym H ;

2. przy ustalonym stosunku τ
h2
i ustalonym stosunku H

h
;

3. przy ustalonym stosunku τ
h
i ustalonym H ;

4. przy ustalonym stosunku τ
h
i ustalonym stosunku H

h
;

Naszym zdaniem, cztery wyżej wymienione przypadki pozwoliły miarodajnie
ocenić zgodność wyników teoretycznych z numerycznymi. Pozwalaj ↪a one na
zbadanie stabilności oraz rz ↪edu zbieżności schematu (3.29.a)-(3.29.d). Daj ↪a
także możliwość zbadania rz ↪edu zbieżności naszego schematu w przypadku
zmienianego H - parametru grubej triangulacji T H .
W tej serii eksperymentów do oznaczania bł ↪edu schematu (3.29.a)-(3.29.d)

przyj ↪eliśmy

• E , w przypadku silnych norm, zobacz Twierdzenie 7, tzn.

E2 ≡ max
n=1,...,N−1

{∥∥∥∂t/2ξn
∥∥∥
2

L2
h
(Ωh
δ
)
+
∥∥∥∂t/2ξn−

1
2

∥∥∥
2

L2
h
(Ωh
δ
)

}
+

+ max
n=1,...,N−1

{
+ ‖∂tξn‖2L2

h
(Ω
h

R)
+
∥∥∥∂tξn−

1
2

∥∥∥
2

L2
h
(Ω
h

B)

}
+

+τ
N−1∑

n=1

{
|∂tξn|2H1(ΩR) +

∣∣∣∂tξn−
1
2

∣∣∣
2

H1(ΩB)

}
,

• F , w przypadku słabych norm, zobacz Twierdzenie 8, tzn.

F2 ≡ max
n=1,...,N

{
‖ξn‖2

L2
h
(Ω
h

R)
+
∥∥∥ξn−

1
2

∥∥∥
2

L2
h
(Ω
h

B)

}
+

+τ
N∑

n=1

{
|ξn|2H1(ΩR) +

∣∣∣ξn−
1
2

∣∣∣
2

H1(ΩB)

}
.
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W każdym pojedynczym eksperymencie mierzony był zarówno bł ↪ad E jak i F ,
a otrzymane wyniki, po przedstawieniu w osobnych tabelach i na odpowied-
nich wykresach, konfrontowane były z wynikami Twierdzeń 7 i 8.

4.2.1 Eksperymenty przy stałym stosunku τ

h2
i ustalonym H

W tym podrozdziale przebadane zostały stabilność i rz ↪ad zbieżności schematu
(3.29.a)-(3.29.d) dla różnych wartości h, przy stałej wartości stosunku τ

h2
i

ustalonej z góry dekomozycji Ω, tj. przy ustalonym H .
W tej serii eksperymentów numerycznych skoncentrowaliśmy si ↪e na naj-

bardziej istotnych własnościach naszego schematu z punktu widzenia prak-
tyki. Dla schematów stosowanych do dyskretyzacji zagadnień parabolicznych
ustalony stosunek τ

h2
zapewnia bowiem optymaln ↪a zbieżność - patrz np. [23].

Z praktycznego punktu widzenia zachowanie si ↪e schematu przy ustalnym H ,
czyli przy ustalonej liczbie podobszarów, jest także najbardziej istotn ↪a in-
formacj ↪a. Zazwyczaj dekompozycji zadania wyjściowego dokonujemy przed
rozpocz ↪eciem obliczeń, maj ↪ac na uwadze przede wszytkim zasoby sprz ↪etowe
- np. liczba dost ↪epnych procesorów komputera wieloprocesorowego lub liczba
dost ↪epnych jednostek w klastrze obliczeniowym.
W tej serii doświadczeń wyjściowy obszar Ω podzielony został na krat ↪e

na dziewi ↪eć jednakowych podobszarów: pi ↪eć podobszarów typu Red i cztery
podobszary typu Black. Każdy z podobszarów był kwadratem o boku H ,
gdzie H = 10

3
. Dekompozycja ta została przedstawiona na Rys. 18.

ΩR

ΩR

ΩR

ΩR

ΩR

ΩB ΩB

ΩB

ΩB

H

H

h

Rys. 18
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Przy ustalonym H zmniejszane było h - parametr g ↪estej triangulacji T h.
W kolejnych seriach doświadczenia h było równe

{
H
5
, H
10
, H
20
, H
40
, H
80
, H
160

}
.

Wraz ze zmniejszaj ↪acym si ↪e h zmniejszane było również τ z zachowaniem
stałej wartości stosunku τ

h2
. Stosunek ten równy był jednej z trzech wartości

{0.1 , 1, 10}. Przy innych wartościach stosunku τ
h2
, zachowanie schematu

(3.29.a)-(3.29.d) było analogiczne do opisywanego tutaj. Za T przyj ↪eliśmy(
2 · 2π

5

)
, czyli dwa okresy wybranej do testów funkcji (4.3).

Zwróćmy uwag ↪e, że przy opisanej wyżej dekompozycji, wybrana to testów
funkcja (4.3), ma na grubej siatce Γ pochodn ↪a istotnie różn ↪a od zera. Pochod-
na ta jest funkcj ↪a zmienn ↪a w czasie.
Eksperymenty przeprowadzone przy różnych wartościach stosunku τ

h2
po-

twierdziły stabilność schematu (3.29.a)-(3.29.d). Jest on stabilny także dla
τ
h2
� 10.
Wyniki tej serii doświadczeń, mierzone w silnych normach przedstawione

zostały w Tab. 9.

τ/h2 = 0.1 τ/h2 = 1 τ/h2 = 10

k h Ek Ek−1/Ek Ek Ek−1/Ek Ek Ek−1/Ek
1 H/5 5.9875e+0 - 5.1688e+1 - - -

2 H/10 1.3213e+0 4.5315 1.0151e+1 5.0919 3.5865e+1 -

3 H/20 2.4949e-1 5.2960 2.3054e+0 4.4031 2.8199e+1 1.2719

4 H/40 7.3839e-2 3.3788 7.2884e-1 3.1631 8.1813e+0 3.4468

5 H/80 2.5753e-2 2.8672 2.5655e-1 2.8409 2.6149e+0 3.1287

6 H/160 - - 9.0680e-2 2.8292 9.1638e-1 2.8535

Tab. 9

W kolejnych wierszach tabeli zawarte zostały wyniki eksperymentów przy
ustalonym h. Natomiast w kolejnych kolumnach powyższej tabeli zawarte
zostały wyniki eksperymentów oraz rz ↪ad zbieżności przy ustalonym stosunku
τ/h2.
Wyniki z Tab. 9 przedstawione zostały w postaci trzech krzywych za-

znaczonych lini ↪a ci ↪agł ↪a na Rys.19. Krzywe te opisane zostały wartościami
stosunku τ

h2
. Na osi odci ↪etych tego wykresu zaznaczone zostały wartości

H
h
,

gdzie h jest parametrem triangulacji T h. Na osi rz ↪ednych odłożone zostały
w skali logarytmicznej wartości bł ↪edu zbieżności schematu (3.29.a)-(3.29.d)
w silnych normach.
Przeanalizujmy teraz zgodność eksperymentów z Twierdzeniem 7, o zbież-

ności schematu (3.29.a)-(3.29.d) w silnych normach. Na mocy tego Twierdze-

nia bł ↪ad zbieżności metody w silnych normach jest rz ↪eduO
(√
τ 2 + h2 + τ2

hH

)
,
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co przy τ
h2
= const i H = const daje

O



√

τ 2 + h2 +
τ 2

hH



 = O



√

h4 + h2 +
h4

h



 = O (h) .
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Rys. 19

Na Rys. 19, lini ↪a przerywan ↪a zaznaczone zostały dopasowane do każdej
krzywej eksperymentalnej, krzywe wyrażaj ↪ace odpowiednie zależnościO

(
h
3
2

)
.

Jak widać, idealnie opisuj ↪a one zachowanie bł ↪edu schematu (3.29.a)-(3.29.d)
w silnych normach. Wyniki eksperymentów s ↪a zatem o pół rz ↪edu lepsze od
oszacowania, które podaje Twierdzenie 7.
Spróbujmy wyjaśnić takie zachowanie bł ↪edu schematu (3.29.a)-(3.29.d).

Zwróćmy uwag ↪e, że zarówno bł ↪ad E jak i F - patrz definicje str. 148, nie
zawieraj ↪a odpowiednich całek przestrzeni L

2(Ω), a jedynie ich kwadratury.
W tym przypadku, przy dostatecznie regularnym rozwi ↪azaniu zagadnienia
(3.1.a)-(3.1.b), bł ↪ad zbieżności MES pokrywa si ↪e z bł ↪edem zbieżności MRS.
Przy pomiarze bł ↪edu za pomoc ↪a kwadratur, opartych na punktach nodal-
nych Ωh i tak szczególnym zagadnieniu parabolicznym - prosta postać formy
dwuliniowej A(t; u, v) oraz przyj ↪etych założeniach o parametrze triangulacji
T h - h, możemy spodziewać sie tzw. superzbieżności, czyli w tym przypadku
zbieżności rz ↪edu O

(√
τ 2 + h4 + τ2

hH

)
. Dowód tego faktu dla kwadratowego

obszaru Ω jest uogólnieniem dowodu Twierdzenia 3 na dekompozycj ↪e w sza-
chownic ↪e.
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Przy τ
h2
= const i H = const daje to

O



√

τ 2 + h4 +
τ 2

hH



 = O



√

h4 + h4 +
h4

hH



 = O
(
h
3
2

)
,

czyli dokładnie pokrywa si ↪e z krzywymi dopasowanymi naRys. 19 do wyników
eksperymentalnych. Nie zmienia to oczywiście faktu, że ta cz ↪eść eksperymen-
tów potwierdza odpowiednie wyniki teoretyczne.

W tej samej serii doświadczeń, przy pomiarze bł ↪edu w silnych normach
- E , mierzony był także bł ↪ad naszego schematu w normach słabych - F .
Otrzymane wyniki zawarte zostały w Tab. 10.

τ/h2 = 0.1 τ/h2 = 1 τ/h2 = 10

k h Fk Fk−1/Fk Fk Fk−1/Fk Fk Fk−1/Fk
1 h0/5 9.5637e-1 - 8.3676e+0 - - -

2 h0/10 1.6159e-1 5.9185 1.6643e+0 5.0277 2.1675e+1 -

3 h0/20 2.3471e-2 6.8847 2.3829e-1 6.9843 3.9396e+0 5.5018

4 h0/40 3.1672e-3 7.4106 3.2072e-2 7.4298 6.4340e-1 6.1231

5 h0/80 4.1179e-4 7.6913 4.1675e-3 7.6957 8.5220e-2 7.5499

6 h0/160 - - 5.3146e-4 7.8417 1.0938e-2 7.7919

Tab. 10

W kolejnych wierszach tabeli zawarte zostały wyniki eksperymentów przy
ustalonym h, natomiast w kolejnych kolumnach powyższej tabeli zawarte
zostały wyniki eksperymentów oraz rz ↪ad zbieżności przy ustalonym stosunku
τ/h2.
Dane z Tab. 10 przedstawione zostały w postaci trzech krzywych, naryso-

wanych lini ↪a ci ↪agł ↪a na Rys. 20. Zostały one oznaczone wartościami stosunku
τ
h2
. Na osi odci ↪etych odłożono wartości

H
h
. Na osi rz ↪ednych, w skali loga-

rytmicznej, odłożono wartości bł ↪edu zbieżności schematu (3.29.a)-(3.29.d) w
słabych normach.
Przeanalizujmy zgodność wyników eksperymentalnych z Twierdzeniem 8

- o zbieżności schematu (3.29.a)-(3.29.d) w słabych normach.
Na mocy tego Twierdzenia bł ↪ad dyskretyzacji w słabych normach jest rz ↪edu

O
(√
τ 2 + h2 + τ4

hH
+ τ

2

H2

)
, co przy τ

h2
= const i H = const, daje

O


√

τ 2 + h2 +
τ 4

hH
+
τ 2

H2


 = O



√

h4 + h2 +
h8

h


 = O (h) .
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Rys. 20

Na Rys. 20, lini ↪a przerywan ↪a, zaznaczone zostały dopasowane do każdej
krzywej eksperymentalnej zależności O (h3). Jak widać, bardzo dobrze opisuje
one zachowanie bł ↪edu schematu (3.29.a)-(3.29.d) w słabych normach. Wyniki
eksperymentów s ↪a zatem znacz ↪aco lepsze od oszacowania, które zostało po-
dane w Twierdzeniu 8.
Takie właśnie wyniki eksperymentów można próbować wyjaśnić poprzez

rozbicie bł ↪edu analizowanego w Twierdzeniu 8, na dwie cz ↪eści : bł ↪ad w punk-
tach nodalnych grubej siatki Γh oraz bł ↪ad w pozostałych punktach Ω

h. Wkład

tego pierwszego do globalnego bł ↪edu to O
(√

τ4

hH

)
, co przy τ

h
= const i

H = const daje

O


√
τ 4

h2H


 = O



√
h8

h


 = O

(
h
7
2

)
.

Wszystko wskazuje na to, że przy stosunkowo dużych parametrach dyskre-
tyzacji τ, h, przeważa bł ↪ad w punktach grubej siatki. Najprawdopodobniej,
przy dalszym zag ↪eszczania siatki przestrzenno-czasowej szybkość zbieżności
wyhamowałaby. Nie jesteśmy jednak w stanie tego sprawdzić ze wzgl ↪edów
technicznych, ponieważ przy naszych zasobach sprz ↪etowych wykonanie ko-
niecznych obliczeń trwałoby za długo lub prawdopodobnie byłoby w ogóle
niewykonalne.

4.2.2 Eksperymenty przy stałym stosunku τ

h2
i zmiennym H

W tej serii eksperymentów numerycznych zbadana została zależność bł ↪edu
zbieżności schematu (3.29.a)-(3.29.d) od liczby podobszarów, na któr ↪a została
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dokonana dekompozycja wyjściowego obszaru Ω = (0, 10)×(0, 10). Zależność
ta jest bardzo istotna, a bł ↪ad idealnego do obliczeń równoległych schematów
tego typu, powinien możliwie słabo zależeć od liczby podobszarów, na które
podzielony został wyjściowy obszar Ω.
W tej serii doświadczeń wyjściowy obszar Ω dzielony był w zag ↪eszczj ↪ac ↪a

si ↪e równomiern ↪a krat ↪e, tj. w kwadraty o zmniejszaj ↪acym si ↪e boku H . Krata
ta stanowiła grub ↪a siatk ↪e dekompozycji Ω. Sytuacj ↪e t ↪a przedstawia Rys. 21.

. . .
Rys. 21

Przy ustalonym stosunku H
h
= 1
6
zmieniane było H - parametr triangu-

lacji T H . Zachowanie si ↪e schematu (3.29.a)-(3.29.d) przy innym stosunku
h
H

było analogiczne do tutaj opisanego. W kolejnych seriach doświadczenia H
było równe

{
10
2
, 10
4
, 10
6
, . . .

}
. Wraz ze zmniejszaj ↪acym si ↪e H proporcjonalnie

zmniejszany było h - parametr triangulacji T h i jednocześnie zmniejszane
było również τ z zachowaniem stałego stosunku τ

h2
. Stosunek ten, podobnie

jak w poprzednich seriach eksperymentów, równy był jednej z trzech wartości
{0.1, 1, 10}.
Za T , podobnie jak poprzednio, przyj ↪eliśmy

(
2 · 2π

5

)
, czyli dwa okresy wy-

branej do testów funkcji (4.3).
Przeprowadzone eksperymenty potwierdzaj ↪a stabilność schematu, a wyniki

otrzymane przy pomiarze bł ↪edu w silnych normach przedstawione zostały w
Tab. 11.
W kolejnych wierszach tej tabeli przedstawione zostały wyniki ekspery-

mentów przy ustalonymH . Kolejne kolumny tabeli zawieraj ↪a wyniki ekspery-
mentów przy ustalonym stosunku τ/h2.
Dane z Tab. 11 przedstawione zostały w postaci narysowanych lini ↪a ci ↪agł ↪a

krzywych na Rys.22, a odpowiednie krzywe opisane zostały wartości ↪a sto-
sunku τ

h2
. Na osi rz ↪ednych odłożone zostały w skali logarytmicznej wartości

bł ↪edu w silnych normach. Na osi odci ↪etych natomiast pierwiastek z liczby
podobszarów ΩRi i ΩBj , który jest proporcjonalny do wartości

1
h
. Ł ↪aczna

liczba podobszarów jest bowiem równa (K)2 i dlatego mamy

(
K ∼ 1

H

)
∧ (H ∼ h) =⇒

(√
K2 ∼ 1

h

)
. (4.4)
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τ/h2 = 0.1 τ/h2 = 1 τ/h2 = 10

k H Liczba Ek Ek Ek
podobszarów

1 L/2 4 2.7479e+0 2.3776e+1 -

2 L/4 16 3.4720e+0 2.8249e+1 -

3 L/6 36 1.4974e+0 1.2283e+1 7.2769e+1

4 L/8 64 8.1544e-1 7.6592e+0 7.4380e+1

5 L/10 100 5.6429e-1 5.7127e+0 7.5133e+1

6 L/12 144 4.7516e-1 4.6232e+0 6.5824e+1

7 L/14 196 3.8769e-1 3.9159e+0 5.4977e+1

8 L/16 256 3.3800e-1 3.4073e+0 4.8017e+1

9 L/18 324 3.0028e-1 3.0236e+0 4.1347e+1

10 L/20 400 2.7047e-1 2.7205e+0 3.6040e+1

11 L/30 900 1.8173e-1 1.8226e+0 2.1574e+1

12 L/40 1600 - 1.3740e+0 1.5298e+1

13 L/50 2500 - - 1.1876e+1

14 L/60 3600 - - 9.7214e+0

Tab. 11
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Rys. 22

Przeanalizujemy teraz zgodność eksperymentów numerycznych z Twierdze-
niem 7. Twierdzenie to mówi, że przy ustalonym stosunku τ

h2
oraz ustalonym

stosunku h
H
, rz ↪ad zbieżności wynosi

O


√

τ 2 + h2 +
τ 2

hH


 = O



√

h4 + h2 +
h4

h2


 = O (h) .
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Na Rys. 22, lini ↪a przerywan ↪a, dopasowane zostały do krzywych eksperymen-
talnych, odpowiednie zależności O(h). Jak widać, bardzo dobrze oddaja one
rzeczywiste zachowanie si ↪e bł ↪edu zbieżności schematu (3.29.a)-(3.29.d).

W tej samej serii doświadczeń, mierzony był również bł ↪ad zbieżności
schematu (3.29.a)-(3.29.d) w słabych normach. Wartości bł ↪edu mierzone w
tych normach zawiera Tab. 12.

τ/h2 = 0.1 τ/h2 = 1 τ/h2 = 10

k H Liczba Fk Fk Fk
podobszarów

1 L/2 4 1.0603e-1 6.1987e+0 -

2 L/4 16 4.9019e-1 5.0018e+0 -

3 L/6 36 1.8050e-1 1.9216e+0 2.3202e+1

4 L/8 64 8.9357e-2 9.8401e-1 1.5567e+1

5 L/10 100 5.3562e-2 6.0878e-1 1.3041e+1

6 L/12 144 3.6255e-2 4.1956e-1 1.1324e+1

7 L/14 196 2.6389e-2 3.0802e-1 9.0454e+0

8 L/16 256 2.0124e-2 2.3599e-1 7.2701e+0

9 L/18 324 1.5869e-2 1.8673e-1 5.9128e+0

10 L/20 400 1.2840e-2 1.5146e-1 4.8759e+0

11 L/30 900 5.6969e-3 6.7669e-2 2.2854e+0

12 L/40 1600 - 3.8181e-2 1.3091e+0

13 L/50 2500 - - 8.4578e-1

14 L/60 3600 - - 5.9048e-1

Tab. 12

W kolejnych wierszach tej tabeli przedstawione zostały wyniki ekspery-
mentów przy ostalonymH . Kolejne kolumny tabeli zawieraj ↪a wyniki ekspery-
mentów przy ustalonym stosunku τ/h2.
Dane z Tab. 12 przedstawione zostały w postaci krzywych narysowanych

lini ↪a ci ↪agł ↪a na Rys.23, a krzywe te podpisano wartościami stosunku
τ
h2
. Na osi

rz ↪ednych odłożone zostały w skali logarytmicznej wartości bł ↪edu w słabych
normach. Na osi odci ↪etych natomiast, pierwiastek z liczby podobszarów ΩRi
i ΩBj , który jest proporcjonalny do wartości

1
h
- patrz (4.4).

Zgodnie z Twierdzniem 8, bł ↪ad rozważanego schematu, przy stałym sto-
sunku τ

h2
i stałym stosunku h

H
, jest rz ↪edu

O


√

τ 2 + h2 +
τ 4

hH
+
τ 2

H2


 = O



√

h4 + h2 +
h8

h2
+
h4

h2


 = O (h) .
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Rys. 23

Na Rys. 23, lini ↪a przerywan ↪a, do każdej krzywej eksperymentalnej dopa-
sowano zależność O(h2) i jak widać idealnie zgadzaj ↪a si ↪e one z wynikami
eksperymentalnymi. Takiego zachowania błedu schematu (3.29.a)-(3.29.d)
nie jesteśmy w stanie do końca wytłumacyć. Zachowanie takie zostało przez
nas zaobserwowane także przy innych wartościch parametrów τ, h orazH , jak
również przy innych przyj ↪etych do testów funkcjach. Naszym zdaniem suge-
ruje ono, że Twierdznie 8 daje oszacowanie rz ↪edu zbieżności metody, które
nie jest ostre wzgl ↪edem zmiennej H .

4.2.3 Eksperymenty przy stałym stosunku τ
h
i ustalonym H

W tej serii eksperymentów zbadaliśmy stabilność i rz ↪ad zbieżności schematu
przy ustalonym stosunku τ

h
i ustalonym H . Seria ta jest analogiczna do

opisanej w Podrozdziale 4.2.1, z tym, że tutaj zakładać b ↪edziemy stałość
stosunku τ

h
, a nie τ

h2
.

Wyjściowy obszar Ω podzielony został w krat ↪e na dziewi ↪eć jednakowych
podobszarów: pi ↪eć typu Red i cztery typu Black. Każdy z podobszarów był
wymiaru H×H , gdzie H = 10

3
. Sytuacja ta została przedstawiona na Rys. 18

- str. 149.
Przy ustalonym H zmieniane było h - parametr lokalnej triangulacji

każdego z podobszarów ΩRi ,ΩBj . W kolejnych seriach doświadczenia h było

równe
{
H
5
, H
10
, H
20
, H
40
, H
80
, H
160

}
. Wraz ze zmniejszaj ↪acym si ↪e h zmniejszane było

również τ z zachowaniem stałego stosunku τ
h
i równego jednej z dwóch warości

0.1 i 1. Ze wzgl ↪edu na wymiar powstałego zadania, nasze zasoby sprzetowe nie
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pozwoliły na przeprowadzenie miarodajnych eksperymentów numerycznych
przy stosunku τ

h
> 1.

Za T przyj ↪eliśmy
(
2 · 2π

5

)
, czyli dwa okresy wybranej do testów funkcji

(4.3).
Eksperymenty, które przeprowadziliśmy w tej serii doświadczeń potwierdzaj ↪a
wyniki Twierdzeń 5 i 6 - o stabilności schematu (3.29.a)-(3.29.d).
W przypadku pomiaru bł ↪edu w silnych normach, otrzymane dane przed-

stawione zostały w Tab. 13.

τ/h = 0.1 τ/h = 1

k h Ek Ek−1/Ek Ek Ek−1/Ek
1 H/10 2.6642e+0 - 2.3997e+1 -

2 H/20 1.2942e+0 2.0586 1.2606e+1 1.9036

3 H/40 8.7717e-1 1.4754 9.3639e+0 1.3462

4 H/80 6.2139e-1 1.4116 6.5123e+0 1.4379

5 H/160 4.4136e-1 1.4079 4.5290e+0 1.4379

6 H/320 3.1293e-1 1.4104 3.1730e+0 1.4274

Tab. 13

W kolejnych wierszach tabeli zostały zawarte wyniki eksperymentów przy
ustalonej wartości parametru h. Kolejne kolumny tej tabeli zawieraj ↪a na-
tomiast wyniki eksperymentów oraz rz ↪ad zbieżności, przy ustalonym sto-
sunku τ

h
.
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Rys. 24

Dane z Tab. 13 przedstawione zostały w postaci krzywych narysowanych
lini ↪a ci ↪agł ↪a na Rys.24. Odpowiednie krzywe oznaczone zostały wartościami
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stosunku τ
h
. Na osi odci ↪etych odłożone zostały wartości

1
h
, a na osi rz ↪ednych,

w skali logarytmicznej, wartości bł ↪edu bł ↪edu zbieżności schematu (3.29.a)-
(3.29.d) w silnych normach.
Sprawdźmy zgodność eksperymentów z Twierdzeniem 7. Na mocy tego

Twierdzenia bł ↪ad zbieżności schematu (3.29.a)-(3.29.d) w silnych normach

jest rz ↪edu O
(√
τ 2 + h2 + τ2

hH

)
, co przy τ

h
= const i H = const daje

O



√

τ 2 + h2 +
τ 2

hH



 = O



√

h2 + h2 +
h2

h



 = O
(
h
1
2

)
.

Na Rys. 24 lini ↪a przerywan ↪a, zaznaczone zostały krzywe odpowiadaj ↪ece
zbieżności rz ↪eduO(h

1
2 ). Jak widać, idealnie odzwierciedlaj ↪a one wyniki ekspery-

mentów numerycznych, co potwierdza zgodność eksperymentów z Twierdze-
niem 7.
Wraz z pomiarem bł ↪edu oznaczonego przez nas przez E , mierzony był

także bł ↪ad w normach słabych. Wyniki tej cz ↪eści ekspetymentów przedsta-
wione zostały w Tab. 14.

τ/h = 0.1 τ/h = 1

k h Fk Fk−1/Fk Fk Fk−1/Fk
1 H/10 4.4066e-1 - 5.7417e+0 -

2 H/20 1.2933e-1 3.4073 1.5701e+0 3.6569

3 H/40 3.5005e-2 3.6946 8.4008e-1 1.8690

4 H/80 9.2857e-3 3.7698 4.2812e-1 1.9623

5 H/160 2.6196e-3 3.5447 2.1339e-1 2.0063

6 H/320 1.1397e-3 2.2985 1.0635e-1 2.0065

Tab. 14

W kolejnych wierszach tabeli zawarte zostały wyniki eksperymentów przy
ustalonym parametrze h triangulacji T h. Kolejne kolumny tabeli zawieraj ↪a
wyniki eksperymentów przy ustalonym stosunku τ

h
.

Dane z Tab. 14 przedstawione zostały w postaci krzywych narysowanych
lini ↪a ci ↪agł ↪a na Rys.25. Odpowiednie krzywe opisane zostały wartościami sto-
sunku τ

h
. Na osi odci ↪etych odłożone zostały wartości

1
h
, a na osi rz ↪ednych, w

skali logarytmicznej, wartości bł ↪edu w słabych normach.
Z przedstawionych danych eksperymentalnych wynika, że przy ustalonym

stosunku parametrów τ
h
i ustalonym H , bł ↪ad schematu (3.29.a)-(3.29.d) jest

rz ↪edu O(h). Niestety, nie udało si ↪e pokazać tej zależności teoretycznie - przy-
pomnijmy, że Twierdzenie 8, podaje oszacowanie rz ↪edu zbieżności schematu
przy ustalonym stosunku τ/h

3
2
+α, dla α  0.
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4.2.4 Eksperymenty przy stałym stosunku τ
h
i zmiennym H

Ta seria eksperymentów numerycznych jest analogiem do wcześniej przepro-
wadzonej i opisanej w Podrozdziale 4.2.2. Tym razem, przy zwi ↪ekszaj ↪acej
si ↪e liczbie podobszarów, na które został podzielony wyjściowy kwadrat Ω, z
zachowaniem stałego stosunku h

H
= 1
6
, utrzymywany był stały stosunek τ

h
, a

nie jak to miało miejsce w Podrozdziale 4.2.2, stały stosunek τ
h2
.

Przeprowadzone obliczenia s ↪a zgodne z Twierdzeniami 5 i 6 - twierdzeni-
ami o stabilności schematu (3.29.a)-(3.29.d).
Wyniki tej cz ↪eści eksperymentów, przy pomiarze bł ↪edu w silnych nor-

mach, przedstawione zostały w Tab. 15.
W nast ↪epuj ↪acych po sobie wierszach tabeli zawarte zostały wyniki ekspery-

mentów dla coraz mniejszych wartości parametru H . Kolejne kolumny tabeli
zawieraj ↪a wyniki odpowiednich eksperymentów przy ustalonej wartości sto-
sunku τ

h
.

Wyniki z Tab. 15, przedstawione zostały w postaci krzywych narysowa-
nych lini ↪a ci ↪agł ↪a na Rys. 26. Zostały one oznaczone wartościami stosunku
τ
h
. Na osi rz ↪ednych odłożone zostały, w skali logarytmicznej, wartości bł ↪edu
w silnych normach. Na osi odci ↪etych natomiast pierwiastek z liczby podob-
szarów ΩRi i ΩBj , który jest proporcjonalny do wartości

1
h
- patrz (4.4).
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τ/h = 0.1 τ/h = 1 τ/h = 10

k H Liczba Ek Ek Ek
podobszarów

1 L/2 4 3.3142e+0 2.6309e+1 -

2 L/4 16 7.1178e+0 6.1979e+1 -

3 L/6 36 4.4057e+0 5.0521e+1 -

4 L/8 64 3.6171e+0 4.6911e+1 -

5 L/10 100 3.3786e+0 4.5665e+1 -

6 L/12 144 3.3001e+0 4.5461e+1 -

7 L/14 196 3.2757e+0 4.5516e+1 6.1040e+1

8 L/16 256 3.2693e+0 4.5723e+1 3.8971e+1

9 L/18 324 3.2704e+0 4.5829e+1 5.7968e+1

10 L/20 400 3.2752e+0 4.5763e+1 7.5592e+1

11 L/30 900 3.3041e+0 4.5950e+1 8.0610e+1

12 L/40 1600 3.3245e+0 4.6043e+1 8.6350e+1

13 L/50 2500 3.3381e+0 4.6098e+1 9.5883e+1

14 L/60 3600 3.3478e+0 4.6134e+1 1.0036e+2

Tab. 15
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Rys. 26

Zgodnie z Twierdzeniem 7, rz ↪ad zbieżności schematu (3.29.a)-(3.29.d)
przy ustalonym τ

h
i ustalonym h

H
, wynosi

O


√

τ 2 + h2 +
τ 2

hH


 = O



√

h2 + h2 +
h2

hh


 = O (1) .

Jak widać, z przedstawionych wyżej danych, wynika zgodność Twierdze-
nia 7 z rzeczywistymi obliczeniami numerycznymi.
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W tej samej cz ↪eści eksperymentów mierzyliśmy bł ↪ad schematu (3.29.a)-
(3.29.d) w słabych normach. Wyniki tej cz ↪eści doświadczeń przedstawione
zostały w Tab. 16.

τ/h = 0.1 τ/h = 1 τ/h = 10

k H Liczba Fk Fk Fk
podobszarów

1 L/2 4 1.3540e-1 9.7188e+0 -

2 L/4 16 1.1823e+0 1.2779e+1 -

3 L/6 36 6.6059e-1 8.8343e+0 -

4 L/8 64 4.4382e-1 7.3855e+0 -

5 L/10 100 3.4310e-1 7.0598e+0 -

6 L/12 144 2.8772e-1 6.9986e+0 2.9426e+1

7 L/14 196 2.5126e-1 6.8933e+0 3.7886e+1

8 L/16 256 2.2490e-1 6.7732e+0 3.1930e+1

9 L/18 324 2.0479e-1 6.6452e+0 3.9987e+1

10 L/20 400 1.8893e-1 6.6136e+0 3.5413e+1

11 L/30 900 1.4282e-1 6.5116e+0 3.6168e+1

12 L/40 1600 1.2091e-1 6.4715e+0 3.7786e+1

13 L/50 2500 1.0838e-1 6.4509e+0 3.7474e+1

14 L/60 3600 1.0037e-1 6.4389e+0 3.9288e+1

Tab. 16

W kolejnych wierszach powyższej tabeli zawarte zostały wyniki ekspery-
mentów przy ustalonej wartości H , czyli przy ustalonej dekompozycji wyjś-
ciowego obszaru Ω. Kolumny tabeli zawieraj ↪a wyniki doświadczeń przy usta-
lonym stosunku τ

h
.

Dane z Tab. 16, przdstawione zostały w postaci krzywych narysowanych
lini ↪a ci ↪agł ↪a na Rys. 27. Na osi rz ↪ednych odłożone zostały, w skali logaryt-
micznej, wartości bł ↪edu w slabych normach. Na osi odci ↪etych natomiast pier-
wiastek z liczby podobszarów ΩRi i ΩBj , który jest proporcjonalny do wartości
1
h
- patrz (4.4).
Z przedstawionych danych wynika, że przy τ

h
= const oraz przy h

H
=

const, brak jest zbieżności. Wyniku tego nie możemy niestety skonfrontować z
Twierdzeniem 8, ponieważ rozważany tutaj przypadek, w którym założyliśmy
τ
h
= const, nie spełnia założeń tego Twierdzenia. Brak zbieżności schematu
(3.29.a)-(3.29.d) przy przyj ↪etych założeniach, jest wnioskiem z Twierdzenia 7,
zobacz Uwaga 14. Oszacowanie rz ↪edu zbieżności w silnych normach imp-
likuje bowiem rz ↪ad zbieżności w normach słabych. Przypomnijmy, że przy
τ
h
= const oraz przy h

H
= const, udowodniliśmy brak zbieżności w silnych

normach.
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4.3 Eksperymenty numeryczne na sieci komputerowej

W tej serii eksperymentów zbadane zostały potencjalne możliwości schema-
tów (2.14.a)-(2.14.d) i (3.29.a)-(3.29.d) w celu ich wykorzystania do obliczeń
równoległych.
Na sieci komputerowej zasymulowany został klaster obliczeniowy, na któ-

rym wykanane zostały odpowiednie serie eksperymentów numerycznych.
Głównym ich celem było zbadanie czasu obliczeń, jako funkcji liczby wyko-
rzystanych do tego celu procesorów. Jako miernik przydatności naszego al-
gorytmu do obliczeń równoległych przyj ↪eliśmy funkcj ↪e Speed Up (patrz np.
[11]), ponieważ naszym celem było porównanie schematów zaproponowanych
w tej pracy, (2.14.a)-(2.14.d) i (3.29.a)-(3.29.d), ze schematem zamkni ↪etym
Eulera, na którym te schematu bazuj ↪a.
Przypomnijmy definicj ↪e funkcji Speed Up

Speed Up(n) =
T1
Tn

(4.5)

gdzie w naszym przypadku dla danego zadania (przy ustalonych parametrach
dyskretyzaji τ oraz h)

• T1 - czas obliczeń dla schematu zamkni ↪etego Eulera odpowiadaj ↪acego
schematowi (2.14.a)-(2.14.d) lub (3.29.a)-(3.29.d);

• Tn - czas obliczeń jednego ze schematów (2.14.a)-(2.14.d) lub odpowied-
nio (3.29.a)-(3.29.d) przy wykorzystaniu n procesorów.
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Przy ustalonych globalnym parametrach τ ,h oraz ustalonym T , przepro-
wadzone zostały obliczenia przy wzrastaj ↪acej liczbie podobszarów (- czyli
zmniejszaj ↪acym si ↪eH), na które dokonywana była dekompozycja wyjściowego
obszaru Ω. Jednocześnie, wraz ze wzrostem ilości podobszarów zwi ↪ekszana
była liczba procesorów wykorzystanych w celu obliczeń.
Implementacja obu schematów, wykonana przez autora rozprawy, oparta

została o bibliotek ↪e MPI - Message-Passing Interface. Powstały program
wykonawczy testowany był w jednym z labolatoriów komputerowych Wy-
działu Matematyki Informatyki i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego.

4.3.1 Zadanie jednowymiarowe

W tym podrozdziale przedstawione zostały wyniki eksperymentów, które
miały na celu zbadanie możliwości schematu (2.14.a)-(2.14.d) w celu wyko-
rzystania go do obliczeń równoległych.
Idea równoległej implementacji została zaprezentowana w Rozdziale 2 i

graficznie przedstawiona na Rys. 2 oraz Rys. 3-4.
Eksperyment przebiegał w nast ↪epuj ↪acy sposób. Przy ustalonych parame-

trach τ = h = 10−5 oraz T
τ
= 20, wykonywane były serie eksperymentów nu-

merycznych przy zmnieniaj ↪acym si ↪e H , czyli przy dekompozycji wyjściowego
jednowymiarowego obszaru Ω = (0, 10), na coraz wi ↪eksz ↪a liczb ↪e naprzemian
położonych pododcinków typu Red i Black.
Wyniki tego eksperymentu przedstawia Tab. 17. W poszczególnych wier-

szach tabeli zawarte zostały wyniki eksperymentu dla ustalonej wartości H .
W wierszu pierwszym zawarte zostały wyniki odpowiedniego eksperymentu
przeprowadzonego z użyciem schematu zamkni ↪etego Eulera. Wzgl ↪edem tego
wyniku mierzona była wartość funkcji Speed Up.

Liczba Liczba Czas Speed Up

procesorów podobszarów w sekundach

n T (n) T (1)/T (n)

1 1 465.5 1.0000

3 6 201.2 2.3136

5 10 116.9 3.9820

7 14 82.4 5.6493

9 18 62.3 7.4719

11 22 42.3 11.005

13 26 30.3 15.363

Tab. 17

W pierwszej kolumnie Tab. 17 podana została liczba wykorzystanych pro-
cesorów, w drugiej liczba pododcinków, na które podzielony został obszar Ω.
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W kolumnie trzeciej podany został całkowity czas obliczeń w sekundach, a
w czwartej wartość funkcji Speed Up.
Wyniki eksperymentów zestawione w Tab. 17, ilustruje Rys.28. Na ry-

sunku tym przedstawiony jest Speed Up jako funkcja używanych procesorów.
Na osi odci ↪etych odłożona została liczba wykorzystanych procesorów, a na
osi rz ↪ednych wartość funkcji Speed Up.
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Rys. 28

Jak widać z przestawionych danych, schemat (2.14.a)-(2.14.d) badzo do-
brze nadaje si ↪e do obliczeń równoległych. Wraz ze zwi ↪ekszaniem liczby pra-
cuj ↪acych procesorów, osi ↪agany jest bardzo wysoki Speed Up, który okazuje si ↪e
być prawie liniow ↪a funkcj ↪a liczby wykorzystanych do obliczeń procesorów, ze
wspólczynnikiem kierunkowym bliskim jedności.
Zauważmy, że przy zwi ↪ekszaj ↪acej si ↪e liczbie wykorzystanych do obliczeń

procesorów Speed Up rośnie nieco szybciej niż funkcja liniowa. Jest to przede
wszystkim skutkiem lepszego wykorzystania pami ↪eci komputerów wraz ze
zmniejszaj ↪acym si ↪e rozmiarem lokalnych podzadań.
Należy zwrócić uwag ↪e, że badanie efektywności proponowanego schematu

w uj ↪eciu obliczeń równoległych, odbywało si ↪e na uczelnianej sieci kompute-
rowej, a nie na profesjonalnym klastrze obliczeniowym, przez co szybkość
komunikacji pomi ↪edzy poszczególnymi procesorami, znaczenie wpłyn ↪eła na
otrzymane wyniki. Na profesjolanym klastrze obliczeniowym Speed Up byłby
zapewne dużo wyższy.

4.3.2 Zadanie dwuwymiarowe

Celem tej serii eksperymentów, było zbadanie własności schematu (3.29.a)-
(3.29.d) w uj ↪eciu obliczeń równoległych, w przypadku dekompozycji kwadratu
Ω na tzw. pasy. Schematycznie podział taki został pokazany na Rys. 29.
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Z praktycznego punktu widzenia dekompozycja na pasy nie należy do naj-
lepszych. Jest jednak faktem, że implementacja schematu (3.29.a)-(3.29.d)
w przypadku takiej właśnie dekompozycji jest stosunkowo prosta. Było to
głównym powodem wybrania takiego właśnie wariantu podziału obszaru
dwuwymiarowego do przetestowania wydajności schematu (3.29.a)-(3.29.d),
pod k ↪atem przydatności do obliczeń równoległych.

ΩB ΩR ΩB ΩR ΩB

(0, 0)

(0, L)

(L, 0)

(L,L)

Rys. 29

Idea równoległej implementacji przy takiej dekompozycji Ω jest identyczna
jak w przypadku dekompozycji Ω ⊂ R. Naprzemian prowadzone s ↪a oblicze-
nia na podobszarach ΩRi i ΩBj , a co pół kroku czasowego τ , wymianie ulega
informacja na całym jednowymiarowym brzegu dwóch s ↪asiaduj ↪acych ze sob ↪a
prostok ↪atnych podobszarów ΩRi i ΩBj .
Eksperyment przebiegał w nast ↪epuj ↪acy sposób. Przy ustalonych parame-

trach τ = h = 10
1500
oraz T

τ
= 15, wykonywane były serie eksperymentów

numerycznmych przy zmnieniaj ↪acym si ↪e H , czyli przy dekompozycji wyj-
ściowego obszaru Ω na coraz wi ↪eksz ↪a liczb ↪e pasków. Zwróćmy uwag ↪e, że w
tym przypadku H oznacza mniejszy wymiar pojedynczego paska tworz ↪acego
dekompozycj ↪e kwadratu Ω.
Wyniki tego eksperymentu przedstawione zostały w Tab.18. W poszczegól-

nych wierszach tabeli zawarte zostały wyniki eksperymentu dla ustalonej
wartości H . W wierszu pierwszym zawarte zostały wyniki odpowiedniego
eksperymentu przeprowadzonego z użyciem schematu zamkni ↪etego Eulera.
Wzgl ↪edem tego wyniku mierzona była funkcja Speed Up.
W pierwszej kolumnie poniższej tabeli podana została liczba wykorzys-

tanych procesorów, w drugiej liczba pasków, na które podzielony został ob-
szar Ω. W kolumnie trzeciej podany został całkowity czas obliczeń w sekun-
dach, a w czwartej wartość funkcji Speed Up.
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Liczba Liczba Czas Speed Up

procesorów pasków w sekundach

n T (n) T (1)/T (n)

1 1 615.1 1.0000

3 6 337.6 1.8220

5 10 153.9 3.9968

7 14 93.3 6.5927

9 18 63.1 9.7480

11 22 46.8 13.143

13 26 37.7 16.316

Tab. 18

Wyniki zawarte w Tab. 18 przedstawione zostały na Rys. 30. Na osi pionowej
odlożone zostały wartości funkcji Speed Up. Na osi poziomej odłożona została
liczba wykorzystanych procesorów.
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Rys. 30

Jak widać schemat (3.29.a)-(3.29.d) już w przypadu dekompozycji na
pasy, badzo dobrze nadaje si ↪e do obliczeń równoległych. Wraz ze zwi ↪ekszaniem
ilości pracuj ↪acych procesorów, osi ↪agany jest bardzo wysoki Speed Up, który
okazuje si ↪e być prawie liniow ↪a funkcj ↪a liczby wykorzystanych do obliczeń
procesorów.
Zauważmy, że przy przy zwi ↪ekszaj ↪acej si ↪e ilości pracuj ↪acych procesorów

Speed Up rośnie nieco szybciej niż funkcja liniowa. Jest to przede wszystkim
skutkiem lepszego wykorzystania pami ↪eci komputerów wraz ze zmniejszaj ↪a-
cym si ↪e wymiarem lokalnych podzadań. Warto tu dodać, że wymiar wektora

167



danych w przypadku n = 1 - pierwszy wiersz Tab. 18, to 2.25 miliona, nato-
miast dla n = 13 - ostatni wiersz tej tabeli, wymiar wektora danych to około
86500.
Podobnie jak w Podrozdziale 4.3.1, należy tu zwrócić uwag ↪e, że badanie

efektywności proponowanego schematu w uj ↪eciu obliczeń równoległych, odby-
wało si ↪e na uczelnianej sieci komputerowej, a nie na profesjonalnym klastrze
obliczeniowym, przez co szybkość komunikacji pomi ↪edzy poszczególnymi pro-
cesorami, znaczenie wpłyn ↪eła na otrzymane wyniki. Na profesjolanym klas-
trze obliczeniowym Speed Up byłby zapewne dużo wyższy.
Również dużo wyższy Speed Up byłby zapewne osi ↪agni ↪ety dla wariantu

dekompozycji Ω ⊂ R2 w tzw. krat ↪e. Przy ustalonej średnicy pojedynczego
podobszaru, a wi ↪ec z zachowaniem odpowiedniego rz ↪edu bł ↪edu zbieżności
schematu, wymiar problemów lokalnych przy dekompozycji na krat ↪e jest
bowiem znacznie mniejszy od rozmiaru problemów lokalnych przy podziale Ω
na pasy. Celem tej pracy było jednak zbadanie zbieżności schematu (3.29.a)-
(3.29.d), a implementacja równoległa miała dostarczyć jedynie dodatkowych
informacji o potencjalnych możliwościach tego schematu.
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5 Podsumowanie

W pracy przedstawiony został nowy schemat do dyskretyzacji bardzo ogól-
nych zagadnień parabolicznych daj ↪acy możliwość bardzo efektywnej realizacji
równoległej. Zawarta w niej została analiza teoretyczna - analiza stabilności i
zbieżności, jak i również wyniki odpowiednich eksperymentów numerycznych
potwierdzaj ↪acych wyniki teoretyczne. Przedstawione również zostały rezul-
taty eksperymentów numerycznych przeprowadzonych na sieci komputerowej,
pokazuj ↪ace potencjalne możliwości wykorzystania proponowanej metody dys-
kretyzacji do obliczeń równoległych.
Zawarta w pracy analiza stabilności schematów (2.14.a)-(2.14.d) i (3.29.a)-

(3.29.d) - odpowiednio Twierdzenia 1, 2, 5, 6, jest kompletna. Udowodniliśmy
w niej, że wymienione wyżej schematy s ↪a bezwarunkowo stabilne zarówno w
silnych jak i słabych normach.
Zawarta w pracy analiza zbieżności schematów - Twierdzenia 3, 4, 7, 8,

podaje min. że przy optymalnym doborze parametrów dyskretyzacji τ oraz
h, tzn. przy zachowaniu stałego, ale dowolnego stosunku kroków τ

h2
(-zobacz

[24]) oraz przy ustalonej z góry dekompozycji na ustalon ↪a, ale dowoln ↪a liczb ↪e
podobszarów, proponowany tutaj sposób dyskretyzacji daje rozwi ↪azanie przy-
bliżone, którego rz ↪ad zbieżności jest taki sam, jak dla rozwi ↪azania odpowia-
daj ↪acego mu schematu zamkni ↪etego Eulera. Fakt ten został zawarty i udowod-
niony w Twierdzeniach 4 i 8, odpowiednio dla schematów (2.14.a)-(2.14.d) i
(3.29.a)-(3.29.d) i został potwierdzony eksperymentami numerycznymi.
Przedstawione w końcowej cz ↪eści pracy wyniki eksperymentów numerycz-

nych przeprowadzonych na sieci komputerowej, po wielkości funkcji Speed Up,
pokazuj ↪a przydatność rozważanej tu dyskretyzacji do obliczeń równoległych.
Dokonajmy zatem podsumowuj ↪acego porównania dyskretyzacji propono-

wanej w tej pracy ze schematem, na którym ta dyskretyzacja bazuje, czyli ze
schematem zamkni ↪etym Eulera. Schematy (2.14.a)-(2.14.d) i (3.29.a)-(3.29.d)
s ↪a bezwarunkowo stabilne i przy optymalnie dobranych parametrach zadania,
tak samo szybko zbieżne jak schemat zamkni ↪ety Eulera. Przy ustalonym sto-
sunku parametrów τ

h2
i ustalonym H schematy rozważane w tej rozprawie

maj ↪a dokładnie te same rz ↪edy zbieżności co odpowiadaj ↪ace im schematy
zamkni ↪ete Eulera. Dodatkowo daj ↪a one jednak możliwość bardzo efektywnej
realizacji równoległej. Wyniki te zostały potwierdzone teoretycznie jak i nu-
merycznie. Według naszej wiedzy (- patrz Bibliografia i literatura cytowana
w poszczególnych pozycjach), jest to jedna z najprostszych, ale jednocześnie
jedna z bardziej efektywnych, spośród metod równoległej dyskretyzacji dla
bardzo szerokiej klasy zagadnień parabolicznych. Schematy tutaj prezen-
towane poprawiaj ↪a także o pół rz ↪ad zbieżności wzgl ↪edem schematów roz-
ważanych w pracach [2] i [3].
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Naszym zdaniem dyskretyzacja rozważana tutaj powinna być przedmio-
tem dalszych badań. Podczas gdy udowodnione w tej pracy twierdzenia o
rz ↪edzie zbieżności w silnych normach wydaj ↪a si ↪e być ostre - potwierdzaj ↪a
to wyniki licznych eksperymentów numerycznych, to twierdzenia o rz ↪edzie
zbieżności w normach słabych dokładnie nie pokrywaj ↪a si ↪e z eksperymen-
tami. Daj ↪a one, naszym zdaniem, za grube oszacowanie, zwłaszcza, jeżeli
chodzi o zachowanie si ↪e bł ↪edu zbieżności schematu w przypadku wzrastaj ↪acej
liczby podobszarów, na które dzielony jest wyjściowy obszar Ω. Brak jest
także wyników teoretycznych opisuj ↪acych zachowanie si ↪e schematów (2.14.a)-
(2.14.d) i (3.29.a)-(3.29.d) w słabych normach, w przypadku ustalonego sto-
sunku kroków siatki przestrzenno-czasowej τ

h
. Jak pokazuj ↪a odpowiednie e-

ksperymenty, jest to prawdopodobnie zbieżność odpowiednio rz ↪edu

O
(
τ + h2 + τ

3
2

Hh
1
2

)
dla MRS i zbieżność rz ↪edu O

(
τ + h + τ

3
2

Hh
1
2

)
dla kom-

binacji MES i MRS. Tematem dalszych badań powinno wi ↪ec być zbadanie
zbieżności schematu (3.29.a)-(3.29.d) w słabych normach przy τ = Ch

3
2
+α

dla α ∈ [−1
2
, 0).

Przedmiotem dalszych badań może być także uogólnienie sposobu dekom-
pozycji wyjściowego obszaru Ω, który b ↪edzie oparty o ogólniej zdefiniowan ↪a
grub ↪a siatk ↪e.
Tematem dalszych eksperymentów numerycznych powinna być imple-

mentacja schematu (3.29.a)-(3.29.d) przy dekompozycji Ω w krat ↪e. Celem
tego powinno być zbadanie możliwości, jakie daje ten schemat w uj ↪eciu
obliczeń równoległych, czyli przede wszystkim pomiar funkcji Speed Up, przy
realizacja (3.29.a)-(3.29.d) na profesjonalnym klastrze obliczeniowym.
Warto także zbadać zachowanie si ↪e schematu w przypadku, kiedy Ω ⊂ Rn

dla n > 2 oraz rozważyć wykorzystanie podejścia proponowanego w tej pracy
do dyskretyzacji zagadnień pocz ↪atkowo brzegowych dla równań hiperbolicz-
nych.
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A Lematy dodatkowe

W zał ↪aczniku tym przedstawione zostały pomocnicze lematy i twierdzenia
wykorzystane do poszczególnych dowodów zawartych w tej pracy.
Lemat 7 w innym sformułowaniu, odnaleźć można min. w [18]. Ze wzgl ↪edu

na fakt, że w rozprawie używaliśmy go w poniższym sformułowaniu podajemy
go wraz z dowodem.

Lemat 7 (Lemat Gronwalla). Załóżmy, że δ1 > 0, δ2 > 0 oraz dla γi  0
dla i = 0, 1, . . . , n zachodzi

γn ¬ δ1 + δ2
n−1∑

i=0

γi.

Wtedy dla n  1 mamy

γn ¬ (δ1 + δ2γ0)(1 + δ2)n−1.

Dowód. Niech

wn = ln

(
δ1 + δ2

n−1∑

i=0

γi

)
,

wtedy na podstawie przyj ↪etego założenia o γn, mamy

wn − wn−1 = ln
(
1 + δ2

γn−1
δ1 + δ2

∑n−2
i=0 γi

)
¬ ln (1 + δ2).

Analogicznie pokazujemy, że

wn−1 − wn−2 ¬ ln (1 + δ2),
wn−2 − wn−3 ¬ ln (1 + δ2),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

w2 − w1 ¬ ln (1 + δ2).

Doadaj ↪ac stronami powyższe nierówności otrzymujemy

wn ¬ w1 + (n− 1) ln (1 + δ2),

co korzystaj ↪ac z definicji wn, przepisujemy do postaci

ln

(
δ1 + δ2

n−1∑

i=0

γi

)
¬ ln (δ1 + δ2γ0) + ln (1 + δ2)n−1.

Ponieważ γn = ln
(
δ1 + δ2

∑n−1
i=0 γi

)
.
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Lemat 8 ([3]). Niech u ∈ H2(Ω) ∩ H10 (Ω) oraz v b ↪edzie dowoln ↪a funkcj ↪a
siatkow ↪a określon ↪a w punktach Ω

h. Dla dowolnego ε > 0, istnieje stała do-
datniaM niezależna od h, taka że

∣∣∣∣
(
u, v

)

L2(Ω)
−
(
u, v

)

L2
h
(Ωh)

∣∣∣∣ ¬
M
ε
h2‖u‖2H2(Ω) + ε‖v‖2L2

h
(Ωh).

gdzie (·, ·)L2
h
(Ωh) został zdefiniowany w (3.6).

Lemat 9 ([9]). Dla dowolnej funkcji siatkowej v, określonej w punktach

x ∈ Ωh oraz dowolnego ε > 0 mamy
(
max
x∈Ωh
|v(x)|

)2
¬ ε‖∂xv‖2L2

h
(Ωh) +

(
1

ε
+
1

L

)
‖v‖2L2

h
(Ωh),

gdzie Ω =
(
0, L

)
.

Lemat 10 ([4]). Dla dowolnej funkcji v ∈ V h(Ω) oraz dowolnego ε > 0
mamy

‖v‖2L2(Γ) ¬ ε|v|2H1(Ω) +
(
1

ε
+
1

H

)
‖v‖2L2(Ω),

gdzie Ω ⊂ R2 wielok ↪at o średnicy H, Γ = ∂Ω.
Lemat 11. Niech (·, ·)X iloczyn skalarny indukuj ↪acy norm ↪e ‖·‖X przestrzeni
unitarnej X. Dla dowolnych u, v ∈ X i dla dowolnego ε > 0 zachodzi

(u, v)X ¬ ε‖u‖2X +
1

ε
‖v‖2X .

Dowód. Jest to wniosek z kolejno zastosowanych nierówności Schwarza i ε-
nierówności.

Lemat 12 ([13]). Dla każdego v ∈ V h(Ω), istniej ↪a stałe dodatnie c1, c2 =
O(1), takie że

c1‖v‖L2(Ω) ¬ ‖v‖L2
h
(Ωh) ¬ c2‖v‖L2(Ω).

Dowód. Jest to wniosek wynikaj ↪acy z rozpisania funkcji v ∈ V h(Ω) w bazie
i Lematu 11.

Lemat 13. Niech V 0, . . . , V N b ↪edzie ustalonym ci ↪agiem funkcji z przestrzeni
V h(Ω) oraz niech Nτ = T i ∂tV

n−1 = V n−V n−1
τ

dla n = 1, . . . , N . Wtedy
zachodzi nast ↪epuj ↪ace oszacowanie

‖V N‖2L2(Ω) ¬ C(T )
{
‖V 0‖2L2(Ω) + τ

N−1∑

n=0

‖∂tV n−1‖2L2(Ω)
}
¬

¬ C(T )
{
‖V 0‖2L2(Ω) + max

n=0,...,N−1
‖∂tV n−1‖2L2(Ω)

}
.

gdzie H jest średnic ↪a Ω.
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Dowód. Zauważmy, że

‖V N‖2L2(Ω) =
∥∥∥∥∥V
0 + τ

N−1∑

n=0

∂tV
n

∥∥∥∥∥

2

L2(Ω)

¬ 2



‖V
0‖2L2(Ω) + τ2

∥∥∥∥∥

N−1∑

n=0

∂tV
n

∥∥∥∥∥

2

L2(Ω)




 ¬

¬ C(T )
{
‖V 0‖2L2(Ω) + τ

N−1∑

n=0

‖∂tV n‖2L2(Ω)
}
.

(A.1)

Powyżej skorzystaliśmy z nierówności Buniakowskiego-Cauchy’ego. Na mocy
tej nierówności mamy bowiem

∥∥∥∥∥

N−1∑

n=0

∂tV
n

∥∥∥∥∥

2

L2(Ω)

=




∥∥∥∥∥

N−1∑

n=0

∂tV
n

∥∥∥∥∥
L2(Ω)




2

¬
(
N−1∑

n=0

‖∂tV n‖L2(Ω)
)2
=

=

(
N−1∑

n=0

1 · ‖∂tV n‖L2(Ω)
)2
¬
(
N−1∑

n=0

12
)(
N−1∑

n=1

‖∂tV n‖2L2(Ω)
)
¬

¬ N
N−1∑

n=0

‖∂tV n‖2L2(Ω) ¬
T

τ

N−1∑

n=0

‖∂tV n‖2L2(Ω).

Drug ↪a nierówność tezy Lematu otrzymujemy na mocy faktu

1

N

N−1∑

n=0

‖∂tV n‖2L2(Ω) ¬
1

N

N−1∑

n=0

(
max

n=0,...,N−1
‖∂tV n‖2L2(Ω)

)
¬

¬ 1
N
N max
n=0,...,N−1

‖∂tV n‖2L2(Ω). (A.2)

Korzystaj ↪ac w (A.1) z nierówności (A.2) na mocy faktu Nτ = T .

Twierdzenie 9 ([12]). Niech funkcja u ∈ H2(Ω) ∩H10 (Ω), a funkcja W ∈
V h(Ω) b ↪edzie jej liniow ↪a interpolacj ↪a w punktach nodalnych trinangulacji T h.
Przy tych założeniach zachodz ↪a nast ↪epuj ↪ece oszacowania

‖u−W‖L2(Ω) ¬ C1h2|u|H2(Ω),

oraz

|u−W |H1(Ω) ¬ C2h|u|H2(Ω),

gdzie stałe C1, C2 s ↪a niezależn ↪a od funkcji u.
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Lemat 14 ([12]). Niech funkcja u ∈ H2(Ω)∩H10 (Ω), a funkcja W ∈ V h(Ω)
b ↪edzie jej liniow ↪a interpolacj ↪a w punktach nodalnych trinangulacji T h. Niech
funkcja U ∈ V h(Ω) taka, że

(U, ϕ)L2(Ω) = (u, ϕ)L2(Ω) .

Wtedy zachodz ↪a oszacowania

‖U −W‖L2(Ω) ¬ C1h2|u|H2(Ω),
|U −W |H1(Ω) ¬ C2h|u|H2(Ω)

gdzie C1, C2 s ↪a stałymi niezależnymi od parametru triangulacji h.

Lemat 15 ([4]). Niech Ω b ↪edzie wielok ↪atem o średnicy O(H), ∂Ω jego
brzegiem, a Ωδ ⊂ Ω paskiem szerokości δ wzdluż brzegu ∂Ω. Dla u ∈ H1(Ω)
zachodzi nast ↪epuj ↪ace oszacowanie

‖u‖2L2(Ωδ) ¬ Cδ
2
{(
1 +
H

δ

)
|u|2H1(Ω) +

1

Hδ
‖u‖2L2(Ω)

}
,

gdzie C jest stał ↪a dodatni ↪a niezależn ↪a od h oraz H.
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