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Streszczenie

W pracy przedstawiono metode przyblizonego rozwiazywania zagadnien
poczatkowo-brzegowych typu parabolicznego, rzedu drugiego, umozliwiajaca
realizacje rownolegta. Skonstruowano i przeanalizowano dwie dyskretyzacje
rozwazanego zagadnienia oparte na metodzie dekompozycji obszaru.

Dla jednowymiarowego obszaru okreslonosci zmiennej przestrzennej rozwazo-
no dyskretyzacje bazujaca na metodzie roznic skoniczonych wzgledem zmien-
nych przestrzennej i czasowej. W przypadku wielokatnego obszaru okres-
lonosci zmiennej przestrzennej, zaproponowano dyskretyzacje bazujaca na
metodzie elementu skonczonego wzgledem zmiennej przestrzennej i metodzie
roznic skonczonych wzgledem zmiennej czasowej. Dla zaproponowanych sche-
matow udowodniono twierdzenia o bezwarunkowej stabilnosci i o rzedzie
zbieznosci w dwoch normach: silnej i stabej. Przeprowadzono odpowiednie
eksperymenty numeryczne potwierdzajace wyniki teoretyczne. Ponadto, w
celu sprawdzenia przydatnosci zaproponowanych schematéw do obliczen réw-
nolegtych, wykonano testy na sieci komputerowej. Eksperymenty te pokazaty
optymalnos¢ rozwazanych algorytméw ze wzgledu na obliczenia réwnolegte.
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1 Wstep

Wiele zadan praktycznych wspolczesnej nauki i techniki wymaga wyzna-
czenia rozwiazania opisujacego go zagadnienia rézniczkowego, a poniewaz
analityczne rozwiazywanie zagadnien rozniczkowych jest w wiekszosci przy-
padkow niemozliwe, dlatego poszukujemy okre$lonego przyblizenia intere-
sujacego nas rozwiazania doktadnego. Przyblizone rozwiazywanie réwnan
rozniczkowych czastkowych stanowi jedno z najwazniejszych wyzwan stawia-
nych przed wspotczesnymi komputerami i specjalistami z dziedziny szeroko
rozumianej analizy numeryczne;.

Dyskretyzacja réwnan rozniczkowych metoda réznic skoriczonych (MRS)
i metodg elementu skonczonego (MES), najczesciej stosowanymi w praktyce
obliczeniowej (patrz np. [13], [16], [18], [20], [23], [24]), prowadzi do rzad-
kich, ale bardzo wielkich uktadéw réwnan algebraicznych (czesto rzedu mi-
lionéw niewiadomych), ktore sa bardzo zle uwarunkowane. Numeryczne roz-
wiazywanie uktadéw réwnan algebraicznych powstatych w wyniku dyskrety-
zacji, ktorych uwarunkowanie jest wielomianowa funkcja wymiaru przestrzeni
niewiadomych, jest zadaniem bardzo trudnym, a przy duzej liczbie niewia-
domych wrecz niewykonalnym dla komputera wyposazonego w pojedynczy
procesor. Wspotczesnie do tego typu zadan stosuje sie tzw. superkomputery
(-komputery o wielu procesorach) i klastry obliczeniowe, jednak aby efektyw-
nie wykorzysta¢ moc obliczeniowa, sprzetu, nalezy zaprojektowaé odpowiedni
algorytm réwnolegly, zobacz np. [15].

Jedna z metod umozliwiajacych projektowanie algorytmoéow réwnolegtych
jest metoda dekompozycji obszaru (MDO) (patrz monografie np. [11], [21],
[25]). Jest ona odpowiednikiem podejscia dziel i rzadZ (patrz np. [14]), na
gruncie teorii przyblizonego rozwiazywania réwnan rézniczkowych czastko-
wych. MDO jest nowoczesna metoda rozwiazywania zagadnien rézniczko-
wych, pozwalajaca w petni wykorzysta¢ mozliwosci wspotezesnych superkom-
puterow i klastrow obliczeniowych.

W MDO wyrdézni¢ mozemy dwa podejscia. Pierwsze z nich daje mozliwos¢
projektowania réwnolegltych algorytmow rozwiazywania wielkich uktadow
rownan algebraicznych powstatych np. w wyniku standardowej dyskretyza-
¢ji réwnan rozniczkowych czastkowych z wykorzystaniem MRS, MES lub
ich kombinacji - zobacz np. [1]. W podejsciu drugim natomiast MDO daje
mozliwos¢ projektowania rownolegtej dyskretyzacji. W tym przypadku wyjs-
ciowe zagadnienie rozniczkowe jest przeformutowywane, z zagadnienia po-
stawionego na obszarze () na szereg podzadan okreslonych na roztacznych
podobszarach €);, stanowiacych rozktad €. Dopiero te podzadania sa dyskre-
tyzowane np. MRS, MES lub kombinacja tych metod - patrz np. [2], tak
aby miala miejsce aproksymacja zagadnienia wyjsciowego podzadaniami o-



kreslonymi na obszarach §2; i sformulowane zadanie dyskretne miato dobre
wtlasnosci numeryczne.

Stosowanie obu wyzej wymienionych podejs¢ MDO daje mozliwo$¢ za-
projektowania takiego algorytmu réwnolegtego, za pomoca ktorego rozwiaza-
nia przyblizonego dla danego zagadnienia rézniczkowego, poszukujemy jako
sumy stabo ze soba powiazanych lub prawie zupelnie niezaleznych podzadan
lokalnych i rozwiazania zadania globalnego o malym wymiarze. Dekompozy-
cja oryginalnego zadania gwarantuje zmiejszenie wymiaru lokalnych podzadan
i umozliwia stosunkowo nieskomplikowana réwnolegta implementacje procesu
obliczeniowego.

Rozwiazanie przyblizone dla danego zadania wyjsciowego otrzymywane
jest najczesciej iteracyjnie. W sposobie tym zadania lokalne rozwiazywane
sa wielokrotnie do uzyskania okreslonych warunkéw zgodnos$ci w punktach
nodalnych tzw. grubej siatki, siatki wyznaczonej przez dekompozycje wyjs-
ciowego obszaru {2 na odpowiednie podobszary €2;. W tym podejsciu, miedzy
kolejnymi iteracjami, w punktach nodalnych grubej siatki, wymieniana jest
informacja pomiedzy rozwiazaniami okreslonymi na sasiadujacych ze soba
podobszarach, a w celu zapewnienia optymalnosci metody czesto wymagane
jest rozwiazanie pewnego globalnego zadania matego wymiaru, okreslonego
w punktach nodalnych grubej siatki. Przyktadem moze by¢ tutaj cata klasa
metod Schwarza - patrz np. [11]. Istnieja jednak metody, ktére pozwalaja
wyznaczy¢ globalne rozwiazanie przyblizone po jednokrotnym rozwiazaniu
problemoéw lokalnych, bez koniecznosci rozwiazywania odpowiedniego zada-
nia globalnego okreslonego na grubej siatce. Metody takie nazywaé¢ bedziemy
dalej bezposrednimi. Przyktadem takiej metody moze by¢ ta przedstawiona
w [2].

Literatura dotyczaca MDO dla réwnan rézniczkowych czastkowych typu
parabolicznego nie jest tak bogata, jak odpowiednia dla zagadnien rézniczko-
wych typu eliptycznego (patrz monografie [11], [21], [25] i literature tam cy-
towana, a takze artykuty z Conferences on Domain Decomposition Method :
1-17, patrz [26]), mozna w niej jednak wyréznié trzy gltéwne grupy tem-
atyczne. Pierwsza z nich, z ktorej idee zaczerpneliSmy w tej pracy, prezen-
towana jest w [2], [3]. Autorzy tych prac konstruuja dyskretyzacje z wykorzys-
taniem MDO dekomponujac wyjsciowy obszar okreslono$ci zmennej prze-
strzennej. Druga grupa, reprezentowana w [5], polega na konstrukeji dyskre-
tyzacji bazujacej na dekompozycji obszaru okreslonosci zmiennej czasowe;j.
Trzecia natomiast polega na przenoszeniu algorytméw MDO otrzymanych
dla rownan eliptycznych na grunt réwnan typu parabolicznego na ustalonych
warstwach czasowych - zobacz np. [1]. Miarodajny przeglad najnowszych
metod dekompozycji tego typu zagadnien przedstawiony zostal w pracy [8].



Celem naszym byto skonstruowanie uniwersalnej metody dyskretyzaciji,
ktora pozwoli w sposob réwnolegty poszukiwaé aproksymacji rozwiazan za-
gadnien parabolicznych.

W pracy tej rozwazana jest specjalna metoda przyblizonego rozwiazywa-
nia zagadnien parabolicznych skonstruowana w oparciu to podejécie MDO,
w ktorym dyskretyzacja powstaje w wyniku przeformutowania wyjsciowego
zagadnienia rozniczkowego. Zaproponowany schemat bazuje na schemacie
zamknietym Eulera (patrz np. [16]). Konstrukcja rozwazanej dyskretyzacji
jest stosunkowo nieskomplikowana, zapewnia jednak odpowiednia aproksy-
macje zagadnienia wyjsciowego oraz umozliwia poszukiwanie rozwiazania w
sposob rownolegty.

Punktem wyjscia do metody tutaj przedstawionej jest metoda propono-
wana w pracy [2] i rozwijana dalej w [3]. Prezentowana metoda moze by¢ trak-
towana, jako analog i zarazem uogdlnienie do znanej metody ADI, stuzacej
do réznicowej dyskretyzacji (wzgledem zmiennej czasowej i przestrzennej)
zagadnienn parabolicznych - zobacz np. [16], [23]. Podobnie jak w metodzie
ADI, na kazdej warstwie czasowej, rozwiazanie globalne rozwazanego przez
nas schematu, otrzymywane jest z rozwiazan lokalnych w jednej iteracji, jest
to wiec metoda bezposrednia. Proponowana przez nas metoda dekompozycji
jest takze metoda bezposredniq.

Schemat przez nas rozwazany moze by¢ takze traktowany jako pewnego
rodzaju uogélnienie schematu Saulewa opisanego min. w [22]. Nasz schemat,
w przypadku dyskretyzacji MRS jest schematem Saulewa ale tylko w punk-
tach nodalnych grubej siatki, natomiast poza tymi punktami schemat przez
nas rozwazany jest schematem zamknietym Fulera.

Podejscie nasze zilustrujemy na zadaniu modelowym dyskretyzyjac je dla
prostoty MRS. Rozwazmy zagadnienie poczatkowo-brzegowe dla réwnania
parabolicznego drugiego rzedu, okreélone na Q x [0,7T], gdzie Q jest od-
cinkiem. W najprostszym przypadku dyskretyzacja w naszej metodzie jest
nastepujaca. Zagadnienie okreslone na Q x [0, T, przy ustalonym ¢, zostaje
podzielone na dwa zagadnienia postawione na g 1 g, gdzie Qg, g
(Red, Black) sa roztaczne i takie ze Q = Qr U Qp. Nastepnie zagadnienia te
sa niezaleznie dyskretyzowane metoda réznic skonczonych wzgledem zmien-
nej przestrzennej i czasowej. Realizacja zaproponowanego schematu prze-
biega¢ bedzie nastepujaco. Na kazdym kroku czasowym, w celu otrzymania
rozwiazania globalnego, w pierwszej kolejnosci rozwiazywany bedzie lokalny
problem na g, a nastepnie, po wymianie informacji na brzegu podobszarow,
rozwiazywany bedzie lokalny problem na (2p.

W rozwazanym przypadku, kiedy dokonana zostata dekompozycja tylko
na dwa podobszary, proponowany schemat rozwiazywania jest schematem
sekwencyjnym. W przypadku podziatu obszaru 2 na wieksza liczbe naprze-



mian potozonych podobszaréw typu Red i Black, proponowana dyskretyzcja
w tatwy sposob daje jednak mozliwos¢ realizacji réwnoleglegltej. W pierwszej
kolejnosci niezaleznie rozwiazywane moga by¢ lokalne zadania na podod-
cinkach typu Red, a nastepnie, po odpowiedniej wymianie informacji pomiedzy
sasiadujacymi podobszarami, moga by¢ rozwiazywane niezaleznie lokalne
podzadania na pododcinkach typu Black.

W pracy rozwazono dwa schematy oparte na MDO. Dla jednowymiaro-
wego (2, przy podziale wyjsciowego obszaru na pododcinki, skonstrutowano
schemat z wykorzystaniem MRS wzgledem zmiennej przestrzennej i czasowe;.
Dla wielokata ) natomiast zaproponowano dyskretyzace dla szerokiej klasy
zagadnien parabolicznych zadanych w sformutowaiu uogoélnionym. Dekom-
pozycji wyjsciowego obszaru (2 dokonano w oparciu o specjalnie zdefiniowana
grubg siatke (siatke wyznaczona przez podzial €2 na roztaczne podobszary
), a do dyskretyzacji uzyto MES wzgledem zmiennej przestrzennej i MRS
wzgledem zmiennej czasowe;j.

Udowodniono, ze zaproponowane schematy sa bezwarunkowo stabilne, a
otrzymane rozwiazanie przyblizone przy zatozeniu 7 = Chite dla C > 0
ia > 0, gdzie 7 i h sa paramertami dyskretyzacji, zbiega do rozwiazania
doktadnego z btedem rzedu O(r + h? + = + %) w przypadku jednowy-
miarowego ) i dyskretyzacji MRS i bltedem rzedu O(7 + h + § + %) w
przypadku ©Q C R? i dyskretyzacji kombinacja MES i MRS, w odpowied-
niej normie. Przy ustalonym H - $rednicy najmniejszego podobszaru, rzad
zbieznosci naszego schematu w rozwazanych normach jest taki sam jak rzad
zbieznosci schematu zamknietego Fulera (patrz np. [16]). Udowodnione takze
zostalo, ze rozwazane tutaj schematy, bez dodatkowych zatozen na stosunek
parametrow dyskretyzacji 7 i h, zbiegaja do rozwiazania doktadnego z btedem
rzedu O(T+h%+ \/;—H) w przypadku jednowymiarowego 2 i dyskretyzacji MRS
i btedem rzedu O(7 + h + \/;—H) w przypadku dwuwymiarowego obszaru {2 i
dyskretyzacji kombinacja MES i MRS, w specjalnej silnej normie. Normy te
nazywac¢ bedziemy silnymi, poniewaz szacuja one odpowiednio zdefiniowany
btad metody, jak i réwniez pochodne réznicowe wzgledem czasu tego btedu.

W poréwananiu do metody zaproponowanej w pracy [2], rozwazany sche-

mat ma przy zatozeniu 7 = ChitedlaC > 0ia > 0, wyzszy rzad zbieznosci.
Jak podano bez dowodu w [2], schemat tam opisany jest rzedu O(T% + h)
przy 7/h = const. Istotna réznica pomiedzy dyskretyzacja proponowana w
tej pracy i ta rozwazana w [2] jest wprowadzenie aproksymacji pochodnych
normalnych na brzegach podobszaréw tworzacych gruba siatke. Taki rodzaj
informacji nazywa¢ bedziemy dalej informacja Neumanna.

Rozwazana metoda dyskretyzacji jest réwniez alternatywa dla metody
przedstawionej w pracy [3]. Dyskretyzacja prezentowana w [3] oparta jest



na schemacie Cranka-Nicholsona - zobacz np. [18]. Udowodniono tam, ze

proponowany schemat jest stabilny i zbiezny z rzedem O (T+ h + i)
co takze, zwazywszy na to ze oryginalny schemat Cranka-Nicholsona jest
rzedu O(7% + h), nie bylo wynikiem optymalnym w tej klasie schematéw.
Dla schematu rozwazanego w naszej pracy udowodniono zbieznosé¢ rzedu
@) (7‘ + h+ ﬁ), ale w duzo silniejszych normach niz te, ktérmi postuzyli

sie autorzy [3]. Normy te bowiem zawieraja dodatkowo pochodne réznicowe
wzgledem czasu btedu schematu.

Standardowe metody badania stabilnosci i zbieznosci schematéow dyskre-
tyzacji zagadnien parabolicznych, wzorowane na zagadnieniach podobnych,
ktérych analize mozna odnalezé¢ w literaturze ([16], [18], [20], [23], [24]), nie
doprowadzity nas do uzyskanie satysfakcjonujacych rezultatow. Uzywajac ty-
powych metod badania stabilnosci nie byliSmy w stanie pokaza¢ bezwarunko-
wej stabilno$ci naszych schematéw, co mimo bardzo obiecujacych rezultatéw
numerycznych, znacznie ograniczato przydatno$é¢ naszych schematow.

Wprowadzenie wymiany informacji typu Neumanna na grubej siatce po
kazdej warstwie czasowej pomiedzy rozwiazaniami okreslonymi na sasiadu-
jacych podobszarach, byto podowem tego, ze analiza, ktora zostata tutaj
przedstawiona jest daleka od ogdlnie przyjetej za standardowa. W dowodach
poszczegolnych twierdzen o stabilnosci i zbieznosci oraz dowodach lematow
pomocniczych, zastosowano wiele technicznych chwytow i przeksztatcen, ktore
cho¢ w zatozeniu bardzo proste, po pierwszym czytaniu moga wydawacé sie
dalekie od oczywistych.

W celu przejrzystego przedstawienia metody dyskretyzacji i jej anali-
zy, porzadek pracy zorganizowany zostal w sposob nastepujacy: rozwaza-
na dyskretyzacja, bedzie wprowadzana stopniowo dla poszczegdlnych, coraz
bardziej ztozonych wariantéw dekompozycji obszaru.

Nasza analize rozpoczniemy od czesci ilustarcyjnej. W Rozdziale 2 roz-
wazymy dyskretyzacje modelowego zagadnienia parabolicznego, w ktorym
dokonamy dekompozycji jednowymiarowego obszaru przestrzennego na row-
ne pododcinki - zagadnienia takie bedziemy dalej nazywali zagadnieniami
jednowymiarowymi. W tej czesci pracy wprowadzimy dyskretyzacje bazujaca
na MRS wzgledem zmiennej przestrzennej i czasowej. Celem tego byta przej-
rzysta prezentacja proponowanego w tej pracy schematu oraz przedstawienie
w tatwy sposéb dowodéw poszcezegolnych Twierdzen i Lematow. Dodatko-
wym celem konstrukcji schematu czysto réznicowego byta cheé¢ pokazania
tzw. superzbieznosci proponowanego schematu, czyli podwyzszonego rzedu
aproksymacji w porownaniu z dyskretyzacja oparta na MES. W Rozdziale 2
udowodniona zostanie bezwarunkowa stabilno$¢ zaproponowanego schematu
w silnych (zawierajacych pochodne réznicowe wzgledem czasu rozwiazan)



i stabych normach - odpowiednio Twierdzenia 1 i 2. Udowodnione zostana
takze Twierdzenia 31 4 o rzedzie zbieznos$ci w odpowiednio silnych i stabych
normach. W Twierdzeniu 3 pokazane zostanie, ze rzad zbienosci, bez do-

T

datkowych zatozen wynosi O (7‘ + h? + \/@)’ a w Twierdzeniu 4 udowod-

niona zostanie zbieznosé¢ rzedu O (7’ + h2+ % + %), przy zatozeniu 7 =
Ch2t* dla C > 0 i a > 0. Podkredlenia wymaga tu fakt, ze zalozenie 7 =
ChitodlaC > 0ia > 0, bylo potrzebne w dowodzie tego twierdzenia, nato-
miast eksperymenty numeryczne pokazaly, ze schemat przez nas rozwazany
jest zbiezny nawet bez tego zatozenia.

W Rozdziale 3 przedstawiona zostanie gtéwna cze$¢ pracy zawierajaca
analize bardzo ogélnych zagadnien parabolicznych. W tej czesci pracy przed-
stawimy metode dyskretyzacji poprawiajaca rezultaty z [2] i [3]. Dla bardzo
szerokiej klasy zagadnienien parabolicznych w sformutowaniu wariacyjnym,
okreslonych na wielokacie 2, przedstawiony zostal model dekompozycji o-
party o specjalnie zdefiniowana grubg triangulacje (w przypadku zadania
jednowymiarowego gruba triangulacja stanowi grubq siatke), ktorej elemen-
tami beda roztaczne, wielokatne podobszary (g, i €2 B;, Wyjsciowego obszaru
Q. Zagadnienia w ktérych Q C R?, nazywaé dalej bedziemy zagadnieniami
dwuwymiarowymi. W najprostszytm przypadku przyktadem takiej dekom-
pozycji jest podzial w tzw. krate (patrz np. [11]), czyli taki podziat 0, ze
elementy tego podziatu moga mie¢ wspélna krawedz, wspolny wierzchotek
lub by¢ roztaczne. Zaproponowana dyskretyzacja bedzie bazowaé¢ na MES
wzgledem zmiennej przestrzennej i MRS wzgledem zmiennej czasowej, tak
jak to zostalo opisane np. w [18]. Poszczegdlne dowody stanowié¢ beda uogol-
nienia odpowiednich dowodéw z pierwszej czesci pracy, gdzie rozwazany byt
schemat r6znicowy dla zagadnien jednowymiarowych. Czes$¢ ta, z racji bardzo
ogoblnego zagadnienia parabolicznego, ktore przyjelismy za wyjsciowe, jest
znacznie bardziej obszerna, a odpowiednia analiza znacznie bardziej skomp-
likowana. W tym rozdziale udowodniona zostanie bezwarunkowa stabilnosé
zaproponowanego schematu w silnych i stabych normach - Twierdzenia 5 i
6. Udowodnione zostang takze Twierdzenia 71 8 o rzedzie zbieznosci w sil-
nych i stabych normach. W Twierdzeniu 7 pokazane zostanie, ze rzad zbiez-

T

nosci wynosi O (7‘ +h+ \/ﬁ)’ a w Twierdzeniu 8 udowodniona zostanie

zbieznosé rzedu O (7’ +h+ 7—% + %), przy zalozeniu 7 = Ch2te dla C > 0
i > 0. Podobnie jak w przypadku zadania jednowymiarowego przy
dyskretyzacji MRS, zatozenie to bylo potrzebne jedynie do przeprowadzenia
dowowu Twierdzenia 8, a odpowiednie eksperymenty numeryczne pokazaty,
ze zalozenie to nie jest konieczne do zbieznosci schematu. Udowodnione tu
twierdzenia o zbieznosci naszego schematu poprawiawiaja o p6t rzedu rezul-
taty twierdzei o zbieznosci schematéw z prac [2] i [3] wzgledem zmiennej




CZasowej.

W trzeciej czesci pracy, zawartej w Rozdziale 4, przedstawione zostaty wy-
niki kilkunastu serii eksperymentow numerycznych potwierdzajacych rezul-
taty odpowiednich twierdzen o zbieznosci i stabilnosci schematéw. Prze-
prowadzone zostalty eksperymenty zarowno dla schematu réznicowego przy
dekompozycji €2 na pododcinki, jak i schematu w sformutowaniu wariacyjnym
przy podziale kwadratu 2 w krate.

Dodatkowo, w Podrozdziale 4.3, przedstawione zostaty wyniki ekspery-
mentow wykonanych na sieci komputerowej, majacej symulowac klaster obli-
czeniowy. Ich celem bylto potwierdzenie przydatnosci proponowanej dyskre-
tyzacji do obliczen rownoleglych. Przetestowaliémy pod tym katem zaréwno
schemat réznicowy dla zagadnienia jednowymiarowego, jak i schemat waria-
cyjny dla zagadnienia okre$lonego na kwadracie, przy dekompozycji na pasy
(zobacz [11]), czyli taki podzial dwuwymiarowego (2 na naprzemian polozone
podobszary typu Red i Black, ktore moga by¢ albo roztaczne albo posiadac
wspoélna krawedz. Rezultaty przedstawione w tym podrozdziale potwierdzaja
bardzo dobre wtasnosci proponowanych tutaj schematéw w ujeciu obliczen
rownoleglych.

Prace koficzymy Podsumowaniem (- Rozdzial 5), w ktérym zawarte zostaty
wnioski dotyczace rozwazanych schematéw oraz plany dotyczace uogolnien i
dalszych rozszerzen naszej metody.






2 Zagadnienie paraboliczne jednowymiarowe.
Metoda réznic skonczonych

W rozdziale tym przedstawimy dyskretyzacje metoda dekompozycji obszaru
oparta o metode roznic skonczonych, na przyktadzie modelowego jednowy-
miarowego zagadnienia parabolicznego. Wybierajac do rozwazan modelowe
zagadnienie paraboliczne, chcemy tu, w mozliwie prosty sposéb, wyprowa-
dzi¢ réwnania naszego schematu oraz przedstawic¢ idee dowodow poszczegol-
nych Twierdzen i Lematow. Dyskretyzacja metoda réznic skonczonych, w
przeciwienstwie do odpowiedniej opartej na metodzie elementu skonczonego,
pozwoli takze pokazaé tzw. superzbieinosé proponowanego schematu - czyli
wyzszy rzad zbieznosci btedu schematu wzgledem parametru siatki prze-
strzennej.

Przedstawiona tu dyskretyzacja i jej analiza w tatwy sposob przenosi¢ sie
bedzie na przypadek modelowego zagadnienie parabolicznego, okreslonego na
prostokacie.

2.1 Sformulowanie rézniczkowe zagadnienia

Rozwazamy modelowe zagadnienie poczatkowo-brzegowe w sformutowaniu
klasycznym dla réwnania parabolicznego:

znalezé u(x,t) € C*1 (Q x (0, T))NC (ﬁ x [0, T]) takie, ze

Bu(r,t) — T4(x,t) = f(x,t) x€Q, te(0,7T] (2.1.a)
u(z,0) = ug(x) x € (), (2.1.b)
u(z,t) =0 te (0.T] xz € 0. (2.1.0)

gdzie uy € C(9Q), up(0) = up(L) = 0, f € C(Q2 x (0,7]), Q jest od-
cinkiem 2 = (0,L). Przy tych zalozeniach zagadnenie (2.1.a)-(2.1.c) jest
dobrze postawione i ma jednoznaczne rozwiazanie (patrz np.[17]).

2.2 Metoda réznic skonczonych

W podrozdziale tym przedstawiona zostanie metoda dyskretyzacji rozwaza-
nego zagadnienia r6zniczkowego (2.1.a)-(2.1.c) oparta na MDQO oraz wpro-
wadzone zostana definicje i oznaczenia potrzebne do dalszej analizy zapro-
ponowanego schematu.

Zagadnienie (2.1.a)-(2.1.c) dyskretyzujemy metodq réinic skoniczonych
(-patrz np. [16]). Na QT = Q x [0, T] konstruujemy siatke przestrzenno-cza-



SOW3g,

—h
=0 xuw

Q

o statych krokach h oraz 7, gdzie

—h L
QO ={x:x=ith1=0,....P ==
{r:x=1h i=0,...,P}, B
o0 ={0,L}y, Q"=0"\00" PeN
gdzie N jest zbiorem liczb naturalnych oraz
1
wT:{t:t:nT,n:0,...,N}U{t:t:<n+§)7,n:0,...,N—1}
N =nr.

gdzie N jest ilodcia warstw czasowych, na ktére podzielony zostat [0, T].
Zdefiniujemy teraz dekompozycje obszaru € i zbioru punktow siatki prze-

strzennej. Wyjsciowy obszar €2, w celu uproszczenia analizy, zostaje podzie-

lony na 2K pododcinkéw jednakowej dlugosci H = % Przy takim zalo-

zeniu ilos¢ punktow siatki Q" wynosi P = 2K M, dla pewnego naturalnego
M, bedacego ilodcia weztéw pojedynczego pododcinka. Pododcinkom tym
nadajemy naprzemian symboliczne kolory Red-Black (Red-Black ordering-
patrz [11],[21]). Mamy zatem

Qp, = (26— 1DH,(2i-1)H), i=1,. K
i podobnie

Op, = (26— 1)+ )H,2iH), i=1,.. K

Przy tych oznaczeniach

gdzie

Zdefiniujemy teraz podzbiory punktéw siatkowych QZ i O, zbioru Q. Niech
ﬁg:{x:xeﬁhAxeﬁR}, ﬁ%:{x:xeﬁhAxeﬁB},

oznaczaja zbiory punktéw wyznaczajacych siatke przestrzenna na podod-
cinkach odpowiednio Qg i Q5.
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Oznaczmy takze przez Q& zbiér tych punktéw QF, ktére naleza jednoczednie
do Qg i Qp, czyli

=N ={z:z=iHi=1,...2K—1} C Q"
Przy przyjetych wyzej definicjach, niech
O =0p\ (QhuoQt), Q=05 (Qtuont),

oznaczaja odpowiednio zbiory wewnetrznych punktéw siatowych zbiorow ﬁ; i

ﬁ%. Symbolicznie, opisana wyzej dyskretyzacje przedstawia Rys. 1.

Rys. 1

Wprowadzimy teraz definicje przestrzeni, ktore beda nam potrzebne do
analizy rozwazanej dyskretyzacji. Wzorowaé sie bedziemy na [16].

Przez L? (") ozanaczaé bedziemy przestrzen funkcji siatkowych okreslo-
nych w punktach Q" zerujacych sie na brzegu obszaru €2, czyli w punktach
r = 01z = L. Dyskretny iloczyn skalarny i kwadrat normy w L3?(Q")
definiujemy nastepujaco

(U’U)Li(ﬂh) = ezﬂh u(z)v(x)h, ||U||%i(§2h) = (U,U)Lg(ﬂh)- (2.2)

Wprowadzamy takze dyskretne iloczyny skalarne odpowiadajace podprze-
strzeniom L3 (Q%), L2(Q%), L%(Qg), Li(ﬁ}é), przestrzeni L3 (Q"):

(v,u)L%(Q%) = > u(z)v(z)h, (v,u)Li(Q%) = Y u(z)v(z)h, (2.3)

h
xEQB

(U’U)Li(ﬁ’}‘) = Z_h u(x)v(x)h, (U’U)Li(ﬁfé) = Z_h u(x)v(x)h. (2.4)
x€QR z€Qlp

Zauwazmy, ze w odrdznieniu od (2.3), iloczyny skalarne zdefiniowane wzo-

rami (2.4) obejmuja sumowaniem takze punkty zbioru Q. Podobnie jak dla

przestrzeni L2 ("), wprowadzone iloczyny skalarne wyznaczaja odpowiednio
kwadrat normy przestrzeni: L (Qr), L3 (Qg), L2 (Qr), L3 (Qp)

2 o 2 _
lullz @z = (“’“)Lg(ggy lellzz @) = (“’“)Lim%)’
2

_ 2 _
HuHLi(ﬁ}fz) N (u’u)Lg(ﬁ’g)’ Hu”Li(ﬁfg) - (U’U)Li(ﬁg)'
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Wprowadzmy dodatkowo

||U||%§(Qg) Z Ju(z)|?h. (2.5)

mEQ?
W dalszej czesdci pracy bedziemy uzywac nastepujacych skrotow

U(ih,nt)=U}, flih,nT) = fI,

1 ntl 1 ntd
U<ih,<n+§>T)EUi+2, f(ih,<n+§)7)5fi+2,
1=0,1,...,2KM, n=0,1,....,N (2.6)

oraz nastepujacych oznaczen na pochodne réznicowe

n 1 n n
0, U] = ﬁ< it1 _Ui>7

SRS

n __ 1 n+1 n n n—l—% n
QU = ;(Ui —Ur),  pUr= (U7 —Ur)/(7/2),
1
2007 = = (U = 0,U7),
T
3t/28t/2Ul-" = (825/2Uin+§ — 825/2Uln) /(T/Q) (28)

Analogicznie wprowadzamy pochodne réznicowe na potéwkowych warstwach
czasowych.

Zauwazmy, ze wprowadzone pochodne réznicowe aproksymuja odpowie-
dnie pochodne rézniczkowe w punktach (ih,n7), dlai=0,1,...,2KM i
n=1,...,N.

2.3 Zadanie dyskretne

W podrozdziale tym wyprowadzona zostanie posta¢ réznicowa dyskretyzacji
zagadnienia (2.1.a)-(2.1.c) MDO. Najpierw jednak przedstawimy idee zapro-
ponowanej metody na gruncie MRS.

W celu przejrzystosci argumentacji ograniczymy sie do przypadku dekom-
pozycji odcinka €2 tylko na dwa rowne podobszary Qi i Qp, czyli przyjmiemy,
ze K =11 M jest ustalona liczba naturalna. Nastepnie uogélnimy wynik na
przypadek dekompozycji obszaru €2 na wieksza ilos¢ pododcinkéw.

Punktem wyjscia do stworzenia dyskretyzacji nadajecej sie do obliczen
rownoleglych i opartej na metodzie dekompozycji obszaru, jest standardowa
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dyskretyzacja zagadnienia (2.1.a)-(2.1.c) na siatce Q" schematem zamknie-
tym Eulera (-patrz np. [16],[23]), czyli

dlan=1,..., N znalez¢ U], takie ze:
UMt —0,0,Ur = fr i=1,...,2M —1, (2.9.a)
U? = ug(ih) 1=1,....,2M — 1, (2.9.b)
Uy =U3 = n=0,...,N. (2.9.¢)

Przy zadanym U"~!, wyznaczenie rozwiazania U™ schematu (2.9.a)-(2.9.c)
dla ustalonego n, wymaga rozwiazania uktadu réwnan algebraicznych z ma-
cierza trojdiagonalna wymiaru 2M x 2M.

Zauwazym jednak, ze jesli znana jest warto$¢ pochodnej réznicowej 9,U%, 1
to zadanie wyznaczenia funkcji siatkowej U* dla @ = 1,..., M, redukuje sie
do znalezienia rozwiazania nastepujacego schematu

QU —0,0,Ur = [ i=1,...,M -1 (2.10.0)
QUL + 10,UN = [+ +0.Us 41, (2.10.0)
Up =Uhy; =0 n=0,...,N. (2.10.¢)

co z kolei wymaga rozwiazania uktadu rownan algebraicznych z macierza troj-
diagonalna wymiaru M x M, czyli dwukrotnie mniejszego niz w przypadku
dyskretyzacji (2.9.a)-(2.9.c).

Podobnie, jeéli bylaby znana wartoé¢ pochodnej réznicowej 0,U%, to
funkcja siatkowa U* dla @ = M, ..., 2M — 1, bytaby rozwiazaniem schematu

QU = 0:,0,U7 = 7 B i=M+1,....2M -1 (2.11.a)

QU 4 30Uy = [+ +0.Ugy. (2.11.)
0 =U =0 n=20,...,N. (2.11.¢)
Zauwazmy jednak ze, w momencie obliczania U dla¢ =1,...,2M —1

ani 0, Uy, ani 9,U},, nie sa wartosciami znanymi.
Zaproponowana w tej pracy dyskretyzacja bazuje na pomysle polegajacym
na zastapieniu nieznanych w momencie obliczania U™ pochodnych rézni-
cowych 9, U%, i 9,U%, +1, odpowiednimi z poprzedniej warstwy czasowej. Dla
rozwiazania zagadnienia (2.1.a)-(2.1.c) z rozwiniecia w szereg Taylora mamy
bowiem:

% (xpr,mT) = % (xpr, (n—1)71) + O(7).
Przy znanym U™ ! wykorzystujac powyzsze zaleznoéci, mozemy probowaé
aproksymowa¢é rozwiazanie zagadnienia (2.1.a)-(2.1.c) na n-tej warstwie cza-
sowej w dwoch krokach.
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W pierwszym kroku mozemy obliczy¢ wartosci ﬁzn dla v = 1,..., M, ze
schematu

atﬁ,ﬂl 9,0,U" = fr, i=1,...,M—1, (2.12.a)
QUM + iaxUM = fM + 19U, (2.12.0)

w drugim UZ-" dlat=M,...,2M — 1, ze schematu

atU“ 0,0,Un = fr, i=M+1,....2M —1, (2.13.q)
OUsr ' + 30 LU = fM + 30, U5 (2.13.b)
Uy —U2M20 n=0,...,N. (2.13.¢)

Zwrbéémy uwage, ze schamat (2.12.a)-(2.12.c) rézni sie od schamatu (2.10.a)-
(2.10.c) tylko drugim wyrazem prawej strony odpowiedniego réwnania w pun-
kcie xp; wzietym na (n— 1)-ej warstwie czasowej. Podobnie jest w przypadku
(2.13.a)-(2.13.c).

Zauwazmy takze, ze funkcje siatkowe wyznaczone za pomoca dwoch wyzej
wypisanych schematow, nie daja zadych powodow by twierdzi¢, ze zachodzi
réwnosé U7 I = Uy 1- Nalezy zatem zalozy¢, ze ur Y F un 1 1 uwzgledni¢ ta
informacje przy tworzeniu globalnego rozwiazania U". Funkcja ta bowiem
jest niezbedna do wyznaczenia aproksymacji zagadnienia (2.1.a)-(2.1.c) na
kolejnej, (n + 1)-ej warstwie czasowej. Wzgledem U™ liczne sa odpowiednie
pochodne roznicowe wzgledem czasu i pochodne roéznicowe aproksymujace
pochodne normalne na brzegach podobszaréw (g i 2p.

Proponowany schemat dyskretyzacji jest schematem, ktory bazuje na
powyzszych obserwacjach. W kazdym kroku czasowym rozwiazania przy-
blizonego zagadnienia (2.1.a)-(2.1.c) poszukiwaé bedziemy rozwiazujac na-
przemian, ale nie rownolegle, niezalezne zadania na Qg i Q. Na obszarze
Qr bedziemy poszukiwali aproksymacji zagadnienia wyjsciowego na petnych

warstwach czasowych, tzn. dla t = 7,27, ..., n7, natomiast na obszarze (g
na potowkowych warstwach czasowych, tzn. dla t = %7’, 37' S (N — %)7’

Poniewiaz w punkcie x); rozwiazanie przyblizone jest liczone co pot kroku
czasowego, co pot kroku nastepowac¢ bedzie wymiana informacji pomiedzy
rozwiazaniami okreslonymi na sasiednich obszarach, w tym wtasnie punkcie.
Takze co pot kroku czasowego, uaktualniana bedzie rowniez réznicowa po-
chodna w punkcie x);.

Idee implementacji schematu przy dekompozycji €2 na dwa rowne podod-
cinki, przedstawia Rys. 2.
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Uogo6lnijmy teraz opisana wyzej sytuacje na przypadek dekompozycji 2
na 2K naprzemian potozonych, rownych pododcinkéw typu Red i Black,
czyli przy zatozeniach przyjetych w Podrozdziale 2.2.

W tym przypadku znalezienie aproksymacji zagadnienia (2.1.a)-(2.1.c)
schematem zamknietym Eulera, wymaga rozwiazania na kazdej warstwie cza-
sowej uktadu réwnan algebraicznych z macierza tréjdiagonalna wymiaru
(2KM) x (2K M), przy P =2KM.

W przypadku proponowanej tu dyskretyzacji, znalezienie aproksymacji
zadania (2.1.a)-(2.1.c), sprowadza si¢ do rozwiazania na kazdej warstwie
czasowej K niepowiazanych ze soba zadan okreslonych na obszarach g,
z ktorych kazde wymaga rozwiazania uktadu réwnan z macierza trojdiago-
nalng wymiaru M x M i tej samej ilosci i wymiaru zadan okreslonych na
kazdym z obszarow €1p. Fakt, ze zadania na poszczegdlnych obszarach g, dla
1 =1,..., K saniepowiazane, jest konsekwencja odpowiedniej dekompozycji.
Dzielac wyjsciowy obszar {2 na podobszary wymagaliSmy, zeby podobszary
obszaru 2 réznych typow, potozone bylty naprzemian.

Rozwazmy sytuacje, w ktorej dysponujemy komputerem o K procesorach.
W jednym kroku czasowym mozemy niezaleznie policzy¢ U™(z) na kazdym
z podobszaréow typu Qg - kazdy z K procesorow liczy niezalezne zadanie
okreslone na jednym z obszaréw g, dla k =1,..., K. W drugim kroku, po
wymianie informacji na rozcieciach, niezaleznie liczymy U "Jr%(x) na kazdym
z obszarow €. Opisana wyzej sytuacje ilustruja Rys.3-4.
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Wypiszemy teraz schemat roznicowy dla wyzej wprowadzonej dyskretyza-
¢ji, przy dekompozycji obszaru €2 na 2K naprzemian potozonych pododcin-
kéw typu Red, Black.

Rozwiazania przyblizonego zagadnienia (2.1.a)-(2.1.c) poszukujemy za
pomoca nastepujacego schematu:

1 _
znalezé U?, j € {j 1xj € Qg}, takie ze:

_ 1 1
at/QUjO—aaU?:f? je{j;xjegz’,g},
1
B2UY — (02 U]2+1 0 UO) =f7 je{jrx;j=0Qk-1)H, k=1,...,K},
1
at/QU ((%Uj aU) I} je{jx;=2kH, k=1,...,K -1},
U? = U9 je{in e},
(2.14.a)
dla n=1,...,N
znalez¢ UJ', j €17 x; eﬁ%}, takie ze:
QU — 85U’?:fj” je{ia e},
at/QUT“;—%(é ey @Uf)lzf]’? jeljia;=Qk—1H, k=1...,K},
OppU; 2 = $(0.Ul —0,U; 2) =f" je{jra;=2kH, k=1...,K 1},
ol . .
upr =U; 2 jé{jtijQ%},
(2.14.b)
1 —
znalez¢ U;H_Q, jE {j txj € Q%}, takie ze:
n—z = onti n+i
a.U, 2—66U-+2:fj+2 je{j;xjeag},
n = n n+2 . .
042U — +(9, U]+1 —(%Uj)lzfj 21 je{jiz;=0Rk—1H, k=1,..., K},
n a5 7tts n+s . .
8t/2({j ((9 1 — 0:U; Q)ij > je{jix;=2kH, k=1,...,K -1},
n+s n . .
Uit =u ]G{j:x]‘GQ%},
(2.14.¢)
U () = uo(;) zeq (2.14.d)

Odnotujmy, ze kazdy z podschematéw schematu (2.14.a)-(2.14.d) ma jed-
noznaczne rozwiazanie, poniewaz macierze odpowiednich uktadéw réwnan
algebraicznych powstatych w wyniku dyskretyzacji, sa dodatnio okreslone.

Zaproponowany schemat dyskretyzacji jest schematem dwuwarstwowym,

poza punktami z € QF -
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trojwarstwowy.

Implementacja schematu (2.14.a)-(2.14.d) przedstawia sie nastepujaco.
Niech dane bedzie U2 (). W pierszym potkroku obliczamy U™ () z (2.14.D).
Sprowadza sie to do rozwiazania K niezaleznych zadan okreslonych na podob-
szarach Qg dla k =1,..., K. Nastepnie, po obliczeniu U"(z), uaktualnione
zostaja wartosci U n—3 (7) i pochodnych réznicowych w punktach z € Q. po
czym wyznaczane rozwiazanie U2 (z) z rowanania (2.14.¢). Jego wyznacze-
nie wymaga rozwiazania K niepowiazanych ze soba zadan okreslonych na
Oy k=1,...,K.

Proponowany schemat, dla zadanego U™, umozliwia zatem znalezienia
rozwiazania globalnego na kolejnej, (n + 1)-ej warstwie czasowej - U™
w dwoch krokach. W kazdym z krokéw musimy rozwiaza¢ K niezaleznych
uktadéw réwnan algebraicznych z macierzami trojdiagonalnymi wymiaru M x
M. Dla przypomnienia, w standardowej dyskretyzacji schematem zamknietym
FEulera, na kazdej warstwie czasowej powstaje uktad rownan algebraicznych,
z macierza trojdiagonalna wymiaru 2K M x 2K M. Schemat przez nas pro-
ponowany bardzo dobrze nadaje sie zatem do obliczen réwnoleglych. Dys-
ponujac komputerem o K procesorach, w pierwszym potkroku czasowym
mozemy niezaleznie policzy¢ U™(x) na kazdym z podobszaréw typu Qp -
kazdy z K procesoréw rozwiazuje niezalezne zadanie okreslone na jednym
z pododcinkéw (g, dla 7 = 1,..., K. W drugim potkroku, po wymianie
informacji na brzegach podobszaréw, niezaleznie wyznaczamy rozwiazanie
U3 (z) na kazdym z obszaréw . Dodajmy tutaj, ze iloé¢ informacji
wymienianej pomiedzy obszarami réznych typow to tylko dwie liczby : wartosé
funkcji i odpowiedniej pochodnej réznicowe;j.

Zbadajmy teraz rzad lokalnej aproksymacji proponowanego schematu. Za-
uwazmy najpierw, ze rownania (2.14.a)-(2.14.d) wziete osobno, nie aproksy-
muja réwnan (2.1.a)-(2.1.c) na odcinku Q. W punktach z € QF, zamiast
aproksymacji lokalnej rzedu (9(7' + hz), jak w schemacie zamknietym Fu-

lera, mamy dla kazdego z réwnan lokalna aproksymacje rzedu (9(7 + %)

Aby to zauwazy¢ rozwazmy aproksymacje lokalna w punkcie xy; € QR 7
réwnania (2.14.b) na n-tej warstwie czasowej w punkcie z,,, dla dostatecznie
regularnego rozwiazania zagadnienia (2.1.a)-(2.1.c), mamy

n—1 1, n—1 | n
8t/2uM 2 - %(8xuM+21 — 8xuM) —

1 1
2

n— - n T = n
= Oipotupy * — 0,0,y + %atﬂamuM-i-l =

— St — 8,9,0, + O (T + %) .

Oczywiscie we wnetrzu podobszarow (g i {2 rzad aproksymacji lokalnej
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wynosi (’)(7’ + h2), tak jak w schemacie zamknierym FEulera. Zauwazmy
jednak, ze réwnania (2.14.b)-(2.14.c) wziete razem na sasiednich warstwach
czasowych, daja w punkcie x,; rzad lokalnej aproksymacji O (7‘ +h% + T—:)
Mamy bowiem w punkcie z,,, po dodaniu stronami rownan (2.14.b) i (2.14.c)

1
n+2

S
n—1 2 [ Ogup, 2+ 0y = 1
(at/2uM 2 +at/2u7]€/[) . _( Uprq + Unriy _ 896’&7]:/[) _ (fn—H + fn—l—é)’

h 2

co mozna przeksztalci¢ do postaci

— ol = nti n n+i

h

;(UM — Uy 5 alpy | = 9

Stad lokalna aproksymacja na n-tej warstwie czasowej w punkcie x,; wynosi
@) (7‘ +h? + T—:) - podonie jest dla kazdego x € Q& Oczywidcie zaréwno we
wnetrzu Qg jak i we wnetrzu (g, mamy na n-tej warstwie czasowej lokalna
aproksymacje O(7 + h?).

Rozwazmy zachowanie sie schematu (2.14.a)-(2.14.d)w przypadku 7/h =
const oraz przy T/h? = const, czyli przy najczesciej przyjmowanych sto-
sunkach na kroki schematu zamknietego Fulera. Zauwazmy, ze przy statym
stosunku parametréw 7/h, dla schematu (2.14.a)-(2.14.d), rzad lokalnej a-
proksymacji na rozcieciu wynosi

0 <T+h2+7%> — O(r + h?).

Podobnie, przy stalym stosunku 7/h?, rzad lokalnej aproksymacji propono-

wanego schematu to
O <T+h2 +T%,/%) — O(r + h?).

Mozemy zatem sformutowaé

Uwaga 1. Dla schematu (2.14.a)-(2.14.d), przy dostatecznie regularnym
rozwiqzaniu (2.1.a)-(2.1.c), blad lokalnej aproksymacji przy 7/h = const oraz
przy T/h? = const nie jest nizszy niz dla schematu zamknietego Eulera.

Uwaga 2. Wprowadzajac dodatkowe aproksymacje pochodnych normalnych

w punktach Q, podwyzszylismy rzad lokalnej aproksymacji wzgledem schematu

proponowanego w [2]. Dla schematu rozwazanego w [2], w punktach Q& rzad
1

lokalnej aproksymacyi wynosi bowiem 3 .
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2.4 Analiza stabilnosci

W tym podrozdziale zajmiemy sie analiza stabilnosci schematu (2.14.a)-
(2.14.d). Sformutowane i udowodnione zostana metoda nieréwnosci energe-
tycznych (patrz [16]) Twiedzenia 1 i 2, o bezwarunkowej stabilnosci rozwa-
zanego schematu w réznych normach.

Wynikiem Twierdzenia 1 jest bezwarunkowa stabilnosé schematu (2.14.a)-
(2.14.d) w silnych normach - zawierajecych pochodne wzgledem czasiu rozwiazan
tego schematu. Rezultatem Twierdzenia 2 natomiast, ktére jest wnioskiem
z pierwszego, jest stabilno$¢ schematu w normach standardowo uzywanych
przy tego typu zadaniach (patrz np. [16],[18]).

Bezposrednie préby udowodnienia stabilnosci schematu (2.14.a)-(2.14.d)
w normach ogélnie do tego uzywanych ([2],[3],[8]) i nazywanych przez nas
dalej normami stabymi, bez dodatkowych zalozen, nie daty satysfakcjonuja-
cych rezultatow. Powaznym klopotem okazata si¢ analiza wprowadzonych
przez nas aproksymacji pochodnych réznicowych w punktach QF. Proby
udowodnienia stabilnosci proponowanego schematu doprowadzity nas do sto-
sunkowo tatwego i przejrzystego sposébu na udowodnienie stabilnosci w stan-
dardowych normach. Punktem wyjscia jest pokazanie stabilnosci schematu
(2.14.a)-(2.14.d) w silnych normach.

2.4.1 Silne normy

Sformutujemy i udowodnimy teraz nastepujace twierdzenie o bezwarunkowej
stabilnosci schematu (2.14.a)-(2.14.d) w silnych normach, tj. w normach za-
wartych w lewej stronie oszacowania Twierdzenia 1.

Twierdzenie 1 (Silne normy). Rozwiqzania schematu (2.14.a)-(2.14.d)
spelniaja nastepujace oszacowanie

L {] N il iz b+
+, max {Jov \ —h)+H@tU”* o |+
N-1 . 9 o
+Tz::{ R U"" }
<M 2y + 1 +72{uwn+— +H8tf”*1hz<m }+
T {Hat/Qf L2 () +H8t/2fn 1‘L2(Qh} LQ(Qh }

gdzie M jest stata dodatnia niezalezna od T, h oraz H.
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Uwaga 3. Zwroémy uwage na normy po lewej stronie wypisanego wyzej os-
zacowania. Zawierajq one pochodne réznicowe rozwigzan schematu (2.14.a)-
(2.14.d), zamiast samych jego rozwiazan. Stad nazwa stabilnosci w silnych
normach.

Dowaéd. Dowdd oparty jest na metodzie nieréownosci energetycznych, zas-
tosowanej do schematu powstatego z (2.14.a)-(2.14.d), przez odjecie od siebie
stronami odpowiednich réwnan, okreslonych na sasiednich warstwach cza-
sowych.

W pierwszej kolejnosci skoncentrujemy sie na réwnaniach schematu

(2.14.a)-(2.14.d) okreslonych na ﬁz. Nastepnie, przez analogie, przeniesiemy

o . ., . p ah
otrzymane wyniki na odpowiednie réwnania okreslone na 2.
Dla ustalenia uwagi zajmijmy sie szczegétowo, réwnaniami rozwazanego

schematu okreslonymi na ustalonym, wewnetrznym pododcinku ﬁ;k, czyli
dla k =2,..., K. Dla tego podobszaru 8(2’}%]9 = {kaM, x(QkH)M}.

Przypomnijmy, ze z réwnan (2.14.b), na n-tej warstwie czasowej w punkcie
Torp Malmy

n—1 1 /= n — n—2L1 n
O2Uspat — h <896U2kM+1 - 8xU2k1\42> = faen
za$ z réwnan (2.14.c) w punkcie oy na (n — 1) warstwie czasowej mamy
| n—1
81t/2U2n1L;z\} (8 U2kM+1 833U2kMQ) okt -
Odejmujac stronami dwa powyzsze réwnania, otrzymujemy
nol n—1
at/2U2kM2 - at/2U2kM 8ta Usz+1 - 8t/2f2kM (2-15)
Analogicznie, w punkcie x(x41)y dostajemy
n— T T n—%
at/2U(21c+1 8lt/2U(21c+1 Mt Eata U(2k+1 Eat/2f(2k+1)M- (2.16)

Odejmujac stronami réwnanie (2.14.b) na n-tej i (n — 1)-szej warstwie cza-
sowej, dla wszystkich punktéw z; € Q’}%k, otrzymujemy natomiast

QUL — QU2+ 78,0,0,U7 " = rfr L, (2.17)

Zapiszmy réwnania (2.15), (2.16) i (2.17) jako jeden schemat okreslony
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—h
na QRk

n—% n—1 T T n—%
at/2U2kM - at/2U2kM - Eata Usz+1 = §8t/2f2kMa

@U]n*l — @U]’-%Q — Tata$5xanil = Tatfjnil,

n_l
at/2U(2k+1)M - 8t/2U(2k+1)M + 8t8 U2k+1 = %at/Qf(Qk—il)M

(2.18)

Zbadajmy teraz stabilno$¢ schematu (2.18).
W tym celu mnozmy punktowo réwnania schematu (2.18) przez h@tU]’?’l i
sumujemy po j = 2kM, ..., (2k + 1)M. Daje to réwnanie
(2k+1)M—1
(at/QU%M UL > oG +h Y (aUrt —aur?)aurt +

j=2kM+1

no1
+h <8t/2U(2k-|2—1) at/2U2k+1 ) U (2k+1)M +

(2k+1)M—1 B
j=2kM+1
+70,0, U(2k+1 8tU21Lc+1 M=
(2k+1)M—1
8t/2f 2kM +7h Z 8tffilatUJn71 +
j=2kM+1

Th .
Jr78%/170(2/&“ U 2k+1M (2.19)

Uprosémy nieco lewa strone powyzszej rownosci. Zauwazmy, ze dla trzech
pierwszych wyrazéw lewej strony (2.19) maja miejsce nastepujace tozsamosci
(-zobacz definicje pochodnych réznicowych str. 12)

Vel o h(0pUn R (2) = 0pU" () U () =
1 1 1
= 5h (012U 2 () = 02U () (012U 2 () + DyyoU" M (2)) =

} (2.20)

2

— —h{’@t/QU (@) |00 (@)

Vo € Q’]%k ; (@U"‘l(x) - 8tU"_2(:E)) U N z) =
1 1 1
= é\dU"_l(:L’) — 815Un_2<.1’)|2 + 5\0tU"_1(:U)|2 — §|8tUn_2<SL’>|2. (221)
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Wyrazy czwarty, piaty i szosty lewej strony réwnosci (2.19) upraszczamy
stosujac wzory sumowania przez czesci (zobacz [16] - str. 184). Korzystajac
z nich mamy

(2k+1)M—1 _
—Tata U%MH@U;,;A} —T1h Z 81561833(];1_1615[];1_1 +
j=2kM+1
@k+)M
j=2kM+1

Podstawmy (2.21), (2.20) i (2.22) do réwnania (2.19). Daje to nastepujace
wyrazenie

1 n— n— n— n—
S{1awmt a2y g+ 0w luii(% —Hé%U W, | +

1 n—2 2 n—% 2 n— ?
+§h{ O 2Uspni | + |02Uaifrym| — | 02U, a15/2U2k+1 }+
@k+D)M )
trh Y [B0Ur =
j=2kM+1
(2k+1)M—1
=th Y. oy lour'+
j=2kM+1

Th e _
+— {at/2f2k1\/118t 2 T at/Qf(Qk-i-l)M U2k+1)M} <

{natf" s g+ Al it + Bl o | +
n—1|2
+et||0U ||L,21(ng) +

mlﬂ

n—31 n— n—1i n—
+eTh {|at/2U2m\; 12+ 102 Usynr |* + |8t/2U(2ki1)M|2 + |at/2U(2ler1)M|2} :
(2.23)

Ostatnia nieréwnos¢ otrzymaliSmy stosujac Lemat 11 - str. 172 oraz prosty
fakt wynikajacy z definicji pochodnych réznicowych (zobacz str. 12), tj.

1 1
|atU"_1(x)| < 5 {|8t/2Un_§(ZL')| + |8t/2Un_1(fL')|} Vx € Q}Ilw

Podobne oszacowanie do (2.23), ktére zostato wyprowadzone dla wewnetrznych

podobszaréw obszaru ﬁ]}%, otrzymujemy dla brzegowego podobszaru ﬁ}}% )
Ostatecznie, sumujac po k = 1,..., K nieréwnosci (2.23), dla réwnan

schematu (2.14.a)-(2.14.d) okreslonych na ﬁg idlan > 2, otrzymujemy o-
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szacowanie

1 n— n— n— n—
a{uw l—atU QHig(m + 100 2 oy = 10U 232 o) | +

300

slov=u |

+T‘

U 1\

<
L2 ()

L? (Qh)} T

(Qh)} (2.24)

L2 (Qh L2(0h)

{”atf” 1HL2(Qh +H8t/2f ‘

+er {HatUn—lH%i(Q%) + H@t/z(]n—a

o oo

Wypiszemy teraz oszacowanie odpowiadajace (2.24), dla réwnan rozwa-

zanego schematu okreslonych na Q}fg in > 2. Dowdd tej nieréwnosci jest
analogiczny do dowodu (2.24). Tym razem, w pierwszej kolejnosci odejmu-
jemy od siebie stronami réwnania (2.14.c) na (n — 3)-ej warstwie czasowe;
i (2.14.b) na (n — 1)-¢j warstwie czasowej by uzyska¢ réwnanie w punktach
x € Q. Nastepnie, aby otrzymaé¢ réwnanie okreslone w punktach = € Q%
odejmujemy od siebie stronami réwnania (2.14.c), okreslone odpowiednio na
(n— %)—ej i(n— %)—ej warstwie czasowej. Postepujac dalej jak przy dowodzie
(2.24) dostajemy

;{uat e Y 1 Y PN
3227 —; \\ LA N
{H@f”“ vy 0 }

rer {Jloo 2, o, +Hw [ [ ) 229

Dla n = 2, postepujac jak wyzej, otrzymujemy nieco inne oszacowanie.
Wynika, to z réznicy pomiedzy (2.14.a) i (2.14.c) w wewnetrznych punktach
siatki Q. Zwréémy uwage, ze w pierwszym z wyzej wymienionych réwnan
pochodna rozwiazania dyskretnego wzgledem czasu to 0y /U 0 - czyli iloraz
roznicowy o p6t kroku czasowego, natomiast na kolejnych warstwach cza-
sowych mamy 0,U "_%, czyli iloraz réznicowy brany o pelny krok czasowy.
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Odpowiednik (2.25) dla n = 2, to

1{“6}% - ) F HatUQ L2l 012U Li(m} *
{Hat L3(@ >+ 0,2 ;(Q@}
+67{H8t/2U . +H8t/2U ‘mm + 02U LQ(W)} (2.26)

Dodajmy teraz stronami wyzej otrzymane nieréwnosci rozrézniajac dwa
przypadki n =21in > 2.
W przypadku n = 2 dodajmy stronami nieréwnosci (2.24) i (2.26).
Dlan =3,..., N dodajmy stronami nieréwnosci (2.24) i (2.25).

Otrzymane w ten sposob nieréwnosci dodajemy do siebie stronami dla
n =2,..., N. Dodatkowo przenosimy na lewe strone otrzymanej nierownosci

wyrazy
2
Lzmg)} '

)

b z {||5$atU"—1||; o+ 130032, o

67'{H8tUN ! 8t/2Uﬁ 3

+ HatUN

L2 (Qh) L? (Qh

Daje to oszacowanie postaci

(1—7e {H@ uhNt

+ HatUN“

+ H&t/QU

L? (Qh LZ(Qh)

+ HﬁtU"“

+

L2 (Qh) L2 (ah

<er Z {H@U" !
N
+eT nz; {Hat/QU L2t
+I Z{Ha o
+— Z{Hat/zfn !

+ HatUO

+

+o ¥,

+

) <
)
+ ot o |
o)

L2(QR)

£2(Qh) + Hat/”mﬂ (Qh)} +

+ H@t/zU

+ H@UQU

L2 (Qh) L2 (Qh) L2k’

(2.27)
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Wybierzmy w nieréwnosci (2.27) € < == i skorzystajmy z nastepujacej nie-

2T
TOWNOSC1

(1 —7Te {Ha uhN-t

) >

o)
AN

Nastepnie trzykrotnie stosujemy nierownosé Gronwall’a - Lemat 7, str. 171.
Bierzemy 7, = [[0.U" |72 qny 1 PO przeniesieniu wszystkich pozostatych
h\""R

+ HatUN"

+ Hat/gU

L? (Qh L2 (Qh)

> W,

+ HatUN"

+ H@UQU -3

L2 (Qh) L2 (Qh)

wyrazow na lewa strone (2.27) pierwszy raz korzystamy z korzystamy Lematu
Gronwall’a. Czynno$é ta powtarzamy dla vy, = [|8,UN 2 12, (o1, 1 PO Taz trzeci
h\""B

dla v, = |]8t/2UN*%Hi%(Qg). Takie postepowanie daje

max {H@t/gU

—0— Hé)t/gU n-l

n=

+ max {H@tU" !

+ o=

L2 (Qh)

al A Un—l 2 =) Un—— 2 <
+T§2{’ : 2@y 1% Li@’é)}\

ig(ﬂg) T Hatfn“

N
< M{T 3 { o
+7 Z { H@,g/gfn !

(o

+ Hat/Zf

L2 (Qh)

+ H@t/zU

+ H@UQU

+
. 2.28
L2 Qh 12 (Qh) }} ( )
Zauwazmy, ze podane wyzej oszacowanie a priori, nie oznacza jeszcze stabil-
nosci, bowiem po prawej stronie tego oszacowania wystepuja wyrazy okres-
lone na potéwkowej i pierwszej warstwie czasowej, tj.

12 (Qh

o,

+ Hat/gU

L2(Qh) (Qh) )

W celu ich Wyeliminowania korzystamy z Lematu 1 - str. 44.
Zwroémy takze uwage, ze wyrazy lewej strony powyzszej nierodwnosci
(2.28), zawieraja jedynie ||8tU”*1||L%(Q%). Oszacowanie w normie

0.0

2@ otrzymujemy korzystamy z faktéw

o1,

~ o

+ HatU" L

L2(QR) L2 (Qh) Lz (Qh)
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oraz

foar-

)

. . . 3
Podobnie otrzymujemy oszacowanie [|0,U" 2|, @y O
h R

L2(h) < % {Hﬁt/zU"_ 2 o) + H@t/QU

2.4.2 Slabe normy

Udowodnimy teraz bezwarunkowa stabilno$é¢ schematu (2.14.a)-(2.14.d) w
normach stabszych niz w Twierdzeniu 1, ale najczedciej stosowanych przy
tego typu schematach - zobacz [16], [23].

Twierdzenie 2 (Stabe normy). Rozwiqzania schematu (2.14.a)-(2.14.d)
spetniajq nastepujace oszacowanie

Jmax (IO, 48U, o b

Ly

O | A R T

nszwN

<M{‘f% L2 (@) ‘ )+ = {Hatfn“ £2(0h) H 0f" 1‘L2(Qh)}+
N

T {Hat/Qf L2(Qh) H Oupaf"™ L2(Qh)}Jr

+||U°||ig(m> U012 oy +

L?(ﬂh) }

Dowdd. Dowdd Twierdzenia sprowadza sie do zastosowania Lematu 13 -

- str. 1721 Lematu 1 - str. 44 do Twierdzenia 1 - str. 20, o stabilnosci sche-
matu (2.14.a)-(2.14.d) w silnych normach. Zauwazmy bowiem, ze na mocy
Lematu 13

oraz

gdzie M jest stata dodatnia niezalezna od T, h oraz H.

ol
L

N-1
. _
L2(Q L SCT ){HaU HLQ(Qh)HZO\ v 2@,}%)}, (2.29)

2

o],

sty < SOVl

L} (QR)

@) + n:max H@t

(QR)}. (2.30)
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Zatem z (2.29) i (2.30) dostajemy
2

HUN L2 (Oh) L?(QR) <
< C(T){HUO i?(g L2(§§;) +

Un

2@ + n:max H@tU"

(QR)}. (2.31)

Analogicznie dla wyrazéw okreélonych na QZ otrzymujemy

2. uN-3|

HUN__ L2 @) By S

<C {HUO L2 () L2 () +

+H8t/2U 2 ﬁ’g)+n max HatU’”z ;(QE)JF
+7]0: 2 () +T o LQ(QB>}' (2:32)

Zauwazmy, ze cze$¢ wyrazow prawych stron nieréwnosci (2.31) i (2.32), tzn.

2

T L Z ’ i P et
n-i—l n+
+n:g.1.z.17X71 H@tU 2 2@ + 7 U 2@y
mozemy oszacowaé korzystajac z Twierdzenia 1.
Pozostate wyrazy, tj.
0
Hat/QU L2(@}) T L2(Qh + H@U 2 () T LQ(QR)
szacujemy z Lematu 1. O

2.5 Analiza zbieznosci

W tym podrozdziale zajmiemy sie analiza zbieznosci schematu (2.14.a)-(2.14.d).
Gléwnym wynikiem sa Twierdzenia 3 i 4, zawierajace oszacowanie btedu
zbieznosci schematu w odpowiednio silnych i stabych normach.

Niech u(z,nt), u (x, (n + %) 7') beda rozwiazaniami zagadnienia (2.1.a)-

(2.1.c) iniech U (x,n7), U( (n + 3T ) beda rozwiazaniami schematu (2.14.a)-

(2.14.d) dla ustalonego x € Q" in>o. Zdefiniujmy btad rozwiazania przy-
blizonego jako funkcje siatkowe postaci:
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L R A RSO (R
1.\ | U (x, (n + %) 7') —u(z,nT), e Ok
n(w (04 3)7) = { Ue, (n+ 2 7)o (s 3)r), ceal PP

Zwréémy uwage, ze w punktach siatkowych z € Q% blad rozwiazania zde-
niowany jest jako réznica odpowiedniego rozwiazania przyblizonego i rozwiq-
zania doktadnego, tzn. rozwiazania zagadnienia (2.1.a)-(2.1.c), na pelych
warstwach czasowych, natomiast dla z € Q% rozwiazanie schematu (2.14.a)-
(2.14.d) poréwnywane jest z waro$ciq dokladng na potéwkowych warstwach
czasowych. W punktach z € Q& rozwiazanie schematu poréwnujemy z ro-
zwigzaniem doktadnym branym co pot kroku czasowego. Wybér takiej wlasnie
definicji btedu wynika z postaci rozwiazan U™ oraz U nts, Przypomnijmy, ze
funkcja U"(x) dlax € ﬁﬁ; jest wyznaczana z réwnania (2.14.b), natomiast dla
x € Q% wartodci funkeji U™(x) sa przenoszone z poprzeniego potkroku cza-
sowego. Wartodci rozwiazania w wewnetrznych punktach Q% powinny by¢
zatem poréwnywane z rozwigzaniem doktadnym branym pot warstwy cza-
sowej nizej wzgledem tej, z ktora porownujemy rozwiazanie schematu w
punktach nalezacych do ﬁz. Podobnie jest w przypadku definicji funkcji
btedu na (n + %)-ej warstwie czasowej. Wartosci rozwiazania przyblizonego
w punktach z € QF liczone sa co pét kroku czasowego, stad koniecznoéé ich
porownywania z rozwigzaniem doktadnym co pét kroku czasowego.

2.5.1 Silne normy

Sformutujmy teraz nastepujace twierdzenie o rzedzie zbieznosci btedu schematu
(2.14.a)-(2.14.d) w silnych normach.

Twierdzenie 3 (Silne normy). Niech u bedzie rozwiqzaniem (2.1.a)-(2.1.c),
takim ze u € C*3(Qx[0,T]). Dla g™ i n"*2, zachodzi nastepujace szacowanie

it o igm}+
T 1) *
{uam g +H il o
N-1 . net M " 2
8 [y el < (0 )
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gdzie M jest statq dodatniq niezaleing od 7, h oraz H.

Uwaga 4. Zwroémy uwage na normy, w ktorych mierzony jest blad zbiezno-
sci proponowane] dyskretyzacjyi. Twierdzenie powyzsze podaje oszacowanie
pochodnych wzgledem czasu bledu rozwiazan rozwazanego schematu, a nie
bezposrednio bledu rozwiqzan schematu (2.14.a)-(2.14.d). Przypomnijmy, ze
tego typu normy w tej pracy nazywamy normami Silnymi.

Uwaga 5. Zwréémy uvwage na zachowanie rzqdu zbieznosci bledu rozwazanego
schematu w silnych normach, przy ustalonych stosunkach parametrow dyskre-
tyzacji T, h i H:

1. przy 75 = const 1 H = const blqd zbieznosci jest rzedu
O(r+h2)=0(h?),

2. przy 3z = const i % = const blad zbieznosci jest rzedu

O(tr+h)=0(h),
3. przy 7 = const 1 H = const blad zbieznosci jest rzedu
O(r+h2)=0(h?),

4. przy 7 = const i % = const nie ma zbieznosci.

Te cztery przypadki zostanag w dalszej czesci pracy - Rozdziale 4, skonfronto-
wane z wynikamsi odpowiednich eksperymentow numerycznych.

Dowdd. Dowdd tego Twierdzenia jest wnioskiem z Twierdzenia 1 - str. 20 o
stabilnosci schematu (2.14.a)-(2.14.d) w silnych normach i lokalnej aproksy-
macji rozwazanego schematu.

Wypiszmy schemat dla btedu naszego schematu dla réwnan okreslonych
na ﬁ; dla n > 1. Podstawiajac U™ = n" +u" do schematu (2.14.a)-(2.14.d) i
korzystajac z btedu aproksymacji pochodnych rézniczkowych odpowiednimi
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ilorazami réznicowymi mozemy napisac

Om; ™t — 0.9} = 7pj(u") 4+ h*p3(u")
jE{jISL’jEQ}}%},

) V}*%_lg ’?*%_g n — 1(,mn B202(u™) — -0, 100 ﬁ*%

t/27; n\GaTlj+1 xnj - ij(u )+ p](u ) 2n0t/202Uj4 1

je{jz;=Q2k-1)H, k=1...,K},

n—3 P 5 . n—3 n n T 5 n—3
8t/277j 2 — %<8x7];1+1 — 8357% 2) = ijl (U ) + h2p§(u ) + ﬁﬁt/gaxu] 2
je{jia; =2kH, k=1... K -1},

n?:n] 2 ]E{jZZL‘jGQB},
(2.35.b)
i podobnie dla réwnan okreslonych na ﬁlfg dlan > 1

n—i 5 nt+i n+s n+y

8t71j 2 — Qﬁxnj : = ijl‘(u +é) + hQP?(U +é)
jE{jI.’L‘J‘EQ%},

) n 1 5 n—l—% 5 n _ 1(, n+i h2 2 n+1 ) 5 n
t/21]; _E( i1 — w”j) = 7o (W) + 1 p (W) + 550y 0su;

je{jiz;=2k-1)H, k=1,... K},

n = = n+i ntd L - a n
8t/277j - %(@ﬂlﬁl - 8:1:77]‘ 2) = Tp;(“ +2) =+ th?(u +2) - ﬂat/zamuﬁrl
JEL e =2kH, k=1,.. K -1},

n+i n . .
n; *=mn; jE{j:ijQ%}.
(2.35.¢)
Dla n = 1 na dla rownan okreslonych na ﬁlfg mamy natomiast
- 1
Dryon) — 0,01 = 7p}(u?) + W0} (u?)
jE{j:ijQ%},
= 3 = 1 1 - =
Ory2m; — %(a$77j2+1 - 89677?) = 7pj(uz) + h*p5(u2) + 5:0y20,u)

je{jz;=2k-1)H, k=1,...,K},

_ — 1 1 - =
8t/277§'] - %(5‘3577?“ — 0.1 ) = TP} (uz) + h2P?(u2) - ﬁat/Qaﬂﬁu?H
jed{jz;=2kH, k=1,... K — 1},

=179 je{j:xjeQ’}g}.

NI

Sl

Ui
(2.35.a)

Tutaj

pj(u") = %(%t); te <<”— %) B ("*%) T> ’
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oraz

M*u
pi(u") = 9t HNT) @ € (T, Ti).

Podzielmy btad naszego schematu na dwie czesci.

Pierwszy z nich to btad lokalnej aproksymacji okreslony w kazdym punkcie
. . - N du
812atkowym wynikajacy z aproksymacji pochodnych_roznlczkowych 5¢ oraz
% odpowiednimi ilorazami réznicowymi du i 9,0,u. Oznaczaé¢ go dalej
bedziemy przez

1

G =Top(u) + W), T = T () 4 12 ().

Drugi btad to btad lokalnej aproksymacji, okreslony tylko w punktach z € Q&
czyli na brzegach odpowiednich podobszaréw. Wynika on z aproksymacji
pochodnych normalnych odpowiednimi ilorazami roéznicowymi z poprzed-
niej warstwy czasowej. Skladaja sie na niego wyrazy : —o-0y 20, up), oraz
27 Oty20,upyy gdzie k= 1,...,2K.

Korzystajac z Twierdzenia 1 (stabilnosé jest wlasnoscia schematu) i z
faktu, ze n°(z) = 0 dla kazdego x € Q" otrzymujemy nastepujaca nieréwnosé

TSR T R LY S
+n:6nax {Ham ‘LQ @) + H@m"—% i}zl(ﬁ}é) } +

N-—1 N o 2
M;{w Li(ﬁ%)ﬂ 20" Li(ﬁ’fa)} s

< 52 D i 1
<M 2] th% o g(gg)jLHZ legion *

12 n 2
+T { H&gz ’ LZ(Qh) T H&gz ‘Li(ﬂfé)} +

+§:Ha il UDY R .
2 e 2
IF=1aa T WRARTE e
N 5 N - _ 9
+7’1;2Hat/22 ]Limg)+r;H%at/Qat/zaxu s [ (2.36)

Oszacujmy teraz wyrazy prawej strony oszacowania (2.36).
W pierwszej kolejnosci zauwazmy, ze przy zalozeniu ’%(x,t)’ < C oraz
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d%u

< C dla kazdego (z,t) € QT, mamy

oxtot
L . +TZ{Hatz ) 10" 20 ) +
+Tnzz{Hat/zzn—% i P ii(gg)} SM(F+nt),  (237)

gdzie M jest stala zalezna jedynie od rozwiazania zagadnienia (2.1.a)-(2.1.c).
Przejdzmy teraz do oszacowania pozostatych wyrazéw prawej strony nie-
réwnosci (2.36), tj. wyrazow z czynnikami o . Przy zalozeniu, ’%(% t)’ <

Q

dla kazdego (z,t) € QT, korzystajac z faktu, ze ilog¢ elementéw zbioru Qf
wynosi |QR] = % gdzie L jest dtugoscia (), a H szeroko$cia pojedynczego
podobszaru, otrzymujemy

2

+
L3(93)

2 }
eh)

TS ot +

mEQh

T —
ﬁat/Qamuo

2

iy {H%amamau%

2 "— HQh&g/ﬁt/ﬁ u"

Ly

2

1 2 — 2 ‘L

gdzie M jest stala niezalezna od 7, h i H.
Podstawiajac oszacowania (2.37) i (2.38) do nieréwnosci (2.36) otrzymujemy
oszacowanie zawarte w tezie Twierdzenia 3. U

2.5.2 Stabe normy

Sformutujemy i udowodnimy teraz Twierdzenie o rzedzie zbieznosci sche-
matu (2.14.a)-(2.14.d) w stabszych, ogdlnie do tego typu zadan uzywanych
normach. Podaje ono oszacowanie bezposrednio btedu rozwiazan schematu,
a nie tak jak to miato miejsce w Twierdzeniu 3 pochodnych btedu wzgledem
czasu. Przypomnijmy, ze w tej pracy normy tego typu nazywamy normams
stabymi.
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Twierdzenie 4 (Stabe normy). Niech u bedzie rozwiqzaniem (2.1.a)-
(2.1.c), takim, ze u € C*3 (ﬁ X [O,T]). Przy T/h2t = const i o > 0 dla
02 i (-z0bacz (2.33)-(2.84)) zachodzi nastepujace oszacowanie

ni|2 nfl 2
Jmax {un [ 2HL%@;;)} T

n n—i 2
+T; {Hamn HLi(ﬁ}}%) + ”31‘77 2 HLi(ﬁ}llB)} <M <T +h"+ 0o =+ —H ) ,

gdzie M jest stata dodatniq niezaleznag od 7, h oraz H.

Uwaga 6. Zwréémy vwage na rzad zbieznosci bledu schematu (2.14.a)-(2.14.d)
w zaproponowanych normach, przy ustalonych stosunkach parametrow dyskre-
tyzacji T, h i H:

1. przy 5 = const © H = const blad 2bieznosci jest rzedu
O(r+h?) =0(r),

2. przy 5z = const i % = const blad zbieznosci jest rzedu

O(r3+h?) =0(h).

Zauwazmy, ze w przypadku 75 = const i H = const, rzad zbieznosci schematu
(2.14.a)-(2.14.d) jest taki sam, jak w przypadku schematu zamknietego FEu-
lera - patrz np. [16].

Zachowanie schematu przy w wyzej wymienionych przypadkach zostaniw skon-
frontowane w Rozdziale 4 z wynikami odpowiednich eksperymentow nume-
rycznych.

Uwaga 7. Zauwazmy, ze tak jak z Twierdzenia 1 wynika Twierdzenie 2, ze
zbieznosci schematu (2.14.a)-(2.14.d) w silnych normach, wynika zbieinosé
rozwazanego schematu w normach stabych. Bez dodatkowych zatozen o T,h
oraz H mamy zatem zbieinosé w sensie stabych norm rzedu O (7’ + h% + \/me) )

Dowdd. Dowdd przebiega¢ bedzie nieco inaczej niz dowodd Twierdzenia 3 -
str. 29 - o zbieznosci w silnych normach. Bezposrednie probu przeniesienia
idei dowodu Twierdzenia 3 daja stabsze oszacowanie zbieznosci btedu sche-
matu (2.14.a)-(2.14.d), niz podawane w tezie dowodzonego tutaj Twierdzenia.

W pierwszej kolejnosci zajmiemy sie szczegdtowo réwnaniami schematu

(2.14.a)-(2.14.d) okreslonymi na wewnetrznym pododcinku ﬁ;k, czyli dla
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k = 2,...,N, po czym uogblnimy otrzymany wynik na skrajmy podod-
. =h ) . , . ,
cinek 2 . Nastepnie przeniesiemy rezultaty na réwnania okreslone na podob-

szarach ﬁ’;.
Przypomnijmy schemat dla bledu odpowiadajacy schematowi (2.14.a)-

(2.14.d) dla réwnan okreslonych na ﬁ]}%. Zostal on wypisany na str. 31 - patrz
(2.35.b).

81577;-“1 — 8,01} = 7p;(u™) + h?pi(u")
je{j:xjeQ’;%},

_1 _ 1 _ _ 1
Oan; 2 = 3 Oempes = 0um)) = Tpp(u") + B2 (u") = gr0yauug,
je{jia;j=Qk—1)H, k=1..., K},
_1 _ _ 1 B 1
Oy > = 4 @anfyy —Bamy ?) = pj(u") + W23 (w") + 55 0y200u; 2
je{jx;=2kH, k=1...,K —1}.
(2.39)

Zajmijmy sie szczegéltowo réwnaniami schematu (2.39) okreslonymi na wew-

=h . . , _ ‘o
netrznym podobszarze (1 . Zastosujmy do tych réwnan metode nierdwnosci
energetycznych. W tym celu mnozymy rownania schematu (2.39) przez htnj,
sumujemy wzgledem j = 2kM, ..., (2k 4+ 1)M. Stosujemy wzory sumowania
przez czesci i dostajemy rownanie

(2k+1)M—1

h n—1 _
o (ks = My )i 0 D> (nf =)0 +
j=2M+1
b . (2k+1)M ,
n—s —
+§(77?2k+1)M — Mgt 1ya) ok T TH > ‘axnj‘
=2k M1
(2k+1)M ) R R
=ht Z (T+h )Pj(un)n? — TOxMop 1Mok + Taxn(zki1)M+177?2k+1)M +
j=2kM

7_2 2 1

— p—4i T — p=1
+Eat/2axu2k1\3177121kM - 7@/2896“(%_2;_1)]\44_177?2]94—1)M <

2 2 2 T 2 2
<er {1 g, + blnend® + Bl + S0 + B0 o+
i n*% n i ”*% n
—TOuMgpng2km + TO2M o 1) M1 Mokt 1) T
2 1 2 1
T = n—s T a5, 32
+73t/23xu2k1\277§m\4 - 3at/2ar“(2kil)M+177?2k+l)M'
(2.40)

Ostatnia nierownos¢ otrzymalismy stosujac Lemat 11 - str. 172, do pierwszego
wyrazu prawej strony powyzszego wyrazenia.
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Dla skrajnego podobszaru ﬁ;;l otrzymujemy analogiczne do powyzszego sza-
cowanie. .
Sumujemy te nieréwnosci stronami po wszystkich podobszarach (2, dla

k=1,..., K stosujac dodatkowo tozszamosé
(77 77_7 ) _‘77] - n;l*1|2 |77_7 ‘2 |77n 1‘2'

Dla n > 1 pozwala to napisac

2
2 D20 on s — Sl 3"

7_2 n—212 1 n|2 1 n—212
+E”at/277 2 HL%(Q?) + ZHU ”LZ(QQ) - ZHU 2 HL%(Q?) <
T
<w{MW§mh+Wfﬁum}+—WT+WMWWW2
K-1 L
-7 Z 8x772kM772kM +7'Zax77(2k 1)M+177(2k vt

2K 1 _ ool
+ Z a15/2‘9 uszn%M Zat/2ar“(2k31)M+177?2k—1)M
k=1

(2.41)

Analogicznie, mnozac réwnanie (2.35.c) przez h7'77”+%, dlan > 1 na Q}fg
otrzymujemy

2
T _3 2 1 _1 2 1 _3 1
7“81577” 2 HL%(Q%) + 5”7771 2 ”Li(g%) - 5“”” HL2 Qh + 7'”39077 2 ”L}Ql(ﬁfé) +
2
T —1n2 1 _L1l,9 1 —12
+E||8t/277n ||L%(Q§) + ZHU" 2 HL%(Q(}{) - ZHU" ||L%(Q§L) <

1

_1 _1 T _1
THW2ﬁmw+wwzﬁmm}+ww+ﬁmw1m@@9+
h

1
+7 Z 81772kM+1772kM T Z Ry 2k 1 M77(2k2 ym T

2 K-1 n—l
- Z 8t/28 U2kM+1772kM + = Zat/Za u(2k 1)M77(2k HM:

(2.42)
Dla n = 1 dostajemy na ﬁlfg nieco inng niero6wnosc¢. Jest to spowodowane

réznica pomiedzy réwnaniami (2.14.a) i (2.14.c). Zauwazmy, ze w pierwszym
pétkroku czasowym, opisywanym réwnaniami (2.14.a), pochodna czasowa
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we wnetrzu Q% jest aproksymowana ilorazem réznicowym o pét kroku cza-

sowego. W przypadku kolejnych krokéw czasowych na Qg, zadanych réwna-
niami (2.14.c), pochodna czasowa jest aproksymowana ilorazem réznicowym
branym o peten krok czasowy. Uwzgledniajac ta réznice dlan = 1, z réwnania
(2.35.a) otrzymujemy oszacowanie

2
7”@/2770”%}21(%) + 5”"72 H%i(g%) - _||770H%2 Qh + 7—Ham772 HLQ(ﬁ’};) +

2
T 02
+ 16 102n° 23 oy + HWHLz @~ —H?? IZ2 ey <
1 i 3
< er {In* B + 03122 }+ 27 + B%)p(u w7, ) +
K-1
+T Z 8m772kM+1772kM Tzaﬂm(?k 1)Mn(2k v T
k=1

72 K-1 1
- Z Oy j20q u2kM+1772kM + = Zat/za 2o 1M ak—1)M

(2.43)

Zsumujemy teraz otrzymane nieréwnosci.
Dla n = 1 dodajemy stronami nieréwnosci (2.41) i (2.43).
Dla n > 1 dodajemy stronami nieréwnosci (2.41) i (2.42).
Po takim sumawaniu parami, sumujemy teraz stronami otrzymane nieréw-
nosci wzgledem n = 1,..., N. Takie postepowanie, po odpowiednim pogru-

37



powaniu wyrazow i wykorzystaniu rownania (2.14.d), daje

9 N-1 N

T -1 -

5{Wyﬂ%%m@+§iwm"W%m@+2¥@wlﬁ%%}+
P

2 N
—12 _1l,9
+16 ﬂ@mw 132 cany + 182" 2 32 )} +
1 N 1N2
5 {In" 2mmw%wnugmﬂ}+ﬂmuﬁm@+
N p—
413 {1 g + 100} <

n=1

N
_1
<{ﬂ§:ﬂﬂ‘ﬂ%m@+WWﬁ%%ﬁWn npgh+wnggp} +
-1
K
5 "3 5 . n—1
{ ZZ{‘?W ok M1~ Oallop_nyn ( Mok—1m [ T

K- 1

N
{TZ Z x772kM mnszH Mok M

n=1 k=1

_l’_

Ss

N K
T = n—=% -1
+ o Z Z {at/2ar“(2k11)M77(2k2 WM~ 6t/26 u(2k 1)M+177 2%k—1 M} +

Se

2 N K net 2 N K-l 1
+ {7 Z Zarn(zk m a15/277(% 1 M} ) Z Z 9 772kM+1at/2772k1\2} +

T2 N K-1
- {7 > {815/2‘9 “2kM+1772kM 011204 UszU%M} +

n=1 k=1 Se

N
T 2y ) (0my (2 2y on—3y2
25 L1+ R, g + 1+ B2 DI, 0

1 012 012 1 012 _
5 {032 @y + 1032y } + 7100032 ) =
= S1 48y — S5+ 54— S5+ 5 — S+ M(r2+h1). (249)

Upro$¢émy teraz lewa strone nieréwnosci (2.44). Osobno szacowaé¢ bedziemy
sumy prawej strony tej nieréwnosci oznaczone przez So, Sy, S¢, a nastepnie,
przez analogie wypiszemy oszacowania sum Ss3, S5, S7.

W pierwszej kolejnosci zajmiemy sie druga suma prawej strony (2.44),
czyli wyrazeniem

[So| =7

N K L
n—1 n—gy
5 Bttty - Bt o 49
n=1k=1
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Zauwazmy, ze z rownania (2.35.c) dlan > 11 z réwnania (2.35.a) dlan =1,
w punkcie z; dla j = (2k — 1) M, mamy

- 1 /= ns o
aﬁQﬁ@klnA{__Z:(amn@k21ﬂ4+1__amn@kllm4)::
a1 a1 T o = n
= TP%qu)M(“ 2) + h2p?2k71)M<u 7) + ﬁatﬂaru(%lan

co przeksztalcié mozemy do postaci

— n—

zT 2k

1
1)M+1 89677?% HM =

| o=

2

e 1l 1
= hat/Qn(le_l)M - th%Qk—l)M(u 2) + hgp%Zk—l)M(u 2) - _615/2(9 “(zk DM+1 —
=h {815/277?2791_1)]\/[ + p(u™) (T +h% 4+ E) } .

Po wstawieniu powyzszego wyniku do (2.45) otrzymujemy nastepujaca rownosé
1

LAl 1 2 T n—y
Z Z {815/277?2;—1)M + p(u") (T +h" + E) } 77(2k31)M| :

n=1k=1

‘SQ| :Th,

Zastosujmy do Sy, Lemat 11 - str. 172 dla kazdego ustalonego n =1,..., N.
Daje to

2

2}
n_l
Nastepnie wyrazy pierwszej sumy, tzn. ‘n(2k31) ], dla kazdego ustalonego

k=1,...,Korazn=1,..., N, szacujemy korzystajac z Lematu 9 - str. 172.
Takie postepowanie daje

n—— L n——
15,] < ETZZ{H@w e+ (145 ) IR e |+

n=1k=1
2
)

N K
|Sa] \ETZZ

n=1k=1

772k 1M

hQNK

+—ZZ{‘615/277219 1M‘ JF‘,O(Un) <T+h2+%>

Th,2N K

+—ZZ{‘815/2772]§ 1K‘ +’ <T+h2 h)

n=1k=1

a poniewaz

Mw

I ) = I,
k

ZH@m g )= 1T 2 (2.46)

1
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otrzymujemy dalej

n—— L n—12
155] < 67‘2{”69677 N + ( g)”" 2||Lz<ﬁ’g>}+

Th2 N K ) _ )
+— > > {‘at/ﬂ? 2k£1)K‘ + ’P(Un) (7’ +h%+ E) } _

n=1k=1

1+%) dostajemy

Wybierajac w powyzszym € =

—

nf n—j
5 <er S {1 HLQ(Q)HW 2|!imh>}+
h
w7 (1
€

7)Y
+7‘h2( )i::i

€

(2.47)

Zauwazmy, ze korzystajac z Twierdzenia 3 - o zbieznosci schematu (2.14.a)-
(2.14.d) w silnych normach, druga sume prawej strony powyzszej nieréwnosci
mozemy oszacowaé¢ w sposob nastepujacy

h Ly Y 112 h L 2
= <1 + E) T; H(?t/Qn 2@ < M? (1 + ﬁ) max H(?t/zn 2@l <
< = - — | < — | .
6(1+H)M<T +h —i—hH) M(T +h +H2
(2.48)

Poniewaz K = %, trzecia spos$réd sum prawej strony (2.47) szacujemy
przez
-
T+ h?+ )
(e

(14 £) S5 bt
€ n=1k=1

Korzystajac z oszacowan (2.48) i (2.49) w nieréwnosci (2.47), otrzymujemy

ostatecznie

2

2
4
< AA <T —F}l +‘}§5>

(2.49)

N

nf n—41 2
Sal < er 3 {12, 0 + 2|@m)}+M<T +h4+m>

n=1

(2.50)
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Analogiczne oszacowanie otrzymujemy dla sumy |Ss3|, czyli trzeciej sumy
prawej strony nieréwnosci (2.44). Tym razem dokonujemy odpowiedniego
podstawienia z réwnania (2.35.c) dla n > 1, ale w punkcie z; dla j = 2kM.
Reszta dowodu przebiega w identyczny sposob.

PrzejdZzmy do oszacowania czwartej sumy prawej strony nieréwnosci (2.44),
czyli wyrazenia oznaczonego przez S4
Zauwazmy, ze przy zalozeniu 7 = Chite dla a > 0, mozemy napisac¢

ZZ 2; DM at/277(2k M
< Crh3te Z Z B

n=1k=1

2
-
S| =3 <

n—4i
2
ng—i—l

n_1
81&/27)M 2' .

Zaznaczmy tutaj, ze jest to jedyne miejsce w dowodzie tego Twierdzenia, w
ktorym zakladamy, ze 7 = Ch2+® dla a > 0.

Pogrupujemy odpowiednio wyrazy otrzymanej nieréwnosci, po czym kolejno,
dla kazdego iloczynu, zastosujemy Lemat 11 - str. 172.

il < Crhdte s z

1
n—3
ng+1

1
\/E\/ﬁ

1
Dy \ <

n=1k= 1
1., = n—31 n—1
< C'Th2+ Z Z \/ﬁ|8$n(2kil)M|\/ﬁ 8t/2nM 2} <
n=1k=1
o C2rpit2a N L2
ETZH@m e ZHat/zn Ylan . 25D

Podobnie jak wyzej przy szacowaniu Ss, do oszacowania drugiej sumy prawe;
strony (2.51) postuzymy sie Twierdzeniem 3 - o zbieznosci schematu (2.14.a)-
(2.14.d) w silnych normach. Na mocy tego Twierdzenia mamy

2

027h1+2a N 9 02h1+2a 1
O <7 max H@t/w 2

nol
1;1 Hat/w Nz oy ¢

C2h1+2a A 2 ) ) 4 7_2h20¢
<—— — | < — .
. M( + h* + hH) C*M |+ h"+ 17

<
<
Li(“?)

€

Uwzgledniajac otrzymany wynik w (2.51) otrzymujemy zatem

2h2a
|S,] < ETZH&L«?? 2H 7 +M(r + At + T) (2.52)

Piata sume prawej strony (2.44), czyli wyrazenie oznaczone symbolem Ss,
szacujemy w identyczny sposob co Sj.
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Zajmijmy sie teraz szosta suma prawej strony nieréwnosci (2.44). Rozbi-
jmy te sume z warunku trojkqta na dwie sumy

7.2

|S6| = 5

-1 — el "
Z Z {81t/2a ug: 2k 1)M77(2k DM~ 8t/2833u(2k21)M+177(2k1)M}|

N K 1
ZZ 1/20a 2k 1M77(2k ym|t

7_
2

\

Mz

Z 01202 u: (2k— 1)M+177(2k M ‘
= Se1 + Se2. (2.53)

72
2

Oszacujmy kolejno wyrazenia oznaczone przez Sgi, Sgo-
Zacznijmy od Sg;. Skorzystajmy z Lematu 9 - str. 172. Na mocy tego
Lematu mozemy napisac

n—1 1
o2 s | < C 31182 2 Lt —= | 10" 3|2, ¢
(2k—1)M L2 VH A

Przeksztalcamy Sg; do postaci

|S61| = <

72
2

N K 1
Z Z O1/20x u(2k v k)M

72 1 Y& 35 ,,n—1 5 =3 n—3
<3 (”Tﬁ);;\@/ﬁw“(zk—lw\{”m R L Y 5

Do powstalej sumy zastosujemy teraz Lemat 11 - str. 172 i otrzymujemy
nastepujaca nieré6wnosé

N K
A .on—12 n—212
mﬂ<w;gxwmzmm%+m2mm%}+
7.3
+— c ( ) Z Z ‘315/23 u(Zk 1)M‘

n=1 k=1
Korzystajac z zaleznosci K = £ oraz faktow (2.46), dostajemy
-2
|%|w2w2m%+m4| b M

Identyczne oszacowanie otrzymujemy dla wyrazenia Sgz prawej strony nie-
réownosci (2.53). Ostatecznie zatem z nieréwnosci (2.53) mamy

2

1 T
18] < wzﬁmmn ay T g b M (250)
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Sume oznaczona Sy, prawej strony wyrazenia (2.44), szacujemy w ten sam
sposob co Sg.

Przepisujemy teraz nieréwnos¢ (2.44) uwzgledniajac oszacowania (2.50),(2.52)
i (2.54). Nastepnie korzystamy z prostej nieréwnosci

2
n—12 n—1{2 T n—1}2
2 < [
1" 2122 @y < 200" M2z @y + 5 19020 M7z 0
i po przeniesieniu odpowiednich wyrazow ostatniej warstwy czasowej na lewa
strone, otrzymujemy oszacowanie

2 N N ~
5 ||8t/2770||i}21(%) + Zl 10im 2||i,21(9g) + Zl |0 1||ig(9g) +

7_2 N

nol
+E(1 —eT) Y {||at/2n;\l4_1||ig(ng) + [|0e2mar * H%i(ﬂ?)} +

n=1

—_

1 _1
+ (5 — 67) {3 0 o) + I Wz } + 3 (1= ) I g o) +

B
N = 1 —
+7(0=0 S {18 5 )+ 102y} <
N-1 L , )
S €T 7;1 {Hnn_E”Li(Q%) + ||77”||L§(Qg) + ||77n||Li(Q§)} +
T2h2a 7_2

+M <72 + At + 7+ ﬁ) . (2.5)

. . s g s . . 1 1
Wybieramy w powyzszej nieréwnosci € < min {;, 3

}. Nastepnie korzystamy
z Lematu Gronwall’a - Lematu 7 str. 171, biorac
1
T = [l ||%§(Qg) + ||nN||%§(Qg) + ||71N||i,21(§zg)-

Daje to oszacowanie postaci

n—=L12 ni|2 ni|2
max {722 0n) + 177132 0n) + 10" 2oy } +

n=0,...,IN
n— n—3
a7 {0 7z o + 102" 172 o | +
N L —
+Tnz::1 {H&m 2 HL%@*;B) + 110am ”Li(ﬁ};z)} <
Ttha 72
+M (# + b e ﬁ> : (2.56)
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Zauwazmy, ze Wyrazy ||77”_%||%2(Qh) i ||n”||%2(m) nie sa okreslone na dom-
h\""B h\""R

knieciu odpowiednich podobszaréw. Oszacowania w normach ||n"~ ||L2 2 @, )

™ HL2 2@y otrzymujemy korzystajac z nieréwnosci
1112 ey < 200" 12 ey + 20" 123 )
oraz
n—— n—12 7-2 n—12 n||2
0 ) < 20 o) + S0 H iy + 2

ktérych prawe strony zawieraja wyrazy oszacowane nieréwnoscia (2.56). O

2.6 Lematy pomocnicze

W tym podrozdziale zawarty zostat lemat pomocniczy, wykorzystany w do-
wodach Twierdzen 1, 2.

W ponizszym Lemacie 1 podajemy oszacowanie pochodnych réznicowych
wzgledem czasu z potéwkowej i pierwszej warstwy czasowej przez odpowied-
nie wyrazy zawierajace jedynie wuy oraz prawa strone zagadnienia (2.1.a)-
(2.1.c).

Lemat 1. Rozwiazania podschematéw (2.14.a) 1 (2.14.b) dlan = 1, spelniaja
oszacowanie

1.2
< M{10Bs0] 23 g + 17312y + 172y + 70027 H s )

2
L2 (@)

a) + H8t/2U2

) *

+T{HataxU0HL2(Q 3+ 1002900 o ) } <

sty * 1020

gdzie M jest stata dodatnia niezalezna od T, h oraz H.
Dowod. W pierwszej kolejnosci zajmijmy sie wyrazami tezy Lematu okreslo-
nymi na wewnetrznym podobszarze ﬁ}ék, gdzie k = 1,..., K — 1. Nastepnie
rozszerzymy otrzymany wynik na brzegowy podobszar ﬁ]];K, PO czym prze-
prowadzimy analogiczna analize dla réwnan schematu (2.14.a)-(2.14.d) o-
kreslonych na ﬁz. .

Zauwazmy, ze dla pododcinka €2z réwnanie (2.14.a) mozna zapisa¢ w
postaci

— 1 —
a15/2U(021L271)1\4 - ﬁatﬂaxU(%lffl)Mﬂ = f(22k71)M + amal“U(OZkfl)Mv
yy2U? — £0,120,0,U9 = f? + 8,0,U7, je{ja; ey, (257
— 1 —
Dry2Usns + 3:01/205Usiar = foinr + 0202Ugp -
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Do powyzszego schematu zastosujmy metode nieréwnosci energetycznych.
Dla j = (2k — 1)M,...,2kM, mnozymy réwnanie (2.57) przez ho,,U; i
sumujemy wzgledem j. Otrzymujemy

kM )
j=(2k—1)M
T 3_ 770 0 ho AR 3J 770 0
_§8t/26mU(2k_1)M+18t/2U(zk—nM -5 > O1/20,0,U; 02 U; +

j=(2k—1)M+1

-
+§8t/231 UsporrOr/2Uspnr =

2kM 2kM N
=h Z f 0t/2U +h Z axameat/sz. (2.58)
j=(2k-1)M j=(2k—1)M

Do drugiego, trzeciego i czwartego wyrazu lewej strony powyzszej rownosci
stosujac wzory sumowania przez cze$ci otrzymujemy

To9 7 170 0 h RKT 3 770 0
_Eat/anU(Qk—l)M-Hat/?U(Qk—l)M DY Z 8t/28waﬂﬁUj 825/2Uj +

j=(2k—1)M+1

+§at/26mU2kMat/2U2kM ~ 9 Z ‘at/QaﬂﬁUj’ :
j=(2k—1)M+1

Mozemy zatem przepisa¢ réwnosé (2.58) do postaci

2kM 0 9 h 2kM — % 9
j=(2k—-1)M j=(2k—-1)M+1
2k M 1 2kM _
=h > [ROpU)+h D 0,0,U70,,U;.
j=2k—1)M j=2k-1)M

Do prawej strony powyzszej rownosci stosujemy Lemat 11 - str. 172. Dla
odpowiednio malego € daje to oszacowanie dla wyrazéw okreslonych na we-

wnetrznych podobszarach ﬁ% postaci

Hat/QUo”ii +7—Hat/2a U HLQ(Q <

M {”fﬁﬂL,g@;;k) + HamaxUO”Li(ﬁ,ék)}. (2.59)

Podobne oszacowanie otrzymujemy dla rownan pierwszej warstwy czasowej
schematu (2.14.a)-(2.14.d)okreslonych na skrajnym podobszarze Qf
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Sumujemy stronami nieréwnosci (2.59) po wszytkich podobszarach Q%k dla
k=1,...,K. Daje to

2 2

—h
L2 (@)

Hat/zUO‘ 5 8,0, U°

Li(ﬁ}é) +T H@t/ﬁon

<M{\

o+
L2 (Q%)

2
L,%(ﬁ%)} '

Przejdzmy teraz do dowodu analogicznego oszacowania dla wyrazow tezy
. ah . , , .
Lematu okreslonych na . Rozwazmy szczegétowo réwnania naszego sche-

matu okreslone na wewnetrznym podobszarze ﬁ%k dlak=2,..., K, poczym,
podobnie jak wyzej przeniesiemy otrzymany wynik na skrajmy podobszar
=h

QRI .

Zauwazmy ze, 7z rownania (2.14.a) dla j = 2kM mamy

1 /— _ 1 1
8t/2U§kM O (8$U§kM+1 — 0y 22kM) = forrrs

a z rownania (2.14.a) dla n = 1, w punkcie x9), mamy
b (s mb
8t/2U2kM “h <8:L“U2kM+1 — 0z 2kM> = farm-
Odejmijmy stronami dwa powyzsze rownania. Daje to rownanie
3 0 Ta5 770 T3
at/2U2kM - at/2U2kM - EatamUQkM-',—l = if%M'

Podobnie dla j = (2k + 1)M dostajemy

1

at/2U(%2k+1)M - 8t/2U(02k+1)1\4 + %@ng(OzkH)M = %fékH)M-
Poniewaz dla kazdego x € Q& mamy
82U (x) = 20,U° () — 9, ,U° (),
mozemy réwnanie (2.14.b) dla n = 1 przepisa¢ w postaci

1 _ 1
20U s — 70002 Usparir = 5 foinr + 20:/2Usy

28tU(§2k+1)M + %8t5$U(()2k+l)M = %f(szrl)M + 2at/2U(OQk+1)M'

Powtarzamy dow6d oszacowania (2.59) mnozac réwnania schematu (2.60)
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przez h@tUJQ, dla j =2kM, ..., (2k + 1)M. Dostajemy

) (2k+1)M—1 ) s Th @k+H)M )
200U+ D0 U+ 2hl0UG |+ 5 Y 00.Uf| =
j=2kM+1 J=2kM+1
(2k+1)M -1 (2k+1)M—1
=h > flaU)+h > 0:.0,U0U) +
j=2kM+1 j=2kM+1

+2h0, 2 Uy n1 O Usar + 2hat/2U(02k+1)M8tU(02k+l)M +

Th 1 0 Th 1 0
+5 02 S5m0 Uskenr + =502 f o) O Ui 1y
Stosujac Lemat 11 - str. 172, do prawej strony powyzszej rownosci. Po prze-
niesieniu odpowiednich wyrazow na lewa strone dostajemy oszacowanie

(1-ofav) 3,0,0°||"

<
—h —h X
L2(@,) L2 (@)

+T’

1 1112
<1 B )+
1 1
+ht (\at/2f22kM\2 + |8t/2f(22k+1)M‘2) +h (|8t/2U§kM\2 + |8t/2U(02k+1)M\2) }

Dla skrajnego podobszaru ﬁi}l%l otrzymujemy analogiczne oszacowanie.

Sumujemy otrzymane nieréwnosci po k= 1,..., K. Daje to
love|”, o+~ [a.00°
i@ T @

1
< MU 2y + 702 2122 0y + 1002U° 2 )}
Wyraz [|0,2U°||3. () Prawej strony powyzszej nierownosci szacujemy korzys-
h\"%§

tajac z (2.60). Ostatecznie dla réwnan schematu okreslonych na ﬁ; dosta-
jemy oszacowanie

0(2 5 7702
002, e+ TIOTUNE, o <
1 1 —
< M{”f2 Hii(ﬁ}é) + Hfl”i,{(gg) + 710217 H%g(gg) + HamaxUOH%,{(Q)}-
(2.61)

Pozostaje pokaza¢ oszacowanie dla wyrazu ||0;U %”ig (ony- Lauwazmy
h\™%5
jednak, ze

1
192U 21172 ) < 2 {410T° 32 ey + 190/20° 32 o) | <
012 0112
< {11, g #1000 2y b (262)

Laczac (2.60) i (2.61) oraz (2.62) dostajemy teze Lematu. O
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3 Zagadnienie paraboliczne dwuwymiarowe.
Metoda elementu skonczonego

W tym rozdziale uogélnimy metode dyskretyzacji wprowadzona w Rozdziale 2
na przypadek bardziej ogblnej dekompozycji wielokata €2. Dla szerokiej klasy
zagadnienien poczatkowo-brzegowych dla rownan parabolicznych, zadanych
w sformutowaniu uogélnionym i okreslonych na wielokacie €2, zaproponujemy
metode dekompozycji obszaru bazujaca na metodzie elemetu skonczonego
wzgledem zmiennej przestrzennej i metodzie roznic skonczonych wzgledem
zmiennej CzZasowej.

Celem, ktory chcemy w tej czedci pracy osiagnac jest przedstawienie przy-
datnosci proponowanej dyskretyzacji do obliczen rownoleglych dla ogdlnych
zagadnien parabolicznych. Dla ustalenia uwagi wprowadzimy triangulacje
ztozona z elementow trojkatnych, ale uzyskane wyniki przenosié¢ sie beda na
inne rodzaje elementow - np. elementy czworokatne. Przedstawimy i przeana-
lizujemy tu schemat dyskretyzacji, ktory przy stosunkowo nieskomplikowanej
implementacji, pozwala na bardzo efektywne zréwnoleglenie procesu oblicze-
niowego z jednoczesnym zachowaniem odpowiedniego rzedu zbieznosci przy
optymalnym doborze parametréw dyskretyzacji.

W Podrozdziale 3.4 przy odpowiednich zatozeniach udowodnimy twier-
dzenia o stabilnosci proponowanego schematu w silnych i stabych normach.

W Podrozdziale 3.5 udowodnimy twierdzenia o rzedzie zbieznosci schema-
tu w silnych i stabych normach. Pokazane takze zostanie, ze przy ustalonej
dekompozycji - przy ustalonym parametrze H i przy ustalonym stosunku
parametréw dystkretyzacji 7/h* = const, rzad zbieznosci naszego schematu
wynosi O(T+h), czyli jest taki sam jak rzad zbieznosci schematu zamknietego
Eulera. Zauwazmy, ze schemat zamkniety Eulera ma przy ;5 = const opty-
malne wtasnosci.

3.1 Sformulowanie uogélnione zadania

Rozwazamy zagadnienie poczatkowo-brzegowe dla réwnania parabolicznego
w postaci uogélnione;j:

znalez¢ u € L2 (0, T; Hy(Q)) N C°(0,T; L*(Q)) takie, ze

ou
12(9)

(u, )2 = (uo, )2y @ € LA(Q) (3.1.)
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gdzie

Aty u, ) = /Q Z a; j(x,t)Dyu(x)Djv(x)dr +

n /Q ;bi(a:,t)Diu(a:)v(az)dij /Q o, ulz)o(z)de. (3.2)

Zaktadamy, ze Q0 C R? jest wielokatem, f € LQ((O,T); LQ(Q)) oraz
ug € H}(Q). O funkcjach a;;,b;,c dla 4,5 = 1,2, zakladamy, ze sa klasy
L> (2 x (0,T7). Zaktadamy réowniez, dla kazdego (x,t) € Q x (0,7)

2

>0, VE=(G,&), X a@ g =0 (8+8).  (33)

ij=1

Przy przyjetych zalozeniach zadanie (3.1.a)-(3.1.b) jest dobrze postawione,
ma jednoznaczne rozwiazanie i jest stabilne (-patrz np.[17],[19]).

3.2 Metoda elementu skonczonego

W ponizszym podrozdziale przedstawimy metode dyskretyzacji rozwazanego
zagadnienia rézniczkowego w sformutowaniu wariacyjnym (3.1.a)-(3.1.b).

Zagadnienie (3.1.a)-(3.1.b) dyskretyzujemy stosujac MRS wzgledem zmien-
nej czasowej t i MES wrzgledem na zmiennej przestrzennej x (-patrz np.
[16],[18]). W celu ustalenia uwagi zastosujemy triangulacje ztozona z elemen-
tow trojkatnych, ale wedtug naszej wiedzy, zaprezentowane tu wyniki daja sie
tatwo uogolni¢ na przypadek triangulacji ztozonej z elementéw innego typu,
np. elementéw czworokatnych.

W pierwszej kolejnosci jednak wprowadzimy definicje i oznaczenia po-
trzebne do sformutowania zadania dyskretnego i jego pdzniejszej analizy.

Na [0, T], bez zmniejszania ogdlnosci, wprowadzamy siatke czasowa w™ o
stalym kroku czasowym %7‘, tzn.

1
wT:{t:t:nT,n:O,...,N}U{t:t:(n+§)7,n:0,...,N—1}

gdzie T'= NT.
Na obszarze €2 wprowadzamy podzial na tréjkaty e;, ktéry tworzy trian-
gulacje T", tj.

L. Uiei :ga

2. dla i # j trojkaty e; i e; albo maja cze$¢ wspdlna pusta albo maja
wspolny wierzchotek lub bok.
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Niech h; oznacza najdtuzszy bok trojkata e;, zas h = max; h;. Zaktadamy
takze, ze
limhﬂoinfozi = Q,

gdzie «; jest najmniejszym katem trojkata e;, o stata dodatnia niezalezna
od h. Sa to standardowe zatozenia o postaci elementéw triangulacji - zobacz
[16].

Przez Q' oznaczaé bedziemy zbiér punktéw nodalnych wyznaczonych przez
elementy triangulacji 7", tj. zbiér wierzchotkéw tréjkatow e;, a przez Q"
oznacza¢ bedziemy te punkry zbioru ﬁh, ktore nie naleza do 0€). Triangulacje
T" czesto nazywaé bedziemy dalej drobna triangulacja.

Na tak zdefiniowanej triangulacji 7" definiujemy przestrzen elementu skon-
czonego w nastepujacy sposob

Vh(Q) = {v v e C(Q), v, €Pie), v(@)=0dazxe 89};

gdzie Pj(e;) oznacza zbiér wielomianéw zmiennych xq,zs stopnia 1, okres-

lonych w elemencie e;. Dowodzi sie, ze V*(Q) C HL(Q), zobacz np. [13].

Symbolem ;(z) oznaczaé¢ bedziemy standardowa funkcje bazowa przestrzeni

VMQ) zwiazana z wezlem z; € Q" (-patrz np. [16]), taka ze dla punktéw
—h .

nodalnych z; € " zachodzi

“Oi(xj)_{ 0 i+

Na tak zdefiniowanej triangulacji 7", wprowadzamy grube triangulacje
TH w nastepujacy sposéb. Niech Q = |, Q;, gdzie Q; sa wielokatami takimi,
ze krawedzie kazdego takiego wielokata wyznaczone sa przez krawedzie troj-
katow ey, drobnej triangulacji T". Kazde dwa takie wielokaty grubej triangu-
lacji moga by¢ albo roztaczne albo posiada¢ wspolna krawedz albo posiadac
wspolny wierzchotek, a liczba ich wierzchotkéw nie zalezy od parametru h
triangulacji 7". Tak wyznaczone wielokaty nazywaé¢ dalej bedziemy elemen-
tami grubej triangulacji TH. Elementy triangulacji 7H dzielimy na dwie
grupy w nastepujacy sposob:

1. Qp = Uiers ﬁRi, Op = Uier, ﬁBiQ
2. ﬁR U QB = g,

3. kazde dwa elementy QRP, ﬁRq dla p,q € I oraz kazde dwa elementy
Qp,, Qp, r,s € Ip moga by¢ albo roztaczne albo mie¢ wspolny wierz-

chotek;
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4. kazde dwa elementy ﬁRp, ﬁBq dla p € Ig, ¢ € Ig moga by¢ albo
roztaczne albo mie¢ wspolna krawedz;

Tak wprowadzona gruba triangulacja TH definiuje dekompozycje obsza-
ru 2. Podobszarom nadaliémy symboliczne kolory Red, Black podobnie jak
np. w [11].

Przyktadowa dekompozycja wielokata €2 na trojkaty i czworokaty, przed-
stawiona zostata na Rys. 5. Kolorem bialym oznaczone zostaty podobszary
(QR,, a ciemnym podobszary typu (1p,.

Rys. 5

Niech Hj, bedzie érednica Q-elementu triangulacji 7. Przez H, H oznaczaé
bedziemy odpowiednio minimalna i maksymalna sposrod srednic wszystkich
podobszaréw wyznaczajacych dekompozycje §2

H= min H,,

k‘E(IRUIB)
H = max H,.
k‘E(IRUIB)
Symbolem I' oznaczaé bedziemy tzw. gruba siatke. Definiujemy ja nastepujaco
I ={007N 0925} \ 09, (3.4)
natomiast

M"={ze@"rzeT}, (3.5)

oznacza zbiér tych punktéw nodalnych z 0, ktére naleza jednoczesnie do I'.
Przez 00" rozumie¢ bedziemy zbiér tych punktéw Q" ktére naleza do 9.
Zdefiniujmy podzbiory Q". Niech

ﬁ’;:{x:xemmem}, ﬁ’;:{x:erhAxeﬁB}.
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Przy tych oznaczeniach niech
Qb =\ (T"Uaa") Q=05 \ (M uoa").

Wprowadzamy podprzestrzenie przestrzeni V() zwiazane z obszarami Qp
oraz {1p.

V—h(Q) _ {U e Vh(Q)> v(;p) =0 dla z € Q%},

B

Vh(Q) — {v v e VhQ), v(z)=0dla z e Q}fg}

Zauwazmy, ze czes¢ wspolna zdefiniowanych podprzestrzeni jest niepusta.
Zbiér no$nikow funkeji nalezacych do czesci wspolnej VR?(Q)HVEh(Q) bedziemy
oznaczali symbolem €2s. Dodatkowo niech

Q(;RIQgﬂQR, Q(;B :QgﬁQB.

Definiujmy takze podprzestrzen
ViHQ) = {v v e VM), v(z) =0 dla ze QU Q%}

Na Rys. 6, 7, 8 schematycznie, dla przypadku Q = (0, L) C R, przedstawione
zostaly funkcje bazowe podprzestrzeni Vi (), V2(€2) oraz Vh(Q) przestrzeni
. Kolorem ciemnym zaznaczony zostal obszar (p.

i )

Funkcje bazowe przestrzenl VE(Q).

AA

Rys. 7
Funkcje bazowe przestrzeni V2'(Q).

Rys. 8

Funkeje bazowe przestrzeni V2(€).
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Wprowadzimy teraz oznaczenia potrzebne do prezentacji schematu i jego
poZniejszej analizy. Tloczyny skalarny przestrzeni L?(Q) bedziemy oznaczali
przez

(ws V) 2 :/qudx.

Dyskretnym odpowiednikiem przestrzeni L?(€2) jest L2 (Q") - przestrzen tych
funkcji siatkowych, okreslonych w weztach Q", ktére zeruja siec w punktach
nodalnych zbioru 90" (-patrz np. [16]). Podobnie jak w przypadku jed-
nowymiarowym, norme w tej przestrzeni wyznacza nastepujacy dyskretny
iloczyn skalarny

(Uav)Lg(Qh) = Z wpu(z)o(z)h?, ||U||%g(m) = (UaU)Li(Qh),
zeQh

gdzie w, = & Yienw detB;|, N'(z) jest zbiorem tych elementéw triangu-

lacji 7", ktérych wierzchotkiem jest punkt z, a B; jest macierza przejscia

pomiedzy danym elementem, a elementem regularnym - patrz [3]. Zauwazmy,

ze przy przyjetych zatozeniach o triangulacji 7"

Vu,v € V() (u, v) 2 (@n) LN (u,v) 1200

Wprowadzamy takze dyskretne iloczyny skalarne odpowiadajace podprze-
strzeniom przestrzeni L3 (Q") : L7 (Qk), L2(Q), L%(QZ), L%(ﬁ%) ;

(vvu)Li(Q%) = Z wxu(x)v(x)hQ, (vau)L%(Q’é) = Z wxu(:p)v(x)hQ,
mEQ% xeﬂ%

oraz

(v’u)Li(ﬁ’}c) = > wu(z)v(z)h?, (U’U)L,{(ﬁ’g) = > wyu(z)v(z)h’.
meﬁ’}; :ceﬁ’};

Podobnie jak dla przestrzeni L2 (Q"), wprowadzone iloczyny skalarne wyz-
naczaja odpowiednio normy przestrzeni: L3 (Q%), L2 (%), L%(ﬁg), L%(ﬁ%)

2 2
HuHLi(Q’}c) (u’u)Li(Qf;‘)’ HUHLZ(Q%) - (u’u)Li(Qg)’

2 _ 2 o

||u||L}21(5%) = (U’U)Li(ﬁ}é)’ HuHLi(ﬁ%) = (U’U)L,{(ﬁ}g)' (3.6)
Definiujemy takze norme dyskretna dla funkcji z podprzestrzeni V3*(€)

’2

h?. (3.7)

||U||%§L(Q§) = Z wy |u(z)

zelh
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Niech takze

lullZz ) = D walu(@)[*h. (3-8)

xelrh

Uzywaé bedziemy nastepujacych oznaczen dla funkcji ciagtych
U((ihy, jha),n7) = U} (3.9)
i pochodnych réznicowych wzgledem ¢ - zobacz [16]
n _— 1 n+1 n n _— 1 n+1 n
aUL = ;(Uij+ ~Up), 00U} = ;(atUi; —oUy),
n nt3 n
8t/2Uij = (Uij ? = Uij)/(t/2)7
012012Ufy = (02352 = 0,2U75) [ (£/2). (3.10)

Zdefiniujmy takze nastepujace operatory obciecia z przestrzeni V() do jej
podprzestrzeni. Niech

Ry : VM) — VE(Q), Rr: VMQ) — V),
gdzie
o v(r) x h
R ={ 0 TEq R ={ ) TSGR ey
Ry : V() — VE(Q), Rp: Vi(Q) — VE(Q),
gdzie
" vlr) x h
Rgo) 0= { "W 1€ R ={ ) TER
Ponadto
Rs: V'(Q) — VI(Q),
gdzie
<Rav><x>={”<(§”> TS (313)

Operatory powyzsze dziataja w sposéb nastepujacy. Dane funkcje ciagle z
przestrzeni v € V(Q) zachowuja wartosé¢ we wszystkich punktach nodalnych

nalezacych odpowiednio do ﬁz, Qn ﬁlfg, Qr. T" i przyjmuja waroéé zero w
pozostatych punktach nodalnych zbioru Q"
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3.3 Zadanie dyskretne

W tym podrozdziale wyprowadzimy rownania schematu, ktorego uzyjemy
do dyskretyzacji zagadnienie (3.1.a)-(3.1.b) oraz uzasadnimy ich postaé¢ na
gruncie metod wariacyjnych stosowanych przy rozwiazywaniu zagadnien roz-
niczkowych. Pokazemy i uzasadnimy takze przydatnos¢ zaproponowanej dys-
kretyzacji do obliczen rownoleglych.

W dalszej czesci tego rozdziatu czesto bedziemy poréwnywali nasza dyskre-
tyzacje ze schematem zamknietym Fulera przy sformutowaniu w postaci wa-
riacyjnej. Przypomnijmy go zatem (patrz np. [16],[24])

dlan=1,...,N, znalez¢ U™ € V"(Q), takie ze:

{ QU™ 0) oy + AT U™ 0) = (f",0) Yo € VI(Q) (3.14.a)
(U°, ) = (ug,p) Vo € L*(Q). (3.14.b)

W celu przejrzystosci prezentacji idei metody zatdézmy przez chwile, ze
dla kazdego u,v € H}(Q)in=0,...,N

Ant;u,v) = ;/QDiu(x)Div(:c)d:c. (3.15)

Zatozmy takze, ze () jest prostokatem, a dekompozycji wyjsciowego obsza-
ru  dokonamy w tzw. pasy ( patrz [11]). Zalozenia to maja na celu je-
dynie uproszczenie zapisu i poprawienie przejrzystosci argumentacji podczas
wyprowadzania metody.

Punktem wyjscia naszych rozwazan jest idea dyskretyzacji zaproponowa-
na w [2] i rozwijana dalej w [3]. Przypomnijmy ja po krotce.

W pracy [2] sformutowanie klasyczne odpowiadajace zagadnieniu (3.1.a)-
(3.1.b), przy zatozeniu (3.15), ma postaé

% (x,t) — Au(z,t) = f(z,t) 2€Q, te(0,T]
u(z,0) = up(x) x € (),
u(z,t) =0 t e (0.T] =z € 0.
Aby otrzymac posta¢ uogolniona, réwnanie to mnozone jest skalarnie w prze-
strzeni L*(Q) przez funkcje probna ¢ € Hi (). Daje to

ou
<§< ' ’nT>’(p>L2(Q) — (Bu(,n7), @)y = (F(+17) Q)2 -

Natepnie do iloczynu skalarnego zawierajacego Awu stosujemy wzory Greena i
po uwzglednieniu jednorodnego warunku brzegowego dostajemy

ou 2
(a( * 7”7-)7()0> _'_Z(Dlu( : 7n7-)7Di90>L2(Q) = (f( : ,77,’7') 790)[/2(9)7
L2(Q) i=1
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gdzie symbolem D; oznaczyliSmy pochodna % w sensie uogolnionym.

Postepujac dalej jak w pracy [2], iloczyn slzalarny zawierajacy pochodne
uogolnione (D;u, D;p)12(q) okreslony na catym obszarze ), rozbijany jest na
sume iloczynow skalarnych (Dju, Di@)r2p), (Div, Dig)r2(q,), okreslonych
odpowiednio na Q2 i Qp, tzn.

2 2 2

Z(Dlu, Div)LQ(Q) = Z(Dlu, Div)LQ(QR) + Z(Dzu, DiU)LQ(QB)-

i=1 i=1 i=1

Zadanie dyskretne w [2] otrzymujemy taczac ze soba metode réznic skoniczo-
nych i metode elementu skonczonego w odpowiedni sposob. Po zdefiniowa-
niu przestrzeni dyskretnych na Q x [0, T'] w sposéb analogiczny, jak to miato
miejsce w poprzednim Rozdziale 3, w kazdym kroku czasowym rozwiazywane
sa dwa kolejne zadania okreslone tylko na 2z i na Qp.

Schemat rozwazany w tej pracy powstaje w wyniku rozbicia zadania
rozniczkowego tuz po skalarnym przemnozeniu przez funkcje probna ¢ €
H;(9), ale przed calkowaniem przez zastosowaniem wzroréw Greena. Podob-
nie jak przy wyprowadzeniu metody dyskretyzacji z pracy [2], po skalarnym
przemnozeniu odpowiedniej postaci klasycznej zagadnienia przez funkcje
probna ¢ € H}(Q) na n — tej warstwie czasowej, otrzymujemy

Ju
(G Comm o) = (@l ) g = (£ 1) e
L2(Q)
po czym przedstawiamy drugi iloczyn skalarny w postaci sumy
(Au( : 7”7—) ) QP)LQ(Q) = (Au( : ,TLT) 7@)L2(QR) + (Au( : 7”7—) ) QP)LQ(QB)

i catkujemy przez czesci kazdy ze sktadnikow powyzszej sumy z osobna.
Daje to

—(Au( - ,n7) ,gp)L2(Q) =
S D+ n7) Dephgainy — [ 2 () ol +
i=1 ’ ’ @) rong
2 ou
+Z(Dlu( : 7”7—) 7DiS0)L2(QB) - 8— (l’,’I’LT) (p(ZL')dZE, (317)
i=1 r ong

gdzie nr,np sa zewnetrznymi wersorami normalnymi dla odpowiednich (g,
i g, w danym punkcie z € I' - pamietamy tu, ze dokonalismy dekompozy-
¢ji wyjsciowego prostokata 2 na pasy. Oczywiscie wyrazy okreslone na I -
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odpowiednie catki z pochodnych normalnych, daja w sumie zero, jednak my
nadal bedziemy je trzymali w rownaniu.

Zauwazmy zatem, ze jesli wyrazy 8‘27—1; (x,n7) i 8?7—1; (x,n7) bylyby znane
dla Vo € I w momencie obliczania wartoéci funkcji u”, to zadanie

znale¢ u € (- ,n7) € H} (), takie ze

2

<%( : ,m),<p> +> (D (- n7), Ditp) 21y =

12(Q)  i=1

=(F(n7),9) 120 Vo € Hy () (3.18)

mozna probowaé rozbi¢ na dwie grupy niezaleznych zadan
dla kazdego i = 1,..., I znalezé u € H}(Q) N H'(Qg,) takie, ze

ou 2
E('7n7—)790 _'_ (Diu<'7n7)7Di¢)L2(QRi):
L2(QRi) i=1
ou
= () Phiagan,y + [ g (7)ol
Vo € Hy(Q) N H (Qg,) (3.19)
oraz

dla kazdego j = 1,...,Ip znalezé u € Hy(Q) N H'(Qp,) takie, ze

ou 2
(E(' 7n7—)790> _'_Z(Dlu(' 7nT)7Di90)L2(QBJ.):
L2(Q2p;)

i=1

= (P17 Phiaay) + [ e (@) pla).
Vo € Hy(Q) N H' (Qp,). (3.20)

Zauwazmy, ze sumuja stronami réwnania (3.19) i (3.20) otrzymujemy réw-
nania (3.18) poniewaz

g 8671; (x,nT) p(x)dz, +/F 8677; (x,nT) p(x) =0.
Wypisane wyzej rownania (3.19)-(3.20) stanowia punkt wyjscia do stworzenia
schematu uzytego przez nas do dyskretyzacji zagadnienia (3.1.a)-(3.1.b).
Zastanowmy sie nad korzysciami z zaproponowanego wyzej podejscia w
ujeciu obliczen réwnolegtych.
Zauwazmy, ze jesli po odpowiednej dyskretyzacji, np. takiej jak w [2],
cheieliby$my znalezé rozwiazanie przyblizone dla (3.18) za pomoca wspom-
nianego wyzej schematu zamknietego Eulera, to jego wyznaczenie na kazdej
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warstwie czasowej, sprowadzitoby sie do rozwiazania uktadu rownan algebra-
icznych 7z macierza pieciodiagonalna wymiaru dim(V"*(Q)) x dim(V"()) -
przypomnijmy, ze do rozwazan przyjeliSmy prostokatny obszar €.

W przypadku zadan (3.19)-(3.20), po wprowadzeniu tej samej dyskre-
tyzacji, wyznaczenie odpowiedniego rozwiazania przyblizonego dla u (z, nt),
sprowadza sie do rozwiazania zadania na podobszarze {1 oraz i podobnego
zadania na podobszarze (2g. Przy podziale prostokata €2 na 2K naprzemian

potozonych paskow typu Red, Black, zadania te wymagaja rozwiazania ukta-
dlm(V @) dlm(Vh( )

déw rownan z macierzami pieciodiagonalnymi wymiaru
W tym przypadku obszary tego samego typu byty albo rozla,czne Fakt ten
umozliwia rozseparowanie pojedynczego zadania okreslonego na Qg czy (g
na K podzadan okreslonych na podobszarach tego samego typu - odpowied-
nio (2, Qp, dlas,j=1,..., K.

Niestety, w momencie obliczania u (z, n7), pochodne normalne -2 - (z,nT)

i aanl; (v,n7) w punktach x € T nie sa znane. W pracy [2] w odpow1ed-

nich schematach tych wyrazow nie ma. Gtéwna idea, na ktoérej bazuje pro-
ponowana przez nas dyskretyzacja i jednoczesnie modyfikacja wzgledem sche-
matu rozwazanego w [2], jest aproksymacja w punktach z € I'* pochodnych
normalnych ‘g—f](x,nT) odpowiednimi pochodnymi normalnymi z poprzednio
obliczonej warstwy czasowej, tzn. g—g(x, (n—1)7).

W kazdym kroku czasowym rozwiazania przyblizonego zagadnienia (3.1.a)-
(3.1.b) poszukiwaé bedziemy rozwiazujac naprzemian niezalezne zadania na
Qg i Qp. Na obszarze Q0 bedziemy poszukiwali aproksymacji zagadnienia
wyjsciowego na pelnych warstwach czasowych, tzn. t € {7, 27,...,n7}, nato-
miast na obszarze Qp na potéwkowych warstwach czasowych, tzn.
te {—7‘, S (N=— %)7‘)} Poniewiaz w punktach z € T rozwiazanie przy-
blizone jest hczone co pot kroku czasowego, co pot kroku nastepowac bedzie
wymiana informacji pomiedzy obszarami, w tych wtasnie punktach.Takze
co pot kroku czasowego, uaktualniana bedzie rowniez wartosé réznicowej
pochodnej w punktach = € I'".

W odréznieniu od schematu przedstawionego w [2] i [3], rozwazana tutaj
dyskretyzacja uwzglednia aproksymacje pochodnych normalnych na brzegach
odpowiednich podobszarow. Wprowadzajac aproksymacje pochodnych nor-
malnych, spodziewamy sie podwyzszenia rzedu lokalnej aproksymacji wzgle-
dem schematu proponowanego w [2] a takze [3] a zatem podwyzszenia rzedu
zbieznosci. Wprowadzenia aproksymacji pochodnych normalnych na brze-
gach podobszaréw powoduje jednak, ze propnowany przez nas schemat wy-
maga bardziej skomplikowanej analizy niz [3].

Zajmijmy sie uogoOlnieniem sytuacji rozwazonej wyzej. Rozwazmy im-
plementacje naszego schematu w przypadku wielokatnego obszaru 2, przy

99



dekompozycji opartej o pierwotnie zdefiniowana gruba triangulacje TH.
Definiujac gruba triangulacje wymagalismy, zeby obszary tego samego typu
byty albo roztaczne albo miaty wspolne tylko wierzchotki. Fakt ten umozli-
wia rozseparowanie pojedynczego zadania okreslonego na 2r czy (2 na sze-
reg podzadan okreslonych na podobszarach tego samego typu - odpowied-
nio g, Qp, dla i € Ig, J € Ip. Istnieje cala klasa algorytmoéw - zobacz
np. [11], [25], pozwalajaca na rozbicie zadania okre$lonego na stabo ze sobq
powigzanych podobszarach Qp, dla ¢ € Ip, na Ir niezaleznych zadan, z
ktorych kazde jest okreslone tylko na jednym z podobszaréow p,. Rozbicie
takie otrzymywane jest przewaznie przez eliminacje w pierwszej fazie obliczen
niewiadomych z wnetrz podobszaréw (1g,, a nastepnie rozwigzanie globalnego
uklad réwnan z niewiadomymi tylko w punktach I'*, ktére sa wierzchotkami
elementéw triangulacji 7 H. Podobnie jest oczywiécie w przypadku réwnan
okreslonych na podobszarach €2g.

Zanim przedstawimy zadanie dyskretne, wprowdzmy konieczne do jego
opisu oznaczenia. Niech

1 3 1
A(ntyu,v) = A"(u,v) n:0,§,1,§,...,<N—§>,N.

Definiujemy takze rozbicie
A" (u,v) = Ax(u,v) + A (u, v), (3.21)
gdzie

A (u,v) = /QR Z a; j(x,t)(nt, z)Dyu(z)Dv(x)dx +

+ o ; bi(z,t)Diu(z)v(zr)dx + o c(x, tyu(x)v(z)de, (3.22)
AL (u,v) = o -2—21 a; ;(t,x)(nt, x) Dyu(x)Dv(z)de +
+ o, ; bi(z,t) Dyu(z)v(z)dx + o, c(x, t)yu(z)v(z)de. (3.23)

Oczywiscie Téwnoéé (3.21) zachodzi dla Yu,v € V*(Q), bowiem V*(Q) C
Hg(Q).

Wprowadzmy takze pochodna formy dwuliniowej A(-,-). Niech dla n =
0,1 1,..., (N — %) , N oraz dla kazdego u,v € H'(Q)

27

h[A"(u,v) = E (A"+1(u, v) — A" (u, v)) : (3.24)

T
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Analogicznie definiowa¢ bedziemy 0,2[A"| oraz 0,[A%|, 02| A], 0/[AB] i
0y2| A’s]. Pochodne te sa dobrze zdefiniowane, bowiem zatozylismy, ze wspot-
czynniki formy dwuliniowej A™(-,) : a;j, b;, ¢ sa ciagte.

WprowadZzmy takze dla u € H(Q), v € V"(Qg) nastepujacy formy
dwuliniowe, ktorego celem bedzie aproksymacja calek zawierajacych odpowied-
nie pochodne normalne. Niech dlan =0,..., N

A+ Hy(Q) x Vi(Q) — R
ARy (u,v) = Ay (u, Rs(v)). (3.25)
Podobnie wprowadzamy dla u € H}(Q), v € V*(Qp)in =10,...,N —1
formy dwuliniowe
Ay HY(Q) < V@) — R
A3 () = AT (u,Rg(v)). (3.26)

Form dwuliniowych zdefiniowanych wyzej uzyjemy do aproksymacji pochod-
nych normalnych na brzegach odpowiednich podobszaréw. Zwroémy uwage,
ze formy te okreslone sa jedynie na odpowiednio {25, i €25,,.

Niech takze

(fnvtp)LQ(Q):(f(' 7”7—)7%0)112((2) dla TL:]_,...,N,
1
n+ _ ] L -
(f 2, )LQ(Q) (f( ,(n—i— 2) 7') ’SO)H(Q) dla n=0,...,]V.

(3.27)
Wrowadzmy réwniez pochodne réznicowe postaci
~ Un+1< )= U"3(2)) /7 wglh
U™ (x) = ( dl >0
) { (U™ (x) — U3 (2)) /(/2) x €T v
(3.28)
~ L Un—f—% —_ynr Fh
T O o T R S
(U3 (x) — U™(2))/(r/2) weT™

Zauwazmy, ze w powyzszych definicjach odpowiednie pochodne réznicowe
w punktach nodalnych nalezacych do wnetrz podobszaréw brane sa o peten
krok czasowy, natomiast w punktach nodalnych = € I'" pochodne te to ilorazy
roznicowe brane o pét kroku czasowego.
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Rozwiazania przyblizonego zagadnienia (3.1.a)-(3.1.b) poszukiwaé bedziemy
za pomoca nastepujacego schematu

malezé Uz € VE(Q), takie ze
(at/QU ) ) —h _'_ AB U2’¢)+AO( 780) = (f%790)L2(QBUQ(;R)
Vo € V(Q)  (3.29.a)
Uz (z) = U°(x) el
dla n=1,....N
malezé U™ € VE(Q), takie ze:
~ i 1 .
(atUn_17 90) 2 /5h + A%(Una QO) + AB ? (Un 27@) = (f 790>L2(QRUQ(5 )
L5, (QR) B
Vo € V() (3.29.b)
Ur(z)=Urz2(z) e

malezé Utz e VL(Q), takie ze:
(BU"2,0) L+ AR (U™,0) + AU, 0) = (F"2,90) 2@puny)
h
Vo € VE(Q)  (3.29.0)

Urts(z) =Un(z) e

(an SO)L%(Qh) = (uo, @)Li(gh) Yo e Vh(Q) (3.29.d)

Jedyna réznica pomiedzy schematem prezentowanym w [2] i (3.29.a)-
(3.29.d), stanowia trzecie wyrazy lewych stron réwnan (3.29.a), (3.29.b),
(3.29.¢), czyli odpowiednio wyrazy A%(U?, p), Ag%(U"’%,@), An(U™, ).
Stanowia one wprowadzone przez nas aproksymacje pochodnych normalnych.
Zauwazmy, ze na danej warstwie czasowej sa to wyrazy znane, wiec w proce-
sie obliczeniowym stanowic¢ beda prawe strony odpowiednich uktadéw réwnan
algebraicznych.

Zauwazmy, ze kazdy z podschematow (3.29.a)-(3.29.d) ma jednoznaczne
rozwiazanie, bowiem macierze odpowiednich uktadéw rownan algebraicznych
powstatych w wyniku dyskretyzacji sa dodatnio okreslone. Zauwazym ponad-
to, ze O,U™(z) = 0 dlaz € Q% oraz U 2(z) = 0 dlax € Q. Przyjeta przez
nas definicja pochodnych réwnicowych wzgledem czasu w (3.28) powoduje, ze
schemat (3.29.a)-(3.29.d) jest schematem dwuwarstwowym, poza rozcieciem
[, na ktérym jest tréjwarstwowy (-patrz np [16]). Taka definicja pochod-
nych réznicowych po t, zapewnia takze wymiane informacji na brzegach
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sasiadujacych podobszarow co pét kroku czasowego.
Implementacja schematu (3.29.a)-(3.29.d) wyglada nastepujaco. Niech

dane bedzie Um~z (x) dla kazdego z € " Zauwazmy, ze poszukiwana funkcja
Un(x) jest dana dla kazdego z € %, poniewaz na mocy (3.29.b) jest réwna
U "_%(x) i zadanie jej wyznaczenia sprowadza sie do rozwiazania odpowied-
niego uktadu réwnan odpowiadajacych obszarowi 2. Konstrukcja grubej
triangulacji TH, zapewnia miedzy innymi stabe powiqzania obszaréw tego
samego typu, tzn. dwa obszary typu Red lub typu Black moga by¢ albo
roztaczne albo posiada¢ wspolny wierzchotek. Konsekwencja tego jest fakt,
ze zadania okreslone na obszarze (g sa stabo ze soba powiazane - jedynie
poprzez niewiadome w wierzchotkach elementéw grubej triangulacjii TH i
mozna to zadanie rozbi¢ na szereg podzadan okreslonych na poszczegdlnych
podobszarach QF.

Problem ten moze by¢ rozwiazany na przyktad metodq blokowych elimi-
nacyi Gaussa, w ktorych jako pierwsze obliczane sa z globalnego uktadu réw-
nan wartodci U"(z) w w wierzchotkach grubej triangulacji TH, a nastepnie
- lokalnie obliczane sa wartosci U™(x) we wnetrzach odpowiednich podob-
szarow. Jeden z wariantow takiego algorytmu zostal opisany miedzy innymi
w [16] - patrz Algorytm z macierzq pojemnosciowq. Wiele innych wariantéw
rozwiazywania tego typu probleméw mozna znalezé np. w [11], [21] i [25] -
patrz metody strukturalne w podanych pozycjach.

Po wyznaczeniu funkcji U”, w nastepnym potkrokukroku czasowym ana-
logicznie wyznaczamy funkcje U™ 2 (z) z réwnania (3.29.c).

Zaproponowany schemat bardzo dobrze nadaje sie zatem do obliczen
rownoleglych. Poprzez specjalna konstrukcje grubej triangulacyi pojedynczy
potkrok czasowy moze byé zrealizowany niemal réwnolegle - modulo wyz-
naczenie niewiadomych w wierzchotkach elementow 7.

Rozwazmy sytuacje w ktorej |Igr| = |Ig| = K i posiadamy komputer
wyposazona w K procesorow. W pierwszym potkroku czasowym, K pro-
cesoréw wykonuje oblicznenia na K podobszarach 0z, a w nastepnym K
procesorow wykonuje oblicznenia na K podobszarach Q5. W ten sposob, po
dwoch taktach komputera wieloprocesorowego, zaczynajac od U n—j mamy
obliczona funkcje U n+3

3.4 Analiza stabilnosci

W podrozdziale tym zajmiemy sie analiza stabilnosci schematu (3.29.a)-
(3.29.d). Sformutowne i udowodnione zostana twierdzenia o stabilnosci sche-
matu (3.29.a)-(3.29.d) w réznych normach : stabych - standardowo uzywa-
nych przy tego typu zadaniach (patrz np. [16],[18]) oraz normach silnych -
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zwiazanych z pochodnymi wzgledem czasu rozwiazan rozwazanego schematu.
Twierdzenia 51 6 sa uogdlnienieniem Twierdzen 11 2, ktére zostaty udowod-
nione w Podrozdziale 2.4 na przypadek ogélnej dyskretyzacji bazujacej na
sformutowaniu wariacyjnym ogdlnego zagadnienia parabolicznego.

W dalszej czesci pracy zaktadaé bedziemy, ze wspotezynniki formy dwuli-
niowej A(¢; -, -) oprécz warunkéw wymienionych przy sformutowaniu zadania
w postaci uogoélnionej - patrz str. 49, spetniaja dodatkowo nastepujace za-
tozenia

dla kazdego (z,t) € Q x [0,T7:
|

|aij(2, )] < amax,  [0i(2,1)] <bmax,  [e(2,1)] < Cmax,

i (2,8)| < Gmaxs | (@ 8)] < bmas | 26(2,)] < s (3.30)
da; ; o

ﬁ( 7t) <a'maxa
dlai,j=1,2

3.4.1 Silne normy

Sformutujemy i udowodnimy teraz nastepujace Twierdzenie 5 o bezwarun-
kowej stabilnosci schematu (3.29.a)-(3.29.d) w silnych normach, ktore jest
odpowiednikiem Twierdzenia 1 z Podrozdziatu 2.4.1.

Twierdzenie 5 (Silne normy). Niech ug € H?(Q) i wspélczynniki formy
dwulioniowej A(-, -) spelniaja zatoZenia (3.30). Wtedy istnieje takie 1o, Ze dla
T < Ty rozwigzania schematu (3.29.a)-(3.29.d) spelniaja nastepujace oszaco-
wanie

n=1 N {1050 2 oy + 100207 72 o) | +
n—1 n—3
+ e {100 0 100", o b+
N
+TZ{‘({9¢U” lHl (QR) +’8t Q‘Hl }
n=2
N
<M{ Z{Hatfn M2 + 100" 2|2, @) }+
n=2
N
_ n—3
+7n22{|!3t/2f" 3 any + 10282 132 oy |+ 192 £ 132 ) +

1
HIF 2120 + 11122 (0) + IIUOIIsz(m},

gdzie M jest stata dodatnia niezalezna od 7, h oraz H.
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Uwaga 8. W przypadku tak ogélnego réwnania parabolicznego i przy przyje-
tych zatozeniach o reqularnosci formy dwulioniowej A(t; -, ), warunek ™ < 7o
jest warunkiem naturalnym. Przy podobnych zalozZeniach standardowy sche-
mat zamkniety FEulera, do bezwarunkowej stabilnosci rowniez wymaga spet-
nienia warunku T < 1o - patrz prace [6] i [7]. Jesli dodatkowo zalozymy, ze dla
kazdego t € [0,T] wspétczynniki formy dwuliniowej A(t;u,v) sa niezalezne
od czasu t, tzn. A(t;u,v) = A(u,v), oraz ze istnieje stata C > 0 taka, Ze dla
kazdego v € H(Q) mamy CHUH%%(Q) < A(v,v), to do stabilnosci schematu
(3.29.a)-(3.29.d) w silnych normach, nie bedzie konieczne zaloZenie T < T9.

Dowod. W dowodzie powyzszego Twierdzenia, ktore jest uogdlnieniem Twier-
dzenia 1, badana jest stabilnos¢ schematu powstalego z (3.29.a)-(3.29.d),
w wyniku odjecia od siebie stronami odpowiednich réwnan okreslonych na
sasiednich warstwach czasowych.

W pierwszej kolejnosci skoncentrujemy sie¢ na réwnaniach okreslonych
na Qp. Nastepnie przeniesiemy otrzymane wyniki na réwnania rozwazanego
schematu okreglone na Qp.

Zauwazmy, ze odejmujac stronami réwnanie (3.29.b) na n-tej warstwie i
(3.29.c) na (n — 3)-¢j warstwie czasowej, dla ¢ € V(Q) dostajemy

(DU = BppU ) |, + AR(U™ ) = A (U™ ) =

L2 (Qh)

T _1
= 2Ol ey Ve € VAR, (331)

bowiem dla kazdego ¢ € VZ(Q) zachodzi tozsamosé Ap(u, ) = A (u, @)
- patrz definicje form dwuliniowych A%(-,-) i A%(-,) - str. 61.
Podobnie, odejmujac stronami (3.29.b) na n-tej warstie czasowej i (3.29.b)
na (n — 1)-ej warstwie czasowej, dla ¢ € VIQ(Q), otrzymujemy

(B0 =AU, 0) Ly o+ ARUT ) = AU 0) =
h\"*R
=70 f" )2 Ve € VE(Q).  (3.32)

Zauwazmy, ze A%(u, @) mozemy przedstawi¢ w nastepujacy sposéb

ARx(u, 0) = AR(u, Rr((v)) + AR(u, 7}5(@)) =
= A%(“‘u ng) + A%(U, @5)7
e=9r+vs, PrREVEQ), @5 V).

Korzystajac z tego zapisujemy (3.31) i (3.32) jako jedno réwnanie okreslone
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dla kazdego ¢ € V2(Q)
(atUn_l —o,U"2, SO)L%(Q;}‘) + AR(U", ) — Ayléz_l(Un_la p) =

(0, sO)LQ(QR) p € VE(Q)
(3.33)

%(at/ania, 80)L2(Q5) - (at/2Un7§ - at/2Un_17 LP)L%L(QSL) ¥ € V;Sh(Q>

Zbadajmy teraz stabilnos¢ otrzymanego schematu. W tym celu wybieramy
w (3.33) o = 3;U™"! i korzystamy z tozsamogci
ourt —oun2 Ut =
( t ¢ t )Li(ﬂg)

1 n— n— 1 n— 1 n—
= 510U = AUz an) + 510U 5z @y = 510Uz -
(3.34)

Pozwala to przeksztatcié¢ schemat (3.33) do postaci

1 n— 1 n— 1 n— n—
SNOU" Wz an) = 510Uz ) + 510U = AUz o) +
nfé o n—1 n—1

+(8t/2U 815/2[] ,@U )Li(ﬂg) +
AU, QUY) = A (U QU =

_ n—1 n—1 T nf% n—1
=7(0uf"" Re(0U ))LQ(QR) + 5(at/2 f73, Rs(OU ))Lm)'
(3.35)

Zauwazmy nastepnie, ze dla kazdego x € I'* zachodzi

O™ x) = £ {BeU" " (2) + 0yal" ()}, (3.36)

Dla n > 2 dostajemy zatem z réwnania (3.35) nastepujace wyrazenie

1 n— 1 n— 1 n— n—
IO iz o) = 1OU" iz ey + 510U = BT Pl oy +

1 Lo 1 n—1y2
512U 21172y = 5 102U Iz o +

+ARU™, U™ ) — AN U 9, Um

N

_ n— T n—i n—
= T(atfn laRR(atU 1))L2(QR) + Z(at/Qf QaRé(atU 1))L2(95)

+

T n— n—l n—
< E{Hatf U2 + 110128 2 1220y + €Tl|OU 1”%%((}’}3‘)

n—=12 n—12
+€T{||8t/2U 2||Lg(9§)+\|at/2U ||Lg(9§)}- (3.37)
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Ostatnia nieréwnos¢ otrzymalismy stosujac kolejno Lematy 11 1 12 -
str. 172. Na mocy tych Lematéow mamy bowiem

n—12 n—112
10U 72y < ClOU HLi(ﬁ}fz) <

N

< 20{1100" 125 g + 1002 )

_ ol .
< QC{H&EU” 1”%%(9%) + ||8t/2U 2 ||ii(Qg) + Hat/QU 1”%%(92)}

Analogicznie otrzymujemy oszacowanie dla réwnan okreglonych na Qp i
n > 2. Dowdd tego oszacowania jest podobny do dowodu (3.37). Tym razem,
w pierwszej kolejnosci odejmujemy od siebie stronami réwnania (3.29.c) na
(n — )-¢j warstwie czasowej i (3.29.b) na (n — 1)-ej warstwie czasowej by
uzyskaé¢ réwnanie dla funkcji ¢ € V*(€2). Nastepnie, aby otrzymaé réwnanie
okredlone dla funkcji ¢ € V£(Q), odejmujemy stronami réwnania (3.29.c) o-
kreslone odpowiednio na (n— %)—ej i(n— %)—ej warstwie czasowej. Postepujac
dalej jak przy dowodzie (3.37) dostajemy

1 _3 1 _5 1 _3 _5
5\\8,5(]" guii(%)—iuaﬂﬂ QH%i(%)JriuatUn 2 —oU" QH%?L(Q%)"F

n—3 1 n— 1 n—3
r|aU 2|§{1(QB)+§||8t/2U 1\|ii(Q§)—§H6t/2U QH%i(Qh)—F

s
n—1 1 _3 n—3 _3 _3
+AL 2(U"2,0U"2) - Ay *(U"2,0,U" 2) <
T n—32 n— n—3
< {10 2@y + 102" ey } + €TI0 2 2,y +
n— n—32
+€T{”3t/2U IH%%L(QSL)J’_”at/?U 2”%@(92)}' (3.38)

Dlan = 2 otrzymujemy nieco inne oszacowanie. Jest to spowodowane réznica
pomiedzy réwnaniami (3.29.a) i (3.29.c). Zauwazmy, ze w punktach Q% w
pierwszyszym z wyzej wymienionych réwnan, pochodna rozwiazania dyskret-
nego wzgledem czasu to ;U 0 czyli iloraz réznicowy o pét kroku czasowego,
natomiast na kolejnych warstwach czasowych mamy juz odpowiedni iloraz
réznicowy brany o peten krok czasowy. Odpowiednik (3.38) dla n = 2, to

1 1 1 1 1
S0z H%i(%) - 5”@/2(]0\\%(%) + 510z — at/ZUOH%i(Q}}B) +

_l’_

1 1 1
+5 102U 72 ) = 5190/2U2 722
3 1
FAL(U2,0,U%) — AL(U2,8,U%) <
T 1 1
< {102 132 ) + 1002 20 | + €T IOU 2 +

1
+ET{Hat/2U1||%%(Q§L) + 1|0, 2U 2 ||%%(Q§) . (3.39)
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Dodajmy teraz stronami otrzymane wyzej nieréwnosci, rozrozniajac dwa
przypadki n =21in > 2.
W przypadku gdy n = 2 dodajemy stronami nieréwnosci (3.37) i (3.39), za$
dla n > 2 dodajemy stronami nieréwnosci (3.37) i (3.38).
Tak powstate nieréwnosci sumujemy nastepnie stronami dlan =2,..., N.
Po redukcji wyrazow podobnych daje to oszacowanie postaci

{||8t/2UN_§HL2(Qh) +[lo.UN 1||L2(Qh + ||3tUN_5HL2 @, }+

+Z{AE(U",@U”*1) AR oo un T+
n=2
N n—21 1 3
+3 {AB 2(Unz, 00" 2) — Ay (U”" QU 2) }
n=2
N
<er Y {100 3 on) + 100" 232 o | +
n=2
N
+€TZ {Hat/QU" IHLQ(Qh + ”at/QU QHLQ(Qh }+
- Z {10 M2y + 10" 2 B2 | +
+= Z {10020 132y + 100282 2 oy} +
+||8tUOHLi(Q%) + ||8t/2UOHLi(Q%) + Hat/QU2 HL%(QQ)' (3.40)

Zajmijmy sie oszacowaniem niektoérych wyrazow otrzymanego wyrazenia.
W tym celu zapiszmy nier6wnosci (3.40) w symbolicznej postaci

L4545, <P, (3.41)

gdzie symbolem L oznaczyliSmy trzy pierwsze wyrazy lewej strony (3.40)
objete nawiasami klamrowymi, zas S; i Sy oznaczaja kolejne sumy lewej
strony. Symbolem P oznaczyliSmy cata prawa strone (3.40).

Przy wprowadzonych oznaczeniach zastosujmy Lemat 2 - str. 95. Dodatkowo
przenosimy wyrazy ostatniej warstwy czasowej tj.

_ _3 _1
IO g NOUYH 1 1920 3

na lewg strone nieréwnosci.
Wybieramy odpowiednio mate 7, tak zeby

<% - = (brznax + Crax + e)> > i

68



Takie postepowanie daje

1 _1 _3
7 182U 2 13 ) + 100N 1 ) + 100N 2 22 g § +

+7(0—¢) i {]atUnl\Hl(QR) - ’@U”“
n=2

N-1

}
< M{T Z {H@U" 1HL2 @) HatUn_E”LQ(Qh }+

}

}

n=2
N
+7 3 {10 2 gy + 102 2 | +
n=2

N
+7 Z {Hat/zfn_luii(gg) + ||8t/2f 2 HL2(Qh +

n=2
+”atUOH%2(Qh) + ”at/ZUOH%i(Q%) + H@/2U5Hii(m

5
2
LQ(ﬁB)} '

(3.42)

o

e

N 1 1
T - {’U” ’HI(Q _{_HU”*’ H1(Qp)

Nastepnie, podobnie jak w koncowej czesci dowodu Twierdzenia 1, trzy-
krotnie stosujemy nierownosé Gronwall’a - Lemat 7, str. 171. Za pierwszym
razem w nierownosci Gronwall’a bierzemy

T = 00N ||%i(ﬂ’}§{)a

za drugim

_3
T = 1,UN ”%g(ng)-

Ostatni raz stosujemy nierownosé Gronwall’a z

1
Yo = [|0n2UN 2”%3(9?)-
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Daje to oszacowanie postaci

n—1(2 n—2L1,2
mz{}_cN{H(?t/zU 1Z2 @y + 102U 2 (172 ny }+

n=1,...,

—112 —22
+ oo {100 gy + 10073y ) +

N

n— n—2
+7 3 {100 g + 10U 2 gy | <
n=2

N
_ n—3
<M{TZ{H@J" gy + 10" 5 oy b +
n=2

N
+7 Z {”31&/2fn 1HL2 @ T |’at/2fn7§HL2(Qh)} +

n=2
1
1B o + Hat/zUOlliz(mB) 102U 112 g +

al n—1|? n—1l2
A

+om

o

3112
L2(§B)} .

(3.43)

Hl(QB)

Zwrodémy uwage, ze wyrazy lewej strony powyzszej nieréwnosci zawieraja,
jedynie [|0,U™ Y 12 2(qn)- Oszacowanie w normie okreslonej na domknieciu
podobszaru, tzn. ||8tU” 1|| > @7l otrzymujemy korzystajac z faktow

100713 g —||atUn 72 @ny + 100172 o
)

oraz
|0:.U™~ 1HL2(Qh S {Hat/2U"_§HL2(Qh + 102U 1HL2(Qh }
Podobnie otrzymujemy oszacowanie [|8,U" 2 || 2@y
h B

Na mocy Lematu 13- str. 172, zastosowanego do lewej strony nieréwnosci
(3.43), otrzymujemy
102
Hl(QB)

2

2
UN‘ <
’ 2@y

P

n— n—3
< M{T Z {Hatf IH%Q(QR) + ||8tf 2 H%Q(QB } +

n=2

h+\

o

N
+7 Z {||8t/2fn 1HL2 @ T [0¢ /2 f" 2 HLz(Qh)} +

n=2
1
+||3tUOH%gL(Q%) + ||8t/2UOH%i(Q%) + (102U 2 H%i(gg) + ||U0\|%i(gh) + |UO|%{1(Q) +

al n—1 2 n—1 2
#7320 g 07

nf— 2
o U
n=2

H1(Qp)

e

3112
LQ(EB)} .
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Do powyzszej nierownosci raz jeszcze stosujemy Lemat Gronwall’a - Lemat 7,
przyjmujac
2
Hl(Q B)

2

=h >

N
‘ Ly (92p)

+o,

+ HUN"

7"_’ L2 () +‘

H'(QR)

i dostajemy

max {|Un|H1(QR +HU"H at +‘U"__

n=1,....N

1112
"3 <
H(Qp )+HU ’ Lg(ﬁ’g)}

n— n—3
< M{T >, {Hatf Y22 (ap) + 1100772 H%2(QB)} +
n=2
N

n—1y2 219
+Tn;2 {Hat/Qf ||L%L(Q§L) + ||8t/2f 2 ||L%(Q§L)} +
1
HIUO 13 oy + 101y + 19:0° 122 ) + 19420 2 ) + 112U ”izmg)}-
(3.44)

Wréémy jeszeze raz do nieréwnosci (3.43). Zauwazmy, ze nieréwnosé (3.44)
mozemy wykorzystaé do oszacowania niektérych wyrazéw prawej strony (3.43) tj

(I e A Y Co PP
<C(T)n:nllf\_%N{\U"@p(QR)+|yU”H2 o +\U”" v HE ;(5%)}'

Na mocy powyzszej nieréwnosci z (3.43) 1 (3.44) otrzymujemy zatem nastepujace
oszacowanie

n—12 n—73|2
A%y {Hat/ZU \|Li(92)+||8t/2U 2||L2(Qh }+

n=

n—1(2 n—2312
+ amax {0072, o+ 10U, o )
N
73 100" i@ + 10U 2 i, | <
n=2
N
< M{T > {1 M gy + 100" 2 2 | +
n=2
N
+7 Z {Hat/2f 1”L2(Qh + |’3t/2f 2 ”LQ(Qh } +
n=2

1
+||UOH%i(Qh) + |UO|%{1(Q) + HatUOHig(Qg) + Hat/QUOHig(Q%) + 1|0 2U 2 ||ig(ﬂh)}'
(

3.45)
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Ostatnie wyrazy prawych stron nieréwnosci (3.44) i (3.45), tj.
1
9 s, + 10020 B + 10U (3.4

szacujemy z Lematu 3 - str. 98.
Zauwazmy takze, ze na mocy Lematu 14 - str. 174, mamy

|UO %1((2) <2 (‘UO - UQGF(Q) + ‘UOGF(Q)) <
< Cih®|uo|fraqy + 2luol (o) < ClluollFr(q)- (3.47)

Na mocy HUOHLi(Qh) < Clluoll2(e), zobacz [13]. O

3.4.2 Slabe normy

Sformutujemy i udowodnimy teraz Twierdzenie 6 o stabilno$ci schematu
(3.29.2)-(3.29.d) w stabych normach. Jest ono uogélnieniem Twierdzenia 2
z Podrozdziatu 2.4.2 na rozwazana w tym rozdziale dyskretyzacje.

Twierdzenie 6 (Stabe normy). Niech uy € H?(Q) i wspélczynniki formy
dwuliniowej A(-, -) spetniaja zatozenia (3.30) (-str. 64). Wtedy istnieje takie Ty,
ze dla T < 19, rozwigzania schematu (3.29.a)-(3.29.d) spetniaja nastepujace
oszacowanie

max < U] UM o, + (U2 ) U2 |, o b <
N H(QR) L2 (QR) H(Qp) L2@Qp) [

77/:17...,

N
_ n—3
< M{T S 10 oo + 10" 2 220 } +
n=2

N
_ n3
+T Z {”at/zfn 1”%%(9?) + ”at/zf 2 H%i(gg)} +

n=2

1
HIFE 120y + 1 120y + HUOIIfqz(Q)}a

gdzie M jest stata dodatnia niezalezna od 7, h oraz H.

Uwaga 9. Twierdzenie 6 jest wnioskiem z Twierdzenia 5, wiec Uwaga 8,
dotyczy takze Tunerdzenia 6, tzn. jesli dodatkowo zalozymy, Ze wspolczyn-
niki formy dwuliniowej A(t;u,v) sa niezalezne od czasu t, tzn. A(t;u,v) =
A(u,v), oraz ze istnieje stala C > 0 taka, Ze dla kazdego v € H(Q) mamy
CHUH%(Q) < A(v,v), to do stabilnosci schematu (3.29.a)-(3.29.d) w sensie

Twierdzenia 6, nie bedzie konieczne zatozenie T < 7.
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Dowdd. Dowdd jest modyfikacja dowodu Twierdznia 5 - o stabilnosci schematu
(3.29.a)-(3.29.d) w silnych normach.

Przypomnijmy otrzymana w tym dowodzie nieréwnos¢ (3.44)

2

HY(Q3p)

2 2 1 a1
ngi%N{‘Un‘H“QR) U7 gy + [0 i

v <
Lim%)}

N
_ n—3
< M{T S 10 gy + 100" 2 320 +
n=2

N
_ n_3
+7 Z {Hat/an 1”%}21(92) + Hat/Qf 2 ”ii(ﬂf})} +

n=2

+”U0”ig(ﬂh) + ’UOGP(Q) *
1
—|—H8,5UOH%§L(%) + Hat/zUo”i}?l(Qg) +[101/2U H%i(ﬂf})}'

Zauwazmy, ze lewa strona tej nierownosci pokrywa si¢ z lewa strona nie-
rownosci z tezy tego Twierdzenia. Pozostaje wiec oszacowal wyrazy prawej
strony, tj. wyrazy

1
”Uo”%i(m) + U ) + H@tUOH%i(Q%) + ”at/QUOH%i(Q%) + [10,/2U" H%i(ng)

Wyrazy te szacujemy tak jak w koncowej czesci Twierdzenia 5 - patrz nie-
rowosci (3.46) 1 (3.47). O

3.5 Analiza zbieznosci

W tym podrozdziale zajmiemy sie analiza zbieznosci schematu (3.29.a)-(3.29.d).
Gléwnym rezultatem sa Twierdzenie 7, w ktorym dowodzimy rzedu zbieznosci
rozwiazan rozwazanego schematu w silnych normach oraz Twierdzenie 8, w
ktérym dowodzimy rzedu zbieznosci rozwiazan schematu (3.29.a)-(3.29.d) w
normach stabych.

Btad zbieznosci schematu, przy ustalonym ¢ w punktach nodalnych defi-
niujemy podobnie jak w Podrozdziale 2.5, jednak w tym przypadku jest to
funkcja ciagltego argumentu z € ) i dyskretna wzgledem argumentu t.
Niech zatem & (z,n1),& (:p, (n + %) 7') € V1(Q), beda takimi funkcjami, ze
w puntach nodalnych z € Q" przy ustalonym n, zdefiniowane sa w sposéb
nastepujacy

U(x,nt) — W(x,nr) x € ﬁ;,

Ulz,nt) —W (3; (n _ %) T) veQl, (3.48)

&(x,nT) = {
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oraz

R R L.
&(( 2)) {U(x,(w%))—w(ﬂ%(nﬁ)f) %937( )

gdzie W (x,n7) jest ciagla, kawatkami liniowa interpolacja rozwiazania za-
gadnienia (3.1.a)-(3.1.b), oparta na wartosciach u (z, nT) w punktach nodal-
nych z € Q" Funkcje U (x,n7), U(x, <n+ %) 7‘) € V() natomiast sa
rozwiazaniami schematu (3.29.a)-(3.29.d). Zwr6émy uwage, ze dla tak zde-
finiowanych funkcji £" i §"+% zachodzi 9,67t € Vﬁ(Q) i 5,55"_% € VEh(Q),
gdzie odpowiednie pochodne réznicowe po t zostaly zdefiniowane w (3.28) -
str. 61.
Zdefiniujmy takze nastepujace funkcje

n(x,nt) =u(z,nt) — W (z,n1)

1 1 1
n(:c, (n+§) 7') :u(:c, (n+§) 7') —W(az, (n+§) 7')
dla kazdego z € Qin=0,...,N. Zauwazmy, ze funkcje " i n""2 ¢ V2(Q).
W dalszej czesci pracy zaktadac¢ bedziemy, ze wspotezynniki formy dwuli-
niowej A(t; -, -) oprocz warunkéw regularnosci wymienionych przy sformutowa-
niu zadania w postaci uogélnionej (-zobacz str. 49 oraz warunkéw (3.30)) -

dostatecznych dla zapewnienia stabilnosci schematu (-zobacz str. 64), spet-
niaja dodatkowo nastepujace zaltozenia,

oraz

dla kazdego (z,t) € Q x [0,T7:

% (2,8 < \%(x O] < b |55 (@, 8)] < Ema (3.50)
1282 (2, )| < s | B2 (0 8)] < Bmas | D) < s
dlai,j =1,2.

3.5.1 Silne normy

Sformutujemy i udowodnimy teraz nastepujace Twierdzenie 7 o oszacowaniu
btedu zbieznosci schematu (3.29.a)-(3.29.d) w silnych normach. Twierdze-
nie 7 jest uogdlnieniem Twierdzenia 3 z Podrozdziatu 2.5.1.

Twierdzenie 7 (Silne normy). Niech v’ € H?*(Q) oraz niech rozwiazanie
u zagadmema (3.1.a)-(5.1. b) bedzie funkcja taka, ze 3 € L*((0,T); H3(<2)),

at2 e L2((0,T); H2(Q)), & g € L*((0,T); H(Q)). Nzech dodatkowo wspol-
czynniki formy A(-, ) spelniaja zalozenia (3.30) oraz zatozenia (3.50). Wiedy
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istnieje takie Ty, Ze dla T < Ty, blad zbieznosci schematu (3.29.a)-(3.29.d)
spelnia nastepujace oszacowanie

ni2 n—212 ni2 n—L2
s o {Hat/25 HL%(QQ) + (|0 26" 2 HL%(Q?) + [|0:€ ||L§(ﬁ’1;) + [0z ||L§(ﬁ’g)} +

N-1 2
ni2 n—12 2 2, 7
+Tnz::1 {’@5 ’Hl(QR)"i_‘atg 2‘H1(QB)} <M <T +h +h—H> )

gdzie M jest statq dodatnia niezaleing od T, h oraz H, zas opodwiednie
pochodne réznicowe po t zdefiniowane sq wzorami (3.10).

Uwaga 10. Zwroémy uwage na normy, w ktorych mierzony jest blad zbiez-
nosci proponowanego schematu. Twierdzenie powyzsze podaje oszacowanie
pochodnych réznicowych wzgledem czasu bledu zbieznosci rozwazanego schematu,
a nie bledu zbieino$ci schematu (3.29.a)-(3.29.d). Przypomnijmy, ze w tej
pracy takie normy bledu zbieznosci schematu nazywamy silnymi normami.
Zwroémy uwage na rzad zbieznosci bledu w normach silnych, przy ustalonych
stosunkach parametrow dyskretyzacji 7,h i H:

1. przy 7 = const © H = const blad 2bieznosci jest rzedu
O(r+h+h?)=0(h),

H

5, = const blad zbieznosci jest rzedu

2. przy 5z = const i
@) (7‘ +h+ T%) = O(h),
3. przy 7 = const 1 H = const blad zbieznosci jest rzedu
O(r+h+78)=0(ht),

4. przy 7 = const i % = const nie ma zbieznosci.

Rezultaty powyzsze zostana w Rozdziale 4 potwierdzone wynikami odpowied-
nich eksperymantow numerycznych.

Uwaga 11. W przypadku tak ogélnego réwnania parabolicznego i przyjetych
zatozeniach o regularno$ci wspotczynnikow formy dwulioniowej A(t; -, -), wa-
runek T < 19 jest warunkiem naturalnym. Przy zalozZeniach przyjetych o
formia A(-,-) schemat zamkniety Eulera, takze wymaga spelnienia warunku
T < 79 - patrz prace [6] i [7]. JeSli dodatkowo zalozymy, Ze dla kazdego
t € 0, T] wspélezynniki formy dwuliniowej A(t;u,v) sq niezalezne od czasu
t, tzn. A(t;u,v) = A(u,v) oraz zZe istnieje C' > 0, takie ze dla kazdego
v € Hy(Q) mamy Cllv|3q) < A(v,v), to do zbieinosci schematu w silnych
normach nie bedzie konieczne zatozenie T < 1.
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Dowdd. Dowdd bazuje na dowodzie stabilnosci schematu (3.29.a)-(3.29.d) -
Twierdzenie 5 - zobacz str. 64.

W pierwszej kolejnosci szczegdétowno zajmiemy sie réwnaniami schematu
(3.29.a)-(3.29.d), okreslonymi na g, a nastepnie przeniesiemy otrzymany
wynik na rownania okreslone na €)g.

Wypiszemy teraz schemat dla btedu zbieznosci odpowiadajacy schematowi
(3.29.a)-(3.29.d) dla réwnan okreslonych na 2p.
Podstawiajac do réwnania (3.29.b) za U™ = £" + W" otrzymujemy

[N

(0" 20) o e, + AR(E™ @) + AR (€772, 9) =

h( R
Y - n n i3 n—=
= (1" @)rz@pnn,) = (W) Ly o) = ARV, 0) = A > (W72, )

h(ﬁR
Vi € VE(Q).

Zauwazmy nastepnie, ze z réwnania (3.1.a), dla kazdego ¢ € VE?(Q) mamy

au n n n
(a ( : ,TLT) 7§0> + A (u 790) = (f 7()0)L2(QRUQ(;B)7
LQ(QRUQ(SB)
gdzie przez % ( - ,n7) oznaczamy pochodna wzgledem czasu rozwiazania u

zagadnienia (2.1.a)-(2.1.c), w chwili czasowej nr.
Odejmujac dwa powyzsze rownania stronami dostajemy

3 ¢n—1 n(en in—3 n—1 —
(9€""0) o sy ARE™ ) + A 7 (€772, 0) =
0 ~
= <a_u ( ° 7n7-> ) (p) - (athila QO)LQ ﬁh +
t L2(QRUQ5B) h( R)
FAR(", @) + AL (u, @) — Ay 2(W™2, ).
Vo € VE().

Rozpiszmy forme dwuliniowa A% (1", ¢), na wyrazy zawierajace wspotczyn-
niki a;j, b; oraz ¢, zgodnie z jej definicja (3.2) - str. 50. Nastepnie do prawe;j
strony dodajmy i odejmijmy odpowiedni dyskretny iloczyn skalarny zaw-
ierajacy %—?( - ,n1). Takie postepowanie prowadzi powyzsze réwnanie do
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postaci
(O"™,0) 1 @y + ARE" 0) + Ay Henhp) =
ou e ou nol
:(E(',TLT)—(%W 17@) 5 reh +(E('7n7—)_8t/2w %,QO) - +
L7 (%) L7 (92%)

2
+ Z ( Dj@)Lz(QR) T <cn77n + Z b Din", 9‘7) o +

n (a“< ).9) (a“< )e)
—(+,n7), -\ = (-,n7),
ot v L2(QRUQs,)  \ O v £2(@)
AR (" ) — A 2(WTE, ).
Vo € VE(Q).  (3.51)

Zauwazmy, ze korzystajac z rozwiniecia w szereg Taylora rozwiazania u
wzgledem zmiennej ¢, dla kazdego x € Q" mamy

ou
ot

p(u") = (%) (x,t), te((n—10r,(n+1)7).

(z,n7) — W™ H(z) = 7p(u™),

Wykorzystujac to, réwnosé (3.51) przeksztatcamy do postaci

(B 0) sy + AR 0) + A 26772, ) =
2

=7 (p(u"),¢) 2 @) + <c"77" +> b D" cp) +
1=1 L2(QR)

<(9 (-,n7) > —<@( nr) > +
ot - NTY L2(QRU0 ) or ¥ £2(@)

2 . 1 .
Z af D" D) o+ ARt ) — Ay (W3 g).

L2(QR)
Vo € VE(Q). (3.52)

Analogicznie otrzymujemy schemat dla bledu dla réwnan schematu (3.29.a)-
(3.29.d) okreslonych na Qp dla n > 1. Tym razem podstawiamy Utz =
§"+% + W2 do réwnania (3.29.c) i postepujac jak wyzej otrzymujemy
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nastepujace rownanie

(5 (o (ez)7) ) (G (0 3)7)0) s
£\ 2 v 12@Qpu0s,)  NOE\ 2 v 12 (@)

a$>

a"“Dm"*%,chp) +An+2( 3, 0) — AB(W™, ).
7]

! L2(Qp)

Vo € VE(Q). (3.53)

Réwnanie dla bledu metody odpowiadajace réwnaniu (3.29.a) jest nieco
inne od powyzszego (3.53). Istotna réznica jest to, ze pierwszy wyraz prawej

strony, to w tym przypadku (6t/2§ cp) ) zamiast (@5 ,cp) _ . Jest

Ly (Q Ly (Q2p)
to zwiazane z inna aproksymacja pochodneJ roznicowej wzgledem czasu w

réwnaniu (3.29.a) wzgledem (3.29.¢) w punktach nodalnych z € Q%. W pier-
wszym poétkroku czasowym, na (g otrzymujemy nastepujace rownanie dla
bledu

(32 0) L, o + AB(ER ) + ARE, ) =

L7 (Qp)
2.1
K =1 L*(p)
(8(1)) (G (37 9)
A, ) - A, 3T,
0 2 LQ(QBUQJR) ot 2 L%(ﬁ%)
2 A1 1 ~
( Z DjSD) + AR (ur, ) — AR, ).
=1 L2(Qp)
Vo € VE(Q). (3.54)

Réwnania (3.52),(3.53),(3.54) stanowia réwnania schematu bledu dla sche-
matu (3.29.a)-(3.29.d). Majac na celu przejrzystosé dowodu tego twierdzenia,
postuzymy sie teraz analogia do dowodu Twierdzenia 5. Powtarzmy dowdd
Twierdzenia 5 dla réwnan (3.52),(3. 53) (3 54). W pierwszej kolejnosci z réw-

nania (3.52) eliminujemy wyraz A}, 2 (€72, @) kosztem wyrazu A% 1 (€771, o)

rownania (3.53) okreslonego na (n — 1) warstwie czasowej. Nastepme w

78



tak przeksztalconym réwnaniu (3.52) wybieramy ¢ = 9" po czym w
odpowiedni sposob korzystamy z Lemat 11 - str. 172, tak jak w dowodzie
Twierdzenia 5. Czynnosci te powtarzamy nastepnie dla réwnania (3.53). Po
uproszczniu, dodaniu stronami i zsumowaniu tak otrzymanych nieréwnosci
po warstwach czasowych, otrzymujemy w miejsce nieréwnosci (3.45) z dowodu
Twierdzenia 5, nastepujace oszacownie

_ n—l
max {11026" Gy + 1026" 2 172 )} +

— L 7

n—1 n——
SR Tl R YL T
N 3
+7 Y {I&s&"*lﬁ{l(ﬂm + |8t5n7§|§{1(93)} <
n=2
<

<M{BR—|-BB+CR+CB+,OR+,OB+SR—|—SB+A+
1
+||3tfo\|ii(§f;‘) + ||8t/250”ig(§’g) + [0r/28 H%i(g?) + ||§0\|%§(Qh) +1€% ) +

N 1
_|_Z {A%(un,atgnl) o A% nf— 85” 1 }+

n=2

_Z{‘AB Wn—— tgn—l) An 1(Wn 1 atgn 1 +

H,_/

+Z{AR WTE0,7E) — A (Y 9,67 3) }+

N 3

_ Z {A’};%W"l,atf"%) — AR 2(Wn%’at§n%)} }, (3.55)
n=2
gdzie
1N 2 T
Br=—) n ’L?(QR)’ (3.56)
n=21i=1
2
- S 1 n 1

Cr = Z H ’ 12(Qg)’ (3.57)
or = o), g )+TZ 702, g (359)
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SR_TZ]< <

, )> 8255” 1> +
L2(QRUQ(;B)

du
ot

, atgn 1) _ )
@) e a,

(3.59)
N
A= Z { (G’Zj 77 _ an lDZnn—17at§n—1)L2(ﬁR) +
n=2 4
_1 _3
+ (azj 2 D — azj QDm"‘lﬁth"_%)LQ(ﬁ | } (3.60)
B

Wyraz Bg, Cp, pp oraz Sp zdefiniowane sa w ten sam sposob jak Bg, Cg, pr, Sr
z ta istostng réznica, ze no$niki odpowiednich iloczynéw skalarnych to w tym
przypadku 25, a wszystkie funkcje brane sa pot warstwy czasowej nizej.
Zajmijmy sie oszacowaniem wyrazow prawej strony (3.55).
Zacznijmy od wyrazenia oznaczonego przez Bpg, zdefiniowanego w (3.56).
Zauwazmy, ze korzystajac z zatozonej regularnosci wspotezynnikoéw b; mozemy
napisac

1 N 2 . .
"o ;n;; DA = VD g, =
1 Al 1 1 1|2
Ty i (Dm — Din ) + 70:b; " Din e S
b N 12 - X
(@) + Tbmaxnz:; ’7) B0 (3.61)

Zauwazmy dalej, ze n™ — n"‘l = (u" —u" ) — (W™ — W"1) oraz ze funkcja
(W™ — W™ 1) jest interpolacja funkcji (u™ — u™1). Na mocy Twierdzenia 9
- str. 173, mamy zatem

bmax N n n—1 Wn Wn—l 2
T nzz‘(u mu) =V Niman

bmax N n n— al n—
SO== > IPllu" =" iz = Cmaxh® 3 10" W2y =
n=2 n=2
2

ou

=T < MI2 (3.62)

H2(QR)

N
= CbypaxTh?

gdzie p(u) = 2 ’t te((n—1)r (n+1)7).

Podobnie, korzystajac z Twierdzenia 9, drugi z wyrazow prawej strony nierownosci
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(3.61) szacujemy nastepujaco

N N
7 n—1|2 2 n—1||2 2
Thma ,;2 1" iy < CTh n; [ oy < MB* (3.63)

Korzystajac z (3.62) oraz (3.63) w (3.61) otrzymujemy zatem
Br < M(u)h®. (3.64)

W analogiczny sposéb jak przy szacowaniu Bp, korzystajac z Twierdzenia 9,
otrzymujemy nastepujace oszacowanie wyrazenia C'r, zdefiniowanego wyraze-
niem (3.57)

Cr < M(u)h®. (3.65)

Oczywiscie zachodzi rowniez

_ n 2 2
pr = o)1, o +rZHTatp W), sy S M) (3.66)

Zajmiemy sie teraz wyrazem prawej strony nieréwnosci (3.55) oznaczo-
nym przez Sg - patrz (3.59). Korzystajac z rozwiniecia w szereg Taylora prze-
ksztatcamy to wyrazenie do postaci w ktérej mamy juz pochodne rézniczkowe
zamiast odpowiednich ilorazow réznicowych wzgledem czasu

N

>

0*u
) ,7’1,’7') 78t§n1> - <— ( : ,7’1,’7') 78t§n1>
<8t2 L2(QRUQs ) or? L2 ()

tr 3 (. 2i6) +TZ (7). 06" ") 1y

L2(QRrUQs L2 (Qp)|’
gdzie
o 2
p(u™) = 0, (8—1; (:p,nﬂ) 2 5 (7,n7)
o OPu
p(u ): %(.T,t), te ((n_l)T7 (n_'_l)T)
Dla kazdego ustalonego n = 1,..., N do sktadnikow pierwszej sumy prawej

strony oszacowania Sg, stosujemy Lemat § - str. 172. Do dwoch pozostatych
wyrazow stosujemy kolejno Lematy 111 12 - str. 172. Daje to oszacowanie
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postaci

N
n—1/|2
SR<67';::2H3£ ”L%(ﬁ%)—l—

h? X || 6% X 9
— 2|7z (.07 + — 2 P2, <
€ 7;2 or? m2(Qr) € 7;2 @)
a 2 2
n—1(12
<e¢n222||atg 172 @y + M) (R +7). (3.67)

Analogicznie szacujemy wyrazy obre$lone na Qp, tj. Bg, Cpg, pg oraz Sg
prawej strony nieréwnosci (3.55).

Zauwazmy takze, ze korzystajac z Lematu 11 - str. 172, wyrazenia (3.60)
mozemy przeksztatci¢ do postaci

1 a 2 n n n—1 n—1
A<a nz::zjzl { A R
1 n3 1P
_'_ az’.] QDZnn 2 — az’.] QDZnn _ +
L*(Qp)

N
n— nfg
ety {\@E ! ?JI(QR) + 108" 2 \%{1(93)} :
n=2

Postepujac dalej z pierwsza suma prawej strony powyzszego wyrazenia jak
przy szacowaniu (3.56) otrzymujemy

N
_ n—3
A < €T Z {\@f" ! %I(QR) + |8t£ 2 ﬁ{l(QB)} + M(U)h2 (368)
n=2

Wstawmy wyzej uzyskane oszacowania (3.64)-(3.68) do nieréwnosci (3.55).
Po przeniesieniu odpowiednich wyrazéw na lewa strone otrzymujemy nieréwnosé
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nfrllax {Hat/25n 1”L2 Qh + \\Gt/an—a“LQ Qh }+

— L 7

+ (1 —e7) _max {|]3t§n—1H2 o + H@tgn—a ” +
N
+r(l—e) ) {|5t5n i + 10" : (b1 o)
n=2
N . an—1
< Ml{ Z {A%(un7at§nl) . AB 2 n*_ a é‘n 1 +
n=2
N
1

_Z {AZ%(Wn%,atgnl) An 1(Wn 1 L0
_N

+Z{AR uTE, 9T — A 02 L4

_Z{AEI(Wn_laatﬁn_g)—AR 2w, o

n=2

+

+”3t/2§0H2 @ +H8t/2§ HL2 ) +”§OHL2 (@) ‘H§O’H1(Q +

o)
j<
)
}+
|
H
|

0
vt {1012,
+Ms (72 +h?) . (3.69)

Do czterech pierwszych sum prawej strony wyrazenia (3.69) stosujemy Lemat /
- str. 106. Nastepnie w celu oszacowania wyrazoéw

1
{1012, ) + 10020 )+ 19026 1 oy
stosujemy Lemat 5 - str. 116. Poniewaz na mocy Lematu 14 - str. 174 mamy

{|’§OHL2(Q}L + |£0‘H1(Q } < h2|u0|?—[2(ﬂ)7

przenoszac odpowiednie wyrazy na lewa strone otrzymanej nieréwnosci. [

3.5.2 Slabe normy

Sformutujemy i udowonimy teraz Twierdzenie 8 o zbieznosci schematu
(3.29.2)-(3.29.d) w stabych normach. Jest ono uogdlnieniem Twierdzenia 4 z
Podrozdziatu 2.5.2.

Twierdzenie 8 (Stabe normy). Niech u® € H?(Q) oraz rozwiqzanie u
zagadm’em’a (3.1.a)-(3.1. b) bedzie funkcja taka, ze 93¢ € L*((0,T); H3(Q2)),
8u ¢ L2((0,7); HX(Y), 2% € L2 ((0,T); HY()). Niech dodatkowo wspii-
czynniki formy dwuliniowej A(-,-) spelniaja zalozenia (3.30) oraz zalozenia

83



(3.50). Wtedy istnieje takie 1o, Ze dla T < 19 przy zaloZeniu %T+a = const

dla o > 0, blad zbieznosci schematu (3.29.a)-(3.29.d) spelnia nastepujace
oszacowanie

2
Li(ﬁ’}a>} +

? <
HI(QB)} =

2 2720 4
< 2 2 T 4T L
M(T+h+H2+ I —l—hH,

nn2 1
Jmax f€712 )+ 6

N

n|2 n—1

+7 Y {|§ man + ‘f 2
n=1

gdzie M jest statq dodatniq niezaleing od 7, h oraz H.

Uwaga 12. Podobnie jak w przypadku Twierdzenia 7, jesli dodatkowo za-
tozymy, Ze dla wspotczynniki formy dwuliniowej A(t;u,v) sa niezaleine od
czasu t, tzn. A(t;u,v) = A(u,v) oraz Ze istnieje C' > 0, takie Ze dla kazdego
v € Hy(Q) mamy Cllvl3q) < A(v,v), to do 2bieznosci schematu w sensie
Twierdzenia 8, nie bedzie konieczne zatozenie T < Ty.

Uwaga 13. Zwroémy uwage na rzad zbieznosci bledu schematu (3.29.a)-
(5.29.d) w zaproponowanych normach, przy ustalonych stosunkach parametréw
dyskretyzacyi T,h 1 H:

1. przy 35 = const © H = const blad 2bieznosci jest rzedu
O(r+h)=0(h),

m_

., = const blad zbieznosci jest rzedu

2. przy ;5 = const i
O (7’ + h—i—T%) = O(h).

Zavwaimy, ze w przypadku (1) rzad zbieznoSci schematu (3.29.a)-(5.29.d)
jest taki sam, jak w przypadku schematu zamknietego Eulera - patrz np. [16].
Przy tych zalozeniach (75 = const i H = const) blad zbieinosci schema-
tu zamknietego Eulera, a wiec i rozwazanego w tej pracy jest optymalny,

zobacz [24).

Uwaga 14. Zauwaimy, ze tak jak z Turerdzenia 5 wynika Twierdzenie 6, ze
zbieznosci schematu (3.29.a)-(3.29.d) w silnych normach, wynika zbieinosé
rozwazanego schematu w normach stabych. Bez dodatkowych zatozen o T,h
oraz H mamy zatem zbieinosé w sensie stabych norm rzedu O (7’ +h+ \/;—H)
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Dowaod. Dowdd tego twierdzenia jest uogdlniniem dowodu Twierdzenia 4.
Podobnie jak tam, w pierwszej kolejnosci szczegdtowo zajmiemy sie row-
naniami schematu (3.29.a)-(3.29.d) okreslonymi na Qg, poczym otrzymany
wynik przeniesiemy na rownania schematu (3.29.a)-(3.29.d) okreslone na ob-
szarze €1g.

Przypomnijmy rownanie réwnanie (3.29.b). Biorac w tym réwnaniu U" =
" 4+ Wn, otrzymujemy

(96°70) 1y oy + (6" H0) L, o)+ AR(E ) + A P67 ) =

= (/" @) r2(puns,) +

= (02" E9) 1 ) — ARV ) = A F W)
Vi € VE(Q).  (3.70)

_(atwnil’ ) £2(Qh)

Z réwnania (3.1) mamy natomiast

ou .
<_ ( ) TLT) ) 90> + Ar}%(una gp) + 'A%(un? 30) = (fnv QP)LQ(QRUﬂaB)

at LQ(QRUQ(SB)
Vo € VE(Q). (3.71)

Wyeliminujmy teraz z rownania (3.70) wyraz (f", ¢)r2(zu0;,), kosztem wy-

razu podobnego z réwnania (3.71). Po odpowiednim pogrupowaniu wyrazéw

oraz dodaniu i odjeciu od prawej strony wyrazenia (%( - ,nT) ,gp) —h
t Ly (QR)
dostajemy

(€"0) 1o gy + (€7 %,0) 1y gy + AR(E o)+ A (e h

ou
:<E('a”7)>¢> _< , I )
L2(QRrUQs )

ou .
+<E(-,n7),g0> ot — (o, ) _

+ (AW = 9,5 ) .

zo»-‘

AR, ) + Ap(ut, ) — Ay F (W4, )
Vo € VE(Q).  (3.72)

Wybierzmy w powyzszej rownosci ¢ = 7‘5”. Na mocy prostych réwnosci
T (aténflj gn)

T n—1/2 n—1/2
oy = 10 ey + 31y — 316 gy

2
n—=% ¢n T n—= n n——
T (2 ") Ly = T s ay + 1€ gy = I H R oy
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z (3.72) otrzymujemy
2
T 112 1 ni2 1 n—1(2
EH@,{ HLi(Q’i—c) + 5”5 ”Lg(ﬂfé) - 5”5 HL%(Q’}-{) *
T2 o lio n2 n—3 2
+ZHat£ 3 HL%(Q?) + 1€ IIL}zl(Qg) —||£" 2 HL%(Q?) +

rAR(En €M) + Tft};‘%@”—%,s") -

- {T (%( +,nT) ,£">L2(QRU953) -7 < " ) (QR>}
“)

ou
+ T <— ( ,n ath 1 }
{ ot L2 (@)

n {7’ (vt — o, W ,gn)Li m>}
AR €, +
H{rdpan e - i e | -

Ts
=Ti+T+ T3+ Ty +T5

Vo € VE(Q). (3.73)
Uproscimy teraz wyrazy 11, ..., Ty otrzymanej wyzej réwnosci (3.73).
W pierwszej kolejnosci oszacujemy wyrazenie oznaczone przez 1.
Korzystajac Lematu § - str. 172 w jednym kroku otrzymujemy

ou ou
|T1|_T{<8t( 7n7—)7€n> —<a(',n7),§n> h} <
L2(QRUQs ) L; (@)
Th? || Ou
< erllE?|?, ony + — |5 (-, n7) (3.74)
L5 (QR) ot H2(9)

Zauwazmy nastepnie, ze korzystajac z rozwiniecia w szereq Taylora dla
kazdego x € Q" mamy

du
ot

p(u") = (%) (x,t), te((n—10r,(n+1)7).

Na mocy powyzszego faktu oraz Lematu 11 - str. 172, mamy zatem

(z,n7) — W™ H(z) = 7p(u™),

0
wa—r(“<,mw4mw1@ﬂ <
ot L2 ()
3
< €12, g, + o)y (3.75)
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Podobnie, korzystajac z rozwiniecia w szereqg Taylora mamy

n—1 n—1 _ 0u n
OW" H(x) — OpeW" 2 () = T o2 (x,n7) 4+ Tp(u™),
p(u™) = <%> (x,1), te((n—107,(n+1)7).

Pozwala to oszacowaé wyraz prawej strony (3.73) oznaczony przez T3, w
nastepujacy sposob

_ n—1 _ n—% n
Tl = |7 (@™ = 0™ 2,67) L, 0 1 <
n 0u . 2
<er|§ Hii(g?) e (+,n7)+ p(u") (3.76)
L2(Qs)

Zauwazmy takze, ze z defnicji formy dwuliniowej A%(-, ), Twierdzenia 9
str. 173 oraz nieréwnosci Schwarza, mamy

2
.Zl (a?ij”, ngn) L2(QR)
)=

2
; (0 Din",£") L2(Q )‘ ‘( §)L2QR‘

< Th|u"| g2 {amax\f |1 (@g) T+ (Bmax + ACmax) Hf"”L?(QR)} :

T = [T AR("™, €[ <7 +

Na mocy e-nierdownosci i Lematu 12 - str. 172, daje to

n " Th?
Tl < er {16 Brngay + €72 ) | + T M (@), (3.77)
€
Wstawmy wyzej otrzymane oszacowania wyrazéw 17, . . ., Ty - nieréwnosci

odpowiedni (3.74), (3.75), (3.76) oraz (3.77) do réwnania (3.73). Otrzymamy
nastepujace oszacowanie dla réwnan schematu (3.29.a)-(3.29.d) okreslonych
na Qg

2
T n—12 Lony2 | T
S 10" L2 ny + 5 1E" 22 ny = S11E" Mz ny +
7_2 n—212 n|2 n—=12
+Z”at§ QHLi(QQ) + 11 HLi(QQ) - ”5 2 ”L2 @h) +
rAB(E €+ Ay H(EELE) <
7 {11E" 12 oy + €712 s + 16" Bracaumy | +
. an_l

(PR M@ Ve e VA, (3.78)
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Analogicznie, wychodzac z réwnania (3.29.c) otrzymujemy dla réwnan
schematu (3.29.a)-(3.29.d) okreslonych na g, dla n > 1 nastepujace réw-
nanie

T 1l 1, .1 1, 1
EHatg 2 H%%(Qfé) + §”§ t2 ”%}%(Qfé) - 5“5 2 H%%(Q%) +
2
T n||2 n+12 n||2
+ 1067 12 oy + 1€ e 122 ny = €712 oy +
1 o
T A HEE ) b AR(E €
n+2 n+2 n+22
<er {I€™ 5122 gy + €72 23 g + 16" 2 B
| .
T AR (W e ) — AR (W
+€ (F+R) M) vy e VEQ). (3.79)

Dla n = 1 na Qg dostajemy nieco inne oszacowanie. Jest to zwiazane z
réznica pomiedzy réwnaniami (3.29.a) i (3.29.c). Zauwazmy, ze w pierwszym
7z wymienionych réwnan, w punktach nodalnych Q% pochodna wwzgledem
czasu jest aproksymowana odpowiednim ilorazem réznicowym branym o pot
kroku czasowego, natomiast w réwnaniu drugim iloraz réznicowy jest brany
o peten krok czasowy. Dla n = 1 dla réwnan okreslonych na obszarze Qg
otrzymujemy odpowiednio oszacowanie

02 s + S s — SIE R, +
2 25 2 Ly(@Qp) 2 Ly (Q2p)

1051 iy + 16H By — 1€y +

rAB(EE,€8) + T AY(E, }) <

<er {16215z oy + 162132 o) + 162 ) | +

+7'fl}%%(u%,£%) — TA%(WO,f )+

+% (PR M) Ve e VEQ). (3.80)

)
1
2

Zsumujmy teraz otrzymane nierownosci rozrozniaj¢ dwa przypadki: n = 1
oraz n > 1.
Dla n = 1 dodajemy stronami nieréwnosci (3.78) 1 (3.80).
Dla n > 1 dodajemy stronami nieréwnosci (3.78) i (3.79).
Nastepnie sumujemy otrzymane nieréwnosci stronami wzgledemn =1,..., N.
Po odpowiednim pogrupowaniu wyrazoéw, otrzymujemy nastepujace oszaco-
wanie
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N 2 N 2
9 Z |0:& 1HL2 (h) + = Z [10:€ ”LQ(Qh 7“8t/2§o“%i(9%) +

T n—% 2 n—1)2
+anl{”8t/2g 2||Li(§2§)+”at/2£ HL%(Q?)}+

1 1 1
+§||£NH%%(Q%) + §H£N 2 H%%L(Qh) + ‘|£N‘|i2 (Qh) +
N

+7 Yy {Aﬁ(sn,snwA 2(¢rE, e ) }
n=1
<wz{usnu oy FIEHIE, o + 16" B + 16" H o+
+§H£OHL}21(Q}}1‘)+H£O||i}21(gh _||£OHL2 Qh +M (7’ —|—h2)—|—
N An—= 1 ~ 1
- [ > {AB 2(¢n3,6m) +A§;—1<§"1,§"5>} +
n=1 Sy
Mo ol ,
+[¢Z {A%(u",s") ~ A} 2(W"§,5">} +
n=1

al 2 1
+T {AR (U3, E3) — Aﬁl(W"‘l,sn‘i)H . (3.81)
S

n=1 .

Przez S1, Ss oznaczyliémy ostatnie sumy prawej strony powyzszej nierownosci
(3.81), objete odpowiednio oznaczonymi klamrami.
Dalsza czes¢ dowodu tego Twierdzenia sprowadznia sie do oszacowania tych
wyrazow.

Zacznijmy od oszacowania sumy S;. Podzielmy te sume na dwie czesci i
skorzystajmy z warunku trojkata w nastepujacy sposob

‘51’_ TZ{AB Sn——7§n)+An l(fn 1 §n__)} <
n=1
N n 1 ) L
<r|S{apte e >+Ag1<s“,£"5>}‘+
n=1

N
D ARHE T, 00" 77| = S+ Sia (3.82)

Pierwsza cze$¢ sumy Si, czyli S szacujemy zgodnie z Lematem 6 -
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str. 124, przez

Sul <€TZ{\§"2\H1(QB IR, o |+

) h3 2h 7_2 7_4
PR+ =+ —+ =+

=

3.83

H H H? hH (3:83)

Dowdd tego faktu wydzielilismy w postaci osobnego Lematu tylko i wytacznie

z uwagi na che¢ poprawienia przejrzystosci dowodu tego Twierdzenia.
Oszacujemy teraz wyrazenie Sy nieréwnosci (3.82).

2N 1
|S12] = 5 S ATHET 08" (3.84)
n=1

Rozpisujac wspotezynniki formy dwuliniowej fl’{l(f"ﬂ,@t/gf”_%) oraz ko-
rzystajac z nierownosci Schwarza otrzymujemy

2 N
AmaxT

n— n—2
[S1a] < == 2 1" ()| 02€" 2 i 0 +
n=1

bmaxT2 N n—1 nfl
5 2 € w1026 20y +

n=1

n— n—l
D 1E N r2(0s) 100262 | 1200
n=1

2
CmaxT

M

Z nierdwnosci odwrotnej - patrz np. [13], zastosowanej do drugiego wyrazu
pierwszego iloczynu otrzymujemy

- n— n— 1 n—i
Sual < e Y- {1 o) + 1€ ezon } (145 ) 1902€™ Hlzzcon,
n=1

co przy zatozeniu T = Ch2+® daje
N

_ e 3.4 1 1
S12] < CT Y {|€n ey + 1€ 1||L2(Q5)} hat (1 + E) 10262 || L2 () -

n=1
W tym miejscu nalezy zaznaczy¢, ze jest to jedyne miejsce w dowodzie tego
Twierdzenia, w ktorym wymagane jest zatozenie ——— = Const.
2
Korzystajac z Lematu 11 - str. 172, przeksztalcamy dalej wyrazenie S15 do
postaci

N
Sl < e 3 {16 iy 0y +
rnte (14 )znamg % |2200y)
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Zauwazmy jednak, ze z Twierdzenia 7 - o zbieznosci schematu (3.29.a)-
(3.29.d) w silnych normach, mamy

h3+2a< ) ZII&/zS 3o, < \Chm”‘ max ||d/5€" 2y <

.....

2

2h2a
< Cplit2e 2 < 142a,_2 3420 | T '

Ostatecznie zatem S} szacuje sie w sposob nastepujacy

_— n—1|2
|S1e| < er Z {|§ |H1(QR) +1¢ HL%@%)} +
M <h1+2a7_2 4 p3t2e @> (3 85)
H ) '

Laczac (3.83) 1 (3.85) otrzymujemy oszacowanie sumy S; prawej strony wyraze-
nia (3.81). Mamy zatem z (3.82) przy a > 0

5| 3 At den + g e e h) <
. n—22 n—12 n—1
er Y- {16 H a6 B + 16" HE o + 1€ 2 b+
n=1
h3 2h2a 7_2 7_4

2 —_— —_— _—
+M(u)< + 0t +H2+hH> (3.86)

Przejdziemy teraz do oszacowania sumy Sy prawej strony nieréwnosci
(3.81), czyli wyrazenia

N o
S =3 {Aper,en) - A vt e+
n=1
N ~p—1 1 1 P 1 1
Y AT @ e - A e}
n=1
Pogrupujmy wyrazy tej sumy w nastepujacy sposob

2 N

Z Oiy2| .»4" 1](W"" f"" + — Z Or/2 AB ](u”, &+
T al T n—1 nf— n—— 1
525 at/QW € +—Z A (Opjpu"2,6") +
3 (ot e+ e teh). (s
n=1
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Oszacujmy kolejno sumy prawej strony powyzszej rownosci. W tym celu
postuzymy sie analogia do szacowan z dowodu Lematu 6 - str. 124, ktory
zostal juz przez nas wykorzystany do oszacowania cze$ci wyrazow sumy Sj.
Zauwazmy, ze w Lemacie, na ktory sie tutaj powotujemy oszacowane zostato
wyrazenie oznaczone przez Zss - (3.171); jego koncowe oszacowanie oznaczo-
ne zostato przez (3.173). Otrzymalidmy tam nieréwnosé

T An— n—%i en—1 n n—s;
SOl W68 < el By + 1642, g b+
2  rh T
+M(u)< +m+7+ﬁ>

Zatem sumujac te nieréwnosci po warstwach czasowych n =1,..., N otrzy-
mujemy

P> 20y J0r e h) < e S {le i + e My |+

72 2h T4

+M(u)< +ﬁ+?+ﬁ>' (3.88)

Analogicznie szacujemy trzy kolejne sumy prawej strony réwnosci (3.87).
Mamy zatem

N
n—1 2 2 n—1(2 n—s
< er {16 s + 16 Hinan + 16" Iy, + 16y} +

72 2h T4
+M(U)< +m+7+ﬁ>

+
N Ap—1 1 Ap—1 1 1
+7 )] {AB "8 + Ag 2(77"‘575"_5)}'

Pozostaje oszacowaé sume

N L 1 Aap—t o1 1
TZ{AE—i(n”?f )+ Ag *(n"72,¢ 2)}:
n=1

[N

). (3.89)

Przypomnijmy szacowane kilka stron wczesniej wyrazenie Sio - str. 90
oraz nierownosé (3.85). Korzystajac z niej mozemy napisaé

7_2 N i1 i o N . . -
= 5 2 Ap TR0 ) AT Y AT Ry(€"
n=1 n=1

N
30 -1 n—1 n—1
2(77 27825/25 2)<€TZ{|§ 2|H1(QB)+||§ ||L2(Q )}+
n=1
M <h1+2a7_2 4 B2 72h2a>
|
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Postuzmy sie takze jednym z oszacowan, ktore zostato przeprowadzone
przy okazji dowodu Lematu 6 - str. 124. Przypomnijmy, oszacowane tam
wyrazenie Zsz; - strona 126. Otrzymana tam nieréwnosé (3.170) pozwala
napisac

N N

T AT R (E72)) < D €ll€"E 2y + BEM(u).

n=1 n=1

Dwie powyzsze sumy szacuja wyrazenie (3.89). Na tej podstawie mamy
zatem

N
n— n—sz n— n—2
er Y {167 o + 1€ H iy + 1€ 2 + 1€ H, 0 b+
n=1

+M (u) +h2+7—2+2h2a+7—4 (3.90)
7 H2 ' H ' hH '

Wstawmy teraz nieréwnosci (3.86) i (3.90) do (3.81). Dostajemy

7_2

N 2
n— n—— T
5; |at€ 1||L2 Qh) 2 Z ||8t ||L2 ) 5”&6/250”%}3(9%) +

N

T

N
nol n—
+7 2 {1908 g oy + 19028 Mgy } +
LI ey + S E I g + IEV N2 o +
9 LZ(Qh) 9 L2 (Qh) LZ(Qh)

N n—24i 1 1
w3 {apen e+ Ay e e h) <

n=1

N
er 3 {1672, g+ 16" HE o + 1€ By + 1€ | +
n=1

+H£OHL2 @) T H§0HL2(Qh) + HfOHL? @) T €% () +

h3 2h2a 2 4
+M()<r Ty +T—+T—>

91
H H H? hH (3:91)

Poniewaz  5[|1€V 72 qu) + 516V 1172 qn) = 31712 oraz

—h
L2 (@)

2

1 T 12
I HgN g0

e
L2(Qh)
<3l

1 <

(Qh ] Hﬁt/zﬁ &l 2@’
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nieréwnosé (3.91), po przeniesieniu wyrazow ostatniej warstwy czasowej na
lewa strone nieréwnosci, przepisujemy do postaci

(1= en) LIV g + 1€V, 0 |+
N

(-9 3 {pen e + Ay He e h) <

n=1

<er Z e, g+ I o )+

+||§0||L2(Qh Jr||50||L2 @) Jr||50||L2(Qh + 1€ +

B3 r2p2a 12 A
R+ — — 4 — 3.92
+M(u)<7'+ ot g +H2+hH> (3.92)
Zapiszmy powyzsza nierOwnos¢ w symbolicznej postaci
N n—2 1 1
Lr(i-a Y {apenen+ A e he < @)
n=1

Zauwazmy, ze korzystajac z zalozen o formie A"(-,-) i Lematu 11 - str. 172,
nier6wnos¢ (3.93) mozemy przeksztalci¢ do postaci

N
L4701 —€ =&)Y {1 nwom + 16" 2w, } < P+

n=1
b2 N )
(2 ) 3 € + B Ry ) 90

Na mocy tej nieréwnosci mozemy zatem przepisaé¢ (3.92) do postaci

brznax 2
(12 er =7 (Bt o)) {16 g, + 0N g ]+

N

+7(0—€) ) {|§n|§{1(93) + \fniﬁ\%ﬂ(QB)} <

n=1

<er Z e, g+ I g )+

+||§0||L2(Qh Jr||50||L2 @) +||§0||L2(Qh + 1€ q) +

h3 2h2a 7_2 7_4
2 h2 v o - .
+M(u) <r e+ttt hH)

(3.95)
Wybierajac odpowiednio mate ¢, tak zeby

0

0 — z

0-6)> %,
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a nastepnie odpowiednio mate 7, tak zeby

[ ()=
l—er—7|— +cCmax | | > =,
€ 2

stosujemy Lemat Gronwall’a - Lemat 7 - str. 171 z
_||eN 2 N-12
Daje to z (3.95) oszacowanie postaci
n||2 n—=12
s fI€2, o+ IR, g bt
al 2 L2
+7 Z {|§n|H1(QR) + |§n_§|H1(QB)} <
n=1

< C(T){Hfonii(ﬂg) + ||50||%i(gg) + ||§0||%i(gg) + €7 o) +

h3 2h20¢ 2 4
+M(u) (72+h2+—+T +T—+T—> }

H H H?  hH
Poniewaz z Lematu 14 - str. 174, mamy

||§0||ig(ﬂg) + ||§0||%§L(Qg) + ||50||ig(ﬂg) + 1% ) < Ch*|luollFz (-

3.6 Lematy pomocnicze

W podrozdziale tym zawarte sa dodatkowe lematy niezbedne do dowodéw
Twierdzen 5, 6, 7, 8.

W pierwszej kolejnoséci sformutujemy i udowodnimy Lemat 2, ktorego
uzylismy w dowodzie Twierdzenia 5.

Lemat 2. Niech dana bedzie nieréwnosé
L+ S+ 5 <P,

gdzie L i P sq wyrazami nieréwnodci (3.41), za$

N

1= 3 LR ) - A v )
n=2
N nfl 1 3 ni; 3 5
2= 2 {AB F(VTE OV — Ap Q(V"—a,atvn—a)}.
n=2
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Niech dodatkowo wspotczynniki formy dwuliniowej A" (-, -) spetniaja zalozenia
(3.30) (-str. 64). Wtedy ma miejsce nastepujace oszacowanie

N
L+7(0—2¢) {’8‘/”1
n=2

o) <
H(Qp)

HY(QR)

N
T n—1 n—3512
<SP+~ (Mt 3 {10V g, 10V 2 g, )+

n=2
T Ml {‘V" 1 H(QRr) + an_l‘ iQ(ﬁR) * ‘Vn__ H(Qp) * an_% iQ(ﬁB)} ’

gdzze M, = ( max T Cmax) My = (a’?nax + E?nax + Erznax)'

Dowdd. W pierwszej kolejnosdci zajmiemy sie wyrazami sumy S;. Grupujac
odpowiednio sktadniki sumy oznaczonej przez S, przepisujemy nieréwnosé

L+8 +8 <P, (3.96)
do postaci ( - patrz definicja 9,[A% (-, ) - str. 60)

N N
L+ > 7A@V LoV )+ 7Y oA (VT LoV + S < P

n=2 n=2

co z kolei, dla uproszczenia zapisujemy jako
L+ S+ S:2+5 <P (3.97)

Zauwazmy, ze korzystajac z definicji i zalozen o formie A%(-,-) mamy

n— 1
511 T@TLZJaV H'(Qn) +
N 2 B X
+rnZZ 2; (bi(-,nT)D (B V") OV )LQ@R) +
N
+7 ) (c(-, nt)o, V"L, 6,5V"’1)L2(§R) :

n=2

Skorzystajmy z powyzszej nieréwnosci w (3.97). Dostajemy oszacowanie

L—i—T@Z‘@V” 12

HY(QR) + S12 + 52 <

2

<P—7 ZNj > (b, nm)D (9V ) ,atvn—l)pm -

n=21i=1

—TZ ( ,nT)O, V" OV 1)

L2(QR)
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Stosujac Lemat 11 - str. 172, do pojedynczych sktadnikow sum prawej strony
otrzymanej nieré6wnosci, po przeniesieniu odpowiednich wyrazéw na lewa
strone, dostajemy nastepujace oszacowanie

n— 1
L+7’ — € nZJ@V H(5) +512+52
b2
<P+ <—n:”‘ + cmax> YoV @,y (3.98)
n=2

Zajmijmy sie teraz wyrazami lewej strony nieréwnosci (3.97), oznaczonymi
przez Sio. Korzystajac z definicji formy dwuliniowej A% '(-,-) i Lematu 11
otrzymujemy

2

N
|S12] <TZ Z

n=21i,j=1
N

Yy

n=21i=1

(8ta§fj_1DV"_1, D ( AV 1)

)@
(atb" LDy 9,vn~ )
)

8cnvn 1 8tV" 1

+TZ(

n=2

L%(QR)

<er Z {}&V" ! (@) + HatV’H i2(ﬁR)} +
" N
(@ ) nz:jg Vo %NZZ Vs, 399

Uwzgledniajac wynik nieréwnosci (3.99) w (3.98), otrzymujemy oszacowanie

L+7(0 —262‘825‘/"1 L5, <

HY(Qr)

2

b
<P+T< max+cmax+e> ZH@V" 1||L2Q o T

n=2
~ N ~2

Analogicznie jak wyrazy nieréwnosci (3.96) oznaczone symbolem Sy, sza-
cujemy wyrazy oznaczone przez Ss. O

W ponizszym lemacie zajmiemy sie oszacowaniem pochodnych réznico-
wych wzgledem czasu schematu (3.29.a)-(3.29.d) po dwéch pierwszych potkrokach
czasowych. Lemat 3 wykorzystany zostalt w dowodach Twierdzen 5 oraz 6.
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Lemat 3. Niech ug € H*(Q) 1 wspélczynniki formy dwuliniowej A(-,-) spel-
niaja zatozenia (3.30) (-str. 64). Wtedy istnieje takie 19, Ze dla T < To,

rozwiqzania schematu (3.29.a)-(3.29.d) spetniajq oszacowanie

h + ||at/2U2 ||L2(Qh) +

0
Hat/zU L2 () +HatU L2 (@
+7 (102U ) + 100 10y ) <
< M (1313205005, + 1/ 132000 + l0ollFrae)) -

gdzie M jest stata niezaleing od 7, h oraz H

Dowéd. Przypomnijmy pierwsze réwnanie schematu (3.29.a). Dla ¢ € V2(Q)

maimy
1

- (f2 ) SO)LQ(QBUQ(SR)'

1 1 ~
(0200 sy s, + ABUE ) + AR(U°, 0)

Przepiszmy to réwnanie do postaci

1 "

By2U°, ) + AR (U°, ) + AR(U
1

= (f2 ’ SO)L2(QBUQ(;R)'

(at/QUOa 90) (ﬁh + AB( 0 90)
(3.100)
Zauwazmy, ze dla ¢ € VE(Q) mozemy napisac
AB(U°, ) + AQ(U°, ) =
AR(U, ) + AR(U°, ) =
1 T
= AZ(U°,p) - at/2[AR]( ,p).

Wstawmy otrzymana tozsamos¢ do réwnania (3.100) przyjmujac ¢ = 0;oU

Daje to
| . AR@/QUO, 0,2U°) =
= (1%.020°) ) AW? %U )+ S0l AR(U°, ) =
=1 — I+ I5.(3.101)

Oszacujmy kolejne wyrazy prawej strony roéwnania (3.101) oznaczone sym-

bolami Il, IQ, Ig.
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Korzystamy kolejno z Lematu 11 - str. 172 oraz Lematu 12 - str. 172 o
roéwnowaznosci norm L?(Qp) i L2 (ﬁ%) dla funkeji z przestrzeni V(). Daje
to nastepujace oszacowanie wyrazu I; réwnosci (3.101)

1 1 1
L] = ‘(anatﬁUO) )‘ < e||at/2U°||ii(§%) + E“f2 ||2;2(QBU96R§3.102)

LQ(QBUQ(SR

Zajmijmy sie teraz drugim wyrazem prawej strony (3.101) oznaczonym
przez I,. Po rozpisaniu formy dwuliniowej A%(-, -) 1 z nieréwnosci tréjkata
mamy

|2 = ‘A%<anat/2Uo)‘ < 4

Z (CLZ-%]'DZ'UO, Dj&g/QUO)

i,j=12

L*(Q)

+ +

2 1
Z (b?DZUo, at/2U0>
=1

150 0 —
@) (02U , O2U )LQ(Q)‘ = I + I + Io3.

(3.103)

Kolejno zajmiemy sie uproszczeniem wyrazen Ioy, Iog, Ios.

Oszacujemy teraz pierwszy wyraz prawej strony nieréwnosci (3.103), o-
znaczony wyzej przez I»,. Dodajac i odejmujac ug do pierwszego argumentu
iloczynu skalarnego dostajemy

2 1
|[21| = Z (aZQJ (DZ<U0 — UO) + DZUO) ,D]ﬁt/zUO) <
i,j=1 L2 (Q)
i(lD(UO ), D;0,,U° S (ab i, Dy 0"
< a;D; — up), D042 ) + (af- iUo, D;Op/o ) )
P J vt/ 12(@Q) = J ot/ 12(9)

Poniewaz 0;/,U° € VE(S2) - zeruje sie we wszystkich punktach nodalnych Q},
korzystajac z wzoréw Green’a, przy zalozeniu ze u® € H?(2) mamy

2

Z (asziuo, Djat/gU())

/[:7.7

2 1
= Z <(li§7]~DiU0, Djat/QUO) =
i,J

L2(Q) L2(QBUQ(5R)

2
= Z (DJ (ai,jDiu()) ’at/zUO)LQ(QBUQéR) :
i,j 2

Wykorzystajmy ten fakt w oszacowaniu drugiego wyrazu prawej strony o,
a nastepnie do obu wyrazow prawej strony zastosujmy nierownosé Schwarza
- str. 172. Otrzymamy oszacowanie

0
U —UQ‘

02U°| +

|[21‘ < Amax HY(Q5UQ5,)
R

Hl(QBUQ(;R) ‘

L2(QpUQsy)

+ (@mas + mas) [0ll 2500, || 002U
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Do pierwszego czynnika pierwszego iloczynu prawej strony otrzymanej wyzej
nieréwnosci stosujemy Lemat 14 - str. 174 o wlasnogciach rzutu L*(Q), a do
drugiego nieréwnosé odwrotna. Nastepnie korzystamy z e-nieréwnosci. Takie
postepowanie daje

|[21‘ amaxh ”U‘OHI{2 QBUgg h Hat/QU ‘LQ QBUQ(SR)

T (s -+ ) ||uo||H2<QBum > Hf)‘w ’

Przejdzmy teraz do oszacowania wyrazu prawej strony réownosci (3.103)
oznaczonego przez Is. Podobnie jak przy oszacowaniu Iy, do pierwszego
argumentu iloczynu skalarnego w odpowiedni sposéb dodajemy i odejmujemy
funkcje ug 1 korzystamy z nieréwnosci trojkqta. Daje to

<
LQ(QBUQ(SR) =

max _'_ amax
. o o 20 (3.004)

2

Z (b@%Dz (UO — UQ) ,6t/2U0)

i=1 L2(Q)

2

s (b Diug, dyysU )

et 2(0)|

|15| <

Poniewaz 0;,U°%(x) = 0 dla kazdego x € Qf, z nieréwnosci Schwarza, po
odpowiednim przegrupowaniu wyrazow, mamy dalej

[122| < bmax {\UO — Uo|m(ap) + |UO|H1(QR)} 10:/2U° | L2 (0625 ) -

Poniewaz na mocy Lemat 14 - str. 174, mamy |U° — uo|g1(ay,) < hlto| m2ap),
z e-nierownosci i Lematu 12, otrzymujemy ostatecznie

bIZDaX
[Is < €| sty 2 ol (3.105)

Poniewaz ||U°||2() < ||uol|r2(0), na mocy Lematu 11, wyraz Io3 prawej
strony (3.103) daje sie oszacowaé w nastepujacy sposob

2
Cmax 2
[los| < €| ety T ol ey (3.106)

Korzystajac z oszacowania (3.104), (3.105), (3.106) otrzymujemy zatem
z nieréwnosci (3.103) nastepujace oszacowanie

(a'max + dmax + bmax + Cmax)2
|2l < €llOry2UP N ) + - o220y (3.107)
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Pozostaje oszacowaé ostatnie wyrazy prawe] strony réwnania (3.101), o-
znaczone symbolem 5. Rozpisujac formy Ajy(-, ) otrzymujemy

T R
1] = 20,2 A3)(0°, 0,207)| -
L2
2 z:: (8t/2a DiU?, D;0ysU )L2(95R) +
2
T 07y 770 0
+§izl(at/2biDiU , 02U )L2(Q<5R) (8t/20 U° , Oy U )L2 @5 |

Do dwoch pierwszych iloczynéw skalarnych dodajemy i odejmujemu D;uy.
Daje to

B -|7 z (Buaaty (D1 (U° = wo) + Do) . DOU") 1, +
+% 22; (9128 (Di(U° = wo) + Dio) ’8t/2U0)L2<QaR> *

(8t/20 U 8t/2U)

L2(Qs,) |

Korzystamy z nieréwnosci tréjkata, a nastepnie z nierownosé Schwarza. Otrzy-
mujemy

|[3| 7-|8tamax| — Up

Rs(01/2U°)

H(Q4,) HY(Q5)

|Rs(0,/2U°)

0
U — Ug

+T|8tbmax| HL(9s.)
R

+7—|8ta'max| |uO|H1(Q(§R) ‘Ré(at/2UO)

L2(Q£5R)

HY(Qsp)

UO

) [Rst@a0°)

47 (10 ol 35 + 10

L2(Qs, L2(Qsp,)

Do wyrazu |U° — UO|H1(Q5R) stosujemy Lemat 14, a do ’Rg(at/gUo)

HY(Q5p)
nierowno$¢ odwrotna. Takie postepowanie daje ’
C 0
|Ig| < Th|8tamaX| ||u0||H2(S25R) E at/2U L2 (Qh)
0
7| Obmax] [[uoll g2y, ) ||Or/2U Lan T
I h c 0
+T‘atamax‘ E HUOHHQ(QR) E at/2U LZ(Qh) *
T <|8tbmax| |u0|H1(Q5R) + |atcmax| UO 12 Q(S ) Hat/2U L2 Qh) (3108)
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W powyzszym oszacowaniu skorzystaliSmy z Lematu 12 - str. 172 oraz w
oszacowaniu trzeciego wyrazu z Lematu 15 - str. 174.
Poniewaz dla funkcji z przestrzeni V2(€2) zachodzi

|0020°

< C\/ﬁ Hat/QUO

L2(Qh) L2(Th)’

korzysatajac z Lematu 11, nier6wnosé (3.108) przeksztatcamy dalej do postaci

LQ(Fh +

151 < 7l Ot 0 s [0

+ell0 U0l g, + 7 M (luollreay + 1U°M172(c,) ) -

Zastosujmy Lemat 10- str. 172 do drugiego wyrazu H@t/gUo Dostajemy

L2(rh)’

T\@tamax\ 1

1
13| < ~JH [uoll g2 {€|8t/2U0|H1(QB> + (‘ + ﬁ) ||5t/2U0||L2(QB)} +

el012U° 3, + M (luolliran + 1020, -
Do pierwszego iloczynu prawej strony powyzszej nieré6wnosci raz jeszcze sto-
sujemy stosujemy e-nierdwnosc i ostatecznie, na mocy faktu

10 L2() < lluollz2() otrzymujemy

5| < €l 02Ul ) + 7€l02U (1 +

L2 (@)

2
Wstawiamy teraz otrzymane nieréwnosci (3.102), (3.107) i (3.109) do
(3.101). Otrzymujemy nastepujace oszacowanie

(Q}é) + .AR(at/2anat/2Uo) <

< €ll02U°);

LQ(Qh "—ET‘at/QU ‘Hl (25) +
1,19 7\2 )
Fo 1P Brapung + M (14 2+ (7)) ol (3:110)

Dla uproszczenia przepiszmy ja do postaci

L+ %Ag(at/QUO, d,sU°) < P, (3.111)
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gdzie L = Hat/QU

2@y P oznacza cala lewa strone nieréwnosci (3.110).
B
Po rozpisaniu formy .AR(-, -) dostajemy

2

L+ % > <a(., %T)Di (9,2U0°) , D; (@/gUO))LQ <

1,j=1 (©25)
2

T 1
<p-T <b LD (850°) . U°> +
3 2 (b3 (020°) 0" )
T 1
-5 (et gnomt” o)
(3.112)
Zauwazmy, ze
Ot
S o )0, > T
2,j=1 B
Mamy zatem z nieréwnosci (3.112)
718, ,U° 2 <P
+ 7| t/2 |H1(QB) X +
—fi(b(-l) D; (8,0, U°> +
9 pt 5 9 t/2 t/2 L2(2)
T 1 0 0
- <c(., S7)02U°, U )LQ(QB).
(3.113)

Zastosujmy Lemat 11 - str. 172, do dwoch ostatnich wyrazéw prawej strony
otrzymanej wyzej nieréwnosci. Daje to

ot
+ 7|8t/2U0|%{1(QB) <P+
< €T|at/2U0|%{1(QB (bIQnax + Cmax) ||8t/2U0||i}21(§}é) (3114)

Zatem z (3.110) otrzymujemy

o0,

o-
el T2 51020 i @5 <

< (et @m+%@wﬁﬂu|hmﬂMUmmm+

1 19 T 2 2
+;Hf2 ”LQ(QBUQ(SR) + M (1 + i + (ﬁ) ) w0l 720
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Wybieramy odpowiednio mafe ¢, tak zeby € < %! i po przeniesieniu odpowied-
nich wyrazéw na lewa strone dostajemy

2
<1 N < <bmax * Cmax))) | 12@)
L 1o T 7\ 2 5
< I Brapng + M (145 + () ) ol

Dla odpowiednio matego 7 < 79, gdzie 7y takie ze

(1= (2 (Bt enn))) > 5

przy + < const, dostajemy zatem ostatecznie

<M (||f2 ||L2(QBW6R> + lluollFreey) -

ot
+ Z|at/2U0|%{1(QB) <

_h +7-|8t/2U |H1(QB <

(3.115)

Przejdzmy teraz do oszacowania wyrazow tezy tego Lematu, okreslonych

na obszarze Qg. Z réwnania (3.29.b) na pierwszej warstwie czasowej Vo €
VE@(Q) mamy

(2 ¢) 2y T ARUY 9) + ABU,0) = (1, 0)12@nuns,)-

Wyraz fl 22Uz, 2 ) mozemy wyeliminowa¢ kosztem A%(U 0 ). Mamy bowiem
z réwnania (3.29.a) dla ¢ € V{(Q)

(912U°, ) + AR(UZ, ) + AQU°, 0) = (£2,0)12(05).

L3 ()
Odejmujac stronami dwa powyzsze réwnania dostajemy.

0 0 1l 10 (770 _

2(825(] 7¢)L%(Q§) + (atU 790)[%(9%) + AR<U 7%0) - AR(U 780) -

1
= (f1, @) r2@nns,) — (£, 920y +2(02U°, @) (3.116)

Ly(23)
Zauwazmy takze, ze
AR(U, ) = AOR(UO,sO) = TAR(DU°, ) +
ARV, ) = AR(U°, ) + AR(U°, 0) — AR(U°, ¢)
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oraz Yo € VE(Q)
AL(U°, ) — AL(U°, @) = AR(U°, Ra(p)) = A U°, Ra(y)).

Z (3.115) mamy takze oszacowania wyrazu H@t/gUOHLi(QQ).

Korzystajac z powyzszych obserwacji powtarzamy dowod oszacowania
(3.115) wybierajac w (3.116) ¢ = 8;U°. W analogiczny sposéb otrzymujemy
nastepujaca nieréwnosé
2

jour

@ty T IOV inan <

1
<M (12 22@as,) + 1 1200 + ol - (3.117)

. , 1 . . .
Pozostaje jeszcze oszacowaé ||0y.Uz || L2 (- Zauwazmy jednak, ze pra-
wdziwa jest nieréwnos¢.

1
102U || 12 01y < (Hat/2UOHL§(Qg) + QH&UIHLZ(Q?)) <

(19:20° 3, + 20007 (3.118)

Li(ﬁﬁé))

Wyrazy prawej strony tej nierownosci zostaly oszacowane wyzej - patrz (3.115)
i(3.117).

Dodajac stronami nieréwnosci (3.115), (3.117) oraz (3.118), otrzymujemy
oszacowanie zawarte w tezie Lematu. U

Ponizszy lemat ma charakter pomocniczy i zostal wydzielony z dowodu
Twierdzenia 7w celu poprawienia przejrzystosci catego dowodu.

105



Lemat 4. Niech wspélczynniki formy dwuliniowej A™ (-, ) spetniaja zatozZenia
(3’ 30) (-str. 64) oraz (3. 50) (str 74). Dodatkowo niech 3¢ € L* ((0,T); H3(Q2)),
atg e L2((0,T); H*(Q)), & g# e L*((0,T); H(Q)). Przy tych zatozeniach za-
chodzi nastepujace oszacowanie

N 1
Z{%(un,@s“)—ﬂg‘ w"TE 9T b
n=2
N 1
_Z{ E(an— tgnfl) An 1 Wn 1 85” 1 +

_|_

N
—Z{Az*(vv“,atf 3 A et g

}

}

("2, 0" 2) = Ay (w1, 0" 2) }
bi=

)

Ser Z {Hat/an 1”L2(Qh + H0t/2§"_5HL2 Qh

_l’_
n=2
_1 1 T
+e€ {Hat/QgN 2 H%i(%) s H%i(%’)} + M (hz )
gdzie M jest stata dodatnia niezalezna od T, h oraz H

Dowdd. Oznaczmy poszczegdlne grupy wyrazéw z tezy Lematu 4 w sposob
nastepujacy.

N ) )
P, = - {Ap(n, 06" — Ay @ h o) |+
n=2
N R 1
w3 LA E gy — A (unt o )}. (3.119)
n=2
1 N Ap—1 1 A~
PP 2(W6) = {AB 2WnE, 96" — A%‘l(W"‘l,é‘tS”‘l)} +
n=2
+y {Agl(W“, 0,73y — ANE g, 8t§”3)} . (3.120)
n=2

Zauwazmy, ze przy wprowadzonych oznaczeniach mamy

P 3 (W,€) = —P""3(n,€) + P2 (u, ).
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Przyjeta konwencja pozwala nam zapisa¢ lewa strone nieréwnosci z tezy
Lematu w postaci

P"(u,€) = P"3(W,6) = P"(u,§) = P""2 (u,§) + P"2(1,€).  (3.121)

Zajmiemy sie teraz uproszczeniem wyrazenia (3.119), po czym otrzymane
wyniki wykorzystane zostane do uproszczenia (3.120).

Zgodnie z definicja, A%(-,-) - patrz str. 61, dla kazdego u,v € V'(Q)
zachodzi nastepujaca tozsamosé

A

A (u,v) = A
Vk =

n, R5(v)) - A%(“? U)

1
. - —),N.
) 7 7(n 2)7

3.119), po przegrupowaniu wyrazéw otrzy-

leA

~—~

Korzystajac z tego w wyrazeniu
mujemy réwnanie

P"(u,¢) =
o —% Nl f en—1y , T al 11, n—l A ene1
=7 > AL 2 (020, pum 0™ + vy Z 04202 A 1(u"2,0:6" ") +
n=2 —
7—2 N 1
+Z Z 01/ A (Opjou™ Lo + — Z Ot/2 Ay ](at/zunfﬁ,atﬁnfl) +
n=2 n=2
T N ~n— 3
t3 Z Ap 2 8t/2u Lot =0 +
r N 3
+3 D Ol A (W 0" — 9,6 E) +
n=2
T al n—2 n—1 n—3 T al n—1 n—1 n—3
5 Z A"72(0yjou" " Rs(06™72)) + 5 Z Oy A" (u" 7, R (06" 2)).
n=2 n=2

(3.122)

Oznaczmy sze$¢ pierwszych sum powyzszej rownosci przez Si, Sa, S3, Sy,
S5, Sg. Oszacujemy je teraz zaczynajac od pierwszej sumy - Sj.
1

Bezposrednio z definicji operatora Ay 2(-,-) - patrz (3.26), mamy

ZAB (020 jou™~ Lo =

ZAB (020, 2u™" ,R5(8t§n1))‘-

(3.123)
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Z rozwiniecia w szereq Taylora wzgledem zmiennej ¢ wiemy natomiast, ze

82
02Oy (@) = 3 (, (n = 1)7) + O7p(w),

gdzie

Pu
plu) = e (x,t), te((n—1r1,(n+1)1).

Korzystajac z tego przeksztatcamy dalej (3.123) do postaci

Ty (?; (0= 17) Ref0E )+

T3 Ay (o Retoe )|

Rozpisujumy kolejne wyrazy zgodnie z definicja formy dwuliniowej Ap(-,-)
- patrz (3.22). Dla ustalonego n = 2,..., N, do kazdego wyrazu stosujemy
nieréwnosc¢ Schwarza. Poniewaz funkcje a; ;, b;, ¢ sa ograniczone otrzymujemy
nierownos¢

Umax T2 x| 0%
S < max ., 1 R 8 n—1 4
S gl o) RO Dl
baxT2 < |00
+ > |5p (o (n=1)7) Rs(0" )| oy T
4 =02 () ’ L2(Qs)
CmaxT> < || 0%u
s —(+,(n—=1)71 Rs(0,6" 1
4 ot2 ( ( ) ) LQ(Q(;)‘ ( ¢ ) L2(Q5)
Umax T .
+T1;2 [p(W)] 110y [Rs(0E™ ) @y
3 N X
"‘Z 2_22 ( max ‘p ‘Hl(Q(;) + Cmax Hp( )HL2(Q(;)) HR5 at " ) L2(Qs)
(3.124)
Zauwazmy, ze na mocy Lematu 15 - str. 174
0*u
=2 (s (n=1)7 (n—1)7) ,
ot? 8752 H2(9)

a na mocy nieréwnosci odwmtnej mamy natomiast

’Rg(&f"—l) H(Q

D % HR‘SatSn_l) L2(92)
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Zauwazmy réwniez, ze korzystajac z Lematu 12 - str. 172 1 definicji (3.13),
mozemy napisac

|Rs(@™ )

< CRs(@E" )| gy < C O

L*(95) L7 (9}) L3y

Skorzystajmy z powyzszych nieréwnosci w (3.124). Daje to oszacowanie

si<cl %{\aﬁm Pu )| Abae| ()| o
LSV YDA - T max | 5,9 ; — )T
4= | Vi || 0 H2(Q) ot? H1(95)
0%
+Cmax || 55 ( * 3 -1 0 n-l +
emax | Z (- (0= 1)7) e } |oxe 2@l

3 N
+T Z {?E oWl 20y + bmax [P(W)] 1 (0y) +

emas ()| 2 } |owen!

Li(9)
Dla kazdego ustalonego n = 2,..., N do kazdego wyrazu powyzszej sumy
stosujemy Lemat 11 - str. 172. Daje to ostatecznie
2
67’2 Hagn ! s T M (3.125)

PrzejdZzmy teraz do oszacowania sumy Sy prawej strony rownosci (3.122).
Postepujemy tak, jak to miato miejsce przy Szacowaniu S1, z ta réznica,

ze zamlast rozwiniecia w szereg Taylora funkcji 2 at2 , korzystamy z rozwiniecia

funkeji 2-2. Analogicznie do (3.125) otrzymujemy

8t2
2 N

Zat/zat/z [AL (w2, 8,61 <

7_2

2
< ETZQH&{"I o +M(u)ﬁ

L7 (29)

(3.126)

Analogicznie otrzymujemy takze oszacowania podobnych sum S5 i Sy
prawej strony réwnosci (3.122)

2 N
S+ S = T 3 ol (O 06 +
n=2

2 N N 1
Ry Z Oyl A 21(0yjpu""2,0,6"1)

N

2

L M )hH. (3.127)

ETZ H@f" !
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Oszacujemy teraz piata sume prawej strony réwnosci (3.122), tj.

Z A7 (Bygu™t 96" — DR, (3.128)
Zauwazmy, ze dla kazdego punktu nodalnego z € I'* mamy

0" (@) - 0" H(w) = 5 (86" Ha) = B H@))

Pogrupujmy teraz wyrazy sumy S5 korzstajac z tej tozsamosci w nastepujacy
sposob

Z-AB 8t/2“ 8t/2£ 2 —8t/25 __)

T ~N—1 _ 1 T .2 1
=145 2(OyjouN T, 0y 0N 72) - Z«‘%(@/zul,@/z@ﬂ'
7_2 N-1 2 N-1 L
Y Z Ay (325/2515/2“ 3 ;028" 2) — — Z Ay ? 31&/2315/2“ L0087 2) +
n=2
2 N—-1

vy Z | 'AB 1(Orjou™, Oy j2€"~ ) (3.129)

Oszacujemy teraz pierwszy z wyrazow prawej strony Ss. Korzystajac z
rozwiniecia w szereq Taylora wzgledem zmiennej ¢ mozemy napisac

ou N-1 A
Fn (a:;(N —1)7) = 0" (x) + 7p(u),
plu) = gtg (2,1), te ((N—-2)1,Nr).

Korzystajac z powyzszego faktu i nierdwnosci trojkata w pierwszym wyrazie
prawej strony réwnosci (3.129), otrzymujemy oszacowanie

Z Agig(atuNflaat/ngfé) <
-1 /0u _1
< Ty (G = D7) Ra@a6Y )|+
2| N-1

Ay 2 (p(u), Rs(8y26N7))]

4
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ktoére dalej, z nierdwnosci Schwarza przeksztalcamy dalej do postaci

T ~N-1 _ 1
Z'AB 2(8tuN laat/sz é) <

+

ou
5 (- (n=1)7) ()

X Z|amax|

Rs(y26" )
1(92%)

T ou N_1
+obmax| T (+,(n—1)7) i IRs(0/2€™ )| L2(qs) +
T ou N_1
Z‘Cmax‘ 5( <, (n—1)7) L IRs(0y26™ 2 n2(0) +
7'2 ~ N-L1
o lamax| [6(w) [ ;) [R5 (0267 72) man T

7'2 N “ _1
7 {Ibmaxl 1(0)] 111 + lemas 15(0)]| 22y} 1R (D126 )l 120

Na mocy Lematu 15 - str. 174, nieréownosci odwrotnej i Lematu 12 - str. 172,
otrzymujemy

T ~N-1 _ 1
Z'AB 2(3tUN 173t/2§N é) <

u c _1
( < (n=1)7) —H5t/2§N 2|2 amy +
H2(Q)

\/ ”P 2@ —H5t/2§ 2HL2Qh

+7(1+ )M ()]0, 26~ 2HL2 @ (3.130)

Z Lemat 11 - str. 172, dostajemy ostatecznie
2

T ~N-1 _ _1 1 T
T AB 20N, 026N 2)| < €| Oy Mz gy + Mo (3.131)

Analogicznie otrzymujemy oszacowanie drugiego wyrazu prawej strony row-
nosci Ss - (3.129), czyli
2

T ~3 1 1 T
Z.Af:;(@tmul, at/2§2) < 6”&5/252 HLi(Qg) + Mh—H (3.132)

Pozostale wyrazy prawej strony sumy Ss - rownanie (3.128), szacujemy tak
jak wyrazy S; — Sy prawej strony (3.122). Otrzymujemy zatem oszacowanie

ZAB (Dyu™ ", 0" — 9,6"7) <

N-—1 2
< €l|Dryat™ 2”L2 ) + €| 3y2€7 122 m +€TZ [0r/2€" 2HL2(Qh + Moo

(3.133)
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Podobnie suma Sg prawej strony (3.122) szacuje sie przez

N
T 1 3
‘S6| = 5 Z 815/2 [A%ﬁlKun*l, 6)@"*1 — 8255"*5) <
n=2

< 6”&5/25 2HL2(Qh +€Hat/2£ ”LQ(Qh +
N-1 . 2
+er Y 10e/28" % |12 ey + Mﬁ (3.134)

n=2

Wstawiamy nieréwnosei (3.125), (3.126), (3.127) (3.133) i (3.134) do réw-
nania (3.122). Daje to

T N 3
)< 5 L AT Oy Ra067 7)) +

T N 3
52 /2 An 1 nfl’Ré(atgnfﬁ))_'_

1
+el| O™ 2”L?fﬁ ‘F€”3U2§2HLﬂQg)+'

7_2

ter Z 19y2€™7 132 Qh)+az loe| Loyt M@ (3135)
W identyczny sposéb otrzymujemy oszacowanie
—P"E(€) < =5 ZA Doy %, Re(D" %)) +
T 3., . 3 s
2 5 Ol A L Ry ) +
n=2
el 0262 o) +e|rat/2£%up o +
2
n— n— T

+€TZ 101/2€ IILQ(Qh)+ETZH8t§ ! Lg(m M)y (3.136)

Dodajmy stronami nieréwnosci (3.135) 1 (3.136). Po odpowiednim pogrupowa-
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niu wyrazow daje to nieréwnosé
_1
Pn(uag) - P 2(“75) <

{An_%(atm@t/zu”_%,R&(&f”_%)) +9y/2 [A"_l](at/ﬂn_%?R5(8t§n_%))} *

2" E, Ry (06" 2) | +

n=2
_1 1
+el|Byp6N 22 ny + €ll0y282 I 22 ny +
N-1 - N e -2
+er Z Hat/ﬁn_EHLﬁ(Qf;) + eT Z H(?tgn— s + M(u)h—H
n=2 n=2

Pierwsze cztery sumy powyzszej nierownosci szacujemy tak jak sumy z
wyrazen S; — Sy prawej strony réwnosci (3.122) i otrzymujemy

P"(u, &) = P""3(u,€) <

1 1
< €| 0y 22 @y + €llOe2€2 || 12 ny +
N-1 N 9 7_2
—. 3.137
pop PMWy (3137)

et 3 028" iz o + er 3 0™
n=2 n

=2
Wr6émy do réwnania (3.121) - str. 107. Do dokoriczenia dowodu tego Lematu,

pozostaje zatem oszacowal wyrazenie

-1 al i3 -l n— An—1/ n— n—
Pt = 3 { A R o) - A agr ) +
n=2
al An—1(,n—1 n—32 i3/ n-3 n—3
Y At aeh - A e ageh) . @ass)
n=2
Korzystajac z analogii do (3.122) - przypomnijmy, ze rozwazane tam byto

1
2

wyrazenie P"(u, &), przepisujemy P""2(n, ) do postaci
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P73 (n,6) =

2 N 2 N
T . _ e
=7 ZA (815/2315/277 2,89, N+ — Zat/2at/2[AB ]( Lo +
n=2 n=2
I 1 1 1
T > 0l Ay ](3t/277 2,06 + o Z Oy ol A% (B pam™ 1, 00" 1) +
n=2 =

+5 Z Apt (Or2m™ 3o - 31&5"7%) +

T an—3 n—3 n— n—3
+§Zat/2[AB 22,0 = 9,872 +
n=2
N

N
T _ n_3 ned T ne31, 3 no3

+52An Y(Ogyam” 2, Rs(04€ 2))+§Zat/2[-/4 2](n" 72, Rs (06" 2)).
n=2 n=2

(3.139)

Podobnie jak przy szacowaniu P"(u,§) i P"’%(u, €), pierwsze sze$¢ sum
szacujemy w sposob nastepujacy

2 N

T _ e

ZZ (0420 am" ™ 2,0, +_Zat/23t/2[AB ]( o) +
n=2

2 N
T _ n—
+Z Z 8t/2 «43 81&/277 2 N 1 + - Z at/2 AB ](8t/277n 15 229 1) +
n=2

n=2

N
T 3
5 Z A (rjam™ 2,06m 7 - 93 +

N
T

+3 > O [AZ_E](U"‘%,M"* — 9" 1) <
n=2

< 6”3t/2§ 2”L2(Qh +6”3t/2§ 22 ny +

2

+ M(u)}:—H. (3.140)

+er Z Hat/2§"_§HL2 Q) +€TZ Hatgn 1‘

L2 (Qh)
Przejdzmy teraz do oszacowania sibdmej sumy prawej strony réwnania
(3.139), czyli wyrazenia
- N

Z == 3 A (B0 7, Re(0E72)).

2 n=2
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Zauwazmy, ze korzystajac z rozwiniecia w szereq Taylora mamy

7Hw) = ) ) = 2% (5, (0 1) )
z e ((x—nh),(x+hn))),

z czego otrzymujemy

. 9
Oyjon" "2 (x) = hdyo (6% (

=
N
S
|
DN Lo
N————
9
N———
N——————
I

T 3 -
= h—&r@t (:1:, (n — 5) 7') + h(h+7)p(u).
gdzie
e ((x—h),(x+h), te(l(n-17 (n+1)r).
Przepisujemy zatem Z do postaci

hr & o1 [ 0%u o3y

ht ivj 22: (a"‘lD (82u (o )> D (72 (8§"‘§))> N
= — i i © NT , . 5 2
2 n=2ij—1 7 dx0t ’ t L2(2s)
hr &2 0%u 3
+— Z Z (b?_lDi ( (-,m’)) ,Rg(@tfn_5)> +
2 5o dxot L2(Qs)
hr & L 0*u 3
nr ne - n-$ — 2+ Dot Ty
+ 5 %(C 83:815( ,nT), Rs (0 )>L2(Q(;) 1+ 4o+ 43

(3.141)

Poniewaz Rs(9,6"2)(z) = 0 dla kazdego x € Q% U QL. 2 wzoréw Greena
mamy

D (g (m)) Dy (Refo ) ) =
wJ “\ozot ' T o LQ(Q(;)—

Stosujac nastepnie Lemat 11 - str. 172, 1 Lemat 12 - str. 172 otrzymujemy

L2(Qs)

N
1Z1] < em Y 1072 132 ) + M. (3.142)

n=2
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Bezposrednio z Lematu 11 dla wyrazen Zs,, Z3 prawej strony nieroéwnosci
(3.141) otrzymujemy podobne oszacowanie

N
n_32
| Za| + 25| < eTZjQH&t& 2|72 qu) + MA%. (3.143)

Siédma sume prawej strony nieréwnosci (3.139) szacujemy zatem w nastepujacy
Sposob

LN N
5 ) AN Dyon" "2, R5(D€772)) < er > |0, ||%§(Qg) + Mh?.(3.144)
n=2 n=2

Podobnie postepujemy z ostatnia suma prawej strony (3.139).
Otrzymujemy zatem oszacowanie nastepujace oszacowanie wyrazu pPrs (n,€)

N
P2 (0, ) < em Y 1072 32 ) + MI. (3.145)
n=2

Laczac (3.137) z (3.145). O

Lemat ponizszy podaje oszacowanie pochodnych réznicowych wzgledem
czasu btedu zbieznosci schematu (3.29.a)-(3.29.d) po potowkowej i pierwszej
warstwie czasowej. Byt on potrzebny w dowodzie Twierdzenia 7.

Lemat 5. Niech u bedzie rozwigzaniem zagadnienia (3.1.a)-(3.1.b) takim, Ze
Gu ¢ LQ((O,T),H?’(Q)) oraz 24 € LQ((O,T),HQ(Q)). Niech wspélczynniki
formy dwuliniowej A™(-, -) spetniaja zatozenia (3.30) (-str. 64) oraz zaloZenia
(3.50) (-74). Wtedy istnieje takie 1o, zZe dla T < 19 blad zbieznosci schematu
(8.29.a)-(3.29.d) spelnia oszacowanie

2 4
02 012 Lo 2 2 T T

gdzie £°,€2, €' zdefiniowane sq wzorami (3.48)-(3.49), za$ M jest stalq do-
datniq niezalezng od T, h oraz H.

Dowdd. Rozpatrujemy rownanie (3.29.a). Po dodaniu i odjeciu odpowiednich
ciaglych, elementami liniowych interpolacji rozwiazania zagadnienia (3.1.a)-
(3.1.b), otrzymujemy Vi € VA(Q)

(0126, 0) 2 ) + AB(ER 9) + AR(E ) =
= (1% @) samn — (02 W) sy — AX(WE, ) +
+AL(WE, ) — AL (WO, ).
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Z (3.1.a)-(3.1.b) Y € V() mamy natomiast

) 1 1 (u} 3
(8_7; < - ’57) ’¢>L2(Q) A <UQ’(‘0) - (fg’(p)LQ(Q)'

Odejmujemy stronami dwa powyzsze réwnania dla ¢ = Rg(§ 2) € VE(Q) i
otrzymujemy réwnanie.

2 1
;MHWM+AA&§ﬂ=

ou 1 1
= (a < : ,§T> ’R§(§2)>L2(Q) (at/zw §2 )L2 @) +
FAR (b — W Rg(e3)) + {Ag (W3, ¢8) — A% (W, 5%)} . (3.146)
Zapiszmy to réwnanie w symbolicznej postaci
11 1
—Mm%”+Aﬂ@fﬂ=R (3.147)

gdzie przez P oznaczyliSmy cata prawa strone rownania (3.146). Korzystajac

1
z definicji formy A}(+,-) mozemy przeksztalci¢ (3.147) do postaci

2 1 11
212, g + 3 (abDied Digt) w3 (hDghed) o
5) ”21 ’ L2(Qp) ; 12(0p)
+(erergz) L =P (3.148)

Poniewaz
2

1 1 1 1
> (af}sz%Dij) L= le H1 ()
ij=1 L2(Qp)
na mocy Lematu 11 - str. 172, z réwnania (3.148) otrzymujemy nastepujaca
nierownos¢

1 br2nax P

—  Cmax — le22, 2@ty T —H£ 12y + (0 = ) 1€2 [0, < P

(3.149)
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Mozemy zatem, na mocy (3.147), przeksztalci¢ réwnanie (3.146) do nieréwnosci

1 Drnax 12 Lot 112
(;—cmax— . )||§2||L%@%)+;||52||L%@%)+<0—e> €30 <

8u( 1 ) 1 ou 1 1
< a9, 5T 7R_(£2>> _<_('7_T)7£2> }_'_
{<8t 27000 g 02 @)
0u 1 1
+ —(-,—r)—a WO,@) +
(315 2 t/2 L%(ﬁg)
FAE (uF = W Rp(eh) + { AR (Whet) - A, (W0.¢t) | =
={h— R+ T+ Ji+{Js—J}. (3.150)

-

Prawa strone powyzszej nieréwnosci rozszerzylismy o dyskretny iloczyn skalarny
przestrzeni L2 (Qp).

Oszacujemy teraz kolejno wyrazy prawej strony réwnania (3.150).

Poniewaz funkcja Rg(€2(x)) = 0 dla = € Q& korzystajac z Lematu 8 -
str. 172, otrzymujemy

ou 1 ! ou 1 1
A==\ (7)) = G (7)) | <
1= | ’ ot 2" 5 2@ \Ot 27) ¢ L2 (@)

MR |ou ;1\ )
< — (.. = 312, .
e | ot < ’2T> . )“”5 2@
R

Wybierajac w powyzszym € = % i dostajemy

2

MTh?

|J1 — Ja| <

0
6—7: (n7,-)

N, g (815D

H2(QBUQ<5R)

Oszacujemy trzeci wyraz prawej strony (3.150)

8u 1 0 o1
sl = ‘(E ( . ’57) — WL )Li(ﬁ}};)

Korzystajac z rozwiniecia w szereg Taylora i Lematu 11 - str. 172, mozemy
napisac

[Js| = | (rpr(w), €7)

2
T 2 12
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€

Wybierajac w powyzszym € = £ i dostajemy

3
.
3] < = llpa (u )|| o) +—||§ || (3.152)

Rozwazamy czwarty wyraz prawej strony (3.150). Z rozwiniecia w Szereq
Taylora mamy

N[—=

il = A% (u2 = W2, Ry(62))| = | A (hpa(u), R5(82))),

gdzie
) ou (. T . L
pal)(@) = 55 (5.5)5 F = (@5
%16(52’1—}1,,.%1—}1,), 1’26(.%2—}1,,.%2—}1).

Rozpisujac forme dwuliniowa A2 (+,+) otrzymujemy dalej

|J4| < +

b (ahDipat). DyR5(c)

i,5=1 LQ(QBUﬂéR)

2 1 1
N ‘hz (0 Dips (), Rip(6%)
i=1

)i
L2(QBUQ<5R)

+ ’h (e2pa(u), R(£2))

L2(QBUQ<5R)‘ ’

Poniewaz R(£2) € HL(Qp UQs,), stosujac wzory Greena mamy

2

> (ehDipatu), DyR(eH) ) -

ij=1 L2(QpUQs )
2

= % (s (el Dimn(w) ) R(69)

ij=1 >L2(QBUQ<5R)

Korzystajac z tej nieréwnoéci oraz Lematu 11 dostajemy

1
[Tl < ell&2 1 Z2pun,,) +
2

h* (.
= {2 () ey + el 920 iy + B l92 ) [ }

€

Wybierajac w powyzszym € = £ i korzystajac z Lematu 12, dostajemy

CTh2
|J4‘ X

(W)l Fr2p) + H£ HLQ(Q (3.153)
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Oszacujemy teraz ostatnie wyraz prawej strony wyrazenia (3.150) oznac-
zone przez {J5 — Jg}. Po odpowiednim pogrupowaniu dostajemy

g5 = Jol = [ AR(WH, ) - A4 (W0, ¢h)| <

~L T
< [Ah(F0W.¢h)| + T+ 1) (3.154)

SOl AR (W0, 6) =

Oszacujmy pierwszy z wyrazow prawej strony nieréwnosci (3.154).
Z rozwiniecia w szereq Taylora mozemy napisac

~L T 1
7] = AR (5020, €2)

= TLAk(5 (- 5) + 0+ st Re(eD) )| <
<3G (- 57) rleh) |+ T A (o, Rt

1
Rozpisujac dalej AZ(-,-) z nierdwnosci Schwarza mamy dalej

ou 1 1
J56 X u max ( R ) R 2
LS Gome G 05T Hl(Qa)’ (&) HY(25)
T ou 1 ou 1 1
o bmax_ vy max || o, I 2
+2{ ot ( 27) S Rl I < 2T> L2(95)}HR6( Dlian +
T 1
+§(T+h) amax|p3 ()| 1 (05) |Rs(€%) HU(0s) +
T 1
5 (74 1) {bmaslp3 () 71(0) + cmax s ()20} [Ro€2)]] .
Korzystajac w pierwszym Wyrazie prawej strony otrzymanej nieréwnosci
nierownodci odwrotnej (patrz np. i Lematu 15, dostajemy
56 . ¢ 1
|J1 | X amax ’ ‘HQ(Q) h H (52) £2(95) +
T ou 1 1 1
o bmax_ vy max I 2
+7 { A G| I ( 27) (95)} 1Rs(€3) 200 +
1
+amax2 (T + h) ’p?’( )’Hl Qa)h H 2 L2(Q<5)

) .
5 (74 1) {bmasl 3 () 71(0) + emax s ()20} [Ro€2)]]

Na mocy e-nierownosci otrzymujemy dalej

4 2

i
2] < By + 1 (12 12 + 17 ) MG
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€

wybierajac w powyzszym € = £ ostatecznie dostajemy

4 7_2

€ .1
) < e 2 e + (M+ﬁ+—jm«n (3.155)
Analogicznie otrzymujemy oszacowanie wyrau J5¢ prawej strony (3.154)

57| G0l AR (W, ¢ <

4 2

€, .1 T
< M€z o + <h2 gt —) | M(u)]?. (3.156)

Wstawiajac (3.155) i (3.156) do (3.154) dostajemy zatem
c 42
s = o < SNy + 2 (14 T + 1 ) MP
(3.157)

Wstawiamy (3.151),(3.152),(3.153) i (3.157) do (3.150) i przenosimy odpowied-
nie wyrazy na lewa strone. Daje to

1 € b?nax
(————%w— )MH
T T

’

1, 1 ) 3 5
—Hf ||L2(ﬁh)+(0_€)|€2|H1(QB)\E(Th + 73 +h—H+h2>.

Wybieramy odpowiednio mate € < %, tak zeby 0 — e > g i jednoczesci.
Zauwazmy, ze dla odpowiednio matego 7, zachodzi

1 b2
(__E_Cmax_ max) >0

T T €

Dla tak wybranego € i odpowiednio matego 7 < 79 mamy zatem

™
e, ﬂ'ﬂfbwm<ﬂ4GW+r+%ﬁ+hJ

Dzielimy obustronnie powyzsza nierownos¢ przez 7 i ostatecznie, pamietajac
ze %(x) = 0 dla x € Q" otrzymujemy

2 4
o« 2 T .
10,812, ) < M (h e T T (3.1589)
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Przechodzimy teraz do szacowania wyrazow z obszaru (lg. Z réwnania
(3.29.a), dla kazdego ¢ € Vgh(Q) mamy

A (0%, Ro(9)) = —AY (U, Ri(9)) — (020°, Ro(9)) 1y gy

+ (2. Re(9)) Loy -

L2(Qs)

Korzystajac z powyzszego, mozemy (3.29.b) dla n = 1, zapisa¢ w postaci

AU ) =

2 (A0°. Ro(9)) 1 o+ (U Ri(9)) 1 0
— (f1, RR(Q’O))LQ(QR) + % (3t/2f%,R5(90))L2(96) +

A% (U R 2(0,,U°, R
+AR(U”, Rs(p)) + (t/2 ; 5(80))Li(92),

co przeksztalcamy dalej do
2 (0% Ra(9) 1y gy, T (€ Ra(9)) o g + AR(E ) =

= (/' Ra(9) 1oy~ (O Ri(9)) 2 g = ARV Ri(0)) +

— AW, Rs(9)) + ARW®, Rs()) +

—5 (02 E Rs(9)) ) 2 (926" Ri()

L7, ()

L2(Qs HON

(3.159)

Poniewaz dla kazdego ¢ € VE(Q) z réwnan (3.1.a)-(3.1.b), na pierwszej
warstwie czasowej mamy

ou 1
(a (+:7) ’RR(SO)>L2(QR) +a(u(-,7),Rr(p)) = (f ’RR((’O))LQ(QR) ’

(3.160)
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po odjeciu stronami (3.159) i (3.160), dostajemy dla o = £!

1
(€ RR(ED) 1y g+ AREED =

ou ou
= A, ( : 77_) 7RR(€1)> - <_ ( : 77—) 7RR(€1)>
{<3t ron O

+ { (G- o ra(e)

=GR

L2 (k)

T % 1 0 1 —
—3 (&s/zf ' Rs(€ ))LQ(Q(S) +2 (8t/25 R (€ ))Lg(ng) -

={Ki — Ky} + K35 — K, — {K5 — K¢} — K7 + Ks.
(3.161)

W celu oszacowania kolejnych wyrazéw (3.161) postuzymy sie wynikami,
ktére uzyskaliémy przy szacowaniu (3.150) - str. 118.

Wyraz |K; — Ks| szacujemy analogicznie jak |J; — Jo.

Wyraz | K3| szacujemy tak jak |.Js].

Wyraz | K4| szacujemy tak jak |.Jy].

Wyraz | K5 — Kg| szacujemy tak jak |J5 — Jg|.

Pozostaje ograniczy¢ wyrazy K; oraz Ksg.

Korzystajac z Lemat 11 - str. 172, mamy

2
-
| K7l = —|
€

% (&t/zf%,R(s(fl)) <

1
L2(Q) ‘8t/2f2 H%Q(Q(S) + EHél”%%(Qg)u

wybierajac w powyzszym € = E dostajemy

73 1 €
| K| < ?||at/2f2||%2(95) + ;Hle%i(Qg)- (3.162)

Podobnie szacujemy wyrazenie oznaczone przez Ksg.

4
| Ks| = ’2 (9126, Rs(€") < 11028173 @n) + €172 )

LZ(Qh)
wybierajac w powyzszym € = E dostajemy
T 012 €112
| Ks| < g”at/ﬁ IZ2 ) + ;Hf 1Z2 ny- (3.163)
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Podobnie jak przy dowodzie (3.158), przenosimy odpowiednie wyrazy na
lewa strone (3.161), i dla odpowiednio dobranego € i 7 < 7y, dzielimy obie
strony powstatego wyrazenia przez 7. Na mocy faktu ¢%(z) = 0 dla x € Q",
otrzymujemy

2 4

1 T T
1112 2 2 012
10112 ey < < (h tT At ﬁ) + €l 9287122 0y

W celu oszacowania ostatniego wyrazu korzystamy z (3.158) i ostatecznie

2 4
2 o< 2 (2 2, T ) .
|0 HL}%(Q%) |M(u)] <h +7°+ W1 + % (3.164)

Pozostaje pokazaé oszacowanie na |]8t/2§% 12, @y
h\""S
Na mocy (3.158) i (3.164) mamy

: g g2 (€ =) (& =&
10e/262 1172 0 = ’ T = H T <
2 A 2 L3 (Q})
012 0|2 22y T T
< 810 T3 ) + 20191728 73 0) < IM(w)] (h Tt h_>
(3.165)
Laczac (3.158), (3.164) oraz (3.165) a

Ponizszy Lemat 6 jest lematem pomocniczym, wykorzystanym w dowodzie
Twierdzenia 8 o oszacowaniu bledu zbieznosci schematu (3.29.a)-(3.29.d) w
stabych normach.

Lemat 6. Niech funkcje €771, fn_% dlan =1,...,N zadane bedqg wzoram:i
(8.49), str. 74. Niech takze wspdtczynniki formy dwuliniowej A"(-,-) spet-
niajg zatozenia (3.30) (-str. 64) oraz (3.50) (-str. 74). Wtedy ma miejsce
oszacowanie

N Ap—i 1 1 A 1
> {Ag 2(€n72,6me) +A’;;1(£”1,£"5)}

n=1

T <

N
1 1
<er {1 H iy + 1€ o |+
n=

SR ) R 74

2 2

T+ h —t "t =+
+M(u) ( +n° + i + i + 2 + hH) )

gdzie M jest stata dodatnia niezalezna od T, h oraz H.
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Dowaod. Dowdd tego Lematu bazuje na nastepujacej obserwacji wynikajacej z
postaci réwnan schematu (3.29.a)-(3.29.d). Zauwazmy mianowicie, ze z row-

nania (3.29.c) biorac U™ 2 = "2 + W3, dla o = Ry(£"2) mamy
n—1 n—1i
(9o L Ro€"9)) Ly g
in—3 = n— n— n—s
+Ay 7 (675, Ry (€777)) + At (6771 Rs(6777)) =
= ("5 Re(€ Nz = (B ReED) L 00
n1
_'AB 2 (Wn—— R5 gn——)) An 1 (Wn 1 R(S gn—% )
a z rownania (3.1) dla ¢ = R4s(£""2) mamy
(5 (- (n=5)7) Rete D) |+ At Re(e ) -
2 L2(9)
= (fn_%ané(fn_%))ﬂ(m)-
Po odjeciu dwéch powyzszych réwnan otrzymujemy zatem
in—3 - n—s An— n— n—s
Ay 2 (€73, Rs(€"72)) + At (&7 Ro€7 7)) =
—(d n—1 R n—=
( t/2§ ’ 55 2))[%(9?) +

! { (% ( - (" - %) T) ’R‘S("Cn_%))mma) - (at/QWn_l’R‘S(gn_%))Li(ﬂ?)} !

+{A"‘%<u"‘%,725(§"‘%)) +

_l’_

in—3 -5 n—z An— n— n—s
— A (W () = ARt (W Rs(€77)) } =
=71+ Zy+ Zs.
(3.166)

Zauwazmy, ze szacujac wyrazenia Zi, 4y, Z3 jednocze$nie otrzymamy osza-

cowanie wyrazow z tezy Lematu dla ustalonego n.
Oszacujmy zatem wyrazenia oznaczone przez Zy, Zs, Z3.
Zauwazmy, ze pierwszy wyraz prawej strony (3.166) z nieréwnosci Schwarza

i Lematu 10 - str. 172 daje

n— n—l n
IM=WM%%S%WM\MMWMW%()MM<

P P L T
n— 1 n—3
< VR g e Hman + (14 =) 1y |-
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Stosujac e-nierownos¢ dostajemy zatem

n—— n—— h n—
1210 < {16 Han + 1€ 2 b+ S0 e (3:167)

Zauwazmy takze, ze korzystajac z Lematu 8 - str. 172 oraz rozwiniecia w
szereqg Taylora mamy

R O B R I L
ST )
ou _1
(G (- C-p)) meh),

<

_l’_

1
+ <@ < - (n — —> 7) — at/QWM,R(;(g"%)) <
8t 2 L2(Qh)
h\"%§
h? || Ou 1 2 19 1
< _ _ . _ n—s n—s .
|5 (- (r-3)7) ey o+ (o6
Stosujac Lemat 11 - str. 172, otrzymujemy zatem
1
2] < el 2132 o) + M(w) (72 T h2) : (3.168)

Zauwazmy roéwniez, ze z warunku trojkata mamy
5] = [T 3 3 Ry(en8)) — Ay ® (W Ry(enH)) +
— AR (W” L Rs(e"2 )‘ <
<3 (=3 Rafe )| +
%Aﬁfl (at/2W"_1,R5(€"_%))‘ =
= Zs1 + Zso + Z33. (3.169)

+ 5104571 (W Ro(n ) +

Z definicji .A"’%( ) oraz faktu wynikajacego z rozwiniecia w szereq Tay-
lora, tj. 1""% = hp(u""%), mamy

<Y () tDwr DR )
z']z=:1 ’ ’ L2(Qs)
2 1
=3 . n n—sz n n—sz n—




Poniewaz (R(g(f”_%)) () = 0 dla kazdego spoza I'*, z wzoréw Greena otrzy-
mujemy

[V

h (" EDip(u ), DRy (6" ) _
z]zl ) DR ) e

=h 22: (Dj (a;}_%DzP(Un%)) yRs(€"

ij=1 )LQ(Qé) .

[N

Korzystajac z tego oraz Lematu 11 - str. 172, dostajemy

h2 M (u) '

| Z31] < €ll€” 2||L2(Qh) + .

(3.170)

Oszacujemy teraz wyrazenie prawej strony (3.169) oznaczone symbolem
ol
Z39. 7 ograniczonosci pochodnych wspélezynnikéw formy dwuliniowej Ap 2 (-, -),
tzn. funkcji z ograniczonosci funkcji 8t/2a"’%,6t/gb”’% oraz &g/gcn’% dosta-
jemy

| Z32| =

20 (W R ) <
2

> (00l DWW 2, DiRs(E"

1,j=1

T

2

l\.’)l»—l

<

iz | *

+= +
2

2
S (Qabr DI Ry(€772))
i=1

L2(Qs)

2 |(@ae W Ry )

(3.171)

L2(Qs)]

Korzystajac z faktu, ze Wn-3 jest linlowym interpolantem funkcji un:
otrzymujemy dalej

)

2
T n—1 2 ) n—%
|Z32| < - szl <8t/2(l D U 7D3R6(€ ))LQ(Qg) +
T<T + h) 2 n—1 n—=%
+T ”21 <8t/2aij Dip(u), D;jRs(& ))Lg(gé) +

+7 (plb,cu) Ro(" 7)) (3.172)

L2(Qs)
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7 nierownosci Schwarza, Lematu 151 nieréwnos$ci odwrotnej dostajemy

Cr 1 nel
| Za] < - [u Ra(€"73)

2

H(Q5) HY(Qs)

L CTlr+h)

5 ") ) [Re(E7)

T 1
+ 5 llp(b, e w)ll 2@, 1€ 2 |20y <

L £ IR

T 1l
+5 o6 ¢ wllz2@n 16772 [l 2205)-

H(Qs)

+ (T +h) ’p(u"’%

H?(Q) L2(Qs)

Poniewaz HR(;(S"_%) 2(6) < hz|jene | 22y, korzystajac z Lematu 10- str. 172,
5

<Gl )

Letuman +<1+7) Iy | + ot lolle™H isny,

Ostatecznie, z e-nierownosci daje to
_1
Zal < e{Ie"H gy + 1€ H Iy g b+

2 Qh 4
+M(u)< +%+—+T—>. (3.173)

otrzymujemy

H2(Q + (T +h) ‘p 2

H hH

Analogicznie szacujemy wyraz Zs3 prawej strony (3.169). Tym razem w
miejsce odpowiedniej regularnosci wspotczynnikéw formy .A"’%(-, -), korzys-
tamy z opowiedniej regularnoéci rozwiazania u"~! i dostajemy

T (n— n— n—1

A (02 R 2))]<
_1 n_1

I By + 16 L+

+M(u )( +;I—22+ﬁ+7—4>. (3.174)

| Zs3| =

H hH

Korzystajac z oszacowan (3.170),(3.173) oraz (3.174) nieréwnos¢ (3.169),
przepisujemy do postaci

2

120l < {16 Hnapy + 1€, 0 |
4
+M()<T +h2+7—+— T—

+
1
H? ' H hH) (3.175)
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Na mocy oszacowan (3.167), (3.168) oraz (3.175) réwnosé (3.166) prze-

ksztatcamy do postaci
A (677, Ry(€772)) + A (5"*1,7%5(5"*%))

{1y 16, } o+ 00 g gy +

M«yww+i+ﬂ+i (3.176)
m T H hH '

N

Z nieréwnoéci (3.176) mamy zatem

N 1 1 1 A 1
A (R + Ay (6 Rele ) | <
n=1
N h N Lo
vy {4 + 1€ H |+ 57 5 126" o) +

R T
py o T T
+Tnz::1/\/l(u) <7’ R+t Tt hH)

Zauwazmy, ze korzystajac z Twierdzenia 7 - o zbieznosci schematu (3.29.a)-

(3.29.d) w silnych normach,

h XN . h _
H " > 110:2¢ 1”%%(9?) < H 1%y 102" ”L2 @ S <

h 2 2h B 72
< — W= | < =+ |
EHM< + +hH) M<H+H+H2>
Ostatecznie zatem otrzymujemy

N —= 1 1 1
P (A (e R + Ay (€ Rale )} <

n=1

N
<€TZ{‘ Q‘Hl(QB)_'_”g LQ(Q )}_'_

n=1

) 3 2h 7_2 4
Wt — 4 — + — .
G+ +H+H+H2h)
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4 Eksperymenty numeryczne

W rozdziale tym przedstawione zostaty wyniki eksperymentéw numerycznych,
ktorych zadaniem byto zbadanie stabilno$¢i i zbieznosci proponowanej dyskre-
tyzacji w przypadku Q C R oraz Q C R% Naszym gtéwnym celem byto skon-
frontowanie wynikéw teoretycznych o rzedzie zbieznosci, przedstawionych
w Twierdzeniach 3, 4, 7, 8§ =z wynikami odpowiednio przeprowadzonych
eksperymentow numerycznych oraz potwierdzenie stabilnosci schamatéow
(2.14.a)-(2.14.d) 1 (3.29.2)-(3.29.d) - wynikéw Twierdzen 1, 2, 5, 6.

W pierwszej czesdci rozdziatu badane byty stabilnosé i zbieznos¢ schematu
(2.14.a)-(2.14.d) przy podziale odcinka €2 C R na pododcinki.

Druga seria eksperymentow miata na celu zbadanie stabilnosci i zbiezno$-
ci schematu (3.29.a)-(3.29.d) przy dekompozycji kwadratu Q w tzw. krate.

W obu tych seriach szczegélna uwage zwrécilismy na zaleznos$é btedu
zbieznosci rozwazanych metod od ilosci podobszarow na jaka zostatl podzie-
lony wyjsciowy obszar §2.

Dodatkowo, w ostatniej czesci tego rozdziatu, w przypadku 2 C R przy
podziale obszaru na wieksza liczbe pododcinkéw i w przypadku Q C R?
przy dekompozycji obszaru na tzw. pasy (zobacz [11]), przedstawione zostaty
wyniki eksperymentéw przeprowadzonych na sieci komputerowej, majacej
symulowaé klaster obliczeniowy. W tej czesci eksperymentow szczegodlng uwa-
ge zwrociliSmy na przydatno$é proponowanej dyskretyzacji w ujeciu obliczen
rownolegtych.

Wszystkie powstate podczas dyskretyzacji uktady rownan, byty rozwia-
zywane iteracyjnie metoda CG wedlug implementacji podanej w [10]. Zasto-
sowali$émy kryterium stopu : res= 10720,

Kod implementacji zostal stworzony na bazie jezyka C++, a do obliczen
réwnoleglych wykorzystaliémy biblioteke Message-Passing Interface (MPI).

4.1 Eksperymenty numeryczne - 1D

W tym podrozdziale przedstawione zostana wyniki eksperymentéw nume-
rycznych przeprowadzonych z uzyciem schematu (2.14.a)-(2.14.d). Ich celem
byto potwierdzenie stabilnosci schematu (2.14.a)-(2.14.d), a takze potwierdze-
nie wynikow teoretycznych o rzedzie zbiezoSci rozwazanego schematu, tj. os-
zacowan zawartych w Twierdzeniach 3, 4.

Schemat (2.14.a)-(2.14.d) zostal zastosowany do wyznaczenia przyblizo-
nego rozwiazania zagadnienia (2.1.a)-(2.1.c), na 2 = (0, 10), przy A(t; u,v) =
(Du, Dv) r2(0) | Znanym rozwiazaniu dokladnym
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u(z,t) = xsin (%x) cos (t) (4.1)

Zachowanie schematu (2.14.a)-(2.14.d) w przypadku innych funkcji wybranych
do testow byto podobne.
W tej serii doswiadczen, proponowny schemat badany byt w przypadku
podziatu odcinka €2 na naprzemian potozone pododcinki typu Red i Black.
W kazdej serii eksperymentow, w celu maksymalnego uproszczenia im-
plementacji przyjeliSmy nastepujace zalozenia:

- wyjsciowy obszar €2 dzielony byt na podobszary jednakowej dtugosci H;

- na kazdym z podobszaréw g, i (g, wprowadzalismy taka sama re-
gularng siatke przestrzenna o stalym kroku h, tak zeby H = [h, dla
zadanej catkowitej liczby [;

Przeprowadzone zostaly nastepujace serie eksperymentow:
1. przy ustalonym stosunku ;5 i ustalonym H;

2. przy ustalonym stosunku 75 i ustalonym stosunku Z T

3. przy ustalonym stosunku 7 i ustalonym H;

T

4. przy ustalonym stosunku I i ustalonym stosunku %

>

Cztery wyzej wymienione przypadki pozwolilty miarodajnie ocenié¢ zgodnosé
wynikéw teoretycznych z numerycznymi. Pozwalaja one na zbadanie stabil-
nosci oraz rzedu zbieznosci schematu (2.14.a)-(2.14.d). Daja one takze mozli-
wo$¢ zbadania zwiazku bledu schematu (2.14.a)-(2.14.d) od liczby podob-
szarOw, na ktore podzielony zostal wyjsciowy obszar 2.

W kolejnych seriach eksperymentéw blad zrozwiazania schematu (2.14.a)-
(2.14.d) oznaczaliSmy przez

o & w przypadku silnych norm, zobacz Twierdzenie 3, tzn.

2

Li(fz?)} +
i(ﬁb} +

2

12 }
—h
L2@p) )’

E? = max {Hat/gn‘

n=1,...

e

n n—3% 2
T ohax {”8”' ||L2<5Z>+H8t” Q‘L

+TZ{

LQQ
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o F, w przypadku stabych norm, zobacz Twierdzenie 4, tzn.

F? = max {Hn"”2 —n +H7}"7% ’ }+
T n=1,....N L3 (QR) L2 ()
{3 a3

2
“;{\ o'l ’Li@’;‘)*‘ 2!l Li@’é)}'

W kazdym pojedynczym eksperymencie mierzony byt zarowno btad £ jak i
F, a otrzymane wyniki, po przedstawieniu w osobnych tabelach i na odpo-
wiednich wykresach, poréwnywane byty z wynikami Twierdzen 31 4.

4.1.1 [Eksperymenty przy stalym stosunku ;5 i ustalonym H

W tym podrozdziale przebadane zostaly stabilno$¢ i zbieznosé schematu
(2.14.a)-(2.14.d) dla réznych wartosci h, przy statej wartosci stosunku ;5
i ustalonej z géry dekomozycji €2, tj. przy ustalonym H.

W tej serii eksperymentéw numerycznych skupilismy uwage na najbar-
dziej istotnych wtasnosciach naszego schematu z punktu widzenia praktyki.
Dla schematow stosowanych do dyskretyzacji zagadnien parabolicznych, u-
stalony stosunek ;5 zapewnia bowiem optymalna zbieznos¢ - patrz np. [24].
7 praktycznego punktu widzenia zachowanie sie schematu przy ustalnym H,
czyli przy ustalonej liczbie podobszaréw, na ktére dokonana zostata dekom-
pozycja, jest takze najbardziej istotna informacja. Zazwyczaj dekompozycji
zadania wyjsciowego dokonujemy przed rozpoczeciem obliczen, majac przede
wszytkim na uwadze zasoby sprzetowe - np. liczba dostepnych procesordéw
komputera wieloprocesorowego lub liczba dostepnych jednostek w klastrze
obliczeniowym.

W tej serii doswiadczen wyjsciowy obszar ) podzielony zostal na na trzy
podobszary, kolejno Red, Black, Red. Kazdy z podobszarow byt pododcinkiem
o dtugosci H = 13—0. Dekompozycja ta zostata przedstawiona na Rys. 9.

Qpr Qp Qpr
e | I | I 1
IHT """"" I"'h """ 1
| | et
Rys. 9

Przy ustalonym H zmniejszane byto h - krok siatki przestrzennej, ktorej

punkty stanowia zbiér Q". W kolejnych seriach dogwiadczenia h byto réwne
g H H H O
5710720772320 640 J°

Wraz ze zmniejszajacym sie h, zmniejszane bylo rowniez 7 - krok siatki cza-

sowej, z zachowaniem stalej wartodci stosunku ;3. Stosunek ten réowny byt
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jednej z trzech wartodci {0.1,1, 10}. Przy innych wartosciach stosunku 5,
zachowanie schematu (2.14.a)-(2.14.d) bylo analogiczne do opisywanego tu-
taj. Za T przyjelidmy (2 - 7).

Warto zwroci¢ uwage, ze przy opisanej wyzej dekompozycji, wybrana do
testow funkcja (4.1), ma w punktach grubej siatki Q& tj. na rozcieciach,
pochodna istotnie rézna od zera, ktéra dodatkowo jest zmienna w czasie.

Eksperymenty przeprowadzone przy réznych wartosciach stosunku ;5 po-
twierdzily stabilno$¢ schematu (2.14.a)-(2.14.d). Zachowanie schematu (2.14.a)-
(2.14.d) przy stalym stosunku ;5 > 10, nie odbiegalo w zaden sposéb
od jego zachowania przy przedstawionych w tej czeSci pracy wartosciach
7z =10.1,1, 10}.

Wyniki pomiaru btedu schematu (2.14.a)-(2.14.d) w silnych normach dla
tej serii eksperymentow przedstawione zostaly w Tab. 1.

| | T/h* = 0.1 | T/h? =1 | T/h* = 10 |

k h &k Ep—1/Ek Ex Er—1/Ek E Ep—1/Ek
1 H/5 8.2765e-2 - 6.2903e-1 - - -

2| H/10 | 1.6723e-2 | 4.9492 1.3730e-1 4.5814 - -

3| H/20 | 3.9746e-3 | 4.2075 | 3.5297e-2 | 3.8898 | 4.1373e-1 -

4 | H/40 | 1.1596e-3 | 3.4276 1.1127e-2 | 3.1722 1.0580e-1 | 3.9105
5| H/80 | 3.8293e-4 | 3.0282 | 3.7857e-3 | 2.9392 | 3.7209e-2 | 2.8434
6 | H/160 | 1.3242e-4 | 2.8918 | 1.3205e-3 | 2.8669 | 1.3198e-2 | 2.8193
7| H/320 | 4.6473e-5 | 2.8494 | 4.6440e-4 | 2.8435 | 4.6383e-3 | 2.8454
8 | H/640 - - - - 1.6378e-3 | 2.8320

Tab. 1

W kolejnych wierszach tabeli zawarte zostaly wyniki eksperymentéw przy
ustalonym A, w kolejnych kolumnach natomiast przedstawione zostaty wyniki
eksperymentéw oraz rzad zbieznosci (Ey_1/Ex) przy ustalonym stosunku 7/h?.

Wyniki z Tab. I przedstawione zostaly w postaci trzech krzywych na-
rysowanych linia ciagta na Rys. 10. Krzywe te opisane zostaly warto$ciami
stosunku ;7. Na osi poziome]j Rys. 10, odtozone zostaly wartosci %, tj. liczba
weztow kazdego z podobszaréw wyjsciowego obszaru (). O$ pionowa tego
wykresu, na ktorej zastosowalismy skale logarytmiczna, wyraza wartos¢ btedu
zbieznosci schematu.

Przeanalizujmy teraz zgodnos¢ eksperymentéw z Twierdzeniem 3, o zbiez-
nosci schematu (2.14.a)-(2.14.d) w silnych normach. Na mocy Twierdzenia 3
btad zbieznosci schematu (2.14.a)-(2.14.d) w silnych normach jest rzedu

O (W), o przy 3z = const i H = const daje
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Na Rys. 10, linia przerywana, zaznaczone zostaly dopasowane do kazdej
. . .. . . . , . 3
krzywej eksperymentalnej, krzywe wyrazajace odpowiednie zaleznosci O (h2 )

Jak wida¢, bardzo dobrze opisuja one zachowanie bledu schematu (2.14.a)-
(2.14.d) w silnych normach. Wyniki eksperymentéw sa zatem zgodne z Twier-

dzenie 3.

W tej samej serii doswiadczen, przy pomiarze btedu w silnych normach,
&, mierzony byt takze btad naszego schematu w normach stabych, F. Otrzy-
mane wyniki zawarte zostaty w Tab. 2.
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| T/h* =0.1 T/h? =1 T/h* =10 \

k h Fi Fr—1/Fk Fi Fr—1/Fk Fi Fr—1/Fx
1 H/5 2.5470e-2 - 2.6961e-1 - - -

2| H/10 | 2.8994e-3 8.7846 3.0862¢-2 8.7360 - -

3| H/20 | 3.4133e-4 8.4944 3.5610e-3 8.6667 1.3219e-1 -

4 H/40 4.1191e-5 8.2865 4.3290e-4 8.2259 1.3874e-2 9.5279
5| H/80 | 5.0535e-6 8.1510 5.3196e-5 8.1378 1.7486e-3 7.9343
6 | H/160 | 6.2554e-7 8.0786 6.5850e-6 8.0784 2.1777e-4 8.0296
7| H/320 | 7.7812¢-8 8.0391 8.1880e-7 8.0423 2.6879¢-5 8.1019
8 | H/640 - - - - 3.3457e-6 8.0339

Tab. 2



W kolejnych wierszach tej tabeli zawarte zostaty wyniki eksperymentow
przy ustalonym h, natomiast w kolejnych kolumnach powyzszej tabeli za-
warte zostaly wyniki eksperymentéw oraz rzad zbieznosci przy ustalonym
stosunku 7/h%.

Dane z Tab 2 przedstawione zostaty w postaci trzech krzywych, narysowa-
nych linia ciagta na Rys.11. Krzywe te zostaly opisane wartosciami stosunku
7z- Na osi odcietych Rys.11, odtozone zostaty wartosci %, tj. liczba weztow
kazdego z podobszaréw wyjsciowego obszaru 2. Os rzednych tego wykresu, w
skali logarytmicznej, wyraza warto$¢ btedu schematu mierzonego w stabych
normach.

Slabe normy (tau/h”~2)=const
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krzywe teoretyczne - h"\(3)

0.01
0.001 |

le-04

blad metody
X _
N
T
I
[a—y
[en}
|

~ )
1e-05 | N E
> - 1
- 2 — X
- 5 =
1e-06 \\X; T E
75 =0.1
1le-07 | % E
1e-08 1 1 1 1 1 1
0 100 200 300 400 500 600 700
(a/n)
Rys. 11

Przeanalizujmy zgodnos¢ wynikow eksperymentalnych z Twierdzeniem 4,
o zbiezno$ci schematu (2.14.a)-(2.14.d) w stabych normach.
Na mocy tego Twierdzenia btad zbieznosci schematu (2.14.a)-(2.14.d) w

stabych normach jest rzedu O <\/7'2 + ht + T%h + ;—2), co przy 73 = const i

H = const, daje

2 2
o (\/7’2+h4+%+%) :O(\/h4+h4+h5) :O(hz).
Na Rys. 11 linia przerywana zaznaczone zostaly dopasowane do kazdej krzy-
wej eksperymentalnej zaleznosci O (h?). Jak widaé¢, krzywe te bardzo dobrze
opisuja zachowanie btedu zbieznosci schematu (2.14.a)-(2.14.d) w stabych
normach. Wyniki eksperymentéw sa zatem o rzad lepsze od oszacowania,
ktore zostato podane w Twrerdzeniu 4.
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Jak wiadomo z teorii schematow réznicowych - patrz np. [16], [23], takie
zachowanie schematu (2.14.a)-(2.14.d) nie jest typowe, poniewaz schematy
ktére sa modyfikacja schematu zamknietego Eulera maja rzad zbiezno$ci
O(7 + h?). Schemat (2.14.a)-(2.14.d) zbiega zatem za szybko. Podobne za-
chowanie zaobserwowaliSmy takze dla innych przyjetych do testéw funkcji.
Takie wyniki eksperymentéw mozna probowaé wyjasni¢ poprzez rozbicie ble-
du analizowanego w Twierdzeniu 4 na dwie czesci : btad w weztach grubej
siatki Q& oraz btad w pozostalych punktach Q". Wktad tego pierwszego do

globalnego btedu to O <\/727h), co przy 7 = const i H = const daje

Wszystko wskazuje na to, ze przy stosunkowo duzych parametrach dyskre-
tyzacji 7, h, przewaza btad w punktach grubej siatki - Q. Najprawdopodob-
niej, przy dalszym zageszczania siatki przestrzenno-czasowej szybkos¢ zbiez-
noéci wyhamowaltaby. Istnieje takze mozliwo$¢, ze oszacowanie podane w
Twierdzeniu 4 nie jest ostre. Nie jestedmy jednak w stanie tego sprawdzi¢ ze
wzgledéw technicznych, poniewaz przy naszych zasobach sprzetowych wyko-
nanie koniecznych obliczen trwatoby za dtugo lub prawdopodobnie bytoby w
ogoble niewykonalne.

4.1.2 Eksperymenty przy stalym stosunku ;7 i zmiennym H

W tej serii eksperymentéw numerycznych zbadana zostata zaleznos¢ btedu
zbieznosci schematu (2.14.a)-(2.14.d) od liczby podobszaréw, na ktora zostata
dokonana dekompozycja wyjsciowego obszaru 2 = (0, 10). Zaleznosé ta jest
niezwykle istotna, a btad idealnego do obliczen rownoleglych algorytmu tego
typu, powinien mozliwie stabo zaleze¢ od liczby podobszarow, na ktéry zostat
podzielony wyjsciowy obszar €).

W tej serii doswiadczen wyjsciowy odcinek €2 dzielony byt w kolejnych
seriach do$wiadczen na coraz wieksza liczbe naprzemian potozonych podob-
szaréw typu Red i Black.

Przy ustalonym stosunku % = < zmieniane byto H - parametr grubej
siatki Q. Zachowanie sie schematu (2.14.a)-(2.14.d) przy innym stosunku
% byto analogiczne do tutaj opisanego. W kolejnych seriach do$wiadczenia

=

H byto réwne {%, %, %, e }, co znaczy, ze odcinek €2 podzielony byt kolej-
no na 2,4, 6, ... naprzemian potozonych podobszaréw réznych typéw. Wraz
ze zmniejszajacym sie H, proporcjonalnie zmniejszane byto A - krok siatki

przestrzennej. Wraz ze zmniejszajacym sie h zmniejszane byto réwniez 7 z
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zachowaniem statego stosunku 7. Stosunku ten, podobnie jak w poprzednich
seriach eksperymentéw, rowny byt jednej z trzech wartosci {0.1, 1, 10}. Za
T, podobnie jak poprzednio, przyjelismy (2 - ).

Przeprowadzone eksperymenty potwierdzaja stabilno$¢ schematu, a wyni-
ki otrzymane przy pomiarze btedu w silnych normach przedstawione zostaly
w Tab. 3.

W kolejnych wierszach tej tabeli przedstawione zostaly wyniki ekspery-
mentéw przy ustalonym H. Kolejne kolumny tabeli zawieraja wyniki ekspery-

mentéw przy ustalonym stosunku 7/h?.

| 7/h*=01] 7/h* =1 [ r/h* =10 |

k H Liczba 5k gk 5k
podobszaréw

1| L/2 2 8.2539%-2 | 1.0497e+0 -

2 | L/4 4 6.8476e-2 | 5.5272e-1 | 2.2322e+0
3| L/6 6 3.6453e-2 | 3.1359-1 | 4.3655e+0
4 | L/8 8 2.3207e-2 | 2.0572e-1 | 3.6332e+0
5 | L/10 10 1.6086e-2 | 1.4512e-1 | 2.8428e+0
6 | L/12 12 1.2450e-2 | 1.1489¢-1 | 2.1895e+0
7 | L/14 14 1.0192e-2 | 9.5665e-2 | 1.8077e+0
8 | L/16 16 8.5421e-3 | 8.1098e-2 | 1.4682e+0
9 | L/18 18 7.2909e-3 | 6.9793e-2 | 1.2419e+-0
10 | L/20 20 6.3149¢-3 | 6.0804e-2 | 1.0499e+0
11 | L/30 30 3.5775e-3 | 3.4976e-2 | 5.3603e-1
12 | L/40 40 2.3646e-3 | 2.3268e-2 | 3.3320e-1
13 | L/50 50 1.7080e-3 | 1.6867e-2 | 2.2998e-1
14 | L/60 60 1.3069e-3 | 1.2935e-2 | 1.6971e-1

Tab. 3

Dane z Tab. 3 przedstawione zostaly w postaci krzywych narysowanych
linia ciagta na Rys. 12. Krzywe te oznaczone zostaty wartosciami stosunku
7z- Na osi odcietych tego wykresu odlozona zostata liczba podobszaréw, na
ktore podzielony zostat wyjsciowy obszar 2. Przy przyjetych zatozeniach,
liczba podobszaréw K jest proporcjonalna do %, poniewaz

1

<K~%)/\(H~h):><K~%). (4.2)

Na osi rzednych odtozona zostata warosé bledu schematu (2.14.a)-(2.14.d) w
silnych normach.
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Silne normy (tau/h”2)=const; (h/H)=1/6
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Przeanalizujemy teraz zgodno$¢ eksperymentéw numerycznych z Twier-
dzeniem 3. Twierdzenie to mowi, ze przy ustalonym stosunku ;3 oraz usta-
lonym stosunku %, rzad zbieznosci wynosi

olrsms =) ol fmems ) —om.
hH 2

Na Rys. 12, linia przerywana, dopasowane zostaty do krzywych ekspery-
mentalnych, odpowiednie zaleznosci O(h%). Jak wida¢, wyniki te sa o pot
rzedu lepsze niz te, ktore podaje Twierdzenie 3. Takie zachowanie bledu
schematu (2.14.a)-(2.14.d) mozna probowaé¢ wyjasni¢ tym, ze w wynikach
przeprowadzonych eksperymentow, przewazal btad zwiazany z wnetrzami
poszczegolnych podobszaréw. Dla tych punktéow btad w sfabych normach

jest rzedu O (7 + h?) , natomiast btad zwiazany z weztami zbioru Q}IE jest
rzedu O ( \/;—H) - patrz dowod Twierdzenia 3.

W tej samej serii do$wiadczen, mierzony byt rowniez btad schematu (2.14.a)-
(2.14.d) w stabych normach. Wartosci btedu mierzone w tych normach zostaly
przedstawione w Tab. 4.

W kolejnych wierszach tej tabeli przedstawione zostaly wyniki ekspery-
mentéw przy ostalonym H. Kolejne kolumny tabeli zawieraja wyniki ekspery-

mentéw przy ustalonym stosunku 7/h?.
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| | 7/p* =01 7/R* =1 7/h* =10 |

k H Liczba Fi Fi Fi
podobszaréw

1| L/2 2 3.9468e-2 | 8.6172e-1 -

2 | L/4 4 3.1844e-2 | 3.6743e-1 | 6.5286e+0
3| L/6 6 1.4590e-2 | 1.8048e-1 | 6.3670e+0
4 | L/8 8 8.3040e-3 | 1.0619e-1 | 4.1171e+0
5 | L/10 10 5.3630e-3 | 7.0380e-2 | 2.8218e+0
6 | L/12 12 3.7515e-3 | 5.0205e-2 | 2.0664e+0
7 | L/14 14 2.7724e-3 | 3.7663e-2 | 1.5966e+0
8 | L/16 16 2.1358e-3 | 2.9318e-2 | 1.2570e+0
9 | L/18 18 1.6957e-3 | 2.3633e-2 | 1.0263e+-0
10 | L/20 20 1.3789¢e-3 | 1.9332e-2 | 8.4787e-1
11| L/30 30 6.2088e-4 | 8.8923e-3 | 3.9888e-1
12 | L/40 40 3.5192e-4 | 5.0978e-3 | 2.3236e-1
13 | L/50 50 2.2631e-4 | 3.2991e-3 | 1.5189%-1
14 | L/60 60 1.5770e-4 | 2.3092e-3 | 1.0681e-1

Tab. 4

Dane z Tab. 4 przedstawione zostaly na Rys. 13, w postaci krzywych
narysowanych linia ciagta. Krzywe te opisane zostaly wartosciami stosunku
7z- Na osi odcietych tego wykresu odlozona zostata liczba podobszaréw, na
ktore podzielony zostal wyjsciowy obszar 2. Przy przyjetych zatozeniach,
liczba podobszaréw K jest proporcjonalna do warto$ci wyrazenia % - patrz
(4.2). Na osi rzednych odlozona zostata waro$é btedu schematu (2.14.a)-
(2.14.d) w stabych normach.
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Zgodnie z Twierdzniem 4, btad zbieznosci rozwazanego schematu, przy
stalym stosunku /5 i statym stosunku %, jest rzedu

2 4
o( T2+h4+%) :0( h4+h4+%> — o).

Na Rys. 23, linia przerywana, do kazdej krzywej eksperymentalnej dopa-
sowano zalezno$¢ O(h?) i jak widaé¢ idealnie zgadzaja sie one z wynikami
eksperymentalnymi. Jest ono jednak o rzad lepsze od wynikéw podawanych w
Twierdzeniu 4. Zachowanie takie zostato przez nas zaobserwowane takze przy
innych wartoscich parametréow 7, h oraz H jak réwniez przy innych przyjetych
do testow funkcjach. Naszym zdaniem sugeruje ono, ze Twierdznie 4 daje
oszacowanie rzedu zbiezno$ci metody, ktore nie jest optymalne wzgledem
zmiennej H.

T

4.1.3 Eksperymenty przy stalym stosunku 7 i ustalonym H

W tej serii eksperymentéw zbadalismy zachowanie btedu zbieznosci rozwa-
zanego schematu przy ustalonym stosunku 7 i ustalonym H. Przedstawiona
tu seria eksperymentéw jest analogiczna do tej z Podrozdziatu 4.1.1, z tym
ze tutaj zaktadamy statos¢ stosunku 7, a nie ;5.

Wyjsciowy obszar §2 podzielony zostal na trzy podobszary Red, Black,
Red. Przy podziale odcinka () na wieksza liczbe podobszaréw zachowanie
naszego schematu byto analogiczne. Kazdy z pododcinkéw byt wymiaru H,
gdzie H = %. Sytuacja ta zostata przedstawiona na Rys. 9 - str. 133.

Przy ustalonym H zmieniane byto h - parametr siatki przestrzennej kaz-

dego z podobszaréw (g, Qp.. W kolejnych seriach doswiadczenia h byto

g H H Ll i} Wraz ze zmniejszajacym sie h, zmniejszane

rowne {3, 107207 * 7 390° 610

byto rowniez 7 z zachowaniem statego stosunku + i réwnego jednej z trzech
warodci 0.1, 11 10. Za T przyjelismy (2 - 7).

Eksperymenty, ktore przeprowadzilismy w tej serii doswiadczen potwierdzaja
wyniki Twierdzen 11 2. Schemat (2.14.a)-(2.14.d) byt stabilny nawet przy
wartosciach stosunku 7 > 10.

W przypadku pomiaru btedu w silnych normach, otrzymane dane przed-
stawione zostalty w Tab. 5. W kolejnych wierszach tabeli zostaly zawarte
wyniki eksperymentow przy ustalonej wartosci parametru h. Kolejne kolumny
tej tabeli zawieraja natomiast wyniki eksperymentéw oraz rzad zbieznosci,
przy ustalonym stosunku ;.

T

h
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| T/h=0.1 \ T/h=1 \ 7/h =10 |

k h &k Ei—1/Ek Ex Ei—1/Ek &k En—1/Ek
1 H/5 1.5086e-1 - 1.4246e+0 - - -

2 H/IO 6.2349e-2 2.4196 6.6204e-1 2.1518 | 2.9654e+0 -

3| H/20 | 3.4077e-2 1.8297 3.6713e-1 1.8033 | 6.1105e+0 | 0.4853
4 H/40 2.2181e-2 1.5363 2.3430e-1 1.5669 | 5.8542e+0 1.0438
5 H/80 1.5314e-2 1.4484 1.5820e-1 1.4810 | 4.4060e+0 1.3287
6 H/160 1.0744e-2 1.4254 1.0930e-1 1.4474 | 2.4360e+0 1.8087
7| H/320 | 7.5738e-3 | 1.4186 7.6408e-2 1.4305 | 1.3055e+0 | 1.8660
8 H/640 - - - - 7.4498e-1 1.7524

Tab. 5

Dane z Tab. 5 przedstawione zostaly w postaci krzywych narysowanych
linia ciagta na Rys.14. Odpowiednie krzywe podpisane zostaly warto$ciami
stosunku +. Na osi poziome]j Rys.14, odtozone zostalty wartosci %, tj. liczba
weztow kazdego z podobszaréw wyjsciowego obszaru (2. O$ pionowa tego
wykresu, na ktorej zastosowalismy skale logarytmiczna, wyraza wartos¢ btedu

zbieznosci schematu (2.14.a)-(2.14.d) mierzona w silnych normach.
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Sprawdzmy zgodnos¢ eksperymentéw z Twierdzeniem 3. Na mocy tego
Twierdzenia blad zbieznosci scheamtu (2.14.a)-(2.14.d) w silnych normach
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Na Rys. 14 linia przerywana, zaznaczone zostaly krzywe odpowiadajece
zbieznosci rzedu O(h%). Jak wida¢, idealnie odzwierciedlaja one wyniki ekspery-
mentéw numerycznych, co potwierdza zgodnos¢ z Twierdzeniem 3.

W tej samej czesci eksperymentéw mierzony byt takze btad w normach
stabych, a odpowiednie wyniki przedstawione zostaty w Tab. 6.

| \ 7/h =0.1 \ T/h=1 \ 7/h =10 \

k h Fi Fr—1/Fk Fi Fr—1/Fk Fi Fr—1/Fk
1 H/5 9.8837e-2 - 1.1765e+0 - - -

2| H/10 | 2.4580e-2 4.0210 3.8657e-1 3.0434 9.9524e+0 -

3| H/20 | 6.1867¢-3 3.9730 1.6123e-1 2.3976 7.3868e+0 1.3473
4 H/40 1.6532e-3 3.7423 7.4902¢-2 2.1525 6.6299e+0 1.1142
5| H/80 | 5.0559e-4 3.2698 3.6452¢-2 2.0548 4.0501e+0 1.6370
6 | H/160 | 1.9880e-4 2.5432 1.7996e-2 2.0256 2.0076e+0 2.0174
7| H/320 | 9.2299¢-5 2.1539 8.9529¢-3 2.0101 9.5658e-1 2.0987
8 | H/640 4.6217e-1 2.0698

Tab. 6

W kolejnych wierszach tabeli zawarte zostaly wyniki eksperymentéw przy
ustalonym parametrze h triangulacji 7". Kolejne kolumny tabeli zawieraja
wyniki eksperymentow przy ustalonym stosunku 7.

Dane z Tab. 6 przedstawione zostaly w postaci krzywych narysowanych
linia ciagta na Rys.15. Odpowiednie krzywe na Rys.15, oznaczone zostaty
wartosciami stosunku . Podobnie jak na innych wykresach, na osi poziomej
Rys.15 odtozone zostaly wartosci %, tj. liczba punktow siatki kazdego z
podobszaréow wyjsciowego obszaru 2. O$ pionowa tego wykresu, na ktorej za-
stosowalismy skale logarytmiczna, wyraza wartos¢ btedu zbieznosci schematu
(2.14.a)-(2.14.d) mierzona w stabych normach.

Z przedstawionych danych eksperymentalnych wynika, ze przy ustalonym
stosunku parametréw 7 i ustalonym H, btad schematu (2.14.a)-(2.14.d) jest
rzedu O(h). Niestety, nie udalo sie pokazac tej zaleznosci teoretycznie - przy-
pomnijmy, ze Twierdzenie 4 podaje oszacowanie rzedu zbieznosci schematu

przy ustalonym stosunku ——, dla a > 0.
h2+a
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4.1.4 Eksperymenty przy stalym stosunku ; i zmiennym H

Ta seria eksperymentow numerycznych jest analogiem do wczesniej przepro-
wadzonej i opisane] w Podrozdziale 4.1.2. Tym razem, przy zmieniajacej
sie liczbie podobszaréw, na ktore byt dzielony wyjsciowy odcinek €2, z za-
chowaniem stalego stosunku % = %, utrzymywany byl staly stosunek 7, a
nie jak to miato miejsce w Podrozdziale 4.1.2, staly stosunek ;5.

Przeprowadzone obliczenia sa zgodne z Twierdzeniami 11 2, o stabilnosci
schematu (2.14.a)-(2.14.d).

Wiyniki tej czesci eksperymentéw, przy pomiarze btedu zbieznosci w sil-
nych normach, przedstawione zostaly w Tab. 7. W nastepujacych po so-
bie wierszach tej tabeli zawarte zostaty wyniki eksperymentéw dla coraz
mniejszych wartosci parametru H. Kolejne kolumny tabeli zawieraja wyniki
odpowiednich eksperymentow przy usatlonej wartosci stosunku 7.

Wyniki z Tab. 7, przedstawione zostalty w postaci krzywych narysowanych

T

linia ciagta, na Rys. 16, ktore zostaly opisane wartosciami stosunku 7. Na

osi odcietych tego wykresu odlozona zostala liczba podobszaréw, na ktore

podzielony zostal wyjsciowy obszar ). Przy przyjetych zalozeniach, liczba

podobszarow K jest proporcjonalna do %, gdzie h jest parametrem siatki

przestrzennej - patrz (4.2). Na logarytmicznej osi rzednych odlozona zostata
waro$¢ bledu zbieznosci schematu (2.14.a)-(2.14.d) w silnych normach.
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\ |7/h=01] 7/h=1 | 7/h=10 |

k H Liczba 5k gk 5k
podobszaréw
1| L/2 2 8.7133e-2 | 1.1947e+0 -
2 | L/4 4 1.2442e-1 | 1.2104e+0 | 2.8766e+0
3| L/6 6 9.2740e-2 | 1.0790e+4-0 | 3.9842e+0
4 | L/8 8 7.6344e-2 | 1.0184e4-0 | 1.0452e+1
5 | L/10 10 6.5200e-2 | 9.7918e-1 | 1.1088e+1
6 | L/12 12 6.0574e-2 | 9.7877e-1 | 1.3583e+1
7 | L/14 14 5.7873e-2 | 9.8023e-1 | 1.4461e+1
8 | L/16 16 5.5493e-2 | 9.7914e-1 | 1.5673e+1
9 | L/18 18 5.33b4e-2 | 9.7629e-1 | 1.6056e+1
10 | L/20 20 5.1427e-2 | 9.7362e-1 | 1.6724e+1
11 | L/30 30 4.4029e-2 | 9.5820e-1 | 1.7858e+1
12 | L/40 40 3.9077e-2 | 9.4702e-1 | 1.8326e+1
13 | L/50 50 3.5607e-2 | 9.3929e-1 | 1.8542e+1
14 | L/60 60 3.2968e-2 | 9.3771le-1 | 1.8641e+1
Tab. 7
Silne normy (tau/h)=const; (h/H)=1/6
100 T T
krzywe doswiadczalne
krzywe teoretyczne - h"(0)
[ S
10 X**’X//X/X/*#/ -
///
//(/
- Pol
1= 1F Eam e e < e -
o E: 0.1 ;
0.01 1
(o] 10 20 30 40 50 60
liczba podobszarow
Rys. 16

Zgodnie z Twierdzeniem 3, rzad zbieznosci schematu (2.14.a)-(2.14.d)

przy ustalonym 7 i ustalonym %, wynosi

o 72+h4+T—2 =0 h2+h4+h—2 =0(1).
hH hh
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Oznacza to, ze w tym przypadku rozwazany schemat nie jest zbiezny. Jak
widaé z przedstawionych wyzej eksperymentow, wynika zgodnos¢ Twierdzenia 3
z rzeczywistymi obliczeniami numerycznymi.

W tej samej czesci eksperymentéw mierzylismy btad schematu (2.14.a)-
(2.14.d) w stabych normach. Wyniki tej czesci doswiadczen przedstawione
zostaly w Tab. 8.

\ |7/h=01] 7/h=1 | 7/h=10 |

k H Liczba Fi Fi Fi
podobszaréw

1] L/2 2 4.4829¢-2 | 1.0119e+0 -

2 | L/4 4 8.0938e-2 | 1.0300e+0 | 1.5252e+1
3 | L/6 6 5.5572e-2 | 9.0902e-1 | 1.5013e+1
4 | L/8 8 4.2787e-2 | 8.5266e-1 | 1.7373e+1
5 | L/10 10 3.5310e-2 | 8.3379e-1 | 1.9347e+1
6 | L/12 12 3.0450e-2 | 8.2754e-1 | 2.0517e+1
7 | L/14 14 2.7003e-2 | 8.2622e-1 | 2.3452e+1
8 | L/16 16 2.4449¢e-2 | 8.2715e-1 | 2.5408e+1
9 | L/18 18 2.2485e-2 | 8.2888e-1 | 2.4876e+1
10 | L/20 20 2.0941e-2 | 8.3092e-1 | 2.7389%¢e+1
11 | L/30 30 1.6389%-2 | 8.4057e-1 | 2.8310e+1
12 | L/40 40 1.4208e-2 | 8.4758e-1 | 2.9636e+1
13 | L/50 50 1.2952e-2 | 8.5258e-1 | 2.9718e+1
14 | L/60 60 1.2140e-2 | 8.5695e-1 | 3.0461e+1

Tab. 8

W kolejnych wierszach Tab. § zawarte zostaty wyniki eksperymentow przy
ustalonej wartosci H, czyli przy ustalonej dekompozycji wyjsciowego obszaru
Q. Kolumny tabeli zawieraja wyniki doswiadczen przy ustalonym stosunku 7.

Dane z Tab. 8, przdstawione zostaly w postaci krzywych narysowanych
linia ciagta na Rys. 17. Krzywe te zostaly oznaczone wartosciami stosunku
7. Podobnie jak przy innych wykresach, na osi odcigtych odlozona zostata
liczba podobszaréw, na ktore podzielony zostal wyjéciowy obszar €). Przy
przyjetych zatozeniach, liczba podobszaréw K jest proporcjonalna do % -
patrz (4.2). Na osi rzednych, w skali logarytmicznej, odlozona zostata waro$é
btedu schematu (2.14.a)-(2.14.d) w stabych normach.

Z przedstawionych danych wynika, ze przy 7 = const oraz przy % =
const, brak jest zbieznosci. Wyniku tego nie mozemy niestety skonfrontowac z
Twierdzeniem 4, poniewaz rozwazany tutaj przypadek, w ktérym zatozylismy
7 = const, nie spelnia zatozen tego Twierdzenia. Brak zbieznosci schematu
(2.14.a)-(2.14.d) przy przyjetych zalozeniach, jest wnioskiem z Twierdzenia 3,
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zobacz Uwaga 7. Oszacowanie rzedu zbiezno$ci w silnych normach imp-

likuje bowiem rzad zbieznosci w normach stabych. Przypomnijmy, ze przy

7 = const oraz przy % = const, udowodnilismy brak zbieznosci w silnych

normach.

Slabe normy (tau/h)=const; (h/H)=1/6
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4.2 Eksperymenty numeryczne - 2D

W tym podrozdziale przedstawione zostana wyniki odpowiednich ekspery-
mentéw numerycznych przeprowadzonych z uzyciem schematu (3.29.a)-(3.29.d).
Celem tego podrozdziatu bylo potwierdzenie stabilnosci schematu (3.29.a)-
(3.29.d) 1 jego rzedu zbieznosci, tj. zgodnosci oszacowan teoretycznych za-
wartych w Twierdzeniach 7, § z rzeczywistymi obliczeniami numerycznymi.
Schemat (3.29.a)-(3.29.d) zostal zastosowany do wyznaczenia przyblizo-
nego rozwiazania zagadnienia (3.1.a)-(3.1.b), z kwadratowym obszarem
Q = (0,10) x (0,10), przy A(t;u,v) = X2, (D;u, Div)Lg(Q) i znanym rozwia-
zaniu doktadnym

u((x1, z2),t) = o1 sin <gx1> sin (gl’z) cos (5t). (4.3)

Zachowanie schematu (3.29.a)-(3.29.d) w przypadku innych funkcji wybranych
do testow byto identyczne.

W tej serii doswiadczen, proponowny schemat badany byt w przypadku
podziatu obszaru €2 na podobszary z punktami krzyzowymi, ktore dalej nazy-
wac bedziemy kratq.
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W kazdej serii eksperymentéw, w celu uproszczenia implementacji przy-
jeliSmy nastepujace zatozenia:

- wyjsciowy kwadrat ) dzielony byl na kwadratowe podobszary wymiaru
H x H tworzace krate;

- na kazdym z podobszaréow g, i (g, wprowadzalismy taka sama re-
gularng triangulacje, sktadajaca sie z identycznych trojkatow réwno-
ramiennych i prostokatnych o ramienionach dtugosci h i przeciwpros-
tokatnej dtugosci v/2h, tak zeby H = lh, dla zadanej catkowitej liczby [;

Podobnie jak w Podrozdziale 4.1, przeprowadzone zostaly nastepujace serie
eksperymentow:

1. przy ustalonym stosunku ;5 i ustalonym H;

2. przy ustalonym stosunku ;7 i ustalonym stosunku %;

T

3. przy ustalonym stosunku 7 i ustalonym H;

>

T

. H .
4. przy ustalonym stosunku 7 i ustalonym stosunku -

>

Naszym zdaniem, cztery wyzej wymienione przypadki pozwolity miarodajnie
oceni¢ zgodnos¢ wynikow teoretycznych z numerycznymi. Pozwalaja one na
zbadanie stabilnosci oraz rzedu zbieznosci schematu (3.29.a)-(3.29.d). Daja
takze mozliwos¢ zbadania rzedu zbieznosci naszego schematu w przypadku
zmienianego H - parametru grubej triangulacji TH.

W tej serii eksperymentéw do oznaczania btedu schematu (3.29.a)-(3.29.d)
przyjelisémy

o & w przypadku silnych norm, zobacz Twierdzenie 7, tzn.

2 } n
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W kazdym pojedynczym eksperymencie mierzony byt zaréwno btad £ jak i F,
a otrzymane wyniki, po przedstawieniu w osobnych tabelach i na odpowied-
nich wykresach, konfrontowane byty z wynikami Twierdzen 71 8.

4.2.1 Eksperymenty przy stalym stosunku ;7 i ustalonym H

W tym podrozdziale przebadane zostaly stabilno$¢ i rzad zbieznosci schematu
(3.29.a)-(3.29.d) dla réznych wartosci h, przy statej wartosci stosunku ;5 i
ustalonej z gory dekomozycji €2, tj. przy ustalonym H.

W tej serii eksperymentéw numerycznych skoncentrowali$my sie na naj-
bardziej istotnych wtasnosciach naszego schematu z punktu widzenia prak-
tyki. Dla schematow stosowanych do dyskretyzacji zagadnien parabolicznych
ustalony stosunek ;5 zapewnia bowiem optymalna zbieznosc¢ - patrz np. [23].
7 praktycznego punktu widzenia zachowanie sie schematu przy ustalnym H,
czyli przy ustalonej liczbie podobszarow, jest takze najbardziej istotna in-
formacja. Zazwyczaj dekompozycji zadania wyjsciowego dokonujemy przed
rozpoczeciem obliczen, majac na uwadze przede wszytkim zasoby sprzetowe
- np. liczba dostepnych procesoréw komputera wieloprocesorowego lub liczba
dostepnych jednostek w klastrze obliczeniowym.

W tej serii doswiadczen wyjsciowy obszar ) podzielony zostat na krate
na dziewie¢ jednakowych podobszarow: pie¢ podobszarow typu Red i cztery
podobszary typu Black. Kazdy z podobszarow byt kwadratem o boku H,
gdzie H = %. Dekompozycja ta zostata przedstawiona na Rys. 18.




Przy ustalonym H zmniejszane bylo h - parametr gestej triangulacji 7".
W kolejnych seriach doswiadczenia h byto rowne { ————— }
Wraz ze zmniejszajacym sie h zmniejszane byto rowniez 7 z zachowaniem
statej wartosci stosunku ;3. Stosunek ten réwny byt jednej z trzech wartosci
{0.1,1, 10}. Przy innych wartosciach stosunku 77, zachowanie schematu
(3.29.a)-(3.29.d) byto analogiczne do opisywanego tutaj. Za T przyjeliSmy

Zivréémy uwage, ze przy opisanej wyzej dekompozycji, wybrana to testéw
funkcja (4.3), ma na grubej siatce I pochodna istotnie r6zna od zera. Pochod-
na ta jest funkcja zmienna w czasie.

Eksperymenty przeprowadzone przy réznych wartosciach stosunku ;5 po-
twierdzity stabilno$¢ schematu (3.29.a)-(3.29.d). Jest on stabilny takze dla
7z > 10.

Wyniki tej serii doswiadczen, mierzone w silnych normach przedstawione
zostaly w Tab. 9.

(2 . 2—”), czyli dwa okresy wybranej do testow funkeji (4.3).

[ ] \ T/h? =0.1 \ T/h? =1 \ T/h* =10 \
k h E Ep—1/Ek E Er—1/Ek Ex Er—1/Ek
1 H/5 5.9875e+0 - 5.1688e+1 - - -
2| H/10 | 1.3213e+0 | 4.5315 | 1.0151e+1 | 5.0919 | 3.5865e+1 -

3 H/20 2.4949¢-1 5.2960 | 2.3054e+0 | 4.4031 | 2.8199e+1 1.2719

4 H/40 7.3839¢-2 3.3788 7.2884e-1 3.1631 | 8.1813e+0 | 3.4468

5 H/80 2.5753e-2 2.8672 2.5655e-1 2.8409 | 2.6149e+0 | 3.1287

6 H/160 - - 9.0680e-2 2.8292 9.1638e-1 2.8535
Tab. 9

W kolejnych wierszach tabeli zawarte zostaly wyniki eksperymentéw przy
ustalonym h. Natomiast w kolejnych kolumnach powyzszej tabeli zawarte
zostaly wyniki eksperymentow oraz rzad zbieznosci przy ustalonym stosunku
7/h?.

Wyniki z Tab. 9 przedstawione zostaly w postaci trzech krzywych za-
znaczonych linia ciagta na Rys.19. Krzywe te opisane zostaly warto$ciami
stosunku ;5. Na osi odcietych tego wykresu zaznaczone zostaly wartosci %,
gdzie h jest parametrem triangulacji 7". Na osi rzednych odlozone zostaty
w skali logarytmicznej wartoséci bledu zbieznosci schematu (3.29.a)-(3.29.d)
w silnych normach.

Przeanalizujmy teraz zgodnos¢ eksperymentow z Twierdzeniem 7, o zbiez-

nosci schematu (3.29.a)-(3.29.d) w silnych normach. Na mocy tego Twierdze-

nia btad zbieznosci metody w silnych normach jest rzedu O (\/72 + h? + %) ,
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co przy 7z = const i H = const daje

O(\/T2+h2+}:—;) :0(,/h4+h2+%4) =0 (h).

Silne normy (tau/h”"2)=const

100
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Rys. 19

Na Rys. 19, linia przerywana zaznaczone zostaly dopasowane do kazdej
krzywej eksperymentalnej, krzywe wyrazajace odpowiednie zaleznosci O (h%)
Jak wida¢, idealnie opisuja one zachowanie btedu schematu (3.29.a)-(3.29.d)
w silnych normach. Wyniki eksperymentéw sa zatem o pot rzedu lepsze od
oszacowania, ktére podaje Twierdzenie 7.

Sprébujmy wyjasnié¢ takie zachowanie bledu schematu (3.29.a)-(3.29.d).
Zwroémy uwage, ze zarowno btad &£ jak i F - patrz definicje str. 148, nie
zawieraja odpowiednich catek przestrzeni L?*(f2), a jedynie ich kwadratury.
W tym przypadku, przy dostatecznie regularnym rozwiazaniu zagadnienia
(3.1.a)-(3.1.b), blad zbieznosci MES pokrywa sie¢ z bledem zbieznosci MRS.
Przy pomiarze bledu za pomoca kwadratur, opartych na punktach nodal-
nych Q" i tak szczegélnym zagadnieniu parabolicznym - prosta posta¢ formy
dwuliniowej A(t; u, v) oraz przyjetych zalozeniach o parametrze triangulacji
T" - h, mozemy spodziewaé sie tzw. superzbieinosci, czyli w tym przypadku

zbieznosci rzedu O (\/7'2 + ht+ %) Dowdd tego faktu dla kwadratowego

obszaru {2 jest uogdlnieniem dowodu Twierdzenia 3 na dekompozycje w sza-
chownice.

151



Przy ;5 = const i H = const daje to

2 h4 3
(9<\/72+h4+;—H) :O<\/h4+h4+ﬁ) ZO(hg),

czyli doktadnie pokrywa sie z krzywymi dopasowanymi na Rys. 19 do wynikéw
eksperymentalnych. Nie zmienia to oczywiscie faktu, ze ta czes¢ eksperymen-
tow potwierdza odpowiednie wyniki teoretyczne.

W tej samej serii doswiadczen, przy pomiarze btedu w silnych normach
- &, mierzony byt takze btad naszego schematu w normach stabych - F.
Otrzymane wyniki zawarte zostaty w Tab. 10.

[ ] \ T/h* =0.1 \ T/h? =1 \ T/h? =10 \
k h Fi Fi—1/Fk Fi Fi—1/Fk Fi Fi—1/Fk
1 h0/5 9.5637e-1 - 8.3676e+0 - - -

2 ho/lo 1.6159¢-1 5.9185 1.6643e+0 5.0277 2.1675e+1 -

3 h0/20 2.3471e-2 6.8847 2.3829e-1 6.9843 3.9396e+0 5.5018

4 h0/40 3.1672¢-3 7.4106 3.2072e-2 7.4298 6.4340e-1 6.1231

5 h0/80 4.1179e-4 7.6913 4.1675e-3 7.6957 8.5220e-2 7.5499

6 h0/160 - - 5.3146e-4 7.8417 1.0938e-2 7.7919
Tab. 10

W kolejnych wierszach tabeli zawarte zostaly wyniki eksperymentéw przy
ustalonym h, natomiast w kolejnych kolumnach powyzszej tabeli zawarte
zostaly wyniki eksperymentéw oraz rzad zbiezno$ci przy ustalonym stosunku
T/h%.

Dane z Tab. 10 przedstawione zostaly w postaci trzech krzywych, naryso-
wanych linia ciaglta na Rys. 20. Zostaly one oznaczone wartosciami stosunku
7z- Na osi odcietych odlozono wartosci % Na osi rzednych, w skali loga-
rytmicznej, odtozono wartosci btedu zbieznosci schematu (3.29.a)-(3.29.d) w
stabych normach.

Przeanalizujmy zgodno$¢ wynikéw eksperymentalnych z Twierdzeniem 8
- 0 zbieznosci schematu (3.29.a)-(3.29.d) w stabych normach.

Na mocy tego Twierdzenia btad dyskretyzacji w stabych normach jest rzedu

O <\/7-2 + h2+ hT—;I + %)7 co przy 3z = const i H = const, daje

O \/T2—|—h2-|—T—4+T—2 =0 \/m :O(h).
hH  H? h
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Slabe normy (tau/h”~2)=const
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Na Rys. 20, linia przerywana, zaznaczone zostaly dopasowane do kazdej
krzywej eksperymentalnej zaleznosci O (h?). Jak widaé¢, bardzo dobrze opisuje
one zachowanie btedu schematu (3.29.a)-(3.29.d) w stabych normach. Wyniki
eksperymentow sa zatem znaczaco lepsze od oszacowania, ktore zostato po-
dane w Twierdzeniu 8.

Takie wtasnie wyniki eksperymentéw mozna probowaé wyjasni¢ poprzez
rozbicie bledu analizowanego w Twierdzeniu 8, na dwie czesci : bltad w punk-
tach nodalnych grubej siatki I'* oraz btad w pozostatych punktach Q. Wktad

tego pierwszego do globalnego btedu to O (\/,f—;), co przy 7 = const i

0( hTH) :0(@) =0 (n3).

Wszystko wskazuje na to, ze przy stosunkowo duzych parametrach dyskre-
tyzacji 7, h, przewaza btad w punktach grubej siatki. Najprawdopodobniej,
przy dalszym zageszczania siatki przestrzenno-czasowej szybkosé zbieznosci
wyhamowataby. Nie jesteSmy jednak w stanie tego sprawdzi¢ ze wzgledow
technicznych, poniewaz przy naszych zasobach sprzetowych wykonanie ko-
niecznych obliczen trwaloby za dtugo lub prawdopodobnie bytoby w ogole
niewykonalne.

H = const daje

4.2.2 Eksperymenty przy stalym stosunku ;7 i zmiennym H

W tej serii eksperymentéw numerycznych zbadana zostata zaleznos¢ btedu
zbieznosci schematu (3.29.a)-(3.29.d) od liczby podobszaréw, na ktéra zostata
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dokonana dekompozycja wyjsciowego obszaru 2 = (0, 10) x (0, 10). Zaleznos¢
ta jest bardzo istotna, a btad idealnego do obliczen réwnolegtych schematow
tego typu, powinien mozliwie stabo zaleze¢ od liczby podobszaréw, na ktore
podzielony zostal wyjéciowy obszar (2.

W tej serii do$wiadczen wyjsciowy obszar €2 dzielony byl w zageszczjaca
sie rownomierna krate, tj. w kwadraty o zmniejszajacym sie boku H. Krata
ta stanowita gruba siatke dekompozycji (2. Sytuacje ta przedstawia Rys. 21.

Rys. 21

Przy ustalonym stosunku % = % zmieniane bylo H - parametr triangu-
lacji TH. Zachowanie sie schematu (3.29.a)-(3.29.d) przy innym stosunku 4
byto analogiczne do tutaj opisanego. W kolejnych seriach doswiadczenia H
byto réowne {1—20, %, %0, . } Wraz ze zmniejszajacym sie H proporcjonalnie
zmniejszany bylto h - parametr triangulacji 7" i jednoczesnie zmniejszane
byto réwniez 7 z zachowaniem statego stosunku ;5. Stosunek ten, podobnie
jak w poprzednich seriach eksperymentow, rowny byl jednej z trzech wartosci

{0.1, 1, 10}.

Za T, podobnie jak poprzednio, przyjelismy (2 2m

. ?), czyli dwa okresy wy-
branej do testéw funkcji (4.3).

Przeprowadzone eksperymenty potwierdzaja stabilnos¢ schematu, a wyniki
otrzymane przy pomiarze btedu w silnych normach przedstawione zostaty w
Tab. 11.

W kolejnych wierszach tej tabeli przedstawione zostaly wyniki ekspery-
mentow przy ustalonym H. Kolejne kolumny tabeli zawieraja wyniki ekspery-
mentéw przy ustalonym stosunku 7/h?.

Dane z Tab. 11 przedstawione zostaly w postaci narysowanych linia ciagta
krzywych na Rys.22, a odpowiednie krzywe opisane zostaly wartoscia sto-
sunku 73. Na osi rzednych odlozone zostaty w skali logarytmicznej wartosci
btedu w silnych normach. Na osi odcietych natomiast pierwiastek z liczby
podobszarow (g, 1 (g, ktory jest proporcjonalny do wartosci % Laczna
liczba podobszaréw jest bowiem réwna (K)? i dlatego mamy

(Kw%)/\(Hwh)i(\/ﬁw%). (4.4)

154



| 7/h*=01] 7/ =1 [ 7/h* =10

k H Liczba 5k gk 5k
podobszaréw
1| L/2 4 2.7479e+0 | 2.3776e+1 -
2 | L/4 16 3.4720e+0 | 2.8249e+1 -
3| L/6 36 1.4974e+40 | 1.2283e+1 | 7.2769e+1
4 | L/8 64 8.1544e-1 | 7.6592e+0 | 7.4380e+1
5 | L/10 100 5.6429e-1 | 5.7127e+0 | 7.5133e+1
6 | L/12 144 4.7516e-1 | 4.6232e+0 | 6.5824e+1
7 | L/14 196 3.8769¢e-1 | 3.9159e+0 | 5.4977e+1
8 | L/16 256 3.3800e-1 | 3.4073e+0 | 4.8017e+1
9 | L/18 324 3.0028e-1 | 3.0236e+0 | 4.1347e+1
10 | L/20 400 2.7047e-1 | 2.7205e+0 | 3.6040e+1
11 | L/30 900 1.8173e-1 | 1.8226e4-0 | 2.1574e+1
12 | L/40 1600 - 1.3740e+0 | 1.5298e+1
13 | L/50 2500 - - 1.1876e+1
14 | L/60 3600 - - 9.7214e+0
Tab. 11
Silne normy (tau/h~2)=const; (h/H)=1/6
1000 'krzywe doswiadczalne
krzywe teoretyczne - h~(1)
100 e e
& x ”x\\ e, L
g 10 | T E
E /%&\K*xxx E
<\ el
PN
- e 7z = 0.1
0.1

Przeanalizujemy teraz zgodno$¢ eksperymentéw numerycznych z Twierdze-
niem 7. Twierdzenie to méwi, ze przy ustalonym stosunku 75 oraz ustalonym

1 1
10 20

1
30
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pierwiastek z liczby podobszarow
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Na Rys. 22, linia przerywana, dopasowane zostaty do krzywych eksperymen-
talnych, odpowiednie zaleznosci O(h). Jak widaé, bardzo dobrze oddaja one
rzeczywiste zachowanie sie btedu zbieznosci schematu (3.29.a)-(3.29.d).

W tej samej serii do$wiadczen, mierzony byt réwniez blad zbieznosSci
schematu (3.29.a)-(3.29.d) w stabych normach. Wartosci btedu mierzone w
tych normach zawiera Tab. 12.

| [ 7/h*=01] 7/h* =1 [ r/h* =10 |

k H Liczba Fi Fi Fi
podobszaréw

1| L/2 4 1.0603e-1 | 6.1987e+0 -

2 | L/4 16 4.9019e-1 | 5.0018e+0 -

3| L/6 36 1.8050e-1 | 1.9216e+0 | 2.3202e+1
4 | L/8 64 8.9357¢-2 | 9.8401e-1 | 1.5567e+1
5 | L/10 100 5.3562e-2 | 6.0878e-1 | 1.3041e+1
6 | L/12 144 3.6255e-2 | 4.1956e-1 | 1.1324e+1
7 | L/14 196 2.6389%¢-2 | 3.0802e-1 | 9.0454e+0
8 | L/16 256 2.0124e-2 | 2.3599e-1 | 7.2701e+0
9 | L/18 324 1.5869¢e-2 | 1.8673e-1 | 5.9128e+0
10 | L/20 400 1.2840e-2 | 1.5146e-1 | 4.8759¢+0
11 | L/30 900 5.6969e-3 | 6.7669e-2 | 2.2854e+0
12 | L/40 1600 - 3.8181e-2 | 1.3091e+0
13 | L/50 2500 - - 8.4578e-1
14 | L/60 3600 - - 5.9048e-1

Tab. 12

W kolejnych wierszach tej tabeli przedstawione zostaly wyniki ekspery-
mentéw przy ostalonym H. Kolejne kolumny tabeli zawieraja wyniki ekspery-
mentéw przy ustalonym stosunku 7/h?.

Dane z Tab. 12 przedstawione zostaty w postaci krzywych narysowanych
linia ciagta na Rys.23, a krzywe te podpisano wartosciami stosunku ;5. Na osi
rzednych odtozone zostaty w skali logarytmicznej wartosci btedu w stabych
normach. Na osi odcietych natomiast, pierwiastek z liczby podobszaréw (g,
i Qp,, ktory jest proporcjonalny do wartosci % - patrz (4.4).

Zgodnie z Twierdzniem 8, btad rozwazanego schematu, przy statym sto-
sunku ;5 i stalym stosunku %, jest rzedu

4 2 h8 h4
O(\/TQ—FhQ—F}:—H—F%) :O(\/h4+h2+ﬁ+ﬁ) =0 (h).
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Slabe normy (tau/h”2)=const; (h/H)=1/6
10000
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pierwiastek z liczby podobszarow
Rys. 23

Na Rys. 23, linia przerywana, do kazdej krzywej eksperymentalnej dopa-
sowano zalezno$¢ O(h?) i jak wida¢ idealnie zgadzaja sie one z wynikami
eksperymentalnymi. Takiego zachowania bledu schematu (3.29.a)-(3.29.d)
nie jesteSmy w stanie do konca wyttumacy¢. Zachowanie takie zostato przez
nas zaobserwowane takze przy innych wartoscich parametréw 7, h oraz H, jak
rowniez przy innych przyjetych do testow funkcjach. Naszym zdaniem suge-
ruje ono, ze Twierdznie § daje oszacowanie rzedu zbieznosci metody, ktore
nie jest ostre wzgledem zmiennej H.

T

4.2.3 Eksperymenty przy stalym stosunku 7 i ustalonym H

W tej serii eksperymentéw zbadalismy stabilno$c¢ i rzad zbieznosci schematu
przy ustalonym stosunku 7 i ustalonym H. Seria ta jest analogiczna do
opisanej w Podrozdziale 4.2.1, z tym, ze tutaj zaktada¢ bedziemy stalos¢
stosunku 7, a nie ;5.

Wyjsciowy obszar §2 podzielony zostal w krate na dziewie¢ jednakowych
podobszarow: pie¢ typu Red i cztery typu Black. Kazdy z podobszaréw byt
wymiaru H x H, gdzie H = 13—0. Sytuacja ta zostala przedstawiona na Rys. 18
- str. 149.

Przy ustalonym H zmieniane bylo h - parametr lokalnej triangulacji
kazdego z podobszaréw (g, Qp.. W kolejnych seriach doswiadczenia h byto

rowne {ﬂ H O HHH } Wraz ze zmniejszajacym sie h zmniejszane byto
rowniez T z zachowaniem statego stosunku £ i rownego jednej z dwoch warosci
0.111. Ze wzgledu na wymiar powstatego zadania, nasze zasoby sprzetowe nie
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pozwolily na przeprowadzenie miarodajnych eksperymentéw numerycznych
przy stosunku 7 > 1.

Za T przyjelismy (2 . %’r), czyli dwa okresy wybranej do testow funkcji
(4.3).
Eksperymenty, ktore przeprowadzilismy w tej serii doswiadczen potwierdzaja
wyniki Twierdzeri 51 6 - o stabilnosci schematu (3.29.a)-(3.29.d).

W przypadku pomiaru btedu w silnych normach, otrzymane dane przed-
stawione zostaty w Tab. 13.

| \ 7/h =0.1 \ 7/h =1 |
h Ex Ei—1/Ek Ex Ei—1/Ek
H/lO 2.6642¢e+0 - 2.3997e+1 -

H/20 | 1.2942e+0 | 2.0586 | 1.2606e+1 | 1.9036
H/40 | 8.7717e-1 1.4754 | 9.3639¢+0 | 1.3462
H/80 | 6.2139¢-1 1.4116 | 6.5123e+0 | 1.4379
H/160 | 4.4136e-1 1.4079 | 4.5290e+0 | 1.4379
H/320 | 3.1293e-1 1.4104 | 3.1730e+0 | 1.4274

Tab. 13

| =W N =/

W kolejnych wierszach tabeli zostaty zawarte wyniki eksperymentéw przy
ustalonej wartos$ci parametru h. Kolejne kolumny tej tabeli zawieraja na-
tomiast wyniki eksperymentéw oraz rzad zbieznosci, przy ustalonym sto-
sunku 7.

Silne normy (tau/h)=const; H = const
100

krzy\A/a doswiadczélna
krzywa teoretyczna - h"(1/2)
x
\
N\
\
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— =
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5 >
- X
K=
o
K\
1k . B
e T __
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0.1 1 1 1 1 1 |
o] 50 100 150 200 250 300 350
(1/h)
Rys. 24

Dane z Tab. 13 przedstawione zostaly w postaci krzywych narysowanych
linia ciagta na Rys.24. Odpowiednie krzywe oznaczone zostaly warto$ciami
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stosunku . Na osi odcietych odfozone zostaty wartosci %, a na osi rzednych,
w skali logarytmicznej, wartosci btedu btedu zbieznosci schematu (3.29.a)-
(3.29.d) w silnych normach.

Sprawdzmy zgodnos¢ eksperymentéw z Twierdzeniem 7. Na mocy tego

Twierdzenia brad zbieznosci schematu (3.29.a)-(3.29.d) w silnych normach

jest rzedu O (\/7'2 + h?+ g—;), co przy 7 = const i H = const daje

O(\/72+h2+%) :o(m) =0(h?).

Na Rys. 2/ linia przerywana, zaznaczone zostaly krzywe odpowiadajece
zbieznosci rzedu (’)(h%). Jak wida¢, idealnie odzwierciedlaja one wyniki ekspery-
mentoéw numerycznych, co potwierdza zgodnos$é eksperymentéw z Twierdze-
niem 7.

Wraz z pomiarem btedu oznaczonego przez nas przez &£, mierzony byt
takze btad w normach stabych. Wyniki tej czesci ekspetymentéw przedsta-
wione zostaly w Tab. 14.

S

| \ 7/h =0.1 \ 7/h =1 \
h Fi Fi—1/Fk Fi Fi—1/Fk
H/lO 4.4066e-1 - 5.7417e+0 -

H/20 | 1.2933e-1 | 3.4073 | 1.5701e+0 | 3.6569
H/40 | 3.5005e-2 | 3.6946 8.4008e-1 1.8690
H/80 | 9.2857e-3 | 3.7698 4.2812e-1 1.9623
H/160 | 2.6196e-3 | 3.5447 2.1339e-1 2.0063
H/320 | 1.1397e-3 | 2.2985 1.0635¢-1 2.0065

Tab. 14

O | W N = F

W kolejnych wierszach tabeli zawarte zostaly wyniki eksperymentéw przy
ustalonym parametrze h triangulacji 7". Kolejne kolumny tabeli zawieraja
wyniki eksperymentow przy ustalonym stosunku 7.

Dane z Tab. 14 przedstawione zostaly w postaci krzywych narysowanych
linia ciagta na Rys.25. Odpowiednie krzywe opisane zostaly warto$ciami sto-
sunku 7. Na osi odcigtych odtozone zostaty wartosci %, a na osi rzednych, w
skali logarytmicznej, wartosci btedu w stabych normach.

Z przedstawionych danych eksperymentalnych wynika, ze przy ustalonym
stosunku parametrow ; i ustalonym H, btad schematu (3.29.a)-(3.29.d) jest
rzedu O(h). Niestety, nie udato sie pokazaé tej zaleznosci teoretycznie - przy-
pomnijmy, ze Twierdzenie 8, podaje oszacowanie rzedu zbieznosci schematu

przy ustalonym stosunku T/h%J’O‘, dla o > 0.
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Slabe normy (tau/h)=const; H = const
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4.2.4 Eksperymenty przy stalym stosunku ; i zmiennym H

Ta seria eksperymentow numerycznych jest analogiem do wczesniej przepro-
wadzonej i opisane] w Podrozdziale 4.2.2. Tym razem, przy zwigkszajacej
sie liczbie podobszarow, na ktore zostat podzielony wyjsciowy kwadrat €2, z
zachowaniem statego stosunku % = %, utrzymywany byt staty stosunek 7, a
nie jak to miato miejsce w Podrozdziale 4.2.2, staly stosunek ;5.

Przeprowadzone obliczenia sa zgodne z Twierdzeniami 51 6 - twierdzeni-
ami o stabilnosci schematu (3.29.a)-(3.29.d).

Wiyniki tej czesci eksperymentéw, przy pomiarze bledu w silnych nor-
mach, przedstawione zostaty w Tab. 15.

W nastepujacych po sobie wierszach tabeli zawarte zostaty wyniki ekspery-
mentéw dla coraz mniejszych wartosci parametru H. Kolejne kolumny tabeli
zawieraja wyniki odpowiednich eksperymentow przy ustalonej wartosci sto-
sunku 7.

Wyniki z Tab. 15, przedstawione zostaty w postaci krzywych narysowa-
nych linia ciagta na Rys. 26. Zostaly one oznaczone wartosciami stosunku
7. Na osi rzednych odlozone zostaty, w skali logarytmicznej, wartosci btedu
w silnych normach. Na osi odcietych natomiast pierwiastek z liczby podob-
szarow (g, 1 Qp,, ktory jest proporcjonalny do wartosci % - patrz (4.4).
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| 7/h=01] 7/h=1 | 7/h=10 |

k H Liczba 5k gk 5k

podobszaréw

1| L/2 4 3.3142e+0 | 2.6309e+1 -

2 | L/4 16 7.1178e+0 | 6.1979e+1 -

3| L/6 36 4.4057e+40 | 5.0521e+1 -

4 | L/8 64 3.6171e+0 | 4.6911e+1 -

5 | L/10 100 3.3786e+0 | 4.5665e+1 -

6 | L/12 144 3.3001e+0 | 4.5461e+1 -

7 | L/14 196 3.2757e+0 | 4.5516e+1 | 6.1040e+1

8 | L/16 256 3.2693e+0 | 4.5723e+1 | 3.8971e+1

9 | L/18 324 3.2704e+0 | 4.5829e+1 | 5.7968e+1

10 | L/20 400 3.2752e+0 | 4.5763e+1 | 7.5592e+1

11 | L/30 900 3.3041e+0 | 4.5950e+1 | 8.0610e+1

12 | L/40 1600 3.3245e+0 | 4.6043e+1 | 8.6350e+1

13 | L/50 2500 3.3381e+0 | 4.6098e+1 | 9.5883e+1

14 | L/60 3600 3.3478e+40 | 4.6134e+1 | 1.0036e+2

Tab. 15
Silne normy (tau/h)=const; (h/H) = const
1000 'krzywe doswiadczalne
Kkrzywe teoretyczne - h~(0)

100 m=36 -3¢ = h 12777777;77777,,,,,% SRR
g S /\s,_g;%/f ,,,,,,,,,,,,,,,,, S — SE—
| I F =1

10 | -

*>\xesx e p=o0t
. (o] 1‘0 2‘0 3‘0 410 5‘0 60
pierwiastek z liczby podobszarow
Rys. 26

Zgodnie z Twierdzeniem 7, rzad zbieznosci schematu (3.29.a)-(3.29.d)

przy ustalonym 7 i ustalonym %, Wynosi

0 \/T2+h2+7-—2 —of iy ) -
ni hh

Jak wida¢, z przedstawionych wyzej danych, wynika zgodnos¢ Twierdze-
nia 7z rzeczywistymi obliczeniami numerycznymi.

0(1).
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W tej samej czesci eksperymentéw mierzyliémy btad schematu (3.29.a)-
(3.29.d) w stabych normach. Wyniki tej czesci doswiadczen przedstawione

zostaty w Tab. 16.

| 7/h=01] 7/h=1 | 7/h=10 |

k H Liczba Fi Fi Fi
podobszaréw

1| L/2 4 1.3540e-1 | 9.7188e+0 -

2 | L/4 16 1.1823e+0 | 1.2779e+1 -

3| L/6 36 6.6059¢-1 | 8.8343e+0 -

4 | L/8 64 4.4382e-1 | 7.3855e+0 -

5 | L/10 100 3.4310e-1 | 7.0598e+0 -

6 | L/12 144 2.8772e-1 | 6.9986e+0 | 2.9426e+1
7 | L/14 196 2.5126e-1 | 6.8933e+0 | 3.7886e+1
8 | L/16 256 2.2490e-1 | 6.7732e+0 | 3.1930e+1
9 | L/18 324 2.0479e-1 | 6.6452e+0 | 3.9987e+1
10 | L/20 400 1.8893e-1 | 6.6136e+0 | 3.5413e+1
11 | L/30 900 1.4282e-1 | 6.5116e+0 | 3.6168e+1
12 | L/40 1600 1.2091e-1 | 6.4715e40 | 3.7786e+1
13 | L/50 2500 1.0838e-1 | 6.4509e+0 | 3.7474e+1
14 | L/60 3600 1.0037e-1 | 6.4389e+0 | 3.9288e+1

Tab. 16

W kolejnych wierszach powyzszej tabeli zawarte zostaty wyniki ekspery-
mentow przy ustalonej wartosci H, czyli przy ustalonej dekompozycji wyjs-
ciowego obszaru (2. Kolumny tabeli zawieraja wyniki doswiadczen przy usta-
lonym stosunku 7.

Dane z Tab. 16, przdstawione zostaty w postaci krzywych narysowanych
linia ciagta na Rys. 27. Na osi rzednych odlozone zostaty, w skali logaryt-
micznej, wartosci btedu w slabych normach. Na osi odcietych natomiast pier-
wiastek z liczby podobszarow (g, 1 (g, ktory jest proporcjonalny do wartosci
+ - patrz (4.4).

Z przedstawionych danych wynika, ze przy ; = const oraz przy % =
const, brak jest zbieznosci. Wyniku tego nie mozemy niestety skonfrontowac z
Twierdzeniem 8, poniewaz rozwazany tutaj przypadek, w ktérym zatozylismy
7 = const, nie spelnia zatozen tego Twierdzenia. Brak zbieznosci schematu
(3.29.a)-(3.29.d) przy przyjetych zatozeniach, jest wnioskiem z Twierdzenia 7,
zobacz Uwaga 14. Oszacowanie rzedu zbieznosci w silnych normach imp-
likuje bowiem rzad zbieznosci w normach stabych. Przypomnijmy, ze przy
7 = const oraz przy % = const, udowodnilismy brak zbieznosci w silnych
normach.
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Slabe normy (tau/h)=const; (h/H) = const
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4.3 Eksperymenty numeryczne na sieci komputerowej

W tej serii eksperymentéw zbadane zostaly potencjalne mozliwosci schema-
tow (2.14.a)-(2.14.d) i (3.29.a)-(3.29.d) w celu ich wykorzystania do obliczen
rownolegtych.

Na siect komputerowej zasymulowany zostal klaster obliczeniowy, na kto-
rym wykanane zostaly odpowiednie serie eksperymentéw numerycznych.
Gtéwnym ich celem bylo zbadanie czasu obliczen, jako funkcji liczby wyko-
rzystanych do tego celu procesoréw. Jako miernik przydatnosci naszego al-
gorytmu do obliczen réwnolegtych przyjelismy funkcje Speed Up (patrz np.
[11]), poniewaz naszym celem bylo poréwnanie schematéw zaproponowanych
w tej pracy, (2.14.a)-(2.14.d) i (3.29.a)-(3.29.d), ze schematem zamknietym
Fulera, na ktérym te schematu bazuja.

Przypomnijmy definicje funkcji Speed Up

T
Speed Up(n) = ?1 (4.5)

gdzie w naszym przypadku dla danego zadania (przy ustalonych parametrach
dyskretyzaji 7 oraz h)

o T - czas obliczen dla schematu zamknietego Fulera odpowiadajacego
schematowi (2.14.a)-(2.14.d) lub (3.29.a)-(3.29.d);

e T, - czas obliczeni jednego ze schematow (2.14.a)-(2.14.d) lub odpowied-
nio (3.29.a)-(3.29.d) przy wykorzystaniu n procesordw.
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Przy ustalonych globalnym parametrach 7,h oraz ustalonym 7', przepro-
wadzone zostaly obliczenia przy wzrastajacej liczbie podobszaréow (- czyli
zmniejszajacym sie H ), na ktére dokonywana byta dekompozycja wyjsciowego
obszaru 2. Jednocze$nie, wraz ze wzrostem iloéci podobszarow zwiekszana
byta liczba procesorow wykorzystanych w celu obliczen.

Implementacja obu schematoéw, wykonana przez autora rozprawy, oparta
zostata o biblioteke MPI - Message-Passing Interface. Powstaly program
wykonawczy testowany byt w jednym z labolatoriéw komputerowych Wy-
dziatu Matematyki Informatyki © Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego.

4.3.1 Zadanie jednowymiarowe

W tym podrozdziale przedstawione zostaly wyniki eksperymentéw, ktore
mialy na celu zbadanie mozliwosci schematu (2.14.a)-(2.14.d) w celu wyko-
rzystania go do obliczen rownoleglych.

Idea réwnoleglej implementacji zostata zaprezentowana w Rozdziale 2 i
graficznie przedstawiona na Rys. 2 oraz Rys. 3-4.

Eksperyment przebiegat w nastepujacy sposéb. Przy ustalonych parame-
trach 7 = h = 107° oraz % = 20, wykonywane byty serie eksperymentéw nu-
merycznych przy zmnieniajacym sie H, czyli przy dekompozycji wyjsciowego
jednowymiarowego obszaru €2 = (0, 10), na coraz wieksza liczbe naprzemian
potozonych pododcinkéw typu Red i Black.

Wyniki tego eksperymentu przedstawia Tab. 17. W poszczegdlnych wier-
szach tabeli zawarte zostaty wyniki eksperymentu dla ustalonej wartosci H.
W wierszu pierwszym zawarte zostaly wyniki odpowiedniego eksperymentu
przeprowadzonego z uzyciem schematu zamknietego Eulera. Wzgledem tego
wyniku mierzona byta wartosé funkeji Speed Up.

Liczba Liczba Czas Speed Up
procesoréw | podobszaréw | w sekundach
n T(n) T(1)/T(n)
1 1 465.5 1.0000
3 201.2 2.3136
5 10 116.9 3.9820
7 14 82.4 5.6493
9 18 62.3 7.4719
11 22 42.3 11.005
13 26 30.3 15.363
Tab. 17

W pierwszej kolumnie Tab. 17 podana zostata liczba wykorzystanych pro-
cesorow, w drugiej liczba pododcinkéw, na ktore podzielony zostat obszar €).
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W kolumnie trzeciej podany zostal catkowity czas obliczen w sekundach, a
w czwarte] wartos¢ funkcji Speed Ubp.

Wyniki eksperymentéw zestawione w Tab. 17, ilustruje Rys.28. Na ry-
sunku tym przedstawiony jest Speed Up jako funkcja uzywanych procesoréw.
Na osi odcietych odtozona zostata liczba wykorzystanych procesoréw, a na
osi rzednych warto$¢ funkeji Speed Up.

16

14 B

12 B

10 | g

Rys. 28

Jak widaé z przestawionych danych, schemat (2.14.a)-(2.14.d) badzo do-
brze nadaje sie do obliczen réwnolegtych. Wraz ze zwiekszaniem liczby pra-
cujacych procesoréw, osiagany jest bardzo wysoki Speed Up, ktéry okazuje sie
by¢ prawie liniowq funkcja liczby wykorzystanych do obliczen procesorow, ze
wspolczynnikiem kierunkowym bliskim jednosci.

Zauwazmy, ze przy zwiekszajacej sie liczbie wykorzystanych do obliczen
procesorow Speed Up ro$nie nieco szybciej niz funkcja liniowa. Jest to przede
wszystkim skutkiem lepszego wykorzystania pamieci komputeréw wraz ze
zmniejszajacym sie rozmiarem lokalnych podzadann.

Nalezy zwroci¢ uwage, ze badanie efektywnosci proponowanego schematu
w ujeciu obliczen réownolegtych, odbywato sie na uczelnianej sieci kompute-
rowej, a nie na profesjonalnym klastrze obliczeniowym, przez co szybkosé
komunikacji pomiedzy poszczegdlnymi procesorami, znaczenie wplyneta na
otrzymane wyniki. Na profesjolanym klastrze obliczeniowym Speed Up bytby
zapewne duzo wyzszy.

4.3.2 Zadanie dwuwymiarowe

Celem tej serii eksperymentéw, byto zbadanie wlasnosci schematu (3.29.a)-
(3.29.d) w ujeciu obliczen réwnolegtych, w przypadku dekompozycji kwadratu
2 na tzw. pasy. Schematycznie podzial taki zostatl pokazany na Rys. 29.

165



Z praktycznego punktu widzenia dekompozycja na pasy nie nalezy do naj-
lepszych. Jest jednak faktem, ze implementacja schematu (3.29.a)-(3.29.d)
w przypadku takiej wtasnie dekompozycji jest stosunkowo prosta. Byto to
gtownym powodem wybrania takiego wtasnie wariantu podzialu obszaru
dwuwymiarowego do przetestowania wydajnosci schematu (3.29.a)-(3.29.d),
pod katem przydatnosci do obliczen réwnolegtych.

(0, L)

Rys. 29

Idea réwnolegtej implementacji przy takiej dekompozycji 2 jest identyczna
jak w przypadku dekompozycji €2 C R. Naprzemian prowadzone sa oblicze-
nia na podobszarach Q2g, i {2p;, a co p6t kroku czasowego 7, wymianie ulega
informacja na calym jednowymiarowym brzegu dwéch sasiadujacych ze soba
prostokatnych podobszaréw g, i {1p;.

Eksperyment przebiegal w nastepujacy sposob. Przy ustalonych parame-
trach 7 = h = % oraz % = 15, wykonywane byly serie eksperymentow
numerycznmych przy zmnieniajacym sie H, czyli przy dekompozycji wyj-
sciowego obszaru €2 na coraz wieksza liczbe paskéw. Zwrdéémy uwage, ze w
tym przypadku H oznacza mniejszy wymiar pojedynczego paska tworzacego
dekompozycje kwadratu €.

Wyniki tego eksperymentu przedstawione zostalty w Tab.18. W poszczegol-
nych wierszach tabeli zawarte zostaly wyniki eksperymentu dla ustalonej
wartosci H. W wierszu pierwszym zawarte zostaly wyniki odpowiedniego
eksperymentu przeprowadzonego z uzyciem schematu zamknietego Fulera.
Wzgledem tego wyniku mierzona byta funkcja Speed Up.

W pierwszej kolumnie ponizszej tabeli podana zostata liczba wykorzys-
tanych procesoréw, w drugiej liczba paskow, na ktore podzielony zostat ob-
szar 2. W kolumnie trzeciej podany zostat catkowity czas obliczen w sekun-

dach, a w czwartej warto$¢ funkcji Speed Up.
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Liczba Liczba Czas Speed Up
procesoréw | paskéw | w sekundach
n T(n) T(1)/T(n)
1 1 615.1 1.0000
3 337.6 1.8220
5 10 153.9 3.9968
7 14 93.3 6.5927
9 18 63.1 9.7480
11 22 46.8 13.143
13 26 37.7 16.316
Tab. 18

Wyniki zawarte w Tab. 18 przedstawione zostaly na Rys. 30. Na osi pionowej
odlozone zostaly wartosci funkcji Speed Up. Na osi poziomej odtozona zostata
liczba wykorzystanych procesoréw.
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Rys. 30

Jak wida¢ schemat (3.29.a)-(3.29.d) juz w przypadu dekompozycji na
pasy, badzo dobrze nadaje sie do obliczen réwnolegtych. Wraz ze zwiekszaniem
ilodci pracujacych procesorow, osiagany jest bardzo wysoki Speed Up, ktory
okazuje sie by¢ prawie liniowa funkcja liczby wykorzystanych do obliczen
Procesorow.

Zauwazmy, ze przy przy zwiekszajacej sie ilosci pracujacych procesorow
Speed Up rosnie nieco szybciej niz funkcja liniowa. Jest to przede wszystkim
skutkiem lepszego wykorzystania pamieci komputerow wraz ze zmniejszaja-
cym sie wymiarem lokalnych podzadarn. Warto tu doda¢, ze wymiar wektora
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danych w przypadku n = 1 - pierwszy wiersz Tab. 18, to 2.25 miliona, nato-
miast dla n = 13 - ostatni wiersz tej tabeli, wymiar wektora danych to okoto
86500.

Podobnie jak w Podrozdziale 4.3.1, nalezy tu zwréci¢ uwage, ze badanie
efektywnosci proponowanego schematu w ujeciu obliczen réwnoleglych, odby-
walto sie na uczelnianej sieci komputerowej, a nie na profesjonalnym klastrze
obliczeniowym, przez co szybko$¢ komunikacji pomiedzy poszczegdlnymi pro-
cesorami, znaczenie wptyneta na otrzymane wyniki. Na profesjolanym klas-
trze obliczeniowym Speed Up byltby zapewne duzo wyzszy.

Roéwniez duzo wyzszy Speed Up bylby zapewne osiagniety dla wariantu
dekompozycji Q2 C R? w tzw. krate. Przy ustalonej $rednicy pojedynczego
podobszaru, a wiec z zachowaniem odpowiedniego rzedu btedu zbieznosci
schematu, wymiar probleméw lokalnych przy dekompozycji na krate jest
bowiem znacznie mniejszy od rozmiaru probleméw lokalnych przy podziale €2
na pasy. Celem tej pracy bylo jednak zbadanie zbieznosci schematu (3.29.a)-
(3.29.d), a implementacja rownolegta miata dostarczy¢ jedynie dodatkowych
informacji o potencjalnych mozliwosciach tego schematu.
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5 Podsumowanie

W pracy przedstawiony zostal nowy schemat do dyskretyzacji bardzo ogdél-
nych zagadnien parabolicznych dajacy mozliwos¢ bardzo efektywnej realizacji
rownoleglej. Zawarta w niej zostala analiza teoretyczna - analiza stabilnosci i
zbieznodci, jak i rowniez wyniki odpowiednich eksperymentéw numerycznych
potwierdzajacych wyniki teoretyczne. Przedstawione rowniez zostaly rezul-
taty eksperymentéw numerycznych przeprowadzonych na sieci komputerowej,
pokazujace potencjalne mozliwosci wykorzystania proponowanej metody dys-
kretyzacji do obliczen rownoleglych.

Zawarta w pracy analiza stabilnosci schematow (2.14.a)-(2.14.d) i (3.29.a)-
(3.29.d) - odpowiednio Twierdzenia 1, 2, 5, 6, jest kompletna. UdowodniliSmy
W niej, ze wymienione wyzej schematy sa bezwarunkowo stabilne zaréwno w
silnych jak i stabych normach.

Zawarta w pracy analiza zbieznosci schematow - Twierdzenia 3, 4, 7, 8,
podaje min. ze przy optymalnym doborze parametréow dyskretyzacji 7 oraz
h, tzn. przy zachowaniu statego, ale dowolnego stosunku krokéw ;5 (-zobacz
[24]) oraz przy ustalonej z géry dekompozycji na ustalona, ale dowolna liczbe
podobszarow, proponowany tutaj sposob dyskretyzacji daje rozwiazanie przy-
blizone, ktérego rzad zbieznosci jest taki sam, jak dla rozwiazania odpowia-
dajacego mu schematu zamknietego Eulera. Fakt ten zostal zawarty i udowod-
niony w Twierdzeniach 4 1 8, odpowiednio dla schematéw (2.14.a)-(2.14.d) i
(3.29.a)-(3.29.d) i zostal potwierdzony eksperymentami numerycznymi.

Przedstawione w koncowej czesci pracy wyniki eksperymentéw numerycz-
nych przeprowadzonych na sieci komputerowej, po wielkosci funkcji Speed Up,
pokazuja przydatnosé¢ rozwazanej tu dyskretyzacji do obliczen réwnolegtych.

Dokonajmy zatem podsumowujacego poroéwnania dyskretyzacji propono-
wanej w tej pracy ze schematem, na ktorym ta dyskretyzacja bazuje, czyli ze
schematem zamknietym Fulera. Schematy (2.14.a)-(2.14.d) i (3.29.a)-(3.29.d)
sa bezwarunkowo stabilne i przy optymalnie dobranych parametrach zadania,
tak samo szybko zbiezne jak schemat zamkniety Eulera. Przy ustalonym sto-
sunku parametréw ;5 i ustalonym H schematy rozwazane w tej rozprawie
maja doktadnie te same rzedy zbieznosci co odpowiadajace im schematy
zamkniete Fulera. Dodatkowo daja one jednak mozliwos¢ bardzo efektywnej
realizacji réwnolegtej. Wyniki te zostaly potwierdzone teoretycznie jak i nu-
merycznie. Wedlug naszej wiedzy (- patrz Bibliografia i literatura cytowana
w poszczegblnych pozycjach), jest to jedna z najprostszych, ale jednoczesnie
jedna z bardziej efektywnych, sposrod metod rownolegltej dyskretyzacji dla
bardzo szerokiej klasy zagadnien parabolicznych. Schematy tutaj prezen-
towane poprawiaja takze o pol rzad zbieznosci wzgledem schematéw roz-
wazanych w pracach [2] 1 [3].
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Naszym zdaniem dyskretyzacja rozwazana tutaj powinna by¢ przedmio-
tem dalszych badan. Podczas gdy udowodnione w tej pracy twierdzenia o
rzedzie zbieznoSci w silnych normach wydaja sie by¢ ostre - potwierdzaja
to wyniki licznych eksperymentéw numerycznych, to twierdzenia o rzedzie
zbieznosci w normach stabych doktadnie nie pokrywaja sie z eksperymen-
tami. Daja one, naszym zdaniem, za grube oszacowanie, zwlaszcza, jezeli
chodzi o zachowanie sie btedu zbieznosci schematu w przypadku wzrastajacej
liczby podobszarow, na ktore dzielony jest wyjsciowy obszar ). Brak jest
takze wynikow teoretycznych opisujacych zachowanie sie schematéw (2.14.a)-
(2.14.d) i (3.29.a)-(3.29.d) w stabych normach, w przypadku ustalonego sto-
sunku krokow siatki przestrzenno-czasowej ;. Jak pokazuja odpowiednie e-
ksperymenty, Jest to prawdopodobnie zbiezno$¢ odpowiednio rzedu

@ (7‘ +h?+ 1;/12 ) dla MRS i zbiezno$¢ rzedu O <7‘+ h + r > dla kom-

binacji MES i MRS. Tematem dalszych badan powinno Wlec byc zbadanie
zbiermosci schematu (3.29.a)-(3.29.d) w stabych normach przy 7 = Ch2t®
dla a € [-3,0).

Przedmiotem dalszych badan moze by¢ takze uogélnienie sposobu dekom-
pozycji wyjsciowego obszaru €2, ktory bedzie oparty o ogodlniej zdefiniowana
gruba siatke.

Tematem dalszych eksperymentéw numerycznych powinna by¢ imple-
mentacja schematu (3.29.a)-(3.29.d) przy dekompozycji 2 w krate. Celem
tego powinno by¢ zbadanie mozliwosci, jakie daje ten schemat w ujeciu
obliczen rownolegtych, czyli przede wszystkim pomiar funkcji Speed Up, przy
realizacja (3.29.a)-(3.29.d) na profesjonalnym klastrze obliczeniowym.

Warto takze zbadac¢ zachowanie sie schematu w przypadku, kiedy 2 C R”
dla n > 2 oraz rozwazy¢ wykorzystanie podej$cia proponowanego w tej pracy
do dyskretyzacji zagadnien poczatkowo brzegowych dla réwnan hiperbolicz-
nych.
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A Lematy dodatkowe

W zataczniku tym przedstawione zostaty pomocnicze lematy i twierdzenia
wykorzystane do poszczegélnych dowodow zawartych w tej pracy.

Lemat 7w innym sformutowaniu, odnalezé mozna min. w [18]. Ze wzgledu
na fakt, ze w rozprawie uzywaliSmy go w ponizszym sformutowaniu podajemy
go wraz z dowodem.

Lemat 7 (Lemat Gronwalla). Zalézmy, ze §; > 0, d > 0 oraz dla v; > 0
dlav=0,1,...,n zachodzi

n—1

Tn <51+52Z%-
i=0

Wtedy dla n > 1 mamy
Y < (0 6270) (1 +62)" 1.

Dowdd. Niech )
wy, = In <51 +522%>7
i=0

wtedy na podstawie przyjetego zatozenia o ~,, mamy

Yn—1
n— Wy =In[1+6 <In (1 + 6y).
w Wn—1 Il( + 251+52 ?:_02%) n (1 -+ d9)

Analogicznie pokazujemy, ze

Wp—1 — Wp—2
Wp—2 — Wn—3

Doadajac stronami powyzsze nieréwnosci otrzymujemy
w, <wy+ (n—1)In(1+ ),

co korzystajac z definicji w,,, przepisujemy do postaci

n—1
In (51 + 09 Z %‘) < In (61 + d2y0) + In (1 + 52)n_1-

i=0
Poniewaz v, = In (51 + 09 ;‘:_01 fyl-). ]
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Lemat 8 ([3]). Niech u € H?*(Q) N H3(Q) oraz v bedzie dowolna funkcjq
siatkowq okreslong w punktach Q". Dla dowolnego € > 0, istnieje stata do-
datnia M niezalezna od h, taka Ze

‘ (u, U) L2Q) (u, U)Lg(m)

gdzie (-, ')L}Ql(ﬂh) zostal zdefiniowany w (3.6).

M

< W [lullfzza) + ellvlzz an)-

Lemat 9 ([9]). Dla dowolnej funkcji siatkowej v, okreslonej w punktach
xeQ" ora dowolnego € > 0 mamy
2 — 1 1
(maxo(@)l) < elBoollon + (= + 7 ) lelz o,

z€Q
gdzie Q) = (O, L).

Lemat 10 ([4]). Dla dowolnej funkcji v € V*(Q) oraz dowolnego ¢ > 0
mamy

1 1
oMy < elofisey + (5 + 37 ) IollEzca,

gdzie Q) C R? wielokat o $rednicy H, T' = 0X).
Lemat 11. Niech (-,-)x iloczyn skalarny indukujacy norme ||-||x przestrzeni
unitarnej X . Dla dowolnych u,v € X 4 dla dowolnego € > 0 zachodzi
1
(uv)x < ellullx + vl

Dowdd. Jest to wniosek z kolejno zastosowanych nierdwnosci Schwarza i e-
nieréwnosci. O
Lemat 12 ([13]). Dla kazdego v € V*(Q), istniejq stale dodatnie cy,co =
O(1), takie ze

allvllzz) < vllrz@ny < e2llvflz2@)-

Dowdd. Jest to wniosek wynikajacy z rozpisania funkcji v € V() w bazie
i Lematu 11. 0

Lemat 13. Niech V°, ..., V¥ bedzie ustalonym ciggiem funkcji z przestrzeni
VMQ) oraz niech Nt = T i gV = Y=V~ dlan = 1,...,N. Wtedy
zachodzi nastepujace oszacowanie

N—1
VN2 < CT) {||v°||iz(m .S ||atv"—1||%2(m} <

n=0
< C(T) {||V0||%2(Q) + iax ||6tvn—1||%2(ﬂ)} .

gdzie H jest $rednicq ).

172



Dowaéd. Zauwazmy, ze

N-1 2

n=0

Vn

<2 {”VOH%Q(Q) +7?
2()

E
L2(Q)

N-1
<C(T) {HVOH%Q(Q) +T Yy ”atVnH%Q(Q)} :
n=0
(A1)

L

Powyzej skorzystaliSmy z nierownosci Buniakowskiego-Cauchy’ego. Na mocy

tej nieréwnosci mamy bowiem
2 N-1 2
<(S1ariz.) -
L2(Q) n=0
2

2 ( N-1
L2(Q) n=0
N-1 N-1 N-1 )
n 2 n
(S0 ) < (S 02) (S o nm)) <
n=0 n=0 n=1

A
N—-1 TN 1

<N Y Hatvnugg( - Z Hatvn”Lz
n=0

N-1
S o
n=0

Druga nieréwnosé tezy Lematu otrzymujemy na mocy faktu

1 N- 1 N-1
= g 0 ey < 7 32 (gm0 ) <
<N max 10V g (A2)
Korzystajac w (A.1) z nieréwnosci (A.2) na mocy faktu N7 =T. O

Twierdzenie 9 ([12]). Niech funkcja uw € H*(2) N Hy(Q), a funkcja W €
VM(Q) bedzie jej liniowq interpolaciq w punktach nodalnych trinangulacji T".
Przy tych zalozeniach zachodza nastepujece oszacowania

Hu — W”LQ(Q) < Cth‘u‘Ip(Q)
oraz

|u — W‘HI(Q) < Cgh|u|H2(Q)

gdzie state Cy, Cy sa niezalezna od funkcyi u.
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Lemat 14 ([12]). Niech funkcja u € H*(Q) N H(Q), a funkcja W € V()
bedzie jej liniowq interpolacjq w punktach nodalnych trinangulacji T". Niech
funkcja U € VMQ) taka, ze

(U, @)L2(Q) = (U790)L2(Q) :
Wtedy zachodza oszacowania

1T = W20y < CrP?[ulm2(a),
U — W|H1(Q) < Cohlul (o)

gdzie C1, Cy sa stalymi niezaleznymi od parametru triangulacyi h.

Lemat 15 ([4]). Niech Q bedzie wielokatem o Srednicy O(H), 092 jego
brzegiem, a Qs C S paskiem szerokosci 6 wzdluz brzegu OS). Dia v € H'(Q)
zachodzi nastepujace oszacowanie

H 1
[l < C8 { (14 5 ) luliey + 50l }

gdzie C' jest stalq dodatniq niezaleing od h oraz H.
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