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Wstep

Modelowanie matematyczne szeroko stosuje sie w badaniu rozprzestrzeniania sie choréb zakaznych
w okreslonej populacji. W szczegélnosci nalezy podkresli¢ przydatnosé modelowania dynamiki pandemii
COVID-19. Problematyka dotyczaca dynamiki tej epidemii stata sie jedna z najwazniejszych w kon-
tekscie badan prowadzonych przez najlepsze o$rodki naukowe na §wiecie, na przykltad na Uniwersytecie
Oksfordzkim [76] lub na Uniwersytecie Harvarda [94]. Dynamike epidemii najczesciej opisuje sie modelami
deterministycznymi. Modele te moga by¢ zaréwno ciaggle — wéwczas najczesciej stosuje sie rébwnania roz-
niczkowe, jak i dyskretne — wtedy stosujemy réwnania réznicowe. Mozna laczy¢ oba te podejicia i tworzy¢
modele, w ktorych korzysta sie z rachunku na skalach czasowych [17]. Oprécz modeli deterministycznych
uzywa sie rowniez modeli deterministyczno-stochastycznych albo stochastycznych [6], [46].

W celu uchwycenia prawidtowej ztozonosci dynamiki epidemii populacje dzieli sie na kilka grup w za-
leznosci od stadium choroby. Kazda choroba cechuje sie swoistym stadiami, jednak czesto mozna wyr6znié
nastepujace grupy:

e zdrowi (oznaczana przez S, z jezyka angielskiego susceptible) — niezainfekowani, podatni na chorobe,

e bezobjawowi (oznaczana przez E, z jezyka angielskiego exposed, lub przez L, z jezyka angielskiego
latent) — zainfekowani, ale nie zarazajacy innych — u 0sob z tej grupy wystepuje posta¢ utajona
choroby,

e zarazajacy (oznaczana przez 1, z jezyka angielskiego infectious) — zainfekowani i przenoszacy cho-
robe,

e ozdrowiali (oznaczana przez R, z jezyka angielskiego recovered) — wyleczeni z zarazliwej lub ukrytej
postaci choroby,

e zaszczepieni (oznaczana przez V, z jezyka angielskiego wvaccinated) — odporni na zakazenie lub
posiadajacy nizszy stopien zachorowalnos$ci niz osoby niezaszczepione,

e objeci kwarantanna (oznaczana przez Q, z jezyka angielskiego quarantined).

Powyzej wspomniane grupy réwniez moga ulec podzialowi — w [9] autorzy réznicuja osoby bezobjawo-
we ze wzgledu na ich sktonnosci do rozwoju lub regresji choroby. Spotykane s3 tez prace, gdzie konstruuje
sie dwa modele (odpowiednio z zalozeniem o istnieniu lub braku okreslonej grupy) i poréwnuje ich wta-
snosdci. Czesto rozwaza sie dwa przypadki, gdy wyleczeni nabywaja lub nie nabywaja odpornosci, co
zaprezentowano na przyktad w [55].

Wyréznianie duzej liczby stadiéw moze byé trudne albo niemozliwe z powodu niewystarczajacych
danych rzeczywistych — w rocznikach statystycznych najczesciej przedstawia sie wylacznie liczby oséb
chorych i zdrowych. Ponadto uwzglednianie duzej liczby grup prowadzi do konstrukeji skomplikowanych
modeli matematycznych, ktérych analiza (zwlaszcza analiza stabilnosci) jest bardzo trudna. Z tego powo-
du czesto zaklada sie wyrdznienie tylko dwdch grup — 0séb zdrowych oraz chorych, czyli zainfekowanych
(bez wyrézniania utajonej postaci choroby). Jesli przyjmuje sie istnienie tylko tych dwoch grup, wowczas
tworzy sie modele ST (susceptible — infected) lub modele SIS (susceptible — infected — susceptible). Takie
nazewnictwo jest oparte na zalozeniu przez jakie stadia choroby przechodzi dany osobnik. W modelach
ST zdrowy osobnik na skutek zakazenia znajduje sie w grupie oséb chorych i nie ma mozliwosci powrotu
do zdrowia lub, pomimo skutecznosci leczenia objawowego, jest dalej nosnikiem patogenu. W modelach
SIS zakladamy, ze zakazona osoba moze zosta¢ wyleczona, to znaczy przestaje przenosi¢ patogen i wtedy
powraca do grupy oséb zdrowych (S). W wiekszosci chorob istnieje mozliwosé powrotu do zdrowia, z tego
powodu czesciej konstruuje sie modele S1.S niz SI. W niniejszej rozprawie analizowane sa modele STS.



W wiekszodci deterministycznych modeli epidemiologicznych [88] przyjmuje sie zatozenie polegajace
na tym, ze wszystkie grupy sa réwnomierne rozmieszczone w populacji, co prowadzi do tego, ze praw-
dopodobieristwo kontaktu miedzy dwoma dowolnymi osobnikami z populacji jest jednakowe. Ponadto
przyjmuje sie, ze liczba nowych zakazen jest proporcjonalna do liczby oséb zdrowych i liczby oséb zainfe-
kowanych. Wyrazenia opisujace zakazenia sa oparte albo na funkcjach biliniowych, majacych uzasadnienie
w prawie dzialania mas, albo na standardowej funkcji nowych zakazeni. Jest to funkcja bedaca ilorazem,
gdzie dzielng jest iloczyn liczebnosci os6b zdrowych oraz liczebnosci 0s6b chorych, dzielnikiem za$ jest su-
ma obu tych liczebnosci. Zestawienie modeli z uwzglednieniem réznych typéw wyrazen uwzgledniajacych
zakazenie mozna znalezé na przyklad w [53].

Kolejnym sposobem, aby uprosci¢ modele epidemiologiczne, jest zalozenie, ze wszystkie osobniki da-
nej populacji charakteryzuja sie ta sama podatnoscia na chorobe. Populacje o takiej cesze nazywamy
jednorodnymi (inaczej homogenicznymi). W takich populacjach osobniki klasyfikuje sie wylacznie na
podstawie stadium choroby, w ktérym osobnik sie znajduje. Jezeli zaklada sie jednorodno$é¢ populacji,
wowcezas tworzy sie modele skladajace sie z tylu réwnan, ile stadiow choroby uwzglednia sie w mode-
lu. Takie podejscie jest zastosowane w modelu Kermacka-McKendricka opisanym w pracy [65], bedacej
jedna z pierwszych dotyczacych modelowania epidemiologicznego. W [51] analizuje sie¢ modele populacji
jednorodnej z tak zwana dynamika podstawowa (czyli z wystepowaniem narodzin i $§mierci w populacji)
oraz bez tej dynamiki — wprawdzie zalozenie o braku tej dynamiki jest nierealistyczne, to jednak moze
by¢ ono przyjete, gdy epidemia rozprzestrzenia sie bardzo szybko i zmiana liczebnosci populacji zalezy
gtownie od dynamiki epidemii, a nie od przyrostu naturalnego. Innym przyjmowanym zalozeniem jest
szczepienie osobnikow — w [71] przeprowadza sie analize modelu epidemii zaréwno z uwzglednieniem, jak
i bez uwzglednienia szczepienia.

Analizowanie dynamiki epidemii w populacjach jednorodnych ma uzasadnienie tylko w przypadku
izolowanych populacji, w ktorych stopienn podatnosci na zakazenie jest taki sam wsroéd wszystkich osob-
nikéw. Takie zalozenie jest praktycznie niemozliwe do spelnienia w warunkach rzeczywistych. Z tego
powodu nalezy konstruowa¢ modele epidemiologiczne dla populacji niejednorodnych. Populacje niejedno-
rodne (inaczej heterogeniczne lub niehomogeniczne) sa to takie populacje, w ktorych wyrdznia sie dwie
lub wiecej podpopulacji, ktére ré6znig sie stopniem zachorowalnosci lub zakaznosci choroba, badz tymi
dwoma cechami jednocze$nie. W przypadku wielu chor6b mozna wyrézni¢ grupe niskiego i wysokiego
ryzyka zachorowalnosci, na przyktad odpowiednio osoby zamozne i ubogie, niebezdomne i bezdomne (jak
w przypadku gruzlicy) [12]. Przy badaniu dynamiki pandemii COVID-19 za grupe wysokiego ryzyka moz-
na uznaé pracownikéw shuzby zdrowia. Innymi czynnikami wplywajacymi na ryzyko zakazenia moga by¢
ple¢, aktywnosé seksualna (jak w przypadku kity, zakazenia HIV lub rzezaczki) lub wiek (w przypadku
choroby pneumokokowej grupa wysokiego ryzyka sa dzieci do 5 lat). W modelowaniu matematycznym
czesto wyrdznia sie dwie grupy o réznym stopniu ryzyka — uwzglednianie trzech lub wiecej grup moze
prowadzi¢ do otrzymania modeli o skomplikowanej postaci, ktérych analiza jest znacznie trudniejsza.
W niniejszej rozprawie w obrebie jednej populacji wyrézniamy dwie podpopulacje rézniace sie ryzykiem
transmisji choroby — grupe oséb o niskim ryzyku zakazenia oraz grupe oséb o ryzyku wysokim.

Choroba moze rozwija¢ sie nie tylko w obrebie jednej podpopulacji, ale moze by¢ przenoszona po-
miedzy réznymi podpopulacji o réznym stopniu ryzyka — woéwczas do modelowania stosujemy modele
krzyzowe (inaczej wielogrupowe lub wielotypowe). Sktadowymi takich modeli sa modele epidemiologicz-
ne dla populacji jednorodnej — tutaj te populacje staja sie podpopulacjami populacji niejednorodnej.
W modelach krzyzowych nalezy uwzgledni¢ takze wyrazenia opisujace transmisje choroby miedzy tymi
podpopulacjami. W modelach wielogrupowych funkcja transmisji choroby wystepuje w co najmniej dwdch
typach wyrazen — dotyczacych transmisji choroby wewnatrz podpopulacji oraz miedzy podpopulacjami.

Modele krzyzowe sa powszechnie stosowane w modelowaniu matematycznym. W [79] autorzy stosuja
model krzyzowy do analizy epidemii SARS w Singapurze w 2013 roku. Dynamika zachorowan na odre we
Francji zostala opisana w [2]. Zaklada sie tutaj, ze podpopulacje ro6znig sie stopniem objecia szczepieni —
nie wyrdznia sie w nich 0séb szczepionych. Stopien podatnosci osobnika na chorobe jest zalezny od tego,
w ktorej podpopulacji sie znajduje, a nie od faktu bycia zaszczepionym — w modelu zatem wystepuje
odporno$é¢ grupowa, odmienna w kazdej podpopulacji. W [66] modelowane jest rozprzestrzenianie sie
wirusa Ebola w Korei Potudniowej. Do jednej z podpopulacji zaliczani sa pracownicy stuzby zdrowia,
pozostale osoby tworza druga podpulacje.

Analizuje sie przypadki przenoszenia choroby nie tylko pomiedzy ludzmi. W [97] analizuje si¢ mode-
le krzyzowe epidemii grypy wsréd populacji §winn. Modele wielogrupowe stuza nie tylko do opisywania
dynamiki epidemii w populacjach niejednorodnych. Maja rowniez zastosowanie do analizy epidemii w sy-



tuacji, kiedy patogen choroby jest przenoszony miedzy osobnikami réznych gatunkéw. Woéwczas zamiast
podpopulacji o réznym stopniu ryzyka uwzglednia sie populacje roznych gatunkoéw, na przyktad w [72]
prezentowany jest model rozwoju brucelozy przenoszonej miedzy bydltem (jedna populacja) a owcami
(druga populacja).

Dynamike miedzygatunkowa spotyka sie tez w modelowaniu choréb przenoszonych przez wektory —
wowcezas jeden z gatunkéw, nazywany wektorem, jest nosnikiem patogenu chorobotwoérczego. Klasycznym
przyktadem takiej choroby jest malaria — komary w trakcie ukaszenia przenosza patogen (pie¢ gatunkow
zarodzca) do organizmu cztowieka. Wraz z krwig ukaszonego czlowieka do organizmu komara trafiajg
komérki macierzyste zarodzca, ktore sa podstawa do utworzenia sporozoitéw (forma zarodzca inwazyjna
dla czlowieka), przenoszonych na ludzi podczas kolejnych uktué komaréw. Przykltadowy model malarii
mozna znalezé¢ w [112]. Nalezy zwrocié uwage, ze nie jest konieczne przenoszenie patogenu wewnatrz
jednego gatunku (podpulacji). Mozna jednak przyja¢ dodatkowe zalozenia dajace mozliwo$é¢ wewnatrz-
gatunkowej transmisji choroby, np. poprzez transfuzje krwi. Wirus powodujacy goraczke Zika moze by¢
przenoszony miedzy ludzmi droga ptciowa, co zostalo uwzglednione w modelu opisanym w [02]. Modele
chor6b przenoszonych przez wektory czesto w literaturze s traktowane jako wyodrebniona klasa modeli
i ich analiza odbywa sie bez odniesienia do okreslonej choroby. Takie podej$cie mozna spotkac¢ w [59].

Oczywiscie analiza modeli krzyzowych jest réwniez uprawiana bez odniesienia do konkretnej choro-
by i uzyskuje sie wyniki teoretyczne, co ma miejsce na przyklad w [98], gdzie autorzy badaja wplyw
heterogenicznosci oséb zdrowych na wskaznik reinfekcji.

W niektorych pracach przyjmuje sie uproszczenie polegajace na tym, ze nie we wszystkich stadiach
choroby wyréznia sie grupy o réznym stopniu ryzyka. Takie zalozenie w naturalny sposéb wystepuje
na przyklad, gdy osobnik po chorobie zostaje uodporniony na kolejne zakazenia. Podejécie takie jest
uwzglednione w [37]. Wérod osob zdrowych i chorych wyrézniamy tych, ktorzy reaguja lub nie reaguja na
wybuch epidemii, natomiast osoby uodpornione po przebytej chorobie nie sg pod tym wzgledem klasy-
fikowane, gdyz dzieki odpornodci nie musza reagowac na mozliwosé¢ zakazenia. W [80] autorzy modeluja
dynamike epidemii dwoch rodzajow gruzlicy: lekowrazliwej oraz wielolekoopornej — te rodzaje zastepuja
grupy ryzyka. Dla obu odmian gruzlicy wyréznia sie osoby chore, ktére zakazaja lub nie zakazaja innych,
natomiast nie réznicuje sie os6b zdrowych i wyleczonych (uodpornionych).

W wielu pracach mozna znalezé teoretyczne podejscie polegajace na tym, ze w populacji wyrdznia sie
n podpopulacji, w kazdej za$ podpopulacji wyrédznia sie okreslone stadia choroby. W [57] autorzy ana-
lizuja model dynamiki epidemii HIV w takiej populacji. Autorzy w [32] modeluja dynamike COVID-19
rozwazajac nieokreslong liczbe grup. Podobune podejscie zastosowano w [60], gdzie obrazuje sie dynami-
ke COVID-19 w Chinach. Ponadto w tej pracy autorzy w grupie osob zainfekowanych i ozdrowialych
wyodrebniaja osoby, ktoére nie zostaly zdiagnozowane.

Zalozenie o nieokreslonej liczbie grup jest czesto rozwazane w pracach, w ktérych przyjmuje sie, ze
czynnikiem réznicujacym podatnos$é na zakazenie jest wiek i ustala sie, ze n reprezentuje wiek osobni-
kow. Podejscie takie zastosowano w [36]. Modele epidemiologiczne oparte na takim zalozeniu nazywa
sie modelami wielorocznikowymi. Koncepcje takich modeli przyjeto w [95] do analizy dynamiki COVID-
-19 w Wuhan w Chinach. Bada sie tam role restrykcji dotyczacych zycia spolecznego na ograniczenie
rozprzestrzeniania sie epidemii.

Niektorzy badacze stosuja w analizie modeli teorie op6znient — zakladaja, ze liczba zachorowan w okre-
Slonej grupie osobnikéw zalezy od okre§lonych zachowari danych oséb, ktére nastapity w ustalonym mo-
mencie w przesztosci. W [86] przyjete jest, ze zakazenie sie przez danego osobnika nastapito wczesniej niz
mozliwo$¢ przenoszenia przez niego choroby. W pracy tej pokazano, ze opdznienie nie zmienia dynamiki
badanego modelu w sposéb jakoSciowy.

Modele opisujace dynamike epidemii budowane sa najczesciej w oparciu o réwnania rézniczkowe
zwyczajne, w ktérych zmienng niezalezna stanowi czas. Mozna znalezé modele, gdzie zamiast réwnan
rézniczkowych zwyczajnych stosuje sie rownania czastkowe. Dodatkowa zmienng niezalezng moze by¢
na przyktad polozenie, co stosuja autorzy w [75]. Prezentowany tam model jest oparty na réwnaniach
reakcji-dyfuzji. Analize modelu krzyzowego z wyrdznieniem dwoch podpopulacji, gdzie stosuje sie tego
typu rownania, przedstawiono w [120]. W modelach wielorocznikowych mozna zauwazy¢ podejscie, w kto-
rym wiek jest traktowany, obok czasu, jako zmienna niezalezna i wéwczas dany model staje sie uktadem
rownan rozniczkowych czastkowych. Takie zalozenie przyjeto w [68].

Warto réwniez wspomnie¢, ze modele krzyzowe wraz z koncepcja mobilnosci osobnikéw staty sie
podstawa do stworzenia tak zwanych modeli wielogrupowych wieloobszarowych. Idea tych modeli jest
zalozenie, ze osobnik z danej podpopulacji (tutaj nazywamy je grupami) moze znalezé sie w wybranym



przez siebie obszarze (rewirze). Podzial osobnikéow na grupy oraz podzial rejonu wystepowania populacji
na rewiry sg od siebie niezalezne. Stopien zakazenia osoby zdrowej zalezy od przynaleznosci do okre-
glonej grupy, zajmowanego obszaru oraz liczby oséb (w réznym stadium choroby) przebywajacych na
tym obszarze. Takie podejscie przedstawiono w [I4]. Co jest istotne, opisany uktad sklada sie z rownan
rézniczkowych zwyczajnych, zmienng niezalezna pozostaje czas.

Oprocz modeli deterministycznych analizuje sie tez modele stochastyczne oraz deterministyczno-
-stochastyczne. Wéréd modeli stochastycznych mozna wskaza¢ model Reeda-Frosta [I, 45]. Model ten
zalicza sie do typu STR (susceptible — infected — recovered) — osobnik po przebyciu choroby zostaje trwale
na nig uodporniony. Liczebnos$¢ osobnikéw w kazdej z trzech grup (w populacji jednorodnej lub niejedno-
rodnej) jest wyznaczana za pomoca rozktadu dwumianowego. W [89] zmodyfikowano model Reeda-Frosta
i w analizie rozwoju epidemii skorzystano z losowych graféw Bernoulliego. Podejscie deterministyczno-
-stochastyczne mozna znalez¢ w [73] — autorzy w krzyzowym modelu deterministycznym uwzgledniaja sto-
chastyczne zaburzenie parametréw — do parametréw o stalych wartodciach dodaja wzajemnie niezalezne
procesy Wienera. Autorzy w [114] na podstawie krzyzowego modelu deterministycznego tworza natomiast
stowarzyszony z nim uktad stochastycznych réwnan rozniczkowych. W [4] autorka jako model krzyzowy
stosuje stochastyczny uktad réwnan rézniczkowych. Teoretyczna analiza modeli stochastycznych, zar6wno
dla czasu ciaglego, jak i dyskretnego, zostala przedstawiona w [35].

Podczas analizy modeli epidemiologicznych, w tym modeli krzyzowych, istotng role odgrywa zagadnie-
nie stabilnosci stanéw stacjonarnych danych uktadéw réwnan. Badanie takich uktadéw czesto ogranicza
sie do analizy lokalnej stabilno$ci, z pominieciem analizy globalnej stabilnosci. Jest to spowodowane
tym, ze analiza globalnej stabilnosci jest skomplikowana i najczesciej polega na znalezieniu odpowiedniej
funkcji Lapunowa w celu okreslenia stabilno$ci. Funkcje te, konstruowane w przypadku ukladow opi-
sujacych dynamike epidemii w populacjach jednorodnych, sa prezentowane i analizowane w literaturze
[33]. W przypadku modeli krzyzowych znalezienie funkcji Lapunowa jest szczegolnie trudne. Najczesciej
taka funkcja Lapunowa sktada sie z komponentéw, ktore sg funkcjami Lapunowa uzywanymi w modelach
populacji jednorodnej. Takie podejscie mozna spotka¢ na przyktad w [113] oraz w [67].

Modele ciagte vs dyskretne

Modele ciagte sa powszechnie stosowane do odzwierciedlenia przebiegu epidemii. Czesto dokonuje sie
symulacji takich modeli, a uzyskane wyniki poréwnuje sie z danymi empirycznymi. Dane rzeczywiste
maja postaé dyskretng — reprezentuja one dang wielko$¢, na przyktad liczebnosé osobnikéw danego sta-
dium choroby, w okre§lonym momencie. Z tego powodu wydaje sie uzasadnione konstruowanie réwniez
modeli dyskretnych. W przypadku modelowania uktadoéw rzeczywistych, ktorych wlasnosci zmieniaja sie
w czasie, pojawia sie pytanie, ktory typ modelu (ciagly czy dyskretny) powinien byé zastosowany. Za-
zwycza] oba rodzaje modeli sg uzywane wymiennie. Jesli wyjéciowo zaproponowano model ciaggly, mozna
zastosowa¢ wybrang metode dyskretyzacji tworzac odpowiedni model dyskretny. W [61] autorzy konstru-
uja i omawiaja modele dyskretne oparte na ciagglym modelu SIS dla populacji jednorodnej, w [5] zas
przedstawione sy tez modele ST oraz STR.

Zastandéwmy sie, czy uktad dyskretny moze opisywaé¢ dynamike epidemii. Wybrane momenty potrak-
tujmy jako elementy siatki czasu dyskretnego. Zaktadamy, ze transmisja choroby i zachorowanie nastepuja
natychmiast. Ponadto niech kontakty miedzy osobnikami zachodza w dostatecznie krétkim odcinku cza-
su i po tym czasie nie ma kontaktu. Taka sytuacje mozna zaobserwowa¢ na przyklad miedzy osobami
przebywajacymi w jednym miejscu (jak uczniowie w szkole, pracownicy w zaktadzie pracy), o ile w tym
czasie te osoby nie kontaktuja sie z innymi osobami z zewnatrz, a po tym czasie nie majg ze soba kon-
taktu. Wspomniany odcinek czasu mozemy wowczas potraktowac jako punkt ze skali czasowej. Procesy
niewymagajace kontaktu z inng osoba, czyli ozdrowienie, narodziny lub Smier¢, praktycznie nie wpltywa-
ja na dynamike liczebnosci populacji w chwili kontaktu. Takie procesy rozpatrujemy zatem niezaleznie
i mozemy uznaé, ze moga one zdarzy¢ sie na koricu ustalonego odcinka czasu lub poza tym odcinkiem.
Rezultaty tych proceséw beda odwzorowane w kolejnym elemencie siatki czasu dyskretnego. Stwierdzamy
wiec, ze dynamike epidemii mozna bada¢ za pomoca uktadéw dyskretnych. Zwrdéémy uwage, ze w czasie
izolacji spotecznej, na przyktad tej spowodowanej pandemia COVID-19, kontakty miedzy ludzmi sa ogra-
niczone i trwaja jak najkrocej. Podejécie dyskretne mozna tatwo zastosowaé do modelowania dotyczacego
takich okreséw. Zauwazmy, ze w przypadku stosowania modeli cigglych nalezaloby uwzglednié¢ kontakty
z innymi osobnikami w dowolnym momencie. Intensywno$§¢ kontaktéw nie jest roztozona réwnomiernie



w czasie — zwiekszona interakcja z innymi osobami wystepuje na przyktad podczas dojazdu i powrotu
z pracy oraz w godzinach roboczych. Z tego powodu model ciagly nie oddaje w pelni dynamiki epidemii.

Istotng kwestia jest wybor odpowiedniej metody dyskretyzacji. Konkretna metoda powinna jak naj-
doktadniej aproksymowaé¢ dane empiryczne. Czesto jednak modele ciaglte, na podstawie ktérych dokonuje
sie dyskretyzacji, majg skomplikowang postac¢ i ich analiza jest trudna. Stanowi to powod, dla ktérego
czesto wybiera sie proste metody dyskretyzacji, na przykiad jawny (inaczej otwarty) schemat Eulera [15]
(w skrocie EEM, z jezyka angielskiego explicit Euler method/scheme). Uktady rownan z uzyciem EEM
sa podobne do analogicznych uktadow ciaglych, ich analiza jest rowniez podobna, jak na przyktad w [42].

Modele dyskretne, w tym te z zastosowanym FEFEM, moga cechowaé sie zlozona dynamika. W [50]
omawia sie mozliwo$¢ pojawienia sie bifurkacji podwojenia okresu oraz bifurkacji Neimarka-Sackera (nazy-
wanej tez bifurkacja Hopfa) w modelu dla populacji jednorodnej. Teoria bifurkacji wystepujacych w ukta-
dach dyskretnych i ciaglych jest omowiona w [69] — podano tam réwniez przyktady modeli biologicznych,
gdzie bifurkacje wystepuja. W rozprawie oméwimy przypadek wystapienia bifurkacji podwojenia okresu
oraz bifurkacji Neimarka-Sackera w modelu dyskretnym dla populacji jednorodne;j.

Otwarty schemat Eulera, zwlaszcza dla modeli o prostej postaci, daje dobre przyblizenie danych rze-
czywistych w niewielkim zakresie czasu. Wada tego schematu jest niewlasciwe przyblizanie danych dla
duzych skal czasowych. Ponadto stosowanie EF M moze skutkowaé tym, ze wartosci symulowanych zmien-
nych moga by¢ ujemne, co w przypadku modelowania liczebnosci populacji nie powinno mieé¢ miejsca.
Z powodu niedokladnosci EEM przyjmuje sie inne dyskretyzacje, na przyktad w [74] stosuje sie niejawny
(inaczej zamkniety) schemat Eulera, w [I03] stosuje sie za$ schemat Rungego-Kutty.

Problem ujemnosci rozwigzan w modelach ciagglych wystepuje w znacznie mniejszym stopniu niz
w przypadku modeli dyskretnych z uzyciem FEM. Intuicyjne wydaje sie zatem znalezienie takiego sche-
matu numerycznego, na podstawie ktérego zbudowany uklad réwnan ma w ujeciu jakosciowym takie
samo zachowanie jak odpowiadajacy mu uklad ciagty [85]. Mowimy, ze uktad dyskretny jest dynamicznie
zgodny ze swoim cigglym odpowiednikiem, jezeli oba te uklady maja te sama dynamike, zaréwno pod
wzgledem stabilnosci, jak i wystepowania bifurkacji. Takie wtasnosci obserwujemy dla uktadéw, w ktérych
zastosowano jedna z niestandardowych metod (schematow) dyskretyzacji (w skrocie NSDM, z jezyka
angielskiego non-standard discretization method). Stosowanie tych metod pozwala na wyeliminowanie
problemu ujemnosci rozwigzan.

Dzigki mozliwoéci zachowania dodatnio$ci rozwiazan (przy odpowiednich zatozeniach), niestandardo-
we schematy dyskretyzacji znalazty zastosowanie w modelowaniu zjawisk biologicznych. Przekrojowy opis
i analize dyskretnych modeli S1.5 oraz SI, ktére sa dynamicznie zgodne z modelami ciagglymi, mozna zna-
lez¢ w [100]. W [3] autorzy prezentuja trzy przyktadowe sposoby niestandardowej dyskretyzacji modelu
Lotki-Volterry wraz z oméwieniem wilasnosci zmodyfikowanych modeli. Réwniez w modelowaniu epide-
mii stosuje sie NSDM. W [84] autorzy stosuja schemat niestandardowy do modelu epidemiologicznego
dla populacji jednorodnej z uwzglednieniem przyrostu logistycznego, natomiast w [I05] stosuja NSDM
do modelu z tak zwana nasycona funkcja zakazeni. Autorzy [121I] dyskretyzuja z uzyciem metody nie-
standardowej model krzyzowy dla populacji niejednorodnej z uogoélniona liczba podpopulacji i dokonuja
analizy analogicznej jak dla modelu ciaglego. W [117] NSDM jest stosowany do modelowania krzyzo-
wego z uwzglednieniem opo6znienia. W ramach metod niestandardowych mozna wskazaé¢ rézne schematy
o odmiennych wtasno$ciach matematycznych. Wybér danego schematu jest uzalezniony na przyktad od
opisu heurystycznego modelu lub od wtasnosci rozwigzan uktadu. Motywacja do wyboru odpowiedniego
schematu, uzytego w rozprawie, bedzie przedstawiona w dalszej czesci pracy.

Przedstawmy jeszcze znaczenie kroku dyskretyzacji w kontekscie epidemiologicznym. Na podstawie
powyzszych rozwazan intuicyjne wydaje sie uznanie tego kroku za odstep pomiedzy kolejnymi interakcja-
mi miedzy osobnikami. To zalozenie moze wydawac sie niezasadne, jesli przyjmiemy za krok dyskretyzacji
okres na przyktad roku, jak to ma miejsce w przytaczanym przyktadzie epidemii gruzlicy. Zwr6¢my jednak
uwage, ze czestotliwosé zakazeri patogenem gruzlicy jest znacznie mniejsza niz w przypadku patogenéw
grypy lub COVID-19. Nie wystepuje wiec potrzeba przedstawiania liczby nowych zachorowarn na gruz-
lice dla stosunkowo krétkiego okresu (na przyklad dzieri, tydzien, miesiac). Przyjmujemy wiec podang
interpretacje kroku dyskretyzacji za odpowiednia.

Warto réwniez zwrdci¢ uwage na aktualnie rozwijane podejécie do modelowania epidemiologicznego
przy uzyciu rachunku na skalach czasowych. Efekt zastosowania tego rachunku na modelu SIS w po-
pulacji jednorodnej mozna przeanalizowaé w [102]. Skale czasowe znalazlty zastosowania do modelowania



dynamiki choréb przenoszonych przez wektory. Transmisja wirusa goraczki Zachodniego Nilu, przenoszo-
nego przez komary, jest opisana w [110].

Wspélczynnik odnowienia R

Z modelowaniem epidemiologicznym zwiazane jest pojecie wspolczynnika odnowienia choroby (po-
tocznie wspotczynnik reprodukeji, z jezyka angielskiego reproduction number). Jest on oznaczany jako
Ry i definiowany na przyktad w [38] jako srednia liczba wtoérnych zachorowan, czyli takich, ktore powstaty
poprzez zakazenie oséb zdrowych przez jedng zainfekowana osobe w populacji ztozonej wylacznie z oséb
zdrowych. Parametr ten okredla, czy choroba moze sie rozprzestrzenia¢ w populacji, przez co Ry moze
by¢ traktowane jako parametr progowy. Dla bardziej ztozonych modeli, w ktérych wystepuje wiecej niz
jedna grupa osob chorych, wspomniana heurystyczna definicja Rg jest niewystarczajaca. Bardziej ogolna
definicja R zostata podana w [39] i jest tam sformutowana jako liczba nowych infekcji wywotanych przez
jednego zainfekowanego osobnika w przypadku, gdy w danej chwili populacja osiaga stan stacjonarny
wolny od epidemii.

W celu wyznaczenia Ry mozna stosowaé rézne podejscia. Jedna z technik jest zastosowanie rachunku
calkowego oraz tak zwanej funkcji przezycia. Taka metoda jest przedstawiona i opisana w [49]. Innym
ze sposobdw jest skorzystanie z macierzy Jacobiego danego uktadu réwnan oraz z kryterium Routha-
-Hurwitza. Opis i przyktady zastosowania tej metody mozna znalezé na przyklad w [82]. Sposéb ten
moze nie by¢ skuteczny w sytuacji, gdy warunki konieczne i wystarczajace stabilno$ci stanu wolnego od
choroby danego ukltadu nie moga by¢ sprowadzone do pojedynczego warunku, co jest rowniez pokazane
w wyzej cytowanej pozycji.

Inny sposéb na obliczenie R jest zwiazany z uzyciem koncepcji tak zwanej macierzy nastepnego
pokolenia, ktora zostala wprowadzona w [38]. Wowczas R definiuje sie jako promieri spektralny tej
macierzy. Jedno z podej$¢ wykorzystujacych macierz nastepnego pokolenia do obliczenia Ry zostalo
przedstawione w [39]. W tym podejsciu istotne jest odroznienie nowych infekeji od wtérnych. Koncepcja
macierzy nastepnego pokolenia jest przenoszona z modeli cigglych na dyskretne. W [7] autorzy prezentuja
spos6b wyznaczenia R dla uktadéw dyskretnych. Metoda tam zaprezentowana jest bardzo podobna do
tej stosowanej w przypadku modeli ciggtych.

Idea wspolczynnika odnowienia, ktéra czesto jest analizowana na gruncie matematyki teoretycznej, jest
uzywana rowniez w rzeczywistych przykltadach roznych epidemii, na przyktad w [50] oblicza sie wartosci
Ro dla epidemii SARS, BSE oraz grypy. W [89] podaje sie wartos¢ R dla przypadku rozprzestrzeniania sie
HIV w Europie. Wspélczynnik Ry jest w obecnej chwili jednym z najgoretszych tematéw dyskutowanych
w mediach w kontekscie trwajacej pandemii COVID-19.

Okazuje sie, ze wspotczynnik odnowienia moze determinowaé globalng stabilno$é stanu stacjonarnego
wolnego od epidemii danego uktadu. W [64] autorzy podaja twierdzenie, ktére mowi, ze przy odpowied-
nich zalozeniach ten stan jest globalnie asymptotycznie stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy wartosé wspot-
czynnika odnowienia jest mniejsza badz rowna 1. Podobne podej$cie mozna znalezé w [23], przy czym
tutaj zaklada sie heterogenicznosé populacji i wyrdznienie trzech stadiow choroby: zdrowych, zainfekowa-
nych nieroznoszacych choroby, oraz zarazajacych. Podejscia stosowane w [64] i [23], oprécz koniecznosci
uwzglednienia w [23] wspomnianego wyzej zalozenia o trzech grupach, sa bardzo podobne. Istotne jest,
ze w obu tych pracach nie szuka sie odpowiedniej funkcji Lapunowa, tylko bada sie wspoétczynnik Ry, co
stanowi znaczne utatwienie. W rozprawie zastosujemy koncpecje z [64] do okreslenia warunkéow globalnej
stabilno$ci stanu wolnego od epidemii.

W kontekscie wspotczynnika odnowienia epidemii zajmiemy sie réwniez mozliwoscig wystepowania
bifurkacji nadkrytycznej (inaczej: w przod) i podkrytycznej (inaczej: w tyl). Jedna z pierwszych poswie-
conych tej tematyce prac jest artykul [57], gdzie analizowana jest bifurkacja w modelu rozchodzenia sie
HIV. W pézniejszych latach tematyka ta byla dalej badana — w [24] omawia sie mozliwo$¢ wystapienia bi-
furkacji nadkrytycznej i podkrytycznej w uktadach opisujacych dynamike epidemii gruzlicy. W rozprawie
zagadnienie bifurkacji bedzie analizowane na podstawie podejscia przedstawionego w [39].

Modelowanie gruzlicy

Do powszechnych choréb zakaznych zalicza sie gruzlice, w przypadku ktérej patogenem sa bakterie
Mycobacterium tuberculosis (MB). Sa one przenoszone droga kropelkowa przez osoby z aktywna postacia



gruzlicy, to znaczy posiadajace dodatni wynik wymazu na obecnosé¢é MB [I8]. Jak donosi Swiatowa Or-
ganizacja Zdrowia w swoim raporcie z 2019 roku [116], w 2018 roku na gruzlice zachorowato 10 milionéw
0s6b, zmarto za$ 1,5 miliona. Prawdopodobieristwo zakazenia sie gruzlica jest niskie [10], dlatego dy-
namike rozprzestrzeniania sie gruzlicy nalezy analizowaé¢ w dtugim horyzoncie czasowym. W przypadku
wiekszoSci postaci gruzlicy moze by¢ zastosowana terapia wielolekowa. Okazuje sie jednak, ze opornosé
szczepOw bakterii na antybiotyki ewoluuje szybko, natomiast koszty terapii sa wysokie. Co wiecej, tylko
jedna trzecia chorujacych ma dostep do leczenia [10]. W tym kontekscie nalezy rowniez wspomnie¢ o wy-
stepowaniu gruzlicy lekoopornej, na ktérg w 2018 roku zapadto okoto pét miliona oséb. Zakazenia gruzlica
beda zatem wystepowaly nadal, co moze skutkowaé¢ wybuchem epidemii. Modelowanie matematyczne,
tak jak w przypadku epidemii innych choréb, pomaga w analizie dynamiki rozwoju gruzlicy.

Analizuje sie dynamike gruzlicy wystepujacej zaréwno w populacjach jednorodnych, jak i niejedno-
rodnych. Analiza modelu dla populacji homogenicznej w kontekscie wspotezynnika odnowienia epidemii
jest przedstawiona w [58]. Autorzy w [119], opierajac si¢ na statystykach dotyczacy zapadalnosci na
gruzlice w Chinach, wyr6zniaja w populacji niejednorodnej trzy grupy wiekowe osob podatnych (dzieci,
w $rednim wieku, seniorzy) o réznym stopniu zapadalnosci. Okazuje sie, ze uwzglednienie r6znego stop-
nia zapadalno$ci ma wplyw na dynamike modelu. W jednej z najnowszych prac [06] analizuje sie¢ model
dynamiki epidemii gruzlicy z pochodna niecatkowitego rzedu, w ktérym wyrézniono dwie grupy oséb
zarazajacych — leczonych i nieleczonych. Przekrojowy opis modelowania dynamiki gruzlicy w populacjach
jednorodnych i niejednorodnych mozna znalez¢ w [24]. Uwzgledniono tam wieloszczepowosé patogenu
oraz stopienn kontaktu miedzy osobnikami (bliski i pobiezny). We wspomnianej pracy analizuje sie tez
mozliwo$¢ wystapienia bifurkacji nadkrytycznej i podkrytycznej. Wyniki teoretyczne sa aplikowane do
problemu eliminacji gruzlicy w USA.

Modelowanie gruzlicy w populacji niejednorodnej zostato réwniez przedstawione w [87], gdzie jako
grupe wysokiego ryzyka przyjeto osoby posiadajace antygen leukocytarny izotypu DR (HLA-DR2), kto-
rego ekspresja przyczynia sie do zwiekszenia podatnosci zachorowania na gruzlice. Osoby nieposiadajace
takiego antygenu zostaly zaklasyfikowane jako osoby z niskim ryzykiem zachorowalnosci. HLA-DR2 jest
czesto spotykany wiréd mieszkaricow Indii, co rzutuje na wystepujaca tam zwiekszong zachorowalno$é na
gruzlice [104]. W [87] autorzy ponadto poréwnuja dynamike zachorowan na gruzlice w Indiach z dynamika
zachorowann w USA, gdzie zachorowalno$é jest znacznie nizsza. Genetyczng podatno$é na zachorowanie
uwzgledniono tez w modelu krzyzowym prezentowanym w [91], alternatywnie rozwaza sie tam réowniez
lekoopornosé osobnikéw. Modeluje sie rowniez gruzlice przenoszona miedzy zwierzetami — w [88] zamiast
podpopulacji o réznym stopniu ryzyka rozwaza sie populacje kréw oraz borsukéw.

Krzyzowa dynamike gruzlicy obrazuje sie rowniez modelami dyskretnymi. Dyskretny model wielorocz-
nikowy jest analizowany w [21]], gdzie uzywa sie EEM. Otrzymane wyniki stosuje sie do modelowania
dynamiki gruzlicy w Chinach. Warto réwniez zwrécié uwage na prace [107], gdzie na podstawie modelu
dynamiki gruzlicy z pochodng niecatkowitego rzedu dokonuje sie niestandardowej dyskretyzacji. W popu-
lacji, zamiast grup ryzyka, uwzglednia sie trzy typy gruzlicy: lekowrazliwa, wielolekooporna oraz rozlegle
lekooporna. Podzial osobnikéw ze wzgledu na typy nie obejmuje os6b zdrowych, lecz dotyczy osobnikéw
z ukryta i zarazliwg gruzlica (traktowane jako oddzielne stadia). Krzyzowos¢ modelu zapewnia sie dzieki
sktadnikom, ktore obrazujg reinfekcje u oséb z ukryty gruzlica, przy czym ponowne zakazenie moze byé
innego typu niz pierwotne. Model z artykutu [107] jest przelozony przez autoréw na przypadek stocha-
styczny w [I06]. Tutaj uzywa sie stochastycznych rownar roznicowych. Zastosowano tu niestandardowa
dyskretyzacje, oparta na schemacie Milsteina, stosowanym do dyskretyzacji réwnan stochastycznych.

W kontekscie pracy [107] warto przytoczy¢ artykul [108], gdzie w modelu krzyzowym z pochodna
niecalkowitego rzedu zachorowalnos§é na gruzlice jest determinowana nie tylko przez lekowa opornosé
szczepOw, ale tez przez cukrzyce. Problem minimalizacji liczby zakazen jest rozwiazywany z uzyciem
teorii sterowania. Do symulacji model ciaglty zdyskretyzowano za pomoca schematu 2LIM, gdzie stosu-
je sie dwukrokowa interpolacje z uzyciem wielomiandéw Lagrange’a. Ma to na celu zwiekszenie regionu,
w ktérym wystepuje stabilno§é uktadu. Schemat ten zaimplementowano w dwoch wersjach, zwyktej i nie-
standardowej.

Motywacja do przeprowadzania badan zawartych w rozprawie byta obserwacja dynamiki epidemii
gruzlicy w populacji niejednorodnej w wojewodztwie warminsko-mazurskim w latach 2003-2012. W przy-
padku tej populacji jako grupe wysokiego ryzyka wybrano osoby bezdomne. Jako grupe niskiego ryzyka
przyjeto pozostaly czesé¢ populacji, czyli osoby niebezdomne. Jak relacjonuje Swiatowa Organizacja Zdro-
wia, bezdomnosé, jako szczegdlny przypadek ubostwa, przyczynia sie do zwiekszenia zachorowalnosci na
gruzlice [44]. W latach 2004-2011 przeprowadzono w wojewodztwie warminsko-mazurskim cztery pro-



gramy wykrywania gruzlicy wéréd oséb bezdomnych, ktore potem leczono. Skutkiem zastosowania tych
programoéw byt spadek zachorowalnosci na gruzlice wynoszacy 53 % (w caltym kraju 26 %). Co wazne, spa-
dek zachorowalnos$ci odnotowano nie tylko wéréd oséb bezdomnych, ale w calej populacji w rozwazanym
wojewodztwie. Nalezy podkresli¢, ze wykrywanie aktywnych przypadkéw wéréd grup wysokiego ryzyka
stanowi jedna ze strategii Swiatowej Organizacji Zdrowia majacych na celu obnizenie zachorowalnosci na
gruzlice [115].

Wyniki programéw potwierdzity hipoteze, ze bezdomni moga by¢ rezerwuarem patogenu gruzlicy i cho-
roba ta moze by¢ przenoszona z tej grupy do calej populacji. Hipoteza zostala potwierdzona z punktu wi-
dzenia medycznego, bez koniecznosci stosowania modelowania matematycznego, o czym mozna, przeczytac
w [109] oraz [77]. Uzasadnione zatem byto wyrdznienie w populacji wojewodztwa warminsko-mazurskiego
dwoch grup rézniacych sie ryzykiem infekeji, przez co skupiono sie na testowaniu konkretnej grupy pacjen-
toéw, zamiast calej populacji. Znaczenie wykrywania aktywnych przypadkéow wsréd oséb bezdomnych jest
umotywowane medycznie, co pokazano w [12] na przyktadzie z Wielkiej Brytanii — takie akcje wykrywania
sa mniej kosztowne niz pozniejsze leczenie oséb zainfekowanych. Wykrywanie gruzlicy moze polega¢ na
przyktad na wykonaniu rentgenowskiego zdjecia klatki piersiowej, co jest uwazane za najskuteczniejszy
spos6b detekcji. Nalezy zwrocié uwage, ze miejscem, w ktérym wystepuje wysoka transmisja patogenu, sa
noclegownie dla bezdomnych, poniewaz spotykaja sie tam zaréwno osoby bezdomne, jak i niebezdomne
[34]. Gruzlica moze oczywiScie przenosi¢ sie w obrebie bezdomnych, niebezdomnych oraz pomiedzy tymi
grupami.

Wyniki programéw wykrywania gruzlicy oraz model opisujacy dynamike epidemii w tym przypad-
ku zostaly przedstawione w [I0I]. W niniejszej rozprawie przedstawiono doktadna analize matematycz-
ng opisanego tam modelu, nastepnie zaproponowano jego modyfikacje. Dokonano réowniez dyskretyzacji
otrzymanego modelu ciaglego.

W standardowym podejéciu w modelowaniu leczenia gruzlicy uwzglednia sie wyrazenia, ktore obrazu-
ja przejscie osobnika z grupy osob chorych do grupy oséb zdrowych. W [22] faze leczenia opisano poprzez
dotaczenie kolejnego réwnania na nowa zmienng, ktéra obrazuje kolejne stadium choroby — wyleczenie.
Podobne podejscie mozna znalez¢ w [90], przy czym w tej pracy dodatkowo rozwaza sie zmienna, kto-
ra reprezentuje zidentyfikowane osoby zakazone, czyli takie, ktore poddaja sie leczeniu. Tutaj autorzy
uwzgledniajg tez heterogeniczno$é populacji w grupie oséb zdrowych i z ukryta postacia choroby. Co
ciekawe, wyréznikiem niejednorodnosci nie jest stopien ryzyka, ale stopien §wiadomosci na zachorowanie.
W pracy [80] numerycznie pokazuje sie wplyw diagnostyki, leczenia i edukacji zdrowotnej na dynamike
gruzlicy.

Uwzglednienie prewencji oraz kontroli choroby w modelu epidemii gruzlicy zostalo przedstawione
w [26]. Autorki do tego celu stosuja narzedzia z teorii sterowania, gdzie sterowania sa uwzglednione za-
rowno w wyrazeniach liniowych, jak i nieliniowych obrazujacych zakazanie. Swoje rozwazania autorki
ilustruja na rzeczywistym przykladzie wystapienia choroby w Korei Poludniowej. Nie uwzgledniono tu
jednak heterogenicznosci populacji. Teoria sterowania jest rowniez uzyta w [99]. Sterowania reprezentuja
tu czesdci pacjentéw, ktorzy sa leczeni. Tutaj réwniez przyjmuje sie jednorodnosé populacji. Heteroge-
niczno$¢ populacji (podzial na dorostych i dzieci) uwzgledniono w [43], gdzie autorzy analizuja trzy
sterowania dotyczace odpowiednio prewencji wsréd oséb zdrowych, chemoprewencji wérod oséb z ukryta
gruzlica oraz leczenia wérod oséb z aktywna postacia choroby. Przypadek niejednorodnej populacji jest
brany pod uwage rowniez w [62] — autorki wyrdzniaja gruzlice lekowrazliwa i lekooporna. Uwzglednia sie
tam dwa sterowania przy zalozeniu, ze powinno sie zredukowacé liczbe oséb mogacych zarazaé¢ innych oraz
0s6b z rozwijajaca sie lekooporna gruzlica.

Nalezy zaznaczy¢, ze opisywany w rozprawie przypadek gruzlicy powinno sie¢ traktowaé¢ jako przy-
ktad ilustrujacy teoretyczng analize modeli epidemiologicznych. Wyniki przedstawione w niniejszej pracy
mozna zastosowa¢ do badania rozprzestrzeniania sie¢ dowolnej choroby zakaznej w dowolnej populacji
niejednorodne;j.

Hipoteza, zawarto$¢ i struktura rozprawy

Gloéwnym celem niniejszej rozprawy jest zweryfikowanie hipotezy badawczej méwiacej o tym, ze modele
krzyzowe sa konieczne do prawidlowego opisu epidemii w populacjach niejednorodnych. Zastosowanie
oddzielnych modeli dla podpopulacji w populacjach niejednorodnych nie daje odpowiedzi na pytanie, czy
epidemia bedzie sie rozprzestrzeniaé, czy tez nie — warunki dla oddzielnych modeli nie sa wystarczajace.
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Ponadto zostanie réwniez sprawdzona hipoteza, ze w przypadku epidemii w populacji niejednorodnej
(w rozprawie czynnikiem warunkujacym niejednorodnosé jest stopieni zachorowalnosci i zakazalnodci)
moze nastapi¢ transmisja choroby z jednej podpopulacji do calej populacji, co powoduje rozwéj epidemii
[83].

W znanych opracowaniach dotyczacych modelowania krzyzowego dynamiki epidemii analizowane sa
w wiekszosci takie sytuacje, gdzie zaklada sie, ze w poszczegélnych podpopulacjach rézniacych sie stop-
niem ryzyka zachorowalnosci (lub inng cecha determinujaca heterogenicznosé) parametry opisujace dane
wielkosci w réznych podpopulacjach maja te same wartosci. Takie podejscie mozna znalezé na przyktad
w [11]. To zalozenie przyczynia sie do tego, ze dany model opisuje w rzeczywistosci dynamike epidemii
w populacji jednorodnej. Przypadki, kiedy analogiczne parametry w réznych podpopulacjach réznia sie
wartoSciami, nie sa rozwazane z powodu zlozonosci obliczern. W niniejszej rozprawie nie przyjmuje sie
powyzszego zalozenia — zakladamy, ze parametry obrazujace okre$lona wielko$¢ w réznych podpopula-
cjach maja rozne wartosci. Co wiecej, prezentujemy tu rezultaty, w ktorych dane warunki (na przykltad
gwarantujace stabilno§¢ stanéw stacjonarnych okreslonego ukladu) maja jawna posta¢. Wedlug naszej
wiedzy nie ma obecnie opracowan, w ktorych takie wyniki w jawnej postaci bylyby prezentowane dla
modeli dyskretnych.

Zwr6émy uwage, ze dzieki uniwersalnemu charakterowi prezentowanych w rozprawie modeli, otrzy-
mane wyniki moga by¢ zastosowane nie tylko w modelowaniu choréb zakaznych. Rezultaty moga zostaé
uzyte do obrazowania dynamiki réznych zjawisk w medycynie czy ekologii, na przyktad konkurencji mie-
dzygatunkowej lub oddzialywania miedzy komoérkami.

W niniejszej rozprawie przedstawimy i dokonamy analizy zaréwno modeli ciaglych, jak i dyskretnych.
Struktura modeli dyskretnych zostata oparta na ich ciggltych odpowiednikach. Dyskretyzacja uktadow
ciagtych skutkuje pojawieniem sie kroku dyskretyzacji, przez co uzyskujemy kolejny parametr. To powo-
duje, ze analiza uktadow dyskretnych, zwtaszcza w kontekscie stabilno$ci, jest bardziej skomplikowana
niz analiza odpowiednich ukladéw ciaglych. Nalezy mie¢ jednak na uwadze, ze zasadno$¢ modelu mo-
zemy zweryfikowaé tylko poprzez obserwacje wartosci liczbowych okre§lonych wielkosci. Wielkoéci te sa
funkcjami dyskretnymi i w przypadku rozwazanego w rozprawie przykladu epidemii gruzlicy stanowig
one liczby 0s6b zdrowych i zainfekowanych w podpopulacjach bezdomnych i niebezdomnych. W naszych
modelach podpopulacje te odpowiadaja podpopulacjom wysokiego i niskiego ryzyka. Wielkosci te maja
posta¢ dyskretna. Podano je w rocznikach statystycznych, zatem za dlugosé kroku dyskretyzacji mozna
przyjac rok. Z powodu dyskretnego charakteru danych uznali§my, ze w naszych rozwazaniach powinni$my
uwzgledni¢ modele dyskretne.

W rozprawie przyjmujemy podejscie, ze po analizie kazdego modelu ciagtego przedstawiamy i ana-
lizujemy odpowiednie modele dyskretne powstate na skutek dwoch sposobéw dyskretyzacji. Najpierw
zastosujemy otwarty schemat Fulera. Schemat ten, pomimo swojej prostoty, pozwala na uzyskanie skom-
plikowanych zachowan ukladéw, zwlaszcza w kontekscie bifurkacji. Nastepnie przedstawimy dyskretyza-
cje niestandardowa. Wybér okreslonej formy dyskretyzacji zostanie oméwiony w dalszej czesci rozprawy.
Oprocz zbadania whasnosci konkretnych modeli dyskretnych zajmiemy sie rowniez poréwnaniem obu me-
tod dyskretyzacji i wskazaniem odpowiedniej do obrazowania dynamiki epidemii. Ponadto poréwnamy
wlasnosci tych ukladéw z wlasnosciami odpowiedniego modelu ciaglego. Takiego calosciowego podejscia
do analizy dynamiki epidemii nie spotyka sie w literaturze.

Rozprawa nie ma charakteru wytacznie aplikacyjnego. W ujeciu teoretycznym prezentowane tu za-
gadnienia moga shuzyé¢ do badania dynamiki symetrycznych uktadéw rézniczkowych lub réznicowych
o réznych parametrach, ponadto taka dynamike mozna poréwnywaé z dynamika pojedynczego, odsepa-
rowanego, ukladu. Zastosowanie moga mie¢ zwlaszcza rezultaty dotyczace ukladéw dyskretnych, ktore
na ogoét sa analizowane w znacznie mniejszym zakresie niz analogiczne uktady ciagte.

W rozprawie zawarto wyniki symulacji numerycznych, ktérych celem bylto potwierdzenie przydatno-
Sci matematycznej analizy w przypadkach rzeczywistych. Jako dane rzeczywiste postuzyly liczebnosci
0s6b zdrowych i zainfekowanych w podpopulacjach 0s6b bezdomnych i niebezdomnnych w wojewodztwie
warminsko-mazurskim w latach 2001-2018. Dane te zostaly uzyte w celu obserwacji dynamiki gruzlicy
w kontekscie analizy wpltywu programéw wykrywania wspomnianych we wczesniejszej czesci wstepu.

Symulacje zostaly wykonane w §rodowisku programistycznym Matlab, do ktérego dostep doktorantom
przyznaje Uniwersytet Warszawski. Jako dane poczatkowe do symulacji uzyto liczebnosci poszczegélnych
grup os6b w roku 2001. W przypadku symulowania modeli ciggtych skorzystano z wbudowanej funkcji
ode4b, natomiast w przypadku modeli dyskretnych zaimplementowano schematy dyskretyzacji: otwarty
Eulera oraz niestandardowy, ktory bedzie oméwiony w dalszej czeSci rozprawy.
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Dane demograficzne uzyte w symulacjach zostaly wziete z rocznikow statystycznych [25]. Liczebnosci
0s6b bezdomnych zostaly dostarczone przez Regionalny Osrodek Polityki Spotecznej Urzedu Marszal-
kowskiego Wojewddztwa Warminsko-Mazurskiego w Olsztynie [81]. Dane epidemiologiczne uzyte do ana-
lizy zostaly zanonimizowane przez Samodzielny Publiczny Zesp6t Gruzlicy i Choréb Pluc w Olsztynie.
Wszystkie dane sa wolnego dostepu.

Wystepujace w modelach parametry dla obu podpopulacji, ktére dotycza rozrodczosci netto, ozdro-
wienia, naplywu osobnikéw do podpopulacji oraz Smiertelnosci naturalnej i z powodu gruzlicy zostaly
zaczerpniete z [I0I]. W modelach pojawiaja sie rowniez parametry, ktore odzwierciedlaja transmisje cho-
roby wewnatrz podpulacji lub miedzy réznymi podpulacjami. Nalezy zwrécié uwage, ze z medycznego
punktu widzenia nie istnieje formalna definicja tych parametréw. Konieczne jest jednak uwzglednienie
tych wspoélczynnikow, poniewaz oczywiste jest, ze nie kazdy kontakt osoby zdrowej i zainfekowanej konczy
sie zakazeniem. Najczesciej przyjmuje sie, ze parametry te maja stala, okreslona wartosé.

Wspélczynniki transmisji oszacowano korzystajac z wbudowanej w §rodowisku programistycznym Ma-
tlab funkcji Isqcurvefit. Funkcja ta korzysta z algorytmu Gaussa-Newtona [70]. Idea tego algorytmu jest
znalezienie najmniejszej sumy kwadratéw réznic miedzy warto$ciami symulowanymi a odpowiadajacymi
im warto$ciami rzeczywistymi. Funkcja Isqcurvefit zwraca wartosci estymowanych parametréw oraz sume
kwadratéw réznic. W naszym przypadku zwracanymi wartosciami sa wspotczynniki transmisji oraz sumy
kwadratéw réznic miedzy symulowanymi a rzeczywistymi liczebnosciami oséb zdrowych niebezdomnych
dla poszczegdlnych lat. Funkcja Isqcurvefit wymaga podania poczatkowej wartosci estymowanych wspot-
czynnikéw, dla ktorych wykonywane sa obliczenia. Moze wystapié¢ sytuacja, kiedy liczona suma kwadra-
tow jest najmniejsza tylko w ograniczonym zakresie warto$ci wspotczynnikow transmisji. Aby zapobiec
takiemu przypadkowi, dobierano poczatkowe warto$ci wspotczynnikéw transmisji z réznych zakresow.

Rozprawa sktada sie z czterech gléwnych rozdzialow.

W pierwszym rozdziale wprowadzono i przeanalizowano dwa ciaggte modele dynamiki epidemii w po-
pulacji jednorodnej. Pierwszy model zakltada, ze tempo przyrostu populacji jest wprost proporcjonalne do
jej liczebnosci. Zaprezentowano szczegbtowa analize tego modelu i zwrdécono uwage na jego maltuzjanski
charakter. Drugi model zaklada staly naptyw osobnikéw do populacji, zar6wno spowodowany przyrostem
naturalnym, jak i migracja. Takie zalozenie powoduje, ze w zmodyfikowanym ukladzie nie wystepuja
wlasnosci maltuzjanskie. Podczas analizy matematycznej obu modeli gtéwny nacisk poltozono na analize
stabilnodci, takze globalnej, stanéw stacjonarnych.

Drugi rozdzial zawiera konstrukcje i analize modeli dyskretnych, ktérych ciaglym odpowiednikiem
jest model z poprzedniego rozdziatu ze stalym napltywem. Te dyskretne uklady sa zbudowane w oparciu
o otwarty schemat Eulera oraz niestandardowa metode dyskretyzacji. Podobnie jak w pierwszym rozdzia-
le, skupiono sie na analizie stabilnosci. Otrzymane wyniki przedstawiono w kontekscie kroku dyskretyzacji,
ktory pojawia sie podczas konstrukeji uktadéw dyskretnych. W przypadku uktadu z otwartym schematem
Eulera omoéwiono rowniez mozliwosé wystapienia bifurkacji podwojenia okresu oraz Neimarka-Sackera dla
endemicznego stanu stacjonarnego. Dla uktadu z dyskretyzacja niestandardowa analiza tego zagadnienia
jest skomplikowana, dlatego dokonano wytacznie symulacji numerycznych sugerujacych wystapienie bi-
furkacji Neimarka-Sackera.

Trzeci i czwarty rozdzial dotycza dynamiki epidemii w populacji niejednorodnej. W trzecim rozdziale
przedstawiono dwa modele, ktére oparte sa na bazowych modelach oméwionych w rozdziale pierwszym.
Pierwszy z tych modeli, ze zmiennym naptywem do obu podpopulacji, byt wstepnie oméwiony w [101].
Podkreslono jego maltuzjanski charakter. Rozpatrzono ten model w przypadku, kiedy nie stosujemy
aktywnego wykrywania choroby wsréd oséb z grupy wysokiego ryzyka oraz kiedy to wykrywanie jest
uwzgledniane. Drugi model, nieposiadajacy juz wlasnosci maltuzjanskich, dotyczy przypadku statego
naplywu do podpopulacji. Dokonano matematycznej analizy obu tych modeli. W przypadku modelu ze
stalym napltywem przedyskutowano globalng stabilno$¢ stanéw stacjonarnych oraz mozliwo$¢ wystapienia
bifurkacji nadkrytycznej w kontekscie wspotezynnika odnowienia Ryg.

W czwartym rozdziale skonstruowano dwa modele dyskretne, ktére oparto na cigglym modelu ze
stalym naplywem z poprzedniego rozdziatu. W pierwszym modelu zastosowano otwarty schemat Eulera
i dokonano jego matematycznej analizy. Drugi model oparto na dyskretyzacji niestandardowej. Z powodu
skomplikowanej analizy matematycznej, postanowiono uprosci¢ ten model. Przyjeto, ze nie wystepuje
transmisja choroby z grupy niskiego ryzyka do grupy wysokiego ryzyka, co jest zasadne biologicznie,
a jednoczesnie umozliwito dokonanie pelnej analizy matematycznej. Podobnie jak w rozdziale drugim,
wyniki z tego rozdziatlu formutowano podkreslajac znaczenie kroku dyskretyzacji.
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Badania nad tematyka rozprawy przyczynily sie do opublikowania prac dotyczacych modelowania
dynamiki gruzlicy w populacjach niejednorodnych, w ktérych autor rozprawy byl wspoétautorem. Tymi
artykutami sa [27], [28], [29], [30] oraz [16]. Wyniki z rozdzialéw pierwszego i trzeciego sa zasadniczo
w pelni opublikowane odpowiednio w [29] i [16]. W rozprawie uwzgledniono dodatkowo analize globalnej
stabilnosci dla modelu ze stalym naptywem. Czesé rezultatow z rozdziatu drugiego jest zawarta w [30]
— przedstawiono tam wstepna analize modeli dyskretnych dla populacji jednorodnej i niejednorodnej
z uzyciem otwartego schematu Eulera. W [28] podano warunki zajScia bifurkacji podwojenia okresu
w modelu dla populacji jednorodnej z uzyciem otwartego schematu Eulera. Analiza modelu dla populacji
jednorodnej z uzyciem dyskretyzacji niestandardowej zostata przedstawiona w [27].
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Rozdzial 1

Modele ciagte dla populacji jednorodnej

Omawiane w rozprawie modele SIS dynamiki rozprzestrzeniania sie choroby zakaznej w populacji
niejednorodnej oparto na komponentach, ktérymi sg dwuwymiarowe modele opisujace dynamike epidemii
w populacji jednorodnej. Z tego powodu najpierw zajmiemy sie analizg takich dwuwymiarowych uktadow.
Przedstawimy w tym rozdziale dwa ciagglte modele S1S. Pierwszy odzwierciedla staly naptyw do populacji,
drugi — zmienny. Oba modele w rézny sposob obrazuja procesy narodzin i Smierci oraz migracje.

1.1 Model ze zmiennym naplywem

W tym podrozdziale przedstawimy model, gdzie wystepuje parametr uwzgledniajacy jednoczesnie
procesy narodzin i $mierci naturalnej oraz migracji w populacji. Zakladamy, ze te procesy zachodza
w tempie wprost proporcjonalnym do liczebnosci populacji.

Rozwazamy tutaj populacje, ktorej zageszczenie (czyli liczba osobnikéw przypadajaca na jednostke
powierzchni) w momencie ¢t wynosi N(t). Przyjecie oznaczenia N (t) jako liczebnosci prowadzi do nie-
realistycznego warunku, ze N(¢) € N dla kazdego t. Bedziemy jednak utozsamia¢ N(t) z liczebnoscia
osobnikéw w czasie ¢, poniewaz powierzchnia zajmowana przez populacje jest stata. Z matematycznego
punktu widzenia zalozenie to nie wplywa na dalsza analize i nie stanowi ograniczenia.

W danej populacji wyrézniamy dwie grupy osob:

e zdrowych, podatnych na zakazenie — ich liczebno$¢ w momencie ¢ oznaczamy jako S(t),

e chorych, zainfekowanych — ich liczebno$¢ w momencie ¢t oznaczamy jako I(t).

W modelach SIS zaklada sie, ze osoba zainfekowana jest jednoczesnie osoba roznoszaca zakazenie.
Oczywiscie zachodzi N(t) = S(t) + I(t). Jesli to nie spowoduje dwuznacznosci, bedziemy pisa¢ S, [ i N

zamiast odpowiednio S(t), I(t) i N(¢t).
Przyjmujemy, ze na liczebnosci obu tych grup maja wptyw:

e Smiertelno$¢ z powodu choroby zakaznej — liczba 0s6b zakazonych umierajacych z powodu choroby
jest proporcjonalna do liczby tych osoéb,

leczenie zakazonych — liczba ozdrowiencow jest proporcjonalna do liczby oséb chorych,

e przyrost populacji netto, czyli uwzgledniajacy narodziny, $§mier¢ naturalng oraz migracje — w krot-
kim horyzoncie czasowym mozemy zalozy¢, ze przyrost ten jest proporcjonalny do liczebnosci po-
pulacji,

e transmisja choroby.
Wspomiane procesy beda odzwierciedlone poprzez parametry:

e 3 — zdefiniowany jako wspoélczynnik transmisji choroby z grupy oséb zakazonych do grupy osoéb
podatnych,
e o — opisujacy Smiertelno$¢ zwigzana z choroba,

e 7 — bedacy wspoétczynnikiem ozdrowienia,
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o A — odzwierciedlajacy przyrost naturalny populacji oraz migracje.

Schemat transmisji choroby w populacji jednorodnej ze wspomnianymi zalozeniami zostal przedstawiony

na rysunku [I.1]
A>0 @ @ A>0
BI

=1

A<O@ @A<O

Rysunek 1.1: Schemat transmisji choroby w populacji jednorodnej.

Przy powyzszych zalozeniach dynamike epidemii w populacji jednorodnej mozemy opisa¢ za pomoca
nastepujacego uktadu réwnan rézniczkowych:

S'=—Bf(S,I)+~I+ AS,

: (1.1)
[=f(S,I)— (7 +a— A

Zakladamy, ze wystepujace w ukladzie parametry maja stala wartos$¢ oraz ze sa, oprocz A, dodatnie.
Wspétezynnik A odzwierciedla demograficzne zmiany w populacji, zatem moze by¢ dodatni, ujemny lub
nawet réwnac sie zeru.

Funkcja f(.S, I) opisuje transmisje choroby z grupy osob zdrowych do grupy oséb chorych. Zakladamy,
ze f: Ri — Ry jest co najmniej klasy C!, gdzie Ry = [0,00) (w niektorych przypadkach, omawianych
pozniej, takie zatozenie jest niepoprawne i wtedy dodatkowo zaktadamy, ze 0 ¢ R, ). W ogolnosci funkcja
transmisji f jest rosnaca ze wzgledu na obie zmienne oraz ma ciagle pochodne czastkowe. Ponadto
przyjmiemy, ze zachodzi f(0,1) = f(5,0) = 0 dla dowolnych S, I € R, natomiast podczas analizy

. . L, . . . L, . . . . af(xvy)
dodatniego stanu stacjonarnego, ktory bedzie zdefiniowany i omoéwiony dalej, zalozymy, ze =% 00)
of (z,y) —

T P
Jako funkcje transmisji choroby f zastosujemy dwa najczesciej stosowane typy funkcji:
o f(S,I)= f1(S,I) = SS—JFII — standardowa funkcja zapadalno$ci,

o f(S,I) = f2(S,I) = ST — funkcja oparta na prawie dzialania mas.

Nalezy zauwazy¢, ze funkcja fo jest klasy C! na calej przestrzeni Ri, funkcja f; jest za$ dobrze okreslona
tylko dla co najmniej jednej dodatniej wspolrzednej S lub I. Z tego powodu istnieje potrzeba rozszerzenia
dziedziny funkcji f1 w taki sposob, zeby otrzymaé f(0,0) = 0. Dzieki takiemu zalozeniu mozna analizo-
waé naturalnie wystepujacy w omawianym kontek$cie zerowy stan stacjonarny. Jest to stan, w ktérym
liczebnos¢ kazdej z podpopulacji wynosi zero. Poniewaz zachodza nieréwnosci f1(S,1) < Si f1(S,1) < 1,
latwo pokazac, ze tak rozszerzona funkcja spelnia warunek Lipschitza.

Aby uprosci¢ zapis ukltadu , zredukujmy liczbe wystepujacych w nim parametréow. W tym celu
wprowadZzmy najpierw nowa niezalezna zmienng 7 = ¢, dla ktérej mamy

1S _ds_,  idl_dr_,
ydt  dr ydt — dr
Mozemy wowczas zapisa¢ ukltad (L.1) w postaci

S"=—Bf(S,I)+1+ AS, (1.2a)
I'=8f(S,I)— (1+a—A), (1.2b)
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gdzie parametry sg teraz przeskalowane przez 7. Zauwazmy, ze zmienne S, [ staly sie funkcjami zmiennej
T.

Dalsze skalowanie zalezy od postaci funkcji transmisji f. Dla funkcji fo mnozymy réwnania (1.2al)
i (1.2b) przez 3. W przypadku f; mnozymy réwnania przez /3. Otrzymujemy

v’ = —f(r,y) +y+ Az, (1.3a)
y' = flz,y) — (1 +a— Ay, (1.3b)
gdzie x = aS, y = al oraz a = B dla fy lub a = /B dla f;. Ponadto oznaczmy w(7) = aN (7). Oczywiscie

zachodzi
w=x+Yy.

Zauwazmy, ze po skalowaniu parametry «a oraz A nie ulegajg zmianie, w szczegélnosci A moze przyjmowac
dowolne wartosci rzeczywiste.

1.1.1 Wlasno$ci modelu (1.3

Wprowadzmy oznaczenia

o
A
Zauwazmy, ze zachodzi rownos¢ k = 1 + Axk. Ponadto, jesli A < 0, to zachodza nieréwnosci £ < 0 oraz

k > 1> 0. Jezeli natomiast x > 0, to woéwczas otrzymujemy « > A > 0 oraz k > 0.
Teraz przyjrzymy sie wlasnosciom uktadu (1.3).

ki=1+a—A, K= 1 dla A #0.

Twierdzenie 1.1. Dla dowolnego nieujemnego warunku poczgtkowego rozwigzania uktadu (L.3) sq jed-
noznaczne, nieujemne i istniejq dla wszystkich T > 0.

Dowdd. Lokalne istnienie oraz jednoznaczno$¢ rozwiazan ukladu réwnan wynikaja z zatozen dla
funkcji transmisji f. Dzieki tym wlasno$ciom, na mocy twierdzenia Picarda-Lindel6fa [93], prawa strona
uktadu spelnia lokalny warunek Lipschitza, dzieki ktéremu uzyskujemy pozadane wtasnosci rozwia-
zan.
Niech teraz z(0),y(0) > 0. Jesli istnieje punkt 7 > 0 taki, ze z(7) = 0, to dla takiego pierwszego
punktu mamy
#(7) = y(7) 2 0.

Zauwazmy jednak, ze gdyby z(7) = y(7) = 0, to dostalibySmy sprzeczno$¢ z jednoznacznoscia rozwigzan,
gdyz z zalozenia o funkcji f mamy rozwiazanie (z,y) = (0,0). Zatem y(7) > 0. Oznacza to, ze = jest
odpychany od 0. Stwierdzamy zatem, ze x(7) jest nieujemne dla 7 > 0.
Teraz zauwazmy, ze dla réwnania ((1.3b) mamy
y' > —ky,
z twierdzenia Crzaptygina-Perrona o nieréwnosciach rézniczkowych [I3] za§ uzyskujemy

y(r) = y(0)e ™™ >0 dla y(0) > 0.

Korzystajac z twierdzenia o przedtuzaniu [93] rozwiazania ukladu (1.3) przy zalozeniu nieujemnosci
warunku poczatkowego mozna przedtuzyé na dowolny przedziat [0,2\), t>0.
Pokazemy, ze rozwigzania istnieja dla kazdego 7 > 0. Jezeli dodamy do siebie réwnania uktadu ,
to otrzymamy
¥ +vy =Alx+y)—ay, inacze] w' = Aw — ay.

Jesli zachodzi A < 0, to w maleje i stad mamy, ze x(7) oraz y(7) sa ograniczone z gory przez w(0),
poniewaz zachodzi

z(7), y(7) < w(r) < w(0).
Jezeli mamy A > 0, to w’ < Aw i przyrost zmiennych jest co najwyzej wykladniczy, to znaczy

z(7), y(r) < w(r) < w(0)e?”

i na mocy twierdzenia o przedtuzaniu dostajemy okreslonosé¢ zmiennych x(7) i y(7) dlakazdego 7 > 0. O
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Teraz omoéwimy przypadki, dla ktérych mozliwy jest nieograniczony przyrost lub wymarcie populacji
opisanej przez model (|1.3).

Stwierdzenie 1.2. Zaldzmy, ze warunek poczgtkowy dla modelu (1.3)) jest dodatni. Jesli zachodzi A >
a > 0, to model ten obrazuje nieograniczony przyrost populacji. Jezeli A < 0, to obserwujemy ekstynkcje
populacyi.

Dowdd. e Zalézmy najpierw, ze A > o > 0. Wowczas mamy
w' =Aw—ay = Ar+ (A —a)y > 0, (1.4)

jesli spelnione sa warunki x(0) > 01 y(0) > 0. Stwierdzamy zatem, ze funkcja w(7) rosnie i ma granice
lim w(r) = g > 0. Zalézmy, ze g < co. Wowezas zachodza y(7) < w(T) < g+ ¢ oraz w(r) > g — ¢ dla

T—00

dowolnego ¢ > 0 i wystarczajaco duzego 7 > 0. Z rownania ([1.4) uzyskujemy wiec

w=Aw—-—ay>Alg—¢c)—algte)=(A—a)g—ec(A+a)>0

dla e < gﬁ—j_‘;. Biorgc €= § - ‘213

> 0 dostajemy
w(r) > (A-a)g—EA+a) = (A-a)g— S(A-a) =2,

gdzie é = §(A — a). Z tego mamy, 7e dla 7 > T (gdzie T' = T'(¢) jest momentem z definicji granicy g)
z twierdzenia Czaptygina-Perrona [I3] wynika, ze

w(r) > w(T)+&(r —T) —— o0,

T—00

co jest sprzeczne z zalozeniem o ograniczonosci g. To oznacza, ze lim w(7) = oo i obserwujemy nie-
T—0Q

ograniczony przyrost zmiennej w. Stwierdzamy wiec, ze w takim przypadku liczebno$§¢ populacji rosnie
nieograniczenie.
e Teraz zatozmy, ze A < 0. Wowcezas zachodzi

w = Aw — ay <0,
co oznacza, ze w maleje. Co wiecej, poniewaz spelnione jest w’ < Aw, to dostajemy

0 < w(r) <w(0)er™ —— 0. (1.5)

T—r 00

Stad wynika, ze lim w(7) — 0, czyli populacja wymiera. O

T—00

Nalezy zwroécié uwage, ze jesli y = 0, to wowczas otrzymujemy réwnanie

w' = Aw,

ktore jest rownaniem Malthusa. Z analizy zaprezentowanej powyzej wynika, ze dla A > o > 0 lub dla
A < 0 w uktadzie (|1.3) obserwujemy dynamike maltuzjariska.

1.1.2 Analiza stabilno$ci stanéw stacjonarnych ukladu (1.3)

W tym rozdziale zbadamy warunki istnienia i stabilnosci stanéw stacjonarnych uktadu (1.3)).
Najpierw przytoczmy odpowiednie pojecia [63]. Rozwazamy uktad:

w = w(w), (1.6)
gdzie w = w(t) = (w1(t),...,w,(t))T (symbol T oznacza transpozycje) i w(w) = (wi(w),...,w,(w))T.
Bedziemy rowniez pisa¢ w = w(t; tg, wo). Niech w(tg) = wp oznacza warunek poczatkowy uktadu (1.6).
Zakladamy istnienie i jednoznacznos$é rozwiazan uktadu (1.6) dla ¢ > ¢y. Ponadto niech @ oznacza stan
stacjonarny uktadu (1.6]).
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Definicja 1.3. Stan stacjonarny w uktadu (L.6) nazywamy stabilnym w sensie Lapunowa, jesli dla do-
wolnych tg > 0, € > 0 istnieje 6 = §(g,t0) > 0 taka Ze

lo —woll <6 = [Jw—w(t;to, wo)]| <e.

Definicja 1.4. Stan stacjonarny w uktadu (1.6) nazywamy stabilnym asymptotycznie, jesli jest stabilny
w sensie Lapunowa oraz jesli istnieje 0 = §(to) > 0 taka ze

[0 —wol|| <& = lim |[w — w(t;te,wp)|| = 0.
t—o0

Definicja 1.5. Niech W; oznacza zbior wartosci przyjmowanych przez wj, gdzie j = 1,...,n. Wowczas
W = (Wy,...,W,)T nazywamy przestrzeniq stanéw.

Definicja 1.6. Zbior wszystkich punktéw wg € W dla ktérych

tli)Igo [l — w(t; to,wo)|]| =0

dla pewnego ty > 0 nazywamy zbiorem przyciggania stanu stacjonarnego w.
Zbior zdefiniowany w definicji [1.6] oznaczmy przez Wy.

Definicja 1.7. Jezeli stan stacjonarny uktadu (1.6) jest asymptotycznie stabilny i Wy = W, to taki stan
stacjonarny nazywamy globalnie asymptotycznie stabilnym.

Sformutujemy twierdzenie pozwalajace okresli¢ globalng asymptotyczna stabilno$é¢ danego stanu sta-
cjonarnego. Najpierw wprowadzimy definicje pomocnicze. Rozwazamy pewien stan stacjonarny w uktadu

(L8).

Definicja 1.8. Funkcje V : W — R nazywamy
e dodatnio okreslong, gdy V(w) = 0 i dla kazdego w # w zachodzi V(w) > 0;
o ujemnie okreslong, gdy V(w) =0 i dla kazdego w # @ zachodzi V(w) < 0;
e ujemnie potokreslong, gdy V(w) =0 i dla kazdego w # w mamy V(w) < 0.

Niech V : W — R bedzie funkcja rézniczkowalna w sposob ciagly (to znaczy ma ciaglte pochodne
czgstkowe pierwszego rzedu). Pochodna funkeji V' wzgledem czasu wynosi

V(w(t)) = VV(w(t)) - (t) = VV(w(t)) - w(w(t)),

gdzie
oo vy
w " dw, )

v =

Definicja 1.9. Funkcje V : W — R nazywamy pochodng funkcji w wzdtuz trajektorii uktadu (11.6) lub
pochodng systemowq funkcji V.

W celu okreslenia globalnej asymptotycznej stabilnoéci danego stanu stacjonarnego przydatne jest
ponizsze twierdzenie. Jego dowod mozna znalez¢ w [63].

Twierdzenie 1.10. Zatézmy, ze rozwigzania uktadu sq ograniczone. Niech istnieje funkcja V : W —
R, rézniczkowalna w sposob ciggly, dodatnio okreslona w W. Jesli jej pochodna systemowa VW >R
jest ujemnie potokreslona w W, to stan stacjonarny w uktadu jest globalnie stabilny. Jezeli pochodna
systemowa V : W — R jest ujemnie okreslona w W, to stan stacjonarny w uktadu jest globalnie
asymptotycznie stabilny.

Przejdzmy do wskazania stanéw stacjonarnych uktadu (1.3). Na poczatku zalézmy, ze A # 0. Przy-
padek, gdy zachodzi réwnos$é A = 0, zostanie omowiony poznie;j.
Zauwazmy, ze z rownan ([1.3) uzyskujemy zalezno$¢ spelniana przez kazdy stan stacjonarny

0=Aw — ay,
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skad mamy
r=-——"7-"=xky dla A#N0. (1.7)

Widzimy, ze zerowy stan stacjonarny, oznaczony przez Eg := (0,0), istnieje zawsze, niezaleznie od
warto$ci parametréow uktadu oraz od postaci funkcji transmisji f. Stan Ej jest to stan, w ktorym nie ma
osobnikéw zaréwno zainfekowanych, jak i zdrowych.

Niech (z,y) bedzie niezerowym stanem stacjonarnym takim, ze 2 > 0. Jest to taki stan, kiedy w popu-
lacji wystepuje co najmniej jeden zdrowy osobnik. O wystepowaniu tego stanu moéwi nastepujace twier-
dzenie:

Twierdzenie 1.11. Niech A # 0. Wowczas w uktadzie dla f = f1 nie istnieje niezerowy stan
stacjonarny, natomiast dla f = fa uktad ma dodatni stan stacjonarny (k, %) istniejgcy dla k > 0.
Dowdd. Na podstawie réwnosci stwierdzamy, 7e warunek x < 0 (to znaczy A < 0 lub A > a)
implikuje nier6wno$é¢ x - y < 0, ktéra przeczy nieujemnosci zmiennych x i y. Jesli zalozymy natomiast,
ze k = 0 (inacze] A = «), to wowczas mamy = = 0, co daje y = 0. Ponownie uzyskujemy zerowy stan
stacjonarny.

Przejdziemy teraz do przypadku x > 0. Réwnanie ma woéwczas postaé

—f(z,y) +y+ Ay = 0. (1.8)

To oznacza, ze dodatni stan stacjonarny F. := (z*,y*), gdzie z* i y* spelniaja zaleznosci M =

1+ Ak = k oraz z* = ky*, istnieje tylko wtedy, gdy funkcja transmisji f spelnia warunek sup @ > k.
Poniewaz f jest funkcja rosnaca ze wzgledu na zmienng x oraz zachodzi f(0,y) = 0, to warunek ten moze
by¢ zapisany jako:

Sy>0 lim 25

Tr—r00 y

> k.

Zauwazmy, ze w przypadku funkcji f; mamy fi(x,y) = % < y dla dowolnego y > 0, podczas gdy k£ > 1
dla x > 0. To oznacza, ze nie istnieje dodatni stan stacjonarny dla takiej postaci funkcji f, natomiast
w przypadku funkcji fo(z,y) = zy dostajemy z* = k oraz y* = % O
Dodatni stan stacjonarny nazywamy réwniez endemicznym — czyli takim, w ktorym wystepuja zaréwno
osobniki zdrowe, jak i chore.
Teraz sprawdzmy warunki, dla ktorych zachodzi stabilnosé poszczegélnych stanéw stacjonarnych ukta-
du (L.3). Przypomnijmy, ze ogélna funkcja f jest klasy C! i ma zerowe pochodne czastkowe w punkcie

(0,0). Pozwala nam to zastosowac do obliczen macierz Jacobiego. Macierz ta dla uktadu (1.3), oznaczona

przez M, ma postaé
A— Af(z,y) 1— of(z,y)
)

T [5]
MJ(x,y) = ( af (x,y) of (z,y) y_ k
ox Jdy

Rozwazmy najpierw stan stacjonarny Ey. Na podstawie obliczen mozna sformutowaé twierdzenie:

Twierdzenie 1.12. Stan stacjonarny wolny od epidemii Ey uktadu (1.3) jest globalnie stabilny dla A < 0
i niestabilny dla A > 0.

Dowdd. Macierz Jacobiego dla stanu Ey mozna zapisaé¢ jako

M (o) = ( 6‘ L )

Wartosci wlasne tej macierzy wynosza Ay = A oraz Ao = —k. Wnioskujemy zatem, ze jesli A > 0, to Fy
jest niestabilny, jesli zas A < 0, to Ejy jest lokalnie stabilny. Ponadto z nieréwnosci wynika, ze stan
ten jest rowniez stabilny globalnie.
Latwo sprawdzic¢, ze funkcja fi nie jest rézniczkowalna w (0,0). Spojrzmy jednak na réwnanie ([1.3al)
w przypadku gdy f = f1. Mamy woéwczas
/ Yy 2

' =— +y+ Ax = Y
r+y r+y

i kiedy tylko A > 0, to Ey jest odpychane od punktu (0,0). O

+ Az > Az,
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Udowodnili§my zatem, ze zerowy stan stacjonarny FEj jest globalnie stabilny dla A < 0. Jesli A > 0,
to ten stan traci stabilno$é. Te wlasnosdci sa zachowane niezaleznie od wyboru funkcji transmisji f.

Teraz rozwazmy stan E. (istniejacy dla A € (0, «), inaczej £ > 0). Przypomnijmy, 7e stan ten istnieje
tylko dla funkcji fo, natomiast nie istnieje dla f;. Na podstawie analizy stabilnosci tego stanu stwierdzamy,
co nastepujace:

Stwierdzenie 1.13. Zatézimy, ze k > 0 oraz f = fo. Wowczas endemiczny stan stacjonarny E. uktadu
(1.3) jest lokalnie stabilny dla A > 0 i niestabilny dla A < 0.

Dowdd. Dla stanu E, mamy macierz Jacobiego:

A _ af(xﬁy) 1— af(IﬁU)
M, (E,) = ELGER) W @)
JiZe af(z.y) o (z.y)
9 (gw,y) 9 (@=y)

Warunkami stabilnoéci stanu E, sa nieréwnosci:
(a) tr M, (E,) <0,
(b) det M;(E.) > 0.
Sprawdzmy warunki @f@ dla funkcji fo. Macierz Jacobiego M ;(E,) ma wowczas postaé

—y +A 1—z*\ [ —-E4+A4 1-k
y* =k ) k 0 '

K

Stwierdzamy, ze

k 1+ A4 1
trMyj(Ee) =—y"+A+a"—k=—+A+k—k=— * H+A:——<O,
K K K

zatem warunek @) jest zawsze spelniony, o ile £ > 0. Ponadto
det Mj(E.)=(—y"+A)(x" —k)— (1 —2")y* = kA >0,

stad zachodzi warunek (]ED, jesli A > 0. Dla A < 0 warunek (]ED jest niespelniony, wiec wéwczas stan F,
jest niestabilny. O

W celu podsumowania dotychczasowych rozwazan zilustrujmy zachowanie uktadu zaréwno dla f = fq,
jak i f = fo. Przyktadowe portrety fazowe dla f = f; oraz ujemnego i dodatniego A przedstawiono
odpowiednio na rysunkach i Na rysunku pokazano portrety fazowe dla f = fo i réznych
znakow A.

1.1.3 Przypadek A =0

Teraz omoéwimy stabilno$é uktadu (1.3) dla A = 0. To odzwierciedla sytuacje, gdy rozmiar populacji
jest staty. Uktad (1.3)) ma wowczas postaé

I/ = *f(ﬂf,y) + v, (193)
y' = fla,y) - 1+ a)y, (1.9b)

gdzie f = f1 lub f = fo. Mozemy stwierdzi¢, ze w ukladzie nie ma dodatniego stanu stacjonarnego,
wystepuje za$ rodzina stanéw stacjonarnych wolnych od epidemii E, := (x,,0), gdzie z, € Ry — s3 to
wiec takie stany, w ktorych nie ma osobnikéw zakazonych. Zauwazmy, ze stan Ej stanowi szczegblny
przypadek stanu E,.

Przejdzmy do oméwienia stabilno$ci stanéw postaci E,. Zauwazmy, ze stany te nie sa izolowane, zatem
do badania stabilno$ci nie mozna zastosowaé¢ twierdzenia o linearyzacji. W celu zbadania stabilnosci
przeanalizujemy portret fazowy uktadu .

Zacznijmy od przypadku f = f;. Dostajemy twierdzenie:
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Rysunek 1.2: Portret fazowy rozwiazan uktadu (1.3) dla f = f; i dla A < 0. Izokline zerowa dla zmiennej
T zaznaczono na zielono, izoklina zerowa dla zmiennej y jest czerwona. Stan stacjonarny zaznaczono na

z61to. Przyjeto wartosci parametrow a = 0,3 oraz A = —0, 1.
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Rysunek 1.3: Portrety fazowe rozwiazan uktadu (1.3) dla f = f; i A > 0. Izokline zerowa dla zmiennej
y zaznaczono na czerwono. W symulacjach przyjeto wartosci parametrow o = 0,3 oraz A = 0,1 w (a)
iA=0,7w (b).

Twierdzenie 1.14. Stany stacjonarne wolne od epidemii E, = (z,,0), gdzie x, € Ry, uktadu (1.9) dla
f = f1 sq stabilne w sensie Lapunowa.

Dowdd. Izokling zerowa dla zmiennej x jest prosta y = 0, izoklinami zerowymi dla zmiennej y sa za$

proste y = 0 oraz y = — 5, ktérej nie rozwazamy, poniewaz nie znajduje si¢ ona w I ¢wiartce uktadu
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Rysunek 1.4: Portrety fazowe rozwiazan uktadu (1.3) dla f = f» dla A < 0 (a) oraz A > 0 (b). Izokline
zerowa dla zmiennej x zaznaczono na zielono, izoklina zerowa dla zmiennej y jest czerwona. Stany stacjo-
narne zaznaczono na zotto. W (a) wartosci parametrow to A = —0,51 a = 0,2, w (b) przyjeto A = 0,15
oraz o =0, 7.

wspolrzednych. Zapiszmy uklad (1.9) w nastepujacy sposob:

o=y (1), 1.10a
y( x+y) (110

M=y<x—u+a0. (1.10b)

r+y

Z réwnania ((1.10a)) wynika, ze pochodna 2’ jest dodatnia dla z,y > 0. Co wiecej, mozna stwierdzié¢, ze
lir% x'(z,y) = 0. Z réwnania ([1.10b) uzyskujemy, ze pochodna gy’ jest ujemna i moze byé¢ oszacowana
y—r

z glry przez
Y <—(1+a)y.
7 tego otrzymujemy
y(r) < y(0)e~+T,
Mozemy zatem stwierdzi¢, ze zmienna y maleje wyktadniczo do zera.
Rowniez zmienng x mozna oszacowac z gory, poniewaz

2 <y < y(0)e At

co daje

x(r) < z(0) + ly—(&-i())a (1 - ef(Ho‘)T) )

Zwroémy uwage, ze z ograniczen na zmienne z i y wynika, ze jesli warunek poczatkowy (z(0),y(0)) jest
blisko punktu (z,,0), to rozwigzanie uktadu tez jest blisko tego punktu. Stad uzyskujemy stabilnosé
stanéw F, w sensie Lapunowa. Zauwazmy tez, ze graniczny stan stacjonarny zalezy od wyboru warunku
poczatkowego. O

Przejdzmy do sytuacji, gdy f = fa. Uktad (1.9) ma wowczas postac

¥ =—-zy+y=yl—z+1), (1.11a)
y=zy—(1+a)y=yz—(1+a)). (1.11b)
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Okazuje sie, ze mozna wyznaczy¢ catke pierwszg powyzszego uktadu. Dzielac réwnanie (1.11b) przez
(1.11a) dostajemy

d _
ay _ry—ytoy o 11
dx —xy+vy r—1

Catlka pierwsza ukladu (1.11)) ma postaé

y+z+aln|z—1]=C, (1.12)

gdzie C jest stala calkowania. Wzor (1.12)) opisuje trajektorie w przestrzeni fazowej (z,y) € Ry x Ry,
o ile  # 1. Nie uwzgledniono tu przypadku x = 1, ktéry zostanie oméwiony ponize;j.
7, analizy portretu fazowego dostajemy twierdzenie:

Twierdzenie 1.15. Stany stacjonarne wolne od epidemii E, = (x4,0), gdzie z, € RT, uktadu (1.9) dla
f = fa sq stabilne w sensie Lapunowa dla x, € [0,1 + &), tracq zas stabilnosé, gdy x, > 1+ a.

Dowdd. Przeanalizujmy portret fazowy uktadu . Izoklinami zerowymi dla zmiennej x sa proste
y = 0 oraz = 1, z kolei dla zmiennej y: proste y = 0 oraz z = 1 4+ o. Na podstawie réwnania
mozna stwierdzié¢, ze pochodna z’ jest rosngca dla x < 1, malejaca za$ dla x > 1. Dla z = 1 réwnanie
ma posta¢ y = —ay. Mozemy stwierdzi¢, ze dla dowolnego y(0) zbiér punktow (1,yoe™ ") jest
rozwiagzaniem uktadu i trajektorie innych rozwigzan nie moga przeciaé¢ prostej x = 1. Wynika stad,
ze prosta x = 1 jest separatrysa. Z dostajemy, ze pochodna %/ jest ujemna dla z < 1+ «, dodatnia
za$ dla z > 1+ . Uzyskujemy tez zlgg»a y' (z,y) = 0. Prosta z = 1 + « jest izokling zerowa dla zmiennej

y 1 rozwiazania (1.11) moga przechodzi¢ przez ta prosta.
Przejdzmy do omoéwienia stabilnosci stanéw F, w zaleznosci do wartosci x,.

Na podstawie znakow pochodnych ' oraz ¢’ dla x > 1+ « stwierdzamy, ze rozwigzanie uktadu (1.11])
nie moze zbiega¢ do punktu E, dla z, > 1+ « i stad uzyskujemy brak stabilnosci stanu E, dla takich
wartosci z,. Co wiecej, dla z, = 1 + « dostajemy x’ < 0, co réwniez oznacza, ze nie ma zbieznosci
rozwigzania do stanu E,.

Zauwazmy teraz, ze dla x < 1 dostajemy vy’ < —ay, zatem y maleje wykladniczo do zera. Sprawdzmy,
do jakiej wartosci x, zbiega wspélrzedna = rozwiazania przy ustalonym warunku poczatkowym. Skorzy-
stamy ze wzoru (1.12). Zauwazmy, ze C = y(0) + z(0) + aln|z(0) — 1|, o ile z(0) # 1 (dla z(0) = 1
stosujemy przedstawione powyzej rozumowanie dla przypadku z = 1). We wzorze podstawmy
y = 0, co reprezentuje TlLIgO y(7) = 0. Dostajemy

Zq +aln|z, — 1| = y(0) + 2(0) + aln |z(0) — 1].

Rozwigzanie powyzszego rOwnania ma postaé

vy — 14 alV (1 (e;<y<o>+z<o>+alnz<o>1|1>)) ,
«

gdzie W (z) jest funkcja W Lamberta z argumentem 2.
Przejdzmy do przypadku z < 1. Wowczas ¢ maleje, zatem mamy z(7) < x(0) dla ¢ > 0. Ponadto
zachodzi (0) < 1+ «a i z rownania (1.11b) dostajemy szacowanie

y < —Cuy, C,=1+a—2z(0)>0,

co implikuje wyktadnicza zbieznosé¢ y do zera.
Stwierdzamy wiec, ze w ukladzie (1.9) dla f = f, stany F, sa stabilne w sensie Lapunowa dla
Zq € 0,1 4 «) oraz niestabilne dla z, > 1+ a. O

Przyktadowe portrety fazowe rozwiazan uktadu dla przypadkéw f = f; oraz f = fy przedsta-
wiono na rysunku [I.5]

Zwr6oémy uwage, ze przypadek A = 0 jest niegeneryczny, wiec w praktyce jego znaczenie jest margi-
nalne. Moze by¢ pomocny w sytuacji, kiedy infekcja rozprzestrzenia sie w tak szybkim tempie, ze przyrost
naturalny i migracja staja sie nieistotne.
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Rysunek 1.5: Portrety fazowe rozwigzan ukladu (1.9) dla f = f; (a) oraz f = f5 (b). Izokling zerowa dla
zmiennej x zaznaczono na zielono, dla zmiennej y — na czerwono. Przyjeto o = 0, 9.

1.2 Model ze stalym naplywem

Teraz oméwimy modyfikacje modelu . Zamiast jednego wspolczynnika dotyczacego przyrostu
netto populacji wprowadzimy dwa niezalezne parametry. Pierwszy z nich opisuje staty naptyw osobnikéw
do populacji — nie zalezy on od jej liczebnosci. Na naplyw ten sktadaja sie narodziny osobnikéw oraz
migracje. Drugi parametr dotyczy naturalnej $miertelnosci, niezwiazanej z chorobg zakazna wywolujaca
epidemie, proporcjonalny do liczebnosci populacji. Model oparty na tym zalozeniu zostal przedstawiony
w [101]. W dalszej czesci podrozdziatu zastosujemy funkcje transmisji f(z,y) = fa(z,y) = xy. Omawiany
model przyjmuje postaé:

S =C —BSI+~I— uS,
. ST+l —p (1.13)
I=85I—-(v+a+ul,

gdzie C' jest stalym naplywem osobnikéw do populacji, 5 to wspédlczynnik transmisji choroby, v jest
wspolczynnikiem ozdrowienia, p opisuje $miertelnos$é naturalna, a za$ — Smiertelno$é zwiazana z choroba.
Zakladamy, ze wspolczynniki te sa stale i dodatnie. Ponadto z powodu znaczenia parametrow C i p
zachodzi

C>pu.

(H)
Przeprowadzmy skalowanie modelu ([1.13), by zmniejszy¢ liczbe parametréw. Postapimy podobnie jak
w przypadku ukladu (1.1). Po wprowadzeniu zmiennej 7 = vt uzyskujemy

1dS _dS

1ds _ds ldl dI
~ydt  dr 7

va s a

wspoélczynniki za$ zostaja przeskalowane przez . Nastepnie mnozymy oba réwnania przeskalowanego
uktadu przez 8. Otrzymujemy

¥ =C—xy+y— ux,
, yry—H (1.14)
Y =wzy — ky,
gdzie

x=pS, y=pBI, k=a+pu+l,
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C zas jest odpowiednio przeskalowane. Oczywiscie zachodzi k& > 1. Ponadto wprowadzmy zmienng
w(t)=pN(1) = w=z+y.

Najpierw zbadajmy podstawowe wlasnosci modelu ([1.14)). Posta¢ prawej strony tego uktadu implikuje
istnienie, jednoznacznosé oraz nieujemnos¢ rozwigzan dla nieujemnego warunku poczatkowego. Ponadto
rozwiazania moga by¢ przedtuzone na dowolny odcinek czasu. Jesli dodamy stronami réwnania uktadu,
otrzymujemy

w' =C — pw — ay. (1.15)

Wykazemy, ze (na podstawie postaci réwnania ) w modelu , w przeciwienstwie do (|1.1)),
maltuzjanski charakter nie wystepuje. Oznacza to, ze nie pojawia sie sytuacja, ze populacja wymiera lub
wzrasta nieograniczenie.

Oszacujmy maksymalny rozmiar populacji. Poniewaz zachodzi y > 0, otrzymujemy

w' < C — pw, (1.16)

w(r) < (w(O) - C) ey

Stwierdzamy zatem, ze jesli w(0) > €, to liczebnosé populacji maleje i stad wiemy, ze zmienne z(7) i y(7)
sq ograniczone z gory, poniewaz zacﬁodzi

co daje

Jesli w(0) < %, to populacja moze sie rozrasta¢, ale przyrost zmiennych jest ograniczony. Oczywiscie

zachodzi
c C
+ - < S

b

gdzie ¢ = const > 0. Wynika stad, ze zmienne z(7) i y(7) sa okreslone dla kazdego T > 0.
Rozwazmy ponownie réwnanie (|1.15), ktore wraz z nieréwnoscia y < w prowadzi do nieréwnosci

(1), y(1) Sw(r) < —ce™7

w' >C—(p+ a)w.

Z réwnania (|1.15) i nieréwnosci (L.16]) uzyskujemy

C—(p+ao)w<w <C— pw,

v e (55

Uktad (1.14) ma dwa stany stacjonarne: wolny od epidemii Eg := (z4¢,0) = (%,O) (skrét df oparto

na anglojezycznym wyrazeniu disease-free) oraz endemiczny

C’,uk)

co daje, ze

jest zbiorem niezmienniczym.

L, = ey Ye) = k7
(e = (0. S5

Zauwazmy, ze warunek € > k gwarantuje istnienie stanu E., natomiast stan Egs istnieje zawsze, nieza-
leznie od wartosci parametréw modelu.
Macierz Jacobiego uktadu (1.13)), oznaczona przez M, ma postaé

—y—p —x+1
M(%y):<yy“ x_k).

Z postaci macierzy M mozna wywnioskowad, ze stan g jest lokalnie stabilny, jesli % < k. Jezeli zachodzi
% > k (czyli wtedy, gdy stan E. istnieje), to stan Eqs jest punktem siodlowym. Zauwazmy réwniez, ze
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stan F, jest lokalnie stabilny, jesli tylko istnieje. Co wiecej, w analizowanym uktadzie lokalna stabilno$¢
implikuje globalnag w przestrzeni Ri. Zastosujmy kryterium Dulaca-Bendixona z funkcja ﬁ, zeby pokazad,
ze w uktadzie (1.13) nie ma cykli granicznych:

d (C— — d -k C 1
— wryzmr) Sy (S ) <o,
dx Ty dy Ty 2y a2
Stad oraz z twierdzenia Poincarégo-Bendixsona wynika globalna stabilno$¢ — albo stan Eg4s jest globalnie
stabilny, o ile stan E, nie istnieje, albo stan E, jest globalnie stabilny wewnatrz przestrzeni fazowej, o ile
on istnieje.
Krytyczny warunek % = 1 definiuje wspoélczynnik odnowienia choroby zwigzany z uktadem (1.14)),

to znaczy Rg = u% Na podstawie postaci i interpretacji Ry mozna stwierdzi¢, ze dana czesé (1 — “—C{“)
osobnikéw powinna byé szczepiona w momencie narodzin, aby powstrzymacé rozprzestrzenianie sie epide-

mil.

Globalna stabilno$é endemicznego stanu stacjonarnego z wykorzystaniem funkcji Lapunowa

W tym paragrafie przedstawimy, jak wykazaé¢ globalng stabilno$¢ endemicznego stanu stacjonarnego
E, uktadu (1.14) za pomoca odpowiedniej funkcji Lapunowa. W naszym przypadku zostaly wykorzystane
dwie funkcje 7z [33], ktore tam zastosowano do wykazania stabilnosci stanu endemicznego w modelu STS.
Dla tego stanu bedziemy rozpatrywaé podprzestrzen U przestrzeni fazowej {(z,y) € R3 } majaca postac

U:={(z,y) eR% :y > 0}. (1.17)
Przejdzmy teraz do sformulowania twierdzenia o globalnej stabilnej stanu E, uktadu (1.14)).

Twierdzenie 1.16. Endemiczny stan stacjonarny E. uktadu (1.14) jest globalnie asymptotycznie stabil-
ny, o ile istnieje.

Dowdd. Zaproponujmy funkcje Lapunowa dla stanu endemicznego
1 2 Yy
Vi,y) =5 (x = e +y —ye)” + (a+2u) y—ye—yelny— .
e

Oczywiscie zachodzi V (z,y) > 0 dla wszystkich (z,y) € U. Co wiecej, funkcja V(z,y) zeruje sie wtedy
i tylko wtedy, gdy * = x, oraz y = y.. W naszym przypadku oczywiscie mamy z. = k. Obliczmy
pochodna funkcji V' wzdtuz trajektorii uktadu (1.14)). Dostajemy

V(ey) = (2 — 2oty — ) (C — (a+ )y — ) + (o + 20) (yyy) vz — o). (L18)

7 pierwszego rownania wiemy, ze dla stanu E. zachodzi
C = (a+pye + pe. (1.19)
Podstawiajac do dostajemy
V'(2,y) = —p(x — x0)? = (a4 ) (y — ye)? = (@ +20) (y — ye ) (& — )

+Ha+2u)(y — ye) (@ — ze) = —p(z — 2e)* — (a+ ) (y — ye)*.

Zauwazmy, ze V'(z,y) < 0 dla kazdych x i y. Ponadto mamy V'(z,y) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy
x =z, 1y = y.. Na podstawie uzyskanych wtasnosci funkcji Lapunowa V(x,y) i jej pochodnej V'(x,y)
stwierdzamy ostatecznie, ze stan endemiczny E. ukltadu (1.14)) jest globalnie asymptotycznie stabilny. [

Okazuje sie, ze mozna zastosowaé¢ inng funkcje Lapunowa. Dowdd globalnej stabilnosci stanu FE.
z wykorzystaniem innej funkcji mozna znalez¢ w dodatku [A]

Portrety fazowe z przyktadowymi trajektoriami przedstawiono na rysunku Analiza portretu fa-
zowego dla przypadku krytycznego % = k pokazuje, ze gdy stan F, bifurkuje ze stanu Eg, to dynamika

. . C
uktadu (|1.14) jest taka sama, jak dla przypadku =< k.
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Rysunek 1.6: Portrety fazowe rozwiazai uktadu gdy < <k (a), § >k (b) oraz § =k (c). Izokling
zerowa dla zmiennej x zaznaczono na zielono, izoklina zerowa dla zmiennej y jest czerwona. Punkty
stacjonarne zaznaczono na zo6tto. Na obu portretach przyjeto o = 0,6, u = 0,2. Wartos¢ C wynosi w (a)
0,1, w (b) 0,5, w (c) za$s 0, 36.

1.3 Dyskusja

W tym rozdziale przedstawiliSmy dwa modele ciagte obrazujace dynamike epidemii w populacji jed-
norodnej. Pierwszy zaktadal zmienny naptyw osobnikéw do populacji, drugi dotyczyt przypadku statego
naplywu. PrzedstawiliSmy podstawowe wlasnosci tych modeli i dokonali§my analizy stabilnosci stanéw
stacjonarnych.

Przyjrzyjmy sie ponownie modelowi . Stwierdzenie wskazuje na zaistnienie przypadku, gdy
populacja rozrasta sie nieograniczenie przy dodatnim wspoélczynniku rozrodczosci netto. Taka sytuacja
nie ma miejsca w rzeczywistosci. Zauwazmy, ze w modelu taka mozliwos$¢é nie wystepuje. Z tego
powodu uznajemy model za niepoprawny do modelowania dynamiki epidemii w dlugim czasie,
w dalszej czesci rozdziatu zajmiemy sie uktadami dyskretnymi opartymi na ((1.14]).

Zwr6émy jeszcze uwage na postaci stanu stacjonarnego wolnego od epidemii w obu uktadach. W ukta-
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dzie (|1.3) dla tego stanu nie wystepuja osobniki zdrowe, natomiast w (|1.14) ten stan gwarantuje niezerowa
liczebnosé grupy os6b zdrowych. Z epidemiologicznego punktu widzenia pozadana i bardziej prawdopo-
dobna jest posta¢ stanu wolnego od epidemii z ukladu (1.14). To potwierdza niezasadno$é¢ stosowania

modelu ([1.3).
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Rozdziat 2

Modele dyskretne dla populacji
jednorodne;

Jak bylo wspomniane we wstepie, w celu zobrazowania dynamiki epidemii warto wzia¢ pod uwage
modele dyskretne. Skonstruujmy wiec odpowiednie uktady dyskretne opisujace te dynamike w populacji
jednorodnej. W podrozdziale stwierdzilismy, ze uklad (1.3) nie jest odpowiedni do modelowania
dynamiki epidemii. Zbadamy wiec dyskretne wersje uktadu Zastosujemy dwie metody dyskretyza-
cji: otwarty schemat Eulera (EEM) oraz dyskretyzacje niestandardowa (NSDM). Oméwimy whasnosci
uktadéw dyskretnych otrzymanych tymi metodami.

2.1 Model oparty na otwartym schemacie Eulera
W tym podrozdziale do dyskretyzacji (1.14]) zastosujemy EFEM. Otrzymujemy uktad

Tn+1 = Tn +h(c_$nyn + Yn _Umn)a

2.1)
Yn+1 = Yn + h (xnyn - kyn) )

gdzie n € N jest indeksem wezta w dyskretnej siatce przeskalowanego czasu, natomiast h > 0 oznacza krok
dyskretyzacji. Zauwazmy, ze mozemy wybra¢ dowolnie male h, tak aby uzyska¢ odpowiednie wtasnosci
uktadu.

2.1.1 Podstawowe wlasnosci modelu

PrzejdZzmy do omoéwienia podstawowych wtasnosci modelu (2.1). Najpierw oszacujmy rozmiar calej
populacji z uzyciem zmiennej
Wy, = ZTpn + Yn (2.2)

zakladajac nieujemno$é¢ wartosci z,, oraz y,. Zauwazmy, ze jesli dodamy oba réwnania uktadu (2.1)),
uzyskujemy
Wn+1 an-f—h(C—Mwn _ayn) < wy, +h(C_Mwn) (23)

Rozwiazujac (2.3)) przy zalozeniu h < i otrzymujemy

wa < (1= b+ (1 (1 hu)”)% (2.4)

i stwierdzamy, ze

Wy, < Wy + —.
I

Oznacza to, ze mozna wskaza¢ ograniczenie gorne liczebnosci populacji. Co wiecej, korzystajac z (2.4)
dostajemy nastepujacy wniosek:
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Whniosek 2.1. Zaldzmy, ze rozwigzania uktadu (2.1)) sq nieujemne. Jesli zachodzq

1
h < — (2.5)
W
oraz o
wWo S I (26)
7
to prawdziwe jest oszacowanie
C
W

dla kazdego n € N.

Zapiszmy uklad (2.1) w innej postaci. Uktad ten jest dyskretnym ukladem dynamicznym opisanym

przez funkeje o) — (F(az, y)) _ <9c +h(C—ay+y— /w))
; G(z,y) y+hy(z—Fk) ’

to znaczy orbita wybranego punktu (zg,yo), oznaczona przez O, ma postaé¢ O = ((xo,yo) ,H (x0,90),

H? (x0,%), - - - ) Z powodu znaczenia zmiennych x i y nalezy przyja¢ zatozenie o nieujemnosci kolejnych
iteracji F™(x,y) i G"(x,y) dla nieujemnych zmiennych z i y. Majac ponadto na uwadze zaleznosé (2.7))
zdefiniujmy zbior

C
Q::{(x,y)e]Rf_: x—l—yﬁu}.

Pozadang wlasnoscig tego zbioru bylaby jego niezmienniczos¢ dla uktadu (2.1). Sprawdzmy zatem, przy

jakich warunkach zbior Q posiada te wlasnosé. Zbadajmy nieujemno$é rozwiagzan uktadu (2.1) w tym

zbiorze. Zaktadamy oraz (xg,Yo) € 2, co jest silniejszym warunkiem od nier6wnosci
Udowodnimy nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 2.2. Jesli (zo,y0) € Q oraz

1 1
h < i == min | —, —— | , (2.8)
k ﬁ‘i’ﬂﬁLl

to rozwigzania (T, y,) uktadu (2.1)) pozostaje w zbiorze Q dla dowolnego n € N

Dowdd. Zgodnie z biologicznym znaczeniem zmiennych ukladu (2.1) przyjmujemy spelnienie zalozenia
(z0,y0) € Q. Sprawdzmy teraz warunki gwarantujace dodatnio$¢ zmiennych x i y.
Zajmijmy sie najpierw zmienng y. Widzimy, ze funkcja

G(z,y) = y(1 — kh) + hzy

jest odpowiednio nieujemna lub dodatnia dla odpowiednio nieujemnych lub dodatnich zmiennych z i y
przy zalozeniu 1 — kh > 0.
W dalszych rozwazaniach zaktadamy wiec
1
h<—. 2.9
. (29)
Przy spetnieniu tego warunku oraz nieujemnosci z i yo, dostajemy y, > 0 dla kazdego n € N. Poniewaz
k > p, nierowno$¢ (2.9) implikuje (2.5)).
Przejdzmy do zbadania nieujemnosci zmiennej z. Wyznaczymy minimalng wartosé¢ funkcji F(z,y)
w zbiorze . Obliczajac pochodne czastkowe tej funkcji dostajemy
oF oF

e R (1 — ).
o hu — hy, 9y h(l —x)

Jesli przyréwnamy te pochodne do zera, to rozwigzaniem tak powstatego ukladu réwnan jest punkt

(an) = (17 lihhﬂ)
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W celu unikniecia ekstremow funkeji F'(z, y) wewnatrz Q zakladamy nieréwnosé %ff < 7. Nieréwnosé

te mozna zapisaé jako

C 1
——1<=—pu. 2.10
. T H (2.10)
v/ dostajemy, ze warunek ([2.10)) jest réwnowazny nieréwnogci
1
h< =———+—. 2.11
Crp—1 (2.11)

Jezeli zachodzi (2.11)), to punkt, w ktérym funkcja F' moze mie¢ minimalng lub maksymalng wartosc,
lezy poza zbiorem 2, zatem nalezy sprawdzi¢ wartosci funkcji na brzegach tego zbioru. Mamy

e F(0,y) = hy + hC > 0 dla kazdego y > 0;
e F(z,0) =x(1 — hu) + hC > 0 dla kazdego x > 0 przy zalozeniu (2.9);

o F (:c, % — 3:) = f(z), gdzie

flz) =zl —hp)+hC + h(1 —2) (i—x)

Widzimy, ze funkcja f jest funkcja kwadratowa zmiennej x:
C C
f(z) :hx2+x(1—h(+u+l>) +hC+ h—.
I 1
Oczywiscie zachodzi f(z) > 0 dla > 0 przy zalozeniu
1

h< 5——0. 2.12
%+u+1 (2.12)

Zauwazmy, ze nierownosc¢ (2.12)) jest silniejsza niz (2.11). Wiazac ze soba (2.12) oraz (2.9) dostajemy
O

warunek (2.8). Stad ostatecznie uzyskujemy stusznosé postawionej tezy.

Powr6émy do tresci twierdzenia [2.2] Sprawdzmy, kiedy zachodzi

1 < 1
CHp+l
Przeksztatcajac te nieréwnos$é¢ dostajemy
C
E<—+4+p+1,
n
czyli
C
o< —.
W

Sformutujmy wniosek:

Whiosek 2.3. Jesli C > ayu, to zastepujgc w twierdzeniu [2.4 nierdwnosé (2.8) warunkiem [2.12) za-
chowujemy stusznosé tezy. Jesli C < au, w twierdzeniu zamiast nierdownosci (2.8)) zapisujemy (2.9)
i twierdzenie bedzie dalej zachodzito.

Poniewaz C' > p, zaleznos¢ C > ap zachodzi praktycznie zawsze. Stad w twierdzeniu [2.2)zamiast
przyjmujemy . W dalszej czesci pracy w celu zachowania ogélnosci przyjmiemy jednak twierdzenie
2.2 bez uwzgledniania wniosku [2.3]

Wspomnijmy jeszcze o wspélczynniku odnowienia epidemii Ry uktadu . W celu wyznaczenia jego
wartodci skorzystamy z podejécia przedstawionego w [7] stosowanego dla modeli dyskretnych. Metoda
tam zaprezentowana jest analogiczna do stosowanej w przypadku modeli ciagtych, dlatego obliczenia
prowadzace do wyznaczenia Ry dla modelu zostaly pominiete. Okazuje sie, ze warto$¢ Ry dla
uktadu oraz dla odpowiedniego uktadu ciaglego jest taka sama i wynosi Rg = %

Spojrzmy teraz na nieréwnosé (2.8) w kontekscie Rq. Zauwazmy, ze jesli zachodzi Ry > 1, to dostajemy
% > k. Stad réwniez % + pu+ 1 > k. Z tego wynika, ze w przypadku rozprzestrzeniania sie epidemii

nier6wno$é (2.8) jest rownowazna nieréwnosci h < m——.
o, tutl
o
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2.1.2 Stabilno$é¢ stanéw stacjonarnych

Przyjrzyjmy sie teraz lokalnej stabilnosci stanéw stacjonarnych ukltadu ([2.1). Oczywiscie stany te sa
takie same jak stany stacjonarne uktadu (|1.14]). Przypomnijmy postaci tych stanéw:

o Eg = (zqr,0) = (%,O): zawsze istniejacy,

o E. = (Te,ye) = (k, C;;_’f): istniejacy przy zatozeniu C > pk réwnowaznemu warunkowi Ry > 1.

Przejdzmy do analizy warunkéw stabilnosci tych stanéw. Niech M, bedzie macierza Jacobiego uktadu
(2.1). Macierz ta ma posta¢

1—h(y+p) h(1—x)
Md(f""y):< hZ g 1+h(ask:))'

Stabilnosé¢ stanu wolnego od epidemii
Zacznijmy od analizy stabilnodci stanu wolnego od epidemii Fg4r. Udowodnimy twierdzenie:
Twierdzenie 2.4. Przy zatozeniu (2.8) stan wolny od epidemii Eq uktadu (2.1) jest

o weztem lokalnie stabilnym, jesli Ry < 1,
o niehiperboliczny, jesli Ro =1,

o punktem siodlowym, jesli Ry > 1.
Co wiecej, jesli (xo,yo) € Q, to stan ten jest weztem globalnie stabilnym w Q dla Ry < 1.

Dowdd. Macierz My dla stanu Eg ma postaé

My(Ey) = (1 _Oh“ ) ﬁ%&;‘ﬁ)m) : (2.13)

Przypomnijmy, ze warunkami stabilnoSci stanu Egr sa nieréwnosci |A;| < 1, gdzie j =1, 2. Z [M] < 1
mamy

—1<1—=hu<l,
H (2.14)

—2 < —hu <0,

2> hp > 0.

Nieréwnoé¢ 2 > hu mozna zapisa¢ jako h < %, ktorej prawdziwosé wynika z (2.5)). Zaleznosé hu > 0 jest
zawsze prawdziwa. Druga wartos¢ wiasna wynosi

Ao =1—hk+ hxg. (2.15)

Zauwazmy, ze nieréwnosé¢ (2.8) implikuje Ao > 0. Ponadto przy zatozeniu z4 < k, czyli Ro < 1, mamy
Ay < 1.

Teraz pokazemy, ze lokalna stabilno$¢ stanu Egr implikuje jego globa stabilno$¢ w zbiorze €.

7 zalozenia Ry < 1, a nieréwnoéé¢ (2.8) implikuje h < i 7 twierdzenia dostajemy z, < % dla
dowolnego n € N;.. Z drugiego réwnania z (2.1) otrzymujemy

Yn =Yo :ij:(l-Fh(ﬂUj—k)) <o <1+h(i—k)>n
=40 (1+hk (i—l))n:y()(l—hk(l—?%o))n.

0< hk <1,

(2.16)

Poniewaz Ry < 1 oraz
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to
0 < hk(l—-TRp) <1. (2.17)

Uwzglednienie (2.17) w (2.16) prowadzi do

n—oo

wiec

lim y, = 0. (2.18)

n— oo

Teraz zsumujmy stronami rownania (2.1). Uzyskujemy
Wnt1 = Wy + 1 (C — pw, —ayy,) . (2.19)
Oszacujmy wp41 z gory przez wp41 < wy, + h (C — pwy,). Dla ustalenia uwagi zamiast nieréwnosci roz-
wazymy réwnanie
W1 = Wy, + b (C — pwy,) . (2.20)
Rownanie jednorodne stowarzyszone z (2.20) ma postaé
Wpt1 = (1 — hp)ws,. (2.21)

Jego rozwiazanie to R R
wy, =C(1—hu)*, CeR\{0}. (2.22)

Rozwiazanie szczegblne réwnania (2.20)) zapisujemy jako

AcR\{0}.

W, = A,
Poniewaz spetnienia ono (2.20), otrzymujemy A = % Rozwiazanie ogblne rownania (2.20) ma postaé

~ C
wy, =C(1 —hp)" + —.
1
Przyjmujemy, ze poczatkowa liczebnos§¢ populacji wynosi wg. Wtedy

C C
Wy, = (wo - > (1—hw)"+—.
K Iz
Interesuje nas rozwigzanie nieréwnosci, wiec w przejéciu granicznym dostajemy

lim w, < g (2.23)

n—oo l_}/

Teraz oszacujmy wy+1 z (2.19) z dotu przez
Wnt1 > W + h(c — yw, — ayo (1 — hk(1 — RO))">. (2.24)

Dla uproszczenia zapisu zdefiniujmy s := 1 — hk(1 — Rp). Z (2.17) mamy 0 < s < 1. Zamiast (2.24)
rozwazymy rownanie
Wpt1 = Wp + h (C - HWn — ay03n> . (2'25)

Rownanie jednorodne stowarzyszone z (2.25) ma postaé (2.21)), zatem rozwiazanie rownania ([2.21)) zapi-

sujemy jako (2.22). Rozwiazanie szczegblne rownania (2.25)) jest postaci
@, = A+ Bs", A ,BeR\{0}.
Spetnia ono zaleznosé

A+ Bs"" = A+ Bs" 4+ h(C — pA — uBs"™ — ayps™).
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Otrzymujemy

R O h
A-C o _haw
7 hp+s—1
Rozwigzanie ogélne réwnania (2.25) ma postaé
C hayO n

_ oy ©y P
Wnp ( 1) +,U/ h/J,-I-S—].S

Zakladajac poczatkowa liczebnosé populacji réwna wy dostajemy

C hayo C hayg
. = =+ —L A —hp)"+ =+ —— "
b (wo u+hu+8—1>( #) +u+hu+s—1s

Interesuje nas rozwiazanie nieréwnosci, wiec w przejéciu granicznym mamy

n—o0

lim w, > g (2.26)
W

Nierownosci (2.23)), (2.26) oraz twierdzenie o trzech ciagach daja

C
lim w, = —. (2.27)
n—oo ‘[L
Z (2.27), (2.18]) oraz zaleznosci
lim w, = lim (z, +y,) = lim z, + lim y, (2.28)
n—oo n—oo n—oo n—oo
wynika lim =z, = % Uzyskujemy zatem globalng stabilnos¢ stanu Egr dla Rg < 1. O
n—oo

Lokalna stabilno$é stanu endemicznego

Teraz przejdzmy do analizy lokalnej stabilno$ci stanu endemicznego F.. Analize przeprowadzamy przy
zalozeniu Ry > 1, ktore gwarantuje istnienie tego stanu.
W celu zachowania przejrzystosci obliczen najpierw zbadamy lokalna stabilno$é¢ bez zakladania wa-

runkow
(x07y0) € Qv h < hmin (229)

z twierdzenia ktore gwarantuja pozostanie rozwigzan w zbiorze niezmienniczym 2. Warunki ([2.29))
uwzglednimy po sformulowaniu i udowodnieniu nastepnego twierdzenia.
Wprowadzmy state:

L Ak-1) L Ak-1) _ C-pn
hl .707M+\/g7 h2. Cfluf\/gv h3. (k‘—l)(c_uk) (230)

oraz
§ = (C — p)? — 4(C — pk)(k — 1), (2.31)

ktore zastosujemy w ponizszym twierdzeniu.

Twierdzenie 2.5. Zaldzmy, ze istnieje endemiczny stan stacjonarny E. uktadu (2.1]).
Jesli § > 0, to stan ten jest:

o weztem lokalnie stabilnym, jesli h < hq,
o punktem siodlowym, jesli hy < h < ho,
o weztem niestabilnym, jesli h > ho,

e niehiperboliczny, jesli h € {hy, ha}.
Jesli 6 <0, to stan FE, jest:

e ogniskiem lokalnie stabilnym, jesli h < hg,
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o ogniskiem niestabilnym, jesli h > hs,

e niehiperboliczny, jesli h = hs.

Dowdd. Zakltadamy istnienie stanu E.. Macierz Jacobiego dla tego stanu zapisujemy jako

_ (1= h(ye+p) h(1-z)

M(E,) = < hy, 1 . (2.32)

Zauwazmy, ze zachodzi

C — uk C—uk pk-1) C—pk+pk—p C—p
= = = = 2.
R s Ly A k-1 k—1 (2:33)
oraz

11—z, =—(k—1). (2.34)

Korzystajac z (2.33)), (2.34) oraz definicji y. przedstawmy (2.32) jako

_pC=r  _ _
M(E,) = (1 N ”>. (2.35)
k—1

Wielomian charakterystyczny macierzy M (E.) ma postaé

o o
P()\)>\2+>\(hk_f2>+1hk_f+h2(0pk).

Jego wyrdznik wynosi

o C—p ? C—p 2 _
0 = (hk—l —2> _4(1_hk‘—1 + h2(C — pk) | =

2 2
= h2 <i:f) — 4h%(C — pk) = (&) ((C = p)? = 4(C — pk)(k = 1)%) .

h 2
66 —_— (“) 6.

Warto$ci wtasne macierzy M (FE,) sa rzeczywiste, o ile § > 0. Wynosza one

1 C—u 1 C—pu h
)\1,2_2< hk_1+2i\/£)_2< hk_l+2ik_1\/5>,

Korzystajac z (2.31) dostajemy

co mozemy przedstawi¢ jako
C—pu¥Vo

Mao=1—h
b2 2(k —1)

(2.36)

Dalsza analize uzalezniamy od znaku 6.

e Zalozmy, ze 6 > 0. Wtedy mamy dwie rzeczywiste wartosci wtasne \; > Ao i aby uzyskaé¢ lokalng
stabilno$¢, musza by¢ spelnione nieréwnosci —1 < A9 i Ay < 1. Z drugiej strony, wystarczy, by zachodzito
A1 < —11lub A2 > 1 aby stan E,. stal sie wezlem niestabilnym. Zauwazmy, ze warunek A\; < 1 mozna
zapisa¢ w postaci rownowaznego ciggu nieréwnosci

C—p—o

L=nh 2(k — 1)

<1,

C—pu—s
2k — 1)

C—u—\/g>07

—h <0,
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(C—n)? >4,
(C—p)? > (C—p)* = 4(C — pk)(k — 1),
4(C — pk)(k —1)* >0,
C > pk, czyli Ry > 1.

Zalezno$é Ao > —1 zachodzi dla
C—pu+o
2(k—1)
C—pu+Vs
4172(:— 0 > =2,
k-1
(C—p)+ Vo

1—h > —1,

h<4

Z A\ < —1 mamy

C—p—vo
1-h—E=Vo -
hSwon < b

C—p+Vo

20k — 1)
k—1

(C—p) =05

—h < -2,

h>4

Pokazemy, ze warunek Ay > 1 nigdy nie zachodzi. Rozpatrzmy przeciwna nieréwnosé Ao < 1, z ktorej

dostajemy
C—pu+s
2(k-1)

C—pu+s
2(k—1)

1-h <1,

—h <0,

co daje
C—pu+Vo C—p+o
2(k—1)  2(a+p)
co wynika z zalozenia . Stwierdzamy wiec, ze nieréwnos$¢ Ao > 1 nigdy nie jest spelniona.
Po obliczeniach otrzymalismy, ze

>0,

A1 < 1, wtedy i tylko wtedy, gdy Ro > 1 — to znaczy, kiedy F. istnieje;

. 4(k —1)
A2 > —1 wtedy i tylko wtedy, gdy h < = hy;
2 y 1ty Y, 8dy Cfqu\/S 1
4k -1
( ) = ha;

A1 < —1 wtedy i tylko wtedy, gdy h > e

Ay > 1 nie zachodzi.

Aby stan E. byl punktem siodlowym, nalezy spelni¢ jeden z dwoch zestawoéw nieréwnosci
1<l <l<)

lub
Ao < —1< A <1,

(2.37)

(2.38)

(2.39)

(2.40)

(2.41)

(2.42)

Rozwazmy (2.41)). Z warunku (2.37) dostajemy falszywos¢ warunku 1 < A; w przypadku istnienia E..
Stad (2.41)) nie zachodzi. Przejdzmy do (2.42). Rozpatrujac (2.37)—(2.39) stwierdzamy, ze spelnienie ([2.42))

gwarantuja warunki
h>hy, h<hs.
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e Przejdzmy do przypadku § < 0, dla ktérego dostajemy dwie zespolone wartosci wlasne. Zauwazmy,

ze zachodza zaleznosci |A1| = |A2| =: X oraz
C—u 2 h 2
=XN=(1-n
=0 = (15 )+ (V)
L, C—p 2(C*ﬂ)27 h? N2 _ _1)2
— C—p 4o

Sprawdzmy warunek \ < 1. Dostajemy
C—p

p— —_— 2 J—
1 hk—l + b2 (C — pk) < 1,
—hﬂwﬂ(cﬂm) <0,
k-1
C—p
Ostatecznie stwierdzamy, ze
C—p
A< 1dlah = hs.
BN S V(T R

(2.43)

O

Przyjrzyjmy sie tresci twierdzenia Zwrocmy uwage, ze niezalezne od znaku ¢ istnieje wartosé

progowa h, po przekroczeniu ktérej traci sie stabilno$é¢ stanu Fe.

Twierdzenie w odniesieniu do zbioru niezmienniczego (2

Teraz zal6zmy dodatkowo (2.29)), dzieki czemu rozwigzania ukladu (2.1) pozostaja w zbiorze nie-
zmienniczym Q. Zakladamy wiec (zo,y0) € Q i sprawdzamy nier6wnosci hy < hmin, b2 < hmin Oraz
h3 < hpin. W przypadku pierwszej i drugiej nieréwnosci zaktadamy warunek § > 0, ktory zapewnia tym

nieréwnosciom sens zgodnie ze znaczeniem kroku dyskretyzacji.
Zaleznos¢ hy < hpi, zapisujemy w postaci

Ak — 1)

7<hmin7
C—pu+Vs
%<C’—u+\f5,

z czego dostajemy

\/S>M—(c—u).

hmin
Z nieré6wnosci ho < hpin uzyskujemy
Ak —
M < hmin7
C—p—o
4(k -1
g < C o \/57

hmin

co daje
4(k -1
\[5<C—u—(7).

hmin
Ta nieré6wnos$é moze by¢ spetniona, o ile
4(k—1)

hmin

C—pu-— > 0.
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Mozemy zatem rozwazy¢ dwa przypadki
e Niech C — pu — Ak—1) . Mamy woéwczas hi < hpyin 1 dwie mozliwosci

Rmin
Ak —1
ha < hin dla x/5<0—ﬂ—%
lub Ak 1
ho > B dla \/5>C’—,u—%.

e Niech C — p — % < 0. Mamy wowczas ho > hpi, 1 stwierdzamy, ze

min

Ak —1)

hi < hin dla V6> ——— —(C —pr)
oraz Ak 1
hy > huin  dla \/S<%—(C—u).

Korzystajac z powyzszych obliczen i twierdzenia sformutujmy wniosek:

Whniosek 2.6. Zatdzmy, ze dla uktadu (2.1) stan E. istnieje oraz niech (xo,y0) € . Ponadto niech
40>0.

o Jesli zachodzq

4(k -1 4k —1
C>u+%, \/5<C—u—4%, (2.44)

to dodanie warunku (2.9) nie zmienia zachowania stanu E. opisanego w twierdzeniu dla 6 > 0, przy
czym zachodzi hy < %

o Jesli zachodzi jeden z zestawdw warunkow:

4(k -1 4(k -1
C>u+%, \/S>C—u—% (2.45)
lub
4(k—1) 4(k —1)
C<M+T, W>T—(C—u), (246)
to stan E. jest:
a) weztem lokalnie stabilnym dla h < hy,
b) niehiperboliczny dla h = hq,
¢) punktem siodtowym dla hy < h < %
o Jesli zachodzq i1 "1
copt WD G D oy (2.47)

to stan E. jest weztem lokalnie stabilnym.
Co wiecej, jesli dowolny zestaw nierdwnosci z (2.44)—(2.47) zachodzi, to dla kazdego n € Ny mamy
(T yn) € .

Przejdzmy do warunku h3 < hpi,. Parametr hs ma prostsza postaé niz hy i hsy, zatem sprawdzimy
osobno nieréwnosci

1
hs < % (248)

oraz 1
hy < ———. 2.49
’ % +pu+1 ( )

Rozpatrzmy najpierw warunek (2.48). Otrzymujemy z niego

1
(k—1)(C —pk) ~ k'



(C =k < (C—pk)(k—1),
Ck —kp < Ck — C — pk? + pk,

czyli
C + uk?* < 2uk. (2.50)

Teraz przeksztalémy warunek C' > pk istnienia stanu F,, aby otrzymacé
C + pk > 2uk. (2.51)

Z k> 11 (2.51) dostajemy
C + pk? > 2uk.

Otrzymana zaleznosé stoi w sprzecznosci z (2.50) oraz, co za tym idzie, z warunkiem (2.48). Oznacza to,
ze zawsze zachodzi

1
h —. 2.52
3>k (2.52)

Teraz rozpatrzmy (2.49), co mozemy zapisa¢ jako ciag réwnowaznych nieréwnosci

C—pu - 1
(k=D(C—pk) = C+p+1

= (S ut1) <@+ p(C - b

2
%—FC,LH—C’—C—/f—u<a(C—uk)+uC—u2k,

02
7—uz—u<a(0—uk)—u2(1+a+u),

7—u<a(0—uk)—ﬂ (a4 p),

02
m + (et p) < (C — pk) + p,
ktore prowadza do

C? < 1 — i (a+ p) + pa(C — uk).

7 zalozenia stwierdzamy, ze podana zalezno$¢ nie zachodzi. Otrzymujemy zatem nieréwnoscé
1
Opierajac sie na (2.52), oraz twierdzeniu [2.5] stwierdzamy co nastepujace:

Wniosek 2.7. Zalézmy, ze stan E. uktadu (2.1) istnieje oraz zachodzi twierdzenie . Niech § < 0.
Woéwezas E. jest ogniskiem lokalnie stabilnym oraz dla kazdego n € Ny zachodzi (x,,y,) € Q.

hs > (2.53)

2.1.3 Bifurkacja podwojenia okresu

Wystepowanie bifurkacji podwojenia okresu (w skrocie BPO, w literaturze anglojezycznej okreslana
jest jako period-doubling bifurcation lub flip bifurcation) w ukladzie dyskretnym dotyczy sytuacji, gdy
jedna 7z warto$ci whasnych macierzy Jacobiego uktadu dla ustalonego stanu stacjonarnego wynosi —1 [69].
Wybieramy parametr, ktéry wplywa na warto$¢ wlasng i przyjmujemy go za parametr bifurkacyjny. Jako
wartos$é progowa (krytyczna) tego parametru przyjmuje sie taka, dla ktorej warto$é¢ wtasna wynosi —1.

Wyrézniamy dwa rodzaje bifurkacji podwojenia okresu: nadkrytyczna (w literaturze anglojezycznej
definiowana jako supercritical) oraz podkrytyczna (subcritical).

Opiszmy idee bifurkacji nadkrytycznej. Gdy parametr bifurkacyjny ma warto$¢ mniejsza od wartosci
progowej, ustalony stan stacjonarny jest lokalnie stabilny. Po przekroczeniu przez parametr tej wartosci
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stan stacjonarny staje sie niestabilny i pojawia sie cykl o okresie 2. Cykl ten utworzony jest przez naprze-
miennie zmieniajace si¢ wartosci kolejnych iteracji. Zauwazmy, ze cykl charakteryzowany jest przez dwa
stany stacjonarne (oznaczmy je jako §1 i §3) uktadu bedacego druga iteracja bazowego uktadu dyskretne-
go. Okredlmy dla tak powstalego uktadu macierz Jacobiego. Jesli wszystkie wartosci wlasne tej macierzy
wyznaczonej dla stanéw 51 i §o maja modul mniejszy niz 1, to cykl powstaly w nadkrytycznej BPO
dla ukladu bazowego jest stabilny. W bifurkacji podkrytycznej dla wartosci parametru bifurkacyjnego
mniejszych od progowej mamy stabilny stan stacjonarny oraz niestabilny cykl o okresie 2. Dla wartosci
parametru wiekszych od progowej stan stacjonarny staje sie niestabilny, cykl zas znika [47], [69]. Jezeli
stan stacjonarny jest niestabilny dla wartosci parametru bifurkacyjnego ponizej wartosci progowej i sta-
bilny dla wartosci parametru powyzej progowej, to w bifurkacji nadkrytyczej i podkrytycznej wystepujacy
cykl jest odpowiednio niestabilny i stabilny. Nalezy réwniez zwroci¢ uwage, ze w przypadku niestabilnych
rozmaitosci centralnych cykl i punkt staly moga by¢ stabilne tylko w tej rozmaitosci i niestabilne w calej
przestrzeni fazowej.

W tym paragrafie zajmiemy sie okresleniem warunkéw, przy ktorych w uktadzie wystepuje BPO
dla endemicznego stanu stacjonarnego F.. Aby okresli¢ te warunki, skorzystamy z podej$cia zapropono-
wanego w [56]. Za parametr bifurkacyjny przyjmujemy krok dyskretyzacji.

Najpierw ustalmy, dla jakiego kroku dyskretyzacji jedna z wartosci wtasnych w odpowiedniej macierzy
Jacobiego wynosi —1, co daje mozliwos¢ wystapienia BPO. W dowodzie ponizszego stwierdzenia skorzy-
stamy z obliczen przeprowadzonych w dowodzie twierdzenia Korzystamy 7 wczesniej zdefiniowanych

w (2.30) i (2.31) parametréw hi, ha i 4.
Stwierdzenie 2.8. Niech hi, ho i 0 bedg takie jak w (2.30) i (2.31). Jesli w uktadzie (2.1) stan ende-

miczny E. istnieje oraz § > 0, to bifurkacja podwojenia okresu moze zajsé, o ile h = hy lub h = ho.

Dowdd. Interesuje nas pojedyncza krotnosé rzeczywistych wartosci wlasnych, dlatego na podstawie ([2.36)
przyjmujemy d > 0, z czego mamy
A1 > Aol (254)

Z nierownosci (2.36)), (2.38) oraz (2.39)) stwierdzamy, ze jesli h = hy = %, to Ao = —1 oraz

Ak—1) C—p—v5

Y A (c—n+va)"

Korzystajac z dostajemy
(C—p) = (C—p? +4C—pk)(k 1) | (C—pk)(k-1)
2 - 2
(wam/g) (C*,LLJF\/E)
Z istnienia stanu E, mamy C' — pk > 0, co razem z (2.54) daje Ay # {—1,1}.

4(k—1
Cfufx/g’

AM=1-2

Analogicznie wnioskujemy, ze jesli h = hy = to Ay = —1 oraz

Ak —1) C—u+\/57178(cfpk)(kf1)2

R R T (C—u—\/g)r

Dzieki spelnieniu C' — pk > 01 (2.54) mamy Ao # {—1,1}. O

Teraz przejdziemy do okreslenia warunkéw na h, ktore zapewniaja bifurkacje podwojenia okresu dla
stanu E. w ukladzie (2.1)). Dla ustalenia uwagi przyjmujemy, ze zachodzi h = hs, co daje Ay = —1. Dla
przypadku h = h; implikujacego A\; = —1 rozumowanie jest analogiczne.

Oznaczmy przez h* parametr bedacy zaburzeniem kroku dyskretyzacji w uktadzie . Zaktadamy,
ze |h*| < 1. Uklad przyjmuje postac

Tn+1 = Tp + (h + h*) (C — TnYn + Yn — an) ,

. (2.55)
Yn+1 = Yn + (h +h ) (xnyn - kyn) .
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W kolejnym twierdzeniu i jego dowodzie skorzystamy z oznaczen:

C—p 2
= , = p* —4(C — uk). 2.56
P= gy P (C — k) (2.56)

Ze wzgledu na zalozenie mamy p > 0. Ponadto zauwazmy, ze w przypadku BPO dla stanu F,
w uktadzie (2.1) rozwazamy rzeczywiste wartosci wlasne macierzy (2.35). Przypomnijmy, ze rzeczywisty
charakter wartosci gwarantowal warunek ¢ > 0, gdzie § zdefiniowano w (2.31)). Z definicji § uzyskujemy

(C = p)? = 4(C — pk)(k — 1)* = (C = p)* = 4(C — pk)(a + p)*
= (o + p)? <(C“) 4(0%)) >0. (2.57)

a+ W

Majac na uwadze (2.57) i (2.56) stwierdzamy koniecznos¢ speinienia p > 0. Ponadto z (2.56) dla
istniejacego E, mamy
p—+/p>0. (2.58)

Teraz sformutujmy twierdzenie:

Twierdzenie 2.9. Zdefiniujmy ho oraz § jak w odpowiednio i . Niech h = hy oraz 6 > 0.
Ponadto zatozmy, zZe stan stacjonarny E. ukladu istnieje. W ukladzie tym wystepuje wowczas
bifurkacja podwojenia okresu w stanie E. gdy h* zmienia sie w matym otoczeniu zera oraz jezeli zachodzi
jeden z dwdéch warunkéw

2@ +p)?>C—pu (2.59)
" A(C — ) + (ot ) £ Ao+ ) (2.60)
oraz jezeli h spetnia zaleznosci
R T =l (261
SR
+<2<m)2—2u(a+u)—C_l;+\/g<1+(ac;$2)>h2 (2.62)

+<2(C+a)+c_“(x/5—5)>h+47éo.

a+ p

Dowdd. Zakladamy istnienie stanu stacjonarnego F. ukladu (2.55)). Przyjmujemy tez h = hy 1 § > 0.
Woéwczas na mocy stwierdzenia mozliwa jest bifurkacja dla tego stanu. W celu analizy uktadu ([2.55)
dla zerowego stanu stacjonarnego wprowadzmy nowe zmienne:

Up = Tp — Te, Upn = Yn — Ye- (2.63)

Po podstawieniu ich do (2.55)) dostajemy uklad

Upt1 = Up + (R +hY) (C — (Un + 2e)(Vn + Ye) + Vn + Ye — p(tn + me)>7
(2.64)
Upt1 = vp + (h+ h*)((un + xe) (v + ye) — k(v + ye)>,
ktory mozna zapisaé jako
Un+1 = Unp + (h + h*) (C — UpUp — UpYe — UnZe + TelYe + v, + Ye — HUp — /Laje) 5
Up41 = Up + (h + h*) (unvn + UpYe + UnTe + TeYe — kv, — kye) .
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Rozwinmy prawa strone podanego ukladu w szereg Taylora do drugiego rzedu w punkcie (0,0). Otrzy-
mujemy

Upt1 = G11Up + A12Vy + Q14U U, + D11 A Uy + bioh vy + biah™ upvy, + 0(Uy + vp),

2.65
Ung1 = 21Uy + A22Vp + Q24UnUy + b21h Uy + baoh ™ vy + bash* un vy, + 0(un + vy), (2.69)
gdzie
C—u C—pu
—1—h(pty)=1-h—" b= —(uty)=— 2.66
arl (14 ye) atp 11 (1 +ye) atp ( )
oraz
a1 =h(l —z.) = —h(a+un), aqg=—h, (2.67a)
C — uk
bo=1-2c=—(a+p), bu=1 an=hy.=nh a_'_l’: ) (2.67b)
C — uk
=1, ag=h, by=y.= a s b =0, by=1, (2.67c)
a+ [

funkcja o(u, + v,) zas spelnia lim 0(;‘"7:’:”) = 0. Zapiszmy wspotezynniki (2.66) przy uzyciu p z ([2.56)
n—oo UnTUn

jako
ann =1—"hp, b =—p. (2.68)

Macierz Jacobiego ukladu (2.64) dla stanu zerowego ma postaé

a1 + b h* ais + bigh™
a1 + ba1h* a2 + baah™ ) -

Macierz te z uzyciem (2.67) i (2.68) zapisujemy jako

1—(h+h)EE —(h+ ) (a+
< ( ; c)_ﬁ“ ( (e u)) : (2.69)
Wielomian charakterystyczny macierzy (2.69) ma postacé
X+ ((h+B%)p = 2)A+ 1= (h+h7)p+ (h+ h")(C = k), (2.70)
jej wartosci wlasne zas wynosza
h+ h* _
A =1- 5 (pFVp)- (2.71)

Poniewaz p > 0, otrzymujemy A, # Ap oraz Ay 2 € R.
Niech h* = 0. Wspotrzedne a i b wektora wlasnego (a, b)T odpowiadajacego wartosci wlasnej \;

p+Vp p—/p
—2(otp) —2(otp)

a, dla Ay za$ réwnosé b =

spelniaja wowczas zaleznosé¢ b =

z (2.68) wynosi

a. Wyrazenie \i o — a1

h +./p
)\1,2—(111:1—2(P?\/ﬁ)_l‘f'h/):h(p 2\/ﬁ>

Oba wektory mozemy zapisa¢ odpowiednio dla A; i A2 w postaci
I —(a +_ﬂ) B a2 I —(a JF_#) _ a2
L LQ‘/E T\ M —ann )’ 2 LQ‘/E T\ —ann)’
Oczywiscie dla h = hsy dostajemy A\ = —1 oraz

ho=1- 2 vA) ¢ {11}, (2.72)

co wynika z dowodu stwierdzenia [2.8
Teraz dla h = hy zdefiniujmy macierz:

a a
T = (v ”U2)< 2 2 >,

—l—ai1 X —oan
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ktora zastosujemy do przeksztatcenia
Un\ U,
() -7 (2)

tak, aby za pomoca nowych zmiennych U, i V;, przedstawi¢ uktad (2.65) w postaci, ktora zastosujemy
do twierdzenia o rozmaitosci centralnej przedstawionego w [48]. Uwzglednijmy powyzsze przeksztatcenie

w (2.65). Dostajemy

Un+1 = _Un + F(un7 Un,s h*) + O(Un + ’Un)a

2.73
Vir1 = AoVi + G(uy, v, R*) + o(uy + vy), ( )

gdzie

*

(bu()\z —ai) — a12b21) + Vuh (512()\2 - au))

52

U,h*
F(Up, Vi, h*) = 2L (a14U, Vi, + b1aUy, Vioh*) +

52 52

oraz

* *

s U,h V.h
G(Uy, Vi, h") = i (a14U, Vs, + 014UV, RY) + 5 (511(1 +an) + a12521) + 5 (bm(l + a11))

dla
$1 =Xy —ay1 + a2, S3= a12(/\2 + 1), s3=1+a; —as. (274)

Z twierdzenia o rozmaitosci centralnej uzyskujemy przyblizenie rozmaitosci W€(0,0) wyrazone row-
naniem:

We(0,0) = {(Un, Va) : Vo = asUnh” + asU2 + o (1Un] + 1)) }
gdzie o((|Un| + |h*[)?) jest funkcja zmiennych (U, h*) co najmniej trzeciego rzedu oraz

g — (14 a11)b12(1 + a11) _ a12bo1 + b11(1+ a11)
’ a1a(Ag + 1)2 (M2 +1)2 ’

(1+ a11)(ai2a24 + ara(1 4 a11))

e (2.75)

gy = —
Na W¢(0,0) dostajemy
* 2 %1\ 2
Up, = a12U,, + aza12U, A" + a4a12Un + O((|Un‘ + |h |) ),
* 1\ 2
Up = —(1 + all)Un + a3(>\2 — all)Unh + a4()\2 — all)Us =+ 0((|Un| + ‘h |) )

Uzyskujemy stad

g
|

2 = 32 + 2a303U2h" + 2010303 + o (U] + 0°))*),
UnVy = — a19(1 + a11)U2 + agara(A2 — 2a11 — 1)U2ZH*
+asarz(ha — 2a1 = DUZ +o( (U] + 0°))*),
vp = (14 a11)?U7 — 2a3(1 + a11) (A2 — a11)UZh*
= 2as(1 + an)(Ae — 1)U} + 0<(|Un| + |h*‘)3)
Ponadto otrzymujemy

Un+1 = — Un + F(Un, Un, h)
= Uy + U2 + caUnh* + c3URR* + caUn(h*)? + c5US + 0((\Un| + |h*|)3),
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gdzie

s
€= - *1&146L12(1 +a11),
52
_ bi1(A2 — a11) — aiaboy (1 + a11)bi2(A2 — ai1)
Co = - )
Ao+ 1 a12(A2 +1)
B s1aza1q(Aa — 2a11; — 1) a4<()\2 —a11)b1y — a12521)
@ Ao+ 1 Ao+ 1 .
n as(A2 —a11)(A2 —a1r)biz s1bia(l +an) (2.76)
alg()\z + 1) Ay +1 '
o as ((/\2 —ai1)bi — a12b21> . az(ha — a11) (e — ar1)bia
! Ao+ 1 aia(Az +1) '
o — aga1481 (A2 — 2a11 — 1)
5 Ao +1
Jesli ograniczymy uklad (2.73) do W€(0,0), otrzymujemy odzworowanie G* postaci
G*(Un, h*) = —Up + c1U2 + caUnh* + c3UZR* + cqUn (h*)2 + csU3 + o((|Un| + \h*|)3).
Zdefiniujmy wspotczynniki
0?G* n 10G* 9°G* ’ .
o1 = = =
Y \ou,ons T 200 au2 ) ooy
(2.77)

b [(1°G | (106" G 2 ‘ CPae
> \6a(h)3 " \20n oU2 00

W celu zbadania wystepowania BPO w stanie stacjonarnym E, w ukladzie (2.55) zastosujemy ponizszy
lemat. Przytoczmy go bez dowodu.

Lemat 2.10. Jesli 01,09 # 0, to w uktadzie (2.55)) zachodzi bifurkacja podwojenia okresu w stanie
stacjonarnym E., gdy parametr h* zmienia sie w matym otoczeniu zera.

Lemat opiera sie na twierdzeniu 3.1 z [56], ktore wynika z twierdzenia 3.5.1 z [48]. Dowod
twierdzenia 3.5.1 znajduje si¢ w [48].

Uzyskanie pierwszego warunku z (2.61)

Sprawdzmy, przy jakich zatozeniach mamy o1 # 0. Aby zachowaé przejrzystosé obliczen, sprawdzimy
rownos$é o1 = 0. Korzystajac z definicji co z (2.76) mozemy ja zapisaé jako

bii(A2 —ain) —aizbar (14 ai)bia(Ae —an1) —0
AQ —+ 1 1112()\2 —+ ].) ’

(14 a11)bia(A2 — a11)
a12
Korzystajac z (2.67), (2.68)) oraz (2.72) mozemy przepisa¢ powyzsze wyrazenie w postaci

—ph (p _2\/5) +ha+ SR 2= bt i (57)

=0.

511()\2 - 6111) — a12b21 —

_ -0,
a+p h(a 4+ )

co daje ciagg rownosci

—oh (p _2‘/5) 4 R(C — pk) — (2 — hp) <p_2\/5> —0,

W(C = k) = (p— /7) =0,
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2.
C— uk (2.78)
Zauwazmy, ze mozna zapisac
_ C—up C—p C—u>2
+ = +/p? —4(C — pk) = + —4(C — uk
pr V= s JE g = S ﬂaw (€ - i
C—u 1
= + C — )2 —4(C — pk 2 (2.79)
e V(O O )t )
_Cop, 1 \/SZC—ui\/g:C—uj:\/g'
a+pu ot p o+ k—1

Po uwzglednieniu (2.79) w (2.78]) dostajemy

_ C—pu=Vo _ C—p-Vs
"1 T (- et ) (2.80)

Zachodza C > puk, oraz (2.58)), wiec prawa strona zaleznosci (2.80) ma dodatni znak. Zajmujemy
sie o1 # 0, zatem rozwazamy zaprzeczenie (2.80) postaci
C—pu—s
(€ uk)(a+ )

h#
ktore uwzgledniono w (2.61)).

Uzyskanie (2.59) lub (2.60)

Teraz sprawdzmy, dla jakiego h zachodzi warunek oo # 0. Analogicznie jak dla o1 # 0 rozwazymy
o9 = 0. Te réwnos¢ przy uzyciu wzor6w na c; i ¢5 z (2.76) zapisujemy w postaci

a4a1481(/\2 — 2@11 — 1)

2
$1
- 1 =0
( 820L14a12( +a11)> + Nt 1 .

a przy uzyciu notacji z (2.74) jako

A2 —ai + a2
Ay +1

asa14(A2 — a11 + a12)( A2 — 2a1; — 1)

=0.
Ay +1

2
aia(1+ an)) +

Po wytlaczeniu cze$ci wspolnej z lewej strony powzyszej zaleznosci dostajemy

A2 —an + a1z

—0 2.81
N1 (2.81)

Iub
A2 — @11 + aq2

Ao+ 1
Ze wzgledu na aq4 # 0 warunek (2.81)) jest rownowazny zaleznosci

a14(1 + a11)2 + a4()\2 —2a11 —1) =0. (2.82)

A2 —a11 + a2 =0, (2.83)
ktora z uzyciem (2.72) i (2.68) mozna zapisaé jako

2 (p+VF) +ho— hlat #) = 0, (2.84)

n(-5- Lo larw) =0
p_p _
5*7*(04+M)f0,
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p—2(a+p) =V (2.85)
Aby rownanie (2.85)) byto sprzeczne, wystarczy, by zachodzito p < 2(a + p), co mozemy zapisa¢ jako

C—p

a+ [

<2(a+p),
2(a+p)? > C—p.
Jezeli p > 2(a + p), to podnosimy obie strony (2.85)) do kwadratu. Dostajemy
p° =4+ p) + (a+p)* = p? = 4(C — pk),
4(C — pk) + (a+ p)* = 4(a + p).
Interesuje nas zaprzeczenie powyzszej réwnosci, wiec uzyskujemy

4(C — pk) + (o + p)? # 4(a + p).

Uzyskanie drugiego warunku z (2.61)
Przeanalizujmy warunek (2.82), ktéry po uwzglednieniu (2.75)) zapisujemy jako

(1+an) (a12a24 +aa(1+ au))
1— M2

A2 — a1 + a2
)\2+1

Z (2.67) mamy asy = —a14. Po podstawieniu tej zaleznosci do (2.86) dostajemy

ara(1+an)* — (A2 —2a3; — 1) = 0. (2.86)

Ao — a1q + ars (1+a11)(7a12a14+a14(1+a11))

W ara(1 +ag)* — Sy (A2 —2a1; — 1) =0. (2.87)
Po pomnozeniu przez 1 — A3, uzyskujemy
(1= X2)(A2 — a11 + a12)(1 4+ a11)? + (1 + anr)(arz — 1 — anr)(A2 — 2a11 — 1) = 0. (2.88)
Po wytaczeniu sktadnika 1 + a1 z dostajemy
14+a11=0 (2.89)
lub
(1—=X)(Ao —arr +a2)(1+ai1) + (a2 — 1 —aq1)( Ao — 2a1; — 1) = 0. (2.90)

Warunek (2.89)) jest rownowazny zaleznosci 2 — hp = 0, ktora z uzyciem (2.56|) zapisujemy jako

po2_2atp)
p C—pu

Interesuje nas h # %, co wzieto pod uwage w (2.61)).

Uzyskanie (2.62)
Przejdzmy do (2.90). Z uzyciem (2.67)), (2.68) oraz (2.71) przedstawmy zaleznoSci:

h . h _
L=do=1-1+3 (p+vp) =5+ Vp),
1+ a1 =2— hp,

arz — 1 —an = —h(a+p) =2+ hp,

h h
/\272a1171:1f§(p+\/ﬁ)72+2hp—1:72f§(p+\/5)+2hp.

(2.91)
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Z rownowaznosci (2.83) i (2.84) dostajemy

Az—a11+a12=—g(p+\/ﬁ)+hp—h(a+u):g(p—x/ﬁ) —h(a+ p). (2.92)

Uwzgledniajac (2.91) i (2.92) w (2.90) mamy

h (h _
5 (p+0) (2 (=) —h(a+u)> (2~ hp)
h —
+ <7h(a+u)72+hp) (22(p+\/ﬁ) +2hp> =0,

co po przeksztalceniach daje

h? _ _ h —

7 (o +V0) (p—\/ﬁ—Q(a—i—u))(Q—hp)—&- (h(a—l—,u—p)—l—Q) 5 (p+/5) +2=2hp ) 0. (2.99)
Powr6¢my do zaleznosci ([2.79)). Korzystajac z definicji hy i hy 7z (2.30) mozemy zamiast (2.79) zapisaé

4
p+p= e (2.94)

oraz

p— = h%' (2.95)

W celu uproszczenia zapisu z (2.93)), skorzystajmy z zaleznosci (2.94) i (2.95)). Po uwzglednieniu ich
w powyzszym réwnaniu, dostajemy

h? 4 (4 h 4
T (}122(04+M)> (thp)+(h(a+ufp)+2) <2-hl+22hp> =0,

;‘:(ii2(a+u)> (2= hp) + 2(h(a+ = p) +2) <h(hll >+1> =0

oraz

ash® + @h* + uh +4 =0, (2.96)
gdzie
_ 2p (2
w=-2(L-@+n).
4 2 1
S 2 —p) | — - 2.
w=p (- (@+n) +2atn=r (4 -r), (2.97)

1 4
q1=4(a+u)p+2(a+u—p)+4<hl—p> =2(a+u)(1+2p)+hfl—6p-

Uwzglednijmy definicje p z (2.56|) oraz hq i hy z (2.30) we wspolczynnikach z (2.97)). Parametr g3 zapiszmy
jako

g3 =

2(C = ) (C —p+ V) (2(C—p— V)
U CET) ( 10 —1) _<a+“)>

__(@-p)(C—p+V5) <(C—u—\/5) _(aw))

2(a+ p)(a+p) 2(a+ 1)
_ (C=p((C-p?-9) N (C = p)(C —p+ Vo)
2(a+ p)3 2(a+ p) '
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Po uwzglednieniu (2.31) dostajemy

_Cop _(Cop? = (C=p?+4(C—ph)(k=1)*  C—p+ V5
G- 2(a + p)? 2

_C—up 4C—pk)a+p)? C—p+Vo\ C—p(C—p+5
a+u<_ 2(a+ p)? + 2 >_ Oé+[L< 2 —2(C—uk)>.

Przeksztatcamy wspoteczynnik g uzyskujac

@ = UC—pt V) (2(0_“_\/5)—(a+u)> +2<a+u—0_u) (C_“+\/S—O_u>

4(a+p) 4(a+ p) a+pu 4(a+ p) a+p
_ AC — pk)(a+ p)? C—pu+s
= ot 1) (C u+\/5)+72
2
_2(C_M)_(C_M)(C_M+\/g)+2(c_ﬂ)
2o+ o
C—p+6 (C = p)(C = p+V5) (C—M)Q
=2(C —pk) — — LY o0 42— 2
(C = uk) 2 + 2(o+ p)? * a+p
C—u\’ C—pu+ve (C—p)(C—p+5
2< u) —op(a+ ) - E2H _ (@ =n)( " )
a+p 2 2(a+ p)
C—u\’ C—u—i-\/g( C—u)
=2 -2 — 1 .
<a+u> wlet i) 2 MCEINE
Parametr ¢; przyjmuje postaé
C—p\  4C—p+Ve) C—up
= 2a+p) (142 + —6
o =2a M)( a+u> 4+ p) a+p
C—npu C—npu
=2 20 — Z R (Vs—5) =2 iy VI A
(a+p) +2(C u)+a+“(\/5 5) (C+a)+a+u(\/5 5)
Rozpatrujemy oo # 0, wiec interesuje nas zaprzeczenie rownania (2.96)), ktore ma postaé (2.62). O

Rozwazania teoretyczne uzupelnimy symulacjami numerycznymi. Na rysunkach [2.1]—[2.4] zobrazowano
BPO wzgledem h w ukladzie

Sn+1 =S, +h (C — BSply + I, — ,USn) ,

(2.98)
Lnw1 = Sy + h(BSuL, — (v +a+ p)l,),

bedacym odpowiednikiem modelu przed skalowaniem. Rysunki i stanowia powiekszenie od-
powiednio rysunkéow 2.1] i Do symulacji jako warunek poczatkowy wzieto (xg,0) = (1200, 20), jako
wartosci parametrow za$ uzyto: C = 100, 8 =0,9-1072, i = 0,009, o = 0,09, v = 0,9. Wartosci para-
metréw g, v iy zaczerpnieto z rocznikéw statystycznych dotyczacych ludnosci wojewddztwa warminsko-
-mazurskiego. Pozostate parametry wybrano arbitralnie — dobér wtasciwych wartosci w celu wskazania
bifurkacji jest trudne. Symulacje wykonano w §rodowisku programistycznym Matlab. Uzyto dwoch roz-
nych ciagow wartodci krokéw dyskretyzacji. W przypadku symulacji zobrazowanych na rysunkach
i wartosci krokéw dyskretyzacji tworza cigg arytmetyczny o réznicy 2 - 1076, w przypadku symulacji
dotyczacych rysunkow i — o réznicy 1-1077. Na podstawie rysunkow i stwierdzamy, ze
wartos$é krytyczna bifurkacji kroku dyskretyzacji zawiera sie w przedziale (0,02201;0,02202).
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Rysunek 2.1: BPO w ukladzie (2.98) — zaleznos¢ zmiennej S od h.
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Rysunek 2.2: BPO w uktadzie (2.98)) — zalezno$é zmiennej I od h.

2.1.4 Stabilno$é¢ cyklu o okresie 2

Teraz zajmijmy si¢ zbadaniem stabilnosci cyklu powstatego na skutek bifurkacji podwojenia okresu
dla stanu E.. W tym celu skorzystamy z ponizszego lematu.

Lemat 2.11. Zaktadamy, zZe w uktadzie (|2.55 zachodzi bifurkacja podwojenia okresu w stanie stacjonar-
nym E.. Niech oo bedzie zdefiniowana jak w 2.7f|). Jesli oo > 0, to cykl o okresie 2 bifurkujgcy ze stanu
E, jest stabilny. Jesli o2 < 0, to cykl jest niestabilny.

Lemat oparto na twierdzeniu 3.1 z [56].
Ustalmy znak wyrazenia o zdefiniowanego w (2.77)). Z wczesniejszej analizy wynika, ze w tym celu
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Rysunek 2.3: BPO w ukladzie (2.98)) — zaleznosé¢ zmiennej S od h.
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Rysunek 2.4: BPO w uktadzie (2.98)) — zaleznos$é zmiennej I od h.

nalezy zbada¢ znak wyrazenn bedacymi lewymi stronami rownan (2.81]) i (2.87) postaci odpowiednio

_ A2 — a1 + a2

q1 = TGM

oraz
1+ an)( — a12a14 + a14(1 + all))
1— A2

X —aitan

= 1 2 _
) Ty a14(1 + a11)

()\2 - 20,11 - 1)

Zauwazmy, ze zachodzi

02 = q1Q2. (299)



Rozpatrzmy najpierw znak g;. Korzystajac z oznaczenia a14 z (2.67) zapisujemy g; jako

A2 —ai + a2

g1 = —h 2.100
q1 X+ 1 ( )
Z [@238) mamy
A+1>0 dla h<h;. (2.101)
7Z analizy réwnania (2.83) wynika, ze
Ay —ajy +ap >0, jesli 4(C — pk) + (a+ p)? > 4(a + p). (2.102)
Ustalmy znak ¢ taczac (2.100), (2.101) oraz (2.102)). Stwierdzamy, ze g3 > 0 dla jednego z zestawdw
nieréwnosci:
h>hi, 4(C— pk)+ (a+ p)? > 4(a+ p) (2.103)
lub
h<hy, 4(C— pk)+ (a+p)? < 4(a+ p). (2.104)
Analogicznie stwierdzamy, ze ¢; < 0 dla jednego z zestawoéw warunkow:
h<hy, 4(C— pk)+ (a+p)? > 4(a+ pu) (2.105)
lub
h>hy, 4(C — pk)+ (a+ p)* < 4(a+ p). (2.106)
Przejdzmy do G,. Jego znak mozemy okresli¢ badajac wyrazenia
T = a14(1 + (111) = —h(l + au)
oraz
_ A2 —ai1 + ais (a12 — 1 —a11)
= —F——(1 — (A — 2 —1
T2 T+ (I+an1)+ Sy (A2 —2a11 — 1)
Az — a1 +ann (a12 — 1 —an)
=——=(1 — (A2 —2ay3; — 1
Ty, et (e 20 = )
(I =X2)(A2 — a1 +a)(1+a1) (a2 —1—ain)(Ae —2a11 — 1)
= 2 + 2 :
1-2X35 1—-X3
Oczywiscie zachodzi
go = T1T2. (2.107)
Zauwazmy, ze z analizy rownania (2.89) wynika, ze
_ 2(or+ p)
71 >0 dla h> ———. (2.108)
C—p
Ustalmy znak 75. Najpierw zdefiniujmy wyrazenia
F3i=1—A2 = (1= X)(14 \p)
oraz
774 = (1 — )\2)()\2 — a1 + 1112)(1 —+ all) —+ (alg -1 (111)()\2 — 2a11 — 1)
Korzystajac z tych wyrazen zapisujemy
To = T3Ty4. (2109)
Rozpatrzmy znak 73. Zauwazmy, ze 73 > 0 dla
—1<A <1 (2.110)
Z (2.38) i (2.40) wynika, ze (2.110) zachodzi dla h < h;y. Stad mamy
73 >0 dla h < h;. (2.111)
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Warunek
Ay >—1 lub Xy > 1,

przeciwny do (2.110)), zachodzi dla h > h;.
Rozpatrzmy znak wyrazenia 74. Majac na uwadze rozwazania w poprzednim podrozdziale piszemy

Ty = Q3h3 + QQh2 +qh+4,
gdzie g3, g2 1 q1 zdefiniowano w (2.97). Mamy wiec 74, > 0 dla
@h® + @h® + qh+4 > 0. (2.112)

Lewa strona (2.112]) stanowi wielomian trzeciego stopnia zalezny do h. Analiza (2.112)) jest zatem trudna
i zostala pominieta w rozprawie. Wyraz wolny wielomianu ma dodatni znak. Mozemy wiec stwierdzié, ze
74 >0 dla dostatecznie maltego h. (2.113)

Nieré6wnosc¢ 74 > 0 jest trudna do rozwigzania dla dowolnego h, dlatego rozpatrzymy przypadek wystar-
czajaco malego h. Ze wzgledu na tak ustalone h uwzglednimy tylko zestaw warunkéw

2
h<hy n<loFH
C—u

Na podstawie (2.108) i (2.111)) dalej zaktadamy

rg >0, 71 <O0. (2.114)
Z (2.107) i (2.109) dostajemy

G2 = T17T3T4
Laczac (2.113) i (2.114)) otrzymujemy
3@ <0 (2.115)

dla dostatecznie matego h.

Poniewaz h < hi, z nieréwnosci (2.103)—(2.106]) uzwgledniamy tylko (2.104) i (2.105). Laczac (2.99),
(2.104), (2.105) i (2.115) dostajemy dla dostatecznie matego h zaleznosci

o2 >0 dla 4(C — pk) + (a+ p)? > 4(a + p), (2.116)

02 <0 dla 4(C — pk)+ (a+ p)? < 4(a+ p). (2.117)
Na mocy lematu m oraz zaleznodci (2.116)) i (2.117)) formultujemy wniosek:

Whiosek 2.12. Zatdzmy, ze zachodzi bifurkacja podwojenia okresu dla istniejgcego stanu E. w uktadzie
(2.55). Niech h bedzie wystarczajgco mate. Wowczas cykl o okresie 2 bifurkujgcy ze stanu E. jest stabilny,
jesli

4(C — pk) + (o + p)? > d(a + ), (2.118)
natomiast dla przeciwnego przypadku cykl jest niestabilny.

Przyjrzyjmy sie nieréwnosci (2.118), ktéra mozna zapisaé jako
4C — 4p — dap — 4p® + & 4 2ap + p? > da+ 4y,

4C = 20 — 3p + a? > da + 8y,

4C + o > da + 8u + 20 + 32,
oraz

1 1 3
C+ 1042 >a+2p+§au+1u2. (2.119)

Przypomnijmy, ze zachodzi . Zatozymy dodatkowo C >> a, co z powodu znaczenia « jest sensownym
zalozeniem. Woéwczas dostajemy prawdziwosé (2.119) oraz, co za tym idzie, (2.118). Stwierdzamy wiec,
ze jesli zachodza zalozenia wniosku [2.12] to cykl o okresie 2 bifurkujacy ze stanu E. jest stabilny.
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Symulacje

Dokonano symulacji obrazujacych stabilnoéé¢ cykli w uktadzie (2.55). Przyjeto (xo,30) = (0,2;0,05),
1= 0,02 oraz a = 0, 15. Jako wartos¢ C' ustalono 0,8, aby spelni¢ warunki § > 0 oraz (2-118). Rysunki
przedstawiaja wynik n-tych iteracji uktadu (2.55), gdy 49900 < n < 50000, n € N oraz dla h €
{0,4;0,5;0,52;0,528;0,53;0,55}. Zauwazmy, ze dla kolejnych wartosci h uzyskujemy punkt staly, cykle
stabilne o okresach 2, 4, 8 oraz zachowanie chaotyczne. Na podstawie symulacji stwierdzamy, ze wartosé
krytyczna parametru bifurkacyjnego powodujaca utrate stabilnosci stanu E. i generujaca cykle o okresie
2 znajduje sie w przedziale [0, 4; 0, 5]. Powstale cykle o okresie 2, 4 i 8 sa stabilne. Stabilnosé¢ cykli $wiadczy
o wystapieniu nadkrytycznej bifurkacji podwojenia okresu w ukltadzie dla zadanych parametréow
[69]. W przypadku symulacji dla h = 0,55 dostajemy ujemne wartosci y, jednak to nie wplywa na
istote zachowania chaotycznego uktadu — bifurkacje mozna rozptrywac bez kontekstu epidemiologicznego
i wartosci zmiennych moga mieé¢ ujemny znak.

6 T 6
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> >45
451 ®
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35
o
. . . . . 3 . . . . .
1.1699999999999 1.17 1.1700000000001 0 0.5 1 1.5 2 25 3
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Rysunek 2.5: Punkt i cykl stabilny o okresie 2 ukladu (2.55)) dla odpowiednio (a) h = 0,41 (b) h =0,5.
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Rysunek 2.6: Cykle stabilne o okresie 4 i 8 uktadu (2.55) dla odpowiednio (a) h = 0,521 (b) h =0, 528.

Przypadek cykli niestabilnych

Na rysunkach [2:8a] i [2:8b] zobrazowano wystepowanie podkrytycznej bifurkacji podwojenia okresu
w uktadzie (2.55). Przyjeto warunek poczatkowy (xo,y0) = (1, 8; 1, 5) oraz wartosci parametréow C' = 0, 16,
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Rysunek 2.7: Punkty bedace iteracjami ukladu (2.55)) dla odpowiednio (a) h =0,531 (b) h =0, 55.

= 0,01, a = 0,15. Zastosowanie podanych warto$ci parametréw pozwolilo na uzyskanie nieréwnosci
przeciwnej do (2.118), co przy dostatecznie matym h moze da¢ niestabilno$é postulowanego bifurkujacego
cyklu o okresie 2. Na rysunku przedstawiono 300 pierwszych iteracji uktadu dla h = 1, 318, nato-
miast na rysunku zobrazowano 12 pierwszych iteracji dla h = 1,3181. Dla h = 1,318 poczatkowe
iteracje tworza niestabilny cykl o okresie 2, kolejne iteracje daza do punktu E.. Dla h = 1,3181 dosta-
jemy niestabilno$¢ stanu E., iteracje nie tworza cykli. Stwierdzamy wystapienie podkrytycznej bifurkacji
podwojenia okresu [69]. Powréémy do twierdzenia i wniosku Wynika z nich, ze zalozenie o do-
datnio$ci rozwigzan uktadu przyczynia sie do uproszczenia zachowania stanu F. i moze zdarzy¢
sie, ze ten stan nie traci stabilnodci. Podczas wykonywania symulacji nie zaktadaliSmy wiec dodatniosci

rozwigzan ukladu (2.55).

25¢F

05

) . 1 . . 1 .
35 0 1 2 3 4 5 6 7

Rysunek 2.8: Punkty bedace iteracjami uktadu dla odpowiednio (a) h = 1,318 i (b) h = 1,3181.
Kolejne iteracje oznaczono czerwonymi punktami i potaczono je czerwonymi liniami. Ostatnia iteracje
zaznaczono na niebiesko, natomiast stan stacjonarny zaznaczono na zielono. Dla przypadku (a) stan E.
jest stabilny i jego wspolrzedne maja praktyczne te same warto$ci co ostatnia iteracja, zatem punkt
niebieski pokrywa sie z zielonym.
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2.1.5 Bifurkacja Neimarka-Sackera

W tym paragrafie omowimy mozliwo$é¢ wystapienia bifurkacji Neimarka-Sackera (BNS) w ukladzie
(21). Mowimy, ze w ukladzie réwnari réznicowych wystepuje BN S, jesli macierz Jacobiego uktadu dla
ustalonego stanu stacjonarnego ma dwie sprzezone warto$ci wlasne o niezerowych czesciach urojonych
oraz module rownym 1 [69]. Bifurkacja ta jest odpowiednikiem bifurkacji Hopfa wystepujacej w uktadach
ciaglych. Pojecia bifurkacji Hopfa czasem uzywa sie rowniez dla uktadow dyskretnych [56].

Podobnie jak dla bifurkacji podwojenia okresu, wskazujemy parametr bifurkacyjny £, ktérego pewna
krytyczna warto$¢ daje pozadang warto$¢ wilasng. Analogicznie wyrdzniamy dwa rodzaje BN S: nad-
krytyczna i podkrytyczna. W przypadku bifurkacji nadkrytycznej dla wartosci parametru mniejszych od
progowej dany stan stacjonarny jest lokalnie stabilnym ogniskiem. Po przekroczeniu wartosci progowej
stan ten staje sie niestabilny, pojawia sie natomiast izolowana domknieta krzywa niezmiennicza (oznaczmy
ja przez ¢) otaczajaca stan stacjonarny. Zalozmy, ze argument liczb zespolonych bedacych wartosciami
wlasnymi macierzy Jacobiego badanego ukladu dyskretnego jest postaci 6 # 27” dla ¢ € {1,2,3,4}.
Ponadto bazowy dwuwymiarowy uktad dyskretny przyblizmy w malym otoczeniu stanu stacjonarnego
uktadem ze wspolrzednymi biegunowymi postaci

(p,0) = (p(€)p — al€)p, 0+ 8(&) + b(E)s?).

gdzie p jest promieniem wodzacym. Podany uklad jest zlozeniem obrotu zaleznego od p i jednoktadnosci.
Zaktadamy, ze jezeli bazowy uktad jest nieliniowy, to ma zachodzi¢ a(0) # 0, b(0) # 0. Rozwazmy
réwnanie

prt1 = p(€)pn — al)py, (2.120)

gdzie ppy1,pn > 0 dla n € N. Stwierdzamy wowczas, ze krzywa ¢ w bazowym ukladzie dyskretnym jest
stabilna wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie istniejace stany stacjonarne réwnania sa stabilne.
W przypadku bifurkacji podkrytycznej przed przekroczeniem wartosci progowej mamy analogiczna krzy-
wa niestabilng oraz stabilny stan stacjonarny otoczony przez te krzywa. Po przekroczeniu tej wartosci
krzywa zanika i stan stacjonarny staje sie niestabilny [69]. Podobnie jak w przypadku BPO, dla niesta-
bilnego stanu stacjonarnego dla wartoéci parametru ponizej wartodci progowej i stabilnego dla wartosci
parametru powyzej progowej dla nadkrytyczej i podkrytycznej BN S krzywa niezmiennicza jest odpo-
wiednio niestabilna i stabilna. W przypadku niestabilnych rozmaitosci centralnych krzywa i punkt staty
moga by¢ stabilne tylko w tej rozmaitosci i niestabilne w calej przestrzeni fazowe;j.

Zajmiemy sie okre§leniem warunkéw wystepienia BNS w uktadzie wzgledem endemicznego
stanu stacjonarnego E.. Podobnie jak w paragraﬁe zastosujemy metode przedstawiona w [56]. Jako
parametr bifurkacyjny znowu przyjmujemy krok dyskretyzacji.

Sprawdzmy najpierw, dla jakiej wartosci h moze zaj$¢ BN S. Skorzystamy z obliczenn przeprowadzo-
nych w dowodzie twierdzenia [2.5] Najpierw zauwazmy, ze aby wystapila BN S, warto$ci wlasne macierzy
M(E.) z musza mie¢ niezerowe czesci urojone. Z dostajemy wiec warunek § < 0, ktory
z ma postaé

(C — p)? —4(C — pk)(k—1)* < 0. (2.121)
Z (2.43) dostajemy |A| =1, jesli
C—p
h=hy=——" " 2.122
= = 1(C — ph) (2122)

i dla takiej wartosci kroku dyskretyzacji moze wystapi¢ BN S.

Przyjrzyjmy sie wnioskowi 2.7} Dla zalozeri podanych we wniosku nie otrzymujemy BN.S, poniewaz
dostajemy bezwzgledna stabilno$¢ stanu F.. Nalezy mie¢ jednak na uwadze, ze analiza ukladu
nie musi by¢ prowadzona w kontekscie epidemiologicznym. Ponadto jesli E. jest ogniskiem stabilnym, to
niektore iteracje zmiennych (2, ¥, ) moga nie naleze¢ do zbioru niezmienniczego Q. Z tych powodéw w tym
paragrafie pomijamy zalozenie i zakladamy, ze zachodzi twierdzenie 2.5 dla § < 0. Przyjmujemy
wiec, ze rozwiazania (z,,y,) nie musza naleze¢ do Q. Co wiecej, te rozwigzania moga by¢ ujemne.

Przejdzmy do zbadania wystepowania BN S w uktadzie . Identycznie jak przy badaniu bifur-
kacji podwojenia okresu, wprowadzamy zaburzenie h* oraz zamiane zmiennych , ktora stosujemy
w ukladzie (2.55). Przeksztalcony ukltad po rozwinieciu w szereg Taylora do drugiego rzedu w punk-

cie (0,0) ma dalej posta¢ (2.65). Korzystamy z oznaczen (2.67) i (2.68), macierzy (2.69) oraz postaci

wielomianu charakterystycznego (2.70).
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Zapiszmy wielomian (2.70) w postaci A2 + P(h*)A + Q(h*), gdzie
P(h*)=(h+h")p—2, Qh*)=1—(h+h")p+ (h+h")?*C — uk),

p za$ ma to samo znaczenie jak w (2.56). Warunkiem wystapienia BNS jest A%y # 1 dla h* = 0
im e {1,2,3,4} [56], co odpowiada zaleznosci

P(0) ¢ {-2,0,1,2}. (2.123)

Zauwazmy, ze P(0) = hp — 2. Ze znaczenia parametréw wynika, ze warunek P(0) # —2 jest zawsze
spelniony. Rozpatrujac pozostate mozliwosci z (2.123) stwierdzamy, ze (2.123)) mozna zapisaé jako

at+p 2(a+p) dla+p)
h¢{0—u’ C—p’ C-up }

(2.124)

W BN S zakladamy, ze wartosci wlasne odpowiedniej macierzy maja cze$¢ urojona, zatem wartosci
wlasne macierzy (2.69)) dla h* = 0 wynosza

h, h
Aia=1- ?p +i2V/4(C = k) = 2, (2.125)
gdzie
4(C — pk) — p* > 0. (2.126)
Dalej skorzystamy z oznaczen
hp h
v:=C — puk, a::1—7, 8= 5\/4V—p2. (2.127)

Oczywiscie z powyzszej definicji v oraz z (2.126) mamy 4v — p? > 0. Ponadto (2.125) mozna zapisaé¢ jako

)\1)2 = O[:l:ﬁl
= 0 1
=5 o)

Zdefiniujmy odwracalng macierz
Unp, _ Un
()-7(2)

Po uwzglednieniu tego przeksztalcenia w (2.64]) dostajemy uktad

i przeksztalcenie

Un+1 = aUn - BVn + F(Unv Vn)7
Vn+1 = /BUn +aV, + G(Una Vn)a
gdzie
h(1+ «)
B
G(Un, Vi) = =RV (BU + aVa) + o (1Un] + [Val)®).

F(Un, Vi) = Vn(BUn+aVn)+o((|Un|+|Vn‘)2)’

Wprowad7my oznaczenia

0’F 0’°F 2ha(1 + a)
Fl=——— =h(1 B —‘ =
! U, 0V, 1(0,0) (1+a) 2 oV.21(0,0) 8 (2.128)
0?°G %G foale '

G:—’ =282, Go=—22| =-ns, Gi=22| =%

! oU2 1(0,0) 8 279U,V (0,0) b 3 V.2 1(0,0) @
Aby wystapila BN S, zgodnie z twierdzeniem 3.5.2 z [48] musi zachodzi¢

BD - AC 1 9 5
== = — 2.12
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dla

A=28 (1+a74a2)+(1fa)<4a(lfa2)+(172a)(2a271)),
- (4a (1 - a?) (1—2a)(2a2—1))—2ﬁ(1—a)(1+a—4a2),
C:F( Fy +2Gs) — (G1 + G3)(Gy — G5 — 2Fy),
D = Fy(Gy — Gy — 2F)) — (G + Gs)(Fy + 2Ga), (2.130)
§1= Z(FQ +i(G1 + G3)>
1
522g(—F1+2G2+Z'(G1—G3+2F1)>~
Stosujac (2.127), (2.128) oraz (2.130)), warunek (2.129) mozna zapisa¢ jako
4 LA
-t Zajhﬂ 40, (2.131)
j=1
gdzie
1 v
— 15p — 8=
“ 4v—p2<5p SP)’
3 u 1 1 1 103 p?
= S+ 26— — -y -2
@2 s TN, TR 1677 4 4 p2
1 /317 p? 3 45 25 vp v
= (== — 224+ 22— 252 —11=
a 8( 2 4dv—p? 47 +4p b 4V—p2+3y p)’
a— (1L 5 3, 155 47 w3 4,3,
173\ U3? TP 8 1" 3/ T
2
—222 4151
5w p>< g 1)
1(9 5 9, 5 4 1, 43 , 13, 15 )
a5_8<32p P L U S S
422 /’5 7
64 4v —p v —p2  2p’
7191943 3, 13 4, 43 . .,
a68< 32p+ p+8p 41/p VP 81//) +161/p + v
2
P 33 4 2 2
P I S —
g (M- 97)
2
(5, s Ly 1 o 1, 1 2\ y 1 2o
a7—8<81/p A LR T A Ll I VAl et

5 2
L (R
16(4v — p2) \ 2

Zauwazmy, ze lewa strona zalezno$ci jest wielomianem si6édmego stopnia zmiennej h. Zgodnie
ze znaczeniem zmiennych stwierdzamy, ze wyraz wolny wielomianu jest mniejszy od zera. Mozemy za-
tem stwierdzi¢, ze dla dostatecznie matych A mamy I' < 0. Okreslenie znaku I' w zalezno$ci od h jest
skomplikowane i zostalo pominiete w rozprawie.

Na podstawie twierdzenia 3.2 z [56] opartego na twierdzeniu 3.4.2 z [48] formutujemy lemat:

Lemat 2.13. W uktadzie zaburzonym przez h* wystepuje bifurkacja Neimarka-Sackera dla ist-
niejgcego endemicznego stanu stacjonarnego F., gdy h* zmienia sie w matym otoczeniu zera oraz jezeli
zachodzqg 9 . Jezeli T' < 0, to przyciggajgca niezmiennicza krzywa domknieta bifurkuje ze
stanu E. dla h* > 0. Jezeli T' > 0, to odpychajgca niezmiennicza krzywa domknieta bifurkuje ze stanu E,

dla h* < 0.
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Dowdd lematu [2.13] pomijamy.
W kontekscie uktadu (2.55) na podstawie lematu mozemy stwierdzi¢, co nastepujace:

Stwierdzenie 2.14. Zatézmy, zZe zachodzg (2.121) i (2.122)). W uktadzie (2.55) wystepuje bifurkacja

Neimarka-Sackera dla istniejgcego endemicznego stanu stacjonarnego E., gdy parametr h* zmienia sie
w matym otoczeniu zera oraz jezeli zachodzg (2.124) i (2.131). Dla dostatecznie matego h ze stanu E.
bifurkuje przyciggajgca niezmiennicza krzywa domknieta dla h* > 0.

Symulacje

Na rysunkach i przedstawiono symulacje uktadu . Jako wartoSci parametréw przyjeto
C =0,45, u = 0,21 oraz a = 0,23. Przy podanych wartosciach parametréw spelniono warunek § < 0,
dzieki ktoremu stan F, jest ogniskiem. Te wartosci sa w malym stopniu realistyczne (w szczegblnosci nie
jest speklmione (H)), jednak relacje miedzy nimi, zwtaszcza zaleznosé C' > u, sa uzasadnione. Warunek
poczatkowy wynosi (xo,y0) = (1,2;0,05), w przypadku symulacji z rysunku dodatkowo obrano
(z§,y5) = (1,2;1,15). Dla symulacji z rysunku zalozono h = 3,42437 i dla warunkoéw poczatkowych
(xo,y0) 1 (2§, ys) zilustrowano odpowiednio 2000 oraz 5 pierwszych iteracji. W przypadku symulacji
z rysunku przyjeto h = 3,42438 i zobrazowano 30 pierwszych iteracji. Dla h = 3, 42437 dostajemy
stabilno$¢ stanu E., dla h = 3,42438 mamy jego niestabilno$¢. Na podstawie symulacji stwierdzamy, ze
parametr bifurkacyjny znajduje sie w przedziale D := (3,42437; 3,42438).

Posta¢ rysunkow i 2.9B] sugeruje istnienie niestabilnej domknietej krzywej niezmienniczej, ktora
zanika po przekroczeniu przez h pewnej wartoSci krytycznej z przedzialu D. Ponadto uzyskaliémy stan
stacjonarny, ktory traci stabilno$¢ dla h wiekszego od wartosci krytycznej. Stwierdzamy zatem, ze w ukta-
dzie dla zadanych wartosci parametrow wystepuje podkrytyczna bifurkacja Neimarka-Sackera [69].
Zwrocmy uwage, ze w stwierdzeniu 2.14] zakladamy dostatecznie mate h. Wartosé h z przedzialu D trak-
tujemy jako na tyle duza, ze nie ma zastosowania stwierdzenie [2.14]

08
041

06
02F

> 04

02

02

-0.2 -0.4

-0.4 : . ! -0.6

Rysunek 2.9: Punkty bedace iteracjami uktadu dla odpowiednio (a) h = 3,42437 i (b) h = 3,42438.
Warunki poczatkowe zaznaczono z6ttymi punktami. Kolejne iteracje zaznaczono czerwonymi lub btekitny-
mi punktami i polaczono je odpowiednio czerwonymi i blekitnymi liniami. Stan stacjonarny zaznaczono
na zielono, ostatnig iteracje za$ na niebiesko. Dla przypadku (a) ze wzgledu na stabilno$¢ stanu FE.
wspoélrzedne jednej z ostatnich iteracji maja praktycznie te same wartosci jak dla stanu E., zatem punkt
oznaczajacy ostatnia iteracje nie jest widoczny.

2.1.6 Globalna stabilno$é endemicznego stanu stacjonarnego

Przejdzmy do zbadania globalnej stabilnosci stanu E. uktadu (2.1). Sformutujmy twierdzenie:
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Twierdzenie 2.15. Istniejgcy stan E. uktadu (2.1) jest globalnie asymptotycznie stabilny, jesli zachodzq
nierownosci 5
a<p h< g C<uk(ﬁ+1). (2.132)
£ _ e
N

Dowdd. W dowodzie twierdzenia zastosujemy podejscie przedstawione w [78].
Z istnienia stanu E, mamy C > uk. Zauwazmy, ze drugie rownanie z (2.1) mozemy zapisa¢ w postaci

Ynt1 = Yn + h((wn — Yn)Yn — kyn). (2.133)

Zauwazmy, ze z (2.3) mamy nieréwnosci
wn(l — h(u+ a)) 1O < wnpt < wn(l — hp) + hC.

Stad dostajemy

+<wo—c> (1_h(a+ﬂ)>n§wn§i+<wo—i) (1 )™

a+ @ o+ u

Poniewaz zachodza zbieznosci

(1 — hp)™ —— 0, (1 - h(u+a))n — 0,

n—oo

mozemy napisaé¢ oszacowanie
wll < w, < wl, (2.134)

gdzie

wh = - W=+ (2.135)

w+«
Dla n > Ny; mozemy podstawic¢ (2.134)) do (2.133). Dostajemy

c c
W

Ynt1 < Yn + h((w{n — Yn)Yn — kyn)7

l (2.136)
Ynt1 2 Yn + h((wl — Yn)Yn — kyn)-
Niech .
1+ hwi* — hk 1+ hw{ — hk
U 1= L TR 2R T R (2.137)
h h
Laczac (2.136) oraz (2.137) dostajemy
huryn = hyp < Ynt1 < Dy — hy;,.
Zdefiniujmy
phmo Yn L Yn (2.138)
Um, up
Ciagi te spelniaja nieréwnosci
1,m 1,m 1,m
201 < htmz, ™ (1 —2™),
= ( ) (2.139)

1, 1,1 1,1
Zn-l—l Z hU[Zn (1 — Zn )
Rozwazmy pomocniczo dyskretne réwnanie logistyczne
Znt1 =120 (1 = zp),

gdzier > 0.Dlar > 1stan z =1 — % jest jedynym dodatnim stanem stacjonarnym tego réwnania. Dla
r € (1,3) jest on globalnie asymptotycznie stabilny [88].
Zamiast nieréwnosci z (2.139) rozwazmy tylko odpowiadajace im réwnania

Z}L’_Tl = h’U,mZTlL’m — hum (Zib’m)2 5 (2140&)

2= huget — by (227 (2.140D)

n
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Zauwazmy, ze oba podane réwnania maja postaé¢ dyskretnego réwnania logistycznego. Stwierdzamy, ze
stan stacjonarny réwnania ([2.140al) ma postac

zm 1——1 :1——1 =1- ! .
i, 1+ hwi" — hk 1+h(cfk+s)
o

C

Mamy hu,, > 1, jesli zachodzi h (% -k +5> > 0, co jest zawsze prawdziwe dla o> k. Stwiedzamy

wiec, ze Z™ > 0. Stan z" jest globalnie asymptotycznie stabilny, jezeli

1<1+h(i—k+e)<3.

Pierwsza z nieré6wno$ci jest zawsze prawdziwa, druga zachodzi dla

2

h< —o (2.141)
C
F_k—’_g

W szczegolnosci interesuje nas przypadek € < 1, zatem zamiast (2.141) mozemy przyja¢ warunek
2
. 2.142
— (2142
Analogicznie stwierdzamy, ze rownanie (2.140b) ma stan stacjonarny
2 —_1 L — 1 —
hw, 14+ hwl —hk

h <

=Q

1
1_1+h(c—k—g)’

pta
ktory jest dodatni dla

C

Zajmujemy sie przypadkiem, gdy ¢ < 1 i C' > u. Mozemy uzna¢ zatem prawdziwosé (2.143). Stan z™
jest globalnie asymptotycznie stabilny przy spelnieniu warunkéw

1<1+h(ck5)<3.
e

Pierwsza z powyzszych nieréwnosci zachodzi dla (2.143)), druga jest prawdziwa, jesli
2
m. (2.144)
pto
Podobnie jak dla (2.141)), mozemy zamiast (2.144) przyja¢ warunek

h <

2
h < 07.
— —k
pta
Zauwazmy, ze ta nier6wnos$¢ jest stabsza niz (2.142)).
Teraz analogicznie jak w (2.138) definiujmy
1 U 1 1+hwP—hk-1 C
1,m >m m 1 m
Moy M =y, (1 — —— ) =y, — — =, — — = —wm— k== _k
Ys Um Z U ( hum> U . U h h wq m +e€
oraz

C
yi’l =z = wl1 —k= —
[
Z definicji asymptotycznej stabilnosci punktu stacjonarnego w uktadzie dyskretnym [41] oraz z kryterium
poréwnawczego ciagdéw wynika, ze istnieje N1; > Ny; takie, ze dla kazdego n > Ny; zachodzi

k—e.

i < yn <y, (2.145)
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gdzie
C

C
Y=yl —e= —k — 2, y}”zyi’m—&-szﬁ—k—k%.

_quoz

Jezeli n > Ny;, to mozemy podstawic¢ (2.145) do rownania z (2.3) otrzymujac uktad nieréwnosci

Wn+1 S Wn, +h(cfﬂwn 7Oéyl1)a
Wnt1 = Wy + A (C — pw, — ayi™).

(2.146)

Na podstawie ([2.146) stwierdzamy, ze istnieje dodatnia stata No; taka, ze dla kazdego n > Ny, mamy

wh < w, < wi,

gdzie
Coayp . C-ayl

wy = —— o Wi

I j
Zauwazmy, ze aby mogly zachodzi¢ nieréwnodci (2.147), musimy mieé

+ €.

l m
wy < wy',

czyli
C - m C - l
Y . < Y1
K w

c
/45<Coz<k25)+us,
o+«

—o| —+2 | —pe < —a| —— —2¢ | + pe,
H Bt

C C
al—+2|+pe>al —— —2¢ | — pe,
H e

+e,

Ca<ck+2€
I

co jest rownowazne

C C
a(—+45)+2;¢5>0.
Boopta

(2.147)

(2.148)

(2.149)

Ponadto zauwazmy, ze z postaci wy® oraz wi® z odpowiednio (2.148)) i (2.135) dostajemy nieréwnosé

wy' < wi.
Sprawdzmy, kiedy zachodzi
wh < wh,
czyli
C C — ayi®
i S
pta I

Cu < (C—oay")(n+ ),
Cu < Cpu+ Co — apyi™ — oy,
0<C—pyi" —ay",

m

< 5
Y1 Lta
C
——k+2<
1 B+ a
Przy zalozeniu 0 < ¢ < 1 mamy
¢ C
I pta’
C C
= _ k,
poopta

(2.150)

(2.151)



Ca
<k,
pp+ o)

co jest rownowazne (2.151)).
Ostatecznie po uwzglednieniu (2.149), (2.150) i (2.151) stwierdzamy, ze zachodzi

wh < wh < wi < wi.

Jezeli n > Ny, to z (2.147) oraz (2.133)) otrzymujemy uklad nier6wnosci

Ynt1 < Yn + h((w;n — Yn)Yn — kyn)7
Ynt+1 = Yn + h((wé - yn)yn - kyn)-

Podobnie jak dla (2.146|) stwierdzamy, ze istnieje stala dodatnia No; > No; taka, ze dla kazdego n > No;
mamy

b < yn < Y5, (2.152)
gdzie

yh=wh —k—¢, Yy =wy —k+e (2.153)

Podstawiajac pierwsza i druga réwnosc z (2.148) do odpowiednio pierwszego i drugiego rownania z ([2.153)
dostajemy

(o= m C— m
yé:&,i;,k,a;:ﬂ,k,%,
7
C —ay! C — ay!
y?zﬂ—ke—k—kazﬁ—k—kk.

Powyzsze réwnania sg spelnione, jesli zachodzg n > No; oraz (2.152)). Indukcyjnie mozemy zdefiniowaé
ciagi (Nki), (y4) 1 (y*) (gdzie k € N) takie, ze

Y <y <y (2.154)

dla wszystkich n > Ny; oraz (y.) i (y7*) spelniaja rownania réznicowe

C— oy
Yoo = —H —k— 2,
2.155
m C— ozyfC ( )
yk+1 = - — k + 2e.
Stan stacjonarny uktadu (2.155)), oznaczony jako ys:, ma postaé
I om C — pk 2ep C — pk+2ep
yst = (7, 9™") = - : : (2.156)
a+p a— [ o+ [
Macierz Jacobiego uktadu (2.155)) zapisujemy jako
0 =«
n
(a R > . (2.157)
n
Ta macierz ma wartosci wlasne wynoszace 12 = +. Zauwazmy, Ze [A12] < 1, jesi o < p — dla

tego warunku punkt stacjonarny y,; uktadu (2.155) jest zatem lokalnie stabilny. Poniewaz w uktadach
liniowych réznicowych pierwszego rzedu o statych wspoétezynnikach lokalna stabilnosé implikuje stabilnosé
globalna [41], stwierdzamy, ze punkt stacjonarny ys uktadu (2.155) dla oo < p jest globalnie stabilny, to
zZnaczy

lim yf, =g, lim y =g™
k—o0 k—o0
7 (2.156) mamy

e —m
il—{%y —Eh_r>r(1)y a+p
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Z nieréwnosci ([2.154) oraz twierdzenia o trzech ciagach otrzymujemy

C — pk
lim y, = = Ye. 2.158

Teraz podstawmy pierwsza i druga réwnosé z (2.153) do odpowiednio pierwszego i drugiego réwnania

z (2.148)). Dostajemy

_ m_ L _ _ I
wé:C a(wlﬂ k 5)_57 w2:C a(w; k+5)—|—e.

Roéwnania z (2.154) zachodza przy spelnieniu n > No; oraz (2.147).

Korzystajac ponownie z zasady indukcji matematycznej dostajemy istnienie ciagow (Ny;), (w!) oraz
(wi) (dla k € N) o wlasnosci

wh, < wy, < Wi, (2.159)

gdzie n > Ny;. Co wiecej, dla (wl) i (w]*) mamy

C—awl—k—e¢)

w;c+1 - 1 - &,
2.160
. C—a(wh —k+e¢) ( )
Wit = " +e.

Stan stacjonarny uktadu (2.160)), oznaczony przez ws;, zapisujemy jako

C+ak 2u(C+ka) C+ka
— &, - +e).
pta p? —a? B o

wy = (0!, ™) = (

Macierz Jacobiego uktadu (2.160) ma postaé (2.157). Stwierdzamy wiec, ze dla o < p stan stacjonarny
wh* uktadu (2.160)) jest globalnie asymptotycznie stabilny. To oznacza, ze

. I -1 . m __ —m
fim v =t Jim =
Ponadto dostajemy
. _1 C+C¥]€
lim 0w = ——
e—0 n+ o
oraz
lim @™ — 2W(C +ka) CHka  2puC+2kpa — (C+ka)(p+ )
YT 12 — a2 p—a w2 —a?
21uC + 2kpa — Cp — Ca — kap — ka®  uC + kua — Ca — ka?
= 12— a? = 12— a?
Clp—a)+kalp—a) CHka .
= 5 5 = = lim w’.
ne — « n+« e—0

Twierdzenie o trzech ciagach oraz (2.159) implikuja

lim w, = . (2.161)

Z (2.2), (2.158) oraz (2.161)) uzyskujemy

lim _C+ka C—pk  CHka—C+Hpk  k(a+p)
nooo " pd+a atp B+ o C pta

= :'1:6'

Dostajemy stad globalng asymptotyczna stabilnosé stanu F., jesli ten stan istnieje oraz gdy spelnione sa

zaleznosci (2.132)). O
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2.2 Model zbudowany na podstawie niestandardowej metody dys-
kretyzacji

Ten podrozdzial dotyczy konstrukeji i analizy uktadu dyskretnego powstatego z (1.14)) po zastosowaniu
niestandardowej metody dyskretyzacji. Najpierw przedstawimy motywacje wyboru wskazanej metody
dyskretyzacji, potem przejdziemy do analizy zaproponowanego uktadu.

2.2.1 Konstrukcja modelu i jego podstawowe wlasnosci
Konstrukcja modelu

Jak wczeéniej wspomniano, modele z uzyciem otwartego schematu Eulera, z powodu mozliwosci po-
jawienia sie ujemnych warto$ci zmiennych, nie sa odpowiednie do modelowania zjawisk biologicznych.
Powinno uzywaé sie takich schematéw numerycznych, ktérych wlasnosci pozwalaja na konstruowanie
modeli dyskretnych o takich samych wtasnosciach (w ujeciu jakoSciowym) jak analogiczne modele ciagte
— zwlaszceza w kontekscie stabilnosci i bifurkacji. Wowczas taki uktad dyskretny jest dynamicznie zgodny
ze swoim ciaglym odpowiednikiem. Mickens w swojej pracy [85] prezentuje niestandardowe schematy dys-
kretyzacji, ktore cechuja sie dynamiczna zgodno$cia. Zastosowanie podej$cia Mickensa do modelu
oznaczaloby:

e wprowadzenie w obu réwnaniach uktadu (2.1)) funkcji p(h) = h + O(h?) zamiast parametru h,

e zastapienie w pierwszym, drugim lub obu rownaniach z (2.1) wyrazenia dwuliniowego —35,1,
wyrazeniem —f35, 411, lub =385, 1, +1.

Nie ma konkretnej metody wyboru odpowiedniej funkcji ¢(h) [3]. Zauwazmy, ze wprowadzenie nieze-
rowego elementu O(h?) nie ma uzasadnienia biologicznego. W naszych rozwazaniach przyjmiemy zatem
O(h?) = 0. Decyzja o zmianie elementoéw dwulinowych, czyli takich, ktére najczesciej obrazuja zakazenie,
zalezy od pozadanych wlasnosci modelu. Nie ma okreslonego sposobu modyfikacji tych elementow. W [3]
przedstawiono mozliwe przyktady tych modyfikacji, ktore wplywaja na odpowiednie wtasnosci rozwigzan
uktadéw. W przypadku modelowania zjawisk biologicznych, w tym epidemiologicznych, pozadane jest,
by modyfikacja modelu miata motywacje biologiczna.

Zwr6émy uwage, ze krok dyskretyzacji reprezentuje ustalony odcinek czasu — w omawianym w rozpra-
wie przyktadzie gruzlicy dtugos$¢ kroku dyskretyzacji odpowiada rokowi. Dane rzeczywiste podaje sie jako
wartosci liczbowe okreslonych wielkosci w ustalonym momencie — dotycza one liczebnosci konkretnych
grup os6b w tym momencie. W symulacjach obrazujacych dynamike epidemii przyjmujemy h = 1, zatem
dhugos¢ kroku réwna 1 odpowiada odcinkowi czasu rownego rokowi. W naszych rozwazaniach przedsta-
wiamy okreslone warunki (na przyklad lokalnej stabilnosci stanéw stacjonarnych) w zaleznosci od kroku
dyskretyzacji. Warunki te maja najczesciej postaé nieréwnosci h < ¢ dla 0 < ¢ < 1, ktére okreslaja gérne
ograniczenie tego kroku. Zauwazmy, ze ograniczenie to jest mniejsze od 1, co odpowiada odcinkowi czasu
krotszemu niz rok. To oznacza, ze aby dana nier6wnos¢ zachodzita w przypadku omawianej epidemii
gruzlicy, dane rzeczywiste powinny by¢ zbierane czeSciej niz co rok.

Przyjrzyjmy si¢ pierwszemu réwnaniu uktadu (2.1)), ktére ma postac

Tnt1 = Tp + h(C — TpYn + Yn — pTy) . (2.162)

Wynika z niego, ze liczba nowych zakazeri w (n 4+ 1)-ym punkcie zalezy od liczebnosci osobnikow w n-tym
punkcie — zaklada sie zatem, ze zakazenie choroby nastepuje w momencie, ktérego odpowiednikiem jest
n-ty punkt. W rzeczywistosci zakazenia odbywaja w réznym chwilach pomiedzy momentami, dla ktérych
podaje sie dane rzeczywiste. Co wiecej, w wiekszosci przypadkéw, zanim podejmie sie leczenie lub akcje
profilaktyczne, liczebno$¢ oséb zakazonych jest funkcja rosnaca wzgledem czasu. Z tego powodu na wartosé
ZTnt1 wiekszy wplyw maja zakazenia wystepujace w momentach blizszych (n + 1)-szemu punktowi, niz
zakazenia wystepujace w momentach blizszych n-temu punktowi. Oczywiscie nalezy mie¢ na uwadze,
ze zazwyczaj nie posiada sie danych dotyczacych momentéw, ktére mozna przyporzadkowaé punktom
7 dyskretnej siatki czasu znajdujacym sie miedzy n-tym a (n + 1)-szym punktem. Z tego powodu w
zamiast —x,y, uwzglednimy skladnik —z,1y,, co jest zgodne z podejsciem Mickensa. Proponujemy

64



zatem nastepujacy uktad dyskretny

Tnt1 = Tp + W (C — Tpa1Yn + Yn — py) , (2.163a)
Ynt1 = Yn + A (Tnyn — kyn) = yn(l + h(z, — k)), (2.163b)

gdzie n € N.
Przeksztalémy pierwsze réwnanie z uktadu (2.163)), tak aby go zapisa¢ w postaci

Zn(1 — hp) + hC + hyy,
1+ hy,
Ynt+1 = Yn (1 + h(z, — k), (2.164b)

Tpt1 = , (2.164a)

przez co uzyskujemy jawna zalezno$¢ wartosci zmiennych w (n + 1)-szym kroku od wartosci w kroku
n-tym.

Przedyskutujmy mozliwo$¢ zamiany wyrazenia hz,y, w réwnaniu na sktadnik hx, 1y, lub
hxpYn+1. Sktadnik ha,y, ma dodatni znak, wiec nie przyczynia sie do probleméw z dodatnioscig zmiennej
y. Ponadto zauwazmy, ze jesli bySmy rozwazali sktadnik ha,,19,, to za z,41 nalezatoby podstawié¢ prawa

strone réwnania ([2.164al). Wowczas (2.163b)) mialoby postaé

Zn(1 — hu) + hC + hy,
1+ hy,

Yntl =Yn + ( Yn — kyn) , (2.165)
znacznie bardziej skomplikowana niz obecne rownanie (2.163b)). Ponadto w (2.165) pojawia sie stata C,
ktora zgodnie ze znaczeniem biologicznym nie ma bezposredniego wpltywu na zmienng y,,. Nie wprowa-
dzamy zatem wyrazenia A, 41Ynp.

Jesli zamiast ha,y, rozwazymy hx,yn+1, to (2.163b) miatoby postaé

Yntl =Yn + N (xnynJrl - kyn) s

co daje
Yn(1 — hk)
1—hx,

Zauwazmy, ze w mianowniku prawej strony pojawia sie dodatkowy warunek dodatnio$ci zmiennej y,,
ktory zalezy od zmiennej x,,. W modelach epidemiologicznych dodatnio$¢ zmiennych powinna by¢ bezwa-
runkowa albo zaleze¢ od warto$ci parametréw modelu, a nie od wartosci zmiennych. Ponadto mianownik
otrzymanego rownania moze by¢ ujemny. Nie powinno sie wiec uwzglednia¢ skladnika x,, 1y, i dlatego
modyfikacja prawej strony nie jest zasadna.

Yn+1 =

Podstawowe wlasnosci modelu

Zajmiemy si¢ analiza modelu (2.164). Najpierw oméwimy jego podstawowe wlasnosci.

Wybrane wnioski z dalszej analizy przedstawimy w kontekécie wspélczynnika Ry. W celu wyznaczenia
Ry dla uktadu skorzystaliSmy ponownie z podejécia z [7], przyjetego dla uktadu . Poniewaz
réwnanie na zmienng y,, w uktadach i ma te samg postac¢, obliczenia prowadzace do otrzyma-
nia R dla obu uktadéw sa praktycznie takie same. Dla uktadu uzyskalismy ponownie Ry = %
Podobnie jak w przypadku , w rozprawie pomijamy obliczenia dla uktadu .

Uktad jest opisany przez funkcje

5 - F(I,y) B I(l*h{b)‘kZC*th
H(xz,y) = (é(x,y)) = (y(l N }‘L"(f; B k)) . (2.166)

Zauwazmy, ze F(z,1) > 0, o ile zachodzi nieréwnos¢ (2.5), natomiast G(z,y) > 0, o ile zachodzi nieréw-
nos¢ (2.9). Pamietajac, ze (2.9) jest warunkiem silniejszym niz (2.5)) formulujemy nastepujacy wniosek:

Whniosek 2.16. Niech zachodzi (2.9) oraz xo > 0.

1. Jesli yo > 0, to xp,yn >0 dlan € Ny.
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2. Jesli yo =0, to x,, >0 orazy, =0 dlan € N,.

Zauwazmy, ze w uktadzie dostajemy prostszy warunek dodatniosci zmiennych niz w uktadzie
[2-1) — nieréwnosé jest stabsza od nieréwnosci dla ukltadu ([2:1). Zwréémy tez uwage, ze
implikuje h < 1.

Dalej zaktadamy, ze zachodzi . Bedziemy rozwazaé¢ uktad dla z,y > 0.

. L. . . . e e . F . . .
Oszacujmy teraz warto$¢ zmiennej x. Ta zmienna rosnie, jesli % > 1dlaz # 0, co jest rownowazne

(1 — hp) + 2€ + by

> 1,
1+ hy
C+y CHy+p—p
r < = s
Y+ p y+p
czyli ostatecznie
C—p
r<Z(y) =1+ —".
pwty
W rozwazanej dziedzinie funkcja Z(y) przyjmuje najwieksza wartos¢ dla y = 0 wynoszaca
C - C
| —14G8_C
y=0 2 Iz

Stad dalej zaktadamy z < % Podstawiajac te nieréwnosé¢ do F(m, y) uzyskujemy

. c c c
F(m,y)<xm(1_hﬂ)+ho+hy: ;(1—h,u)+h0+hy: ;—&—hy: Tthy+1-1
- 1+ hy 1+ hy 1+ hy 1+ hy

b
co daje
c

F <1+
(z,y) < +1+hy

Z zatozenia F(z,y) osigga maksymalna wartos¢ dla y = 0 wynoszaca

c
1+ £ = —.
1 1%

Wysuwamy wniosek:

Wnhiosek 2.17. Niech zachodzi (2.9). Jesli dla danego ¢ € N zachodzi x4 < %, 10 Tgps < % dla dowolnego
s €N,

Inaczej mozemy stwierdzié, ze jedli liczebno$é os6b zdrowych w dowolnej iteracji uktadu (2.164) wy-

niesie mniej niz %, to bedzie ograniczona przez te warto$é¢ caly czas. Majac zadane zy < m mozemy

przeformulowaé¢ wniosek zapisujac
Whiosek 2.18. Jesli zachodzq nieréwnosci (2.9) oraz xg < %, to x, < % dla kazdego n € N.

Dalej dla uktadu (2.164)) rozwazamy zbiér niezmienniczy

v

C
Q::{(m,y)ERQ: nggﬁ, yEO}.

Teraz przyjrzyjmy sie zmiennej y. Dla y # 0 ta zmienna maleje, jezeli

G(z,y)

=1+h(z—k) <1,

h(z—k) <0,

co daje
x <k. (2.167)

Zauwazmy, ze dla % < k nieré6wno$c (2.167)) jest spelniona w niezmienniczym zbiorze Q. Y.aczac te analize
ze znaczeniem R wnioskujemy:
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Whiosek 2.19. Jesli zachodzg xo < % oraz Rg < 1, to dla uktadu (2.164) zachodzi y,+1 < y, dlan € N.

Teraz zbadajmy ograniczonos$¢ rozmiaru calej populacji. Przepiszmy réwnania (2.164]), by uzyskaé
postaci ilorazu réznicowego. Dostajemy

T — X
% =C —Tpi1Yn + Yn — HTn,

Yn+1 — Yn
h

Tak jak w ukladzie (2.1)), skorzystamy z oznaczenia w,, = x,, + y,. Dodajac stronami rownania z (2.168)
uzyskujemy

(2.168)
= yn(zn — k).

Wnp41 — W
= C = Tng1Yn + Yo — Hn + Ynn — Yok
= C = Tni1Yn + Yn — B0 + YnZn — Yn(l + p + Q)
=C - Tpa1Yn + YnTn — N(mn + yn) — QYn,
co mozemy zapisa¢ jako
L2 Gy — ) — s — o (2.169)
Rozpatrzmy dwa przypadki:
e Niech z,, 1 > z,,. Woéwczas
Ynir ZWn oy,
h
co jest rownowazne nieréwnosci
W1 < h(C — pawy) + wp, (2.170)

ktora pojawila sie w szacowaniu (2.3) dla uktadu (2.1)). Jesli zachodzi (2.5), to z (2.170) uzyskujemy
ponownie zaleznosci (2.4) oraz

C
wn§w0+—
17

Oznacza to, ze liczebno$é¢ calej populacji jest ograniczona z goéry. Zauwazmy, ze wniosek dotyczacy

uktadu (2.1)), mozna odniesé¢ rowniez do uktadu ([2.164).

e Teraz przejdzmy do przypadku z,4+1 < xj,.

Najpierw przyjmijmy Ry < 11 zp < % Woéwcezas z wniosku mamy Ynp4+1 < Yp, CO razem
Z Tpi1 < Ty daje wpq1 < wy. Stad wynika ograniczono$é rozmiaru populaji.

Teraz niech Ry > 1. Dla przypadku z,, < k zachodzi y,4+1 < y, 1 znowu stwierdzamy ograniczono§é

rozmiaru populacji.

2.2.2 Stabilno$é¢ stanéw stacjonarnych

Przejdzmy do zbadania stabilnosci stanéw stacjonarnych ukladu (2.164). Sa one takie same jak te
z ukladow (1.14) oraz ({2.1)), przypomnijmy ich postaci:

e stan wolny od epidemii Eqf = (z47,0) = (%, O): istnieje zawsze,

C—uk
k—1

e stan endemiczny F, = (x,,y.) = (k’
Ro > 1.

): jego istnienie gwarantuje warunek C' > pk réwnowazny

Macierz Jacobiego uktadu ([2.164]), oznaczong przez M , zapisujemy jako

e 1y h(1—2(-hw)—hC)
M(z,y) = | T+hy (1+hy)2 .
hy 1+ h(x—k)
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Stabilnosé¢ stanu wolnego od epidemii
Omoéwmy najpierw stabilnoé¢ stanu Egy.
Twierdzenie 2.20. Jesli zachodzi (2.9), to stan wolny od epidemii Eqr uktadu (2.164) jest

o weztem lokalnie stabilnym dla Ro < 1,
o niehiperboliczny dla Ry =1,
e niestabilny (precyzyjniej: punktem siodtowym) dla Ry > 1.

Ponadto jesli xog < %, to dla Ry < 1 stan Eqr jest globalnie stabilny.

Dowdd. Warunek (2.9) gwarantuje dodatnios¢ x,, i y, w ukladzie (2.164)). Macierz Jacobiego dla stanu
Eg4r ma postac

1—h h(1-€(1—hp)—hC B e
M(Ey) = | T+ Uil (1 n(1-5) ) (1 e A0 g) ) |
h-0 1+h(%—k> 0 1+h(%—k) 0 1+h(zg—Fk)

Zauwasmy, 7e M (Eg) jest tozsama z macierza Jacobiego dla stanu Eqs z ukltadu (2.1)). Na podstawie
analizy wartosci wtasnych dla macierzy uzyskujemy lokalng stabilnoéé stanu Eg¢ w ukladzie (2.164)
dla Ry < 1.

Pokazemy teraz globalng stabilnoéé¢ stanu Fg4 ukladu dla zop < € i Ry < 1. Zauwazmy, ze
spelniony jest wniosek 2.18 Przypomnijmy oszacowanie oraz rownosé zachodzaca w uktadzie
2.1). Zwro¢my uwage, ze te zaleznodci mozna zastosowac do badania globalnej stabilno$ci Eqr w ukltadzie
%D. Mamy wiec

v < vo(1— (1 -Ro))"

oraz
lim y, = 0. (2.171)
n—oo

Teraz dodajmy do siebie réwnania (2.163). Uzyskujemy

Wpyl = Wy + h (C — Tpi1Yn + Yn — ﬂmn) + ynh(xn - k)
=wp +h(C — Tpi1Yn + TnYn — Qyn — pwy) . (2.172)

Prawg strone mozna oszacowaé z gory przez
C
Wpt1 < Wy + b (C + 2pyn — ayn — pwy) <w, +h | C+ ; —a ) yp — pwy | . (2.173)
Ustalmy ¢ > 0. Poniewaz zachodzi (2.171)), stwierdzamy, ze
C
Ver>0 I N eN vn>N — — o | Yyp <E€71. (2174)
I

YLaczac (2.173)) i (2.174) dostajemy
W1 < (1 = hp)w, + h(C + &)

dla n > N;. Z powyzszego wynika

C C
+€1)+ +€1'

wy, < (1= hu)™ (wo -
u [

Poniewaz

n— oo

lim (1 — hp)™ (wo— C+El> =0,
w
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wybieramy dostatecznie duze n(> N;) takie, ze
C
w, < — +e. (2.175)
i

W analogiczny sposéb przeprowadzamy rozumowanie dla szacowania prawej strony réwnania (2.173)
z doltu. Stosujac ponownie (2.172) otrzymujemy

C
wnJrlzwn+h(c_$n+1yn_ayn_ﬂwn)an+h<c_ <+a>yn_uwn>
W

7 (2.171) dla dostatecznie duzych n mamy

(C )
—t+a)y, <eq,
"

Wp41 > (1 — h,u)wn + h(O — 61),

co daje

wy, > (1= hp)™ (wo -

Stwierdzamy, ze dla dostatecznie duzych n zachodzi

C - C -
61)+ 81.
Iz 1%

wy, > % —e. (2.176)

Laczac (2.175)) i (2.176) uzyskujemy dla dostatecznie duzych n

w, — —| <e¢e
n
oraz
lim w, = —
n—oo

Zauwazmy, ze zaleznosé (2.28]) zachodzi réwniez dla uktadu (2.164). Dostajemy z niej

lim z, = —.
n—oo
Powyzsza réownosc¢ oraz (2.171) daja globalng stabilnosé¢ Egy. O

Zwroécmy uwage, ze warunki stabilnosci stanu Egr nie zalezg od kroku dyskretyzacji, podczas gdy ta
zalezno$¢ wystepuje w przypadku stanu F., co omdéwimy ponizej.

Porownajmy jeszcze twierdzenia 2.4 oraz [2.20|dotyczace stabilnosci stanu E4 w uktadach odpowiednio
i ([2.164). Mozemy stwierdzi¢, co nastepujace:

Wnhiosek 2.21. W uktadach (2.1) oraz (2.164)) zachowanie stanu wolnego od epidemii Eg w kontekscie
stabilnosci jest takie samo.

Lokalna stabilno$é stanu endemicznego

Przejdzmy teraz do lokalnej stabilnosci stanu endemicznego E.. Zakladamy wiec, ze zachodzi Ry > 1.
Wprowadzamy wspolezynnik 8, ktory pojawil si¢ w twierdzeniu 2.5] Ponadto definiujemy parametry

2
chjr/fzk_a+\/(w_a> +4(C — p) )1

>
=

- )
h2 = 2 .
4C — pk)*(a+ p)
7 zalozenia dostajemy h; > 0 dla Ry > 1. Dodatnio$¢ hy mamy dla § > 0. W celu zachowania
przejrzystosci zapisu, najpierw przyjmiemy 6 > 0. Przypadek § < 0 oméwimy po sformutowaniu i udo-

wodnieniu twierdzenia przedstawionego ponizej. Niegeneryczny przypadek 6 = 0 nie bedzie rozwazany.
Sformulujmy twierdzenie:

(2.178)
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Twierdzenie 2.22. Zaltdzmy, ze endemiczny stan stacjonarny E. uktadu (2.164) istnieje. Ponadto niech
zachodzi § > 0. Stan E, jest:

o weztem lokalnie stabilnym, jesli zachodzi h < hy,
o ogniskiem lokalnie stabilnym, jesli zachodzq h € (i_zg, 711) oraz hy < hy,
e ogniskiem niestabilnym, jesli zachodzi h > hy > ha,

e nichiperboliczny, jesli zachodzi h = hy > ho,

gdzie hi i ho zdefiniowano odpowiednio w (2.177) ¢ (2.178)).
Dowdd. Macierz Jacobiego uktadu (2.164) dla stanu E. zapisujemy jako

- ( Vny h(1-EQ—hp)—hC) >

M(E.) = | T+hy. (I+hye)?
hye 1

Aby uprosci¢ zapis, wprowadzmy oznaczenia

1—hp
U=
1+ hye’

(2.179)

w:=hC+k(l—hu)—1=hC—huk+k—1=h(C— pk)+a+ pu. (2.180)
Z (2.5) i Rg > 1 mamy v > 0 i w > 0. Korzystajac z (2.179)) i (2.180) zapiszmy macierz M\(Ee) jako

ME)=(" — T
7\ e 1 '

Wielomian charakterystyczny tej macierzy ma postac

PA) =22 — (1+v) A +v+ h?y, (2.181)

v
(1+ hye)? ’

a jej wartoSci wlasne wynosza
1 =
)\1’2: 5 (1+Ui\/g),
gdzie

T 2 2 w 2 2 w
6:(1+U) —4(U+h ye(]_—’—hye)2> :(1—1)) —4]’L yem.

Sprawdzmy, dla jakich h zachodzi 5> 0. Dostajemy ciag rownowaznych nieréwnosci

1— )% > 4p2 _w
( U) > y€(1+hye)27

1—hu ? 9 w
- > dhy,——
< 1+ hye> YU+ hye)?

1+ hye —1+hp 2 9
4h
< 1+ hye ) ~ ve

_w
(1 + hye)2 ’
(ye + 1)* h* > 4h?y.w,

(ye + 11)° > dy.w,

C—u\®> C—uk
4 —
((HM) >4 (h(C = uk)a+p).,

(C = 1)* > 4(C = pk)(a + p) (R(C = k) + o+ ),

(C —p)?
1(C = ) (a + )

> h(C — pk) + o+ u,
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(C —p)?
4(C — pk)(a+ p)
(C—p)? atup
(C—pk)*(a+p) C—pk’
(C — p)* = 4(C — pk)(a + p)*
4(C — pk)*(a + )

—(a+p) > WC = pk),

h
<1

h <

prowadzacych do
0

(C — pk)?(a+p)
Zaleznosé¢ 0 > 0 implikuje dodatnio$¢ prawej strony (|2.182). Faczac (2.182) oraz (2.178]) uzyskujemy

warunek h < hs. R
Analogicznie stwierdzamy, ze § < 0 dla

h 2.182
<1 (2.182)

h > hs. (2.183)
Analize lokalnej stabilno$ci stanu F, przeprowadzimy w zalezno$ci od znaku 5. Przypadek 5=0 pomija-

my.

e Rozpatrzmy najpierw przypadek 5 > 0, dla ktérego mamy dwie rzeczywiste wartodci wlasne takie,
7€ A1 > Ao. Wielomian (2.181)) ma dwa pierwiastki rzeczywiste, za§ wspotczynnik jego liniowego wyraze-
nia jest ujemny. Stad dostajemy A1, Ao > 0 i aby dosta¢ lokalng stabilno$¢ stanu F., wystarczy zbadaé

A1 < 1. Z tej nieréownosci wynika
1 =
5-(1+v+\/§) <1,

Vi<1-w. (2.184)
Prawa strone (2.184) zapisujemy jako

1—hu  hye+hu
1+hye 14+hy

l—v=1-—

To wyrazenie ma zawsze dodatni znak, zatem obie strony (2.184) podnosimy do kwadratu. Otrzymujemy
§<(1-v)%,

co jest oczywiste ze wzgledu na definicje 5.
Z nieréwnosci A; < 1 nie uzyskaliSmy dodatkowych warunkéw lokalnej stabilnosci. Stwierdzamy wigc,
ze istniejacy stan F. jest zawsze lokalnie stabilny, jesli zachodza nieréwnosci 6 > 01 h < hs.

e Przejdzmy teraz do przypadku 5 < 0, gdy wartosci wtasne sa zespolone. Ich iloczyn wynosi

1
1(1—1—7])2—

1
4

5

Mha=[A2==(1+0v) - (14 v)?

AN
N

() o)
[T — P —
- <“+ v (1+hye)2> VA e T g

Warunek |A\| < 1 ma postaé
1—hu o h(C—pk)+a+p

h*ye <1
1+hye+ Y

(1+ hy.)? ’

co prowadzi do
(1= hp)(1+ hye) + B2y (R(C = puk) + @+ 1) < (1+ hye)?,

1+ hye — hpe — R pye + h2y. (h(c — k) +a+ u) <14 2hye + W32,

—hye — by — hPpye — h*y2 + hye(C — pk) + hye(a+ 1) <0,
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~Ye — 1 — hpye — hy? + h*ye(C — pk) + hye(a + 1) <0,
h2ye(C — pk) + hye(—ye + o+ p — 1) — (ye + p) <0,
P(h) == ye(Ro — 1)h* — ye(ye — a)h — (ye + p) < 0.

Wyraz wolny wielomianu P(h) jest ujemny. Z Ry > 1 stwierdzamy wiec, ze P(h) ma jeden pierwiastek
dodatni réwny

Ye(ye — ) + \/(y(y - a))2 +4ye(C — pk)(ye + 1)

2ye(0_ru’k)
_ Yelye =) +V/y2ye —a)? + 4y2(a+ 1) (ye + 1) _ ye — at+ /(ye — @) +4(a+ p)(ye + 1)
2ye(C' — pk) 2(C — pk)
Cajr’;k —a+ \/(Ca#;k — a)2 +4(a+ p) (%) C(;’Lk —a+ \/(C(H‘;k — a)2 +4(C — )
- 2(C — pik) - 2(C — pik) '

Poréwnujac z (2.177) stwierdzamy, ze otrzymana wartos¢ to 71_1. Wynika zatem, ze powinno zachodzi¢
h < hy, aby P(h) < 0. Laczac h < hy i (2.183)) dostajemy h € (hg, hl) spelnione dla ho < hy. O

Przyjrzymy sie twierdzeniu Zwréémy uwage, ze ho jest wartoscia, po ktoérej przekroczeniu stan
E, przestaje by¢ weztem i staje sie ogniskiem, przy czym lokalna stabilnosé jest zachowana. Wartosé hy
jest progowa wartoscia w kontekscie stabilno$ci — po jej przekroczeniu stan E. przestaje by¢ stabilny.

Teraz rozwazmy przypadek 6 < 0. Jesli ta nier6wnos¢ zachodzi, otrzymujemy ha < 0 odpowiadajace
przypadkowi § < 0. Korzystajac z tej zaleznosci oraz twierdzenia formutujemy wniosek:

Whiosek 2.23. Niech § < 0. Istniejgcy stan stacjonarny E. uktadu (2.164)) jest wowczas:
e ogniskiem lokalnie stabilnym, jesli h < hq,
e ogniskiem niestabilnym, jesli h > hq,

o niehiperboliczny, jesli h = h;.

2.2.3 Wersje twierdzenia i wniosku z uwzglednieniem dodatnio$ci
rozwigzan

Teraz przyjmiemy zalozenie (2.9) gwarantujace dodatnio$¢ rozwiazan uktadu (2.164)). Sprawdzamy
warunki, dla ktorych progowe wartosci h zdefiniowane w poprzednim paragrafie spetniaja te nier6wnoscé.
Sprawdzmy najpierw warunek

hy < 1 (2.185)
k
Dostajemy z niego ciag nieréwnosci

5 _ (@ —4(C —pk)(a+ ) 1
4(C — pk)* (o + p) 4(C — pk)* (o + p) k’

L (C-w? a+p 1

Ya+p) (C—upk)2 C—uk "k

1 (C=p? 1 atnp

Ya+p) (C—pk)?2 "k C—pk’

I (C—p3? C—pk+(a+pk  CHak
da+p) (C— pk)? k(C—pk)  K(C — k)’
(C =) _ (C+ak)(C — uh)
4o+ p) k ’

R(C — 1) < 4la+ p)(C + ak)(C — puk),
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E(C? — 2uC + 1i%) < 4(a + p)(C?* — Cuk + akC — auk?),
kC? — 2kpC + kp? < 4(a+ p)0? — 4(a + pk(p — a)C — 4(a + p)ouk?

dajacych
W(C) :=axC? + a;C +ag < 0, (2.186)

gdzie

ay =k —4(a+p)=1+a+p—4(a+p) =1-3(a+p),
a1 = 2k(2(p+ @) (p— a) — p), (2.187)
ao := kp(dka(a+ p) + p).

Zauwazmy, ze ag > 0. Wyréznik wielomianu W (C') wynosi

Jc = 4k? (2(u ta)(p—a)— #)2 - 4(1 —3(a+ u)) ku(u + dkala + u))
= 4 (2(k = 1)(n — ) - M)Q — k(1= 3(k = 1)) (5 + 4kalk - 1))
= 482 (40k = 12 (u - @) = 4k = 1)(u - ) + 1?)
~dkp (u Fdka(k — 1) — 3(k — Dp — 12k(k — 1)2a)

= 16k%(k — 1)%(p — a)? — 16k (k — 1) (p — ) + 4k> 14

— dkp® — 16k%(k — 1) per + 12k(k — 1)p® + 48K>(k — 1)%ap (2.188)
= 16k*(k — 1) ((u —a)?+ 3au) — 16k2(k — 1)((# —a)u+ cw)

+ 12k(k — 1)p? + 4k(k — 1)p?
= 16k2(k — 1)2 ((u —a)?+ 3au) — 16k2(k — 1)p2 + 16k(k — 1)p2
= 16k%(k — 1) ((u —a)?+ 3au> — 16k(k — 1)p2(k — 1)
— 16k(k —1)? (k: (1 — )2 + 3ap) — ,ﬂ) — 16k(a + 11)? <k (1 — @) + 3ap) — uz).

Zapisujemy

k((u—a)2+3au) — =1+ a+p) (0* = 2ap+ a® + 3ap) — p?
=P +ap+ao®+(a+p) (0¥ +ap+a®) — g’ =ap+ao®+ (a+p) (1 + ap+o?) (2.189)
= (a+ ) (a+u2+au+a2).
Uwzgledniajac w dostajemy
5o = 16k(a + p)? (+ p? 4 o+ a2) . (2.190)

Poniewaz ¢ > 0, W (C') ma dwa miejsca zerowe postaci

2k (1 = 201+ 0) (1~ ) F Voo
Cap = : (2.191)

2(1 —3(a+ u))

Nieréwnosci as > 01 a; < 0 zapiszmy jako

a+p< = (2.192)

oraz
2p+ ) (p—a) < p. (2.193)
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Wezmy m € (0, 3). Jesli zalozymy (2.192), to z ([2.193) wynika

2m(p—a) <p = 2mp—2ma<pu = 0<(1—2m)u+2ma.

Mamy 1 — 2m > 0, zatem ostatnia powyzsza nieréwnos¢ jest zawsze prawdziwa. Oznacza to, ze as > 0
implikuje a; < 0. Ponadto stwierdzamy, ze nie moga zaj$¢ jednoczesnie as > 01 a; > 0.

Okazuje sie wiec, ze na spelnienie nieréwnosci (2.186|) wplyw ma tylko znak as. Nieréwnosci ([2.185))
i (2.186) sa tozsame. Stwierdzamy zatem, ze

e dla as > 0 nieréwnosé (2.185) zachodzi dla C > 01 C € (Cy, Cy),

e dla ay < 0 nieréwnosé (2.185)) zachodzi dla C > Cp, > 0.
Teraz przyjrzyjmy sie nieréwnosci

1
hy < o (2.194)

Skorzystamy ze wzoru na . i zapiszemy h; jako

o memat -0’ 140 ) et —a) +4C—p)

1= = .

2(C — k) 2ye(k — 1)

Uwzgledniajac te zalezno$¢ w (2.194) dostajemy

(e — ) + /(e — 0)® +4(C — )

1
2(C — uk) Sk
(e — )+ (e — ) + 40—y < 21D,
Vi —ap +ac—p < 210 gy, (2195)

Nieréownosé (2.195)) moze byé spetniona, jesli

2AC—pk) o elk=1) 2>+a:<c—m~c><k—2>

2l Ty, =y (1-2
k Yt 2 Vet y( 2 Wk —1)

Jesli zachodzi warunek przecwiny do ([2.196)), to mamy

+a>0. (2.196)

1
hy > (2.197)

Przyjmijmy, ze zachodzi (2.196]). Wéwczas mozemy podnie$é obie strony (2.195)) do kwadratu otrzymujac

rownowazne nieréwnosci

(C — pk)(

— 1k)
k

Ye — a)
AC—pk)?  (C = pk)(ye — @)
k

(e -0 + (€ — ) < X + (e =),

k2
K (C = p) < (C — pk)* — k(C — pk)(ye — a),

k2<c—u><<c—uk>2—k<c—uk>(C‘”k—a),

o+
2 (a+p)(C —pk)? (C — uk)? B
E(C —p) < «th 14+ a+u) P + ka(C — pk),
20 _ _(C_Mk)z _
R(C = ) < = 4 ka(C — k),
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(C — pk)?

El4+a+pu)(C—p) < — +ko¢(C—,u(1+,u+Ot)>a

a+ [
C — puk)?
k(C—u—l—aC—a,u—&—C’,u—,uz)<—(a+'uM)+ka(C—u—,u2—ua),
12
kaC—ka,u—&—k(C—,u—l—Cu—uQ)<—%+ka0—kau—ka(u2+ua),
a+p
C — uk)?
B(C -t Cp—p?) < —CZFE o+
(C—p+Cu—p7) P op” + pa)
prowadzace do
(C — pk)? 2

Zwrécmy uwage, ze z zatozenia wynika kC(1 + u) > ku(1 + p). Stwierdzamy wiec, ze (2.198) nigdy
nie zachodzi. Oznacza to, ze warunek (2.194)) jest sprzeczny i nalezy zaktadaé (2.197).
Teraz odniesmy twierdzenie 2.:22] i wniosek 2.23] do powyzszej analizy w kontekscie dodatniosci roz-

wigzan. Ponownie zwréémy uwage, ze nie moze zachodzi¢ h > hi. Rozpatrujemy znak as zdefiniowanego
w (2.187). Z twierdzenia [2.22| otrzymujemy wniosek:

‘Whiosek 2.24. Niech stan E. uktadu (2.164)) istnieje. Ponadto niech § > 0. Zdefiniujmy C, i Cy wzorem
(2.191). Jesli zachodzi jeden z zestawow warunkow:

1
o+ p < 3’ 0<Ce(C,,Cy) (2.199)

lub

1
a+u>§, C>Cy>0, (2.200)

to stan E. jest

o weztem lokalnie stabilnym dla h < hy,

o ogniskiem lokalnie stabilnym dla h € (712, %)
Ponadto rozwigzania uktadu (2.164) pozostaje dodatnie dla xo > 0 1 yo > 0.

Powréémy do wniosku Warunek § < 0 jest rownowazny hy < 0, zatem (2.185) zachodzi zawsze
i wystarczy uwzglednié¢ tylko (2.197)). Odrzucamy przypadek h > hy.

Whniosek 2.25. Niech stan E. uktadu (2.164) istnieje i zachodzq nierdwnosci (2.9) i 6 < 0. Stan E.
jest wowczas ogniskiem lokalnie stabilnym i rozwigzania uktadu (2.164) pozostajq dodatnie dla x¢y > 0
1 yo > 0.

2.2.4 Mozliwo$é¢ wystapienia bifurkacji

Rozwazmy jeszcze mozliwosé zajscia bifurkacji. Zauwazmy, ze jesli odpowiednie wartosSci wlasne sa
rzeczywiste, to stan F,. jest zawsze lokalnie stabilny. W uktadzie nie wystapi wiec bifurkacja
podwojenia okresu dla stanu F.. Uwzgledniamy tylko przypadek, gdy wartosci wlasne sa zespolone. Na
podstawie wczesniejszych obliczen, okreslamy warunki konieczne zajscia bifurkacji.

Whniosek 2.26. Zalozmy, zZe zachodzg § > 0 i6<0lubs<0. W uktadzie (2.164) dla istniejacego stanu
stacjonarnego E, moze wystepié bifurkacja Neimarka-Sackera dla h = hy.

Okreslenie warunkow wystepienia BN S dla stanu F, w ukladzie jest znacznie trudniejsze
niz w przypadku uktadu z powodu bardziej zlozonej postaci tego uktadu. Z tego powodu jedynie
zaprezentujemy symulacje wskazujace na BN S.

Wyniki symulacji przedstawiono na rysunkach i Na kazdym z nich zobrazowano 50000
iteracji uktadu . Do symulacji uzyto wartosci parametréw: C' = 0,19, p = 0,1 oraz o = 0,3 —
dobrano je tak, by uzyska¢ warunek § < 0. Dla symulacji z rysunku przyjeto (xo,y0) = (1,52;0,2)
oraz h = 4,5. W przypadku rysunkow [2.11a]i 2.11b] uwzgledniono h = 4,65, przy czym dla rysunku
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przyjeto (xo,y0) = (1,52;0,2), dla rysunkuzaé zatozono (xg,yo) = (1,49;0,3). Zauwazmy, ze dla
h = 4,5 stan E, jest wezlem stabilnym, dla h = 4, 65 za$ uzyskujemy krzywa niezmiennicza przyciagajaca
rozwigzania z wewnatrz, jak i zewnatrz krzywej, co pokazuja odpowiednio rysunki i Takie
zachowanie wskazuje, ze w ukladzie moze wystapi¢ nadkrytyczna bifurkacja Neimarka-Sackera
dla stanu F..

035

Rysunek 2.10: Punkty bedace iteracjami uktadu (2.164) dla A = 4,5. Warunek poczatkowy zaznaczono
czarnym punktem. Kolejne iteracje zaznaczono niebieskimi punktami i potaczono je niebieskimi liniami.
Stan stacjonarny zaznaczono na zielono.

1.8 1.1 12 13 14 15 1.6 17 18

Rysunek 2.11: Punkty bedace iteracjami uktadu dla h = 4,65 i odpowiednio (a) (zo,y0) =
(1,52;0,2) i (b) (zo,y0) = (1,49;0,3). Warunki poczatkowe zaznaczono czarnymi punktami, a pierwsze
40000 iteracji niebieskimi punktami i polaczono je niebieskimi liniami, kolejne 10000 iteracji za$ zazna-
czono bordowymi punktami. Stany stacjonarne zaznaczono na zielono.

2.3 Dyskusja

W tym rozdziale dokonalismy dyskretyzacji ukladu (L.14). Zastosowaliémy otwarty schemat Eulera
(EEM) oraz dyskretyzacje niestandardowa (N .SDM) otrzymujac odpowiednio uktady oraz (2.164).
Dokonalismy analizy tak powstatych uktadow.

Najpierw zbadalismy uktad . W tym uktadzie dodatnio$¢ zmiennych zachodzi pod okreslonymi
warunkami, co odréznia go od odpowiedniego ukladu ciagglego. Z tego powodu uktady dyskretne z uzy-
ciem EEM moga nie by¢ odpowiednie do modelowania dynamiki epidemii. Juz na poziomie populacji
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jednorodnej okazuje sie, ze uklad z NSDM znacznie lepiej zachowuje wlasnosci modelu cigglego niz
uklad z EEM. Dzigki zastosowaniu NSDM dodatnio$¢ zmiennych jest zagwarantowana dla szerszego
zakresu parametréw w poréwnaniu do EEM.

Podobienstwo wynikajace z uzycia EEM i NSDM zaobserwowaliSmy w zachowaniu stanu wolnego
od epidemii Fg, ktore w przypadku obu uktadéw jest takie samo, nawet w kontekscie globalnej sta-
bilnosci. Réwniez w przypadku lokalnej stabilnosci endemicznego stanu stacjonarnego oba uktady maja
zblizone zachowania. Dla obu uktadow i zbadali$émy stabilno$¢ stanu F. najpierw bez zato-
zenia o dodatniodci rozwigzan. Okazuje sie, ze na zachowanie stanu E. w obu uktadach wpltyw ma ten
sam parametr J. Stabilno$¢ stanu E. w ukladzie rozpatrujemy w dwoch oddzielnych przypadkach,
kiedy § ma dodatni badz ujemny znak, co odpowiada wystepowaniu rzeczywistych i zespolonych warto-
Sci wlasnych. W przypadku uzycia NSDM na charakter wartosci wtasnych dodatkowo ma wptyw krok
dyskretyzacji. W obu ukladach po przekroczeniu odpowiedniej wartosci kroku dyskretyzacji stan E, traci
stabilno$¢ bez wzgledu na znak 4.

W przypadku uktadu uwzglednilismy dodatkowo warunki (2:29), dajace zachowanie rozwigzan
w dodatnim zbiorze niezmienniczym. Przy takim zalozeniu dostajemy to samo lub uproszczone zacho-
wanie stanu FE.. W szczegolnosci dla pary warunkéw § > 0 i lub nieréwnosci § < 0 stan F, jest
wytacznie lokalnie stabilny. Dla ukladu zalozyliSmy tylko dodatniodé rozwiagzan, co gwarantuje
nieré6wnosc . W tym ukladzie zachowanie stanu E. réwniez si¢ upraszcza. Jesli zachodzi nieré6wnosé
§ < 0 1lub jesli 6 > 0 i zachodzi jeden z dwoch zestawéw nieréwnosci: lub (2:200), to dostajemy
wylacznie lokalng stabilnogé stanu E. (przypadek § = 0 pominelisSmy w analizie).

Zauwazmy, ze w uktadach i otrzymujemy podobne zachowanie stanu E,, gdy h znajduje
sie odpowiednio w otoczeniu hs i hy zdefiniowanych odpowiednio w i . Woéwczas przy
przekroczeniu progowych wartosci krokow dyskretyzacji, stan E, z ogniska lokalnie stabilnego staje sie
ogniskiem niestabilnym. Obliczmy réznice hy; — hs. Wynosi ona

C;;ik—a+\/<c(11’2k—a)2+4(0—u) C—4
2(C — pk) (k= 1)(C — pk)
B 1 C — pk C — pk 2 20C —p) | q
T C—pk) \ k-1 _a+\/<k—1 _0‘) FHC=W == | T s e

gdzie

q=\/(C—/,Lk—a(k—1))2+4(C—u)(k—1)2+0—uk—a(k—1)—2(C—u)

:—C—uk+2u—a(k—1)+\/(C—uk—a(k—1))2+4(C—u)(1€—1)2.

Sprawdzmy, kiedy zachodzi ¢ > 0. Dostajemy

_O—uk+2u—a(k—1)+\/(C’—,uk—a(k:—1))2+4(C—u)(/€—1)2>O7

\/(C—,uk:—a(k—1))2+4(C—u)(k—1)2>C+I<:u—2,u+oz(k:—1),

\/(C—uk—a(kz—1)>2+4(C—,u)(k—1)2>C+(k—1)u—u+a(k—1),

co daje

\/(O—uk—a(k - 1))2 FA(C—p)(k—1)2>C+ (k—1)% (2.201)

Z zatozenia prawa strona ([2.201f) jest zawsze dodatnia. Mozemy wiec podnie$¢ obie strony (2.201) do
kwadratu otrzymujac ciag nieréwnosci

(C—uk;—a(k— 1))2+4(C—u)(k:— 1)? > (C—u—i-(k— 1)2)2,
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(C — pk)? —20(C — pk)(k — 1) + 2 (k — 1)? + 4(C — p)(a + p)?
> (C = p)? +2(C — p)(k = 1)* + (® + 2ap + p?)(k — 1),

(C — pk)? = 20(C — pk)(k — 1) + 4(C — p)(a® + 2ap + 4?)
> (C—=p)® +2(C = p)(k —1)° + 2ap + p?)(k = 1)*,

C? = 2ukC + p?k? — 20(Ck — C — pk?* 4 pk) +4Ca? + 8Cau + 4Cu? — 4pa’® — 8pa — 44
> 0% =20+ p? 4+ 2(C — p)(k? — 2k + 1) 4+ (2ap + p?) (k% — 2k + 1),

— 2ukC + p%k? — 20Ck + 20C + 2auk® — 20k + 4Ca? + 8Cap + 4Cu? — dpa® — 8p’a — 443
> —20u 4 p? + 2Ck? — ACk + 2C — 2uk? + 4pk — 2u + 20uk? — dakp + 20 + k2 p® — 2kp® + 42,

—2u%C —2pC —2paC — 202 C — 2apC — 200 +2aC + 20k +4Ca? +8Cap+4C % — 4pa® — 8o — 4p®
> =20+ 2u% 4+ 2Ck(1 + o+ p) — 4Ck 4 2C — 2uk(1 + a + p) + dpk — 2 + 200 — 2p® — 2p% (o + ),

20%C — 4paC + 202 C + 2apk + 8Cap — 4pa® — 8pa — 4p®
> 20(a+ p) — 20k + 20 — 2u(a + ) + 2uk — 2 + 201 — 20 (@ + ),

2u%C + 4paC + 202C + 2apk — dpa® — 8pa — 4p3 > —2C + 2C + 2u — 2u + 200 — 2p% e — 23,
202C + 4paC + 202C + 2auk — 4pa® — 8pla > 20 — 2pa + 23,
p2C 4 2uaC + o*C + apk — 2pa® — 4pPa > ap — o+ P,
p2C + 2paC + o*C + ap(l + o+ p) — 2pa® — 4pPa > ap — o+ p,
p2C 4 2uaC + a2C + o+ ap® — 2ua® — 4pa > —pa+ pd,
12C + 2paC 4 o*C — o — 3ap® > —pa + p3,
p2C 4 2uaC + o*C > 2p%a + 12 + o?p,
C(p? +2pa + a®) > p(p® + 2p0 + o?)

prowadzacych do
C > pu.

Zgodnie z (H) powyzsza nieréwnos$¢ jest zawsze spelniona. Stwierdzamy wiec, ze zachodzi ¢ > 0 oraz
hy > hs. Oznacza to, ze w ukltadzie utrata stabilnosci E. nastepuje dla wickszej wartosci progowej
niz w przypadku ukladu (2.1). Powtérzmy, ze w ukladzie ciagtym stan E, jest lokalnie stabilny,
o ile istnieje. Stwierdzamy zatem ponownie, ze zastosowanie NSDM pozwala nam na lepsze przyblizenie
modelu cigglego w poréwnaniu do EEM.

Poréownajmy oba uktady w kontekscie bifurkacji. W uktadzie dla stanu E, dla okreslonych warun-
kow wystepuje zarowno bifurkacja podwojenia okresu (BPO), jak i Neimarka-Sackera (BN S). Badamy
uktad deterministyczny, wiec w przebiegu epidemii nalezy spodziewaé sie co najwyzej jednego rodzaju bi-
furkacji. Mozliwosé wystapienia dwoch rodzajéw bifurkacji w pokazuje, ze modele epidemiologiczne
z uzyciem EFEM nie obrazuja odpowiednio dynamiki epidemii. W dalszej czesci oméwilismy wtasnosci
uktadu . W przypadku tego uktadu BPO nie moze zaj$¢, moze wystapi¢ tylko BNS. Z powodu
skomplikowanych rachunkéw nie podaliSmy warunkéw wystarczajacych jej zajscia, jednak wykonane sy-
mulacje sugeruja, ze w ukltadzie wystapuje nadkrytyczna BN S. Przypomnijmy, ze w przypadku
zastosowania FEM symulacje sugerowaly wystapienie podkrytycznej BN S. Aby wykazac, ze dla EEM
i NSDM wystepuje inny rodzaj BN .S, nalezatoby dokona¢ analizy matematycznej.

Podkre$lmy, ze prezentowane w tym rozdziale wyniki mozna zastosowaé¢ nie tylko do analizowania
dynamiki epidemii. Przedstawione rozwazania wpisuja sie w tematyke analizy stabilnosci dyskretnych
uktadéw dwuwymiarowych, do ktorych zastosowano EEM lub NSDM. Zwroé¢my uwage, ze we wszyst-
kich omawianych zagadnieniach uzyskaliSmy wyniki o jawnej postaci i zalezne od kroku dyskretyzacji, co
nie jest powszechnym podejsciem zwtaszcza w kontekscie badania bifurkacji (por. [24], [56]).
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Rozdzial 3

Modele ciggle dla populacji
niejednorodne]

Przejdzmy do analizy ciaglych krzyzowych modeli dynamiki transmisji choroby w populacji niejed-
norodnej, w ktorej wyrézniamy dwie podpopulacje. Pierwsza z nich jest podpopulacja niskiego ryzyka
transmisji, druga — wysokiego. Najpierw zajmiemy sie przypadkiem, gdy wystepuje zmienny naptyw osob-
nikow do kazdej z podpopulacji. Nastepnie sformutujemy i zbadamy model ze stalym naptywem. Oba typy
modeli zbudujemy w oparciu o odpowiednie ciagle modele dynamiki epidemii w populacji jednorodnej,
ktére zostaly wprowadzone w rozdziale

3.1 Model ze zmiennym naplywem

W tym podrozdziale sformutujemy model krzyzowy ze zmiennym naptywem i dokonamy jego pelnej
analizy.

Zacznijmy najpierw od zdefniowania oznaczen, ktore wystapig rowniez w kolejnych rozdziatach. Wpro-
wadzone zmienne i parametry maja indeks dolny ¢ réwny 1 lub 2. Indeks dolny réwny 1 odnosi sie do
zmiennych i parametréw dotyczacych podpopulacji niskiego ryzyka, indeks dolny réwny 2 za$§ dotyczy
podpopulacji wysokiego ryzyka transmisji. Brak przypisania indeksowi okre§lonej wartosci oznacza, ze
dana zalezno$¢ jest speliona dla obu podpopulacji.

W zwigzku z powyzszym mamy nastepujace oznaczenia:

e Si(t) — liczba osob zdrowych z podpopulacji niskiego ryzyka w chwili ¢,

e S5(t) — liczba 0sob zdrowych z podpopulacji wysokiego ryzyka w chwili ¢,
(t)
(t)

Wprowadzmy tez oznaczenia

° — liczba o0s6b chorych z podpopulacji niskiego ryzyka w chwili ¢,

I
I

— liczba 0séb chorych z podpopulacji wysokiego ryzyka w chwili ¢.

Ni(t) = S1(t) + L1(2), Ny(t) = Sa(t) + I2(t),

czyli Ny (t) i No(t) sa liczebnosciami podpopulacji odpowiednio niskiego i wysokiego ryzyka w chwili ¢.
Jesli to nie spowoduje dwuznacznosci, bedziemy pisaé S;, I; i N; zamiast odpowiednio S;(t), I;(t) 1 N;(t).

W konstruowanym uktadzie wystepuja wspotczynniki transmisji choroby miedzy osobnikami, ktére
opisano w tabeli
Zdefiniujmy pozostale parametry:

® a1 i as 53 wspoétczynnikami $miertelnosci zwigzanej z choroba odpowiednio dla osobnikéw z pod-
populacji niskiego i wysokiego ryzyka,

® 71 i 2 to wspolczynniki wyzdrowienia dla odpowiedniej podpopulacji,
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Tabela 3.1: Warto$ci wspolczynnikéw transmisji choroby w populacji niejednorodnej.

| Symbol | Sposob transmisji choroby \

511 w obrebie podpopulacji niskiego ryzyka

B12 z podpopulacji wysokiego ryzyka do podpopulacji niskiego ryzyka
P21 z podpopulacji niskiego ryzyka do podpopulacji wysokiego ryzyka
B2 w obrebie podpopulacji wysokiego ryzyka

o A;i As sa wspélczynnikami przyrostu naturalnego netto oraz migracji dla danej podpopulacji — po-
dobnie jak w poprzednim rozdziale zaktadamy, ze przyrost w danej podpopulacji jest propocjonalny
do jej liczebnodci.

Schemat transmisji choroby w populacji niejednorodnej zostal przedstawiony na rysunku [3.1}

NE

u>,/“\ >
A 1 \Y
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Rysunek 3.1: Schemat transmisji choroby w populacji niejednorodnej. Wypelnione strzatki obrazuja moz-
liwe sposoby transmisji choroby.

Model opisujacy dynamike epidemii w populacji niejednorodnej mozemy zapisa¢ w postaci

Si=—Buf(S1, 1) — Braf(S1,I2) + 11 + AL S,
I = Bi1f(S1, 1) + Braf (S1. I2) — (1 + a1 — A,
S = —PBas f(S2,I2) — Ba1 f(Sa2, 1) + Y212 + A2 So,
Iy = P22 f(Sa, I2) + Bo1 f(S2, 1) — (v2 + g — Az) 5.

(3.1)

Wspoétezynniki wystepujace w uktadzie , oprocz Ap i As, sa dodatnie. Parametry A; i Ao, ze wzgle-
du na ich znaczenie, moga by¢ dowolnymi liczbami rzeczywistymi. Ponadto przyjmujemy, ze wszystkie
wspoélczynniki maja stala wartosé.

Wtasnos$ci uogoélnionej funkeji transmisji f(S,I) sa takie same jak w rozdziale pierwszym. Bedzie-
my znowu rozwazaé dwie postaci funkcji f(S,I): f1(S,I) oraz f5(S,I). Wlasnosci obu typow funkeji

z uktadu (1.3) zostaja zachowane rowniez dla uktadu (3.1)). Zalozenie % 00 = %Z’y) 00) =0 be-

dzie potrzebne podczas analizy polzerowego stanu stacjonarnego, wprowadzonego i oméwionego pdznie;j.
Wstepna analize modelu (3.1) z funkcja transmisji fo przedstawiono w [31].
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Nalezy podkresli¢, ze powyzszy model — poprzez swdj uniwersalny charakter — moze zostaé¢ rozbudo-
wany, aby moéc opisaé¢ transmisje dowolnej choroby zakaznej z uwzglednieniem wiekszej liczby grup oséb
zarazonych, na przyktad zakazonych z utajong lub nieutajong postacia choroby.

W celu zmniejszenia liczby parametrow wystepujacych w modelu przeskalujmy réwnania analo-
gicznie jak w modelu . Po wprowadzeniu nowej zmiennej niezaleznej 7 = vt mozemy zapisaé

Ldsi_dSi_,  Ldhi_dn_,
71dt_d7'_i7 ’yldt_dT_i.
Uktad (3.1) ma woéwczas postac

St = =B f(S1, 1) — Briaf(S1, L2) + mI1 + A1 Sy, (3.2a)
IT = B f(S1, 1) + Braf (S, I2) — (i + a1 — Ay, (3.2b)
Sy = —Baaf(S2,I2) — B21f(S2, I1) + nola + A2Ss, (3.2¢)
Iy = Boo f(S2, I2) + Bo1 f(S2, I1) — (n2 + ag — Ag) I, (3.2d)
gdzie
(1 geslii=1,
TEL 2, jestii =2,

pozostale wspotczynniki zas sg przeskalowane przez ;. Zmienne S;, I; staly sie teraz funkcjami zaleznymi
od 7. Bedziemy zapisywaé 7 zamiast 72, poniewaz 7; nie wystepuje w prezentowanych oznaczeniach.

Nastepnie dla funkcji fo mnozymy réwnania i przez (311 oraz réwnania i
przez B22. W przypadku f; mnozymy podane pary réwnan odpowiednio przez v/Bi11 i v/B22. Ponadto
oznaczamy (31 = 12 oraz B3 = [21. Ostatecznie otrzymujemy

xy = —f(x1,51) — Bif(z1,42) + 1 + Aray, (3.3a)
y1 = f(z1,91) + Bif(x1,92) — (1 + o1 — A1)y, (3.3b)
xy = —f(x2,y2) — Bof (x2,y1) + Y2 + Aza, (3.3¢c)
Yo = [(22,y2) + Baf(x2,51) — (N + a2 — A2)ys, (3.3d)

gdzie
x1 = a5, Y1 =aili, x> =025, Y2 = azls,

oraz a; = [B;; dla fy lub a1 = /f;; dla f1, wspolczynniki §; za$ sa odpowiednio skalowane. Wprowadzamy
takze zmienna w;(7) = a;N;(7) z oczywista zaleznoscia

Wi = Tq + Yi-

Po skalowaniu dalej mamy f3;, a;, n > 0 oraz A; € R, zgodnie ze znaczeniem tych wspoltczynnikow.

3.1.1 Podstawowe wlasnosci modelu

Przejdzmy do omowienia podstawowych wlasnosci modelu (3.3)). Zwréémy uwage, ze uklad ten zostal
utworzony na podstawie uktadu (1.3)). Dzieki temu cze$¢ wlasnosci uktadu (1.3]) mozna przeniesé na uktad

(3.3). Podobnie jak w (1.3)), oznaczamy

ki :=mn; +a; — Ag, mi::%—ldlaAi;éO.
3
Zauwazmy, ze zachodzi k; = n; + A;k;. Zatem jesli A; < 0, to zachodza nieréwnosci x; < 0 oraz k; > 0.
Jezeli k; > 0, to otrzymujemy «; > A; > 0 oraz k; > 0.

Analogicznie jak w , spelnienie lokalnego warunku Lipschitza gwarantuje lokalne istnienie i jed-
noznaczno$é¢ rozwigzan uktadu . Ponadto rozwigzania moga by¢ przedtuzone na dowolny odcinek
czasu. Nieujemnosé zmiennych x;(7) oraz y;(7) dla 7 > 0 przy zalozeniu nieujemnosci z;(0) i y;(0) mozna
pokaza¢ analogicznie jak w modelu (1.3).

Zauwazmy, ze jezeli dodamy do siebie rownania i lub réwnania i , to otrzy-
mamy

oty = A +yi) — g, czyli wl = Ajw; — oy (3.4)
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Postaé powyzszych rownan jest taka sama jak w przypadku réwnania , co pozwala na pokazanie
okreslonosci zmiennych x;(7) oraz y;(7) dla dowolnych 7 > 0 w analogiczny sposob jak w modelu dwu-
wymiarowym.

Mozna réwniez przenie$¢ analize dotyczaca nieograniczonego przyrostu lub wymarcia populacji jed-
norodnych na przypadek niejednorodny. Tutaj analize rownania w, = A;w; — o;y; odnosimy do kazdej
z podpopulacji osobno. Na tej podstawie mozna wskaza¢ cztery rodzaje zachowan modelu :

e jesli Ay > a1 > 01 A > as > 0, to liczebnosé catej populacji rosnie nieograniczenie;

e jesli A; <01 Ay <0, to cala populacja wymiera;

e jesli A; < 01i Ay > as > 0, to podpopulacja niskiego ryzyka wymiera, natomiast podpopulacja
wysokiego ryzyka rozrasta sie nieograniczenie;

e jesli A, < 0i A; > a1 > 0, to podpopulacja wysokiego ryzyka wymiera, natomiast podpopulacja
niskiego ryzyka rozrasta sie nieograniczenie.

Oczywiscie, jesli zachodzi y; = 0, to dostajemy rownanie Malthusa w], = A;w;. Mozna stwierdzi¢, ze
dla A; > «; > 0 lub dla A; < 0 dynamika uktadu (3.3) jest maltuzjanska.

3.1.2 Analiza stanéw stacjonarnych

Teraz zbadamy warunki istnienia i stabilnosci stanéw stacjonarnych uktadu (3.3). Na poczatku zaloz-
my, ze A; # 0. Przypadki, gdy zachodzi A; = 0 lub Ay = 0, zostang omoéwione na koricu rozdziatu.
Zauwazmy, ze 7z rownan (3.4) uzyskujemy zaleznosé spetniang przez kazdy stan stacjonarny

0 = Ayw; — a,y;.

Stad mamy

(i = Ai)ys
A;

Widzimy, 7e zerowy stan stacjonarny, oznaczony przez Ey = (0,0,0,0), istnieje zawsze, niezaleznie od

warto$ci parametréow uktadu oraz od postaci funkeji transmisji f.

= R;iYi dla Az 7é 0. (35)

Istnienie niezerowych stanéw stacjonarnych

Oznaczmy przez (x1,y1, T2, y2) niezerowy stan stacjonarny taki, ze x1 # 0 lub x4 # 0. Jest to zatem
taki stan, w ktorym w co najmniej jednej podpopulacji (wysokiego lub niskiego ryzyka) wystepuje co
najmniej jeden zdrowy osobnik.

Zajmiemy sie teraz przypadkiem, gdy funkcja f ma postaé

f(1‘7y) :$y~g($,y), (36)

1

gdzie g jest funkcjg nierosnaca ze wzgledu na obie zmienne. W naszym przypadku mamy g1(2,y) = -+

oraz ga(z,y) = 1.
O warunkach istnienia poszczegdlnych standéw stacjonarnych méwi nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 3.1. Rozwazmy uktad (3.3) dla A; # 0, i =1,2. Zaktadamy, ze funkcja f ma postaé (3.6).
Jesli g = g1, to istnieje tylko jeden (zerowy) stan stacjonarny, podczas gdy dla g = g istnieje do czterech
standw stacjonarnych: zerowy Ey, dwa pétdodatnie E1 = (x7,y7,0,0), Ey := (0,0,23,y3) oraz dodatni
E. = (27,91, 23, vy35), gdzie x},y},xf,y; > 0, pray czym:

o jesli k1, ko < 0, to istnieje tylko Ey,

o jesli ko < 0 oraz k1 > 0, to nie istniejg E. 1 Fo, ale istniejg Ey i Eq,

o jesli k1 <0 oraz ky > 0, to nie istniejg E. 1 Fn, ale istniejg Ey i Es,

e jesli ki1, ko > 0, to istniejg Ey, E1 i Es, podczas gdy istnienie E, wymaga speinienia jednego

z zestawu warunkow:

1
klﬁgﬁg > k‘g/’tl > k‘llﬁza >0 (37)

lub

1
0< ]C1I{262 < kor1 < k1ﬁ267' (38)
1
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Dowdd. Podobnie jak w przypadku uktadu mozna pokazac¢, ze przypadki k; < 0 oraz k; = 0
uniemozliwiajg otrzymanie niezerowych stanéw stacjonarnych. Omowmy zatem przypadki kiedy x; > 0
lub ko > 0.
Zatozmy najpierw, ze k; > 0 (czyli oy > A; > 0). Gdy y2 = 0, to z mamy xo = 0, natomiast
rownanie (3.3a)) ma postac
—f(w1,y1) +y1 + Arkiyr = 0,

taka samg jak réwnanie (1.8) uzyte do analizy stanu E. w ukladzie (1.3). Opierajac sie na tamtej ana-

lizie stwierdzamy, ze pétdodatni stan stacjonarny Fp nie istnieje w przypadku funkcji fi, istnieje za$

w przypadku funkcji fo. Otrzymujemy zaleznosci 3 = k; oraz yj = %

Poniewaz uktad jest symetryczny, wystepuje réwniez kolejn§ potdodatni stan stacjonarny Fs,
gdzie x5 = ko oraz y3 = ﬁ—? Ten stan istnieje, gdy ko > 0 oraz gdy rozwazamy funkcje f,. Stan ten nie
istnieje w przypadku, gdy stosujemy funkcje f;.

Przyjrzymy sie teraz przypadkowi, gdy jednoczesnie zachodza nieréwnosci k1 > 01 k3 > 0. Dla funkcji
postaci stany stacjonarne opisane sg nastepujacym uktadem:

0 =z1y19(x1,91) + Bre1yeg(x1,y2) — kv,
0 = 22y29(w2,y2) + Poxay19(w2, Y1) — kayo.

Powyzsze rownania, przy zastosowaniu (3.5)), mozna zapisaé jako

0 = K1y g(k1y1, y1) + Brryiyeg(kiyr, y2) — ki,
0 = koysg(K2ya, ya) + Bakay1y2g(Kaye, y1) — kaya,

ktore dla y; # 01 yo # 0 przyjmuja postac

k1 = r1y19(K1y1,91) + Brk1yeg(kiy1, y2),

(3.9)
ko = Koy2g(Kaya, y2) + Bakay19(Kay2, y1)-

e Rozwazmy uktad (3.9) dla funkcji g;. Wtedy otrzymujemy

Y1 Y2 Y2 1
ki———— +fiki———— =k1, Koe————— + fPaka—— = ko,
K1y1 + 41 K1y1 + 2 K2Y2 + Y2 K2Y2 + i1
co poprzez skrécenie wyrazen k1, Y1, Ko 1 Y2 mozna zapisaé jako
1 1 1 1
Bl :klv — + 1/82 :kZa 22&7 1 =—, Cy = —.
14+c1 2z+4+c l+ec S +c Y2 K1 Ka

Z pierwszej i drugiej réwnosci powyzszego uktadu mamy kolejny uktad réwnan

_ara) - (nse)-ta ba(1 4+ c3) — 1
L Bte)- (kl+eo)—1)e

k1(1—|—61) —1

ktory nie ma rozwiazan, chyba ze spelnione jest

(k1(1 o) - 1) (k2(1 Yeo)— 1) — (51(1 +a) = (k(l+e)— 1)) (52(1 +ep) = ea(ka(1+ c2) — 1)).

To oznacza, ze w ogolnych przypadkach nie istnieje dodatni stan stacjonarny uktadu (3.3) z funkcja
transmisji fi.
e Rozwazmy uktad (3.9) dla funkcji go. Wowczas otrzymujemy

k1y1+P1K1Y2 = k1, (3.10a)
KoyatBakoyr = ko. (3.10b)

Rownanie (3.10a) mozna przedstawi¢ w postaci y; = %ﬁ”lyz Zalezno$¢ te uwzgledniamy w roéwnaniu
(13.10b)) i otrzymujemy

K
(1 = B1B2)k2y2 + »32161?? = ks.
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Przy zalozeniu (3152 # 1 uktad (3.10) ma jednoznaczne rozwiazanie. Dla tego rozwigzania otrzymujemy
wspolrzedne

kiko — kof1k1 kok1 — ki1Paka
y=—— oy = (3.11)
(1 — B1B2) K1k2 (1 — B1B2) Kika
natomiast posta¢ zi i 23 dostajemy stosujac zaleznosé (3.5).
Wyznaczmy warunki wystarczajace istnienia F.. Z rownan (3.11]) otrzymujemy
kllﬂgﬁg > koky > 0, k2H151 > kikg > 0, ﬂlﬂg >1 (312)
lub
0< klﬁgﬁg < kzlil, 0< k2l€1ﬂ1 < k1:‘<627 5152 < 1. (313)

Zauwazmy, ze zaleznosci (3.12) moga byé zapisane za pomoca jednej nieréwnosci (3.7). Analogicznie
(3-13) mozna zapisa¢ jako (3.8). Stwierdzamy wiec, ze warunkami istnienia stanu E. sa nieréwnosci x1,
Ko > 0 oraz jedna z nieréwnosci: (3.7) lub (3.8]). O

Zauwazmy, ze przy analizie modelu krzyzowego, oprécz stanu zerowego i endemicznego, dostajemy
dwa kolejne, symetryczne stany F i Es o ciekawej wlasnosci — odzwierciedlaja one sytuacje, gdy istnieje
tylko jedna podpopulacja, odpowiednio podpopulacja wysokiego lub niskiego ryzyka.

Omoéwmy jeszcze dwa przypadki graniczne:

e Zauwazmy, 7e jesli zachodzi 8; — 0, to y;7 — y; . Oznacza to, ze dodatni stan stacjonarny
bifurkuje z pétdodatnich stanéw wystepujacych w odseparowanych podpopulacjach.

e 7 drugiej strony, wraz z rosnacym f; uzyskujemy granice $;8; — 1. W takim przypadku zachodzi
b1 — é i licznik yf zbiega do kike — kaki - ktére powinno byé nieujemne, jesli yf wcigz istnieje.
Stwierdzamy wiec, ze powinien by¢ spetniony warunek korq — k18262 < 0. Ten warunek zaprzecza jednak
istnieniu dodatniego stanu stacjonarnego, poniewaz przeczy on dodatnioéci y; . Oznacza to, ze dodatni
stan stacjonarny istnieje tylko wtedy, gdy iloczyn S35 jest oddzielony od 1. Stwierdzamy zatem, ze wraz
z rosnacym f3; wspolrzedne E. nie zbiegaja do nieskoriczono$ci — rozwigzanie to staje sie ujemne i traci
biologiczne znaczenie.

Stabilnosé¢ stanéw stacjonarnych

Sprawdzimy teraz warunki, dla ktérych zachodzi stabilnoé¢ poszczegdlnych stanéw stacjonarnych ukta-
du (3.3). Zastosujemy metode linearyzacji. Wyznaczmy macierz Jacobiego uktadu (3.3). Dla dowolnej
rozniczkowalnej funkcji transmisji macierz ta ma postac

J(z1,91, %2, Y2) =

A — af(g;,yl) Bi 3f(895;192) 1 af(zl»yl) 0 —B af(gylz;w)
3f($1,y1) Of(x1,y2) E)f(zl,yl) Of(z1,y2)
+ B k1 0 B =5
] p; o1 9
o, _ B”amz,yl) Ay Maw) g 0fay)  0(aue)
) ofeaay] af2 = rea”

Jesli zatozymy, ze funkcja f jest opisana wzorem (3.6), to pochodne czastkowe obliczamy ze wzorow:

0f(z,y) dg(z,y)  Of(x,y)

99(z,y)
Ox ox Oy '

=zg(z,y) + 2y a9y

=yg(z,y) +zy

Rozwazmy najpierw stan stacjonarny Ejy. Dostajemy twierdzenie:
Twierdzenie 3.2. Niezaleznie od funkcji transmisji f zachodzi:

e jesli Ay <0 i As <0, to stan Ey jest globalnie stabilny;
o jesli Ay > 0 lub As > 0, to stan Ey jest niestabilny.
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Dowdd. Poniewaz dla funkcji transmisji rézniczkowalnej w (0, 0) zakladamy, ze pochodne czastkowe wy-
nosza 0, to warto$ci wlasne macierzy J(Ep) nie zaleza od postaci funkeji f. Dla tego stanu mamy

A1 0 0
0 —k O 0
0 0 A

0 0 0 —ko

J(Eo) =

Wartosci wlasne wynosza
A=A, do=—ki, A=A, A=k

Stad mamy, ze jesli co najmniej jeden parametr A; jest dodatni, to Ey jest niestabilny. Jesli oba A; < 0,
to stan Ey jest lokalnie stabilny. Co wigcej, z analizy przeprowadzonej w paragrafie [3.1.1] wynika, ze ten
stan jest rowniez stabilny globalnie.

Z drugiej strony, tatwo sprawdzi¢, ze funkcja fi nie jest rézniczkowalna w (0,0). Skorzystamy 7z roz-

wazan z paragrafu Zbiory

Ep o= {(z1,y1,22,92) ERL : @p =yo =0}
oraz

Eo = {(x1,91,2,92) € ]Ri : oz =y =0}

nazwijmy podprzestrzeniami odpowiednio niskiego i wysokiego ryzyka. Zauwazmy, ze w rzutach przestrze-
ni {(21,y1,22,y2) € RY} na =1 i E5 zachodza whasnoéci pokazane dla zbioru odpowiadajacego populacji
jednorodnej. Mozna zatem skorzystac¢ z wlasnosci stabilnodci stanu Ey uktadu (1.3). O

Zajmijmy sie teraz stabilnoscia stanoéw F; (istniejacego dla A; € (0,a4)) i F2 (przy zalozeniu Ay €
(0, 012)) .

Twierdzenie 3.3. Stan stacjonarny Ey dla funkcji fo istnieje, jesli k1 > 0 (czyli A; € (0,1)). Stan ten
jest stabilny dla As < ko + 62% < 52]61%.

Analogicznie stan stacjonarny Eo dla funkcji fo istnieje, jesli ko > 0 (czyli Ay € (0,a3)). Stan ten
jest stabilny dla A1 < k1 + 51% < Biky ngy

Dowdd. Dla stanu E; dostajemy macierz Jacobiego:

e T L o T 0 ~Big(e,0)
5 (z},y7) 5 (z1,97)
J(El) _ f(gxll’yl) o f(gyll’yl) o 7]61 0 61ng(ZCT,O)
(z1,97) (z1,971)
0 0 Az — Bay79(0,y7) n
0 0 B2y19(0,97) —Fks
Ta macierz ma postac
My M,
0 Ms )’

gdzie wszystkie podmacierze sa macierzami wymiaru 2 x 2. Warunki stabilnoéci wynikajace z analizy
macierzy J(FE) sa zatem takie same jak te wynikajace z analizy macierzy M; i Ms. Warunki te przyjmuja
postac:

(a) trMy = 2G| gy g M) g <y
(=1,97) (z7,97)
b) det M; = (JWU) +A1> <8f<xu> _ k1>
( ) 611 (rf,yf) 8y1 (wf,yf)
Of(z1,y1) of(x1,y1) .
T 0m 5y, + 1) > 0;
92 (a1 yp) O (et 1)

(c) tr Mz = —B2y79(0,y7) + Az — ko < 0;
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(d) det M3 = —k; ( — B2yig(0,y7) + A2> —nB2y19(0,y7) > 0.

Zauwazmy najpierw, ze jesli As =0, to ko = 1+ «ag i warunki oraz @ sg spelione. Jesli As # 0, to
warunki @ - @ s3 rownowazne warunkom

) < 1;
(=3,97)

* 0g(21,y1) .
+ Yyl =5~ >0
N o (x3.y1 )> ’

_ 9g(z1,y1)

(M(ﬂﬁ(wgﬁ) o1

(=3,97)

(B) ki + =} (x’;af’(g;;yl)

(@7,97)
(C) B2yig(0,y7) > Az — ky;
(D) As (r2Bayig(0,57) — ka) > 0.

Sprawdzmy te warunki dla funkcji fo. Poniewaz g» = 1, jej pochodne czastkowe wynosza 0 i stad
warunki i (B]) sa spelnione. Jesli Ay < 0, to Ay — ko < 0, jak rowniez kafayy — ko < 01 wtedy
oba warunki (C) i (]ED sa spetnione. Jezeli As > 0, to warunek wymaga dodatkowego zalozenia
As < ko + Payi, warunek ko < kofoy; za$ jest potrzebny do spelnienia warunku (]ED Zauwazmy, ze
ostatni warunek jest spelniony jednocze$nie z nieréwnosciami , natomiast nie jest speliony, kiedy
zachodzi zaleznosé (3.8). Ostatecznie stwierdzamy, ze jesli A, > 0, to warunek stabilnosci stanu By ma

postac
Ko + 1
Ay < ko + ﬁzyT < Bok 2I€ .
1

Przejdzmy do stanu F,. Uklad (3.3)) jest symetryczny, zatem warunki stabilnosci dla tego stanu sa
réwniez symetryczne do tych otrzymanych dla Fj. O

Teraz omowimy lokalng stabilnosé stanu E. (dla Ay € (0,aq) oraz Az € (0,az2)). Poniewaz ogolne
warunki stabilnosci stanu F, sa trudne do przeanalizowania, zajmiemy sie analizg tylko dla funkcji fo.
W ponizszym twierdzeniu i jego dowodzie wystepuja wspolczynniki, ktére definiujemy jako:
a1 = K1M + Ko + K1Ko (k1 — xi" + ko — :17;') = K1n + Ko + H%ﬂlx; + 53,8211",
ag := x 23 k1Ko (1 — B1f2) + kika(kr — a7 ) (k2 — 23 ) + kan(ky — =)
+ ko (ko — ac;r) + (k1 — l)xfng + (k2 — 77)3:5%1 + 17— mmgxfx;
=1+ KikeAray + RireAszy + KINB1YS + K3 B2y
ag = (k1 — 1)(n + f1B2razg oy + (k2 — n)(1 + 1 Bakray )z
+ ai ka(ke —ad ) (k1 — 1) + a3 k1 (k1 — 27 ) (k2 — 1)
= mArxTn + ko doxd + w1 Aqxd ko + KEA1ZT K1 Ba,
ag = x5 x5 (ks — 1) (k1 — 1)(1 — B152) = k1ka A1 Ag (1 — B1B2) 2] 5.

Twierdzenie 3.4. Stan stacjonarny E. dla funkcji f = fo jest lokalnie stabilny, jesli zachodzq zaleznosci

(13.13) oraz

a4a%

a1a2 — K1koQ3 > . (3.14)
as
Dowdd. Dla funkcji fo macierz J przyjmuje postaé
-1 =Py + A1 —z1+1 0 —bir
y1 + By 1 — ki 0 B1r1
J(x1,y1, %2, =
(@1, 91,72, 2) 0 —Pars —yo— Payr + A2 —x2+7
0 Bawa Y2 + Bauy1 Ty — ko
Dla stanu E. z rownan (3.3a]) oraz (3.3c) mamy
+ +
+ + Y1 1 + + Y2 n
—y — + A =—-=——, —y, — + Ay = —n= = ——,
Y — Biys 1 p o Yo — Poyy 2 Ux; P
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natomiast z rownan ([3.3b)) oraz (3.3d) uzyskujemy

y1 1y2 1 + T Y2 2Y1 = 21:; Ty
Macierz J(FE,) mozemy zapisa¢ jako
7}711 —zf+1 0 —Bxt
e’ 0 752‘%;_ 7% *.%;— +n
0 52.’1'; ko LL’; — kg

K2

Obliczajac wielomian charakterystyczny tej macierzy dostajemy
P()\) = Iillﬁg)\4 —+ al)\?’ -+ ag/\2 + ag)\ + ay.

Zauwazmy, ze a1, az, a3 > 0, natomiast as > 0, o ile B8 < 1.

Ze wzgledu na ostatnia nieréwno$é stwierdzamy, ze nieréwnosci stanowia warunki konieczne
stabilnodci stanu E.. Jesli zachodzi 8182 > 1, to stan ten jest siodtem.

Zastosujemy kryterium Routha-Hurwitza. Tworzymy macierz pomocnicza

a1 Ki1Rk2 0 0
as a2 a;  Kikz
0 ag az  ag
0 0 0 a4

Mru =

Jesli wszystkie elementy oraz minory gtéwne macierzy sa dodatnie, to stan E. jest stabilny. Wszystkie
wspotczynniki a;, j =1,...,4, sg dodatnie wtedy i tylko wtedy, gdy 1 > (1532. Wskazmy kolejne minory
gltéwne

Ay = ay,

Ay = ajaz — K1Kk2a3,

A3 = ajazas — nmga% - a4a%,

Ay = aq (alagag - Iilﬂgag - a4a%) .

Zauwazmy, ze gdy aq > 0, to warunek A, > 0 jest rownowazny warunkowi Az > 0. Warunek Az > 0
mozna zapisaé¢ jako

asa
ajaza3 — Iilligag — a4a% >0 & ajas — Kikeag > Tl gdy az > 0,
3

stad otrzymujemy, ze jest on mocniejszy niz warunek As > 0. Ostatecznie, przy zalozeniu 1 > (103,
warunek lokalnej stabilnosci ma postac (3.14). O

Poniewaz warunek - 3.14)) jest w ogdlnym przypadku skomplikowany, oméwimy prostszy przypadek
gdy B oraz fs sg bliskie 0. Nierownosé 1 > 3135 jest wtedy spelniona. Jesli 5; — 0, to :c — ki, yZ
natomiast minory Ay, As daza do wartosci

"”vz

Ay — K1Ko (mn (77 + Agl';) + Ko (77 + Ale‘) ) oraz

2
Az — mmgn(mmg (Ala:f — AQ.’E;) + K1Kon (Alavir + Agx;r) + ,i%n2A1xf + H%AQLE?).

Latwo zauwazy¢, ze dla dodatnich parametréw oba minory As i Ag maja dodatnie znaki. Formutujemy
stwierdzenie:

Stwierdzenie 3.5. Jesli 81 i P2 sq¢ dostatecznie mate, to stan stacjonarny E. istnieje i jest lokalnie
stabilny.

Na rysunku przedstawiono diagram bifurkacyjny dla uktadu z funkcja transmisji f, i uwzgled-
nionym warunkiem (182 < 1. Jako parametry bifurkacyjne zostaly wybrane wspolczynniki A; i As.
Poétdodatni stan stacjonarny F; jest stabilny w obszarze I, pétdodatni stan Fs jest stabilny w obsza-
rze II. W obszarze I1I oba poéldodatnie stany sa niestabilne, podczas gdy istnieje dodatni stan E..
W ktorymkolwiek z pozostatych obszaréw wszystkie stany stacjonarne tracg stabilno$é¢ dla A; > 0.
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Ay

04+ :

02+~ 4

0.0 L L L L L L L L L
0.0 02 0.4 0.6 0.8 1.0

As

Rysunek 3.2: Diagram bifurkacyjny dla uktadu (3.3]) z funkcja transmisji fo i warunkiem S; 35 < 1. Niebie-
skie krzywe przedstawiaja réwnosci dla Warunk na istnienie stanu F,. Brazowa linia reprezentuje
prosta Ao = ai, czerwona — prosta A; = ay. Symbolami I, 11, 1] oznaczono rézne obszary dziedziny
(0,1) x (0, ap). Wartosci parametrow: oy = 0,6, ag = 0,5, 51 = 0,2, 52 =0,3,n=10,09.

Przypadki z zerowym przyrostem netto w podpopulacjach

Przejdzmy najpierw do przypadku, gdy A; = 0. Dla funkcji fo mamy wowczas uktad rownan

ry = —z1y1 — frr1ye + Y1,

y1 = 2191 + Brwryz — (1 + o)y,

xy = —xays — Powayr + ny2 + Ao,

Yy = Tay2 + Pozayr — (0 + o — Ag)ya.

(3.15)

Otrzymujemy wtedy stan stacjonarny Fs istniejacy dla ko > 0 oraz rodzine stanéw stacjonarnych F3 =
(24,0,0,0), gdzie x, jest dowolna liczba nieujemna. Zauwazmy, ze rodzina stanéw Fj istnieje zawsze,
niezaleznie od wartosci parametréw modelu.

Sposoéb analizy stabilnodci stanu Es dla przypadku A; # 0 mozna zastosowa¢ réowniez dla A; = 0.
Z otrzymanych warunkéw @ - @ na stabilno$¢ (sa one podane na stronach 85-86) uzyskujemy, ze stan Fo
jest zawsze lokalnie stabilny.

Macierz Jacobiego dla stanu E5 ma postaé

0 —x4 + 1 0 —fizg

0 Toq — (1 + 1 0 B Ta
J(Es) =1 (01 ) Ay 177 ’

0 0 0 —ko

wartosci wlasne tej macierzy wynosza
A1 =0, )\2:1'a—(041+1)7 )\3:1427 Ay = —ko.

Zauwazmy, ze punkt E3 nie jest hiperboliczny. Co wiecej, nie jest to izolowany stan stacjonarny. Z tego
wynika, ze analiza wartosci wlasnych daje nam tylko ograniczona wiedze o stabilnosci.

Sprobujmy przewidzie¢ dynamike uktadu w rzucie na podprzestrzen {(x1,y1)}. Jezeli Ao, A3, Ay < 0
(co odpowiada spetnieniu warunkéow z, < a; + 1 oraz As < 0), to spodziewamy sie przyciagania roz-
wiazan do plaszcezyzny (x1,y1). Zachowanie rozwigzan w tej plaszczyznie jest analogiczne do zachowania
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rozwigzan w modelu dwuwymiarowym. Mozna sie zatem spodziewaé, ze rozwigzania beda zbiegaé do po-
szezegOlnych stanéw stacjonarnych (z,,0) w zaleznosci od warunku poczatkowego. Portret fazowy uktadu
(3.15) zrzutowany na plaszczyzne przy zalozeniu A3z, Ay < 0 przedstawiono na rysunku Symulacja
sugeruje spelnienie warunku Ay < 0 dla okreslonych wartosci parametrow.

0.2 . :

0.15¢ 1

0.05¢ T

0.1 0.15 0.2

S

Rysunek 3.3: Portret fazowy uktadu (3.15) zrzutowany na plaszczyzne (z1,y1) przy zaloZeniu Az, Ay < 0
dla A; = 0 oraz A, = —0, 1. Zielona strzaltka przedstawia kierunek przebiegu trajektorii, stany stacjonarne
zaznaczono na czarno. Wartosci parametrow: a; = 0,6, ag = 0,5, 1 = 0,2, 5o =0,3,n=0,9.

Zwro¢my uwage, ze jesli rozpatrzymy przypadek, gdy co najmniej jedna z wartosci wtasnych Ao, Ag
lub A4 jest dodatnia, to F5 jest odpychany w odpowiednim kierunku i wowczas stan ten jest niestabilny.

W sytuacji, gdy As = 0 uzyskujemy wyniki analogiczne jak dla A; = 0. Dostajemy stany stacjonarne
Eii E4 = (0,0,23,0), gdzie x, > 0. Analiza istnienia i stabilno$ci tych stanéw jest analogiczna jak dla
stanow Fs i F3 przy spetnieniu A; = 0.

Przejdzmy teraz do przypadku, gdy jednoczesnie A; = As = 0. Badany uklad rownan przyjmuje
wowczas postac

ry = =z — frzaye + Y1,
Y1 = 21y + frzrye — (1+ aa)yn,
ry = —Tays — Paay1 + Y2,
Yo = Ty + Pozoyr — (1 + a2)ye.
Otrzymujemy dwuparametrowg rodzine stanéw stacjonarnych Es = (z.,0, 24,0), gdzie z., x4 € [0,00).

Istnienie stanu E5 nie zalezy od wartosci wspolczynnikéw modelu, o ile zachodzi A; = 0. Macierz Jaco-
biego dla stanu F5 ma postaé

0 —x.+1 0 —pix.
_ 0 Te — (al + 1) 0 ﬁlwc
J(Bs) = 0 —B2xq 0 —zq+7
0 Baxa 0 z4—(a2+m)

Obliczajac wartosci wlasne macierzy J(E5) uzyskujemy

det(J(Bs) — M) = A2 ()\2 — (et 7a— (01 + 1+ as+n)A+ q) —0,
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gdzie ¢ = (1 — f152)xcxq + (1 + 1)(1 — xq) + (a2 +1)(1 — x.). W sytuacji, gdy zachodzi jeden z dwoch
przypadkow:

e r.+xg— (g +14+as+n) >0,
e x.trg—(ar+14+a+1n)<0,1—05162<0,x.>1, 24 >1,

stan Fj jest niestabilny. Oznacza to, ze jesli liczebno$¢ oséb chorych w co najmniej jednej podpopulacji
jest wystarczajaco duza, to stan E5 nie moze by¢ stabilny.

Zauwazmy, ze przypadki A; = 0, As = 0 oraz A1 = Ay = 0 sg szczegdlne i praktycznie nie do spel-
nienia w rzeczywistosci. Analiza tych przypadkéw sugeruje nam, co moze dzia¢ si¢ z dynamika populacji
w pewnym horyzoncie czasowym, w ktérym nie ma przyrostu netto lub migracji w co najmniej jednej
podpopulacji.

3.1.3 Model z aktywnym wykrywaniem

Rozwazmy teraz sytuacje, kiedy w ramach eliminacji choroby w calej populacji stosujemy aktywne
wykrywanie wéréd zakazonych oséb z podpopulacji wysokiego ryzyka transmisji. Taka strategia zostata
zastosowana w przypadku leczenia oséb bezdomnych chorych na gruzlice w wojewodztwie warminsko-
-mazurskim. Informacje na temat tego programu mozna znalezé w [I01]. W tym paragrafie zaktadamy, ze
flx,y) = fa(z,y) = zy. Model w przypadku zastosowania aktywnego wykrywania zakazenia wsrod
0s6b chorych z podpopulacji wysokiego ryzyka przyjmuje postac

r) = —zy — freryz +y1 + Arx, (3.16a)
Yy = z1y1 + brxrye — Ky, (3.16b)
Ty = —Tays — Patay1 + M2y2 + Asxs + B, (3.16¢)
Yo = Tayz + Bozayr — kayz — B, (3.16d)

gdzie B > 0 oznacza liczbe 0s6b z podpopulacji wysokiego ryzyka, ktore sa leczone (czyli zdiagnozowane
i niezarazajace dalej) z uzyciem aktywnego wykrywania. Ze wzgledu na typowe ograniczenie $rodkéw na
diagnostyke zakladamy, ze liczba os6b zdiagnozowanych jest stala. Przyjmujemy wiec, ze B to stala liczba
naturalna. Stwierdzamy ponadto, ze dla kazdego 7 > 0 powinno by¢ y(7) > B. W przeciwnym razie, na
skutek zastosowania aktywnego wykrywania, dostajemy y»(7) = 0 i model opisywany réwnaniami
traci zasadno$é. Zauwazmy, ze w przypadku B = 0 uklad (3.16) sprowadza sie do uktadu (3.3]).

Jest oczywiste, ze podstawowe wlasnoci rozwigzan ukl mozna przelozy¢ na uklad (3.16). Za-
chowane sg lokalne istnienie, jednoznacznosé¢ rozwigzan oraz ich przedtuzalno$é¢ na dowolny odcinek czasu.
Mozna tez pokaza¢ dodatnio$¢ i okreslono$¢ rozwigzan dla kazdego 7 > 0, z naturalnym obostrzeniem
Y2 (T) > B.

Zwréémy tez uwage, ze rownania opisuja dynamike maltuzjanska dla takiego samego zestawu
parametréw jak dla réwnan , czyli réwniez w przypadku uktadu (3.16) moze wystapi¢ sytuacja, ze
rozmiar calej populacji (lub jednej z podpopulacji) moze dazyé do zera lub do nieskoriczono$ci.

Istnienie stanow stacjonarnych

Teraz przejdziemy do analizy stanéw stacjonarnych ukladu (3.16). Zauwazmy, ze rownanie (3.5)) jest

prawdziwe rowniez dla uktadu (3.16)). Z postaci rownan (3.16¢) i (3.16d]) wynika, ze nie wystepuja zerowy
(0,0,0,0) i potdodatni (z1,y1,0,0) stan stacjonarny.
O istnieniu drugiego pétdodatniego stanu moéwi twierdzenie:

Twierdzenie 3.6. Uktad (3.16) ma pétdodatni stan stacjonarny E3* := (0,0, z3*,y3*), z3*,y3* > 0,
przy zatozZeniu ko > 0.

Dowdd. Podstawiajac x1 = y; = 0 do prawej strony ukladu (3.16]) i przyrownujac ja do zera dostajemy

0= —z2y2 + n2y2 + Aswa + B, (3.17a)
0= T2l — kgyg — B. (317b)

Laczac ze soba rownania (3.17b]) oraz (3.5) mamy

LU% — k‘g&?g — KJQB =0.
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Rozwiazujac to réwnanie uzyskujemy jedno dodatnie rozwiagzanie

o k'2+ \/k% +4HQB
Ty = .
2

2

Stwierdzamy wiec, ze istnieje poldodatni stan stacjonarny E3* = (0,0, x3*, y5*), gdzie y3* = % O

Majac na uwadze intepretacje modelu mozna tatwo sprawdzi¢, ze warunek y3* > B jest spel-
niony tylko wtedy, gdy B < % Co wiecej, zauwazmy, ze wraz z B wzrastajacym od zera stan E3*
bifurkuje ze stanu Es.

Teraz sprawdzmy, czy istnieje dodatni stan stacjonarny. Warunkami istnienia tego stanu sa dalej k1,
ko > 0. Definiujemy parametry

Y= ]{71:%2 - 61k2’€1 (318)

oraz
0= k’glﬁl — 62]61/’62, (319)

ktore zostang zastosowane w ponizszym twierdzeniu i jego dowodzie.

Twierdzenie 3.7. Dodatni stan uktadu (3.16) istnieje, jesli spetnione sq¢ nierdwnosci k1, ko > 0, 5102 <

1,9 >0 oraz
k19

B < ——.
Bk
Ponadto warunek y5 = > B jest spetniony, gdy

I€1+0

b= K1ka(1 — B1B2)

przy zatozZeniu k1 + 60 > 0.
Dowdd. Z réwnania uzyskujemy

0 =211 + frz1y2 — k121
Stosujac mamy

k1 — Bk
I B 192 (3.20)
K1
Podstawiajac zaleznosci (3.20) i (3.5)) do (3.16¢|) dostajemy
K1 (1 — ﬁlﬁg) 1’% - 9{172 - B:‘illiz =0.
Przy zalozeniu 1 6s < 1 otrzymujemy jednoznaczne rozwigzanie
it = VO vo : (3.21)
2k1 (1 = B12)
gdzie
O = 0% + 4Kk3ko (1 — B1 o) B. (3.22)

Co wiecej, stosujac rownania (3.5) i (3.20) uzyskujemy

9= B1VO + kika (1 — B13s)
ot = 22 (L B.5o) . (3.23)

Zauwazmy, ze jesli 3132 < 1, to © > 0 oraz v/© > |6], a stad mamy x5 © > 0 niezaleznie od wartosci 6.
Sprawdzmy, dla jakiego warunku zachodzi 27 © > 0. Poniewaz (1 82 < 1, mozemy przemnozy¢ nieréwnosé

¥ — B1VO + kika (1 — B152)
2k (1 — B12)

>0
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przez mianownik jej lewej strony. Dostajemy
0 — BiVO + ki (1 — f12) > 0,
0+ kika (1 — B12) > F1VO,
0 + 20k ko (1 — B1B2) + K263 (1 — B1Ba)” > 2O
Stosujac (3.18] - oraz (3.22) uzyskujemy
(k1kg — Brkak1)? + 2k1ka(1 — B1B2) (kikg — Bikaky) + (k1k2)? (1 — B1B2)?
> 37 ((’Wﬁ — Bokira)® + 4kika (1 — B12) B),

k:f@ — 2B81k1kok1ko + 51/‘61]92 + 2791/‘52(1 - 5152) - 251k1]€2l‘61/€2(1 - 5152) (km2)2(1 - ﬁlﬁQ)z
> Bk3RT — 287 Bakikori ko + B B3k RS + 487 kika B(1 — B1f2),
ki3 (1+2(1 — B1B2) + (1 — B1B2)? — BiB3) — dkikakikaBi (1 — B1B2) > ABTkTkoB(1 — B1 ),
4kik3 (1 — B1Ba) — AkikokikafBi(1 — B1B2) > 467K R B(1 — B1B2).
Po podzieleniu powyzszej nieréwnosci przez 4kq (1 — 5152) dostajemy
kKo — kikok1B1 > BikiB
ki (kiko — kok1B1) > Bik: B
k19 > BikiB,

co daje
k19
B< -,
k1
oile ¥ > 0.
Wyznaczmy teraz warunek, dla ktérego zachodzi y; * > B. Otrzymujemy
xéH' B 6+/0

> B,

ke 2kik2 (1 — B1B2)

0+VO > 2k kB (1—pB1B2),

VO > 2k1k2B (1 — B132) — 6. (3.24)

Zauwazmy, ze z (3.22) wynika v/© > 6. Mozemy wiec podniesé obie strony nieréwnoéci ([3.24) do kwadratu.
Dostajemy

o> (2/@1%&23 (1= B1f2) )2 —4r1koB (1 — B1f2) 0 + 62,
Stosujac otrzymujemy
02 + 4r3ky (1 — B1P2) B > 4r3k3B2(1 — B132)? — 4r1kaB (1 — B162) 0 + 62,
Ak3ks (1 — B1B2) B > 43k3B2 (1 — B1B2)? — dk1kaB (1 — B152) 6.
Dzielac powyzsza nier6wnos¢ przez 4k1k2B (1 — 182) uzyskujemy
K1 > K1koB (1= B1f2) — 0.

Dostajemy y5 + > B dla
K1 +0

B < Kiko (1 — B1B2)

przy zalozeniu k1 + 6 > 0.
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Ostatecznie uzyskujemy postaé¢ dodatniego stanu stacjonarnego:

2+t 2+t
Ey = (zf T yft adt ydh), yft =2 gt =12
w 'y J1 ) 9 1 K1 9 2 Ko
(indeks w przyjeto od stowa wykrywanie). Ten stan istnieje tylko wtedy, gdy spelione sg warunki rq,
Ko >0, 51ﬁ2<1,19>00razB<;2152. O
11

Przyjrzyjmy sie przypadkowi B — 0. Wowczas z (3.22)) dostajemy O — |6], co razem z (3.21) daje

it = 9—'——W| - m, jesli 6 >0,
2 2k1 (1 = B12) 0, jesli 6 < 0.

Korzystajac z (3.19) zapisujemy

kari—fPokire o) _
Ft —>{ o (opige) > Jdesli koky — Bakikg 2 0,

0, _]eéh kok1 — ﬁgkllﬂ'q < 0.

Dla B — 0 mamy
N ¥ — B1]0| + k1o (1 — B152)
1
2ro (1 = B1f2)
Jezeli 0 > 0 (czyli Bokiko < kokq), to dostajemy

SN O — 10 + kiko (1 — f132) _ kaka = Bikarn — Br(kaok1 — Bakika) + kika (1 — 132)
i 2k2 (1 — P152) 2k2 (1 — B152)

- kikg — Brkak1 — Bikak1 + B1B2kika + kika — B1B2k1ka

B 2k (1 = P12)

_ 2kika — 2B1kekr kika — Bikak

262 (1= B1B2) ke (1—p1fB2)

Dla 6 < 0 (inaczej Bokike > koky) otrzymujemy

o U+ 510 + ik (1 — B152) _ kika — Brkari + Bi(kaky — Pokika) + kika (1 — B1P2)
! 2k2 (1 — p152) 2ko (1 — B152)

- kikg — Bikak1 + Bikak1 — B1B2kika + kika — B1S2kike

B 2k3 (1 = B152)

_ 2kikg —2B1Bokika 2kika (1 — B152)

2k9 (1 — B152) T (1—p1B2) = k.

Majac na uwadze (3.11)) i (3.5) z uktadu (3.3) dla f = fo zapisujemy

(@ gt oty ) & (xi’yi’o’g)’ . jeﬁl% Pakikg > kaky,
! ’ (21,91 25,95 ), jesli Bokika < koK.

Powyzsza zalezno$é mozna przedstawié jako

Ey, jesli Baokikg > kakq,
B = { E., jesli Bokika < ok,

Oznacza to, ze stan F,, bifurkuje ze stanéw FE; lub E., w zalezno$ci od wartosci parametrow.

Stabilnosé¢ stanéw stacjonarnych
Zajmijmy sie teraz stabilnodcia stanu E3*. Sformulujmy twierdzenie:
Twierdzenie 3.8. Pdtdodatni stan stacjonarny E3* uktadu (3.16) jest stabilny, jesli zachodzi nieréwnosé

ko +\/k2 + 4ko B
: 2122 (hy — 1) < 72, (3.25)

2/422

wraz z jednym z warunkow:
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o A; <0 lub

k k5+4k2B k k3+4k2B
o0<A1<k1+612+‘/F < (k1 1 1), +\/2+—

Dowdd. Jest oczywiste, ze macierze Jacobiego dla ukladéw (3.3) i (3.16]) sa identyczne. Z tego wynika,
ze obliczajac wartosci wlasne macierzy J(E3*) mozna skorzystaé z rachunkéow wykonanych dla J(FEz).

Otrzymujemy zatem

)\Q—trM4-)\+detM4=0

M= ("

lub odpowiednio A\? — tr Mj - A + det M5 = 0,

gdzie

Byst + A 1 M [TV A
_kl ) 5 ys*

—z5" + 1 >
Brys* ’

—JJS* — k‘g

Poniewaz macierze My i My, ktéra wprowadzono w poprzednim podrozdziale na stronie 85, maja podobna
postac¢, analiza wartosci wlasnych macierzy M, jest analogiczna do analizy w przypadku macierzy M;.

Teraz przejdzmy do analizy macierzy Ms. Z warunku
tr My :.’E;* —y;*—kg—f—AQ <0

otrzymujemy (3.25)), podczas gdy warunek det M5 > 0 mozna przedstawi¢ jako
\/ k2 + 4K B > 0,
ktory jest oczywiScie zawsze prawdziwy.

Stwierdzamy, ze przy spelnieniu (3.25) dostajemy lokalng stabilno$¢ stanu E3*

lub
ks + /R T AraB
0< Ay < ky+ B2t 22* 2B ey 1
2

B k2+ \/k§+41€2B
1 .

2/62

, o0 ile zachodzi A; <0

O

Skupmy sie teraz na lokalnej stabilnosci stanu E,,. W twierdzeniu oraz jego dowodzie zastosujemy

wspotczynniki:

- 1
ap : n?ﬁler + ﬁ%ﬂgxfr + K1 + Ko + K1kra(1 — KQ)BF,
2

2
K3 Kkin

g = K1ko A1) T + KikeAgzd T + ﬁ2x++ —|— Biogt +n
K2

2
+ I{1I{2A2

2
B? JrB(1 - /‘12) (615% + ++) )

63 = /€1A1£L'IF+77 + I€2A2£C2 + I€1A2(E2 +]?3251 + HQAlel klﬁQ
:E++
+ HQAQ + + I€1/€2A1Bﬁ(1 — Iig) + QK%K/QAQBﬁl,
T

++
54 = KJ1I€2A1A2(1 — ﬁlﬁg) =+ ++ + K)1I<62A A2 ++

Sformutujmy twierdzenie:

Twierdzenie 3.9. Zatézmy, ze endemiczny stan stacjonarny E, uktadu (3.16]) istnieje.

wystarczajgeymi lokalnej stabilnosci E,, sq nierdwnosci ko < 1 oraz

a4a%
0,10,2 — Iﬁ’/ll{gag >
as
Dowdd. Macierz Jacobiego dla stanu E,, ma postac
1 ++ ++
7;@’71 7501 +1 0 7612:1
(B o ot —ky 0 ﬂw

= ++ B
(B 0 —Baxy -k - o —x2 Tt

++ k B
0 ﬂgiL’Z Kfz + x;+ 1'2 — kQ
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Dla tego stanu z rownan (3.16d) i (3.5) otrzymujemy
B
Koy + Bek1yr = ko + 7’ K1, ko > 0. (3.27)
2

Wyznaczmy wielomian charakterystyczny macierzy J(E,, ). Stosujac zaleznosci (3.20) i (3.27) dostajemy
ﬁ()\) = I$1H2A4 + 51A3 + 52)\2 +asA + as.

Zauwazmy, ze jesli kp < 1, to wszystkie wspotczynniki @;, j = 1,...,4, sa dodatnie (przy zalozeniu
B102 < 1). Podobnie jak w paragrafie [3.1.2] zastosujemy kryterium Routha-Hurwitza. Mamy
51 = alv

Ao = aiaz — K1K20a3, (3.28)

~ ~  ~ 9

Ag = a102a3 — K1kaQ3 — a4a7,
e 2~ o9

Ay =ay (a1a2a3 — K1KoQ3 — a4a1) .

Jesli ay > 0, to warunek £4 > 0 jest réwnowazny warunkowi 53 > 0, ktory jest silniejszy niz warunek
Ay > 0. Stwierdzamy ostatecznie, ze warunkami wystarczajacymi stabilnosci stanu F,, sg nieréwnosci
Ko < 1 oraz

- L
ai1ao — K1kKoas > =
3

co konczy dowod. O

Przypadek graniczny (5; — 0

Rozwazmy teraz graniczny przypadek, gdy 3; — 0. Wowczas z (3.18)), (3.19) oraz (3.22) mamy o —
kika, 0 — kori, © — k3k3 + 4k3k2 B, dodatkowo za$ z (3.23) oraz (3.21) otrzymujemy

$++ N k‘lﬁlg + k1K2
1
2K22

N kory + /(k2k1)? + 4k2K2 B _ ket k3 + 4Ky B _ g
2:‘4,1 2

:kl

oraz

J—
Z (3.5) dostajemy y+ — % oraz y; T — % Definiujac

~ ki ., 73"
Ew = <k1717x;+5 2
K1 %)
mozemy zapisa¢ E,, — E,, dla B; — 0. R
7 twierdzenia dostajemy, ze warunkami istnienia stanu F,, dla 8; — 0 sa nieréwnosci k1, ko > 0.
Warunkiem spetnienia yg * > B staje si¢ zalermos¢ B < mtham — Ltks
O stabilnosci stanu F,, méwi nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 3.10. Niech 3; — 0. Zaldzmy, ze graniczny endemiczny stan stacjonarny E,, uktadu (3.16)
istnieje. Wowczas E,, jest lokalnie stabilny, jesli

—14+/1+4A2 1
/{2<min< + a4 )

2A2 ’ K‘,1A2 +1

Dowdd. Uzwzgledniajac 8; — 0 w (3.26)) dostajemy
ap — fan + ke + Kika(l — k2) B = a,
T

K2

~ - 1
as —r H1I€2A1]€1 + H1I€2A2£L';+ + n + K1H§AQB¢ + B(l — Iig)ﬁ,
Lo Lo

~ ~ 1 k
as — I€1A1k‘177 + KQAQ.L“;H_ =+ K%AQB@ + /ﬁlligAlB%(l — Kg),
Lo Lo
~ . k
ay —r I{lHQAlAleI;-F + HlﬁgAlAQBﬁ.
Lo
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Zauwazmy, ze aj, az i as zbiegaja do stalej dodatniej, o ile ko < 1. Wspolczynnik a4 zbiega do stalej
dodatniej bez dodatkowego warunku. _ B

Sprawdzmy zachowanie minoréw gléwnych z dla 8; — 0. Dla A; mamy A; — a. Stwierdzamy,
ze a > 0, jesli ko < 1. Dalej uzyskujemy Ay — 32, gdzie

2
K
> + k1n® + Kon + B(1 — Hz)fﬁ
2

~

koB(1 — kK
AQEKZ%H%BAQ <‘%—’_7]-i_+(1_’€2)+2(2)
2

(@3 7)?

2Bn(1 —
4 77( “2)

~ ke B2(1 — Ka)?
+riko | K1A2nTs ——— 7 throdoki + r2B 1~ y)”
T2

(@5 1)?

Zauwazmy, ze 32 >0, oile ko < 1.
Nastepnie mamy Az — Ag, gdzie

~  2r%K3(1 — ko) B% A1k ~
A, = 2 3 @**2))2 1M ((1 — K2)n — fi%Az) + wikgn( Aoy T — Arky)?
2
261x5nB A1k

%++ (1 — Ko — /'illigAl) + K%Alk‘l (773 — 2/@%(1 — HQ)AQB)
2

Bk1k3(1 — k)2

+772K)1:‘<62(A1k1 —+ AQ%;JF) —+ <H2A2 —+ Iﬁll(l — Hg)Alkl)

@y
1 — ko)k3B? Kk2nAsB
+% (F«'QAQ +r1(1 — k2)Arks + H177A2) + 21]% (k2 + K1m)
@3 7") T2
Kk2riAZB? ko(l — ko)B ~
% ( 2(~++2)) + Iilﬁg(]. — HQ)AQB(H152A2$;+ + 27))
(z31) )
K1ko(l — ko)B
12(52++2) (“33142(%1’@2142 +1— ko) + k1 Arki (k3 A1k1 + 77))

+B(1 - HQ)SAQ(]. — Ko + 2%%77142)

Zauwazmy, ze Az > 0, jesli zachodzi zestaw warunkow:

(1 — Ko)n — K3A2 > 0, (3.29)
1 — ko — K1KkoA1 > 0, (330)
n® —2k5(1 — ko)A B > 0. (3.31)

Nieréwnos¢ (3.29) mozna zapisaé jako

2
1— ko> —K%,
n

A
72/<J§+52—1<0.

Rozwiazujac powyzsza nieréwnosé¢ wzgledem ko dla ko > 0 stwierdzamy, ze zachodzi ona dla

—1+/1+4A3 (3.32)

< - Y =
2 24,

_ 2
Zaleznosé %ﬁ‘% < 1 jest spelniona dla Ay > 0, ta za$ jest prawdziwa dla ko > 0. Stwierdzamy

wiec, ze (3.32) jest warunkiem silniejszym niz ko < 1.
Z (3.30) otrzymujemy
1

3.33
AL, T (3.33)

Ro <

co jest silniejsze niz ko < 1.
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Zapiszmy nieréwnosc¢ (3.31) w postaci

773

2A,B°

Ky(ky — 1) < (3.34)
Potraktujmy lewa strone (3.34) jako funkcje zalezna od ks. Zapiszmy ﬁ(mg) = K3(ky — 1). Zwroéémy
uwage, ze zachodzi F(0) = F(1) = 0, dla k3 € (0,1) za$§ mamy F(k2) < 0. Oznacza to, ze (3.34) jest
warunkiem stabszym niz ko < 1.

Laczac ze soba nieréwnosci (3.32)) i (3.33) dostajemy
—1++/1+442 1 )

< mi )
2 i ( 2A2 H/lAQ + 1

3.1.4 Symulacje numeryczne

Zobrazujemy dynamike modelu dla parametréw dopasowanych do danych dotyczacych wspomnianego
we wstepie przypadku gruzlicy w wojewddztwie warminsko-mazurskim. Rozwazmy uklad z funk-
cjami transmisji f(S,I) = SI oraz f(S,I) = SST-II Zeby otrzymaé jak najlepiej dopasowane parametry,
poréwnujemy symulowane wartosci z rzeczywistymi danymi epidemiologicznymi. Parametry te przedsta-

wiono w tabeli [3.21

Tabela 3.2: Wartosci parametrow ukltadu (3.1)) dla funkeji f(S,I) = f1(S,I) i f(S,I) = f2(S, I). Wartosci
wspotezynnikow transmisji zostaly dopasowane, wartosci pozostatych parametréw zaczerpnieto z [25].

| Symbol | Zjawisko opisywane przez wspolczynnik | Wartos¢ dla f; | Wartos¢ dla fp |

a1, Qg $mier¢ zwiagzana z choroba 0,09

Y1, V2 wyzdrowienie 0,9

Ay rozrodczo$é netto dla populacji niebezdomnych —0,001

Ao rozrodczo$¢ netto dla populacji bezdomnych 0,04

B11 transmisja choroby 1,5356 - 10T 5,4889 - 107

B12 transmisja choroby 5,5064 - 10~! 1,3022-10°

Bo1 transmisja choroby 2,1757-1073 5,3667 - 10~6

P22 transmisja choroby 7,6214-1071 1,1089 - 1071

Wartosci parametrow aq, aa, v1, Y2, A1 1 Ag zostaly zaczerpniete z [101]. Sposéb estymacji wartosci
wspotczynnikoéw transmisji choroby f;;, i,j € {1,2} opisano we wstepie. Por6wnanie migdzy danymi
symulowanymi a rzeczywistymi zilustrowano na rysunku

Zauwazmy, ze dla obu funkcji f; i fo dopasowane krzywe maja bardzo podobny ksztatt. Nalezaloby
zatem uzyskaé wiecej danych, zeby zdecydowaé, ktéra funkcja transmisji lepiej opisuje proces rozprze-
strzeniania sie choroby.

Rysunki iprzedstawiajad portrety fazowe uktadu z uwzglednieniem funkcji transmisji fo
w podprzestrzeniach fazowych (S1, I1) i (Se, I2). Przyjeto wartosci parametrow A; = 0,05, Ay = 0,5, a; =
0,7, aa =0,6,n1=0,9, 81 = 0,7 oraz B2 = 0,8. W tym przypadku stan stacjonarny Es = (0,0, x3,y3)
istnieje i jest stabilny. Co wiecej, w dtuzszym przedziale czasowym podpopulacja niebezdomnych zanika
i istnieje tylko podpopulacja oséb bezdomnych. Sytuacja ta jest nierealistyczna — w przypadku braku
niebezdomnych, bezdomni zajma ich domy. Trzeba jednak ponownie podkreslié, ze interesuje nas tylko
dynamika epidemii w krétkim przedziale czasowym, a w modelu nie uwzgledniamy wymiany os6b miedzy
dwiema podpopulacjami.

W kontekscie funkcji f; nalezy dodaé, ze dla tej funkcji oba stany, czyli pétdodatni i dodatni, nie
istnieja.

3.2 Model ze stalym naplywem

Teraz zajmiemy sie analiza kolejnego ciaglego modelu krzyzowego, ktory okresla dynamike rozprze-
strzeniania sie epidemii w populacji niejednorodnej. Zakladamy, ze naplyw do kazdej z podpopula-
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Rysunek 3.4: Gruzlica w wojewodztwie warminsko-mazurskim w latach 2001-2018 (liczba zainfekowanych
niebezdomnych). Poréwnanie miedzy danymi rzeczywistymi a symulowanymi z uzyciem funkcji f1 i fo.

cji jest staly. Strukture modelu oprzemy na modelu dwuwymiarowym (|1.13) dla populacji jednorod-

nej omoéwionym w podrozdziale Analogicznie jak dla uktadu (1.13), rozwazamy funkcje transmisji

F(S,I) = fo(S,I)=S1.

Tak powstaty uktad ma postaé

Sy =C1— BuSihi — r2Silo + mli — pu Si,
I = B11Sily + B12S1Ts — (1 + o + ) ],
Sy = Ch — BazSals — Bo1S2lh + Y2lz — p12Sa,
jQ = B92S821s + 215211 — (2 + a2 + p2)Io,

(3.35)

gdzie py1 i po to wspolczynniki §miertelnosci naturalnej w podpopulacji odpowiednio niskiego i wysokie-
go ryzyka. State C; odzwierciedlaja staty naplyw osobnikéw do odpowiedniej podpopulacji. W naszym
modelu sa to liczby nowo narodzonych oraz migrujacych osobnikéw. Wspotczynniki p; i C; sa dodatnie.
Pozostate parametry maja takie samo znaczenie jak w modelu . Ponadto przyjmujemy zalozenie

ktore jest analogiczne do zalozenia w przypadku populacji jednorodne;j.

Dla uproszczenia, analogicznie jak w poprzednich modelach, nie zaktadamy migracji osobnikéw z pod-
populacji niskiego ryzyka do podpopulacji wysokiego ryzyka oraz na odwrét. W przypadku niektérych
choréb (na przyklad tradu) mozliwa jest sytuacja, ze sktonnosé¢ do infekcji jest rzecza nabyta w momencie
narodzin [I11].

Zauwazmy, ze w modelu nie wystepuja state analogiczne do C; i u;, ich role spelniaja tam
wspoOtezynniki A;. Jesli rozwaza sie matematyczng strukture modeli i (3.1), to mozna stwierdzic,
ze wspotczynniki p; sa tozsame ze wspoétczynnikami A;, jednakze z powodu interpretacji biologicznej
w uktadzie A; nie muszg by¢ wyltacznie dodatnie, poniewaz uwzgledniaja one narodziny i $§mierci.

Zatozmy, ze Ch = Cy = 0 — obrazuje to sytuacje, kiedy do obu podpopulacji nie ma naptywu nowych
osobnikéw. Wowezas uktad jest tozsamy z uktadem dla Ay, Ay < 0. Wtedy otrzymujemy
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Rysunek 3.5: Portrety fazowe dla ukladu 7 funkcja transmisji fo w przestrzeni fazowej (a) (S1, )
i (b) (S2,I2) w przypadku mozliwosci wystapienia zakazeni pomiedzy osobnikami z r6znych podpopulacji.
Dodatni stan stacjonarny F, nie istnieje, podczas gdy pétdodatni stan Fs istnieje i jest stabilny. Dla tych
samych wartosci parametréow dodatnie stany stacjonarne dla dwéch rozdzielonych populacji jednorodnych
istnieja i sa stabilne. Portrety fazowe w przestrzeni fazowej (51, I1) i (S2, I2) dla tego przypadku (to znaczy
B1 = P2 = 0) przedstawiono odpowiednio na (c) i (d). Stany stacjonarne zaznaczono czarnym punktem.

przypadek ekstynkcji catej populacji, co byto wykazane w paragrafie Stwierdzamy wiec, ze zalozenie

w modelu (3.35)) braku naplywu nowych osobnikéw do populacji jest niezasadne.

Teraz przeprowadzmy skalowanie modelu (3.35) analogicznie jak w uktadzie (3.1). Otrzymujemy uktad

z) = C1 — x1y1 — Przrye + y1 — pa,
Yy =z + By — (L4 o1 + )y,
xy = Cy — Tay2 — Bomoyr + N2y — paZa,
Yo = TaYa + Bozayr — (N2 + a2 + p2)y2,

gdzie, jak poprzednio,
1 jesli i=1,
=11 2 jesli i=2,
71
r1 =a151, Y1 =a1l, x3=a25, y2=azly,

a; = P4, natomiast zmienne 3; i C; s odpowiednio skalowane. Bedziemy réwniez oznaczaé

wi(T) = a;Ni(1), w; =z +y;
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oraz
ki = + oy + g, ki = — + 1.

Zauwazmy, ze k; > 11 k; > n; > 0.
Przyjrzyjmy sie wlasno§ciom rozwiazan ukltadu (3.36).

Twierdzenie 3.11. Dia nieujemnego warunku poczqgtkowego rozwigzania uktadu (3.36) sq nieujemne.

Dowdd. Zatozmy, ze wartosci ;(0) i y;(0) sa nieujemne. Jesli istnieje punkt 7 > 0 taki, ze z;(7) = 0, to
dla pierwszego wystapienia takiego punktu mamy

Oznacza to, ze x; jest odpychane od zera i, co wiecej, dla 7 > 0 mamy z;(7) > 0. Nastepnie, przy
zalozeniu, ze istnieje punkt 7 > 0 taki, ze y;(7) = 0 oraz reszta zmiennych jest dodatnia, uzyskujemy

Y1 (T) = Bre1(T)y2(7) > 0,

co implikuje nieujemnos¢ zmiennej y;. Podobna nieréwnos¢ zachodzi dla zmiennej y,. Ponadto z rownania
(3.36b) lub (3.36d]) dostajemy

y; > —kiyi
i z twierdzenia Czaplygina-Perrona o nier6wnosciach rézniczkowych [I3] mamy
yi(7) > y:(0)e " >0 dla 1(0) > 0.

Zauwazmy ponadto, ze jesli y;(0) = 0, to dostajemy y;(0) = 0, co prowadzi do uzyskania podprzestrzeni
niezmienniczej, w ktorej y; = 0 oraz z}, = C; — p;x;. O

O pozostatych wlasnosciach rozwigzan méwi nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 3.12. Rozwigzania uktadu (3.36) sq okreslone dla kazdego T > 0, jednoznaczne oraz mogq
byé tez przedtuzone w przod na dowolny odcinek czasu.

Dowdd. Dodajac rownania (3.36a)) i (3.36b)) albo (3.36¢|) i (3.36d) dostajemy
oty =0 — oy — pi(zs +vi),  czyli w) = C; — aiyi — piw;. (3.37)

Powtarzajac to samo rozumowanie co dla uktadu (1.14) otrzymujemy zbior niezmienniczy

c, G
Q:{($17y17$2792)3 $Z+yle |: 7:|} (338)
0+ i
Zbior ten przyciaga wszystkie rozwiazania ukladu (3.36). Stwierdzamy zatem, ze zmienne x;(7) i y;(7)
sa okreslone dla kazdego 7 > 0.
Jednoznacznosé rozwiazan uktadu (3.36) jest konsekwencja postaci prawej strony uktadu. O

Whioskujemy z powyzszego, ze dla populacji opisywanych modelem (3.36)), podobnie jak dla (1.14)),
wlasnosci maltuzjanskie nie wystepuja.

3.2.1 Stany stacjonarne

W tym podrozdziale badamy warunki istnienia i lokalnej stabilnodci stanéw stacjonarnych uktadu
(13-36)).
Zauwazmy, ze z roOwnania (3.37) dostajemy zaleznosé
Ci—(i+a)ys G
2y = i (:uz z)yz _ i Killi, (3‘39)
Hi Hi
spelniong przez dowolny stan stacjonarny. Z powyzszego réwnania uzyskujemy od razu postaé zawsze
istniejacego stanu wolnego od epidemii

C
Eq = (£1,0,22,0), & = e
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Istnienie dodatniego stanu stacjonarnego

Przejdzmy do okreslenia warunkow istnienia dodatniego (endemicznego) stanu stacjonarnego E..
Twierdzenie 3.13. Stan stacjonarny E. istnieje, jesli zachodzi co najmniej jeden z warunkow:

1. C1 > ik,

2. Cy > uoks;

3. (p1k1 — Cy) (p2ke — Ca) < p162C1Cs oraz

C; < piki, i=1,2. (N)

Dowdd. Niech E, = (z1,y1,Z2,y2). Dodatnio$¢ x; oraz réwnanie implikuja zaleznosé

i
Niﬁi.
7 réwnan i otrzymujemy uktad réwnan

1

Y1+ Bry2 = kl%
1

Yo (3.40)

Y2 + Bay1 = ko=,
T2

Yi <

ktory, wraz z rownaniem (3.39), opisuje dodatni stan stacjonarny. Zauwazmy, ze z uktadu (3.40) wynika
zaleznosé x; < k;. Co wiecej, po podstawieniu (3.39) do (3.40) uzyskuje sie

Y2 ( M2k2 )
n=o (a0 1),
B2 \ C2 — pakayo

_n ( p1ky )
Yp=——|""""—-1].
f1 \C1 — mk1y1
Rozwazmy réwnanie dla yo z ukladu (3.41) jako funkcje zmiennej y;. Biorac pod uwage nieréwnosci
Cl cl

MH1K1 MH1K1

&H = max{O, m} Co wiecej ya(y1) — +00, gdy y1 — S, oraz jesli zachodzi y; € (51, u?in)’ to

H1K1 M1k’
yh > 01yl > 0.
Rozwazmy dwa przypadki: C; > p1ky lub Cy < piks.

1. Jesli Cy > piky, to zachodzg & = kL 5 0 oraz yo (&) = 0.

H1K1

(3.41)

Yy < i yo > 0 dostajemy, ze funkcja y2(y1) jest zdefiniowana tylko dla y; € (51, ), gdzie

2. Jezeli Cl < /.leil, to mamy fl =01 yg(gl) =0.
Analogicznie badamy réwnanie dla y; jako funkcje ys, ktora jest zdefiniowana tylko dla iy, € (527 %) ,

gdzie &5 = max {0, M}

H2K2

1. Jesli Cy > ,UQk'Q, to Zachodzad 52 = Co—poks >01 yl(gg) =0.

H2K2
2. Jezeli 02 < [J,ng, to mamy 52 =0i yl(fg) =0.
Zauwazmy, ze jesli zachodzi C; = pu;k;, to otrzymujemy &; = 0, y;(0) = 0 oraz y;(0) = 0, dlad, j = 1, 2,
i# 7.
Mozemy zatem stwierdzié, ze jesli zachodzi co najmniej jeden z warunkéow: Cy > pik; lub Cy >

toks (rysunek , to wowczas istnieje dodatnie rozwiazanie uktadu (3.41), ktore spelnia nastepujace
nieréwno§ci:

O0<m;<ky &<y<

iRKq
Z drugiej strony, jesli spelnione jest , to dodatnie rozwiazanie ukladu (3.41) istnieje tylko wtedy, gdy
yh(0) < 1. Dodatni stan stacjonarny istnieje zatem, jesli

y1(0)”
(k1 — C1) (poke — Ca) < B182C1Co (3.42)
i nie istnieje w przeciwnym przypadku (por. rysunek .
O
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Rysunek 3.6: Graficzna reprezentacja rozwiazan ukltadu (3.41) dla przypadkow (a) C; > p1ki i Co > poke,
(b) Ci < piky i Cy > ok, (C) Cy > piky i Oy < ok, (d) Cy = piky i Cy = ako. Czerwone krzywe
reprezentuja wykres funkcji yo(y1), niebieskie reprezentuja wykres y(y2). Linie przerywane ograniczaja

obszar zdefiniowany jako (517 #?;1) X (52, 1522)' Przyjeto wartosci parametrow: a; = 0,6, as = 0,5,

B1=0,2, 62 =0,7,7=0,9, ugy = 0,2, uo = 0,3. Parametry C; i Cy maja wartosci (a) C; = 0,4,
Cy =10,65, (b) C; =0,2, Cy =0,65, (c) C; =0,4, C, = 0,45, (d) C; = 0,36, Cy =0, 54.
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Y2

Rysunek 3.7: Graficzna reprezentacja rozwigzania ukladu (3.41) dla (N), jesli warunek (3.42) zachodzi
(a) i nie zachodzi (b). Czerwone krzywe obrazuja wykres funkeji y2(y1), niebieskie krzywe reprezentuja
wykres funkcji y; (y2). Zo6tta linia jest styczna do funkeji yo(y1) w zerze, zielona — styczna do funkcji v (y2)

H1R1 H2R2
uzyto wartosci parametréow: C; = 0,3, Cy = 0,4, a3 = 0,6, as = 0,5, 7 =0,9, 3 = 0,2, us = 0,3 oraz
w (a) ﬂl :0,2, 52 = 0,3 iw (b) ﬁl :0,7, 52 :0,8

w zerze. Przerywane linie ograniczaja obszar zdefiniowany jako (51, Gy ) X <§27 Co ) W symulacjach

3.2.2 Wspblczynnik odnowienia choroby oraz lokalna stabilno$é stanu stacjo-
narnego wolnego od epidemii

W tym paragrafie wyznaczymy wspoétczynnik odnowienia R uktadu . Jak byto wspomniane we
wstepie, wspolezynnik ten mozna traktowaé jako parametr progowy, w tym jako parametr bifurkacyj-
ny. Jesli Ry < 1, to jeden zainfekowany osobnik moze wywotaé¢ §rednio mniej niz jedno nowe zakazenie
podczas calego swojego okresu zakazenia, przez co choroba nie moze rozprzestrzeni¢ sie w caltej popu-
lacji. Jesli Ry > 1, to wtedy jeden zainfekowany osobnik moze wywotaé¢ §rednio wiecej niz jedno nowe
zakazenie i moze nastapi¢ ekspansja choroby w calej populacji. Jesli rozwaza sie tylko jedna grupe oséb
zainfekowanych, to R jest iloczynem czasu trwania infekcji oraz stopnia zakazenia. W takim przypadku
warunek Ry < 1 réwniez oznacza, ze stan stacjonarny wolny od epidemii jest lokalnie asymptotycznie
stabilny i niestabilny w pozostatych przypadkach [52].

Dla modeli, w ktérych wystepuje wiecej niz jedna grupa oséb chorych, definicje Ry mozna oprzeé¢ na
przyktad na koncepcji macierzy nastepnego pokolenia. Wéowczas R definiuje sie, jak to zrobil Diekmann
w [38], jako promien spektralny tej macierzy. W dalszej czesci rozprawy bedziemy postugiwac sie ta
definicja. W takim podej$ciu Rq zalezy od liczby grup oséb zainfekowanych w danym modelu.

Nasze rozwazania oprzemy na koncepcji macierzy nastepnego pokolenia przedstawionej w [39]. Przy-
toczymy najpierw posta¢ ogblnego modelu transmisji choroby i potrzebne oznaczenia.

Zatozmy, 7e populacje dzielimy na n grup. Za x = (21,...,7,)? przyjmijmy nieujemny wektor,
gdzie kazdy element oznacza liczbe osobnikéw w odpowiedniej grupie. Zaktadamy ponadto, ze pierwsze
m elementéw z wektora x odpowiada liczebno$ciom grup osobnikéw chorych, natomiast kolejne m — n
elementéw odzwierciedla liczebnosci grup oséb zdrowych. Wéwczas

Xs={x>0:2;,=0, j=1,...,m}

oznacza zbior wszystkich stanéw wolnych od epidemii. Oznaczmy przez F;(zx) funkcje opisujaca wyste-
powanie nowych infekcji w j-tej grupie. Niech V;’(x) opisuje przechodzenie osobnikéw do j-tej grupy
innym sposobami niz zachorowanie, z kolei V;~ () — odchodzenie osobnikow z j-tej grupy w sposob inny
niz nabycie infekcji. Nalezy podkre§li¢, ze przechodzenia osobnikéw miedzy grupami oséb chorych nie
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traktuje sie jako nowg infekcje, wiec taki przypadek znajduje odzwierciedlenie w funkcjach VJ'»" 1V, . Mo-
del transmisji choroby wraz z nieujemnym warunkiem poczatkowym mozna przedstawi¢ jako zagadnienie
poczatkowe postaci

j?j :fJ(Z‘) Z.Fj(.]?)—vj'(l‘), j: 1,...,n, (343)

gdzie V;(z) =V, (z) — V;‘ (z). Oznaczmy przez xo taki stan stacjonarny, ze ro € X,. Stan xq jest zatem
stanem wolnym od epidemii. Teraz zdefiniujmy macierze pomocnicze wymiaru m X m:

F:@ﬂ@> VZ@W@)
Macierza nastepnego pokolenia uktadu (3.43) nazywamy macierz F'V !, natomiast wspotczynnik odno-
wienia w ukladzie (3.43) definiujemy jako

., 1<j,j<m.

Zo

Ro=o(FVY), (3.44)

gdzie p oznacza promien spektralny.

Wréémy do uktadu . Zgodnie z [39] porzadkujemy zmienne uktadu w taki sposéb, ze pierwszymi
sa te dotyczace osobnikoéw chorych. Wprowadzmy zatem wektor z = (21, 22, 23, 24) = (Y1, Y2, 1, 2). Przy
takim oznaczeniu stan stacjonarny wolny od epidemii ma postac

C, C
20 = (Oa 07j1a i.Q) = (0707 717 2)
H1 M2
i uktad (3.36) mozna zapisa¢ jako
2= f(z) = F(2) — V(2), (3.45)
gdzie
1y + Bix1ye K1y
Zay2 + Bazatn k212
Fl(z) = , V()=
(2) 0 (2) —C1 +z1y1 + BiT1y2 — Y1 + T
0 —Cs + x2y2 + Pazays — NY2 + oo

Nastepnie otrzymujemy

C1 B1C1
e m ) ve

H2 M2

ki 0 ) C]lC 51%’1
B ( 0 ko ) » BV =1 ke )
#o paky pzke

Ostatecznie wspotczynnik odnowienia dla modelu (3.36]) wynosi

1251 ky Mzkz

(3.46)

+
2\ ki poke

1{ C C C Cy \?  4B15,CiC
Ro= L 1 2 ( 1 2 ) n B152C1C
,u1,u2k1k2

Okreslmy teraz warunki stabilnosci stanu wolnego od epidemii Eg. Korzystamy z [39], gdzie podano
potrzebne zalozenia i twierdzenie. Przytoczmy najpierw zatozenia:

I jeslix >0, to Fj(z) >0, V;r(x) >0oraz V; (z) >0dlaj=1,...,n,

IT jesli x; = 0, to V; (x) = 0, w szczegdlnosci jezeli x € X, to V; (z) =0dlaj=1,...,m,
0T jesli j > m, to F; = 0,
IV jesli z € X, to Fj(x) =0i V() =0dlaj=1,...,m,

V jesli F(z) = 0, to wszystkie wartosci wlasne macierzy Jacobiego prawej strony ukladu (F — V)(z)
w punkcie z = xg, gdzie ¢y € X, maja ujemne czesci rzeczywiste.

Teraz przedstawimy twierdzenie w postaci lematu pomocniczego, z ktorego skorzystamy w dowodzie
nastepnego twierdzenia.
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Lemat 3.14. Rozwazmy model transmisji choroby opisany wzorem (3.43). Niech f(x) spetnia zatozZenia
I -V Jesli zo jest stanem stacjonarnym wolnym od epidemii, to jest on lokalnie asympotycznie stabilny
dla Ry < 1 i niestabilny dla Ry > 1, gdzie Ry definiujemy wzorem (3.44).

Dowdd tego lematu przedstawiono w [39].
Teraz sformutujemy twierdzenie odnoszace sie do modelu (3.36]).

Twierdzenie 3.15. Stan stacjonarny wolny od epidemii Eq uktadu (3.36) jest lokalnie asympotycznie
stabilny, jesli Ro < 1 oraz niestabilny dla Rg > 1, gdzie Ry jest dane wzorem (3.46)).

Dowdd. Najpierw nalezy sprawdzi¢, czy zalozenia [l] - [V] sa spelnione.
Wektor V(z) zapiszmy jako roznice V(z) = V™ (2) — V1 (z), gdzie

k1y1 0
_ koya i 0
V7 (z) = , V(z) =
(2) 1y + Biz1y2 + (2) Ci+uy
Zayo + Boayr + poto Co + 1y

Wektory F(z), V™ (z) oraz VT (z) sa nieujemne dla nieujemnych zmiennych ukladu (3.36)), zatem zalozenie
M jest spemione.

Ponadto zauwazmy, ze jezeli zmienne y; i yo (odzwierciedlajace liczebnosci grup oséb zainfekowanych)
sa zerowe, to odpowiadajace tym zmiennym pierwszy i drugi elementy wektora V~(z) sa rowniez rowne
zero, czyli zatozenie [[T] jest spetione.

Trzeci i czwarty element wektora F(z) (odpowiadajace zmiennym dotyczacym osob zdrowych x; i z3)
Wynosza zero, zatem spelnione jest zatozenie [[TI}

Zauwazmy, ze jedyny stan stacjonarny wolny od epidemii w uktadzie to zg. Dla tego stanu dwa
pierwsze elementy wektorow F(zg) oraz V1 (zo) sa zerowe. Ta wlasno$é zapewnia spelnienie ZaloZenia

Sprawdzmy teraz warunek Zakladamy, ze dla dowolnego stanu stacjonarnego z = (y1,y2,Z1,Z2)
uktadu (3.45)) zachodzi zaleznos¢ z; < k;, obowiazujaca dla ukladu (3.36). Zbudujmy macierz Jacobiego
dla prawej strony ukladu (F — V)(z). Oznaczamy te macierz przez Jr_y. Ma ona postaé

z1 — k1 Brry Y1+ By 0
_ Baza w2 — ko 0 Y2 + Bay1

Tr-v(z) = —z1+1 =Bz -y — 0
—Baxa  —m2 47N 0 —Y2 — H2

Zbadamy macierz Jacobiego dla takich stanéw z, dla ktorych zachodzi F(z) = 0. Odpowiada to sytuacji,
kiedy nie ma nowych infekcji. W naszym modelu jedynym stanem spelniajacym powyzsza rowno$c jest
zo. Wyznaczmy dla tego stanu macierz Jp_y. Otrzymujemy

21— k1 B1E1 0 0
B2Z2 To — ko 0 0
0

Jr-v(z0) = it 1 —BE —m (3.47)
—Bots  —Zo+mn 0 —pus
Wyznaczmy wartosci wtasne tej macierzy. Podang macierz przedstawmy w postaci blokowej
(5 )
Jow Sz )7
gdzie Jy4, Josx 1 J3, to macierze wymiaru 2 x 2. Warto$ci wlasne macierzy Js. sa rowne
AL = —p1, Ao = —[ia. (3.48)
Macierz Ji, ma wartosci wlasne
Asa = —% (ky =1+ ke = B2 £ V), (3.49)
gdzie
Y= (k;l — Gy — (ko — 532))2 + 451 Boir Fo. (3.50)
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Zalozmy, ze zachodzi . Mamy T > 0, wiec A3 4 € R. Zawsze zachodzi A3 < 0, natomiast Ay < 0 dla

(k1 — C1)(poke — C) > B1 5201 C5. (W)

(skrot W przyjeto od stowa wiekszy). Liczby A1 234 sa wartosciami wlasnymi macierzy Jp_y (z0), zatem
wszystkie warto§ci wlasne macierzy Jacobiego prawej strony uktadu (F—V)(z) dla wektora F(z) rownego
zero maja ujemne czesci rzeczywiste przy zalozeniach oraz (W). Stad mamy spelnione zalozenie
dla tych nieréwnosci.

Spelnione sa zalozenia [ - [V] zatem z lematu uzyskujemy, ze stan wolny od epidemii jest lokalnie
stabilny dla Ry < 1 i niestabilny dla Ry > 1, gdzie R jest zdefiniowany wzorem oraz jesli zachodza

oraz (WJ. O

Zauwazmy, ze z warunku Ry < 1 dla ukltadu (3.36) wynika, ze lokalng stabilnos¢ stanu Eq gwarantuja
nieré6wnosci oraz

& Co
2> + . 3.51
Mlkl u2k2 ( )
Latwo zauwazy¢, ze nierownosé jest spelniona tylko wtedy, gdy zachodzi albo
Ci > /j/ikia i = 17 2. (P)

to znaczy gdy zachodzi nieréwnosé przeciwna do (N|). Zauwazmy, ze sumujac obie zaleznosci z (]E) po-
(3.51]

staci fk > 1 dostajemy warunek sprzeczny z (3.51), nie bierzemy wiec (]E[) pod uwage. Mamy zatem

nieréwnosci

G, @

s <1
p1ky

p1keo ’
ich suma daje (3.51)).

Zapiszmy zatem warunki i w postaci takiej, jak w twierdzeniu o istnieniu stanu
dodatniego. Dostajemy stwierdzenie:

Stwierdzenie 3.16. Stan stacjonarny wolny od choroby Eq uktadu (3.36) jest lokalnie stabilny, jesli
zachodzg nieréwnosci oraz i jest niestabilny, gdy co najmniej jedna z tych nierdwnosci jest
nieprawdziwa.

Zauwazmy, ze jesli zachodzi C; > p;k;, to nie jest prawdziwa. Jezeli natomiast zachodza jedno-
cze$nie Cy > 1k, oraz
Cy < ,ugk‘g (NQ)

lub gdy spelniona jest para nieréwnosci Cy < u1k, oraz
Cy > ,ugkig (PQ)

albo gdy prawdziwe sa zaleznosci (u1k1 — C1) (u2ks — Ca) < 152C1C5 1 (N)), to nie zachodzi. Ozna-
cza to, ze dla Ry > 1 warunki z twierdzenia sg spelnione i dodatni (endemiczny) stan stacjonarny
E. istnieje. Co wiecej, jesli ten stan istnieje, to stan Eg traci stabilno§c.

Spoéjrzmy jeszcze na nieréwnosé . Mozna zauwazy¢, ze wraz z malejacymi parametrami 31 i So
warunek ten jest spelniony dla wiekszego zakresu parametréw. Oznacza to, ze im rzadziej beda wyste-
powaly zakazenia miedzy osobnikami z réznych podpopulacji, tym bardziej jest prawdopodobne, ze stan
wolny od epidemii utrzyma sie w calej populacji niejednorodne;j.

3.2.3 Lokalna stabilno$¢ endemicznego stanu stacjonarnego

Sprawdzimy warunki, dla ktorych stan E. = (Z1, 41, Z2,J=2) jest lokalnie stabilny. Zalézmy zatem, ze

stan ten istnieje. Dla Z; # 0, z réwnan i mamy
*271*51.@2*#1:*;*7, —Yo— Polr —p2=———— —,
natomiast z i uzyskujemy
U +51§2=k1%7 Y2 + B Zkzgj
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Macierz Jacobiego dla stanu E. zapisujemy w postaci

—% —z1+1 0 —B171
itz -k 0 P11
J(z Y1, %2, Y2) = - = 0} 7
(1,91, T2, J2) 0 oy MG gy 4y
0 BoZo kg% ZTo — ko

Wyznaczajac wielomian charakterystyczny dostajemy
P\ = M+ a1\ 4+ aa)\? + az\ + ay,

gdzie

7+ C go + C

a1=k1—£1+k2—552+y1_ 1+77y2_ LN
X T2

az = (k1 — z1) (k2 — Z2) — B1P2Z1Z2 + (k1 i’1+k25’2)<

n+C g2+ 0

0,

7+ Ch N ny2 + Ca
T To

+

+ k‘2gf*2(502 —n)+ k1?(i‘1 -1,
i) I

T To
g1+ C g2 + C: _ - - =
az = 1 i 1 + 77?/27 2 ((kl _ xl)(kQ — $2) — /81/821131:32>
X1 Z2
o g2 + C
Iy ((xl 1) (ks — B2) + i i Bs + (31 — 1>"y22>
T T2
= s o _ 1+ C
+ kz% ((kl —Z1)(T2 — n) + B1B2T172 + (T2 — 77)?}1:—611)

n+Cy ) Ny + Co
T T2

)

+ (k1 —Z1 + ko — Z2)
:§1+C1 N2+ Co

((k1 —21) (k2 — Z2) — 515255@2)

a4 =
X1 T
y1 Nyz + Co 7, _ _ o
G AT ((»’61 —1)(ky — Z2) + 51/32$13?2)
X )

4O o
+ R, 20T ((kl —Z1)(T2 —n) + ﬂlﬁzi‘@g) + ke oy L2
To X1 12

((@ —1)(Z2 —n) — 51/32@1532)-
Zastosujemy kryterium Routha-Hurwitza. Tworzymy macierz pomocnicza

aa 1 0 O

a3 a2 ai 1
0 a4 az ao
0 0 0 a4

Mpp =

Jezeli macierz ma wszystkie elementy i minory gléwne dodatnie, to stan E. jest lokalnie stabilny zgodnie
z kryterium. Zaloézmy, ze wartos$ci C; sa wystarczajaco duze, by zachodzity nieréwnosci

cy — Cy —
o< AT g, 22T 120 (3.52)

H1k1 H2k2
Wowczas z rownania (3.39) mamy z; > 11 Zo > 1. Zalézmy, ze
ki—T1 21 -1 ko — Ty To —
51<mm{11,1}, 52<mm{2272”}. (3.53)
I I X
Dostajemy wtedy
ki =21 > Bz, T1—1> Bizy, ke — T2 > fowa, To — 10> faro.

Warunki (3.53) sg wystarczajace, zeby wspotezynniki a;, j = 1,2,3,4, byly dodatnie. Minory glowne
macierzy My maja postac

2 2 2 2
Al = aq, AQ = aj1a2 — as, Ag = @1020a3 — a3 — Q40G7, A4 = Q4 (a1a2a3 —ag — a4a1) .
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Analogicznie jak w analizie lokalnej stabilnosci stanu endemicznego uktadu (3.3) stwierdzamy, ze nier6w-
nosc )
asa
aijag —asg > 4 1, (354)
as

przy zalozeniu spehienia (3.52)) i (3.53)), jest warunkiem lokalnej stabilnosci stanu E.. Ostatecznie otrzy-
mujemy nastepujace stwierdzenie:

Stwierdzenie 3.17. Jezeli 51 i B2 sq wystarczajgco mate, tak Ze zachodzg nierdwnosci (3.53), oraz jesli
Cy i Cy sq wystarczajgceo duze, tak zZe zaleznosci (3.52)) sq spetnione, to dodatni stan stacjonarny E.
uktadu (3.36)) istnieje i jest lokalnie stabilny, jesli zachodzi nieréwno$é (3.54]).

3.2.4 Przypadek bez naplywu oséb do podpopulacji wysokiego ryzyka

Rozwazmy uktad dla Cy = 0, co obrazuje sytuacje, kiedy nie ma naptywu oséb do podpopulacji
wysokiego ryzyka. Ten przypadek mozna odnie$¢ do rozwazanego przykladu epidemii gruzlicy. Woéwczas
powyzsza réwnos$é oznacza, ze w populacji nie pojawiaja sie nowi bezdomni. Jest to wyidealizowana
sytuacja, do ktérej powinno sie dazy¢. Nalezy mieé¢ jednak na uwadze, ze choé taki przypadek moze
zaistnie¢, to jest on w rzeczywistosci trudny do zrealizowania.

Analiza stanéw stacjonarnych uktadu dla C; = 0 prowadzi do stwierdzenia:

Stwierdzenie 3.18. Zatdzmy, ze w uktadzie (3.36) mamy Cy = 0. Jezeli
01 < ,u1k‘1, (Nl)

to istnieje tylko jeden stan stacjonarny Ej, := (21,0,0,0), gdzie 1 = %, ktory jest lokalnie stabilny.
Jesli zachodzi
C1 > ,U,1k'1, (Pl)

to istnieje dodatkowo lokalnie stabilny potdodatni stan stacjonarny

Ci — mk
E, = (kl’w’o’())'

Dowdd. Zbadajmy najpierw, jak zmieniaja sie stany stacjonarne, gdy Cs przyjmuje warto$¢ zero. Stan
Eg4r zmienia si¢ w stan Ej;. SprawdZzmy nastepnie, czy istnieje dodatni stan stacjonarny (21,91, T2,Y2)-
Dodanie do siebie dwoch ostatnich réwnosci z (3.36)), gdzie Cy = 0, prowadzi do zalezno$ci nys — kays —
pnoxe = 0. Poniewaz ko > 7, to dla takiego stanu dostajemy

ya(k2 —n)
H2

To = <0,
co oznacza, ze dodatni stan stacjonarny nie istnieje dla Cs = 0.

Rozwazmy teraz potdodatni stan stacjonarny E, postaci (z,¥p,0,0) dla z, > 01y, > 0. Z réwnania
dostajemy x, = k; iz mamy y, = % Z ostatniej réwnosci wynika, ze stan E,
istnieje tylko wtedy, gdy .

PrzejdZzmy teraz do analizy lokalnej stabilnosé stanéw Ezf i B, Zauwazmy, ze posta¢ macierzy Jaco-
biego Jr_y, ktorej posta¢ podano na stronie 105, nie zmienia sie dla Co = 0 w poréwnaniu do przypadku
C> > 0. Mozna stwierdzi¢ zatem, ze dla stanu Ej; mamy trzy ujemne wartosci wiasne rowne —p1, —pio
i —ko, podczas gdy wartos¢ wlasna réwna &1 — ky jest ujemna przy zalozeniu (NI)).

Dla stanu F, dostajemy macierz Jacobiego

—Yp—p1 —ki+1 0 —B1k1
_ Yp 0 0 Bik1
TEp) = 0 0 —Bayp—p2 M
0 0 ﬂ2yp —ks

Wielomian charakterystyczny ma postaé

P(A) = PL(N)Pa(N),
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gdzie

PiA) = N+ X (yp + ) +yp (k1 — 1),
Py(N) = X2+ X (Bayp + o + k) + ko (Bayp + p2) — Baypn.

Wielomian P; ma albo dwa rzeczywiste pierwiastki ujemne, albo dwa zespolone pierwiastki z ujemna
czeScig rzeczywista. Poniewaz zachodzi ko > 0, to ko (Bayp + p2) — Baypn = Bayp(ke — 1) + poks > 0.
Stad wynika, ze wielomian P> ma takie same wlasnosci jak P;. Oznacza to, ze macierz J(E,) ma cztery
wartosci wlasne z ujemnymi czedciami rzeczywistymi, czyli stan E, jest zawsze lokalnie stabilny, o ile
istnieje. O

3.2.5 Bifurkacja nadkrytyczna

W tej czesci rozdziatu wspolezynnik odnowienia Ry bedzie traktowany jako parametr bifurkacyjny.
Zbadamy zachowanie rozwiazan blisko progu Ry = 1. Jak wykazaliSmy wczesniej, stan wolny od epidemii
jest lokalnie asymptotycznie stabilny, je$li Rg < 1 i niestabilny, gdy Ry > 1. W ogoélnosci, w uktadach mo-
delujacych epidemie wystepuja dwie rozne bifurkacje dla Ry = 1: nadkrytyczna (w przod) i podkrytyczna
(w tyl).

Bifurkacja nadkrytyczna wystepuje, gdy nie ma endemicznego stanu stacjonarnego blisko lokalnie
asymptotycznie stabilnego stanu wolnego od epidemii dla Ry < 1. Jezeli natomiast Rg > 1, to pojawiaja
sie lokalnie stabilne endemiczne stany stacjonarne.

Z drugiej strony, bifurkacja podkrytyczna zachodzi, gdy endemiczny stan stacjonarny istnieje dla
Ro < 11 stan wolny od choroby moze istnie¢ dla Ry > 1. Oznacza to, ze obnizanie Ry ponizej 1 jest
niewystarczajace, aby zapewni¢ wyeliminiowanie epidemii. Ten typ bifurkacji pozwala na zwielokrotnie-
nie stabilnych stanéw stacjonarnych z ustalonymi parametrami. Ponadto, duze zmiany zachowan stanéw
stacjonarnych moga powsta¢ na skutek malej zmiany parametrow [40]. Jednakze, jak wczesniej stwier-
dziliSmy, dla rozwazanego modelu, jesli istnieje endemiczny stan stacjonarny, to stan wolny od choroby
traci stabilno§¢. W zwiazku z tym w naszym przypadku nie wystepuje bifurkacja w tyl dla Ry < 1.

Stosujac twierdzenie o rozmaitosci centralnej na podstawie [39] zbadamy istnienie i lokalna stabilnos¢
endemicznego stanu stacjonarnego blisko progu Ry = 1. Najpierw wprowadzmy potrzebne oznaczenia.

Poniewaz wspoélczynnik Ry, ze wzgledu na mozliwg ztozona postaé, czesto jest niewygodny do bezpo-
sredniego stosowania jako parametr bifurkacyjny, wprowadza sie parametr bifurkacyjny £ taki, ze zachodzi
Ro<ldlaé<0iRyg>1dlag& >0.

Bedziemy rozwaza¢ uktad

z = f(z,8), (3.55)

gdzie f = (f1,..., fn)T definiujemy tak samo jak w , przy czym dodatkowo zaktadamy, ze f jest
rézniczkowalna co najmniej dwukrotnie ze wzgledu na z i £.

Niech macierz Jacobiego uktadu dla stanu wolnego od epidemii zp ma jednokrotng wartosé
wlasna (to zalozenie wystapi w lemacie przytoczonym ponizej). Wowczas tworzymy lewy i prawy wektor
wlasny stowarzyszony z ta wartoscia wtasng. Oznaczmy je odpowiednio przez v i u. Wektory te wybieramy
tak, by bylo spelnione vu = 1. Defniujemy wowczas

1 n an
a:= 2 ' Z Ujy Ujp Uss 8zj2(9];j3 (2070) (356)
Ji,j2,43=1
oraz n
a2fj1
b:= ) %::1 Vj, Ujy 7(?2]'28{ (20,0). (357)

Teraz przedstawimy twierdzenie w postaci lematu pomocniczego (bez dowodu, ktéry mozna znalezé w [39])
potrzebnego do dowodu kolejnego twierdzenia.

Lemat 3.19. Rozwazmy model transmisji choroby z funkcja f(z,&) spetniajgcq zaioz’em’amflﬂ oraz
parametrem &. Zatozmy, ze zerowa warto$é wtasna macierzy Jacobiego uktadu dla stanu wolnego
od epidemii zg jest jednokrotna. Niech a i b bedq zdefiniowane jok w odpowiednio 9 oraz
niech b # 0. Istnieje wowczas § > 0 taka, Ze
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e jesli a < 0, to istniejg lokalnie asymptotycznie stabilne endemiczne stany stacjonarne blisko stanu
zo dla 0 < € <9,

e jesli a > 0, to istniejg niestabilne endemiczne stany stacjonarne blisko stanu zg dla —§ < £ < 0.

Znak parametru a determinuje zatem zachowanie stanu endemicznego blisko punktu bifurkacyjnego.
Teraz sformutujmy twierdzenie w kontekscie naszych rozwazan. Aby zachowaé zgodno$é¢ oznaczen
z [39], bedziemy analizowa¢ uktad postaci (3.45).

Twierdzenie 3.20. Rozwazamy uktad (3.45) dla warunku . Przy przekraczeniu przez Ry wartosci
1 stan wolny od choroby zy traci lokalng stabilnosé, pojawiajqg sie zas lokalnie asymptotycznie stabilne
endemiczne stany stacjonarne.

Dowdd. Przyjrzyjmy sie najpierw wartosciom wlasnym macierzy Jr_y (29) opisanej wzorem (3.47). Za-
uwazmy, ze dla Ry = 1 dostajemy warunek

(11k1 — C1) (p2ka — Ca) = B1582C1Cs.
Woéwczas z dostajemy
T= (b= Bt (ke - 32)
natomiast z mamy
A3,4 = —%' <k1 —5}31+k2—i2:|:|k1—5?1+k2—532|)-

Dla ustalenia uwagi przyjmijmy, ze powyzsze wyrazenie w module jest dodatnie (zalozenie o ujemnym
znaku nie wplywa na dalsze rozumowanie). Wowczas

A3 =0, M\ :—(kl—i‘l—FkQ—i‘Q).

Jesli zachodzi (N)), to A4 < 0. Pozostate wartosci wlasne z nie zmieniaj sie. Stwierdzamy wiec, ze
dla Ry = 1 oraz macierz Jp_y (20) ma jednokrotna zerowa wartos¢ wlasna.

Niech v = (v1,v2,v3,v4)T i u = (u1,us,u3,us)” beda odpowiednio lewym oraz prawym wektorem
wlasnym odnoszacym sie do otrzymanej zerowej wartosci wtasnej. Przyjmujemy, ze vu = 1. Przy tak
zdefiniowanych wektorach otrzymujemy

(J(z0) = M)u=0 i (J(20)" = AL)v=0.

Jesli Ry = 1, to mamy jednokrotng zerowa warto$¢ wlasng i oba powyzsze réwnania mozna zapisaé jako
uktad réwnan niezaleznych. Z obliczenn wynika, ze wektory v i u moga byé wybrane jako

ki —C r
V= (vl,v1M,0,0> ,

B2C5 111
- <u1 1 5202 — k-1 —uy 5202(k2 - 77) )T
T ks — Gy’ p po(poke —Cs) ) 7

gdzie v1,u; > 0 dobieramy tak, by vu = 1. Zauwazmy, ze zachodza nieréwnosci k1 > 1, ko > 7 oraz (NJ),
jesli Ry = 1. Ostatecznie stwierdzamy, ze

v1, V2, Ur, Uz > 0,  ug,ug < 0. (3.58)

Niech £ bedzie parametrem bifurkacyjnym takim, ze Rg < 1 dla £ <01 Rg > 1 dla £ > 0. Rozwazmy

uklad 2’ = f(z,€), gdzie f = f(z,£) jest prawa strong uktadu (3.45). W (3.56) drugie pochodne f; i fo
oprocz

>’ f >’ f & f2 & f2
= 17 = ﬂlv

= [,
910 9120 910 9920
L T Y2001 00 Y192 00 P2902 0

=1

sg rowne zero. Wartosci pochodnych f3 i f4 nie sg istotne, poniewaz vz = vy = 0.
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Stad mamy
a = viuz(ur + u2B1) + vaua(ui B2 + uz),
natomiast z (3.58)) dostajemy a < 0.
Teraz zajmijmy sie wyznaczeniem wartosci parametru b. W tym celu podajmy najpierw dokladng

warto$¢ parametru bifurkacyjnego £&. W celu znalezienia tej wartosci porownujemy prawg strone definicji
(3.46) do 1. Widzimy, ze warunek Ry = 1 jest spelniony dla réwnosci

(k1 — C1)(poke — Co) = B1 52010y,

z ktorej otrzymujemy
§ = (k1 — C1)(p2ks — C2) — B152C1Cs. (3.59)

Oczywiscie zachodzi Ry < 1 dla € < 0 oraz Rg > 1 dla £ > 0.
Pochodng po £ definiujemy jako

2

0 0 0
875 = ; <ki(ﬂ3ik3i - C&i)@ + ui(usﬂ'ksﬂ' - CSii)aik‘i

0

— (p3—iks—; — Cs_; + ﬁi637i037i)876«i

0
- ﬁBiCiCBiaﬂi>~

W kontekscie rozwazanego przez nas ukladu ze wzoru (3.57)) dostajemy zaleznosé

S ou s

b= VUL (20, 0).

k=1 8zk8§

Z obliczen otrzymuje sie tylko szesé¢ (trzy symetryczne pary) niezerowych drugich pochodnych:

*fi
Ayi0¢

1
i (p3—iks—; — C3_;)’

(2070)

1

(20.0) p3—iB3:C;

9 fi
0y3_;0¢

_ 1 0 f5—s

T wifa_iCsy’ 0y; 0
(20.0) piB3—iCs Yy;0€

Parametr b wynosi

ViU V11U Vol VU2
b= — + + + > :
(m(uzk‘z —Cy)  mBaCy  p2fiCr o pa(piks — Ch)

Stwierdzamy, ze b < 0, o ile zachodzi , mozna wiec skorzystaé¢ z lematu dla przypadku a < 0.
Ponadto zauwazmy, ze punkty zo oraz Fqr sa tozsame, dlatego mozna oprze¢ si¢ na wynikach analizy
stabilnosci dla stanu Egy. O

Twierdzenie moéwi, ze dla istnieje zbiér ponadprogowych endemicznych stanéw stacjonarnych
i wystepuje bifurkacja nadkrytyczna dla Ry = 1.

3.2.6 Globalna stabilno$é stanéw stacjonarnych modelu krzyzowego

Przejdziemy teraz do zbadania globalnej stabilnosci stanoéw stacjonarnych uktadu (3.36). Na poczatku
skupmy si¢ na stanie wolnym od epidemii Ey.

Globalna stabilno$é¢ stanu wolnego od epidemii

Tak jak w przypadku endemicznego stanu stacjonarnego uktadu , w dowodzie globalnej stabilno-
§ci stanu Egr ukltadu (3.36) mozna zdefiniowaé¢ odpowiednia funkcje Lapunowa. Dowdd z wykorzystaniem
tej funkcji mozna znalezé w dodatku [B| Tutaj skorzystamy z koncepcji przedstawionej w [64].

Najpierw przedstawmy potrzebne oznaczenia. Wprowadzamy X; € RI' oraz X, € R}?, gdzie X
obrazuje liczebnosé¢ kazdej z n, grup ztozonych wylacznie z oséb niezainfekowanych, natomiast Xo mowi
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o liczebnosci kazdej z no grup, ktora tworza tylko zainfekowane osobniki. Zdefinujmy tez X := (X7, Xs)
oraz X* := (X}, 0), co odpowiada stanowi wolnemu od epidemii.
Rozwazamy uktad:

X =M (X) - X + My(X) - Xy, (3.60a)
Xy =M(X) - Xy, (3.60b)

gdzie M; € R™*™ M, € R *"2 oraz M € R"2*"2 g3 macierzami zwigzanymi z procesami zachodzacymi
w populacji. Uktad rozwazany jest na dodatnio niezmienniczym zbiorze €2 C ]RT*"Z.
Teraz przedstawmy zaltozenia potrzebne do lematu.

A Uktad (3.60) jest okreslony na dodatnio niezmiennyczym zbiorze Q zlokalizowanym w nieujemnym
ortancie (przez ortant rozumiemy uogoélnienie ¢wiartki dwuwymiarowego ukladu wspoélrzednych na
wyzsze wymiary); trajektorie uktadu (3.60) sa ograniczone z gory.

B Poduklad X; = M; (X1, 0) - X1 ma globalnie asymptotycznie stabilny stan stacjonarny X;* w kanonicz-

nym rzucie przestrzeni { na R’

C Dla dowolnego X € Q macierz M jest nieredukowalna oraz elementy macierzy M poza gtéwna przekatna
Sq nieujemne.

D Istnieje macierz M bedaca gornym ograniczeniem macierzy M okreslona na zbiorze ilorazowym M :=
{M(z1, 22, y1,Y2)/ (21, T2, y1,y2) € Q} taka, ze zachodzi:
e albo M ¢ M,
e albo jesli M e M (to znaczy M = max M), to dla dowolnego X €  takiego, ze M = M(Q),
Q
mamy X € R}' x {0} (inaczej mozna powiedzie¢, ze punkty, dla ktérych osiaga sie maksimum
zbioru M, sa zawarte w podrozmaito$ci obrazujacej brak epidemii).

E Maksymalna warto$¢ wlasna macierzy M jest nieujemna.

Powyzsze zalozenia uwzglednione sa w twierdzeniu 4.3 z [64], dowod tam zamieszczony zostal pomi-
niety w rozprawie. Przedstawimy to twierdzenie jako lemat pomocniczy.

Lemat 3.21. Jesli spetnione sq zaioz’em'a 7@ to stan wolny od epidemii uktadu (3.60) jest globalnie
asymptotycznie stabilny w ).

Teraz w kontekscie naszych rozwazan sformultujmy twierdzenie:

Twierdzenie 3.22. Stan stacjonarny wolny od epidemii Egr uktadu (3.36)) jest globalnie asymptotycznie
stabilny w Q przy spelnieniu nieréwnosci

Ci < ik,

3.61
B1B82C1Cy < (Cy — ks ) (Co — proks). (3.61)

Dowdd. Sprawdzmy najpierw, czy zalozenia |A| — |E| sa spetnione. W dowodzie przyjmujemy Q = Q.
Istnienie i wlasno$ci niezmienniczego zbioru (3.38]) uktadu (3.36]) implikuja spelnienie zalozenia|A| Teraz
ze wzgledu na zmienne x; wyréznijmy w ukladzie (3.36) poduktady

z) =01 — (3.62a)
LL'/2 = CQ — H2Zo. (362b)

Kazdy z podukiadow (3.62al) i (3.62b) ma stan stacjonarny odpowiednio 1 = Ty i 3 = T». Latwo
pokazaé, ze para stanéw (Z1,Zs) jest globalnie asymptotycznie stabilna w przestrzeni

C; C;
Q, = {(azl,xg) Dom; € |:Oéi+,ui7lii:|},

ktora stanowi kanoniczny rzut 2 na Ri. Stad spelnione jest zalozenie
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Przejdzmy do analizy zaloZenia Z uktadu (3.36)) wyodrebnijmy poduktad

Y1 = o191 + B1iraye — (1 + a1 + pa)ya,
Y = ZaYa + Bozayr — (N2 + o + p2)y2,

ktoéry mozna zapisa¢ w postaci

Y Y1 r1—ki iz m
= M = .
<y/2) (1, 22,91, 2) (yg) ( Bos 2y — ko "

Zwrocmy uwage, ze dla dowolnych (1,22, y1, y2) € Q elementy macierzy M poza gtéwna przekatna macie-
17y sg nieujemne i wéwczas M jest nieredukowalna. Obie wspomniane wtasnosci macierzy M gwarantuja
spekienie warunku [C]

Przejdzmy do omoéwienia zaltozenia @ Dla dowolnych (x1,x2, y1,y2) € 2 istnieje gorne ograniczenie

macierzy M postaci
~ P 7 C.
Mo (T ke AEcy o Gy
BoZa T — ko i
Zauwazmy, ze podana macierz jest elementem maksymalnym zbioru ilorazowego {M(x1, z2, y1,y2)/ (21,
Z2,Y1,Y2) € Q}. Co wiecej, wlasnosc
M = M(z) (3.63)
Ca
7 p2
spelniona dla x takich, ktore sg stanami wolnymi od epidemii). Ostatecznie stwierdzamy, ze speliony
jest warunek [D] R
Wykazemy teraz, ze spelnione jest zatozenie |E| Najwieksza warto§¢ wlasna macierzy M wynosi
1

. . 1/, - . - o
Amax = 3 (1 —k1+ T2 — ko) + 2\/($1 — k1 + T2 —ko)? — 4((331 —k1)(Z2 — ka2) — 5152331932)-

Warunki niedodatniosci Ajax przyjmuja postaé

jest spetniona tylko wtedy, gdy = = (%,O ,0) (w ogblnym przypadku powyzsza zalezno§¢ ma by¢

Ty < ki,
B152Z1Z2 < (T1 — k1) (T2 — k2),

co mozna zapisa¢ w postaci zaleznosci (3.61), wiec spelnione jest zalozenie Na mocy lematu
stwierdzamy zatem, ze stan wolny od epidemii uktadu (3.36) jest globalnie asympotycznie stabilny, o ile
zachodzg nieréwnosci (3.61]). O

Powiazmy jeszcze stabilno$¢ stanu wolnego od epidemii ze wspétczynnikiem odnowienia, jak to zostato
uwzglednione we wniosku 4.4 w [64], ktéry przedstawimy rowniez w postaci lematu pomocnicznego.
Dowd6d wniosku znajduje sie w [64].

Lemat 3.23. Niech bedq spetnione zatozenia lematu i miech zachodzi Ml = M(X},0). Wtedy stan
stacjonarny wolny od epidemii uktadu (3.60) jest globalnie asymptotycznie stabilny wtedy i tylko wtedy,
gdy wspotczynnik odnowienia w uktadzie (3.60) jest mniejszy bgdz réowny 1.

Zauwazmy, ze zachodzi zaleznosé R
M = M(Eg). (3.64)
Tutaj, w przeciwienstwie do (3.63)), rownosé ma by¢ spelniona tylko dla tego stanu wolnego od epidemii,
ktory wystepuje w twierdzeniu Skoro zachodza rownosé ([3.64)) oraz twierdzenie|3.22} to na podstawie
lematu [3.23| mozemy stwierdzié, ze

Stwierdzenie 3.24. Stan stacjonarny wolny od epidemii Eqr uktadu (3.36) jest globalnie stabilny wtedy
i tylko wtedy, gdy Ro < 1.

Oznacza to, ze warunki sg réwnowazne nieréwnosci Ry < 1.

Zwr6émy uwage, ze w réwnowaznosci ze stwierdzenia dopuszczalny jest przypadek C; = u;k;.
Spelnienie co najmniej jednej z tych réwnosci odpowiada przypadkowi Ry = 1. Wowczas co najmniej
jeden ze wspoélczynnikéw [y lub By wynosi zero, co stoi w sprzecznodci z zatozeniem modelu krzyzowego.
Nalezy podkresli¢, ze podejscie z [64] mozna stosowac nie tylko w modelach krzyzowych, ale tez w takich,
gdzie dynamika krzyzowa nie wystepuje lub jest niepelna (to znaczy, gdy tylko jeden ze wspomnianych
wspotczynnikéw wynosi zero).
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Globalna stabilno$é¢ stanu endemicznego

Przejdzmy teraz do stanu endemicznego F. i okre§lmy warunki jego globalnej stabilno$ci. Sformutujmy
twierdzenie:

Twierdzenie 3.25. Endemiczny stan uktadu (3.36) jest globalnie asymptotycznie stabilny, jesli spetnione
s¢ warunki jego istnienia (twierdzenie oraz jesli spelnione sqg nierownosci:

_ 2
+2
p (m + 1+ Buar + 2u1)y2$1) - (ﬁl(al “1)y2> >0, (3.65)
Y11 21
I +2 2
12 (a2 + 2 + Bolaz + Quz)ylxz) = (52(0‘2 “2)y1> >0 (3.66)
Y2U2 2y,
dla o o
i€ | —— ki . 3.67
Y |:ai + /Ufi:| (3.67)

Dowdd. Zdefiniujmy funkcje Lapunowa:

1 1
1,T2,Y1,Y2) = 5 (T1 —Z1 + Y1 — U1 2+*(9€2—5€2+y2—@2)2
v )= 5@ - g

+ (o1 + 2p1) <y1 — 71— ln gi) + (a2 + 2p2) <y2 — %2 —2ln Z;z) .

Z postaci tej funkcji wynika, ze V(z1, 22, y1, y2) jest nieujemna dla wszystkich z1, 22, y1,y2 > 0. Ponadto
stwierdzamy, ze V (21,2, y1,y2) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy (1,22, y1,92) = (T1, 91, T2, Ja).

Zauwazmy, ze po dodaniu réwnan (3.36a)) i (3.36¢) lub (3.36b)) i (3.36d]) dla stanu F. otrzymujemy

Ci = —pi%i + (i + i) ¥i-
Po dodaniu stronami wyrazenia —(«; + p;)y; — pix; do powyzszego réwnania uzyskujemy réwnosé
Ci — (@i + pi)ys — pizi = —pi(x; — i) — (i + i) (Yi — ¥i)- (3.68)
Ponadto dla stanu E, z réwnania dostajemy
T1Y2
7

(k1 =Z0)hh = biT1e = ki—Z1=0 (3.69)

Analogicznie z rownania (3.36d)) mamy

T2l
¥o
Obliczmy pochodna funkcji V' wzdtuz trajektorii uktadu (3.36)). Uzyskujemy

ko — %o = Po

Vi=(x1—%1+y1 — ?1)(01 — (o1 + p1)yr — M196‘1) + (x2 — To+ Y2 — Y2) (02 — (o2 + p2)y2 — leﬁz)
Y1 — N

+(a1 + 2u1) <y1($1 — ki) + 51961:92) + (a2 + 2#2)y2y_ LE (y2(962 — ko) + ﬁ2$2y1)-
2

Podstawiajac (3.68) do dwoch pierwszych skladnikow powyzszej sumy dostajemy

V' = (@1 =31 +y =50 (= e —31) = (0 + )1 — )

+ (w2 = T2+ 42— 72) ( — ol — 2) = (a2 + 12) (2 — 7))
Y1 — 1
h

Y2 — Y2

+(a1 + 2u1)

(yl(ffl — k1) + ﬁ1$1y2> + (o2 + 2p2) (92(562 — k) + 52$2y1)~
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Rozpiszmy powyzsza réwnosé w nastepujacy sposob:
V' =~ (e = 31)% = po(@2 — T2)° = (a1 + ) (1 —§1)% = (a2 + p2) (Y2 — 72)°
—(a1 +2m)(y1 — 1) (w1 — T — 21 + 1) + (041-1-2#1)51 "

P (4 — )
—(o2 +2p2) (Y2 — §2)(x2 — T2 — w2 + k) + (a2 + 2#2)52?(292 — 72)

= —pr(z1 — 1) — p2(w2 — T2)® — (a1 + 1) (Y1 — 41)° — (o2 + p2) (y2 — §2)°
(a1 +2p1)(yr — y1) (k1 — T1) + (a1 + 2p1) B x;ﬁ

(y1 — 1)

— (a2 + 2u2) (y2 — G2) (kz — T2) + (a2 + 212) o yy (y2 — ).

Rozwazmy wyrazenie

—(o1 +2m) (Y1 — G1)(ky — T1) + (a1 + 2001) B = " Py, — 1), (3.70)

ktore przedstawimy w sposob przydatny do dalszych rozwazan. Korzystajac z (3.69) zapisujemy

— (o +2p1) (kr — 20) (1 — 1) + (o1 + 21) B x;'fg (y1 — 71)

— (o1 + 2#1)ﬁ1 (yl 71) + (o1 + 2/11)51 ” (3/1 - 1)

=—Bi(a1 + 2#1) __yl (Z1G2y1 — T1Y251) -
Y1y

Dodajmy —Z1y1y2 + T1y1y2 do ostatniego czynnika w ostatnim wyrazeniu, przez co jego warto$é¢ nie
zmieni sie. Dostajemy

_\T1Y2y1 — T1y1Y2 + T1Y1y2 — T1Y2l
—B1(o +2u1)(y1 — 1) T
191

Z1(Y2 —y2)  y2(Tiyr — 351171))
Y Y11

= —p1(ar + 2u1)(y1 — 71) (

_ T1  Y2AT1y1 — T1Y1 + Tay1r — 1Y
= —Bi(ar +2u1)(y1 — 91) <(y2 - yz); _ vl )>

Y11
i x z —n) —i(r1— =
2—51(041+2M1)(y1—y1)((y2_y2)1_y2 1(y1 — 41) _yl( 1 1))
Yy Y1y1

= Bi(on +200) 2 (g1 — 50) (@ — y2) — Bula + 200) 2y — 1)
Y1 Y1y1
+B1 (a1 + 2M1)y (y1 — 1) (@1 — T1).

Analogicznie mozna przeksztalci¢ wyrazenie

— (s + 22) (y2 — T2) (k2 — Fa) + (2 + 22) B xyy (Y2 — B2). (3.71)

zeby uzyskaé

T T
— B2l + 2#2) 7 2(y2 — 52) (71 — y1) — Balaa + 2#2)21; (y2 — §2)* + Balaz + 2#2)y (y2 — J2) (22 — T2).
2%2
Ostatecznie otrzymujemy

V= —p(1 = 21)% = pawa — Z2)* — (01 + p1) (g1 — 1) — (a2 + p2)(y2 — 92)°

T
—Bi(o + 2#1) 7 “(y1 — 1) (G2 — y2) — Biar + QM)Z?;

(1 —)?

+B1 (a1 + 2H1)y (y1 — 1) (1 — T1) — Pl + 2M2)y (Y2 = 92)(71 —y1)

B (n + 2012) P22 (3 — )? + Baloe + 22) 2 (32 — o) (2 — 72).
Y2Y2
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Zwroémy uwage, ze dla (z1,y1,T2,y2) = (Z1,71, T2, §2) pochodna V' wynosi zero. Okreslmy warunki,
przy ktorych V' jest ujemna dla dowolnego nieujemnego stanu (z1, y1,22,y2). Sprawdzimy rownowazny
warunek gwarantujacy dodatnio$¢ wyrazenia —V” . Macierz formy kwadratowej —V’(x1 —Z1,y1 — §1, T2 —
Za,Y2 — §2), oznaczona przez My, ma postac

Bi(a1+2p1)y2

m 0 B 0
P 2 o megn
761(041;;2;#1)1/2 0 ar+pFmi2 g (ma+ma) 7
0 ,%j"?)yl %(mlJFmQ) a2+ﬂ2+m2§%

gdzie
Z1
—_

T
my = B1(a1 +2u1) =2
Y1

may = Ba(az + 242)
Y2
Analizujac znaki kolejnych minoréw wiodacych otrzymujemy warunki ujemnosci formy kwadratowej
Vi (z1 — 1,91 — Y1, T2 — T2, Y2 — Yo
e z minoru wiodacego pierwszego rzedu: p; > 0 — ten warunek jest zawsze spelniony zgodnie z zato-
zeniami modelu,
e 7z minoru wiodacego drugiego rzedu: pqus > 0 — rOwniez zawsze spelniony,

e 7z minoru wiodacego trzeciego rzedu:

_ 2
1o (Ml (ozl + g1+ Bi(en + zul)wal) - (Bl(al i 2“1)y2) ) >0 (3.72)

Y1y 2y
dla kazdego

C; C;
Yi S |: ‘ - kia Z:| )
Q; + [y i

co mozna zapisa¢ w postaci jednego warunku

= 2
2 <M1 <a1 + p1 + Bi(ar + 2#1)y2x1> — (51(‘3‘1 + 2#1)?/2) )

Y191 21

7, —2— — k Br(ar +2p1) <2
T1 2 1lan M
> po | g <041 + o1+ Bi(oa + 2/11)?71 ati > - = BN >0,
1 =L L
H1 2 (Oél-Htl kl)
e 7z minoru wiodacego czwartego rzedu:
p1qi — g2 >0, (3.73)
gdzie
T T
Q= pe <a1 + 1+ Brlaa +2p0) 2 1> <a2 + 2 + Bl + 22) - 2)
Y1y1 Y2Y2
2 _
Qs +2 z
_ <ﬁ2( 22 M2)y1> (Oq + i+ Bi(en +2/“)?/21)
Y2 Y1
1 z 2\ )"
1 2
— p2 (2 (51(a1+2u1)_ +52(a2+2u2)_)) )
a1 Y2
- P 2 P 2
a2 = | K2 (062 + p2 + Ba(az + 2#2)%@) - (ﬂQ(aQ uQ)yl) <_ﬂ1(a1 Ml)yQ)
Y2U2 212 2y

Warunek (3.73) mozna zapisa¢ za pomoca trzech zaleznosci: (3.65), (3.66]) oraz (3.67).
Zawuazmy, ze warunki (3.72)) oraz (3.65) sa rownowazne. Ostatecznie otrzymujemy zatem spelnienie
tezy postawionej w twierdzeniu. O

Okazuje sie, ze mozna zaproponowac kolejng funkcje Lapunowa majaca pozadane wlasnosci. Jej postaé
oraz obliczenia z nig zwiazane znajduja sie w dodatku [C]
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3.2.7 Symulacje numeryczne

Zobrazujmy dynamike uktadu (3.35) dla parametréw dopasowanych do danych rzeczywistych. War-
to$ci parametréw uzytych w symulacjach przedstawiono w tabeli

Tabela 3.3: Wartosci parametréw modelu opisywanego uktadem (3.35)). Wartosci wspotczynnikow trans-
misji zostaly dopasowane, wartosci pozostatych parametrow zostaly wziete z [25].

] Symbol \ Zjawisko opisywane przez wspotczynnik \ Wartosé ‘
aq, g $mier¢ z powodu choroby 0,09
Y1, V2 wyzdrowienie 0,9
1, e $mier¢ naturalna 0,009
Ch naplyw do podpopulacji niebezdomnych 11000
Cy naplyw do podpopulacji bezdomnych 60
511 transmisja choroby 6,0827 - 10~7
B12 transmisja choroby 1,0830-10~°
Ba1 transmisja choroby 3,0208 - 106
B2 transmisja choroby 5,1231-10%

W dalszych symulacjach parametry aq, as, v1, V2, 1, t2, C1 1 Co beda miaty te sama wartosé, dlatego
nie beda ponownie podawane. Poréwnanie miedzy danymi rzeczywistymi a symulowanymi zobrazowano

na rysunku [3.8

1, @)

450 ! T T
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100 ‘ ' . d
2000 2002 2004 2006 2008 2010 2012 2014 2016 2018

t

Rysunek 3.8: Gruzlica w wojewodztwie warmirisko-mazurskim w przeciagu lat 2001-2018 (liczba os6b
chorych niebezdomnych). Poréwnanie miedzy danymi rzeczywistymi a symulowanymi.

Wykresy na rysunku przedstawiaja portrety fazowe uktadu (3.35) w podprzestrzeniach fazowych
(S1,11) i (S2,13), dla wartosci parametrow przedstawionych w tabeli W tym przypadku stan wolny
od epidemii Fgr jest globalnie stabilny, endemiczny stan F. za$ nie istnieje.
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Rysunek 3.9: Portrety fazowe dla ukladu (3.35) w przestrzeniach fazowych (S1,1;) (a) i (S2,1I2) (b)
dla dopasowanych wartosci parametrow przedstawionych w tabeli [3:3] Punkty poczatkowe trajektorii
zaznaczono na niebiesko, konicowy — na czarno.

3.3 Dyskusja

W tym rozdziale przedstawiliSmy analize dwoch modeli krzyzowych rozprzestrzeniania sie epidemii
w populacji ztozonej z dwoch podpopulacji rézniacych sie stopniem ryzyka zachorowalnosci lub zakazal-
noéci (albo tymi dwoma cechami). Obie te podpopulacje nazywamy odpowiednio podpopulacja niskiego
i wysokiego ryzyka. Pierwszy z modeli postaci zaktada zmienny naptyw osobnikéw do populacji.
To zalozenie zostalo spelnione poprzez uwzglednienie wspotczynnika przyrostu netto populacji, ktory od-
zwierciedla narodziny, migracje oraz $mier¢ osobnikéw. Przyjeto, ze przyrosty te w obu podpopulacjach
przebiegaja niezaleznie i wzrost lub spadek liczebnosci podpopulacji sa proporcjonalne do tych liczebnosci.
Drugi model, majacy posta¢ (3.36)), opisuje staly naptyw osobnikéw. W modelu tym dla kazdej z pod-
populacji przyjeto dwa wspoétczynniki, ktére opisuja odpowiednio naptyw oraz $miertelno$é osobnikéw
danej podpopulacji. Oba te procesy odbywaja sie odrebnie w kazdej z podpopulacji. Naptyw osobnikéw
jest niezalezny od liczebnosci podpopulacji, liczba zmartych osobnikéw zas jest proporcjonalna do tej
liczebnosci.

W pierwszym podrozdziale oméwiliSmy model . Stwierdziliémy, ze ten model ma wtasnosci mal-
tuzjanskie — dla okreslonego zbioru parametréw kazda z podpopulacji moze rozrasta¢ sie nieograniczenie
lub wymieraé¢. Nalezy mieé¢ jednak na uwadze, ze stosujemy model do przewidywania dynamiki epidemii
w krotkim horyzoncie czasowym, zatem wspomniana cecha moze by¢ traktowana tylko jako tendencja
we wzroscie lub spadku rozmiaru populacji. AnalizowaliSmy istnienie i stabilno$¢ stanow stacjonarnych
badanego uktadu. Przedstawili§my dwie wersje modelu — bez oraz z aktywnym wykrywaniem.

W uktadzie bez aktywnego wykrywania istnieja nastepujace stany stacjonarne: zerowy (Ejy), endemicz-
ny (F.) i dwa potdodatnie (F; i Es), ktore odnosza sie do przypadku ekstynkcji jednej z podpopulacii.
Wtlaczanie aktywnego wykrywania wyklucza istnienie stanéw Ej i E7, ale nie eliminuje maltuzjanskiej
natury modelu.

Rozwazmy teraz model opisany ukladem dla populacji niejednorodnej i dwa modele dla odse-
parowanych podpopulacji jednorodnych, to jest przypadek gdy 5, = B2 = 0. W tym celu odniesiemy sie
do uktadu dla pierwszej podpopulacji z parametrami o i Ay, a dla drugiej z parametrami oy i As,
przy czym wystepuje dodatkowo wspoélczynnik n; przy y; w drugim skladniku sumy w prawej stronie
réwnania .

Z analizy przeprowadzonej w paragrafie wynika, ze dla modeli dla odseparowanych podpopulacji
warunkami istnienia i stabilnosci dodatnich stanéw stacjonarnych sa nieréwnosci 0 < A; < «y;. Nalezy
podkreslié, ze chociaz te warunki gwarantuja istnienie i stabilno§¢ dodatnich stanéw stacjonarnych dla
podpopulacji rozpatrywanych oddzielnie, to nie gwarantuja one istnienia dodatniego stanu dla populacji
niejednorodne;j.
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Rysunek przedstawia diagram bifurkacyjny, gdzie A; i Ay sg traktowane jako parametry bifurka-
cyjne. Zauwazmy, ze dodatni stan FE. istnieje tylko w regionie 11, podczas gdy oba dodatnie stany uktadu
(1.3) dla odseparowanych podpopulacji istnieja i sa stabilne w kazdym z regionéw I, I1 i I11. Rysunki
i ilustruja portrety fazowe ukladu dla ustalonych wartosci parametréw gwarantujacych,
ze dodatni stan stacjonarny FE. nie istnieje, natomiast példodatni stan FEs istnieje i jest stabilny. Dla
tych samych wartosci parametréw dodatnie stany stacjonarne odpowiadajace odseparowanym podpopu-
lacjom istniejg i sa stabilne. Odpowiednie portrety fazowe przedstawiono na rysunkach i[3:5d} Mozna
stwierdzi¢ zatem, ze dynamika modelu krzyzowego rézni sie od dynamiki odpowiednich modeli dla odse-
parowanych podpopulacji. W przypadku podpopulacji rozpatrywanych oddzielnie, obie te podpopulacje
moga istnie¢, podczas gdy w przypadku uwzglednienia interakcji miedzy podpopulacjami, jedna z nich
wymiera z powodu miedzypodpopulacyjnej transmisji choroby. UzyskaliSmy wiec potwierdzenie hipotezy
badawczej postawionej we wstepie pracy, wskazujacej na koniecznosé stosowania modeli krzyzowych do
badania przebiegu epidemii w populacjach niejednorodnych.

Rozwazajac dwie podpopulacje roznigce sie okreslong cecha (w naszych rozwazaniach jest to stopier
zachorowalnosci) potwierdziliSmy hipoteze, ze choroba moze by¢ przenoszona z jednej podpopulacji (tutaj
jest to podpopulacja wysokiego ryzyka) do calej populacji, co prowadzi do rozprzestrzeniania sie epidemii
[109]. Oznacza to, ze aby kontrolowaé transmisje choroby w populacji niejednorodnej nie wystarczy analiza
dynamiki choroby w kazdej z podpopulacji osobno, zwlaszcza kiedy podpopulacje réznig sie ryzykiem
zakazenia.

W drugim podrozdziale przedstawiliémy analize kolejnego modelu krzyzowego epidemii w populacji
niejednorodnej. Zauwazmy, ze w ukladzie (3.36), w przeciwienstwie do ukladu (3.3), nie wystepuja wla-
snosci maltuzjaniskie. Oznacza to, ze w modelu (3.36) nie ma sytuacji, kiedy jedna lub obie podpopulacje
wymieraja lub rozrastaja sie nieograniczenie.

ZbadaliSmy warunki implikujace istnienie oraz lokalng stabilno§é stanéw stacjonarnych uktadu .
Rozwazali§my wspotczynnik odnowienia choroby jako parametr bifurkacyjny uktadu. Stan wolny od epi-
demii jest lokalnie asymptotycznie stabilny, jesli Ry < 11 traci stabilnosé, gdy Rg przekracza 1. Oznacza
to, ze jesli Ry > 1, to choroba rozprzestrzeni sie i prawdopodobnie utrzyma sie w podpopulacji niskiego
ryzyka. Jedli Ry < 1, to choroba nie bedzie mogta sie utrzymaé¢ w populacji. Warunki konieczne stabil-
nosci endemicznego stanu stacjonarnego E. sy trudne do sformutowania. W $wietle powyzszej analizy
mozna stwierdzié, ze:

e jesli zachodzi (N)), to albo stan Eqy istnieje i jest lokalnie stabilny, albo oba stany Eq i E. istnieja,
ale Eg4r jest niestabilny,

e w pozostalych przypadkach stan F. istnieje i stan Eg4s traci stabilnosc.

Z twierdzenia o rozmaitosci centralnej otrzymali$my jednak, ze blisko stanu wolnego od epidemii ist-
nieje galaz ponadprogowych endemicznych stanéw stacjonarnych. Kiedy R jest nieznacznie wieksze od
1, wtedy istnieja endemiczne stany stacjonarne, ktore sa lokalnie asymptotycznie stabilne. Stad otrzy-
mujemy wniosek, ze zmniejszanie wartosci Ry ponizej 1 zmniejsza poziom zachorowalnosci do momentu
wygasniecia choroby, kiedy Rq bedzie mialo wartosé¢ ponizej 1. Warto jednak zauwazyé, ze chociaz do-
datni stan stacjonarny F, istnieje, to moze by¢ niestabilny, w szczegélnosci, gdy jeden ze wspolczynnikow
naplywu jest wystarczajaco duzy, podczas gdy drugi jest wystarczajaco maty.

Zwr6émy uwage, ze dla populacji jednorodnej warunek wystarczajacy wyeliminowania choroby to
C < kp. Ten warunek nie gwarantuje jednak, ze choroba nie bedzie sie rozwija¢ w populacji niejed-
norodnej. Jesli C; > p;k; i C; < pjk;, gdzie j = 1,2 1 ¢ # j, to wspoélczynnik odnowienia choroby
przewyzsza 1 i infekcja moze sie rozprzestrzenia¢. Co wiecej, jesli zachodzi , ale spelniony jest waru-
nek (u1k1 — C1) (peke — C2) < 18201 Ca, to choroba moze wciaz sie rozwijac.

Z analizy modelu ([3.36) mozna zatem wywnioskowac, ze transmisja choroby z jednej podpopulacji do
drugiej moze znaczaco przyczyni¢ sie do rozwoju epidemii w catej populacji. Nawet jesli wspodtczynnik
odnowienia choroby dla jednej podpopulacji jest mniejszy niz 1 i gwarantuje, ze infekcja nie utrzyma sie
w danej odizolowanej podpopulacji, to choroba moze by¢ przeniesiona z jednej podpopulacji na druga
i choroba moze rozwinaé sie w populacji niejednorodnej. Oznacza to, ze rozwazanie dynamiki epidemii
osobno w kazdej podpopulacji nie jest wystarczajace do kontroli rozwoju choroby. Aby wyeliminowac
infekcje, nalezy rozwazaé krzyzowa dynamike epidemii. Jest to najwazniejsza hipoteza rozprawy, ktéra
zostata potwierdzona takze w tym modelu.

Powr6émy teraz do modelu opisywanego przez uktad i wyj$ciowe parametry. Korzystajac z pa-
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rametrow z tabeli [3.3] dostajemy
C; < (v + ai +,Ui)7
Bii
co jest rownowazne warunkowi dla uktadu (3.36). Co wiecej, na podstawie parametrow z tabeli
uzyskujemy dla modelu (3.35) zaleznosé

(Ml(% + oy + ) — 01511) (Mz(’)’z + o+ pi2) — 02522> < B12821C1C,

ktéra jest rownowazna nieréwnosci (uiki — C1)(poks — C2) < B182C1C; dla modelu (3.36). Oznacza
to, ze stan wolny od epidemii jest niestabilny oraz stan endemiczny istnieje. W istocie uzyskujemy, ze
w tym przypadku stan endemiczny jest lokalnie stabilny (rysunek [3.9). Na rysunku przedstawiono
diagram bifurkacyjny. Zauwazmy, ze jesli warto§¢ Cy jest wystarczajaco mala, zeby przekroczy¢ niebieska
linie, to stan endemiczny bifurkuje do stabilnego stanu wolnego od epidemii. Oznacza to, ze niezaleznie
od wspolczynnikéw transmisji, sposobem na zahamowanie rozprzestrzeniania sie epidemii w populacji
jest ograniczanie naptywu do podpopulacji 0s6b bezdomnych. To potwierdza medyczna hipoteze [19], ze
gruzlica moze rozprzestrzeniaé sie z grupy bezdomnych do catej populacji. Wiasnosci modelu (aco
za tym idzie, rowniez (3.36))) wskazuja tez na stusznos¢ hipotezy postawionej w rozprawie, ze w populacji
niejednorodnej moze nastapic transmisja choroby z jednej podpopulacji do catej populacji, co przyczynia
sie do rozwoju epidemii.

200000 ' ' ! g J ol T T T e "
Stan wolny od epidemii stnieje [ Stan wolny od epidemii istnieje
i nie jest stabilny. 80 i nie jest stabilny.
e00ee , Stan endemiczny istnieje.
Stan endemiczny istnieje. - ]
& 1000007 S
60
50000] ’ s Stan wolny od epidemii istnieje
[ 1 i jest stabilny.
L ] “"Stan endemiczny nie istnieje.
0

L L L L L L L L L L L L L L L L
0 5000 10000 15000 20000 10000 10200 10400 10600 10800 11000 11200 11400
Cq Cy
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Rysunek 3.10: Diagram bifurkacyjny dla uktadu i powiekszenie diagramu. Niebieska linia obrazuje
wykres (/11(71 +oar+ ) — 01511) (,ug(vg + o+ p2) — Cgﬁgg) — B12821C1C5 = 0. Linia zielona opisuje
prostg C; = Wrg%iﬁ“l), czerwona — prostg Cy = w Na z6tto zaznaczono punkt (C,Co)
dla wartosci O i Cy wzietych z tabeli Do symulacji uzyto parametréw z tabeli

Poniewaz nieréwnosci (3.52)—(3.54) opisujace warunki wystarczajace stabilnosci endemicznego stanu
stacjonarnego F. s trudne do zinterpretowania, skupimy sie na prostszym przypadku, gdy 51 i 82 daza do

zera. Wowczas z rownan ([3.40) mamy i? = k;, natomiast z (3.39)) dostajemy g? = Cljiﬁlk Stwierdzamy

zatem, ze dodatni stan stacjonarny EY = (f?7 gj?, 9620, gjg) istnieje, jesli zachodzi (]E[) Mamy
70—~k 41 0 0
gy 0 0 0
J(E4) — yl DN
0 0 —Uy —p2 —katm
0 0 4 0

Wielomian charakterystyczny macierzy J(E;) ma postaé

PO) = (W42 (5 +m) +50 (= 1) ) (42 (55 + 1) + 58 (b2 =) )-

120



Zauwazmy, ze zachodza zalezno$ci
g0 4> 0, Y (k= 1) =yi(oa+p) >0, 5 (k2 —n) = ya(oz + p2) > 0.

Wielomian P(A) ma zatem cztery miejsca zerowe z ujemnymi cze$ciami rzeczywistymi. Oznacza to, ze
niezaleznie od warto§ci parametréw modelu, stan ES jest zawsze lokalnie stabilny. Dla £, B2 — 0
mozemy zatem stwierdzi¢, ze

e jesli zachodzi (P), to stan Ey istnieje i jest niestabilny, natomiast stan EY istnieje i jest lokalnie
stabilny,

e jesli zachodzi (N)), to stan Ey istnieje i jest lokalnie stabilny, natomiast stan EY nie istnieje,

e w pozostalych przypadkach stan Fgr istnieje i jest niestabilny, natomiast stan EY? nie istnieje.

Na podstawie powyzszego wniosku mozemy zatem stwierdzi¢, ze podprzestrzen parametrow (Cq, Cs) jest
podzielona na cztery regiony w taki sposob, ze przejécie z jednego regionu do drugiego zmienia stabilnosé
danego stanu stacjonarnego. Wyniki te zobrazowano na rysunku Zauwazmy, ze jesli zachodza zalez-
nosci C; > p;k; i C; < pjk;, © # j, to dla pierwszej podpopulacji istnieje lokalnie stabilny endemiczny
stan stacjonarny (Z;,9;), &, % > 0, natomiast dla drugiej podpopulacji istnieje lokalnie stabilny stan
stacjonarny wolny od epidemii (z;,0), z; > 0.

C2

Stan wolny od epidemii Stan wolny od epidemii
istnieje i jest niestabilny. istnieje i jest niestabilny.
Stan endemiczny Stan endemiczny
nie istnieje. istnieje i jest

lokalnie stabilny.

Hale

Stan wolny od epidemii Stan wolny od epidemii
istnieje i jest istnieje i jest niestabilny.
lokalnie stabilny.

Stan endemiczny
Stan endemiczny nie istnieje.
nie istnieje.

pky C;

Rysunek 3.11: Diagram bifurkacyjny dla uktadu (3.36) przy zalozeniu, ze parametry (1, f2 daza do zera.
Niebieskie pogrubione linie przedstawiaja proste C; = u1ky i Cy = psoko.

Powr6¢émy jeszcze do wniosku wynikajacego z analizy obydwu modeli i moéwiacego o tym,
ze w przypadku epidemii w populacji niejednorodnej z podpopulacjami o r6znym stopniu ryzyka zakazenia
analiza dynamiki choroby w kazdej z podpopulacji osobno jest niewystarczajaca. Ten wniosek uwydat-
nia koncepcje istotnosci tak zwanych roznosicieli z grupy rdzeniowej w rozprzestrzenianiu sie i trwaniu
choroby zakaznej [54], [118]. Grupe rdzeniowa tworza osobnicy przenoszacy chorobe na tyle skutecznie,
ze gwarantuje to transmisje choroby w populacji, ale w przypadku ich braku infekcja moze wygasnac [g],
[53].
Poniewaz osobniki z grupy rdzeniowej maja nieproporcjonalny wktad w przenoszeniu choroby, jest
bardzo wazne, aby skutecznie ich identyfikowaé, co moze skutkowaé zaprzestaniem rozprzestrzeniania sie
epidemii. Wskazanie osobnikéw z wysokim ryzykiem zakazenia moze mie¢ gléwny wplyw na transmisje
choroby. Istnienie grupy rdzeniowej sugeruje zatem, ze odnalezienie i leczenie 0séb z tej grupy moze by¢
efektywnym uzyciem zasobéw dostepnych do kontroli rozprzestrzeniania sie epidemii. W szczegolnosci
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wskazuje sie, ze wzglednie mata cze$é¢ populacji przyczynia sie do utrzymania epidemii. Z drugiej strony,
trudnos$é¢ moze sprawic¢ okreslenie, ktéry z czynnikéw ryzyka moze byé przydatny, zeby zidentyfikowaé
grupe rdzeniowa tak, aby mozna byto dokonaé¢ okresowych badan przesiewowych, zeby pacjenci z tej
grupy zostali wyleczeni i byli zdrowi przez dtugi czas. W przypadku gruzlicy w wojewodztwie warminsko-
-mazurskim grupa rdzeniowa sa osoby bezdomne. Akcje aktywnego wykrywania wérdd tych oséb z pew-
noscia przyczynily sie do radykalnego zmniejszenia liczby 0séb, ktore zachorowaly na gruzlice w kolejnych
latach. Obecnie najnowszym zagadnieniem epidemiologicznym jest badanie dynamiki COVID-19. Dla tej
choroby na ten moment trudno wskazaé¢ grupe rdzeniows.
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Rozdzial 4

Modele dyskretne dla populacji
niejednorodne]

Po analizie modeli ciggltych dla populacji niejednorodnych przejdziemy do analizy analogicznych mo-
deli dyskretnych. Tak jak w rozdziale [2] dokonamy dwoch rodzajow dyskretyzacji — za pomoca otwartego
schematu Eulera (EFEM) oraz dyskretyzacji niestandardowej (NSDM). W podrozdziale stwierdzi-
liSmy, ze w uktadzie (]%nie wystepuja zachowania maltuzjanskie, co miato miejsce w ukladzie .

Z tego powodu uktad (3.36) uznajemy za bardziej odpowiedni do modelowania dynamiki epidemii, za-
tem w tym rozdziale zajmiemy sie dyskretyzacja tylko tego uktadu. Tak jak w rozdziale [3| przyjmujemy

zalozenie (HH)).

4.1 Model oparty na otwartym schemacie Eulera

W tym podrozdziale przeprowadzimy dyskretyzacje uktadu (3.36)) za pomoca EEM i dokonamy ana-
lizy tak powstatego uktadu. Otrzymany uktad ma postaé

ity =D 4 b (Cr = aDyD = BralDy@ 4y - mall))
yy =y + b (aDyD 4+ BuaDy@ — kyl),
22y =2 4+ (Co = a@yP = BraPyD +myP — poa?)
y2r =y + h (a@yD + BaPyD — kayP),

gdzie ng) i yﬁf) sg rozmiarami odpowiednich grup oséb i-tej podpopulacji w n-tym kroku. Przyjmujemy

n € N oraz h > 0.
W celu poprawy czytelnosci zapisu wprowadzamy oznaczenia:

e =i,y =y, i = xﬂu yi = yr(:J)rlv (4.2)
ktore bedziemy stosowaé rowniez dla pozostatych ukladéw dyskretnych. Tam, gdzie moze prowadzi¢ to
do niejednoznacznosci, zastosujemy wczesniejsze oznaczenia. Korzystajac z (4.2) zapiszmy uklad (4.1
w postaci

i =21+ h(Cr — 21y — freaya +y1 — pz), (4.3a)
vy =1+ h(ziyr + Brzye — ki) (4.3b)
23 = w0 + h(Co — mayz — Bamays + Ny2 — pat2), (4.3c)
Y3 = Y2 + h (22 + Baways — kaya) . (4.3d)

4.1.1 Podstawowe wlasnos$ci modelu

Przejdzmy do omowienia podstawowych wlasnosci modelu (4.3). Podobnie jak w przypadku dwu-
wymiarowym, oszacujmy rozmiar kazdej z podpopulacji. WprowadZzmy w; = x; + y;. Dodajac stronami
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(4.32a) i (4.3b]) lub (4.3¢) i (4.3d) dostajemy

wi = w; +h(C; — pyw; — ay;) < wi + h (Cy — pyw;)

przy czym powyzsze szacowanie zachodzi przy zalozeniu y; > 0. Jesli

1 1
h < min <, ) , (4.4)
M1 2
to otrzymujemy ograniczenie gorne
‘ N7
w® <wl + =L,
Hi
tak samo jak dla modelu (2.1)), por. str. 29. Oznacza to, ze liczebnosci obu podpopulacji sa ograniczone
z gory. Z tego oczywiscie wynika, ze liczebno$é catej populacji jest réwniez ograniczona z géry. Mozemy
tez sformutowac¢ wniosek:

Wniosek 4.1. Jesli zachodzi (4.4) oraz wéi) < %, to wg) < % dla kazdego n € N,

W dalszej czesci tego rozdziatu zaktadamy, ze zachodzi nieréwnosé (4.4). Wprowadzmy czterowymia-
rowy zbidr

~

C,
Q:= {($17y1,x2,y2) ER*: O<zi+y < MZ}
K3
Sprawdzmy warunki gwarantujace niezmienniczo$¢ tego zbioru dla uktadu (4.3). Sformutujmy najpierw
twierdzenie:

Twierdzenie 4.2. Jesli

1 1

in{—,— 4.
h<m1n(k1,k2>, (4.6)
h < -t (4.7)

So6 . C :

Prgs Tt
oraz 1

h< —— (4.8)

> O, Cy )
Bofir + 52+ 2
to rozwigzania (;z:%l),yg),xg),yg)) uktadu 4.3) pozostaja w zbiorze Q dla dowolnego n € N .

Dowdd. Zakladamy, ze zachodzi (4.5). Z postaci rownan (4.3b)) i (4.3d) stwierdzamy, ze warunkiem gwa-
rantujacym dodatnio$¢ zmiennych y; i yo s odpowiednio nieréwnosci

y1 > hkyi, y2 > hkys.
Mozemy je zapisa¢ w postaci h < % ih< k%, te za$ lacznie jako (4.6).
Przejdzmy do zbadania warunkow dodatniosci zmiennej 1. W tym celu prawg strone rownania (4.3al)
zapiszmy jako funkcje
Gi(z1,y1,92) == 21+ h (C1 — 2191 — Biwrye +y1 — pam1) -
Potrzebna jest nieréwnos¢ G1(x1,y1,y2) > 0, czyli
z1+h(Cr — 2191 — frz1y2 +y1 — 1) > 0.

Zapiszmy powyzsza nieréwnos$¢ w postaci

x1+h(Cy +y1) > hay (y1 + Bryz + ) - (4.9)
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Okreslenie warunkéow gwarantujacych nieujemnosé Gi(x1,y1,y2) na podstawie (4.9)) jest skomplikowane.
Rozpatrzymy wiec latwiejsza do analizy nieréwnosé, ktora jest silniejsza niz (4.9), czyli

x1 4+ hCy > hay (y1 + Biye + 1) - (4.10)
Z wniosku [£.1] mamy
C C.
y1§f1—$1, y2§72.

%1 M2
Wzmocnijmy nieréwnosé (4.10) uwzgledniajac w niej powyzsze zaleznosci. Dostajemy

C C.
x1 4+ hCy > hay (1 - T +512+M1>~
1251 M2

Zapiszmy te nieréwnosé¢ tak, by po lewej stronie pojawil sie trojmian kwadratowy zmiennej x;. Uzysku-
jemy

H2 K1
Wspoétezynnik przy najwyzszej potedze z; oraz wyraz wolny tréjmianu sa zawsze dodatnie. Istnienie
miejsc zerowych determinuje wiec znak wyrazenia

C. C
a=1—h<ﬁ12+1+u1).
M2 M1

Wowczas P(x1) > 0 dla 21 > 0, jesli zachodzi jeden z zestawéw warunkow:
e albo gdy a > 0,
e albo gdy a < 0 oraz wyrédznik wielomianu P(x1) jest ujemny.

Najpierw zalézmy, ze a > 0. Wéwcezas z nieréwnosci
C C
12h<512+1+p&1>.
H2 H1

dostajemy szacowanie
1

h< ——————.
51%+%+M1

W drugim przypadku musi zachodzié
1

h>
C. C ’
Pria T tm

co oznacza, ze h nie moze by¢ dowolnie mate i stoi w sprzecznosci z zalozeniami o gérnym ograniczeniu
kroku h.
Podobne rozumowanie mozna przeprowadzi¢ dla zmiennej xo. Prowadzi ono do szacowania

1
S—’
52%+%+M2

Zauwazmy, ze (4.6]) implikuje (4.4), co wraz z (4.5)) daje Wniosek Ostatecznie dostajemy wiec teze
twierdzenia. O

Przyjrzyjmy sie ponownie nieréwnosciom 7. Zauwazmy, ze warunki oraz , ktore
gwarantuja dodatnio$¢ zmiennych z; i zo, zapewniaja tez dodatnio$¢ zmiennych y; i yo, poniewaz obie
nieréwnosci i (4.8) sa razem silniejsze od warunku ze wzgledu na (HH). Nalezy jednak zwrécié
uwage, ze zaleznosci (4.7) i wynikaja z konkretnego szacowania nieréwnosci (4.9). Moze si¢ jednak
okazaé, ze okreslony warunek poczatkowy i parametry uktadu maja takie wartosci, ze tego typu
szacowanie nie jest konieczne i zamiast i otrzyma sie warunki spelnione dla wiekszego zakresu
parametréw i tak uzyskane warunki nie musza by¢ silniejsze od . Z tego powodu nieréwnosé
zostata przytoczna w tredci twierdzenia,

Wspomnijmy jeszcze o wspotczynniku R dla uktadu . W celu jego wyznaczenia ponownie sko-
rzystaliSmy z podejscia przedstawionego w [7]. Otrzymana wartos¢ wspolczynnika jest taka sama, co
w przypadku analogicznego uktadu ciaglego . Obliczenia prowadzace do wyznaczenia Ry (zdefinio-
wanego wzorem ) dla obu ukladéw sa bardzo podobne, zatem dla przypadku dyskretnego zostaly
pominiete.

h
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4.1.2 Stany stacjonarne i ich lokalna stabilno$é

W tej czesci przedstawimy warunki lokalnej stabilnodci stanéw stacjonarnych uktadu (4.3). Oczywiscie
stany stacjonarne uktadu (4.3)) sa takie same jak w odpowiednim modelu ciagltym. Przypomnijmy postaci
tych stanéw:

Ce

T 0) istniejacy zawsze;

e stan wolny od epidemii Fqr = (£1,0,22,0) = (%,0
e stan endemiczny E. = (Z1,§1,Z2, J2) — warunki jego istnienia przedstawiono w twierdzeniu

Warunki gwarantujace istnienie tych stanéw w ukladzie ciagltym pokrywaja sie z warunkami ich istnienia
w ukladzie (4.3)). Ponadto w modelu dyskretnym dla stanu wolnego od epidemii uwzgledniamy warunki
(4.7)-(.8), dla stanu endemicznego za$ zaleznodci (4.6)—(4.8). W przypadku obu stanéw dodatkowo

zakladamy (4.5]).
Przejdzmy do zbadania lokalnej stabilnosci stanow stacjonarnych ukladu (4.3). Macierz Jacobiego

tego uktadu (4.3) ma postaé

1—h(yr + Bryz2 + p1) h(1 — 1) 0 —hB1z1
L h(y1 + B1y2) 1+ h(z1 — k1) 0 hp1x1
Jd($17yl,$2,y2) H 0 7h,32:E2 1— h(yg +/6'2y1 +M2) h(77 o x2)
0 hfB2x2 h(yz + ﬁ2y1) 1+ h(.rg — ko)
Zdefiniujmy
uy = y1 + 1y, U2 = Y2 + Bay, (4.11)

aby powyzsza macierz zapisa¢ prosciej jako

1-— h(u1 + [1,1) h(]. - .’21) 0 —hﬁlxl
. huq 1+ h(l‘l — kl) 0 hB121
Jd(l’l; y1,$27y2) - 0 _h62$2 1— h(u2 + ,LLQ) h(n _ 3?2)
0 hBsxs huo 1+ h(.i?g — ]4?2)

Lokalna stabilno$é stanu stacjonarnego wolnego od epidemii

Zacznijmy od analizy lokalnej stabilnodci stanu Egr. W ponizszym twierdzeniu i jego dowodzie sko-

rzystamy z oznaczenia
0= (kl — 21 — ko + i’g)z + 481 B221ZT2 > 0. (4.12)

Sformulujmy twierdzenie:

Twierdzenie 4.3. Stan stacjonarny Eq uktadu (4.3)) jest lokalnie stabilny, jesli zachodzq nieréwnosci

, oraz

4
h < . (4.13)
Ci C
fy— Gk = G2+ V0
Dowdd. Zaktadamy istnienie stanu Eqr. Zapiszmy macierz Jacobiego ukladu (4.3) dla stanu Eg:

1-— hﬂl h(]. - jl) 0 7hﬂ1i’1

0 1+ h(z1 — k1) 0 hB1%1
Ja(Egr) = - - 4.14
a(Eay) 0 —hB2Z2 1 — hpo h(n — Z2) (4.14)

0 hB2To 0 1+ h(i‘g — k‘g)

Wielomian charakterystyczny tej macierzy ma postac
P1(A) = (1 = hpa = A)(1 = hpa — A)P2(A),

gdzie
Po() = (1+h(@1 — ki) = A) (14 (@ — ks) = A) = h2B1 523155,

Wartosci wtasne macierzy Jy(Eqr) wynosza Ay = 1 — hpq, Ao = 1 — hpug oraz

1
Noa =5 (2R — ki + 32— ko) £ 1Y),
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gdzie h20 jest wyroéznikiem wielomianu Py (h).

Lokalng stabilnos¢ stanu Eq gwarantuja warunki |A;| < 1, j = 1, 2, 3, 4. Zauwazmy, ze implikuje
(4.4), stad mamy Ay 5 > 0 oraz A1 2 < 1. Dostajemy wiec |A1 2| < 1.

W przypadku A3 4 wystarczy sprawdzi¢ A3 < 1 oraz Ay > —1. Pierwsza nieréwno$¢ mozna zapisaé¢
jako

1
§<2+h(i‘1—k‘1+3~32—k‘2)+h\/g> <1,

h(F1 — k1 + &2 — ko) + hvV/0 < 0,

czyli
ki1 — 21+ ko — 29 > \/é (415)

Dodatnioé¢ (4.15)) jest zapewniona przez zaleznosé k; > 7; = %, tzn. (N). Podnoszac obie strony (4.15)
do kwadratu mamy

(k1 — %1+ (ks — 72) ) > 0.
Po podstawieniu (4.12)) dostajemy

2
(ky — &1 + kg — &2)° > (kl — &1 — (k2 — 352)) + 451822122,

(k1 — 1) + 2(k1 — 1) (k2 — T2) + (ko — 32)?
> (k — 21)% — 2(k1 — 21) (ko — Z2) + (ko — Z)? + 451 f2F1 20,
4(kr — 1) (kg — T2) > 461527122,
C C C, C
<k1 - 1) (kz - 2) > B1fa— 2,
H1 K2 H1 H2

Po przemnozeniu obu stron przez p;ps uzyskujemy .
Nier6wnos$¢ A4 > —1 zapisujemy jako

1

5(2+h(i1*k1+i’2*k2)*h\/§) > —1,

h(kl—fcl—kkg—ig—k\/é) <4,

4
h < — — .
klffleer*IQJr\/é
Ostatnia nieréwnos¢ jest tozsama z (4.13)). O

Podkreslmy, ze dyskretyzacja modelu ciaglego (3.36)) wymusita dodatkowy warunek lokalnej stabilno-
§ci stanu Eg postaci (4.13)), dotyczacy kroku dyskretyzacji.

Lokalna stabilno$é endemicznego stanu stacjonarnego

Przejdzmy teraz do omoéwienia lokalnej stabilnosci stanu endemicznego E.. Okreslenie lokalnej sta-
bilnosci tego stanu za pomoca wartosci wlasnych macierzy Jacobiego Jy(E.) albo za pomoca kryterium
Juryego prowadzi do skomplikowanych rachunkéw. Z tego powodu zastosujemy podejécie przedstawione
w [20]. Podane tam twierdzenie pozwala zbadaé lokalng stabilno$¢ danego stanu stacjonarnego w cztero-
wymiarowym uktadzie dyskretnym.

Przytoczmy tres¢ tego twierdzenia, jego dowod mozna znalezé w [20].

Niech dany bedzie czterowymiarowy uktad dyskretny

(xn—o—la yn+1a Zn+17 un+1) == F(l’n, Yns Zn, un)a (416)

gdzie Ty. Yn, Zn, Uy Sa warto$ciami zmiennych odpowiednio z, y, z, u w n-tym kroku dyskretyzacji dla
n € N. Zdefiniujmy stan stacjonarny ukladu (4.16)) S := (z, g, z, u). Wprowadzmy oznaczenia:

e Jg — macierz Jacobiego ukltadu (4.16) dla stanu stacjonarnego S,

127



dets — wyznacznik macierzy Jg,
e Mg — suma minoréw gléwnych rzedu trzeciego macierzy Jg,

e Sg — suma minoréw gléwnych rzedu drugiego macierzy Jg,

trg — $lad macierzy Js.

Twierdzenie 4.4. Stan stacjonarny S uktadu (4.16) jest lokalnie stabilny, gdy spetnione sq¢ nieréwnosci

|dets| < 1, (4.17a)
|(1— detd) Ss + M3 + detgtry| < 1+ (Mgtrs — dets) (1 + dets) + dets, (4.17b)
|trs + Mg| < 1+ Sg + detg, (4.17¢)

1 3 1
—Sg— —tr¢Mg+ —M2< 1 4.17d
255 16t"s S+16 5 <1, (4.17d)
|3t7‘3 + Ms‘ <4+ 2Ss. (4.176)

Teraz zastosujmy powyzsze twierdzenie do naszych rozwazar.

Twierdzenie 4.5. Zatdzmy, ze zachodzi (4.5)) oraz endemiczny stan stacjonarny E. uktadu (4.3) istnieje.
Wowczas jest on lokalnie stabilny, jesli
ki — T,
Bi< T =12 (4.18)
i

krok dyskretyzacji jest wystarczajgco maty, a C; sq wystarczajgco duze, ze zachodzi (3.52)).

Dowdd. Zaktadamy istnienie stanu F.. Macierz Jacobiego dla tego stanu ma postaé

1-— h(u1 + /,41) h(l — .i‘l) 0 —hp17
huq 1+ h(i‘l — kl) 0 hpB1T,
0 7h523_32 1- h(UQ -+ ILLQ) h(T] — (fQ)
0 hﬁgfg hUQ 1 + h(fEQ — kz)

gdzie z (4.11) mamy u; = g1 + S1y2 > 0 oraz us = g2 + B2y1>0. W celu dalszego uproszczenia zapisu
wprowadZzmy parametry B
ki = k; — ;.
Przypomnijmy, ze dla stanu stacjonarnego E, mamy k; > Z;, co implikuje k; > 0.
Zastosujmy teraz twierdzenie 4.4l Zapiszmy nieréwnosci (4.17a)—(4.17¢|) w kontekscie naszych rozwa-

zan.

e 7 (4.17a) dostajemy

3

—(U1+UQ+E1+E2+,LL1 +M2)+Zajhj<0 (4.19)
j=1
oraz
4
24> bikd >0, (4.20)
j=1

gdzie w podanych nieréwno$ciach symbole a; i b; oznaczaja wspdlczynniki niezalezne od h. Znaki tych
wspoélczynnikéw zaleza od wielkosci pozostalych parametréw uktadu, jednak w naszych rozwazaniach
znaki te nie sg istotne. To samo znaczenie i zatozenie o tych wspolczynnikach przyjmiemy réowniez dale;j.

Lewa strona jest wielomianem trzeciego stopnia zaleznym od h. Wyraz wolny tego wielomianu
jest ujemny. Stwierdzamy zatem, ze zachodzi dla dostatecznie maltych h. Analogicznie za-
chodzi dla dostatecznie matego h.

e 7 (4.17b)) uzyskujemy

12
64+ a;h! >0 (4.21)

j=1
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oraz

6
> bihd <o, (4.22)
j=0

gdzie posta¢ by przedstawiono w Dodatku @ Nieréwnos¢ (4.21) zachodzi dla dostatecznie matych h.
Nierownosé (4.22)) zachodzi dla dostatecznie matego h, o ile by < 0. Ta nier6wnosc zachodzi, gdy spelmiony
jest zestaw warunkéw:

(L =21)(n — Z2) < kika, (4.23)
B1Bat1Ty < kika, (4.24)
T <1, To <M. (425)

Rozpatrzmy najpierw (4.23)). Zwroémy uwage, ze zachodzi
E1—(1—f1):k1—f1—1+§71:Oél+/l1>0. (426)
Analogicznie zapisujemy -
ke = (n—22) = az + p2 > 0. (4.27)
Z (4.26) i (4.27) dostajemy odpowiednio
];)1>1—§71, ];52>’I7—.fg.

Spelnienie obu tych nieréwnosci daje (4.23)). Stwierdzamy wiec, ze warunek (4.23)) zawsze zachodzi.
Przejdzmy do zaleznosci (4.24). Zauwazmy, ze jest ona spelniona, gdy zachodzi (4.18)). Przypomnijmy
z analizy modelu ciaglego, ze warunek (4.25)) zachodzi, gdy dla wystarczajaco duzych C7 i Cy mamy (3.52)).

e Rozpisujac (4.17¢c) otrzymujemy
pipiz (B1B21Ta — kika) — urus(an + p1)(az + p2) — (01 + pa)pakaus — (o2 4 pa)pnkiug < 0 (4.28)
oraz
4 .
16+ b;hi > 0. (4.29)
j=1

Stwierdzamy, ze ([#.28) zachodzi przy zalozeniu 31 f2Z1%2 < kiko, co znéw wynika z (4.18)). Nieréwnosé
(4.29) jest spelniona dla dostatecznie malego h.

e 7 zaleznosci (4.17d]) mamy

- 3((.“1 + p2) (11 + p2)(s1+ s2) + (s + 83) + pape) ) + (11 + p2) (B182T1Z2 — Thks)
+ 3(k1 + ko + w1 + uz) (B182Z1@2 — kika) — 3kika(ur + u2) — 3(ar + p)(ur + p1 + k1)w
— 3(ag + p2)(uz + po + k2)ug — (a1 + w1 + az + po)urus — (a1 + p1)pzur — (a2 + p2)pius
— (T pg + 6uqug) (k1 + ko) — (6k1ka + 641 pio + 3usug)(uy + us) — 6uyus (1 + p2)
= 3prus(p + u2) — 3pour (2 + ur) — 6(u1kous + pokiur) — T(pakius + pokous)
— 6(pokiug + prkour) — 3(uakous + prkiuy) <0 (4.30)

oraz
6

2+ a;h’ > 0. (4.31)
j=3

Nieréwnosé (4.30) jest prawdziwa przy zalozeniu B12Z1%2 < k1ks, a wiec réwniez przy spelieniu (4.18)).
(.31]

Zaleznosé (4.31) zachodzi dla dostatecznie matych h.
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e 7 (4.17¢) dostajemy

(11 + p2) (B1BaZ1Zy — kika) — papa(ky + ko) — pikiug — pokous (4.32)
=1+ o) (p2 + k2 + u2)ur — (p2 + a2) (1 + k1 + ur)uz <0 '

oraz 3
324> a;h! > 0. (4.33)
j=1

Ponownie wynika ze spelnienia nieréwnosci 81 82%1%o < k1ko tozsamej z . Nieréownosé
jest spetniona dla dostatecznie matych h.

Po zastosowaniu do naszych rozwazan twierdzenia [£.4] stwierdzamy, ze stan E. jest lokalnie stabilny,
jesli zachodzi , h jest wystarczajaco mate oraz gdy C; sa wystarczajaco duze, ze zachodzi . O

Okreslenie progowej wartosci kroku dyskretyzacji, po przekroczeniu ktorej stan E, traci lokalng sta-
bilnosé, jest skomplikowane i zostato pominiete w niniejszej rozprawie.

Przyjrzyjmy sie jeszcze warunkom lokalnej stabilnosci stanu E,. Nieréwnogci stanowia jedng ze
sktadowych warunkow stabilnosci stanu endemicznego w analogicznym modelu ciaglym . Warunki
te sg zawarte w stwierdzeniu [3.17] na stronie 108. Warunek dotyczacy ograniczonosci kroku dyskretyzacji
w twierdzeniu wynika oczywiscie z zastosowania dyskretyzacji.

4.2 Dyskretyzacja niestandardowa — przypadek ogdélny

Przejdzmy do niestandardowej dyskretyzacji modelu dla populacji niejednorodnej. Powstaly
model ma postaé
901 =a1+h(C1— 2y — ot ye +y1 — paza)
=y1 +h(v1y1 + Brreryz — kiy1)
23 =x2+h(Cy— ady2 — Loz yr + my2 — pow2),
Y3 = Y2 + h (2212 + Boays — kaya) .
Powyzszy uktad mozna zapisa¢ jako
+  o1(1 = hpy) + hyr + hCy
! 1+ hy1 + hB1y2
yi =1+ h(zy + Brzaye — k),
z2(1 — hua) + hnys + hCs
1+ hys + hf2y1
Yz = y2 + h (22y2 + Bazays — kaya) .

X

(4.34)

X

RS

Zauwazmy, ze dodatnio$¢ zmiennych x; i xo zapewnia warunek . Dodatnio$¢ y; i y2 mamy przy
spelnieniu , co jest silniejsze niz (4.4). Stad warunkiem dodatniosci rozwigzan ukladu jest
nieréwnos¢ ((4.6))

Podkreslmy, ze warunek gwarantujacy nieujemnos¢ rozwiazan ukladu (4.34) uzyskujemy bezposrednio
z jego postaci. Warunek ten jest znacznie prostszy niz w przypadku ukla opartego na EEM.

Lokalna stabilnos$é stanéw stacjonarnych

PrzejdZzmy teraz do analizy lokalnej stabilnosci stanéw stacjonarnych ukladu (4.34), ktore oczywiscie

maja taka sama postaé¢ jak w uktadach (3.36)) i (4.3).
Zajmijmy sie okresleniem warunkéw lokalnej stabilnosci stanéw stacjonarnych. Macierz Jacobiego

uktadu (4.34) ma postac¢

1—hpy R2(Biry2+piz1—C1)+h(1—z1) 0 _ hBi(z1(1=hp1)+hyi+hCh)
1+huq (14+huy)? (14+hwuy)?
j L hu1 1+ h(l’l - kl) 0 hﬁlxl
(w1, y1,22,92) := 0 _ hBa(za(l1—hp2)+hnya+hC2)  1—hus  h*(nBay1+paza—Co)+h(n—a2) ’
(1+hu2)2 1+hus (1+hu2)2
0 hBaxo hug 1+ h(ze — k2)
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gdzie analogicznie jak w (4.11) przyjmujemy u; = y1 + S1y2 oraz us = y2 + Bayi.
Zapiszmy te macierz w prostszej postaci. Dla kazdego stanu stacjonarnego z pierwszego réwnania

(4.34) przy uwzglednieniu (4.11) dostajemy

e 21(1 — huy) + hyy + hCy
! 1+ huy

)

xl(l—hu1)+hCl :$1(1+hul)—hy1 (435)

Niech jm’n oznacza element z m-tego wiersza i n-tej kolumny macierz j, gdziem,n € {1,2,3,4}. Zapiszmy

h2(Bryz + pizr — C1) + h(1 — z1)

2= (1+ huy)?
_ h(hpywy — hCy — 1) + h?Brys + h _ _h((l = hpn)zy + hCl) + h?Brya +h
- (1+ huy)? N (1 + huy)? :

Uwzglednienie (4.35) w powyzszym wzorze prowadzi do
—hxi (14 huy) + Py + h*Biys + h

j1,2 =
(1 + hu1)2 (4 36)
- 7h$1 h2U1 + h - 7h$1 h(l + hul) o h(l — xl) '
o 1+hu1 (1+hu1)2 B 1+hu1 (1+hu1)2 o 1+hu1 '
Teraz ponownie stosujac (4.35) przeksztalémy
Jii= — h51($1(1—hu1)+hy1+h01) . _h51$1(1+hul) _ hByx1 (4.37)
b (1+ huy )2 T A+ huw)? 1+ huy '
Analogicznie dostajemy
7 hBaxo 7 h(n — x2)
J3 0= — Jg 4= —. 4.38
3,2 1+ hUQ’ 3.4 1+ hus ( )
Uwzgledniajac ([#.36), (#.37) i [#.38) zapisujemy macierz J jako
1—hu, h(l—z1) 0 _ hBizy
1+hu, 1+hu; 14+huy
= hu 1+ h(xy —k 0 hB1x
J(-’Elayl;l‘%y?) = 01 (hﬂlzxz 1) 1—hpus h(fi_ml) (439)
T 1+hus 1+hua 14+hus
0 hBaxo hus 14 h(xe — ko)

Zacznijmy od zbadania stabilnodci stanu Eg. Dla tego stanu

1— b h(1 — i) 0 —hB124
3 B 0 1+ h(E — k1) 0 hB1a1
J(Eqr) = 0 —hBoiis L—huy  h(n—Z2)

0 hBois 0 1+ h(Za — k2)

Zauwazmy, ze macierz .J (Eq4) ma te sama postac co macierz Jacobiego uktadu . 7Z tego wynika,
ze warto$ci wlasne obu macierzy sa jednakowe. Stad warunki gwarantujace lokalng stabilno$¢ stanu Egf
w ukladach i réwniez maja te sama postac i sa to nieréwnosci i ([(@.13).

Obliczenia dotyczace lokalnej stabilnoéci stanu E. sa skomplikowane. Oczywiscie mozna przedstawic
wzory analogiczne do tych dla EFE M, ale nie prowadza one do konstruktywnych wnioskéw. Z tego powodu
pomijamy analize lokalnej stabilnosci w ogélnym przypadku, w kolejnym podrozdziale za$ zaprezentujemy
odpowiednie rozumowanie dla przypadku 2 — 0. To zalozenie nalezy rozumie¢ w taki sposob, ze prak-
tycznie nie wystepuje przenoszenie choroby z 0s6b z podpopulacji niskiego ryzyka na osoby z podpopulacji
wysokiego ryzyka. Wktad takiej transmisji choroby na dynamike epidemii w catej populacji jest nieistotny
w poréwnaniu do transmisji choroby z 0séb z podpopulacji wysokiego ryzyka na osoby z podpopulacji
niskiego ryzyka. Zalozenie S5 — 0 ma wiec biologiczne uzasadnienie, a jednoczesnie powoduje, ze model
upraszcza sie i staje sie tatwiejszy do analizy. Okazuje sie jednak, ze tak zmodyfikowany model ma
inne wlasnosci niz model ([{.34). Z tego powodu przypadek ten oméwimy dokladnie w podrozdziale
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4.3 Dyskretyzacja niestandardowa — przypadek (3, — 0

W tym podrozdziale przyjmiemy, ze w ukladzie (4.34]) zachodzi S = 0. Wtedy uktad (4.34) przyjmuje
postac

.1‘1(1 — hMl) + hyy + hCy

zT = , 4.40a
! L+ hyy + hB1ya ( )
yi =1+ h(xy + Brzaya — k), (4.40D)
+ _ @2(1 = hua) + hnys + hCs
= 4.40
2 1+ hyo ’ ( C)
Yy = y2 + h (v2y2 — kaya) . (4.40d)

4.3.1 Podstawowe wlasnosci

Przejdzmy do omoéwienia podstawowych wilasnosci uktadu (4.40). Tak jak dla uktadu , dodat-
nio§¢ zmiennych zapewnia nieréwnoscé .

Zbadajmy ograniczono$¢ rozmiaru populacji opisywanej modelem (4.40)). Poniewaz B3 = 0, dynamika
podpopulacji wysokiego ryzyka jest niezalezna od dynamiki podpopulacji niskiego ryzyka. Mozemy wiec
podpopulacje wysokiego ryzyka traktowaé jako populacje jednorodng i zastosowaé wyniki otrzymane

w paragrafie 2.2.1]

Skorzystamy z oznaczen z (4.2)) oraz
wily =wi, wi =wi i=12
W takim zapisie warunek poczatkowy ukladu (4.40) przedstawiamy jako (:U(()l), y(()l), x(()2), y(()z)). Opierajac
sie na wniosku (2.18) stwierdzamy, co nastepuje.

Whiosek 4.6. Jesli h < é oraz xég) < %, to :1:7(12) < % dla kazdego n € N_.

Whiosek [2.19) prowadzi do kolejnego spostrzezenia:

Whiosek 4.7, Jesli x(()Q) < % oraz 522 <1, to dla uktadu (4.40) zachodzi yiﬁl <y$? dlaneN.

i
7, analizy réwnania (2.169)) uzyskujemy nastepny wniosek:

(2)

2
J,)-1>'ITL

Whiosek 4.8. Jesli h < i, :z:,(l oraz w(()2) < %, to

w'? < % dlan € Ny.

2) (2)

Co wiecej, stwierdzamy, ze jesli zachodzi m; 11 < 2\ i jeden z dwoch przypadkow

C2 1, méQ) <

paka

Cs

e albo e

Ca_ 1, ng) < ko,

e albo =2
H2R2

to rozmiar podpopulacji wysokiego ryzyka jest ograniczony z gory.
Teraz przyjrzyjmy sie rownaniom (4.40a)) i (4.40b). Przeksztatcajac je dostajemy

xf — 21 + +

= Ci —ziy1 — Bzl y2 + 1 — iz,
+

Yy —vy
1 W L— i 4 fuzaye + y1 — Ky

Dodajac te réwnania stronami uzyskujemy

+
wy —w

5 L= Cy + (1 + Biye) (@1 — af) — pwr — aqyi.
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Zatozenie xf > x7 implikuje

w, —w
1 1
— < Cl — H1w1 — oY1

h
Opierajac sie na analizie réwnania (2.169)) otrzymujemy wniosek analogiczny do wniosku

Whiosek 4.9. Jesli h < i, xgllll > 2\ oraz w(()l) < %, to

wfll) < ﬁ dla n € N;.

M1
Przypomnijmy definiowany w poprzednim podrozdziale zbiér

~ C,
Q= {(xl,yl,ﬂfz,yz) eR?: O<zi+y < M'}.

Whioski [£.8]i [£.9] implikuja kolejny wniosek:

‘Whniosek 4.10. Jesli

1 i N
h < ;, st_)H > ng), i=1,2,

oraz (mél),yél),mgQ),yéz)) € (Al, to

(wﬁl),yél)vxf),yﬁf)) €, neN;

dla dowolnego rozwigzania uktadu (4.40).

Wspomnijmy jeszcze o wspotczynniku odnowienia epidemii R dla uktadu . Podobnie jak w przy-
padku uktadu , korzystamy 7 podejécia przedstawionego w [7]. Obliczenia prowadzace do uzyskania
R sa podobne do tych przeprowadzonych dla uktadéw i (4.3), dlatego zostaly pominiete w tym
podrozdziale. Dostajemy

1 [ & Cy ( C Cy )2 1 [ ¢ Cy
Ro=5- + 4 - = + =+
072 ki T ks \/ ik poko 2\ ik poke

co sie pokrywa z R dla ogdlnego modelu z podstawionym Ss = 0.
Mamy trzy mozliwe przypadki

o G
piky  poke

< dla -5 > -Gz

1k ik paka’
_ 1. (_C Cs G _ O
Ro = 2 (lt1k1 + /t2k2) dla piks T poks?
Cz Cl C2
poke dla ik < poko

Drugi przypadek z podanych jest niegeneryczny, wiec go pomijamy. Przyjrzyjmy sie pozostalym mozli-
wym warto$ciom Rg i warunkom je implikujagcym. Stwierdzamy, ze jesli dana podpopulacja cechuje sie
wiekszym niz druga stopniem naptywu osobnikéw oraz mniejszymi stopniami $miertelnosci (naturalnej
i z powodu choroby) i wyzdrowienia, to parametry tylko tej jednej podpopulacji maja wplyw na wartosé
Ro-. Nalezy jednak zaznaczy¢, ze warto$¢ R nie zalezy od 31, nie mozemy wiec bada¢ dynamiki epidemii
w populacji niejednorodnej wylacznie w odniesieniu do wartosci Ry.

Na podstawie wartosci Ro wnioskujemy:

max( & , e ) <1,
piky poke

to wprowadzenie do catkowicie zdrowej populacji jednego chorego osobnika (z dowolnej grupy ryzyka) nie
spowoduje powstania epidemis.

Whniosek 4.11. Jesli
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4.3.2 Stany stacjonarne i ich lokalna stabilno$é

Teraz zajmijemy si¢ postaciami stanéw stacjonarnych ukladu (£40). Przypomnijmy, ze dynamika
podpopulacji wysokiego ryzyka staje sie niezalezna od dynamiki podpopulacji niskiego ryzyka i dlatego
jest ona analogiczna do dynamiki populacji jednorodnej. Z postaci stanéw stacjonarnych uktadu dla
populacji jednorodnej stwierdzamy, ze wspoétrzedne x5 i yo standéw stacjonarnych uktadu WYNO0Sz3,

C:
(arm) = (22,0) (441)
M2
lub o L
) = [k, 2 H2R2 2), 4.42
(a2.m) = (ko 2 (4.02

przy czym zachodzi przy zalozeniu .

Zatézmy, ze zachodzi . Poniewaz y, = 0, dynamika podpopulacji niskiego ryzyka w stanie
stacjonarnym staje sie niezalezna od dynamiki podpopulacji wysokiego ryzyka i obie podpopulacje sa od
siebie odseparowane. Uzyskujemy wiec

C
(er,mn) = (o) (4.43)
H1
lub o )
7 — ]{,1_/“1>. 4.44
(o) = (i, (4.4

Laczac (4.41) i (4.43) otrzymujemy zawsze istniejacy stan Egp.
Z (4.41)) i (4.44) dostajemy kolejny stan stacjonarny

Ef = <k:1,Cl —ky 2 0).

ar+prpe’

Stan EY opisuje sytuacje, kiedy choroba wygasa w podpopulacji wysokiego ryzyka, utrzymuje sie zas
w podpopulacji niskiego ryzyka. Spekienie wystarczy, by ten stan istnial.

Teraz okreSlmy postaci stanéw stacjonarnych dla przypadku . Zauwazmy, ze jesli zatozymy
y1 = 0, to z (4.40b) mamy 0 = S1x1y2, co implikuje 1 = 0. Uwzglednienie 1 = 01 y; = 0 dla stanu
stacjonarnego prowadzi do sprzecznosci.

Podobnie zauwazamy, ze uwzglednienie 2; = 0 prowadzi do uzyskania w wyrazenia 0 = k1y1,
czyli y; = 0. Ponownie uzyskujemy sprzecznos¢ w ([4.40a)).

Stwierdzamy zatem, ze w przypadku (4.42) moze istnie¢ wylacznie stan stacjonarny z wszystkimi
wspolrzednymi dodatnimi. Dalej zweryfikujemy istnienie takiego stanu.

Dodatni stan stacjonarny

Sprawdzmy, przy jakich warunkach istnieje dodatni stan stacjonarny. Dla tego stanu z rownarn (4.40al)

i (4.40b)) dostajemy odpowiednio
z1y1 + S1z1y2 — kiyr =0 (4.45)

oraz
.Tl(l + hyl + h61y2) = xl(l — h,u1) + hy1 + h(C.

Z tych zaleznosci otrzymujemy
w1 (y1 + Brye) = ki,

z1(y1 + Bry2) = —z1p1 +y1 + O, (4.46)

skad dostajemy
1+ a1 4+ pm)y1 = =211 +y1 + C,

_ Chr— 1

(4.47)
ay +

1
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Na podstawie (4.47) stwierdzamy, ze dodatni stan stacjonarny istnieje tylko wtedy, gdy

C
T < = (4.48)
M1
Po podstawieniu (4.47) do (4.45) uzyskujemy
Ch — T
—k)————— =0
(z1— k1) o T i + Brr1y2 = 0,

(1 — k1)(C1 — z111) + (o1 + p1) frw1y2 = 0,
Cyx1 — @i — Ciky + pkizy + (a1 + 1) Biziys = 0,

W(l’l) = ,ulm% — (C1 + ik + 511/2(041 + /L1)>£L’1 + C1k1 = 0. (4.49)

Zauwazmy, ze

H1 H1
c?  C? C C
_ 71_71_Clk1_31y2(a1 + m)Ch +Clk1:_ﬁly2(a1 + p1)Cy

M1 M1 M1 H1

C c1\? C
w <1> = (1) - <C1 + p1ky + Bryz(oq —H“))ﬁf + Ciky

<0.

Na podstawie znakéow wspolczynnikow wielomianu W(x;) stwierdzamy, ze tylko jedno rozwiazanie row-

nania (4.49) spelnia (4.48). Stad mamy, ze moze istnie¢ co najwyzej jeden dodatni stan stacjonarny. Dla

takiego stanu zachodzi (4.42)). Oznaczmy go jako
E: = (‘rea Ye, kQa yZ) s
gdzie
gy = G2 Hak2
Qg + [2

Nier6wnos¢ (P2) stanowi warunek konieczny istnienia stanu E¥.
Wyznaczmy wartoéé z.. Dla uproszczenia zapisu wprowadzmy

o o1+
¢ = Briia(or + ) + Cr + Fagur = B1(Co — hppa) =2 Zl +Cy + k> 0. (4.50)
2+ 2
Roéwnanie (4.49) przyjmuje postac
it — sz + ki Cp = 0. (4.51)

Jego rozwiazanie spelniajace (4.48) wynosi

_ 2 _
Ve kG (4.52)

Te = o
Z dostajemy
- C1 — zepn
Ye = o+
Sprawdzmy, czy zachodzi nieré6wnosé
Te < k1. (4.53)

Po podstawieniu z, = k1 i uwzglednieniu (4.50) w lewej stronie (4.51) mamy

ki —cki + kiCr = paki — <51§2(041 +p1) +C1 + kllh)kl + k1Cy

=k (Ml — Bri2(an +M1)—M1k1> =k (—(041 + 1) pr — Bige (o +M1)) = —ki(on+p1)(p1+Bige) <O.
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Z postaci lewej strony (4.51) dostajemy, ze (4.53)) zawsze zachodzi.
W dalszej czesci paragrafu zbadamy lokalng stabilno$é stanéw stacjonarnych uktadu (4.40). W tym

celu wykorzystamy macierz Jacobiego tego uktadu

1—huy h(l1—zy) 0 _ hBizy
1+hu, 12—hu1 i ) 0 h/18+hu1
~ hu; 1+ h(xy — kq 171
J($1,y1,$27y2) = 0 0 1—hpuo h(n—x2) ’
1+husg 1+hus
0 0 husy 1+ h(zs — ka)

ktora ma postac (4.39) z uwzglednieniem 3y = 0.

Lokalna stabilnosé¢ stanu Egf

Zbadajmy najpierw lokalng stabilno$¢ stanu Egr. Sformulujmy twierdzenie:

Twierdzenie 4.12. Stan stacjonarny wolny od epidemii Eg uktadu (4.40) jest lokalnie stabilny, jesli
zachodzg oraz (4.6]).

Dowdd. Dla stanu Eq zaleznodci (4.11) sprowadzaja sie do uq = ua = 0.

~

Macierz J(Eq) przyjmuje postaé

1—huy  h (1 - %) 0 —hpy &
) — 0  1+h (% - kl) 0 7 S s
v 0 0 1 — hys h(n—%) ' '
0 0 0 1+h(%— 2)

Macierz ta jest gérnotrojkatna, zatem jej wartosci wlasne wynosza

C C
Al =1—hp, A=1—huo, )\3:1+h<1—k1>, )\4:1+h<2—k2>.
H1 H2

Warunek implikujacy |A1] < 11 |A2] < 1 oméwiono w trakcie analizy wartosci wlasnych macierzy Ju(Eqr)
o postaci (4.14) dla ukladu (4.3). Warunek ten zapisuje si¢ jako

2>hu; >0, 1=1,2,

co jest zawsze spelnione ze wzgledu na dodatnio$¢ kroku dyskretyzacji oraz nieréwno$c¢ (4.6)) gwarantujaca
dodatniosé¢ rozwiazan uktadu (4.40).
Aby zweryfikowaé nieréwnosci |Asz] < 11 |Ay| < 1, powolamy sie na analize znaku wartosci wlasnej

Ao macierzy Mq(Eqr) (2.13) uktadu (2.1), zdefiniowanej wzorem (2.15). Opierajac si¢ na otrzymanych
wynikach stwierdzamy, ze

0< )\3)4 <1,
o ile zachodza oraz (4.6).
Otrzymujemy wiec ostatecznie lokalng stabilnosé¢ stanu Eq przy zalozeniu . O

Zauwazmy, ze twierdzenie [£.12] jest tozsame z wnioskiem [.11]
Przypomnijmy jeszcze, ze spetnienie (P1)) jest warunkiem wystarczajacym istnienia stanu E}. Warunek
ten stoi w sprzecznosci z dla i = 1. Mozemy wiec sformutowaé wniosek:

Whiosek 4.13. Jesli istnieje stan stacjonarny EY, to stan Eq4 traci stabilnosc.

Lokalna stabilno$é stanu EY

Przejdzmy do zbadania stanu E7. Dostajemy twierdzenie:
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Twierdzenie 4.14. Zaldzmy, ze stan stacjonarny ET uktadu (4.40) istnieje. Ponadto niech zachodzi

1
h< —. (4.55)
1231

Stan ten jest lokalnie stabilny przy spetnieniu (N2)) oraz gdy

C1—
(a1 + p1)(Cr — k)

h < (4.56)

Dowdd. Zalézmy, ze stan E7 istnieje. Dla tego stanu zachodza uy = y1, ue = 0, wiec

1—hpy  —h(ai+p1) 0 _ hBika
1+hy1 1+hys 1+hy,
R hyl 1 0 hﬁlk‘l
JIED =1 o 0 L=t h(n-2)
C
0 0 0  1+h (u— _ k2)

Macierz ta ma posta¢ blokowa
T %\ Jo I
J(E1> - ( 0 Jc > )
gdzie macierze J,, Jy, J. sa wymiaru 2 x 2. Aby zbadaé lokalng stabilno$é¢ stanu EY, nalezy wyznaczyé

pierwiastki wielomianéw charakterystycznych macierzy J, i J..
Przyjrzyjmy sie macierzy .J,. Jej wielomian charakterystyczny ma postaé

1-— h,u1> A 1-— h/il h2y1(a1 + Nl)
14 hyy 14+ hi 14+hyr

Py(\) ==\ — (1 + (4.57)

Oznaczmy przez dp wyrdznik wielomianu P, (), przez Ao za§ wartosci wlasne macierzy J,. Ponadto

przyjmijmy

1—hu _ L=l h2y1 (a1 + )
1 + hyl 1 + hyl

przez co mozemy zapisa¢ P,(\) = A2 — a) + b. Zatézmy, ze zachodzi (4.55)). Dostajemy wéwczas a > 0
oraz b > 0. Stad P,()) albo ma dwa dodatnie pierwiastki rzeczywiste, albo ma dwa pierwiastki zespolone.
Dalsza analize uzaleznimy od znaku ép.

)

e Jegli 6p > 0, to )\1’2 € R, gdzie
aF Va2 —4b
/\1’2 = f
Obie wartosci wlasne sg dodatnie, wiec aby stan E7 byt lokalnie stabilny, wystarczy by zachodzilo A < 1,
czyli a + va? — 4b < 2. Zapiszmy te nierownos¢ w postaci

Va2 —4b <2 —a. (4.58)

Mamy

1—hpy  1+hy—1+h
2—a=2-1- o _ 1 it g
1+ hys 1+ hys 1+ hyy

zatem podnosimy obie strony (4.58)) do kwadratu dostajac

a? —4b < 4 —4a + d?,

4da < 4 + 4b,
a<1l+0b,

1-— h/.Ll <1 1-— h/Ll h2y1(0[1 + ﬂl)

1+
14 hyy 14 hyy 1+ hys

, (4.59)
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a ta nier6wnos$¢ jest zawsze prawdziwa.

e Dla 6p < 0 dostajemy A 2 € C majace postaé

a F iv4b — a?

A2 = 5

Lokalng stabilno$¢ stanu E} gwarantuje warunek |A; 2| < 1. Sprawdzmy réwnowazny warunek

a®>  4b—a?
Mol = +

=b<1,

czyli
1—hpy  h*yi(oq + )
1+ hy1 1+ hyl

1-— h,Ll,l —+ h2y1(a1 + ,U,l) <14+ hyl,

<1, (4.60)

—p1 + hyi (o + ) <y,

Y1+
yi(ar + )
Zauwazmy, ze analogicznie jak w (2.33) mozemy zapisaé

h < (4.61)

Ci—m Ci —
e + = = . 4.62
Vet S T T o (4.62)

Uwzgledniajac (4.47) i (4.62) w (4.61) otrzymujemy

Ci—p
ay1+pn

Ci—k )
(041 +’u1) Olél-HltllL1

h <

co daje (4.56)).
Teraz sp6jrzmy na macierz J.. Jest ona géornotréjkatna, wiec jej warto$ci wlasne wynosza

)\3:1*]1#27 A4_1+h<@—k2>
H2

~

Odpowiadaja one wartosciom wtasnym A i A4 macierzy J(Eg4) postaci (4.54). Opierajac si¢ na analizie
wartosci wlasnych tej macierzy stwierdzamy, ze |A34| < 1 dla spetnionego (N2). O

Zauwazmy, 7e warunek lokalnej stabilnoéci stanu E} i warunek istnienia tego stanu obra-
zuja przeciwstawne procesy w obu podpopulacjach. Pierwszy odzwierciedla dostatecznie maty naplyw
osobnikéw do podpopulacji wysokiego ryzyka, drugi — dostatecznie duzy naptyw do podpopulacji niskie-
go ryzyka. Taka sytuacja z réznymi naplywami do danych podpopulacji jest bardzo prawdopodobna.
Zwroécmy tez uwage, ze w warunku ograniczajacym wielkos¢ kroku dyskretyzacji wystepuja tylko
parametry z grupy niskiego ryzyka.

Lokalna stabilno$é stanu dodatniego

Przejdzmy do zbadania lokalnej stabilnosci dodatniego stanu stacjonarnego E;. Stan ten istnieje, jesli

zachodza (4.6)), (P2) oraz (4.48).

W ponizszym twierdzeniu i jego dowodzie skorzystamy z oznaczen
UL = Ye + 192, kT =k — x., IZ =z, — 1. (463)

Zauwazmy, ze warunek (4.53)) implikuje £} > 0.
Teraz zaldézmy, ze zachodzi nieréwnos$¢ x, > 1. Oznacza ona, ze po podstawieniu z, = 1 w lewej

stronie (4.51)) dostajemy
w1 — <+ k1Cqp > 0.
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Uwzglednienie w powyzszej nieréwnosci zaleznosci (4.50)) prowadzi do
p1 — (Brija(on + pa) + C1 + kypa) + k1Cy > 0,

w1 — Cr —kipr + k1Cr > Bige(an + pa),
k1(Cr — pa) = (Cr — p1) > Prgja(ar + p),
(1 4+ p1)(Cr — pa) > Brge(ar + 1),
czyli
C1—
B

Z wynika dodatnio$¢ prawej strony . Stwierdzamy, ze jesli C; jest dostatecznie duze, ze
zachodzi , to spelnione sa z. > 1 oraz z} > 0. Zauwazmy, ze nieréwnos$¢ przeciwna do (4.64)) jest
nierealistyczna ze wzgledu na definicje zmiennej yo oraz . Zaktadamy wiec, ze zachodzi (4.64)), co
implikuje z} > 0.

Teraz sformultujmy twierdzenie:

Twierdzenie 4.15. Zaldzmy, ze zachodzq (P2)), (4.6), (4.48) oraz (4.64). Dodatni stan stacjonarny E}
uktadu (4.40) jest lokalnie stabilny, jesli

Y2 < (4.64)

k¥ Cy —
h<min(u1Jr 11 2~ H2lp )

pakt +urxy’ (Co — poks) (oo + p2)

Dowdd. Warunki (P2), (4.6) oraz (4.48) gwarantuja istnienie stanu E¥. Zauwazmy, ze dla tego stanu
z (4.11) wynikaja zaleznosci

UL = Ye + P1Y2, U2 = o (4.65)
oraz
1—hpuy h(l—z.) 0 _ hBize
" huy 1+ h(xe — k1 1Ze
J(Ee) = 0 0 1—hps  —h(aztp2)
T+his 1+his
0 0 hijo 1

Korzystajac z oznaczen z i ki zapisujemy

1—hpuy —hx 0 _ hBiz.
1+huq 1+huy 1+hu;
> hu1 1-— hkik 0 hﬁll'
J(E:) = 0 0 1—hps —}L(az‘i‘ﬁeb?)
1+hys 1+hya
0 0 hijs 1

Przedstawmy te macierz w postaci blokowej

T/ %\ . M, M,

= (g 3 )
gdzie macierze M,, My, M, sa wymiaru 2 x 2. Aby zbada¢ lokalng stabilno$¢ stanu E}, przeanalizujemy
pierwiastki wielomianéw charakterystycznych macierzy M, i M,.

Dalsza czes¢ dowodu przeprowadzimy podobnie jak dow6d twierdzenia
Wielomian charakterystyczny W, (\) macierzy M, wynosi

h2uyxk
1+ huy '

L —hp 1 —hpm
(N =22 = (1—hk* A 1— hk*
Wald) ( 1+1+hu1) T Ty O

Nierownos¢ (4.64) daje % > 0. Z ki < k; oraz (4.6) wynika implikacja
1—hky >0 = 1-—hki>0.

Whioskujemy, ze wielomian ma dwa pierwiastki, ktére sa albo dodatnie i rzeczywiste, albo zespolone.
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e Zalozmy najpierw, ze pierwiastki te sa dodatnie i rzeczywiste. Otrzymujemy analogiczng do (4.59)
nieré6wnosc
h2uyx?

1 —hp 1—hm
<1 ,
+ 1+ huy

1— hkj
1+1—|—hu1 1+ huy

(1 — hkT) +
ktora jest réwnowazna nieréwnosci

hu h2u1x:
hu1 1 + hu1 ’

1—
~hk{ < ~hki 1

1 —hu . huiz}
Y+ hay YU+ by
k7 (1 — hpy) < kY (1 + huy) + hug o,
0 < hkTpy + hkjuy + huy ).

Ostatnia nieréwnos¢ zawsze zachodzi.

e Teraz przyjmijmy, ze pierwiastki sa zespolone. Analogicznie do (4.60) sprawdzamy nieré6wnosc

L —hp

h2 *
hfe
1+ hul

1+ huy ’

(1 — hk}) +

(1 — hpy)(1 — hE}) + h*uyxl < 1+ huy,
1 — hk} — hpuy + W2 ki + h2urzl < 1+ huy,
—kT — p1 4 hpa kT + huizl < ug,
hpi ki + huixl < ug + k7 + pa,

czyli ostatecznie
uy + k7 +
h < 1*71”:
:ulkl + UL g

Wielomian charakterystyczny W.(\) macierzy M, wynosi

1— h/},g) A\ 1-— hIJQ hzng(ag + Mg)
1+ hiis 1+ il 1+ i

W.(\) = \? — (1 +
Jak poprzednio, ma on albo dwa pierwiastki rzeczywiste dodatnie, albo dwa pierwiastki zespolone.

e W przypadku rzeczywistych pierwiastkéw dostajemy nieréwnosé

1-— h/.Ll 1-— h/l,2 h2gjg(a2 + LLQ)
1+ his 1+ hyjs 1+ hys

1+

. . tni A o+ hZa (o)
rownowazng zawsze spetnionej nieréwnosci —5-72--222 > 0.
e Dla zespolonych wartosci wtasnych uzyskujemy

L—hps | B%ija(0n + pa2)
1+ hijo 1+ hija

<1,

1-— h‘LLQ + ]’L2372(042 + Mg) <1+ hgjg,
hija (o + p2) < ¥z + po,
czyli
(o2 + p2)

Analogicznie jak dla (4.62) piszemy

Cy — M2k2 + _ Cy — H27)2

Vo 4 1 — .
b2l Qg + [ ? Qg + [

(4.66)
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Korzystajac z powyzszej nieréwnosci oraz definicji ¢, mamy

Co—pan2
h< ozt _ Co — pamnp

C;;fuﬁfz(a? +puz)  (C2— poka)(az + p2)

4.4 Symulacje numeryczne — modelowanie gruzlicy

W tym podrozdziale przedstawimy symulacje dotyczace omawianych w tym rozdziale modeli dyskret-
nych.

Najpierw przedstawmy symulacje dla dyskretnego uktadu opartego na EEM. Analogicznie do uktadu
4.3) tworzymy uktad

St =C1— Bu1Sil — Pr2Silo + 1111 — 1 S,
I = 11S1h + BraSils — (1 + a + ) I,
Sy = Cy — 225213 — Po1S2 11 + 72l — 125,
Iy = B22Sals + Ba1S211 — (y2 + a2 + o)1,

(4.67)

ktorego cigglym odpowiednikiem jest (3.35). Zilustrujmy dynamike uktadu (4.67). W tabeli podano
wartosci uzytych wspoétczynnikéw transmisji.

Tabela 4.1: Wartosci wspoétczynnikéw transmisji uzyte do symulacji uktadu (4.67)).

| Symbol | Wartos¢ \

B11 6.4158 - 107
P12 6.8310- 108
Bo1 9.8425-107°
Ba2 5.2019 - 10~°

Poréwnanie pomiedzy danymi rzeczywistymi a symulowanymi zostato przedstawione na rysunku
Dla uktadu przyjelismy krok dyskretyzacji h = § odpowiadajacy potowie roku. Dane rzeczywiste
dotycza poszczegdlnych lat, zatem na rysunku wyswietlamy warto$¢ poczatkowa I; oraz wartosci Iy
odpowiadajace tylko kolejnym nieparzystym iteracjom uktadu .

Teraz przedstawimy symulacje modeli opartych na NSDM. DokonaliSmy symulacji odpowiednika
uktadu przed skalowaniem. W tabeli ujeto wartosci wspolezynnikéw transmisji uzytych do

symulacji.

Tabela 4.2: Wartosci wspolczynnikéw transmisji uzyte do symulacji.

| Symbol | Wartos¢ \

B11 6,3995- 107
B12 7,0501 - 10~8
B21 1,2435-10~ 1
Bag 3,3347-10°°

Na rysunku widzimy wyniki symulacji oraz dane rzeczywiste. Poréwnajmy ten rysunek z rysun-
kiem dotyczacym uktadu . Zauwazmy, ze zaréwno dla ukladu dyskretnego opartego na EEM,
jak i tego na NSDM, dopasowanie wartosci symulowanych do danych rzeczywistych jest podobne. Jak
w przypadku uzycia EEM, zaktadamy h = %, zatem na rysunkuprzedstawiliémy warto$¢ poczatkows
I, oraz wartosci I; odpowiadajace kolejnym nieparzystym iteracjom odpowiedniego uktadu.
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Rysunek 4.1: Gruzlica w wojewddztwie warmirisko-mazurskim w latach 2001-2018 (liczba osob chorych
niebezdomnych). Poréwnanie miedzy danymi rzeczywistymi a symulowanymi dla modelu (4.67).
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Rysunek 4.2: Gruzlica w wojewddztwie warmirisko-mazurskim w latach 2001-2018 (liczba osob chorych
niebezdomnych). Poréwnanie miedzy danymi rzeczywistymi a symulowanymi dla odpowiednika modelu

(4.34) przed skalowaniem.
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Dokonano réwniez symulacji dyskretnego uktadu przed skalowaniem opartego na NSDM, analo-
gicznego do ukladu (4.40). Zauwazmy, ze w takim ukladzie przyjmujemy [o; = 0. Wartosci uzytych
wspolezynnikow transmisji ujeto w tabeli

Tabela 4.3: Wartosci wspotczynnikéw transmisji uzyte do symulacji.

’ Symbol \ Wartosé

b1 6.4412-10~ "7
B12 5.6551 - 1078
Bag 9.4996 - 10~%

Poréwnanie pomiedzy danymi rzeczywistymi a symulowanymi zostato przedstawione na rysunku
Podobnie jak w ukladzie przyjeto h = 1. Na rysunku |4.3| przedstawiono tylko wartos¢ poczatkowa
I, oraz wartosci I; dla kolejnych nieparzystych iteracji uktadu. Poréwnajmy rysunek z rysunkiem
ktory dotyczy uktadu (4.34) opartego na NSDM dla 83 # 0. Wyniki symulacji w obu przypadkach
w bardzo podobny sposéb przyblizaja dane rzeczywiste. Za pomoca wbudowanej w §rodowisku programi-
stycznym Matlab funkcji resnorm obliczono btad dopasowania, to znaczy sume kwadratéw réznic danych
i obliczonych, przy czym w tej sumie uwzgledniono wartosci rzeczywiste i symulowane zmiennej I; dla
lat 2001-2018. Dla symulacji uktadu suma ta wynosi okoto 10302, natomiast dla uktadu
okoto 10599. Druga warto$¢ jest wieksza od pierwszej o okolo 2,88%, zatem oba wyniki sg podobnej
wielkosci. Stwierdzamy wiec, ze w modelowaniu dynamiki gruzlicy mozna przyja¢ w modelach przed i po
skalowaniu odpowiednio 821 = 01 2 = 0, co potwierdza zasadno$§¢ analizowania modelu zamiast
w poprzednim podrozdziale.
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Rysunek 4.3: Gruzlica w wojewddztwie warmirisko-mazurskim w latach 2001-2018 (liczba osob chorych
niebezdomnych). Poréwnanie miedzy danymi rzeczywistymi a symulowanymi dla odpowiednika modelu

(4.40) przed skalowaniem.

Bifurkacja ukladu — poréwnanie dyskretyzacji

Badanie bifurkacji ukladéw dyskretnych czterowymiarowych jest trudniejsze niz w przypadku ukla-
déw dwuwymiarowych. Z tego powodu teoretyczna analiza bifurkacji zostala w rozprawie pominieta.
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Przedstawimy natomiast przyktad numeryczny obrazujacy bifurkacje wzgledem kroku dyskretyzacji dla
dyskretnych wersji uktadu (3.35) (opartych na EEM i NSDM) z warunkiem poczatkowym

(56717, 58, 1) = (0,6;0.2:0,3;0,1).
Wartosci parametréow uzytych w symulacjach ujeto w tabeli Wybrano je, wraz z warunkiem po-
czatkowym, arbitralnie. Jako zakres kroku dyskretyzacji przyjeto przedzial [0, 3;0,9]. Wartosci krokow
dyskretyzacji z podanego przedzialu tworza ciag arytmetyczny o réznicy 0,0001.

Tabela 4.4: Wartoéci parametréw uzyte do badania bifurkacji.

| Symbol | Wartos¢ |
c 0,425
Oy 0,22
gal 1

2 0,9
w1, 2 | 0,01
ag, Qg 0,09
B11 0,92
P12 0,6
Ba1 0,9
P22 0,9

Najpierw dokonano symulacji dyskretnej wersji uktadu opartego na EEM. Wynik dyskretyza-
cji przedstawiono na rysunku Krytyczna warto$¢ kroku dyskretyzacji wynosi okoto 0,4. Dokonano
réwniez analogicznej symulacji uktadu opartego na NSDM , przedstawiono ja na rysunku Zauwazy¢
mozna, ze w przypadku zastosowania FEM po przekroczeniu progowej wartosci kroku dyskretyzacji wy-
noszacej okoto 0,4 pojawia sie bifurkacja Neimarka-Sackera. W przypadku uzycia NSDM bifurkacja nie
wystepuje.

Rysunek 4.4: Zaleznoé¢ bifurkacyjna zmiennej I; od kroku dyskretyzacji h przy uzyciu EEM.
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Rysunek 4.5: Zaleznos$¢ bifurkacyjna zmiennej I; od kroku dyskretyzacji h przy uzyciu NSDM.

4.5 Dyskusja

Wyniki przedstawione w tym rozdziale dotycza wtasnosci uktadéw dyskretnych, ktoére powstaly na
skutek dyskretyzacji uktadu ciaglego . Do dyskretyzacji zastosowano EEM oraz N.SDM uzyskujac
uktady i .

Najpierw zbadaliémy uklad (£.3). Dodatnios¢ zmiennych w tym ukladzie nie jest bezwarunkowa, co
odréznia go od odpowiedniego ukladu ciaglego (3-36). Analogiczny wniosek uzyskalismy dla przypad-
ku dwuwymiarowego. PotwierdziliSmy zatem wczesniej sformutowane przez nas stwierdzenie, ze uklady
dyskretne oparte na £ EM moga nie by¢ odpowiednie do modelowania dynamiki populacyjnej, a w szcze-
goélnosci epidemii.

Wybrane wtasnosci rozwigzan i standéw stacjonarnych uktadu sg analogiczne do tych dla dys-
kretyzowanego modelu ciaglego. Warto tu zwréci¢ uwage na ograniczono$é¢ rozwigzan i istnienie sta-
néw stacjonarnych. Warunki gwarantujace lokalng stabilnos$é¢ stanéw stacjonarnych maja jednak bardziej
skomplikowana posta¢ od tych dla modelu ciagtego. W przypadku modeli dyskretnych pojawiaja sie
dodatkowe zaleznosci zwiazane z krokiem dyskretyzacji.

Badajac lokalna stabilno$¢ uktadu dla populacji jednorodnej pokazaliémy, ze warunkami wystar-
czajacymi eliminacji epidemii sa nieréwnosci

1 1
C<kp, 0<h<min|_-,7———].
k ;'F/J—i—l

Te warunki nie gwarantuja jednak, ze choroba nie bedzie rozprzestrzenia¢ sie w populacji niejednorodne;j.

Jesli zachodza (N) oraz
1 1
0<h<min|— ——|, i=12
kit fE 4+ 1

ale co najmniej jeden z warunkow lub nie zachodzi, to epidemia moze dalej sie rozwija¢. Analiza
modeli dyskretnych potwierdza hipoteze badawcza postawiong w rozprawie — aby powstrzymacé transmisje
choroby w populacji niejednorodnej, nalezy rozwaza¢ dynamike rozwoju epidemii miedzy podpopulacjami,
a nie tylko w kazdej z podpopulacji osobno.
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Dalej wstepnie omoéwiliSmy wtasnosci uktadu . ZbadaliSmy warunki lokalnej stabilnosci stanu
stacjonarnego wolnego od epidemii. Sa one tozsame z analogicznymi warunkami w ukladzie . Lokalna
stabilno$¢ endemicznego stanu stacjonarnego E. jest trudna do zbadania, postanowiliSmy zatem uproscié¢
uktad poprzez przyjecie zalozenia 82 — 0. Odpowiada ono mozliwej w rzeczywistosci sytuacji, kie-
dy nie wystepuje transmisja choroby z podpopulacji niskiego ryzyka do podpopulacji wysokiego ryzyka.
Uktad z tym zalozeniem przyjmuje postac . Wyznaczylismy stany stacjonarnego tak uprosz-
czonego uktadu i podaliémy warunki gwarantujace ich istnienie. Okazuje sie, ze uktad ma wiecej
stanow stacjonarnych niz uktad (4.34). PodaliSmy warunki lokalnej stabilnodci tych stanéw. Okreslenie
takich warunkéw w ukladzie st prostsze niz w przypadku uktadu (4.34). Wyznaczone warunki
maja jawna postaé, czego nie udalo sie uzyska¢ dla uktadu (4.34).

Podobnie jak w przypadku wynikéw z rozdziatu [2| zaakcentujmy, ze rezultaty z tego rozdzialu mozna
odnie$é nie tylko do badania dynamiki epidemii. Przedstawione rozwazania wpisuja sie w tematyke anali-
zy stabilnosci dyskretnych uktadéw czterowymiarowych, do ktérych zastosowano otwarty schemat Eulera
lub dyskretyzacje niestandardowa. Tak jak w rozdziale [2] uzyskane wyniki (na przyktad dla lokalnej sta-
bilnosci) dla przypadku czterowymiarowego maja jawng postac. Rowniez w tym rozdziale postanowiliSmy
uzaleznié te wyniki od kroku dyskretyzacji, co jest podejsciem nietypowym.
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Podsumowanie

Gléwnym celem przedlozonej rozprawy byto zweryfikowanie hipotezy badawczej stwierdzajacej, ze
modele krzyzowe sag konieczne do wlasciwego opisu epidemii w populacjach niejednorodnych. W rozpra-
wie przyjeliémy, ze populacja niejednorodna sktada sie z dwoch podpopulacji rézniacych sie stopniem
zachorowalnosci i zakazalnoséci choroba. Pierwsza z podpopulacji cechuje sie stopniem niskim, druga —
wysokim. NazwaliS§my je odpowiednio podpopulacjami niskiego i wysokiego ryzyka. Dodatkowym celem
bylo réwniez sprawdzenie hipotezy, ze w przypadku epidemii w populacji niejednorodnej moze wystapié
transmisja choroby z jednej podpopulacji do calej populacji, co przyczynia sie do rozprzestrzeniania sie
epidemii w calej populacji.

W pierwszym rozdziale dokonano analizy ciaglych modeli dynamiki epidemii w populacji jednorodne;j.
Przedstawiono dwa modele — pierwszy obrazowal zmienny naptyw do populacji, drugi — staty. Uzyskano
warunki rozwoju lub zaniku epidemii. W tym celu dokonano analizy istnienia oraz stabilnosci stanéw
stacjonarnych ukladéw. Lokalng stabilno$é pokazano badajac wartosci wlasne odpowiednich macierzy
Jacobiego. W przypadku globalnej stabilnosci stanu stacjonarnego wolnego od epidemii dla modelu ze
zmiennym napltywem korzystano z postaci przedstawionego ukladu. Dla modelu ze stalym naplywem,
korzystajac z kryterium Dulaca-Bendixona i twierdzenia Poincarégo-Bendixsona, pokazano, ze lokalna
stabilno$¢ stanoéw stacjonarnych implikuje stabilno$é¢ globalng. Co wiecej, aby udowodni¢ globalng sta-
bilnos$¢ endemicznego stanu stacjonarnego F., sformutowano dwie odpowiednie funkcje Lapunowa.

Drugi rozdzial zawiera analize dwéch modeli dyskretnych opartych na modelu ciagltym ze stalym na-
plywem. Dla pierwszego z nich zastosowano otwarty schemat Eulera (EEM), dla drugiego — niestandar-
dowa metode dyskretyzacji (NSDM). Lokalna stabilno$é¢ stanéw stacjonarnych udowodniono analizujac
wartosci wlasne macierzy Jacobiego. Globalng stabilnos§é stanu Ege dla obu modeli pokazano, opierajac
sie na postaciach uktadéw. W przypadku modelu opartym na EEM globalng stabilno$é¢ stanu E. ba-
dano korzystajac z podej$cia przedstawionego w [78]. Stosuje sie w nim kryterium poréwnawcze ciagéow
i twierdzenie o trzech ciaggach.

W trzecim rozdziale dokonano analizy cigglych modeli dynamiki epidemii w populacji niejednorodne;j
sktadajacej z dwoch populacji jednorodnych. Rozpatrzono model ze zmiennym naptywem do kazdej z pod-
populacji oraz model z naptywem stalym. Dla kazdego z tych modeli dokonano analizy istnienia stanéw
stacjonarnych. Dla pierwszego modelu pokazano lokalng stabilno$é¢ odpowiednich stanéw stacjonarnych
badajac wartosci wlasne macierzy Jacobiego albo stosujac kryterium Routha-Hurwitza. Nastepnie prze-
analizowano stabilno§é¢ czterowymiarowych stanéw Eg4r oraz E. modelu ze stalym naplywem. Nalezy
podkresli¢, ze w ukladzie ze zmiennym naptywem nie wystepuje stan Eqr. Aby wykaza¢ lokalnag stabil-
nos¢ stanu Egf, skorzystano z koncepcji macierzy nastepnego pokolenia oméwionej w [39]. Postuzono sie
wspolczynnikiem odnowienia epidemii Rg, ktory w [38] zostal zdefiniowany jako promien spektralny tej
macierzy. Globalng stabilno$¢ stanu E4 pokazano na dwa sposoby. W pierwszym z nich postuzono si¢ od-
powiednia funkcja Lapunowa, natomiast w drugim skorzystano z podejécia przedstawionego w [64], gdzie
uwzglednia sie niezmienniczos¢ odpowiednich zbioréw dodatnich. Lokalng stabilnosé stanu E, uzyskano
z kryterium Routha-Hurwitza, globalng stabilno$é zas§ wykazano przy uzyciu dwéch funkcji Lapunowa.

Czwarty rozdzial dotyczy trzech modeli dyskretnych dla populacji niejednorodnej, ktore zbudowano
na podstawie modelu ze stalym naplywem z rozdziatu trzeciego. Najpierw przedstawiono i przeanalizowa-
no model oparty na EFEM. Lokalng stabilno§¢ stanu Fqr pokazano badajac warto§¢ wlasne odpowiedniej
macierzy Jacobiego. Analize lokalnej stabilnosci stanu E. oparto na podejsciu przedstawionym w [20].
Korzysta sie tam z wyznacznika i sladu macierzy Jacobiego oraz jej minoréw gléwnych drugiego i trze-
ciego rzedu. Nastepnie zbudowano model dyskretny na podstawie NSDM. Obliczenia odnoszace sie do
lokalnej stabilno$ci stanu E. w przypadku takiego ukladu sa skomplikowane i wnioski z nich ptynace
nie sy informatywne. Postanowiono zatem uprosci¢ model zakladajgc brak transmisji choroby z osob
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z grupy niskiego ryzyka na osoby z grupy wysokiego ryzyka. Takie zalozenie jest zasadne z medyczne-
go punktu widzenia. Zauwazono jednak, ze model z takim uproszczeniem ma inne wlasnosci niz model
bez uproszczenia. W szczegdlnoséci pojawia sie dodatkowy stan stacjonarny odzwierciedlajacy sytuacje,
gdy epidemia zanika w podpopulacji wysokiego ryzyka, utrzymuje sie za§ w podpopulacji niskiego ryzy-
ka. Dzieki uproszczeniu lokalng stabilno$é¢ kazdego ze stanéw stacjonarnych mozna udowodnié¢ badajac
wartosci wlasne odpowiednich macierzy Jacobiego.

Na podstawie otrzymanych wnioskéw zaréwno w przypadku modeli cigglych, jak i dyskretnych stwier-
dzono, ze przeniesienie zakazenia z jednej podpopulacji do drugiej moze istotnie spowodowaé rozprzestrze-
nianie sie epidemii w catej populacji. Nawet jesli choroba nie rozwinie sie w danej podpopulacji oddzielnie,
to infekcja moze by¢ przeniesiona z jednej podpopulacji na druga i epidemia moze rozwija¢ sie w popula-
cji niejednorodnej. Wynika z tego, ze aby kontrolowa¢ rozwéj choroby, nie wystarczy rozwazaé¢ dynamike
epidemii osobno w kazdej podpopulacji. Aby méc wlasciwie opisaé¢ przebieg epidemii w populacji niejed-
norodnej, nalezy rozwaza¢ krzyzowa dynamike epidemii. Jest to najwazniejsza hipoteza przedstawionej
rozprawy, ktora zostala potwierdzona za pomoca modelowania matematycznego.

Cele przedlozonej rozprawy zostaly zrealizowane.

148



Dodatek A

Drugi dowod twierdzenia [1.16

Rozwazamy podprzestrzeri U przestrzeni fazowej {(z,y) € R%} zdefiniowana jak w (1.17).

Dowdd. Zaproponujmy funkcje Lapunowa dla stanu E, postaci

1
Do) = yla =+ (ot ) (v -nm L),

Mamy L(z,y) > 0 dla wszystkich (x,y) € U. Ponadto L(z,y) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy = = =, oraz
Y = Ye. Obliczmy pochodna funkeji L wzdtuz trajektorii uktadu (1.14). Dostajemy

Y —Ye
V(e9) = (@ = 20 (€ ~ay o+ i) + (o) (22 ) (o - 22)
= (a4 )y —ye)(@ — ) + (2 — 1) (C— 2y + ey — Tey — p + 1Y)
= (a+ )y — ye) (@ — we) — y(x — )% + (= 2) (C = p + (n = we)y).
Z notacji k = 1 4+ a + p uzyskujemy
1—z,=—(a+ p). (A.1)
Stosujac zaleznosci (1.19)) oraz (A.1) do obliczania L’ otrzymujemy

L(@,y) = (04 p)(y = 9e) (@ = ae) = ylw = 20)* + (2 = 20) (e + (0 + )y — pr = (0 + )y

= (@+ )y =y )@ =) —y(w —2)? + (¢ = 2.) (1lze —2) + (@ + p)(y. —))

= (a+ )y —ye)(@ —ze) = (@+ )y — ye) (@ — ze) =yl — z)* — plx — ze)* = —(y + p)(x — z)*.
Zauwazmy, ze L'(x,y) < 0 dla dowolnych (z,y) € U. Ponadto L'(x,y) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy
x = x,. Jesli jednak x = z., to jedynym niezmienniczym wzgledem uktadu (|1.14) podzbiorem zbioru, na
ktorym L’ = 0, jest stan stacjonarny (., y.). Zasada Lapunowa-LaSalle’a implikuje, ze endemiczny stan
stacjonarny uktadu (1.14) jest globalnie asymptotycznie stabilny. O
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Dodatek B

Globalna stabilnos¢ stanu wolnego od
epidemii uktadu (3.36) z uzyciem funkcji
Lapunowa

Twierdzenie B.1. Stan wolny od epidemii Eqr uktadu (3.36) jest globalnie asymptotycznie stabilny, jesli

spetnione sq warunki (N1)), (N2) oraz

8 < (k3—i — Z3—i)(a3—; + 2/134)'

Ti(ay + 244)

Dowdd. Rozpatrzmy funkcje Lapunowa

1 .
Uz, 22,91,92) := Z <2 (@i — & +i)” + (o + 2Mz‘)yi> ;
i=1
gdzie ; = % Oczywiscie zachodzi U(x1,x9,y1,y2) > 0 dla wszystkich x4, 22, y1, y2 > 0. Ponadto mamy
U(x1,x2,y1,y2) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy (z1, z2,y1,y2) = (Z1,0, Z2,0).
Rozniczkujac funkcje U wzdltuz trajektorii uktadu (3.36) otrzymujemy

U'=(z1—21 + yl)(ul(531 —z1) — (a1 + Ml)y1> + (22 — T2 + y2) (NQ(J:"Q —z9) — (a2 + ,U2)y2)
+ (o1 + 2p1) (2191 + Brwryz — kyr) + (a2 + 2u2) (vay2 + Bawayr — kaye)

— a1 = 71)° = (o1 + p)yi — po(wg — F2)? — (a2 + p2)y3 — (@ + 2p)yi (21 — F1 — 21 + ka)

— (a2 +2u2)y2(z2 — T2 — w2 + k2) + (a1 + 2p1) Bro1y2 + (a2 + 2p2) B2w2y1

= — (w1 — 1) = (o1 + 1)y — po(w2 — F2) — (02 + p2)ys — (a1 + 21)y1 (ky — 1)
— (g + 2p2)y2 (ko — Z2) + (o1 + 2p1) 11y + (2 + 2p2) Bozays .

Przypomnijmy, ze badamy uklad w zbiorze niezmienniczym xz; + y; € [aii#, , %] Stad

w <a by < =7

i
Korzystajac z powyzszej zaleznosci dostajemy
(1 +2p1)B1z1y2 < (a1 + 2p1)B1%1y2, (@2 + 2p2)Bazayr < (a2 + 2pu2)B2T2y1.
Zauwazmy, ze przy zalozeniu ki > x; zachodzi réwnowaznos$é
—y1((e1 +2pm) (k1 — 1) — Pafa(aa + 2p2)) <0 (B.1)

(k1 — @1)(a1 +2m)
jQ(QQ —+ QILLQ) '

= [2<
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Analogicznie przy zalozeniu ko > %o dostajemy

—y2((a2 + 2u2) (k2 — Z2) — i1 (a1 +2p1)) <0 (B.3)

(ko — T2) (g + 2p2)
Z1(o + 2u1)

—= /<

(B.4)
Jezeli zachodza nierownosci (B.1) i (B.3)), to
U' < —pa(zy = 31)° = (a1 + pn)yi — pa(z2 — 22)° — (a2 + p2)y3.

Przypomnijmy, ze zaleznosci k1 > %1 i ko > T2 s tozsame odpowiednio z (N1) i (N2). Wobec tego
nieréwnosci (B.2), (B.4), (N1) i (N2). implikuja U’ < 0 dla dowolnych z; oraz y;. W szczegdlnosci mamy

U/ <0 <=> ($1,$2,y1,y2) 7é (5%1707*%270)1
co koniczy dowdd. O

. . S i~ CLsm Oy
Z nierownosci (B.2) oraz zaleznosci & = - 1@ = 72 mamy

C! C
52*2(042 + p2) < <k‘1 - 1> (a1 +2p1).
2 M1

Analogicznie z nierownosci (B.4) uzyskujemy

C C
B (e + ) < (k‘2 - 2) (a2 + 2pu2).
251 H2

Mnozac (B.2)) i (B.4) przez siebie otrzymujemy nieréwnoscé
B152C1C2 < (kipn — C1)(kapz — C2). (B.5)

Zwroémy uwage, ze jezeli w przyjmiemy nieréwno$é ostra, to tak powstala nieré6wnosé¢ wraz z
i tworzy warunki lokalnej stabilnodci stanu Egy.

Jesli spetnione sg zaleznosci , oraz 102C1Co = (ki1 — C1)(kape — Co), to otrzymujemy
Ro = 1. Stwierdzamy wiec, ze dzieki zastosowaniu funkcji Lapunowa uzyskujemy warunek globalnej
(a zatem réowniez i lokalnej) stabilnodci stanu stacjonarnego Egr dla Ro = 1. Zauwazmy, ze przy badaniu
lokalnej stabilnosci stanu Eg4r nie uzyskaliémy warunku gwarantujacego jej dla Ry = 1.

Podkreslmy tez, ze nieréwnosci ostrych w i nie da sie zastapi¢ nieostrymi. Jezeli co najmniej
jedna z réwnosci: kyp; = Cy lub ks = Co bylaby prawdziwa, to wowczas co najmniej jeden z parametrow
B1 1 B2 musialby wynosié¢ zero, co jest sprzeczne z zalozeniem o dodatniosci tych parametrow.
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Dodatek C

Globalna stabilnos¢ endemicznego
stanu stacjonarnego uktadu (3.30)
z uzyciem kolejnej funkcji Lapunowa

Proponowana kolejna funkcja Lapunowa ma postac

1
L(x1,22,y1,y2) == 5(551 - ffl)2 + (o1 + 1) (111 -0 - lngl>
1
1
+ 5(»””2 — 22)% + (02 + i2) <y2 — U2 — U2 IHZQ> .
2

Oczywiscie zachodzi L(x1,x2,y1,y2) > 0 dla wszystkich x1, x2,y1,y2 > 0 oraz L(x1, x2,y1,y2) = 0 wtedy
i tylko wtedy, gdy (z1,72,y1,92) = (Z1,91, T2, J2)-
Pochodna funkcji L wzdluz trajektorii uktadu (3.36) wynosi

2 _
_ Yi — Yi
L= Z ((-Ti —Z;) (C; — 23y — Bimiys—i + 0y — i) + (o + i) (23y; + Biwiys—i — kiyi) > .

i=1 Yi
Zauwazmy, ze dla stanu endemicznego mamy
Ci =i + Bi%iYs—i — MiYi + Wi (C.1)

Korzystajac z (C.1)) dostajemy
2

L'=y, ((fﬂi = Z3) (¥ + BiZilYs—i — Ml + 1iTi — Tiyi — Bi%iYs—i + MY — i)
i=1

_ Yi — Ui
+ (o 4 i) (s — ki) (s — §i) + (0 + 1) Biwiys—i J )

i

Do powstalego wyrazenia dodajmy

2
<(3«”i — T3) (= Biziyz—i + BixiYz—i) + (i + pi) (=% + T3) (y; — yz‘)>,

=1
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ktore jest rowne zero. Otrzymujemy

2
L= ((»szz — @i + il — TiYi + Bi%iYz—i — BixiYz—i + BiwiYz—i — Biwiys—i) (i — T;)
i=1

+ (@i — Ti) (=0l + paTs + MY — 1iTs)

K2

+ (v 4 i) (25 — T + T4 — ki) (ys — §) + (o + uz‘)ﬁz‘xiy:s—z’yi y_ yi)

2
= Z (‘yi(% —7)% — mi(wi — T3) (yi — i) — Bia—i(wi — Zi)?
i=1

— Bizi(s — %) (ys—i — Ya—i) — pa(zi — T)* +mi(2s — %) (i — G2)

K2

+ (i 4 i) (xs — 23) (Y — ¥i) — (i + i) (ki — 24) (ys — ¥s) + (o + ui)ﬂiﬂciy:a—iyi y_ gi) .

Postepujac podobnie jak w przypadku wyrazen (3.70)) i (3.71) zapisujemy

_ _ LiY3—i _
— (i + ) (yi — §a) (ki — @) + (o6 + pa) Bi——— (i — i)
w postaci
Zi N Y3—iTi _ Y3—i _ _
—Biloi + Mi)a(yi = 9i)(U3—i — y3—i) — Bilai + i) e (yi — 5)? + Bilai + pa) == (yi — 7s) (i — T),
dzieki czemu otrzymujemy
2
=3 <—yi(l‘i —5)" —wiwi — 2)(yi — i) — Bilis—i(wi — 0)* — Biwi(ws — Ti) (y3—i — Us—i)
1=1

+ (i + i + i) (i — T3) (yi — i) — Baloy + 2#1)%(% — Ui)(Y3—i — Y3—i)

(3

— Bila; + QMi)y?)y_iji (yi — 9:)* + Bila; + 2Mi)y3_i (i — ¥i) (@i — »Ti)) .

Oczywiscie pochodna L’ wynosi zero wtedy i tylko wtedy, gdy (x1,y1,22,y2) = (Z1, 1, T2, §2). Sprawdz-
my, dla jakich warunkéw uzyskujemy L' < 0, gdy zmienne x1,y1,x2 oraz ys sa dodatnie. Analogicznie
jak w przypadku analizy funkcji Lapunowa z paragrafu [3.2.6] zbadamy réownowazny warunek —L' > 0.
Oznaczmy przez My, macierz formy kwadratowej —L'(x1 — Z1,y1 — U1, T2 — T2, Y2 — =2 ), ktora ma postac

Y2 B1

U 0 L21_|_w1 —Zlyfl 5T
O (5] %1‘2 %2+w2 72’2%
%—le —21% %21'2 81% %
%m Z 4w —Zzzfz 731—532 32%
gdzie
_ _ _ _ m+ a1+ p N2 + Qg + 2
uy =1+ Bz + p1, Uz = Yo + oy + p2, wp=-T——o——, W=,
~ Bilar +m) _ Palaz + p2) Bl + ) 71 ~ Bafaz + p2) o
n=——">" D=—"—"—", S§1=—"F"">—, = ————>"—.
2 2 2 n 2 Y2

Na podstawie znakéw poszczegdlnych minoréw wiodacych macierzy My mozemy okresli¢ warunki dodat-
niosci formy —L:

e z minoru wiodacego pierwszego rzedu: u; > 0 — zawsze prawdziwy,

e 7 minoru wiodacego drugiego rzedu: ujus > 0 — réwniez zawsze spelniony,
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e 7z minoru wiodacego trzeciego rzedu:

2 2
ulugslg — U2 (xl + wy — Zly2> — U (ﬁQJZQ) > 0, (02)
Y1 2 Y1

e 7 minoru wiodacego czwartego rzedu:

S1 + S2 2 B2 2 Y2 Y1 T Y2
Uy | U25182 — < ) + (acg) <51 + 59 — 51— — 52) . ( +wy — 21)
2 2 Y1 Y2 2 Y1
2
s1+82 P T2 Y1 T Yo
( 5 u22z1+<2 + wo 22y2> <2 + wq Zly1)>

B B - S T D - B 1
g P12\ 5 1 11/1 B 2 2y2

B1 Y2 1 B2 z1 Y2 T2 Y1
5 1| U281 ” 2 1+ D) i) 9 “+ w1y 21 " 9 —+ wo zZ2 ”
b1 B1 B2 ? S1 + s2 ? T Y2
- —= —— — — — — 2= > 0.
5 T 5 T1 5 T3 2 U2 5 +w; — 21 "
Ostatni warunek zapiszmy jako
Y z Yy 2 Y T Y ?
U sy — (2+w2221> Upsy > — <1+w1212)
Y2 2 Y2 (7 2 (7
2 2
x S1+ s
+ u132y71 — (51$1> u251y72 — (523}2) —2 <<2 —+ wo — 22y1> &$1 — Up ! 2)
Y2 2 Y1 2 2 y2/) 2 2

x s1+s UL U
'(<1+’w1—2’1y2> &QCQ—UQ ! 2>+ ! 2(81+82—2$182)>0.
2 Y1 2 2

Ostatnia nieréwnos¢ oraz zaleznosé ((C.2) powinny byé oczywiscie rownowazne warunkom (3.65)), (3.66])
i (3.67).
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Dodatek D

Posta¢ wspolczynnika by z paragrafu

4.1.2

b() = 7U?U§ (((Ul + UQ)(Oél —+ 1250 + (%) —+ ILLQ) —+ Nll_fl + ‘LLQZIQ) —+ 2];71]52 — 2(1 — jl)(n — i’Q)

+ Z ((Oéi + i) (2k; + 243 + k3—; + 3#3—1‘)))

i=1

-y (u?u3i<(ai + 113)? 4 2(ks—i + pa—i) (0 + i) + (as—i + pa—i) (ks—i + p3—;) + az_ifis— ))
i=1

2
- (U?U:s—i ((Olz‘ + pi)? + (i + pi) (3M§—i RS+ 2(uiki 4 p3—ikz—i)
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