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Wst¦p

Modelowanie matematyczne szeroko stosuje si¦ w badaniu rozprzestrzeniania si¦ chorób zaka¹nych
w okre±lonej populacji. W szczególno±ci nale»y podkre±li¢ przydatno±¢ modelowania dynamiki pandemii
COVID-19. Problematyka dotycz¡ca dynamiki tej epidemii staªa si¦ jedn¡ z najwa»niejszych w kon-
tek±cie bada« prowadzonych przez najlepsze o±rodki naukowe na ±wiecie, na przykªad na Uniwersytecie
Oksfordzkim [76] lub na Uniwersytecie Harvarda [94]. Dynamik¦ epidemii najcz¦±ciej opisuje si¦ modelami
deterministycznymi. Modele te mog¡ by¢ zarówno ci¡gªe � wówczas najcz¦±ciej stosuje si¦ równania ró»-
niczkowe, jak i dyskretne � wtedy stosujemy równania ró»nicowe. Mo»na ª¡czy¢ oba te podej±cia i tworzy¢
modele, w których korzysta si¦ z rachunku na skalach czasowych [17]. Oprócz modeli deterministycznych
u»ywa si¦ równie» modeli deterministyczno-stochastycznych albo stochastycznych [6], [46].

W celu uchwycenia prawidªowej zªo»ono±ci dynamiki epidemii populacj¦ dzieli si¦ na kilka grup w za-
le»no±ci od stadium choroby. Ka»da choroba cechuje si¦ swoistym stadiami, jednak cz¦sto mo»na wyró»ni¢
nast¦puj¡ce grupy:

• zdrowi (oznaczana przez S, z j¦zyka angielskiego susceptible) � niezainfekowani, podatni na chorob¦,

• bezobjawowi (oznaczana przez E, z j¦zyka angielskiego exposed, lub przez L, z j¦zyka angielskiego
latent) � zainfekowani, ale nie zara»aj¡cy innych � u osób z tej grupy wyst¦puje posta¢ utajona
choroby,

• zara»aj¡cy (oznaczana przez I, z j¦zyka angielskiego infectious) � zainfekowani i przenosz¡cy cho-
rob¦,

• ozdrowiali (oznaczana przez R, z j¦zyka angielskiego recovered) � wyleczeni z zara¹liwej lub ukrytej
postaci choroby,

• zaszczepieni (oznaczana przez V, z j¦zyka angielskiego vaccinated) � odporni na zaka»enie lub
posiadaj¡cy ni»szy stopie« zachorowalno±ci ni» osoby niezaszczepione,

• obj¦ci kwarantann¡ (oznaczana przez Q, z j¦zyka angielskiego quarantined).

Powy»ej wspomniane grupy równie» mog¡ ulec podziaªowi � w [9] autorzy ró»nicuj¡ osoby bezobjawo-
we ze wzgl¦du na ich skªonno±ci do rozwoju lub regresji choroby. Spotykane s¡ te» prace, gdzie konstruuje
si¦ dwa modele (odpowiednio z zaªo»eniem o istnieniu lub braku okre±lonej grupy) i porównuje ich wªa-
sno±ci. Cz¦sto rozwa»a si¦ dwa przypadki, gdy wyleczeni nabywaj¡ lub nie nabywaj¡ odporno±ci, co
zaprezentowano na przykªad w [55].

Wyró»nianie du»ej liczby stadiów mo»e by¢ trudne albo niemo»liwe z powodu niewystarczaj¡cych
danych rzeczywistych � w rocznikach statystycznych najcz¦±ciej przedstawia si¦ wyª¡cznie liczby osób
chorych i zdrowych. Ponadto uwzgl¦dnianie du»ej liczby grup prowadzi do konstrukcji skomplikowanych
modeli matematycznych, których analiza (zwªaszcza analiza stabilno±ci) jest bardzo trudna. Z tego powo-
du cz¦sto zakªada si¦ wyró»nienie tylko dwóch grup � osób zdrowych oraz chorych, czyli zainfekowanych
(bez wyró»niania utajonej postaci choroby). Je±li przyjmuje si¦ istnienie tylko tych dwóch grup, wówczas
tworzy si¦ modele SI (susceptible � infected) lub modele SIS (susceptible � infected � susceptible). Takie
nazewnictwo jest oparte na zaªo»eniu przez jakie stadia choroby przechodzi dany osobnik. W modelach
SI zdrowy osobnik na skutek zaka»enia znajduje si¦ w grupie osób chorych i nie ma mo»liwo±ci powrotu
do zdrowia lub, pomimo skuteczno±ci leczenia objawowego, jest dalej no±nikiem patogenu. W modelach
SIS zakªadamy, »e zaka»ona osoba mo»e zosta¢ wyleczona, to znaczy przestaje przenosi¢ patogen i wtedy
powraca do grupy osób zdrowych (S). W wi¦kszo±ci chorób istnieje mo»liwo±¢ powrotu do zdrowia, z tego
powodu cz¦±ciej konstruuje si¦ modele SIS ni» SI. W niniejszej rozprawie analizowane s¡ modele SIS.

3



W wi¦kszo±ci deterministycznych modeli epidemiologicznych [88] przyjmuje si¦ zaªo»enie polegaj¡ce
na tym, »e wszystkie grupy s¡ równomierne rozmieszczone w populacji, co prowadzi do tego, »e praw-
dopodobie«stwo kontaktu mi¦dzy dwoma dowolnymi osobnikami z populacji jest jednakowe. Ponadto
przyjmuje si¦, »e liczba nowych zaka»e« jest proporcjonalna do liczby osób zdrowych i liczby osób zainfe-
kowanych. Wyra»enia opisuj¡ce zaka»enia s¡ oparte albo na funkcjach biliniowych, maj¡cych uzasadnienie
w prawie dziaªania mas, albo na standardowej funkcji nowych zaka»e«. Jest to funkcja b¦d¡ca ilorazem,
gdzie dzieln¡ jest iloczyn liczebno±ci osób zdrowych oraz liczebno±ci osób chorych, dzielnikiem za± jest su-
ma obu tych liczebno±ci. Zestawienie modeli z uwzgl¦dnieniem ró»nych typów wyra»e« uwzgl¦dniaj¡cych
zaka»enie mo»na znale¹¢ na przykªad w [55].

Kolejnym sposobem, aby upro±ci¢ modele epidemiologiczne, jest zaªo»enie, »e wszystkie osobniki da-
nej populacji charakteryzuj¡ si¦ t¡ sam¡ podatno±ci¡ na chorob¦. Populacje o takiej cesze nazywamy
jednorodnymi (inaczej homogenicznymi). W takich populacjach osobniki klasy�kuje si¦ wyª¡cznie na
podstawie stadium choroby, w którym osobnik si¦ znajduje. Je»eli zakªada si¦ jednorodno±¢ populacji,
wówczas tworzy si¦ modele skªadaj¡ce si¦ z tylu równa«, ile stadiów choroby uwzgl¦dnia si¦ w mode-
lu. Takie podej±cie jest zastosowane w modelu Kermacka�McKendricka opisanym w pracy [65], b¦d¡cej
jedn¡ z pierwszych dotycz¡cych modelowania epidemiologicznego. W [51] analizuje si¦ modele populacji
jednorodnej z tak zwan¡ dynamik¡ podstawow¡ (czyli z wyst¦powaniem narodzin i ±mierci w populacji)
oraz bez tej dynamiki � wprawdzie zaªo»enie o braku tej dynamiki jest nierealistyczne, to jednak mo»e
by¢ ono przyj¦te, gdy epidemia rozprzestrzenia si¦ bardzo szybko i zmiana liczebno±ci populacji zale»y
gªównie od dynamiki epidemii, a nie od przyrostu naturalnego. Innym przyjmowanym zaªo»eniem jest
szczepienie osobników � w [71] przeprowadza si¦ analiz¦ modelu epidemii zarówno z uwzgl¦dnieniem, jak
i bez uwzgl¦dnienia szczepienia.

Analizowanie dynamiki epidemii w populacjach jednorodnych ma uzasadnienie tylko w przypadku
izolowanych populacji, w których stopie« podatno±ci na zaka»enie jest taki sam w±ród wszystkich osob-
ników. Takie zaªo»enie jest praktycznie niemo»liwe do speªnienia w warunkach rzeczywistych. Z tego
powodu nale»y konstruowa¢ modele epidemiologiczne dla populacji niejednorodnych. Populacje niejedno-
rodne (inaczej heterogeniczne lub niehomogeniczne) s¡ to takie populacje, w których wyró»nia si¦ dwie
lub wi¦cej podpopulacji, które ró»ni¡ si¦ stopniem zachorowalno±ci lub zaka¹no±ci chorob¡, b¡d¹ tymi
dwoma cechami jednocze±nie. W przypadku wielu chorób mo»na wyró»ni¢ grup¦ niskiego i wysokiego
ryzyka zachorowalno±ci, na przykªad odpowiednio osoby zamo»ne i ubogie, niebezdomne i bezdomne (jak
w przypadku gru¹licy) [12]. Przy badaniu dynamiki pandemii COVID-19 za grup¦ wysokiego ryzyka mo»-
na uzna¢ pracowników sªu»by zdrowia. Innymi czynnikami wpªywaj¡cymi na ryzyko zaka»enia mog¡ by¢
pªe¢, aktywno±¢ seksualna (jak w przypadku kiªy, zaka»enia HIV lub rze»¡czki) lub wiek (w przypadku
choroby pneumokokowej grup¡ wysokiego ryzyka s¡ dzieci do 5 lat). W modelowaniu matematycznym
cz¦sto wyró»nia si¦ dwie grupy o ró»nym stopniu ryzyka � uwzgl¦dnianie trzech lub wi¦cej grup mo»e
prowadzi¢ do otrzymania modeli o skomplikowanej postaci, których analiza jest znacznie trudniejsza.
W niniejszej rozprawie w obr¦bie jednej populacji wyró»niamy dwie podpopulacje ró»ni¡ce si¦ ryzykiem
transmisji choroby � grup¦ osób o niskim ryzyku zaka»enia oraz grup¦ osób o ryzyku wysokim.

Choroba mo»e rozwija¢ si¦ nie tylko w obr¦bie jednej podpopulacji, ale mo»e by¢ przenoszona po-
mi¦dzy ró»nymi podpopulacji o ró»nym stopniu ryzyka � wówczas do modelowania stosujemy modele
krzy»owe (inaczej wielogrupowe lub wielotypowe). Skªadowymi takich modeli s¡ modele epidemiologicz-
ne dla populacji jednorodnej � tutaj te populacje staj¡ si¦ podpopulacjami populacji niejednorodnej.
W modelach krzy»owych nale»y uwzgl¦dni¢ tak»e wyra»enia opisuj¡ce transmisj¦ choroby mi¦dzy tymi
podpopulacjami. W modelach wielogrupowych funkcja transmisji choroby wyst¦puje w co najmniej dwóch
typach wyra»e« � dotycz¡cych transmisji choroby wewn¡trz podpopulacji oraz mi¦dzy podpopulacjami.

Modele krzy»owe s¡ powszechnie stosowane w modelowaniu matematycznym. W [79] autorzy stosuj¡
model krzy»owy do analizy epidemii SARS w Singapurze w 2013 roku. Dynamika zachorowa« na odr¦ we
Francji zostaªa opisana w [2]. Zakªada si¦ tutaj, »e podpopulacje ró»ni¡ si¦ stopniem obj¦cia szczepie« �
nie wyró»nia si¦ w nich osób szczepionych. Stopie« podatno±ci osobnika na chorob¦ jest zale»ny od tego,
w której podpopulacji si¦ znajduje, a nie od faktu bycia zaszczepionym � w modelu zatem wyst¦puje
odporno±¢ grupowa, odmienna w ka»dej podpopulacji. W [66] modelowane jest rozprzestrzenianie si¦
wirusa Ebola w Korei Poªudniowej. Do jednej z podpopulacji zaliczani s¡ pracownicy sªu»by zdrowia,
pozostaªe osoby tworz¡ drug¡ podpulacj¦.

Analizuje si¦ przypadki przenoszenia choroby nie tylko pomi¦dzy lud¹mi. W [97] analizuje si¦ mode-
le krzy»owe epidemii grypy w±ród populacji ±wi«. Modele wielogrupowe sªu»¡ nie tylko do opisywania
dynamiki epidemii w populacjach niejednorodnych. Maj¡ równie» zastosowanie do analizy epidemii w sy-
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tuacji, kiedy patogen choroby jest przenoszony mi¦dzy osobnikami ró»nych gatunków. Wówczas zamiast
podpopulacji o ró»nym stopniu ryzyka uwzgl¦dnia si¦ populacje ró»nych gatunków, na przykªad w [72]
prezentowany jest model rozwoju brucelozy przenoszonej mi¦dzy bydªem (jedna populacja) a owcami
(druga populacja).

Dynamik¦ mi¦dzygatunkow¡ spotyka si¦ te» w modelowaniu chorób przenoszonych przez wektory �
wówczas jeden z gatunków, nazywany wektorem, jest no±nikiem patogenu chorobotwórczego. Klasycznym
przykªadem takiej choroby jest malaria � komary w trakcie uk¡szenia przenosz¡ patogen (pi¦¢ gatunków
zarod¹ca) do organizmu czªowieka. Wraz z krwi¡ uk¡szonego czªowieka do organizmu komara tra�aj¡
komórki macierzyste zarod¹ca, które s¡ podstaw¡ do utworzenia sporozoitów (forma zarod¹ca inwazyjna
dla czªowieka), przenoszonych na ludzi podczas kolejnych ukªu¢ komarów. Przykªadowy model malarii
mo»na znale¹¢ w [112]. Nale»y zwróci¢ uwag¦, »e nie jest konieczne przenoszenie patogenu wewn¡trz
jednego gatunku (podpulacji). Mo»na jednak przyj¡¢ dodatkowe zaªo»enia daj¡ce mo»liwo±¢ wewn¡trz-
gatunkowej transmisji choroby, np. poprzez transfuzj¦ krwi. Wirus powoduj¡cy gor¡czk¦ Zika mo»e by¢
przenoszony mi¦dzy lud¹mi drog¡ pªciow¡, co zostaªo uwzgl¦dnione w modelu opisanym w [92]. Modele
chorób przenoszonych przez wektory cz¦sto w literaturze s¡ traktowane jako wyodr¦bniona klasa modeli
i ich analiza odbywa si¦ bez odniesienia do okre±lonej choroby. Takie podej±cie mo»na spotka¢ w [59].

Oczywi±cie analiza modeli krzy»owych jest równie» uprawiana bez odniesienia do konkretnej choro-
by i uzyskuje si¦ wyniki teoretyczne, co ma miejsce na przykªad w [98], gdzie autorzy badaj¡ wpªyw
heterogeniczno±ci osób zdrowych na wska¹nik reinfekcji.

W niektórych pracach przyjmuje si¦ uproszczenie polegaj¡ce na tym, »e nie we wszystkich stadiach
choroby wyró»nia si¦ grupy o ró»nym stopniu ryzyka. Takie zaªo»enie w naturalny sposób wyst¦puje
na przykªad, gdy osobnik po chorobie zostaje uodporniony na kolejne zaka»enia. Podej±cie takie jest
uwzgl¦dnione w [37]. W±ród osób zdrowych i chorych wyró»niamy tych, którzy reaguj¡ lub nie reaguj¡ na
wybuch epidemii, natomiast osoby uodpornione po przebytej chorobie nie s¡ pod tym wzgl¦dem klasy-
�kowane, gdy» dzi¦ki odporno±ci nie musz¡ reagowa¢ na mo»liwo±¢ zaka»enia. W [80] autorzy modeluj¡
dynamik¦ epidemii dwóch rodzajów gru¹licy: lekowra»liwej oraz wielolekoopornej � te rodzaje zast¦puj¡
grupy ryzyka. Dla obu odmian gru¹licy wyró»nia si¦ osoby chore, które zaka»aj¡ lub nie zaka»aj¡ innych,
natomiast nie ró»nicuje si¦ osób zdrowych i wyleczonych (uodpornionych).

W wielu pracach mo»na znale¹¢ teoretyczne podej±cie polegaj¡ce na tym, »e w populacji wyró»nia si¦
n podpopulacji, w ka»dej za± podpopulacji wyró»nia si¦ okre±lone stadia choroby. W [57] autorzy ana-
lizuj¡ model dynamiki epidemii HIV w takiej populacji. Autorzy w [32] modeluj¡ dynamik¦ COVID-19
rozwa»aj¡c nieokre±lon¡ liczb¦ grup. Podobne podej±cie zastosowano w [60], gdzie obrazuje si¦ dynami-
k¦ COVID-19 w Chinach. Ponadto w tej pracy autorzy w grupie osób zainfekowanych i ozdrowiaªych
wyodr¦bniaj¡ osoby, które nie zostaªy zdiagnozowane.

Zaªo»enie o nieokre±lonej liczbie grup jest cz¦sto rozwa»ane w pracach, w których przyjmuje si¦, »e
czynnikiem ró»nicuj¡cym podatno±¢ na zaka»enie jest wiek i ustala si¦, »e n reprezentuje wiek osobni-
ków. Podej±cie takie zastosowano w [36]. Modele epidemiologiczne oparte na takim zaªo»eniu nazywa
si¦ modelami wielorocznikowymi. Koncepcj¦ takich modeli przyj¦to w [95] do analizy dynamiki COVID-
-19 w Wuhan w Chinach. Bada si¦ tam rol¦ restrykcji dotycz¡cych »ycia spoªecznego na ograniczenie
rozprzestrzeniania si¦ epidemii.

Niektórzy badacze stosuj¡ w analizie modeli teori¦ opó¹nie« � zakªadaj¡, »e liczba zachorowa« w okre-
±lonej grupie osobników zale»y od okre±lonych zachowa« danych osób, które nast¡piªy w ustalonym mo-
mencie w przeszªo±ci. W [86] przyj¦te jest, »e zaka»enie si¦ przez danego osobnika nast¡piªo wcze±niej ni»
mo»liwo±¢ przenoszenia przez niego choroby. W pracy tej pokazano, »e opó¹nienie nie zmienia dynamiki
badanego modelu w sposób jako±ciowy.

Modele opisuj¡ce dynamik¦ epidemii budowane s¡ najcz¦±ciej w oparciu o równania ró»niczkowe
zwyczajne, w których zmienn¡ niezale»n¡ stanowi czas. Mo»na znale¹¢ modele, gdzie zamiast równa«
ró»niczkowych zwyczajnych stosuje si¦ równania cz¡stkowe. Dodatkow¡ zmienn¡ niezale»n¡ mo»e by¢
na przykªad poªo»enie, co stosuj¡ autorzy w [75]. Prezentowany tam model jest oparty na równaniach
reakcji-dyfuzji. Analiz¦ modelu krzy»owego z wyró»nieniem dwóch podpopulacji, gdzie stosuje si¦ tego
typu równania, przedstawiono w [120]. W modelach wielorocznikowych mo»na zauwa»y¢ podej±cie, w któ-
rym wiek jest traktowany, obok czasu, jako zmienna niezale»na i wówczas dany model staje si¦ ukªadem
równa« ró»niczkowych cz¡stkowych. Takie zaªo»enie przyj¦to w [68].

Warto równie» wspomnie¢, »e modele krzy»owe wraz z koncepcj¡ mobilno±ci osobników staªy si¦
podstaw¡ do stworzenia tak zwanych modeli wielogrupowych wieloobszarowych. Ide¡ tych modeli jest
zaªo»enie, »e osobnik z danej podpopulacji (tutaj nazywamy je grupami) mo»e znale¹¢ si¦ w wybranym
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przez siebie obszarze (rewirze). Podziaª osobników na grupy oraz podziaª rejonu wyst¦powania populacji
na rewiry s¡ od siebie niezale»ne. Stopie« zaka»enia osoby zdrowej zale»y od przynale»no±ci do okre-
±lonej grupy, zajmowanego obszaru oraz liczby osób (w ró»nym stadium choroby) przebywaj¡cych na
tym obszarze. Takie podej±cie przedstawiono w [14]. Co jest istotne, opisany ukªad skªada si¦ z równa«
ró»niczkowych zwyczajnych, zmienn¡ niezale»n¡ pozostaje czas.

Oprócz modeli deterministycznych analizuje si¦ te» modele stochastyczne oraz deterministyczno-
-stochastyczne. W±ród modeli stochastycznych mo»na wskaza¢ model Reeda-Frosta [1, 45]. Model ten
zalicza si¦ do typu SIR (susceptible � infected � recovered) � osobnik po przebyciu choroby zostaje trwale
na ni¡ uodporniony. Liczebno±¢ osobników w ka»dej z trzech grup (w populacji jednorodnej lub niejedno-
rodnej) jest wyznaczana za pomoc¡ rozkªadu dwumianowego. W [89] zmody�kowano model Reeda-Frosta
i w analizie rozwoju epidemii skorzystano z losowych grafów Bernoulliego. Podej±cie deterministyczno-
-stochastyczne mo»na znale¹¢ w [73] � autorzy w krzy»owym modelu deterministycznym uwzgl¦dniaj¡ sto-
chastyczne zaburzenie parametrów � do parametrów o staªych warto±ciach dodaj¡ wzajemnie niezale»ne
procesy Wienera. Autorzy w [114] na podstawie krzy»owego modelu deterministycznego tworz¡ natomiast
stowarzyszony z nim ukªad stochastycznych równa« ró»niczkowych. W [4] autorka jako model krzy»owy
stosuje stochastyczny ukªad równa« ró»niczkowych. Teoretyczna analiza modeli stochastycznych, zarówno
dla czasu ci¡gªego, jak i dyskretnego, zostaªa przedstawiona w [35].

Podczas analizy modeli epidemiologicznych, w tym modeli krzy»owych, istotn¡ rol¦ odgrywa zagadnie-
nie stabilno±ci stanów stacjonarnych danych ukªadów równa«. Badanie takich ukªadów cz¦sto ogranicza
si¦ do analizy lokalnej stabilno±ci, z pomini¦ciem analizy globalnej stabilno±ci. Jest to spowodowane
tym, »e analiza globalnej stabilno±ci jest skomplikowana i najcz¦±ciej polega na znalezieniu odpowiedniej
funkcji Lapunowa w celu okre±lenia stabilno±ci. Funkcje te, konstruowane w przypadku ukªadów opi-
suj¡cych dynamik¦ epidemii w populacjach jednorodnych, s¡ prezentowane i analizowane w literaturze
[33]. W przypadku modeli krzy»owych znalezienie funkcji Lapunowa jest szczególnie trudne. Najcz¦±ciej
taka funkcja Lapunowa skªada si¦ z komponentów, które s¡ funkcjami Lapunowa u»ywanymi w modelach
populacji jednorodnej. Takie podej±cie mo»na spotka¢ na przykªad w [113] oraz w [67].

Modele ci¡gªe vs dyskretne

Modele ci¡gªe s¡ powszechnie stosowane do odzwierciedlenia przebiegu epidemii. Cz¦sto dokonuje si¦
symulacji takich modeli, a uzyskane wyniki porównuje si¦ z danymi empirycznymi. Dane rzeczywiste
maj¡ posta¢ dyskretn¡ � reprezentuj¡ one dan¡ wielko±¢, na przykªad liczebno±¢ osobników danego sta-
dium choroby, w okre±lonym momencie. Z tego powodu wydaje si¦ uzasadnione konstruowanie równie»
modeli dyskretnych. W przypadku modelowania ukªadów rzeczywistych, których wªasno±ci zmieniaj¡ si¦
w czasie, pojawia si¦ pytanie, który typ modelu (ci¡gªy czy dyskretny) powinien by¢ zastosowany. Za-
zwyczaj oba rodzaje modeli s¡ u»ywane wymiennie. Je±li wyj±ciowo zaproponowano model ci¡gªy, mo»na
zastosowa¢ wybran¡ metod¦ dyskretyzacji tworz¡c odpowiedni model dyskretny. W [61] autorzy konstru-
uj¡ i omawiaj¡ modele dyskretne oparte na ci¡gªym modelu SIS dla populacji jednorodnej, w [5] za±
przedstawione s¡ te» modele SI oraz SIR.

Zastanówmy si¦, czy ukªad dyskretny mo»e opisywa¢ dynamik¦ epidemii. Wybrane momenty potrak-
tujmy jako elementy siatki czasu dyskretnego. Zakªadamy, »e transmisja choroby i zachorowanie nast¦puj¡
natychmiast. Ponadto niech kontakty mi¦dzy osobnikami zachodz¡ w dostatecznie krótkim odcinku cza-
su i po tym czasie nie ma kontaktu. Tak¡ sytuacj¦ mo»na zaobserwowa¢ na przykªad mi¦dzy osobami
przebywaj¡cymi w jednym miejscu (jak uczniowie w szkole, pracownicy w zakªadzie pracy), o ile w tym
czasie te osoby nie kontaktuj¡ si¦ z innymi osobami z zewn¡trz, a po tym czasie nie maj¡ ze sob¡ kon-
taktu. Wspomniany odcinek czasu mo»emy wówczas potraktowa¢ jako punkt ze skali czasowej. Procesy
niewymagaj¡ce kontaktu z inn¡ osob¡, czyli ozdrowienie, narodziny lub ±mier¢, praktycznie nie wpªywa-
j¡ na dynamik¦ liczebno±ci populacji w chwili kontaktu. Takie procesy rozpatrujemy zatem niezale»nie
i mo»emy uzna¢, »e mog¡ one zdarzy¢ si¦ na ko«cu ustalonego odcinka czasu lub poza tym odcinkiem.
Rezultaty tych procesów b¦d¡ odwzorowane w kolejnym elemencie siatki czasu dyskretnego. Stwierdzamy
wi¦c, »e dynamik¦ epidemii mo»na bada¢ za pomoc¡ ukªadów dyskretnych. Zwró¢my uwag¦, »e w czasie
izolacji spoªecznej, na przykªad tej spowodowanej pandemi¡ COVID-19, kontakty mi¦dzy lud¹mi s¡ ogra-
niczone i trwaj¡ jak najkrócej. Podej±cie dyskretne mo»na ªatwo zastosowa¢ do modelowania dotycz¡cego
takich okresów. Zauwa»my, »e w przypadku stosowania modeli ci¡gªych nale»aªoby uwzgl¦dni¢ kontakty
z innymi osobnikami w dowolnym momencie. Intensywno±¢ kontaktów nie jest rozªo»ona równomiernie
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w czasie � zwi¦kszona interakcja z innymi osobami wyst¦puje na przykªad podczas dojazdu i powrotu
z pracy oraz w godzinach roboczych. Z tego powodu model ci¡gªy nie oddaje w peªni dynamiki epidemii.

Istotn¡ kwesti¡ jest wybór odpowiedniej metody dyskretyzacji. Konkretna metoda powinna jak naj-
dokªadniej aproksymowa¢ dane empiryczne. Cz¦sto jednak modele ci¡gªe, na podstawie których dokonuje
si¦ dyskretyzacji, maj¡ skomplikowan¡ posta¢ i ich analiza jest trudna. Stanowi to powód, dla którego
cz¦sto wybiera si¦ proste metody dyskretyzacji, na przykªad jawny (inaczej otwarty) schemat Eulera [15]
(w skrócie EEM , z j¦zyka angielskiego explicit Euler method/scheme). Ukªady równa« z u»yciem EEM
s¡ podobne do analogicznych ukªadów ci¡gªych, ich analiza jest równie» podobna, jak na przykªad w [42].

Modele dyskretne, w tym te z zastosowanym EEM , mog¡ cechowa¢ si¦ zªo»on¡ dynamik¡. W [56]
omawia si¦ mo»liwo±¢ pojawienia si¦ bifurkacji podwojenia okresu oraz bifurkacji Neimarka-Sackera (nazy-
wanej te» bifurkacj¡ Hopfa) w modelu dla populacji jednorodnej. Teoria bifurkacji wyst¦puj¡cych w ukªa-
dach dyskretnych i ci¡gªych jest omówiona w [69] � podano tam równie» przykªady modeli biologicznych,
gdzie bifurkacje wyst¦puj¡. W rozprawie omówimy przypadek wyst¡pienia bifurkacji podwojenia okresu
oraz bifurkacji Neimarka-Sackera w modelu dyskretnym dla populacji jednorodnej.

Otwarty schemat Eulera, zwªaszcza dla modeli o prostej postaci, daje dobre przybli»enie danych rze-
czywistych w niewielkim zakresie czasu. Wad¡ tego schematu jest niewªa±ciwe przybli»anie danych dla
du»ych skal czasowych. Ponadto stosowanie EEM mo»e skutkowa¢ tym, »e warto±ci symulowanych zmien-
nych mog¡ by¢ ujemne, co w przypadku modelowania liczebno±ci populacji nie powinno mie¢ miejsca.
Z powodu niedokªadno±ci EEM przyjmuje si¦ inne dyskretyzacje, na przykªad w [74] stosuje si¦ niejawny
(inaczej zamkni¦ty) schemat Eulera, w [103] stosuje si¦ za± schemat Rungego-Kutty.

Problem ujemno±ci rozwi¡za« w modelach ci¡gªych wyst¦puje w znacznie mniejszym stopniu ni»
w przypadku modeli dyskretnych z u»yciem EEM . Intuicyjne wydaje si¦ zatem znalezienie takiego sche-
matu numerycznego, na podstawie którego zbudowany ukªad równa« ma w uj¦ciu jako±ciowym takie
samo zachowanie jak odpowiadaj¡cy mu ukªad ci¡gªy [85]. Mówimy, »e ukªad dyskretny jest dynamicznie
zgodny ze swoim ci¡gªym odpowiednikiem, je»eli oba te ukªady maj¡ t¦ sam¡ dynamik¦, zarówno pod
wzgl¦dem stabilno±ci, jak i wyst¦powania bifurkacji. Takie wªasno±ci obserwujemy dla ukªadów, w których
zastosowano jedn¡ z niestandardowych metod (schematów) dyskretyzacji (w skrócie NSDM , z j¦zyka
angielskiego non-standard discretization method). Stosowanie tych metod pozwala na wyeliminowanie
problemu ujemno±ci rozwi¡za«.

Dzi¦ki mo»liwo±ci zachowania dodatnio±ci rozwi¡za« (przy odpowiednich zaªo»eniach), niestandardo-
we schematy dyskretyzacji znalazªy zastosowanie w modelowaniu zjawisk biologicznych. Przekrojowy opis
i analiz¦ dyskretnych modeli SIS oraz SI, które s¡ dynamicznie zgodne z modelami ci¡gªymi, mo»na zna-
le¹¢ w [100]. W [3] autorzy prezentuj¡ trzy przykªadowe sposoby niestandardowej dyskretyzacji modelu
Lotki-Volterry wraz z omówieniem wªasno±ci zmody�kowanych modeli. Równie» w modelowaniu epide-
mii stosuje si¦ NSDM . W [84] autorzy stosuj¡ schemat niestandardowy do modelu epidemiologicznego
dla populacji jednorodnej z uwzgl¦dnieniem przyrostu logistycznego, natomiast w [105] stosuj¡ NSDM
do modelu z tak zwan¡ nasycon¡ funkcj¡ zaka»e«. Autorzy [121] dyskretyzuj¡ z u»yciem metody nie-
standardowej model krzy»owy dla populacji niejednorodnej z uogólnion¡ liczb¡ podpopulacji i dokonuj¡
analizy analogicznej jak dla modelu ci¡gªego. W [117] NSDM jest stosowany do modelowania krzy»o-
wego z uwzgl¦dnieniem opó¹nienia. W ramach metod niestandardowych mo»na wskaza¢ ró»ne schematy
o odmiennych wªasno±ciach matematycznych. Wybór danego schematu jest uzale»niony na przykªad od
opisu heurystycznego modelu lub od wªasno±ci rozwi¡za« ukªadu. Motywacja do wyboru odpowiedniego
schematu, u»ytego w rozprawie, b¦dzie przedstawiona w dalszej cz¦±ci pracy.

Przedstawmy jeszcze znaczenie kroku dyskretyzacji w kontek±cie epidemiologicznym. Na podstawie
powy»szych rozwa»a« intuicyjne wydaje si¦ uznanie tego kroku za odst¦p pomi¦dzy kolejnymi interakcja-
mi mi¦dzy osobnikami. To zaªo»enie mo»e wydawa¢ si¦ niezasadne, je±li przyjmiemy za krok dyskretyzacji
okres na przykªad roku, jak to ma miejsce w przytaczanym przykªadzie epidemii gru¹licy. Zwró¢my jednak
uwag¦, »e cz¦stotliwo±¢ zaka»e« patogenem gru¹licy jest znacznie mniejsza ni» w przypadku patogenów
grypy lub COVID-19. Nie wyst¦puje wi¦c potrzeba przedstawiania liczby nowych zachorowa« na gru¹-
lic¦ dla stosunkowo krótkiego okresu (na przykªad dzie«, tydzie«, miesi¡c). Przyjmujemy wi¦c podan¡
interpretacj¦ kroku dyskretyzacji za odpowiedni¡.

Warto równie» zwróci¢ uwag¦ na aktualnie rozwijane podej±cie do modelowania epidemiologicznego
przy u»yciu rachunku na skalach czasowych. Efekt zastosowania tego rachunku na modelu SIS w po-
pulacji jednorodnej mo»na przeanalizowa¢ w [102]. Skale czasowe znalazªy zastosowania do modelowania
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dynamiki chorób przenoszonych przez wektory. Transmisja wirusa gor¡czki Zachodniego Nilu, przenoszo-
nego przez komary, jest opisana w [110].

Wspóªczynnik odnowienia R0

Z modelowaniem epidemiologicznym zwi¡zane jest poj¦cie wspóªczynnika odnowienia choroby (po-
tocznie wspóªczynnik reprodukcji, z j¦zyka angielskiego reproduction number). Jest on oznaczany jako
R0 i de�niowany na przykªad w [38] jako ±rednia liczba wtórnych zachorowa«, czyli takich, które powstaªy
poprzez zaka»enie osób zdrowych przez jedn¡ zainfekowan¡ osob¦ w populacji zªo»onej wyª¡cznie z osób
zdrowych. Parametr ten okre±la, czy choroba mo»e si¦ rozprzestrzenia¢ w populacji, przez co R0 mo»e
by¢ traktowane jako parametr progowy. Dla bardziej zªo»onych modeli, w których wyst¦puje wi¦cej ni»
jedna grupa osób chorych, wspomniana heurystyczna de�nicja R0 jest niewystarczaj¡ca. Bardziej ogólna
de�nicja R0 zostaªa podana w [39] i jest tam sformuªowana jako liczba nowych infekcji wywoªanych przez
jednego zainfekowanego osobnika w przypadku, gdy w danej chwili populacja osi¡ga stan stacjonarny
wolny od epidemii.

W celu wyznaczenia R0 mo»na stosowa¢ ró»ne podej±cia. Jedn¡ z technik jest zastosowanie rachunku
caªkowego oraz tak zwanej funkcji prze»ycia. Taka metoda jest przedstawiona i opisana w [49]. Innym
ze sposobów jest skorzystanie z macierzy Jacobiego danego ukªadu równa« oraz z kryterium Routha-
-Hurwitza. Opis i przykªady zastosowania tej metody mo»na znale¹¢ na przykªad w [82]. Sposób ten
mo»e nie by¢ skuteczny w sytuacji, gdy warunki konieczne i wystarczaj¡ce stabilno±ci stanu wolnego od
choroby danego ukªadu nie mog¡ by¢ sprowadzone do pojedynczego warunku, co jest równie» pokazane
w wy»ej cytowanej pozycji.

Inny sposób na obliczenie R0 jest zwi¡zany z u»yciem koncepcji tak zwanej macierzy nast¦pnego
pokolenia, która zostaªa wprowadzona w [38]. Wówczas R0 de�niuje si¦ jako promie« spektralny tej
macierzy. Jedno z podej±¢ wykorzystuj¡cych macierz nast¦pnego pokolenia do obliczenia R0 zostaªo
przedstawione w [39]. W tym podej±ciu istotne jest odró»nienie nowych infekcji od wtórnych. Koncepcja
macierzy nast¦pnego pokolenia jest przenoszona z modeli ci¡gªych na dyskretne. W [7] autorzy prezentuj¡
sposób wyznaczenia R0 dla ukªadów dyskretnych. Metoda tam zaprezentowana jest bardzo podobna do
tej stosowanej w przypadku modeli ci¡gªych.

Idea wspóªczynnika odnowienia, która cz¦sto jest analizowana na gruncie matematyki teoretycznej, jest
u»ywana równie» w rzeczywistych przykªadach ró»nych epidemii, na przykªad w [50] oblicza si¦ warto±ci
R0 dla epidemii SARS, BSE oraz grypy. W [89] podaje si¦ warto±¢R0 dla przypadku rozprzestrzeniania si¦
HIV w Europie. Wspóªczynnik R0 jest w obecnej chwili jednym z najgor¦tszych tematów dyskutowanych
w mediach w kontek±cie trwaj¡cej pandemii COVID-19.

Okazuje si¦, »e wspóªczynnik odnowienia mo»e determinowa¢ globaln¡ stabilno±¢ stanu stacjonarnego
wolnego od epidemii danego ukªadu. W [64] autorzy podaj¡ twierdzenie, które mówi, »e przy odpowied-
nich zaªo»eniach ten stan jest globalnie asymptotycznie stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy warto±¢ wspóª-
czynnika odnowienia jest mniejsza b¡d¹ równa 1. Podobne podej±cie mo»na znale¹¢ w [23], przy czym
tutaj zakªada si¦ heterogeniczno±¢ populacji i wyró»nienie trzech stadiów choroby: zdrowych, zainfekowa-
nych nieroznosz¡cych choroby, oraz zara»aj¡cych. Podej±cia stosowane w [64] i [23], oprócz konieczno±ci
uwzgl¦dnienia w [23] wspomnianego wy»ej zaªo»enia o trzech grupach, s¡ bardzo podobne. Istotne jest,
»e w obu tych pracach nie szuka si¦ odpowiedniej funkcji Lapunowa, tylko bada si¦ wspóªczynnik R0, co
stanowi znaczne uªatwienie. W rozprawie zastosujemy koncpecj¦ z [64] do okre±lenia warunków globalnej
stabilno±ci stanu wolnego od epidemii.

W kontek±cie wspóªczynnika odnowienia epidemii zajmiemy si¦ równie» mo»liwo±ci¡ wyst¦powania
bifurkacji nadkrytycznej (inaczej: w przód) i podkrytycznej (inaczej: w tyª). Jedn¡ z pierwszych po±wi¦-
conych tej tematyce prac jest artykuª [57], gdzie analizowana jest bifurkacja w modelu rozchodzenia si¦
HIV. W pó¹niejszych latach tematyka ta byªa dalej badana � w [24] omawia si¦ mo»liwo±¢ wyst¡pienia bi-
furkacji nadkrytycznej i podkrytycznej w ukªadach opisuj¡cych dynamik¦ epidemii gru¹licy. W rozprawie
zagadnienie bifurkacji b¦dzie analizowane na podstawie podej±cia przedstawionego w [39].

Modelowanie gru¹licy

Do powszechnych chorób zaka¹nych zalicza si¦ gru¹lic¦, w przypadku której patogenem s¡ bakterie
Mycobacterium tuberculosis (MB). S¡ one przenoszone drog¡ kropelkow¡ przez osoby z aktywn¡ postaci¡

8



gru¹licy, to znaczy posiadaj¡ce dodatni wynik wymazu na obecno±¢ MB [18]. Jak donosi �wiatowa Or-
ganizacja Zdrowia w swoim raporcie z 2019 roku [116], w 2018 roku na gru¹lic¦ zachorowaªo 10 milionów
osób, zmarªo za± 1,5 miliona. Prawdopodobie«stwo zaka»enia si¦ gru¹lic¡ jest niskie [10], dlatego dy-
namik¦ rozprzestrzeniania si¦ gru¹licy nale»y analizowa¢ w dªugim horyzoncie czasowym. W przypadku
wi¦kszo±ci postaci gru¹licy mo»e by¢ zastosowana terapia wielolekowa. Okazuje si¦ jednak, »e oporno±¢
szczepów bakterii na antybiotyki ewoluuje szybko, natomiast koszty terapii s¡ wysokie. Co wi¦cej, tylko
jedna trzecia choruj¡cych ma dost¦p do leczenia [10]. W tym kontek±cie nale»y równie» wspomnie¢ o wy-
st¦powaniu gru¹licy lekoopornej, na któr¡ w 2018 roku zapadªo okoªo póª miliona osób. Zaka»enia gru¹lic¡
b¦d¡ zatem wyst¦powaªy nadal, co mo»e skutkowa¢ wybuchem epidemii. Modelowanie matematyczne,
tak jak w przypadku epidemii innych chorób, pomaga w analizie dynamiki rozwoju gru¹licy.

Analizuje si¦ dynamik¦ gru¹licy wyst¦puj¡cej zarówno w populacjach jednorodnych, jak i niejedno-
rodnych. Analiza modelu dla populacji homogenicznej w kontek±cie wspóªczynnika odnowienia epidemii
jest przedstawiona w [58]. Autorzy w [119], opieraj¡c si¦ na statystykach dotycz¡cy zapadalno±ci na
gru¹lic¦ w Chinach, wyró»niaj¡ w populacji niejednorodnej trzy grupy wiekowe osób podatnych (dzieci,
w ±rednim wieku, seniorzy) o ró»nym stopniu zapadalno±ci. Okazuje si¦, »e uwzgl¦dnienie ró»nego stop-
nia zapadalno±ci ma wpªyw na dynamik¦ modelu. W jednej z najnowszych prac [96] analizuje si¦ model
dynamiki epidemii gru¹licy z pochodn¡ niecaªkowitego rz¦du, w którym wyró»niono dwie grupy osób
zara»aj¡cych � leczonych i nieleczonych. Przekrojowy opis modelowania dynamiki gru¹licy w populacjach
jednorodnych i niejednorodnych mo»na znale¹¢ w [24]. Uwzgl¦dniono tam wieloszczepowo±¢ patogenu
oraz stopie« kontaktu mi¦dzy osobnikami (bliski i pobie»ny). We wspomnianej pracy analizuje si¦ te»
mo»liwo±¢ wyst¡pienia bifurkacji nadkrytycznej i podkrytycznej. Wyniki teoretyczne s¡ aplikowane do
problemu eliminacji gru¹licy w USA.

Modelowanie gru¹licy w populacji niejednorodnej zostaªo równie» przedstawione w [87], gdzie jako
grup¦ wysokiego ryzyka przyj¦to osoby posiadaj¡ce antygen leukocytarny izotypu DR (HLA-DR2), któ-
rego ekspresja przyczynia si¦ do zwi¦kszenia podatno±ci zachorowania na gru¹lic¦. Osoby nieposiadaj¡ce
takiego antygenu zostaªy zaklasy�kowane jako osoby z niskim ryzykiem zachorowalno±ci. HLA-DR2 jest
cz¦sto spotykany w±ród mieszka«ców Indii, co rzutuje na wyst¦puj¡c¡ tam zwi¦kszon¡ zachorowalno±¢ na
gru¹lic¦ [104]. W [87] autorzy ponadto porównuj¡ dynamik¦ zachorowa« na gru¹lic¦ w Indiach z dynamik¡
zachorowa« w USA, gdzie zachorowalno±¢ jest znacznie ni»sza. Genetyczn¡ podatno±¢ na zachorowanie
uwzgl¦dniono te» w modelu krzy»owym prezentowanym w [91], alternatywnie rozwa»a si¦ tam równie»
lekooporno±¢ osobników. Modeluje si¦ równie» gru¹lic¦ przenoszon¡ mi¦dzy zwierz¦tami � w [88] zamiast
podpopulacji o ró»nym stopniu ryzyka rozwa»a si¦ populacje krów oraz borsuków.

Krzy»ow¡ dynamik¦ gru¹licy obrazuje si¦ równie» modelami dyskretnymi. Dyskretny model wielorocz-
nikowy jest analizowany w [21], gdzie u»ywa si¦ EEM . Otrzymane wyniki stosuje si¦ do modelowania
dynamiki gru¹licy w Chinach. Warto równie» zwróci¢ uwag¦ na prac¦ [107], gdzie na podstawie modelu
dynamiki gru¹licy z pochodn¡ niecaªkowitego rz¦du dokonuje si¦ niestandardowej dyskretyzacji. W popu-
lacji, zamiast grup ryzyka, uwzgl¦dnia si¦ trzy typy gru¹licy: lekowra»liw¡, wielolekooporn¡ oraz rozlegle
lekooporn¡. Podziaª osobników ze wzgl¦du na typy nie obejmuje osób zdrowych, lecz dotyczy osobników
z ukryt¡ i zara¹liw¡ gru¹lic¡ (traktowane jako oddzielne stadia). Krzy»owo±¢ modelu zapewnia si¦ dzi¦ki
skªadnikom, które obrazuj¡ reinfekcj¦ u osób z ukryt¡ gru¹lic¡, przy czym ponowne zaka»enie mo»e by¢
innego typu ni» pierwotne. Model z artykuªu [107] jest przeªo»ony przez autorów na przypadek stocha-
styczny w [106]. Tutaj u»ywa si¦ stochastycznych równa« ró»nicowych. Zastosowano tu niestandardow¡
dyskretyzacj¦, opart¡ na schemacie Milsteina, stosowanym do dyskretyzacji równa« stochastycznych.

W kontek±cie pracy [107] warto przytoczy¢ artykuª [108], gdzie w modelu krzy»owym z pochodn¡
niecaªkowitego rz¦du zachorowalno±¢ na gru¹lic¦ jest determinowana nie tylko przez lekow¡ oporno±¢
szczepów, ale te» przez cukrzyc¦. Problem minimalizacji liczby zaka»e« jest rozwi¡zywany z u»yciem
teorii sterowania. Do symulacji model ci¡gªy zdyskretyzowano za pomoc¡ schematu 2LIM, gdzie stosu-
je si¦ dwukrokow¡ interpolacj¦ z u»yciem wielomianów Lagrange'a. Ma to na celu zwi¦kszenie regionu,
w którym wyst¦puje stabilno±¢ ukªadu. Schemat ten zaimplementowano w dwóch wersjach, zwykªej i nie-
standardowej.

Motywacj¡ do przeprowadzania bada« zawartych w rozprawie byªa obserwacja dynamiki epidemii
gru¹licy w populacji niejednorodnej w województwie warmi«sko-mazurskim w latach 2003�2012. W przy-
padku tej populacji jako grup¦ wysokiego ryzyka wybrano osoby bezdomne. Jako grup¦ niskiego ryzyka
przyj¦to pozostaª¡ cz¦±¢ populacji, czyli osoby niebezdomne. Jak relacjonuje �wiatowa Organizacja Zdro-
wia, bezdomno±¢, jako szczególny przypadek ubóstwa, przyczynia si¦ do zwi¦kszenia zachorowalno±ci na
gru¹lic¦ [44]. W latach 2004�2011 przeprowadzono w województwie warmi«sko-mazurskim cztery pro-
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gramy wykrywania gru¹licy w±ród osób bezdomnych, które potem leczono. Skutkiem zastosowania tych
programów byª spadek zachorowalno±ci na gru¹lic¦ wynosz¡cy 53 % (w caªym kraju 26 %). Co wa»ne, spa-
dek zachorowalno±ci odnotowano nie tylko w±ród osób bezdomnych, ale w caªej populacji w rozwa»anym
województwie. Nale»y podkre±li¢, »e wykrywanie aktywnych przypadków w±ród grup wysokiego ryzyka
stanowi jedn¡ ze strategii �wiatowej Organizacji Zdrowia maj¡cych na celu obni»enie zachorowalno±ci na
gru¹lic¦ [115].

Wyniki programów potwierdziªy hipotez¦, »e bezdomni mog¡ by¢ rezerwuarem patogenu gru¹licy i cho-
roba ta mo»e by¢ przenoszona z tej grupy do caªej populacji. Hipoteza zostaªa potwierdzona z punktu wi-
dzenia medycznego, bez konieczno±ci stosowania modelowania matematycznego, o czym mo»na przeczyta¢
w [109] oraz [77]. Uzasadnione zatem byªo wyró»nienie w populacji województwa warmi«sko-mazurskiego
dwóch grup ró»ni¡cych si¦ ryzykiem infekcji, przez co skupiono si¦ na testowaniu konkretnej grupy pacjen-
tów, zamiast caªej populacji. Znaczenie wykrywania aktywnych przypadków w±ród osób bezdomnych jest
umotywowane medycznie, co pokazano w [12] na przykªadzie z Wielkiej Brytanii � takie akcje wykrywania
s¡ mniej kosztowne ni» pó¹niejsze leczenie osób zainfekowanych. Wykrywanie gru¹licy mo»e polega¢ na
przykªad na wykonaniu rentgenowskiego zdj¦cia klatki piersiowej, co jest uwa»ane za najskuteczniejszy
sposób detekcji. Nale»y zwróci¢ uwag¦, »e miejscem, w którym wyst¦puje wysoka transmisja patogenu, s¡
noclegownie dla bezdomnych, poniewa» spotykaj¡ si¦ tam zarówno osoby bezdomne, jak i niebezdomne
[34]. Gru¹lica mo»e oczywi±cie przenosi¢ si¦ w obr¦bie bezdomnych, niebezdomnych oraz pomi¦dzy tymi
grupami.

Wyniki programów wykrywania gru¹licy oraz model opisuj¡cy dynamik¦ epidemii w tym przypad-
ku zostaªy przedstawione w [101]. W niniejszej rozprawie przedstawiono dokªadn¡ analiz¦ matematycz-
n¡ opisanego tam modelu, nast¦pnie zaproponowano jego mody�kacj¦. Dokonano równie» dyskretyzacji
otrzymanego modelu ci¡gªego.

W standardowym podej±ciu w modelowaniu leczenia gru¹licy uwzgl¦dnia si¦ wyra»enia, które obrazu-
j¡ przej±cie osobnika z grupy osób chorych do grupy osób zdrowych. W [22] faz¦ leczenia opisano poprzez
doª¡czenie kolejnego równania na now¡ zmienn¡, która obrazuje kolejne stadium choroby � wyleczenie.
Podobne podej±cie mo»na znale¹¢ w [90], przy czym w tej pracy dodatkowo rozwa»a si¦ zmienn¡, któ-
ra reprezentuje zidenty�kowane osoby zaka»one, czyli takie, które poddaj¡ si¦ leczeniu. Tutaj autorzy
uwzgl¦dniaj¡ te» heterogeniczno±¢ populacji w grupie osób zdrowych i z ukryt¡ postaci¡ choroby. Co
ciekawe, wyró»nikiem niejednorodno±ci nie jest stopie« ryzyka, ale stopie« ±wiadomo±ci na zachorowanie.
W pracy [80] numerycznie pokazuje si¦ wpªyw diagnostyki, leczenia i edukacji zdrowotnej na dynamik¦
gru¹licy.

Uwzgl¦dnienie prewencji oraz kontroli choroby w modelu epidemii gru¹licy zostaªo przedstawione
w [26]. Autorki do tego celu stosuj¡ narz¦dzia z teorii sterowania, gdzie sterowania s¡ uwzgl¦dnione za-
równo w wyra»eniach liniowych, jak i nieliniowych obrazuj¡cych zaka»anie. Swoje rozwa»ania autorki
ilustruj¡ na rzeczywistym przykªadzie wyst¡pienia choroby w Korei Poªudniowej. Nie uwzgl¦dniono tu
jednak heterogeniczno±ci populacji. Teoria sterowania jest równie» u»yta w [99]. Sterowania reprezentuj¡
tu cz¦±ci pacjentów, którzy s¡ leczeni. Tutaj równie» przyjmuje si¦ jednorodno±¢ populacji. Heteroge-
niczno±¢ populacji (podziaª na dorosªych i dzieci) uwzgl¦dniono w [43], gdzie autorzy analizuj¡ trzy
sterowania dotycz¡ce odpowiednio prewencji w±ród osób zdrowych, chemoprewencji w±ród osób z ukryt¡
gru¹lic¡ oraz leczenia w±ród osób z aktywn¡ postaci¡ choroby. Przypadek niejednorodnej populacji jest
brany pod uwag¦ równie» w [62] � autorki wyró»niaj¡ gru¹lic¦ lekowra»liw¡ i lekooporn¡. Uwzgl¦dnia si¦
tam dwa sterowania przy zaªo»eniu, »e powinno si¦ zredukowa¢ liczb¦ osób mog¡cych zara»a¢ innych oraz
osób z rozwijaj¡c¡ si¦ lekooporn¡ gru¹lic¡.

Nale»y zaznaczy¢, »e opisywany w rozprawie przypadek gru¹licy powinno si¦ traktowa¢ jako przy-
kªad ilustruj¡cy teoretyczn¡ analiz¦ modeli epidemiologicznych. Wyniki przedstawione w niniejszej pracy
mo»na zastosowa¢ do badania rozprzestrzeniania si¦ dowolnej choroby zaka¹nej w dowolnej populacji
niejednorodnej.

Hipoteza, zawarto±¢ i struktura rozprawy

Gªównym celem niniejszej rozprawy jest zwery�kowanie hipotezy badawczej mówi¡cej o tym, »e modele
krzy»owe s¡ konieczne do prawidªowego opisu epidemii w populacjach niejednorodnych. Zastosowanie
oddzielnych modeli dla podpopulacji w populacjach niejednorodnych nie daje odpowiedzi na pytanie, czy
epidemia b¦dzie si¦ rozprzestrzenia¢, czy te» nie � warunki dla oddzielnych modeli nie s¡ wystarczaj¡ce.
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Ponadto zostanie równie» sprawdzona hipoteza, »e w przypadku epidemii w populacji niejednorodnej
(w rozprawie czynnikiem warunkuj¡cym niejednorodno±¢ jest stopie« zachorowalno±ci i zaka»alno±ci)
mo»e nast¡pi¢ transmisja choroby z jednej podpopulacji do caªej populacji, co powoduje rozwój epidemii
[83].

W znanych opracowaniach dotycz¡cych modelowania krzy»owego dynamiki epidemii analizowane s¡
w wi¦kszosci takie sytuacje, gdzie zakªada si¦, »e w poszczególnych podpopulacjach ró»ni¡cych si¦ stop-
niem ryzyka zachorowalno±ci (lub inn¡ cech¡ determinuj¡c¡ heterogeniczno±¢) parametry opisuj¡ce dane
wielko±ci w ró»nych podpopulacjach maj¡ te same warto±ci. Takie podej±cie mo»na znale¹¢ na przykªad
w [11]. To zaªo»enie przyczynia si¦ do tego, »e dany model opisuje w rzeczywisto±ci dynamik¦ epidemii
w populacji jednorodnej. Przypadki, kiedy analogiczne parametry w ró»nych podpopulacjach ró»ni¡ si¦
warto±ciami, nie s¡ rozwa»ane z powodu zªo»ono±ci oblicze«. W niniejszej rozprawie nie przyjmuje si¦
powy»szego zaªo»enia � zakªadamy, »e parametry obrazuj¡ce okre±lon¡ wielko±¢ w ró»nych podpopula-
cjach maj¡ ró»ne warto±ci. Co wi¦cej, prezentujemy tu rezultaty, w których dane warunki (na przykªad
gwarantuj¡ce stabilno±¢ stanów stacjonarnych okre±lonego ukªadu) maj¡ jawn¡ posta¢. Wedªug naszej
wiedzy nie ma obecnie opracowa«, w których takie wyniki w jawnej postaci byªyby prezentowane dla
modeli dyskretnych.

Zwró¢my uwag¦, »e dzi¦ki uniwersalnemu charakterowi prezentowanych w rozprawie modeli, otrzy-
mane wyniki mog¡ by¢ zastosowane nie tylko w modelowaniu chorób zaka¹nych. Rezultaty mog¡ zosta¢
u»yte do obrazowania dynamiki ró»nych zjawisk w medycynie czy ekologii, na przykªad konkurencji mi¦-
dzygatunkowej lub oddziaªywania mi¦dzy komórkami.

W niniejszej rozprawie przedstawimy i dokonamy analizy zarówno modeli ci¡gªych, jak i dyskretnych.
Struktura modeli dyskretnych zostaªa oparta na ich ci¡gªych odpowiednikach. Dyskretyzacja ukªadów
ci¡gªych skutkuje pojawieniem si¦ kroku dyskretyzacji, przez co uzyskujemy kolejny parametr. To powo-
duje, »e analiza ukªadów dyskretnych, zwªaszcza w kontek±cie stabilno±ci, jest bardziej skomplikowana
ni» analiza odpowiednich ukªadów ci¡gªych. Nale»y mie¢ jednak na uwadze, »e zasadno±¢ modelu mo-
»emy zwery�kowa¢ tylko poprzez obserwacj¦ warto±ci liczbowych okre±lonych wielko±ci. Wielko±ci te s¡
funkcjami dyskretnymi i w przypadku rozwa»anego w rozprawie przykªadu epidemii gru¹licy stanowi¡
one liczby osób zdrowych i zainfekowanych w podpopulacjach bezdomnych i niebezdomnych. W naszych
modelach podpopulacje te odpowiadaj¡ podpopulacjom wysokiego i niskiego ryzyka. Wielko±ci te maj¡
posta¢ dyskretn¡. Podano je w rocznikach statystycznych, zatem za dªugo±¢ kroku dyskretyzacji mo»na
przyj¡¢ rok. Z powodu dyskretnego charakteru danych uznali±my, »e w naszych rozwa»aniach powinni±my
uwzgl¦dni¢ modele dyskretne.

W rozprawie przyjmujemy podej±cie, »e po analizie ka»dego modelu ci¡gªego przedstawiamy i ana-
lizujemy odpowiednie modele dyskretne powstaªe na skutek dwóch sposobów dyskretyzacji. Najpierw
zastosujemy otwarty schemat Eulera. Schemat ten, pomimo swojej prostoty, pozwala na uzyskanie skom-
plikowanych zachowa« ukªadów, zwªaszcza w kontek±cie bifurkacji. Nast¦pnie przedstawimy dyskretyza-
cj¦ niestandardow¡. Wybór okre±lonej formy dyskretyzacji zostanie omówiony w dalszej cz¦±ci rozprawy.
Oprócz zbadania wªasno±ci konkretnych modeli dyskretnych zajmiemy si¦ równie» porównaniem obu me-
tod dyskretyzacji i wskazaniem odpowiedniej do obrazowania dynamiki epidemii. Ponadto porównamy
wªasno±ci tych ukªadów z wªasno±ciami odpowiedniego modelu ci¡gªego. Takiego caªo±ciowego podej±cia
do analizy dynamiki epidemii nie spotyka si¦ w literaturze.

Rozprawa nie ma charakteru wyª¡cznie aplikacyjnego. W uj¦ciu teoretycznym prezentowane tu za-
gadnienia mog¡ sªu»y¢ do badania dynamiki symetrycznych ukªadów ró»niczkowych lub ró»nicowych
o ró»nych parametrach, ponadto tak¡ dynamik¦ mo»na porównywa¢ z dynamik¡ pojedynczego, odsepa-
rowanego, ukªadu. Zastosowanie mog¡ mie¢ zwªaszcza rezultaty dotycz¡ce ukªadów dyskretnych, które
na ogóª s¡ analizowane w znacznie mniejszym zakresie ni» analogiczne ukªady ci¡gªe.

W rozprawie zawarto wyniki symulacji numerycznych, których celem byªo potwierdzenie przydatno-
±ci matematycznej analizy w przypadkach rzeczywistych. Jako dane rzeczywiste posªu»yªy liczebno±ci
osób zdrowych i zainfekowanych w podpopulacjach osób bezdomnych i niebezdomnnych w województwie
warmi«sko-mazurskim w latach 2001�2018. Dane te zostaªy u»yte w celu obserwacji dynamiki gru¹licy
w kontek±cie analizy wpªywu programów wykrywania wspomnianych we wcze±niejszej cz¦±ci wst¦pu.

Symulacje zostaªy wykonane w ±rodowisku programistycznym Matlab, do którego dost¦p doktorantom
przyznaje Uniwersytet Warszawski. Jako dane pocz¡tkowe do symulacji u»yto liczebno±ci poszczególnych
grup osób w roku 2001. W przypadku symulowania modeli ci¡gªych skorzystano z wbudowanej funkcji
ode45, natomiast w przypadku modeli dyskretnych zaimplementowano schematy dyskretyzacji: otwarty
Eulera oraz niestandardowy, który b¦dzie omówiony w dalszej cz¦±ci rozprawy.
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Dane demogra�czne u»yte w symulacjach zostaªy wzi¦te z roczników statystycznych [25]. Liczebno±ci
osób bezdomnych zostaªy dostarczone przez Regionalny O±rodek Polityki Spoªecznej Urz¦du Marszaª-
kowskiego Województwa Warmi«sko-Mazurskiego w Olsztynie [81]. Dane epidemiologiczne u»yte do ana-
lizy zostaªy zanonimizowane przez Samodzielny Publiczny Zespóª Gru¹licy i Chorób Pªuc w Olsztynie.
Wszystkie dane s¡ wolnego dost¦pu.

Wyst¦puj¡ce w modelach parametry dla obu podpopulacji, które dotycz¡ rozrodczo±ci netto, ozdro-
wienia, napªywu osobników do podpopulacji oraz ±miertelno±ci naturalnej i z powodu gru¹licy zostaªy
zaczerpni¦te z [101]. W modelach pojawiaj¡ si¦ równie» parametry, które odzwierciedlaj¡ transmisj¦ cho-
roby wewn¡trz podpulacji lub mi¦dzy ró»nymi podpulacjami. Nale»y zwróci¢ uwag¦, »e z medycznego
punktu widzenia nie istnieje formalna de�nicja tych parametrów. Konieczne jest jednak uwzgl¦dnienie
tych wspóªczynników, poniewa» oczywiste jest, »e nie ka»dy kontakt osoby zdrowej i zainfekowanej ko«czy
si¦ zaka»eniem. Najcz¦±ciej przyjmuje si¦, »e parametry te maj¡ staª¡, okre±lon¡ warto±¢.

Wspóªczynniki transmisji oszacowano korzystaj¡c z wbudowanej w ±rodowisku programistycznym Ma-
tlab funkcji lsqcurve�t. Funkcja ta korzysta z algorytmu Gaussa-Newtona [70]. Ide¡ tego algorytmu jest
znalezienie najmniejszej sumy kwadratów ró»nic mi¦dzy warto±ciami symulowanymi a odpowiadaj¡cymi
im warto±ciami rzeczywistymi. Funkcja lsqcurve�t zwraca warto±ci estymowanych parametrów oraz sum¦
kwadratów ró»nic. W naszym przypadku zwracanymi warto±ciami s¡ wspóªczynniki transmisji oraz sumy
kwadratów ró»nic mi¦dzy symulowanymi a rzeczywistymi liczebno±ciami osób zdrowych niebezdomnych
dla poszczególnych lat. Funkcja lsqcurve�t wymaga podania pocz¡tkowej warto±ci estymowanych wspóª-
czynników, dla których wykonywane s¡ obliczenia. Mo»e wyst¡pi¢ sytuacja, kiedy liczona suma kwadra-
tów jest najmniejsza tylko w ograniczonym zakresie warto±ci wspóªczynników transmisji. Aby zapobiec
takiemu przypadkowi, dobierano pocz¡tkowe warto±ci wspóªczynników transmisji z ró»nych zakresów.

Rozprawa skªada si¦ z czterech gªównych rozdziaªów.
W pierwszym rozdziale wprowadzono i przeanalizowano dwa ci¡gªe modele dynamiki epidemii w po-

pulacji jednorodnej. Pierwszy model zakªada, »e tempo przyrostu populacji jest wprost proporcjonalne do
jej liczebno±ci. Zaprezentowano szczegóªow¡ analiz¦ tego modelu i zwrócono uwag¦ na jego maltuzja«ski
charakter. Drugi model zakªada staªy napªyw osobników do populacji, zarówno spowodowany przyrostem
naturalnym, jak i migracj¡. Takie zaªo»enie powoduje, »e w zmody�kowanym ukªadzie nie wyst¦puj¡
wªasno±ci maltuzja«skie. Podczas analizy matematycznej obu modeli gªówny nacisk poªo»ono na analiz¦
stabilno±ci, tak»e globalnej, stanów stacjonarnych.

Drugi rozdziaª zawiera konstrukcj¦ i analiz¦ modeli dyskretnych, których ci¡gªym odpowiednikiem
jest model z poprzedniego rozdziaªu ze staªym napªywem. Te dyskretne ukªady s¡ zbudowane w oparciu
o otwarty schemat Eulera oraz niestandardow¡ metod¦ dyskretyzacji. Podobnie jak w pierwszym rozdzia-
le, skupiono si¦ na analizie stabilno±ci. Otrzymane wyniki przedstawiono w kontek±cie kroku dyskretyzacji,
który pojawia si¦ podczas konstrukcji ukªadów dyskretnych. W przypadku ukªadu z otwartym schematem
Eulera omówiono równie» mo»liwo±¢ wyst¡pienia bifurkacji podwojenia okresu oraz Neimarka-Sackera dla
endemicznego stanu stacjonarnego. Dla ukªadu z dyskretyzacj¡ niestandardow¡ analiza tego zagadnienia
jest skomplikowana, dlatego dokonano wyª¡cznie symulacji numerycznych sugeruj¡cych wyst¡pienie bi-
furkacji Neimarka-Sackera.

Trzeci i czwarty rozdziaª dotycz¡ dynamiki epidemii w populacji niejednorodnej. W trzecim rozdziale
przedstawiono dwa modele, które oparte s¡ na bazowych modelach omówionych w rozdziale pierwszym.
Pierwszy z tych modeli, ze zmiennym napªywem do obu podpopulacji, byª wst¦pnie omówiony w [101].
Podkre±lono jego maltuzja«ski charakter. Rozpatrzono ten model w przypadku, kiedy nie stosujemy
aktywnego wykrywania choroby w±ród osób z grupy wysokiego ryzyka oraz kiedy to wykrywanie jest
uwzgl¦dniane. Drugi model, nieposiadaj¡cy ju» wªasno±ci maltuzja«skich, dotyczy przypadku staªego
napªywu do podpopulacji. Dokonano matematycznej analizy obu tych modeli. W przypadku modelu ze
staªym napªywem przedyskutowano globaln¡ stabilno±¢ stanów stacjonarnych oraz mo»liwo±¢ wyst¡pienia
bifurkacji nadkrytycznej w kontek±cie wspóªczynnika odnowienia R0.

W czwartym rozdziale skonstruowano dwa modele dyskretne, które oparto na ci¡gªym modelu ze
staªym napªywem z poprzedniego rozdziaªu. W pierwszym modelu zastosowano otwarty schemat Eulera
i dokonano jego matematycznej analizy. Drugi model oparto na dyskretyzacji niestandardowej. Z powodu
skomplikowanej analizy matematycznej, postanowiono upro±ci¢ ten model. Przyj¦to, »e nie wyst¦puje
transmisja choroby z grupy niskiego ryzyka do grupy wysokiego ryzyka, co jest zasadne biologicznie,
a jednocze±nie umo»liwiªo dokonanie peªnej analizy matematycznej. Podobnie jak w rozdziale drugim,
wyniki z tego rozdziaªu formuªowano podkre±laj¡c znaczenie kroku dyskretyzacji.
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Badania nad tematyk¡ rozprawy przyczyniªy si¦ do opublikowania prac dotycz¡cych modelowania
dynamiki gru¹licy w populacjach niejednorodnych, w których autor rozprawy byª wspóªautorem. Tymi
artykuªami s¡ [27], [28], [29], [30] oraz [16]. Wyniki z rozdziaªów pierwszego i trzeciego s¡ zasadniczo
w peªni opublikowane odpowiednio w [29] i [16]. W rozprawie uwzgl¦dniono dodatkowo analiz¦ globalnej
stabilno±ci dla modelu ze staªym napªywem. Cz¦±¢ rezultatów z rozdziaªu drugiego jest zawarta w [30]
� przedstawiono tam wst¦pn¡ analiz¦ modeli dyskretnych dla populacji jednorodnej i niejednorodnej
z u»yciem otwartego schematu Eulera. W [28] podano warunki zaj±cia bifurkacji podwojenia okresu
w modelu dla populacji jednorodnej z u»yciem otwartego schematu Eulera. Analiza modelu dla populacji
jednorodnej z u»yciem dyskretyzacji niestandardowej zostaªa przedstawiona w [27].
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Rozdziaª 1

Modele ci¡gªe dla populacji jednorodnej

Omawiane w rozprawie modele SIS dynamiki rozprzestrzeniania si¦ choroby zaka¹nej w populacji
niejednorodnej oparto na komponentach, którymi s¡ dwuwymiarowe modele opisuj¡ce dynamik¦ epidemii
w populacji jednorodnej. Z tego powodu najpierw zajmiemy si¦ analiz¡ takich dwuwymiarowych ukªadów.
Przedstawimy w tym rozdziale dwa ci¡gªe modele SIS. Pierwszy odzwierciedla staªy napªyw do populacji,
drugi � zmienny. Oba modele w ró»ny sposób obrazuj¡ procesy narodzin i ±mierci oraz migracj¦.

1.1 Model ze zmiennym napªywem

W tym podrozdziale przedstawimy model, gdzie wyst¦puje parametr uwzgl¦dniaj¡cy jednocze±nie
procesy narodzin i ±mierci naturalnej oraz migracji w populacji. Zakªadamy, »e te procesy zachodz¡
w tempie wprost proporcjonalnym do liczebno±ci populacji.

Rozwa»amy tutaj populacj¦, której zag¦szczenie (czyli liczba osobników przypadaj¡ca na jednostk¦
powierzchni) w momencie t wynosi N(t). Przyj¦cie oznaczenia N(t) jako liczebno±ci prowadzi do nie-
realistycznego warunku, »e N(t) ∈ N dla ka»dego t. B¦dziemy jednak uto»samia¢ N(t) z liczebno±ci¡
osobników w czasie t, poniewa» powierzchnia zajmowana przez populacj¦ jest staªa. Z matematycznego
punktu widzenia zaªo»enie to nie wpªywa na dalsz¡ analiz¦ i nie stanowi ograniczenia.

W danej populacji wyró»niamy dwie grupy osób:

• zdrowych, podatnych na zaka»enie � ich liczebno±¢ w momencie t oznaczamy jako S(t),

• chorych, zainfekowanych � ich liczebno±¢ w momencie t oznaczamy jako I(t).

W modelach SIS zakªada si¦, »e osoba zainfekowana jest jednocze±nie osob¡ roznosz¡c¡ zaka»enie.
Oczywi±cie zachodzi N(t) = S(t) + I(t). Je±li to nie spowoduje dwuznaczno±ci, b¦dziemy pisa¢ S, I i N
zamiast odpowiednio S(t), I(t) i N(t).

Przyjmujemy, »e na liczebno±ci obu tych grup maj¡ wpªyw:

• ±miertelno±¢ z powodu choroby zaka¹nej � liczba osób zaka»onych umieraj¡cych z powodu choroby
jest proporcjonalna do liczby tych osób,

• leczenie zaka»onych � liczba ozdrowie«ców jest proporcjonalna do liczby osób chorych,

• przyrost populacji netto, czyli uwzgl¦dniaj¡cy narodziny, ±mier¢ naturaln¡ oraz migracj¦ � w krót-
kim horyzoncie czasowym mo»emy zaªo»y¢, »e przyrost ten jest proporcjonalny do liczebno±ci po-
pulacji,

• transmisja choroby.

Wspomiane procesy b¦d¡ odzwierciedlone poprzez parametry:

• β � zde�niowany jako wspóªczynnik transmisji choroby z grupy osób zaka»onych do grupy osób
podatnych,

• α � opisuj¡cy ±miertelno±¢ zwi¡zan¡ z chorob¡,

• γ � b¦d¡cy wspóªczynnikiem ozdrowienia,
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• A � odzwierciedlaj¡cy przyrost naturalny populacji oraz migracj¦.

Schemat transmisji choroby w populacji jednorodnej ze wspomnianymi zaªo»eniami zostaª przedstawiony
na rysunku 1.1.

Rysunek 1.1: Schemat transmisji choroby w populacji jednorodnej.

Przy powy»szych zaªo»eniach dynamik¦ epidemii w populacji jednorodnej mo»emy opisa¢ za pomoc¡
nast¦puj¡cego ukªadu równa« ró»niczkowych:

Ṡ = −βf(S, I) + γI +AS,

İ = f(S, I)− (γ + α−A)I.
(1.1)

Zakªadamy, »e wyst¦puj¡ce w ukªadzie parametry maj¡ staª¡ warto±¢ oraz »e s¡, oprócz A, dodatnie.
Wspóªczynnik A odzwierciedla demogra�czne zmiany w populacji, zatem mo»e by¢ dodatni, ujemny lub
nawet równa¢ si¦ zeru.

Funkcja f(S, I) opisuje transmisj¦ choroby z grupy osób zdrowych do grupy osób chorych. Zakªadamy,
»e f : R2

+ → R+ jest co najmniej klasy C1, gdzie R+ = [0,∞) (w niektórych przypadkach, omawianych
pó¹niej, takie zaªo»enie jest niepoprawne i wtedy dodatkowo zakªadamy, »e 0 /∈ R+). W ogólno±ci funkcja
transmisji f jest rosn¡ca ze wzgl¦du na obie zmienne oraz ma ci¡gªe pochodne cz¡stkowe. Ponadto
przyjmiemy, »e zachodzi f(0, I) = f(S, 0) = 0 dla dowolnych S, I ∈ R+, natomiast podczas analizy

dodatniego stanu stacjonarnego, który b¦dzie zde�niowany i omówiony dalej, zaªo»ymy, »e ∂f(x,y)
∂x

∣∣∣
(0,0)

=

∂f(x,y)
∂y

∣∣∣
(0,0)

= 0.

Jako funkcj¦ transmisji choroby f zastosujemy dwa najcz¦±ciej stosowane typy funkcji:

• f(S, I) = f1(S, I) = SI
S+I � standardowa funkcja zapadalno±ci,

• f(S, I) = f2(S, I) = SI � funkcja oparta na prawie dziaªania mas.

Nale»y zauwa»y¢, »e funkcja f2 jest klasy C1 na caªej przestrzeni R2
+, funkcja f1 jest za± dobrze okre±lona

tylko dla co najmniej jednej dodatniej wspóªrz¦dnej S lub I. Z tego powodu istnieje potrzeba rozszerzenia
dziedziny funkcji f1 w taki sposób, »eby otrzyma¢ f(0, 0) = 0. Dzi¦ki takiemu zaªo»eniu mo»na analizo-
wa¢ naturalnie wyst¦puj¡cy w omawianym kontek±cie zerowy stan stacjonarny. Jest to stan, w którym
liczebno±¢ ka»dej z podpopulacji wynosi zero. Poniewa» zachodz¡ nierówno±ci f1(S, I) 6 S i f1(S, I) 6 I,
ªatwo pokaza¢, »e tak rozszerzona funkcja speªnia warunek Lipschitza.

Aby upro±ci¢ zapis ukªadu (1.1), zredukujmy liczb¦ wyst¦puj¡cych w nim parametrów. W tym celu
wprowad¹my najpierw now¡ niezale»n¡ zmienn¡ τ = γt, dla której mamy

1

γ

dS

dt
=
dS

dτ
= S′,

1

γ

dI

dt
=
dI

dτ
= I ′.

Mo»emy wówczas zapisa¢ ukªad (1.1) w postaci

S′ = −βf(S, I) + I +AS, (1.2a)

I ′ = βf(S, I)− (1 + α−A)I, (1.2b)
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gdzie parametry s¡ teraz przeskalowane przez γ. Zauwa»my, »e zmienne S, I staªy si¦ funkcjami zmiennej
τ .

Dalsze skalowanie zale»y od postaci funkcji transmisji f . Dla funkcji f2 mno»ymy równania (1.2a)
i (1.2b) przez β. W przypadku f1 mno»ymy równania przez

√
β. Otrzymujemy

x′ = −f(x, y) + y +Ax, (1.3a)

y′ = f(x, y)− (1 + α−A)y, (1.3b)

gdzie x = aS, y = aI oraz a = β dla f2 lub a =
√
β dla f1. Ponadto oznaczmy w(τ) = aN(τ). Oczywi±cie

zachodzi
w = x+ y.

Zauwa»my, »e po skalowaniu parametry α oraz A nie ulegaj¡ zmianie, w szczególno±ci A mo»e przyjmowa¢
dowolne warto±ci rzeczywiste.

1.1.1 Wªasno±ci modelu (1.3)

Wprowad¹my oznaczenia

k := 1 + α−A, κ :=
α

A
− 1 dla A 6= 0.

Zauwa»my, »e zachodzi równo±¢ k = 1 + Aκ. Ponadto, je±li A < 0, to zachodz¡ nierówno±ci κ < 0 oraz
k > 1 > 0. Je»eli natomiast κ > 0, to wówczas otrzymujemy α > A > 0 oraz k > 0.

Teraz przyjrzymy si¦ wªasno±ciom ukªadu (1.3).

Twierdzenie 1.1. Dla dowolnego nieujemnego warunku pocz¡tkowego rozwi¡zania ukªadu (1.3) s¡ jed-
noznaczne, nieujemne i istniej¡ dla wszystkich τ > 0.

Dowód. Lokalne istnienie oraz jednoznaczno±¢ rozwi¡za« ukªadu równa« (1.3) wynikaj¡ z zaªo»e« dla
funkcji transmisji f . Dzi¦ki tym wªasno±ciom, na mocy twierdzenia Picarda-Lindelöfa [93], prawa strona
ukªadu (1.3) speªnia lokalny warunek Lipschitza, dzi¦ki któremu uzyskujemy po»¡dane wªasno±ci rozwi¡-
za«.

Niech teraz x(0), y(0) > 0. Je±li istnieje punkt τ̃ > 0 taki, »e x(τ̃) = 0, to dla takiego pierwszego
punktu mamy

x′(τ̃) = y(τ̃) ≥ 0.

Zauwa»my jednak, »e gdyby x(τ̃) = y(τ̃) = 0, to dostaliby±my sprzeczno±¢ z jednoznaczno±ci¡ rozwi¡za«,
gdy» z zaªo»enia o funkcji f mamy rozwi¡zanie (x, y) ≡ (0, 0). Zatem y(τ̃) > 0. Oznacza to, »e x jest
odpychany od 0. Stwierdzamy zatem, »e x(τ) jest nieujemne dla τ > 0.

Teraz zauwa»my, »e dla równania (1.3b) mamy

y′ > −ky,

z twierdzenia Czapªygina-Perrona o nierówno±ciach ró»niczkowych [13] za± uzyskujemy

y(τ) > y(0) e−kτ ≥ 0 dla y(0) ≥ 0.

Korzystaj¡c z twierdzenia o przedªu»aniu [93] rozwi¡zania ukªadu (1.3) przy zaªo»eniu nieujemno±ci
warunku pocz¡tkowego mo»na przedªu»y¢ na dowolny przedziaª [0, t̂), t̂ > 0.

Poka»emy, »e rozwi¡zania istniej¡ dla ka»dego τ > 0. Je»eli dodamy do siebie równania ukªadu (1.3),
to otrzymamy

x′ + y′ = A(x+ y)− αy, inaczej w′ = Aw − αy.
Je±li zachodzi A 6 0, to w maleje i st¡d mamy, »e x(τ) oraz y(τ) s¡ ograniczone z góry przez w(0),
poniewa» zachodzi

x(τ), y(τ) 6 w(τ) 6 w(0).

Je»eli mamy A > 0, to w′ 6 Aw i przyrost zmiennych jest co najwy»ej wykªadniczy, to znaczy

x(τ), y(τ) 6 w(τ) 6 w(0) eAτ

i na mocy twierdzenia o przedªu»aniu dostajemy okre±lono±¢ zmiennych x(τ) i y(τ) dla ka»dego τ > 0.
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Teraz omówimy przypadki, dla których mo»liwy jest nieograniczony przyrost lub wymarcie populacji
opisanej przez model (1.3).

Stwierdzenie 1.2. Zaªó»my, »e warunek pocz¡tkowy dla modelu (1.3) jest dodatni. Je±li zachodzi A >
α > 0, to model ten obrazuje nieograniczony przyrost populacji. Je»eli A < 0, to obserwujemy ekstynkcj¦
populacji.

Dowód. • Zaªó»my najpierw, »e A > α > 0. Wówczas mamy

w′ = Aw − αy = Ax+ (A− α)y > 0, (1.4)

je±li speªnione s¡ warunki x(0) > 0 i y(0) > 0. Stwierdzamy zatem, »e funkcja w(τ) ro±nie i ma granic¦
lim
τ→∞

w(τ) = g > 0. Zaªó»my, »e g < ∞. Wówczas zachodz¡ y(τ) 6 w(τ) < g + ε oraz w(τ) > g − ε dla
dowolnego ε > 0 i wystarczaj¡co du»ego τ > 0. Z równania (1.4) uzyskujemy wi¦c

w′ = Aw − αy > A(g − ε)− α(g + ε) = (A− α)g − ε(A+ α) > 0

dla ε < gA−αA+α . Bior¡c ε̂ = g
2 ·

A−α
A+α > 0 dostajemy

w′(τ) > (A− α)g − ε̂(A+ α) = (A− α)g − g

2
(A− α) = ε̃,

gdzie ε̃ = g
2 (A − α). Z tego mamy, »e dla τ > T (gdzie T = T (ε) jest momentem z de�nicji granicy g)

z twierdzenia Czapªygina-Perrona [13] wynika, »e

w(τ) > w(T ) + ε̃(τ − T ) −−−−→
τ→∞

∞,

co jest sprzeczne z zaªo»eniem o ograniczono±ci g. To oznacza, »e lim
τ→∞

w(τ) = ∞ i obserwujemy nie-

ograniczony przyrost zmiennej w. Stwierdzamy wi¦c, »e w takim przypadku liczebno±¢ populacji ro±nie
nieograniczenie.
• Teraz zaªó»my, »e A < 0. Wówczas zachodzi

w′ = Aw − αy < 0,

co oznacza, »e w maleje. Co wi¦cej, poniewa» speªnione jest w′ 6 Aw, to dostajemy

0 6 w(τ) 6 w(0) eAτ −−−−→
τ→∞

0. (1.5)

St¡d wynika, »e lim
τ→∞

w(τ)→ 0, czyli populacja wymiera.

Nale»y zwróci¢ uwag¦, »e je±li y ≡ 0, to wówczas otrzymujemy równanie

w′ = Aw,

które jest równaniem Malthusa. Z analizy zaprezentowanej powy»ej wynika, »e dla A > α > 0 lub dla
A < 0 w ukªadzie (1.3) obserwujemy dynamik¦ maltuzja«sk¡.

1.1.2 Analiza stabilno±ci stanów stacjonarnych ukªadu (1.3)

W tym rozdziale zbadamy warunki istnienia i stabilno±ci stanów stacjonarnych ukªadu (1.3).
Najpierw przytoczmy odpowiednie poj¦cia [63]. Rozwa»amy ukªad:

ẇ = ω(w), (1.6)

gdzie w = w(t) = (w1(t), . . . , wn(t))T (symbol T oznacza transpozycj¦) i ω(w) = (ω1(w), . . . , ωn(w))T .
B¦dziemy równie» pisa¢ w = w(t; t0, w0). Niech w(t0) = w0 oznacza warunek pocz¡tkowy ukªadu (1.6).
Zakªadamy istnienie i jednoznaczno±¢ rozwi¡za« ukªadu (1.6) dla t ≥ t0. Ponadto niech w̄ oznacza stan
stacjonarny ukªadu (1.6).

17



De�nicja 1.3. Stan stacjonarny w̄ ukªadu (1.6) nazywamy stabilnym w sensie Lapunowa, je±li dla do-
wolnych t0 > 0, ε > 0 istnieje δ = δ(ε, t0) > 0 taka »e

||w̄ − w0|| < δ ⇒ ||w̄ − w(t; t0, w0)|| < ε.

De�nicja 1.4. Stan stacjonarny w̄ ukªadu (1.6) nazywamy stabilnym asymptotycznie, je±li jest stabilny
w sensie Lapunowa oraz je±li istnieje δ̄ = δ̄(t0) > 0 taka »e

||w̄ − w0|| < δ̄ ⇒ lim
t→∞

||w̄ − w(t; t0, w0)|| = 0.

De�nicja 1.5. Niech Wj oznacza zbiór warto±ci przyjmowanych przez wj, gdzie j = 1, ..., n. Wówczas
W = (W1, . . . ,Wn)T nazywamy przestrzeni¡ stanów.

De�nicja 1.6. Zbiór wszystkich punktów w0 ∈W dla których

lim
t→∞

||w̄ − w(t; t0, w0)|| = 0

dla pewnego t0 ≥ 0 nazywamy zbiorem przyci¡gania stanu stacjonarnego w̄.

Zbiór zde�niowany w de�nicji 1.6 oznaczmy przez Ww̄.

De�nicja 1.7. Je»eli stan stacjonarny ukªadu (1.6) jest asymptotycznie stabilny i Ww̄ = W , to taki stan
stacjonarny nazywamy globalnie asymptotycznie stabilnym.

Sformuªujemy twierdzenie pozwalaj¡ce okre±li¢ globaln¡ asymptotyczn¡ stabilno±¢ danego stanu sta-
cjonarnego. Najpierw wprowadzimy de�nicje pomocnicze. Rozwa»amy pewien stan stacjonarny w̄ ukªadu
(1.6).

De�nicja 1.8. Funkcj¦ V : W → R nazywamy

• dodatnio okre±lon¡, gdy V (w̄) = 0 i dla ka»dego w 6= w̄ zachodzi V (w) > 0;

• ujemnie okre±lon¡, gdy V (w̄) = 0 i dla ka»dego w 6= w̄ zachodzi V (w) < 0;

• ujemnie póªokre±lon¡, gdy V (w̄) = 0 i dla ka»dego w 6= w̄ mamy V (w) ≤ 0.

Niech V : W → R b¦dzie funkcj¡ ró»niczkowaln¡ w sposób ci¡gªy (to znaczy ma ci¡gªe pochodne
cz¡stkowe pierwszego rz¦du). Pochodna funkcji V wzgl¦dem czasu wynosi

V̇ (w(t)) = ∇V (w(t)) · ẇ(t) = ∇V (w(t)) · ω(w(t)),

gdzie

∇V (w) =

(
∂V

∂w1
, . . . ,

∂V

∂wn

)T
.

De�nicja 1.9. Funkcj¦ V̇ : W → R nazywamy pochodn¡ funkcji w wzdªu» trajektorii ukªadu (1.6) lub
pochodn¡ systemow¡ funkcji V .

W celu okre±lenia globalnej asymptotycznej stabilno±ci danego stanu stacjonarnego przydatne jest
poni»sze twierdzenie. Jego dowód mo»na znale¹¢ w [63].

Twierdzenie 1.10. Zaªó»my, »e rozwi¡zania ukªadu (1.6) s¡ ograniczone. Niech istnieje funkcja V : W →
R, ró»niczkowalna w sposób ci¡gªy, dodatnio okre±lona w W . Je±li jej pochodna systemowa V̇ : W → R
jest ujemnie póªokre±lona w W , to stan stacjonarny w̄ ukªadu (1.6) jest globalnie stabilny. Je»eli pochodna
systemowa V̇ : W → R jest ujemnie okre±lona w W , to stan stacjonarny w̄ ukªadu (1.6) jest globalnie
asymptotycznie stabilny.

Przejd¹my do wskazania stanów stacjonarnych ukªadu (1.3). Na pocz¡tku zaªó»my, »e A 6= 0. Przy-
padek, gdy zachodzi równo±¢ A = 0, zostanie omówiony pó¹niej.

Zauwa»my, »e z równa« (1.3) uzyskujemy zale»no±¢ speªnian¡ przez ka»dy stan stacjonarny

0 = Aw − αy,
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sk¡d mamy

x =
(α−A)y

A
= κy dla A 6= 0. (1.7)

Widzimy, »e zerowy stan stacjonarny, oznaczony przez E0 := (0, 0), istnieje zawsze, niezale»nie od
warto±ci parametrów ukªadu oraz od postaci funkcji transmisji f . Stan E0 jest to stan, w którym nie ma
osobników zarówno zainfekowanych, jak i zdrowych.

Niech (x, y) b¦dzie niezerowym stanem stacjonarnym takim, »e x > 0. Jest to taki stan, kiedy w popu-
lacji wyst¦puje co najmniej jeden zdrowy osobnik. O wyst¦powaniu tego stanu mówi nast¦puj¡ce twier-
dzenie:

Twierdzenie 1.11. Niech A 6= 0. Wówczas w ukªadzie (1.1) dla f = f1 nie istnieje niezerowy stan
stacjonarny, natomiast dla f = f2 ukªad ma dodatni stan stacjonarny

(
k, kκ

)
istniej¡cy dla κ > 0.

Dowód. Na podstawie równo±ci (1.7) stwierdzamy, »e warunek κ < 0 (to znaczy A < 0 lub A > α)
implikuje nierówno±¢ x · y < 0, która przeczy nieujemno±ci zmiennych x i y. Je±li zaªo»ymy natomiast,
»e κ = 0 (inaczej A = α), to wówczas mamy x = 0, co daje y = 0. Ponownie uzyskujemy zerowy stan
stacjonarny.

Przejdziemy teraz do przypadku κ > 0. Równanie (1.3b) ma wówczas posta¢

−f(x, y) + y +Aκy = 0. (1.8)

To oznacza, »e dodatni stan stacjonarny Ee := (x∗, y∗), gdzie x∗ i y∗ speªniaj¡ zale»no±ci f(x∗,y∗)
y∗ =

1 +Aκ = k oraz x∗ = κy∗, istnieje tylko wtedy, gdy funkcja transmisji f speªnia warunek sup f(x,y)
y > k.

Poniewa» f jest funkcj¡ rosn¡c¡ ze wzgl¦du na zmienn¡ x oraz zachodzi f(0, y) = 0, to warunek ten mo»e
by¢ zapisany jako:

∃ y > 0 lim
x→∞

f(x, y)

y
> k.

Zauwa»my, »e w przypadku funkcji f1 mamy f1(x, y) = xy
x+y < y dla dowolnego y > 0, podczas gdy k > 1

dla κ > 0. To oznacza, »e nie istnieje dodatni stan stacjonarny dla takiej postaci funkcji f , natomiast
w przypadku funkcji f2(x, y) = xy dostajemy x∗ = k oraz y∗ = k

κ .

Dodatni stan stacjonarny nazywamy równie» endemicznym � czyli takim, w którym wyst¦puj¡ zarówno
osobniki zdrowe, jak i chore.

Teraz sprawd¹my warunki, dla których zachodzi stabilno±¢ poszczególnych stanów stacjonarnych ukªa-
du (1.3). Przypomnijmy, »e ogólna funkcja f jest klasy C1 i ma zerowe pochodne cz¡stkowe w punkcie
(0, 0). Pozwala nam to zastosowa¢ do oblicze« macierz Jacobiego. Macierz ta dla ukªadu (1.3), oznaczona
przez MJ , ma posta¢

MJ(x, y) =

(
A− ∂f(x,y)

∂x 1− ∂f(x,y)
∂y

∂f(x,y)
∂x

∂f(x,y)
∂y − k

)
.

Rozwa»my najpierw stan stacjonarny E0. Na podstawie oblicze« mo»na sformuªowa¢ twierdzenie:

Twierdzenie 1.12. Stan stacjonarny wolny od epidemii E0 ukªadu (1.3) jest globalnie stabilny dla A < 0
i niestabilny dla A > 0.

Dowód. Macierz Jacobiego dla stanu E0 mo»na zapisa¢ jako

MJ(E0) =

(
A 1
0 −k

)
.

Warto±ci wªasne tej macierzy wynosz¡ λ1 = A oraz λ2 = −k. Wnioskujemy zatem, »e je±li A > 0, to E0

jest niestabilny, je±li za± A < 0, to E0 jest lokalnie stabilny. Ponadto z nierówno±ci (1.5) wynika, »e stan
ten jest równie» stabilny globalnie.

�atwo sprawdzi¢, »e funkcja f1 nie jest ró»niczkowalna w (0, 0). Spójrzmy jednak na równanie (1.3a)
w przypadku gdy f = f1. Mamy wówczas

x′ = − xy

x+ y
+ y +Ax =

y2

x+ y
+Ax > Ax,

i kiedy tylko A > 0, to E0 jest odpychane od punktu (0, 0).
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Udowodnili±my zatem, »e zerowy stan stacjonarny E0 jest globalnie stabilny dla A < 0. Je±li A > 0,
to ten stan traci stabilno±¢. Te wªasno±ci s¡ zachowane niezale»nie od wyboru funkcji transmisji f .

Teraz rozwa»my stan Ee (istniej¡cy dla A ∈ (0, α), inaczej κ > 0). Przypomnijmy, »e stan ten istnieje
tylko dla funkcji f2, natomiast nie istnieje dla f1. Na podstawie analizy stabilno±ci tego stanu stwierdzamy,
co nast¦puj¡ce:

Stwierdzenie 1.13. Zaªó»my, »e κ > 0 oraz f = f2. Wówczas endemiczny stan stacjonarny Ee ukªadu
(1.3) jest lokalnie stabilny dla A > 0 i niestabilny dla A < 0.

Dowód. Dla stanu Ee mamy macierz Jacobiego:

MJ(Ee) =

 A− ∂f(x,y)
∂x

∣∣∣
(x∗,y∗)

1− ∂f(x,y)
∂y

∣∣∣
(x∗,y∗)

∂f(x,y)
∂x

∣∣∣
(x∗,y∗)

∂f(x,y)
∂y

∣∣∣
(x∗,y∗)

− k

 .

Warunkami stabilno±ci stanu Ee s¡ nierówno±ci:

(a) trMJ(Ee) < 0,

(b) detMJ(Ee) > 0.

Sprawd¹my warunki (a)�(b) dla funkcji f2. Macierz Jacobiego MJ(Ee) ma wówczas posta¢(
−y∗ +A 1− x∗

y∗ x∗ − k

)
=

(
− kκ +A 1− k

k
κ 0

)
.

Stwierdzamy, »e

trMJ(Ee) = −y∗ +A+ x∗ − k = −k
κ

+A+ k − k = −1 +Aκ

κ
+A = − 1

κ
< 0,

zatem warunek (a) jest zawsze speªniony, o ile κ > 0. Ponadto

detMJ(Ee) = (−y∗ +A)(x∗ − k)− (1− x∗)y∗ = kA > 0,

st¡d zachodzi warunek (b), je±li A > 0. Dla A < 0 warunek (b) jest niespeªniony, wi¦c wówczas stan Ee
jest niestabilny.

W celu podsumowania dotychczasowych rozwa»a« zilustrujmy zachowanie ukªadu zarówno dla f = f1,
jak i f = f2. Przykªadowe portrety fazowe dla f = f1 oraz ujemnego i dodatniego A przedstawiono
odpowiednio na rysunkach 1.2 i 1.3. Na rysunku 1.4 pokazano portrety fazowe dla f = f2 i ró»nych
znaków A.

1.1.3 Przypadek A = 0

Teraz omówimy stabilno±¢ ukªadu (1.3) dla A = 0. To odzwierciedla sytuacj¦, gdy rozmiar populacji
jest staªy. Ukªad (1.3) ma wówczas posta¢

x′ = −f(x, y) + y, (1.9a)

y′ = f(x, y)− (1 + α)y, (1.9b)

gdzie f = f1 lub f = f2. Mo»emy stwierdzi¢, »e w ukªadzie (1.9) nie ma dodatniego stanu stacjonarnego,
wyst¦puje za± rodzina stanów stacjonarnych wolnych od epidemii Ea := (xa, 0), gdzie xa ∈ R+ � s¡ to
wi¦c takie stany, w których nie ma osobników zaka»onych. Zauwa»my, »e stan E0 stanowi szczególny
przypadek stanu Ea.

Przejd¹my do omówienia stabilno±ci stanów postaci Ea. Zauwa»my, »e stany te nie s¡ izolowane, zatem
do badania stabilno±ci nie mo»na zastosowa¢ twierdzenia o linearyzacji. W celu zbadania stabilno±ci
przeanalizujemy portret fazowy ukªadu (1.9).

Zacznijmy od przypadku f = f1. Dostajemy twierdzenie:
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Rysunek 1.2: Portret fazowy rozwi¡za« ukªadu (1.3) dla f = f1 i dla A < 0. Izoklin¦ zerow¡ dla zmiennej
x zaznaczono na zielono, izoklina zerowa dla zmiennej y jest czerwona. Stan stacjonarny zaznaczono na
»óªto. Przyj¦to warto±ci parametrów α = 0, 3 oraz A = −0, 1.

(a) (b)

Rysunek 1.3: Portrety fazowe rozwi¡za« ukªadu (1.3) dla f = f1 i A > 0. Izoklin¦ zerow¡ dla zmiennej
y zaznaczono na czerwono. W symulacjach przyj¦to warto±ci parametrów α = 0, 3 oraz A = 0, 1 w (a)
i A = 0, 7 w (b).

Twierdzenie 1.14. Stany stacjonarne wolne od epidemii Ea = (xa, 0), gdzie xa ∈ R+, ukªadu (1.9) dla
f = f1 s¡ stabilne w sensie Lapunowa.

Dowód. Izoklin¡ zerow¡ dla zmiennej x jest prosta y = 0, izoklinami zerowymi dla zmiennej y s¡ za±
proste y = 0 oraz y = − α

1+αx, której nie rozwa»amy, poniewa» nie znajduje si¦ ona w I ¢wiartce ukªadu
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(a) (b)

Rysunek 1.4: Portrety fazowe rozwi¡za« ukªadu (1.3) dla f = f2 dla A < 0 (a) oraz A > 0 (b). Izoklin¦
zerow¡ dla zmiennej x zaznaczono na zielono, izoklina zerowa dla zmiennej y jest czerwona. Stany stacjo-
narne zaznaczono na »óªto. W (a) warto±ci parametrów to A = −0, 5 i α = 0, 2, w (b) przyj¦to A = 0, 15
oraz α = 0, 7.

wspóªrz¦dnych. Zapiszmy ukªad (1.9) w nast¦puj¡cy sposób:

x′ = y

(
1− x

x+ y

)
, (1.10a)

y′ = y

(
x

x+ y
− (1 + α)

)
. (1.10b)

Z równania (1.10a) wynika, »e pochodna x′ jest dodatnia dla x, y > 0. Co wi¦cej, mo»na stwierdzi¢, »e
lim
y→0

x′(x, y) = 0. Z równania (1.10b) uzyskujemy, »e pochodna y′ jest ujemna i mo»e by¢ oszacowana

z góry przez
y′ < −(1 + α)y.

Z tego otrzymujemy
y(τ) < y(0) e−(1+α)τ .

Mo»emy zatem stwierdzi¢, »e zmienna y maleje wykªadniczo do zera.
Równie» zmienn¡ x mo»na oszacowa¢ z góry, poniewa»

x′ < y < y(0) e−(1+α)τ ,

co daje

x(τ) < x(0) +
y(0)

1 + α

(
1− e−(1+α)τ

)
.

Zwró¢my uwag¦, »e z ogranicze« na zmienne x i y wynika, »e je±li warunek pocz¡tkowy (x(0), y(0)) jest
blisko punktu (xa, 0), to rozwi¡zanie ukªadu (1.10) te» jest blisko tego punktu. St¡d uzyskujemy stabilno±¢
stanów Ea w sensie Lapunowa. Zauwa»my te», »e graniczny stan stacjonarny zale»y od wyboru warunku
pocz¡tkowego.

Przejd¹my do sytuacji, gdy f = f2. Ukªad (1.9) ma wówczas posta¢

x′ = −xy + y = y(−x+ 1), (1.11a)

y′ = xy − (1 + α)y = y (x− (1 + α)) . (1.11b)
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Okazuje si¦, »e mo»na wyznaczy¢ caªk¦ pierwsz¡ powy»szego ukªadu. Dziel¡c równanie (1.11b) przez
(1.11a) dostajemy

dy

dx
=
xy − y + αy

−xy + y
=

α

x− 1
+ 1.

Caªka pierwsza ukªadu (1.11) ma posta¢

y + x+ α ln |x− 1| = Ĉ, (1.12)

gdzie Ĉ jest staª¡ caªkowania. Wzór (1.12) opisuje trajektorie w przestrzeni fazowej (x, y) ∈ R+ × R+,
o ile x 6= 1. Nie uwzgl¦dniono tu przypadku x = 1, który zostanie omówiony poni»ej.

Z analizy portretu fazowego dostajemy twierdzenie:

Twierdzenie 1.15. Stany stacjonarne wolne od epidemii Ea = (xa, 0), gdzie xa ∈ R+, ukªadu (1.9) dla
f = f2 s¡ stabilne w sensie Lapunowa dla xa ∈ [0, 1 + α), trac¡ za± stabilno±¢, gdy xa > 1 + α.

Dowód. Przeanalizujmy portret fazowy ukªadu (1.11). Izoklinami zerowymi dla zmiennej x s¡ proste
y = 0 oraz x = 1, z kolei dla zmiennej y: proste y = 0 oraz x = 1 + α. Na podstawie równania (1.11a)
mo»na stwierdzi¢, »e pochodna x′ jest rosn¡ca dla x < 1, malej¡ca za± dla x > 1. Dla x = 1 równanie
(1.11b) ma posta¢ y = −αy. Mo»emy stwierdzi¢, »e dla dowolnego y(0) zbiór punktów (1, y0 e−ατ ) jest
rozwi¡zaniem ukªadu (1.11) i trajektorie innych rozwi¡za« nie mog¡ przeci¡¢ prostej x = 1. Wynika st¡d,
»e prosta x = 1 jest separatrys¡. Z (1.11b) dostajemy, »e pochodna y′ jest ujemna dla x < 1+α, dodatnia
za± dla x > 1 +α. Uzyskujemy te» lim

x→1+α
y′(x, y) = 0. Prosta x = 1 +α jest izoklin¡ zerow¡ dla zmiennej

y i rozwi¡zania (1.11) mog¡ przechodzi¢ przez t¡ prost¡.
Przejd¹my do omówienia stabilno±ci stanów Ea w zale»no±ci do warto±ci xa.
Na podstawie znaków pochodnych x′ oraz y′ dla x > 1 +α stwierdzamy, »e rozwi¡zanie ukªadu (1.11)

nie mo»e zbiega¢ do punktu Ea dla xa > 1 + α i st¡d uzyskujemy brak stabilno±ci stanu Ea dla takich
warto±ci xa. Co wi¦cej, dla xa = 1 + α dostajemy x′ < 0, co równie» oznacza, »e nie ma zbie»no±ci
rozwi¡zania do stanu Ea.

Zauwa»my teraz, »e dla x < 1 dostajemy y′ < −αy, zatem y maleje wykªadniczo do zera. Sprawd¹my,
do jakiej warto±ci xa zbiega wspóªrz¦dna x rozwi¡zania przy ustalonym warunku pocz¡tkowym. Skorzy-
stamy ze wzoru (1.12). Zauwa»my, »e Ĉ = y(0) + x(0) + α ln |x(0)− 1|, o ile x(0) 6= 1 (dla x(0) = 1
stosujemy przedstawione powy»ej rozumowanie dla przypadku x = 1). We wzorze (1.12) podstawmy
y = 0, co reprezentuje lim

τ→∞
y(τ) = 0. Dostajemy

xa + α ln |xa − 1| = y(0) + x(0) + α ln |x(0)− 1|.

Rozwi¡zanie powy»szego równania ma posta¢

xa = 1 + αW

(
1

α

(
e

1
α (y(0)+x(0)+α ln |x(0)−1|−1)

))
,

gdzie W (z) jest funkcj¡ W Lamberta z argumentem z.
Przejd¹my do przypadku x < 1. Wówczas x maleje, zatem mamy x(τ) < x(0) dla t > 0. Ponadto

zachodzi x(0) < 1 + α i z równania (1.11b) dostajemy szacowanie

y′ < −Cay, Ca = 1 + α− x(0) > 0,

co implikuje wykªadnicz¡ zbie»no±¢ y do zera.
Stwierdzamy wi¦c, »e w ukªadzie (1.9) dla f = f2 stany Ea s¡ stabilne w sensie Lapunowa dla

xa ∈ [0, 1 + α) oraz niestabilne dla xa > 1 + α.

Przykªadowe portrety fazowe rozwi¡za« ukªadu (1.9) dla przypadków f = f1 oraz f = f2 przedsta-
wiono na rysunku 1.5.

Zwró¢my uwag¦, »e przypadek A = 0 jest niegeneryczny, wi¦c w praktyce jego znaczenie jest margi-
nalne. Mo»e by¢ pomocny w sytuacji, kiedy infekcja rozprzestrzenia si¦ w tak szybkim tempie, »e przyrost
naturalny i migracja staj¡ si¦ nieistotne.
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(a) (b)

Rysunek 1.5: Portrety fazowe rozwi¡za« ukªadu (1.9) dla f = f1 (a) oraz f = f2 (b). Izoklin¦ zerow¡ dla
zmiennej x zaznaczono na zielono, dla zmiennej y � na czerwono. Przyj¦to α = 0, 9.

1.2 Model ze staªym napªywem

Teraz omówimy mody�kacj¦ modelu (1.3). Zamiast jednego wspóªczynnika dotycz¡cego przyrostu
netto populacji wprowadzimy dwa niezale»ne parametry. Pierwszy z nich opisuje staªy napªyw osobników
do populacji � nie zale»y on od jej liczebno±ci. Na napªyw ten skªadaj¡ si¦ narodziny osobników oraz
migracje. Drugi parametr dotyczy naturalnej ±miertelno±ci, niezwi¡zanej z chorob¡ zaka¹n¡ wywoªuj¡c¡
epidemi¦, proporcjonalny do liczebno±ci populacji. Model oparty na tym zaªo»eniu zostaª przedstawiony
w [101]. W dalszej cz¦±ci podrozdziaªu zastosujemy funkcj¦ transmisji f(x, y) = f2(x, y) = xy. Omawiany
model przyjmuje posta¢:

Ṡ = C − βSI + γI − µS,
İ = βSI − (γ + α+ µ)I,

(1.13)

gdzie C jest staªym napªywem osobników do populacji, β to wspóªczynnik transmisji choroby, γ jest
wspóªczynnikiem ozdrowienia, µ opisuje ±miertelno±¢ naturaln¡, α za± � ±miertelno±¢ zwi¡zan¡ z chorob¡.
Zakªadamy, »e wspóªczynniki te s¡ staªe i dodatnie. Ponadto z powodu znaczenia parametrów C i µ
zachodzi

C � µ. (H)

Przeprowad¹my skalowanie modelu (1.13), by zmniejszy¢ liczb¦ parametrów. Post¡pimy podobnie jak
w przypadku ukªadu (1.1). Po wprowadzeniu zmiennej τ = γt uzyskujemy

1

γ

dS

dt
=
dS

dτ
= S′,

1

γ

dI

dt
=
dI

dτ
= I ′,

wspóªczynniki za± zostaj¡ przeskalowane przez γ. Nast¦pnie mno»ymy oba równania przeskalowanego
ukªadu przez β. Otrzymujemy

x′ = C − xy + y − µx,
y′ = xy − ky,

(1.14)

gdzie
x = βS, y = βI, k = α+ µ+ 1,
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C za± jest odpowiednio przeskalowane. Oczywi±cie zachodzi k > 1. Ponadto wprowad¹my zmienn¡

w(τ) = βN(τ) =⇒ w = x+ y.

Najpierw zbadajmy podstawowe wªasno±ci modelu (1.14). Posta¢ prawej strony tego ukªadu implikuje
istnienie, jednoznaczno±¢ oraz nieujemno±¢ rozwi¡za« dla nieujemnego warunku pocz¡tkowego. Ponadto
rozwi¡zania mog¡ by¢ przedªu»one na dowolny odcinek czasu. Je±li dodamy stronami równania ukªadu,
otrzymujemy

w′ = C − µw − αy. (1.15)

Wyka»emy, »e (na podstawie postaci równania (1.15)) w modelu (1.13), w przeciwie«stwie do (1.1),
maltuzja«ski charakter nie wyst¦puje. Oznacza to, »e nie pojawia si¦ sytuacja, »e populacja wymiera lub
wzrasta nieograniczenie.

Oszacujmy maksymalny rozmiar populacji. Poniewa» zachodzi y > 0, otrzymujemy

w′ 6 C − µw, (1.16)

co daje

w(τ) 6

(
w(0)− C

µ

)
e−µτ +

C

µ
.

Stwierdzamy zatem, »e je±li w(0) > C
µ , to liczebno±¢ populacji maleje i st¡d wiemy, »e zmienne x(τ) i y(τ)

s¡ ograniczone z góry, poniewa» zachodzi

x(τ), y(τ) 6 w(τ) 6 w(0).

Je±li w(0) 6 C
µ , to populacja mo»e si¦ rozrasta¢, ale przyrost zmiennych jest ograniczony. Oczywi±cie

zachodzi

x(τ), y(τ) 6 w(τ) 6 −c e−µτ +
C

µ
6
C

µ
,

gdzie c = const > 0. Wynika st¡d, »e zmienne x(τ) i y(τ) s¡ okre±lone dla ka»dego τ > 0.
Rozwa»my ponownie równanie (1.15), które wraz z nierówno±ci¡ y 6 w prowadzi do nierówno±ci

w′ > C − (µ+ α)w.

Z równania (1.15) i nierówno±ci (1.16) uzyskujemy

C − (µ+ α)w 6 w′ 6 C − µw,

co daje, »e

Λ :=

{
w : w ∈

[
C

α+ µ
,
C

µ

]}
jest zbiorem niezmienniczym.

Ukªad (1.14) ma dwa stany stacjonarne: wolny od epidemii Edf := (xdf , 0) =
(
C
µ , 0

)
(skrót df oparto

na angloj¦zycznym wyra»eniu disease-free) oraz endemiczny

Ee = (xe, ye) =

(
k,
C − µk
α+ µ

)
.

Zauwa»my, »e warunek C
µ > k gwarantuje istnienie stanu Ee, natomiast stan Edf istnieje zawsze, nieza-

le»nie od warto±ci parametrów modelu.
Macierz Jacobiego ukªadu (1.13), oznaczona przez M, ma posta¢

M(x, y) =

(
−y − µ −x+ 1
y x− k

)
.

Z postaci macierzyM mo»na wywnioskowa¢, »e stan Edf jest lokalnie stabilny, je±li Cµ < k. Je»eli zachodzi
C
µ > k (czyli wtedy, gdy stan Ee istnieje), to stan Edf jest punktem siodªowym. Zauwa»my równie», »e
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stan Ee jest lokalnie stabilny, je±li tylko istnieje. Co wi¦cej, w analizowanym ukªadzie lokalna stabilno±¢
implikuje globaln¡ w przestrzeni R2

+. Zastosujmy kryterium Dulaca-Bendixona z funkcj¡ 1
xy , »eby pokaza¢,

»e w ukªadzie (1.13) nie ma cykli granicznych:

d

dx

(
C − xy + y − µx

xy

)
+

d

dy

(
xy − ky
xy

)
= −

(
C

x2y
+

1

x2

)
< 0.

St¡d oraz z twierdzenia Poincarégo-Bendixsona wynika globalna stabilno±¢ � albo stan Edf jest globalnie
stabilny, o ile stan Ee nie istnieje, albo stan Ee jest globalnie stabilny wewn¡trz przestrzeni fazowej, o ile
on istnieje.

Krytyczny warunek C
µk = 1 de�niuje wspóªczynnik odnowienia choroby zwi¡zany z ukªadem (1.14),

to znaczy R0 = C
µk . Na podstawie postaci i interpretacji R0 mo»na stwierdzi¢, »e dana cz¦±¢

(
1− µk

C

)
osobników powinna by¢ szczepiona w momencie narodzin, aby powstrzyma¢ rozprzestrzenianie si¦ epide-
mii.

Globalna stabilno±¢ endemicznego stanu stacjonarnego z wykorzystaniem funkcji Lapunowa

W tym paragra�e przedstawimy, jak wykaza¢ globaln¡ stabilno±¢ endemicznego stanu stacjonarnego
Ee ukªadu (1.14) za pomoc¡ odpowiedniej funkcji Lapunowa. W naszym przypadku zostaªy wykorzystane
dwie funkcje z [33], które tam zastosowano do wykazania stabilno±ci stanu endemicznego w modelu SIS.
Dla tego stanu b¦dziemy rozpatrywa¢ podprzestrze« U przestrzeni fazowej {(x, y) ∈ R2

+} maj¡c¡ posta¢

U := {(x, y) ∈ R2
+ : y > 0}. (1.17)

Przejd¹my teraz do sformuªowania twierdzenia o globalnej stabilnej stanu Ee ukªadu (1.14).

Twierdzenie 1.16. Endemiczny stan stacjonarny Ee ukªadu (1.14) jest globalnie asymptotycznie stabil-
ny, o ile istnieje.

Dowód. Zaproponujmy funkcj¦ Lapunowa dla stanu endemicznego

V (x, y) :=
1

2
(x− xe + y − ye)2

+ (α+ 2µ)

(
y − ye − ye ln

y

ye

)
.

Oczywi±cie zachodzi V (x, y) ≥ 0 dla wszystkich (x, y) ∈ U . Co wi¦cej, funkcja V (x, y) zeruje si¦ wtedy
i tylko wtedy, gdy x = xe oraz y = ye. W naszym przypadku oczywi±cie mamy xe = k. Obliczmy
pochodn¡ funkcji V wzdªu» trajektorii ukªadu (1.14). Dostajemy

V ′(x, y) = (x− xe + y − ye) (C − (α+ µ)y − µx) + (α+ 2µ)

(
y − ye
y

)
y(x− xe). (1.18)

Z pierwszego równania (1.14) wiemy, »e dla stanu Ee zachodzi

C = (α+ µ)ye + µxe. (1.19)

Podstawiaj¡c (1.19) do (1.18) dostajemy

V ′(x, y) = −µ(x− xe)2 − (α+ µ)(y − ye)2 − (α+ 2µ)(y − ye)(x− xe)

+(α+ 2µ)(y − ye)(x− xe) = −µ(x− xe)2 − (α+ µ)(y − ye)2.

Zauwa»my, »e V ′(x, y) ≤ 0 dla ka»dych x i y. Ponadto mamy V ′(x, y) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy
x = xe i y = ye. Na podstawie uzyskanych wªasno±ci funkcji Lapunowa V (x, y) i jej pochodnej V ′(x, y)
stwierdzamy ostatecznie, »e stan endemiczny Ee ukªadu (1.14) jest globalnie asymptotycznie stabilny.

Okazuje si¦, »e mo»na zastosowa¢ inn¡ funkcj¦ Lapunowa. Dowód globalnej stabilno±ci stanu Ee
z wykorzystaniem innej funkcji mo»na znale¹¢ w dodatku A.

Portrety fazowe z przykªadowymi trajektoriami przedstawiono na rysunku 1.6. Analiza portretu fa-
zowego dla przypadku krytycznego C

µ = k pokazuje, »e gdy stan Ee bifurkuje ze stanu Edf , to dynamika

ukªadu (1.14) jest taka sama, jak dla przypadku C
µ < k.
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(a) (b)

(c)

Rysunek 1.6: Portrety fazowe rozwi¡za« ukªadu (1.14) gdy C
µ < k (a), Cµ > k (b) oraz C

µ = k (c). Izoklin¦
zerow¡ dla zmiennej x zaznaczono na zielono, izoklina zerowa dla zmiennej y jest czerwona. Punkty
stacjonarne zaznaczono na »óªto. Na obu portretach przyj¦to α = 0, 6, µ = 0, 2. Warto±¢ C wynosi w (a)
0, 1, w (b) 0, 5, w (c) za± 0, 36.

1.3 Dyskusja

W tym rozdziale przedstawili±my dwa modele ci¡gªe obrazuj¡ce dynamik¦ epidemii w populacji jed-
norodnej. Pierwszy zakªadaª zmienny napªyw osobników do populacji, drugi dotyczyª przypadku staªego
napªywu. Przedstawili±my podstawowe wªasno±ci tych modeli i dokonali±my analizy stabilno±ci stanów
stacjonarnych.

Przyjrzyjmy si¦ ponownie modelowi (1.3). Stwierdzenie 1.2 wskazuje na zaistnienie przypadku, gdy
populacja rozrasta si¦ nieograniczenie przy dodatnim wspóªczynniku rozrodczo±ci netto. Taka sytuacja
nie ma miejsca w rzeczywisto±ci. Zauwa»my, »e w modelu (1.14) taka mo»liwo±¢ nie wyst¦puje. Z tego
powodu uznajemy model (1.3) za niepoprawny do modelowania dynamiki epidemii w dªugim czasie,
w dalszej cz¦±ci rozdziaªu zajmiemy si¦ ukªadami dyskretnymi opartymi na (1.14).

Zwró¢my jeszcze uwag¦ na postaci stanu stacjonarnego wolnego od epidemii w obu ukªadach. W ukªa-
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dzie (1.3) dla tego stanu nie wyst¦puj¡ osobniki zdrowe, natomiast w (1.14) ten stan gwarantuje niezerow¡
liczebno±¢ grupy osób zdrowych. Z epidemiologicznego punktu widzenia po»¡dana i bardziej prawdopo-
dobna jest posta¢ stanu wolnego od epidemii z ukªadu (1.14). To potwierdza niezasadno±¢ stosowania
modelu (1.3).
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Rozdziaª 2

Modele dyskretne dla populacji

jednorodnej

Jak byªo wspomniane we wst¦pie, w celu zobrazowania dynamiki epidemii warto wzi¡¢ pod uwag¦
modele dyskretne. Skonstruujmy wi¦c odpowiednie ukªady dyskretne opisuj¡ce t¦ dynamik¦ w populacji
jednorodnej. W podrozdziale (1.3) stwierdzili±my, »e ukªad (1.3) nie jest odpowiedni do modelowania
dynamiki epidemii. Zbadamy wi¦c dyskretne wersje ukªadu (1.14). Zastosujemy dwie metody dyskretyza-
cji: otwarty schemat Eulera (EEM) oraz dyskretyzacj¦ niestandardow¡ (NSDM). Omówimy wªasno±ci
ukªadów dyskretnych otrzymanych tymi metodami.

2.1 Model oparty na otwartym schemacie Eulera

W tym podrozdziale do dyskretyzacji (1.14) zastosujemy EEM . Otrzymujemy ukªad

xn+1 = xn + h (C − xnyn + yn − µxn) ,

yn+1 = yn + h (xnyn − kyn) ,
(2.1)

gdzie n ∈ N jest indeksem w¦zªa w dyskretnej siatce przeskalowanego czasu, natomiast h > 0 oznacza krok
dyskretyzacji. Zauwa»my, »e mo»emy wybra¢ dowolnie maªe h, tak aby uzyska¢ odpowiednie wªasno±ci
ukªadu.

2.1.1 Podstawowe wªasno±ci modelu

Przejd¹my do omówienia podstawowych wªasno±ci modelu (2.1). Najpierw oszacujmy rozmiar caªej
populacji z u»yciem zmiennej

wn := xn + yn (2.2)

zakªadaj¡c nieujemno±¢ warto±ci xn oraz yn. Zauwa»my, »e je±li dodamy oba równania ukªadu (2.1),
uzyskujemy

wn+1 = wn + h (C − µwn − αyn) ≤ wn + h (C − µwn) . (2.3)

Rozwi¡zuj¡c (2.3) przy zaªo»eniu h < 1
µ otrzymujemy

wn ≤ (1− hµ)nw0 +
(

1− (1− hµ)n
)C
µ

(2.4)

i stwierdzamy, »e

wn ≤ w0 +
C

µ
.

Oznacza to, »e mo»na wskaza¢ ograniczenie górne liczebno±ci populacji. Co wi¦cej, korzystaj¡c z (2.4)
dostajemy nast¦puj¡cy wniosek:

29



Wniosek 2.1. Zaªó»my, »e rozwi¡zania ukªadu (2.1) s¡ nieujemne. Je±li zachodz¡

h <
1

µ
(2.5)

oraz

w0 ≤
C

µ
, (2.6)

to prawdziwe jest oszacowanie

wn ≤
C

µ
(2.7)

dla ka»dego n ∈ N+.

Zapiszmy ukªad (2.1) w innej postaci. Ukªad ten jest dyskretnym ukªadem dynamicznym opisanym
przez funkcj¦

H(x, y) =

(
F (x, y)
G(x, y)

)
=

(
x+ h (C − xy + y − µx)

y + hy (x− k)

)
,

to znaczy orbita wybranego punktu (x0, y0), oznaczona przez O, ma posta¢ O =
(

(x0, y0) , H (x0, y0) ,

H2 (x0, y0) , . . .
)
. Z powodu znaczenia zmiennych x i y nale»y przyj¡¢ zaªo»enie o nieujemno±ci kolejnych

iteracji Fn(x, y) i Gn(x, y) dla nieujemnych zmiennych x i y. Maj¡c ponadto na uwadze zale»no±¢ (2.7)
zde�niujmy zbiór

Ω :=

{
(x, y) ∈ R2

+ : x+ y ≤ C

µ

}
.

Po»¡dan¡ wªasno±ci¡ tego zbioru byªaby jego niezmienniczo±¢ dla ukªadu (2.1). Sprawd¹my zatem, przy
jakich warunkach zbiór Ω posiada t¦ wªasno±¢. Zbadajmy nieujemno±¢ rozwi¡za« ukªadu (2.1) w tym
zbiorze. Zakªadamy (2.5) oraz (x0, y0) ∈ Ω, co jest silniejszym warunkiem od nierówno±ci (2.6).

Udowodnimy nast¦puj¡ce twierdzenie:

Twierdzenie 2.2. Je±li (x0, y0) ∈ Ω oraz

h < hmin := min

(
1

k
,

1
C
µ + µ+ 1

)
, (2.8)

to rozwi¡zania (xn, yn) ukªadu (2.1) pozostaj¡ w zbiorze Ω dla dowolnego n ∈ N+.

Dowód. Zgodnie z biologicznym znaczeniem zmiennych ukªadu (2.1) przyjmujemy speªnienie zaªo»enia
(x0, y0) ∈ Ω. Sprawd¹my teraz warunki gwarantuj¡ce dodatnio±¢ zmiennych x i y.

Zajmijmy si¦ najpierw zmienn¡ y. Widzimy, »e funkcja

G(x, y) = y(1− kh) + hxy

jest odpowiednio nieujemna lub dodatnia dla odpowiednio nieujemnych lub dodatnich zmiennych x i y
przy zaªo»eniu 1− kh > 0.

W dalszych rozwa»aniach zakªadamy wi¦c

h <
1

k
. (2.9)

Przy speªnieniu tego warunku oraz nieujemno±ci x0 i y0, dostajemy yn ≥ 0 dla ka»dego n ∈ N+. Poniewa»
k > µ, nierówno±¢ (2.9) implikuje (2.5).

Przejd¹my do zbadania nieujemno±ci zmiennej x. Wyznaczymy minimaln¡ warto±¢ funkcji F (x, y)
w zbiorze Ω. Obliczaj¡c pochodne cz¡stkowe tej funkcji dostajemy

∂F

∂x
= 1− hµ− hy, ∂F

∂y
= h(1− x).

Je±li przyrównamy te pochodne do zera, to rozwi¡zaniem tak powstaªego ukªadu równa« jest punkt

(x, y) =
(

1, 1−hµ
h

)
.
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W celu unikni¦cia ekstremów funkcji F (x, y) wewn¡trz Ω zakªadamy nierówno±¢ Cµ−x < y. Nierówno±¢
t¦ mo»na zapisa¢ jako

C

µ
− 1 <

1

h
− µ. (2.10)

Z (H) dostajemy, »e warunek (2.10) jest równowa»ny nierówno±ci

h <
1

C
µ + µ− 1

. (2.11)

Je»eli zachodzi (2.11), to punkt, w którym funkcja F mo»e mie¢ minimaln¡ lub maksymaln¡ warto±¢,
le»y poza zbiorem Ω, zatem nale»y sprawdzi¢ warto±ci funkcji na brzegach tego zbioru. Mamy

• F (0, y) = hy + hC > 0 dla ka»dego y ≥ 0;

• F (x, 0) = x(1− hµ) + hC > 0 dla ka»dego x ≥ 0 przy zaªo»eniu (2.9);

• F
(
x, Cµ − x

)
= f(x), gdzie

f(x) = x(1− hµ) + hC + h(1− x)

(
C

µ
− x
)
.

Widzimy, »e funkcja f jest funkcj¡ kwadratow¡ zmiennej x:

f(x) = hx2 + x

(
1− h

(
C

µ
+ µ+ 1

))
+ hC + h

C

µ
.

Oczywi±cie zachodzi f(x) > 0 dla x ≥ 0 przy zaªo»eniu

h <
1

C
µ + µ+ 1

. (2.12)

Zauwa»my, »e nierówno±¢ (2.12) jest silniejsza ni» (2.11). Wi¡»¡c ze sob¡ (2.12) oraz (2.9) dostajemy
warunek (2.8). St¡d ostatecznie uzyskujemy sªuszno±¢ postawionej tezy.

Powró¢my do tre±ci twierdzenia 2.2. Sprawd¹my, kiedy zachodzi

1
C
µ + µ+ 1

<
1

k
.

Przeksztaªcaj¡c t¦ nierówno±¢ dostajemy

k <
C

µ
+ µ+ 1,

czyli

α <
C

µ
.

Sformuªujmy wniosek:

Wniosek 2.3. Je±li C > αµ, to zast¦puj¡c w twierdzeniu 2.2 nierówno±¢ (2.8) warunkiem (2.12) za-
chowujemy sªuszno±¢ tezy. Je±li C < αµ, w twierdzeniu 2.2 zamiast nierówno±ci (2.8) zapisujemy (2.9)
i twierdzenie b¦dzie dalej zachodziªo.

Poniewa» C � µ, zale»no±¢ C > αµ zachodzi praktycznie zawsze. St¡d w twierdzeniu 2.2 zamiast (2.8)
przyjmujemy (2.12). W dalszej cz¦±ci pracy w celu zachowania ogólno±ci przyjmiemy jednak twierdzenie
2.2 bez uwzgl¦dniania wniosku 2.3.

Wspomnijmy jeszcze o wspóªczynniku odnowienia epidemii R0 ukªadu (2.1). W celu wyznaczenia jego
warto±ci skorzystamy z podej±cia przedstawionego w [7] stosowanego dla modeli dyskretnych. Metoda
tam zaprezentowana jest analogiczna do stosowanej w przypadku modeli ci¡gªych, dlatego obliczenia
prowadz¡ce do wyznaczenia R0 dla modelu (2.1) zostaªy pomini¦te. Okazuje si¦, »e warto±¢ R0 dla
ukªadu (2.1) oraz dla odpowiedniego ukªadu ci¡gªego (1.14) jest taka sama i wynosi R0 = C

µk .
Spójrzmy teraz na nierówno±¢ (2.8) w kontek±cieR0. Zauwa»my, »e je±li zachodziR0 > 1, to dostajemy

C
µ > k. St¡d równie» C

µ + µ + 1 > k. Z tego wynika, »e w przypadku rozprzestrzeniania si¦ epidemii

nierówno±¢ (2.8) jest równowa»na nierówno±ci h < 1
C
µ +µ+1

.
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2.1.2 Stabilno±¢ stanów stacjonarnych

Przyjrzyjmy si¦ teraz lokalnej stabilno±ci stanów stacjonarnych ukªadu (2.1). Oczywi±cie stany te s¡
takie same jak stany stacjonarne ukªadu (1.14). Przypomnijmy postaci tych stanów:

• Edf = (xdf , 0) =
(
C
µ , 0

)
: zawsze istniej¡cy,

• Ee = (xe, ye) =
(
k, C−µkk−1

)
: istniej¡cy przy zaªo»eniu C > µk równowa»nemu warunkowi R0 > 1.

Przejd¹my do analizy warunków stabilno±ci tych stanów. NiechMd b¦dzie macierz¡ Jacobiego ukªadu
(2.1). Macierz ta ma posta¢

Md(x, y) =

(
1− h(y + µ) h(1− x)

hy 1 + h(x− k)

)
.

Stabilno±¢ stanu wolnego od epidemii

Zacznijmy od analizy stabilno±ci stanu wolnego od epidemii Edf . Udowodnimy twierdzenie:

Twierdzenie 2.4. Przy zaªo»eniu (2.8) stan wolny od epidemii Edf ukªadu (2.1) jest

• w¦zªem lokalnie stabilnym, je±li R0 < 1,

• niehiperboliczny, je±li R0 = 1,

• punktem siodªowym, je±li R0 > 1.

Co wi¦cej, je±li (x0, y0) ∈ Ω, to stan ten jest w¦zªem globalnie stabilnym w Ω dla R0 < 1.

Dowód. Macierz Md dla stanu Edf ma posta¢

Md(Edf ) =

(
1− hµ h(1− xdf )

0 1 + h(xdf − k)

)
. (2.13)

Przypomnijmy, »e warunkami stabilno±ci stanu Edf s¡ nierówno±ci |λj | < 1, gdzie j = 1, 2. Z |λ1| < 1
mamy

|1− hµ| < 1,

−1 < 1− hµ < 1,

−2 < −hµ < 0,

2 > hµ > 0.

(2.14)

Nierówno±¢ 2 > hµ mo»na zapisa¢ jako h < 2
µ , której prawdziwo±¢ wynika z (2.5). Zale»no±¢ hµ > 0 jest

zawsze prawdziwa. Druga warto±¢ wªasna wynosi

λ2 = 1− hk + hxdf . (2.15)

Zauwa»my, »e nierówno±¢ (2.8) implikuje λ2 > 0. Ponadto przy zaªo»eniu xdf < k, czyli R0 < 1, mamy
λ2 < 1.

Teraz poka»emy, »e lokalna stabilno±¢ stanu Edf implikuje jego globaln¡ stabilno±¢ w zbiorze Ω.
Z zaªo»enia R0 < 1, a nierówno±¢ (2.8) implikuje h < 1

µ . Z twierdzenia 2.2 dostajemy xn ≤ C
µ dla

dowolnego n ∈ N+. Z drugiego równania z (2.1) otrzymujemy

yn =y0

n−1∏
j=0

(
1 + h(xj − k)

)
≤ y0

(
1 + h

(
C

µ
− k
))n

=y0

(
1 + hk

(
C

µk
− 1

))n
= y0

(
1− hk (1−R0)

)n
.

(2.16)

Poniewa» R0 < 1 oraz
0 < hk < 1,
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to
0 < hk(1−R0) < 1. (2.17)

Uwzgl¦dnienie (2.17) w (2.16) prowadzi do

0 ≤ yn ≤ y0

(
1− hk (1−R0)

)n −−−−→
n→∞

0,

wi¦c
lim
n→∞

yn = 0. (2.18)

Teraz zsumujmy stronami równania (2.1). Uzyskujemy

wn+1 = wn + h (C − µwn − αyn) . (2.19)

Oszacujmy wn+1 z góry przez wn+1 ≤ wn + h (C − µwn). Dla ustalenia uwagi zamiast nierówno±ci roz-
wa»ymy równanie

wn+1 = wn + h (C − µwn) . (2.20)

Równanie jednorodne stowarzyszone z (2.20) ma posta¢

wn+1 = (1− hµ)wn. (2.21)

Jego rozwi¡zanie to
wn = Ĉ(1− hµ)n, Ĉ ∈ R \ {0}. (2.22)

Rozwi¡zanie szczególne równania (2.20) zapisujemy jako

ŵn = Â, Â ∈ R \ {0}.

Poniewa» speªnienia ono (2.20), otrzymujemy Â = C
µ . Rozwi¡zanie ogólne równania (2.20) ma posta¢

wn = Ĉ(1− hµ)n +
C

µ
.

Przyjmujemy, »e pocz¡tkowa liczebno±¢ populacji wynosi w0. Wtedy

wn =

(
w0 −

C

µ

)
(1− hµ)n +

C

µ
.

Interesuje nas rozwi¡zanie nierówno±ci, wi¦c w przej±ciu granicznym dostajemy

lim
n→∞

wn ≤
C

µ
. (2.23)

Teraz oszacujmy wn+1 z (2.19) z doªu przez

wn+1 ≥ wn + h
(
C − µwn − αy0

(
1− hk(1−R0)

)n)
. (2.24)

Dla uproszczenia zapisu zde�niujmy s := 1 − hk(1 − R0). Z (2.17) mamy 0 < s < 1. Zamiast (2.24)
rozwa»ymy równanie

wn+1 = wn + h (C − µwn − αy0s
n) . (2.25)

Równanie jednorodne stowarzyszone z (2.25) ma posta¢ (2.21), zatem rozwi¡zanie równania (2.21) zapi-
sujemy jako (2.22). Rozwi¡zanie szczególne równania (2.25) jest postaci

ŵn = Ã+ B̃sn, Ã, B̃ ∈ R \ {0}.

Speªnia ono zale»no±¢

Ã+ B̃sn+1 = Ã+ B̃sn + h(C − µÃ− µB̃sn − αy0s
n).
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Otrzymujemy

Ã =
C

µ
, B̃ =

hαy0

hµ+ s− 1
.

Rozwi¡zanie ogólne równania (2.25) ma posta¢

wn = C̃(1− hµ)n +
C

µ
+

hαy0

hµ+ s− 1
sn

Zakªadaj¡c pocz¡tkowa liczebno±¢ populacji równ¡ w0 dostajemy

wn =

(
w0 −

C

µ
+

hαy0

hµ+ s− 1

)
(1− hµ)n +

C

µ
+

hαy0

hµ+ s− 1
sn.

Interesuje nas rozwi¡zanie nierówno±ci, wi¦c w przej±ciu granicznym mamy

lim
n→∞

wn ≥
C

µ
. (2.26)

Nierówno±ci (2.23), (2.26) oraz twierdzenie o trzech ci¡gach daj¡

lim
n→∞

wn =
C

µ
. (2.27)

Z (2.27), (2.18) oraz zale»no±ci

lim
n→∞

wn = lim
n→∞

(xn + yn) = lim
n→∞

xn + lim
n→∞

yn (2.28)

wynika lim
n→∞

xn = C
µ . Uzyskujemy zatem globaln¡ stabilno±¢ stanu Edf dla R0 < 1.

Lokalna stabilno±¢ stanu endemicznego

Teraz przejd¹my do analizy lokalnej stabilno±ci stanu endemicznego Ee. Analiz¦ przeprowadzamy przy
zaªo»eniu R0 > 1, które gwarantuje istnienie tego stanu.

W celu zachowania przejrzysto±ci oblicze« najpierw zbadamy lokaln¡ stabilno±¢ bez zakªadania wa-
runków

(x0, y0) ∈ Ω, h < hmin (2.29)

z twierdzenia 2.2, które gwarantuj¡ pozostanie rozwi¡za« w zbiorze niezmienniczym Ω. Warunki (2.29)
uwzgl¦dnimy po sformuªowaniu i udowodnieniu nast¦pnego twierdzenia.

Wprowad¹my staªe:

h1 :=
4(k − 1)

C − µ+
√
δ
, h2 :=

4(k − 1)

C − µ−
√
δ
, h3 :=

C − µ
(k − 1)(C − µk)

(2.30)

oraz
δ := (C − µ)2 − 4(C − µk)(k − 1)2, (2.31)

które zastosujemy w poni»szym twierdzeniu.

Twierdzenie 2.5. Zaªó»my, »e istnieje endemiczny stan stacjonarny Ee ukªadu (2.1).
Je±li δ ≥ 0, to stan ten jest:

• w¦zªem lokalnie stabilnym, je±li h < h1,

• punktem siodªowym, je±li h1 < h < h2,

• w¦zªem niestabilnym, je±li h > h2,

• niehiperboliczny, je±li h ∈ {h1, h2}.

Je±li δ < 0, to stan Ee jest:

• ogniskiem lokalnie stabilnym, je±li h < h3,
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• ogniskiem niestabilnym, je±li h > h3,

• niehiperboliczny, je±li h = h3.

Dowód. Zakªadamy istnienie stanu Ee. Macierz Jacobiego dla tego stanu zapisujemy jako

M(Ee) =

(
1− h(ye + µ) h(1− xe)

hye 1

)
. (2.32)

Zauwa»my, »e zachodzi

ye + µ =
C − µk
k − 1

+ µ =
C − µk
k − 1

+
µ(k − 1)

k − 1
=
C − µk + µk − µ

k − 1
=
C − µ
k − 1

(2.33)

oraz
1− xe = −(k − 1). (2.34)

Korzystaj¡c z (2.33), (2.34) oraz de�nicji ye przedstawmy (2.32) jako

M(Ee) =

(
1− hC−µk−1 −h(k − 1)

hC−µkk−1 1

)
. (2.35)

Wielomian charakterystyczny macierzy M(Ee) ma posta¢

P(λ) = λ2 + λ

(
h
C − µ
k − 1

− 2

)
+ 1− hC − µ

k − 1
+ h2(C − µk).

Jego wyró»nik wynosi

δe :=

(
h
C − µ
k − 1

− 2

)2

− 4

(
1− hC − µ

k − 1
+ h2(C − µk)

)
=

= h2

(
C − µ
k − 1

)2

− 4h2(C − µk) =

(
h

k − 1

)2 (
(C − µ)2 − 4(C − µk)(k − 1)2

)
.

Korzystaj¡c z (2.31) dostajemy

δe =

(
h

k − 1

)2

δ.

Warto±ci wªasne macierzy M(Ee) s¡ rzeczywiste, o ile δ ≥ 0. Wynosz¡ one

λ1,2 =
1

2

(
−hC − µ

k − 1
+ 2±

√
δe

)
=

1

2

(
−hC − µ

k − 1
+ 2± h

k − 1

√
δ

)
,

co mo»emy przedstawi¢ jako

λ1,2 = 1− hC − µ∓
√
δ

2(k − 1)
. (2.36)

Dalsz¡ analiz¦ uzale»niamy od znaku δ.

• Zaªó»my, »e δ ≥ 0. Wtedy mamy dwie rzeczywiste warto±ci wªasne λ1 ≥ λ2 i aby uzyska¢ lokaln¡
stabilno±¢, musz¡ by¢ speªnione nierówno±ci −1 < λ2 i λ1 < 1. Z drugiej strony, wystarczy, by zachodziªo
λ1 < −1 lub λ2 > 1 aby stan Ee staª si¦ w¦zªem niestabilnym. Zauwa»my, »e warunek λ1 < 1 mo»na
zapisa¢ w postaci równowa»nego ci¡gu nierówno±ci

1− hC − µ−
√
δ

2(k − 1)
< 1,

−hC − µ−
√
δ

2(k − 1)
< 0,

C − µ−
√
δ > 0,
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(C − µ)2 > δ,

(C − µ)2 > (C − µ)2 − 4(C − µk)(k − 1)2,

4(C − µk)(k − 1)2 > 0,

C > µk, czyli R0 > 1.

Zale»no±¢ λ2 > −1 zachodzi dla

1− hC − µ+
√
δ

2(k − 1)
> −1,

−hC − µ+
√
δ

2(k − 1)
> −2,

h < 4
k − 1

(C − µ) +
√
δ
.

Z λ1 < −1 mamy

1− hC − µ−
√
δ

2(k − 1)
< −1,

−hC − µ+
√
δ

2(k − 1)
< −2,

h > 4
k − 1

(C − µ)−
√
δ
.

Poka»emy, »e warunek λ2 > 1 nigdy nie zachodzi. Rozpatrzmy przeciwn¡ nierówno±¢ λ2 < 1, z której
dostajemy

1− hC − µ+
√
δ

2(k − 1)
< 1,

−hC − µ+
√
δ

2(k − 1)
< 0,

co daje
C − µ+

√
δ

2(k − 1)
=
C − µ+

√
δ

2(α+ µ)
> 0,

co wynika z zaªo»enia (H). Stwierdzamy wi¦c, »e nierówno±¢ λ2 > 1 nigdy nie jest speªniona.
Po obliczeniach otrzymali±my, »e

λ1 < 1, wtedy i tylko wtedy, gdy R0 > 1 � to znaczy, kiedy Ee istnieje; (2.37)

λ2 > −1 wtedy i tylko wtedy, gdy h <
4(k − 1)

C − µ+
√
δ

= h1; (2.38)

λ1 < −1 wtedy i tylko wtedy, gdy h >
4(k − 1)

C − µ−
√
δ

= h2; (2.39)

λ2 > 1 nie zachodzi. (2.40)

Aby stan Ee byª punktem siodªowym, nale»y speªni¢ jeden z dwóch zestawów nierówno±ci

−1 < λ2 < 1 < λ1 (2.41)

lub
λ2 < −1 < λ1 < 1. (2.42)

Rozwa»my (2.41). Z warunku (2.37) dostajemy faªszywo±¢ warunku 1 < λ1 w przypadku istnienia Ee.
St¡d (2.41) nie zachodzi. Przejd¹my do (2.42). Rozpatruj¡c (2.37)�(2.39) stwierdzamy, »e speªnienie (2.42)
gwarantuj¡ warunki

h > h1, h < h2.
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• Przejd¹my do przypadku δ < 0, dla którego dostajemy dwie zespolone warto±ci wªasne. Zauwa»my,
»e zachodz¡ zale»no±ci |λ1| = |λ2| =: λ oraz

λ1λ2 = λ2 =

(
1− h C − µ

2(k − 1)

)2

+

(
h

2(k − 1)

√
|δ|
)2

= 1− hC − µ
k − 1

+ h2 (C − µ)2

4(k − 1)2
− h2

4(k − 1)2

(
(C − µ)2 − 4(C − µk)(k − 1)2

)
= 1− hC − µ

k − 1
+ h2(C − µk).

Sprawd¹my warunek λ < 1. Dostajemy

1− hC − µ
k − 1

+ h2(C − µk) < 1,

−hC − µ
k − 1

+ h2(C − µk) < 0,

C − µ
k − 1

− h(C − µk) < 0.

Ostatecznie stwierdzamy, »e

λ < 1 dla h <
C − µ

(k − 1)(C − µk)
= h3. (2.43)

Przyjrzyjmy si¦ tre±ci twierdzenia 2.5. Zwrócmy uwag¦, »e niezale»ne od znaku δ istnieje warto±¢
progowa h, po przekroczeniu której traci si¦ stabilno±¢ stanu Ee.

Twierdzenie 2.5 w odniesieniu do zbioru niezmienniczego Ω

Teraz zaªó»my dodatkowo (2.29), dzi¦ki czemu rozwi¡zania ukªadu (2.1) pozostaj¡ w zbiorze nie-
zmienniczym Ω. Zakªadamy wi¦c (x0, y0) ∈ Ω i sprawdzamy nierówno±ci h1 < hmin, h2 < hmin oraz
h3 < hmin. W przypadku pierwszej i drugiej nierówno±ci zakªadamy warunek δ > 0, który zapewnia tym
nierówno±ciom sens zgodnie ze znaczeniem kroku dyskretyzacji.

Zale»no±¢ h1 < hmin zapisujemy w postaci

4(k − 1)

C − µ+
√
δ
< hmin,

4(k − 1)

hmin
< C − µ+

√
δ,

z czego dostajemy
√
δ >

4(k − 1)

hmin
− (C − µ).

Z nierówno±ci h2 < hmin uzyskujemy

4(k − 1)

C − µ−
√
δ
< hmin,

4(k − 1)

hmin
< C − µ−

√
δ,

co daje
√
δ < C − µ− 4(k − 1)

hmin
.

Ta nierówno±¢ mo»e by¢ speªniona, o ile

C − µ− 4(k − 1)

hmin
> 0.
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Mo»emy zatem rozwa»y¢ dwa przypadki
• Niech C − µ− 4(k−1)

hmin
> 0. Mamy wówczas h1 < hmin i dwie mo»liwo±ci

h2 < hmin dla
√
δ < C − µ− 4(k − 1)

hmin

lub

h2 > hmin dla
√
δ > C − µ− 4(k − 1)

hmin
.

• Niech C − µ− 4(k−1)
hmin

< 0. Mamy wówczas h2 > hmin i stwierdzamy, »e

h1 < hmin dla
√
δ >

4(k − 1)

hmin
− (C − µ)

oraz

h1 > hmin dla
√
δ <

4(k − 1)

hmin
− (C − µ).

Korzystaj¡c z powy»szych oblicze« i twierdzenia 2.5 sformuªujmy wniosek:

Wniosek 2.6. Zaªó»my, »e dla ukªadu (2.1) stan Ee istnieje oraz niech (x0, y0) ∈ Ω. Ponadto niech
δ ≥ 0.
• Je±li zachodz¡

C > µ+
4(k − 1)

hmin
,
√
δ < C − µ− 4

4(k − 1)

hmin
, (2.44)

to dodanie warunku (2.9) nie zmienia zachowania stanu Ee opisanego w twierdzeniu 2.5 dla δ ≥ 0, przy
czym zachodzi h2 <

1
k .

• Je±li zachodzi jeden z zestawów warunków:

C > µ+
4(k − 1)

hmin
,
√
δ > C − µ− 4(k − 1)

hmin
(2.45)

lub

C < µ+
4(k − 1)

hmin
,
√
δ >

4(k − 1)

hmin
− (C − µ), (2.46)

to stan Ee jest:

a) w¦zªem lokalnie stabilnym dla h < h1,

b) niehiperboliczny dla h = h1,

c) punktem siodªowym dla h1 < h < 1
k .

• Je±li zachodz¡

C < µ+
4(k − 1)

hmin
,
√
δ <

4(k − 1)

hmin
− (C − µ), (2.47)

to stan Ee jest w¦zªem lokalnie stabilnym.
Co wi¦cej, je±li dowolny zestaw nierówno±ci z (2.44)�(2.47) zachodzi, to dla ka»dego n ∈ N+ mamy

(xn, yn) ∈ Ω.

Przejd¹my do warunku h3 < hmin. Parametr h3 ma prostsz¡ posta¢ ni» h1 i h2, zatem sprawdzimy
osobno nierówno±ci

h3 <
1

k
(2.48)

oraz

h3 <
1

C
µ + µ+ 1

. (2.49)

Rozpatrzmy najpierw warunek (2.48). Otrzymujemy z niego

C − µ
(k − 1)(C − µk)

<
1

k
,
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(C − µ)k < (C − µk)(k − 1),

Ck − kµ < Ck − C − µk2 + µk,

czyli
C + µk2 < 2µk. (2.50)

Teraz przeksztaª¢my warunek C > µk istnienia stanu Ee, aby otrzyma¢

C + µk > 2µk. (2.51)

Z k > 1 i (2.51) dostajemy
C + µk2 > 2µk.

Otrzymana zale»no±¢ stoi w sprzeczno±ci z (2.50) oraz, co za tym idzie, z warunkiem (2.48). Oznacza to,
»e zawsze zachodzi

h3 >
1

k
. (2.52)

Teraz rozpatrzmy (2.49), co mo»emy zapisa¢ jako ci¡g równowa»nych nierówno±ci

C − µ
(k − 1)(C − µk)

<
1

C
µ + µ+ 1

,

(C − µ)

(
C

µ
+ µ+ 1

)
< (α+ µ)(C − µk),

C2

µ
+ Cµ+ C − C − µ2 − µ < α(C − µk) + µC − µ2k,

C2

µ
− µ2 − µ < α(C − µk)− µ2(1 + α+ µ),

C2

µ
− µ < α(C − µk)− µ2(α+ µ),

C2

µ
+ µ2(α+ µ) < α(C − µk) + µ,

które prowadz¡ do
C2 < µ2 − µ3(α+ µ) + µα(C − µk).

Z zaªo»enia (H) stwierdzamy, »e podana zale»no±¢ nie zachodzi. Otrzymujemy zatem nierówno±¢

h3 >
1

C
µ + µ+ 1

. (2.53)

Opieraj¡c si¦ na (2.52), (2.53) oraz twierdzeniu 2.5 stwierdzamy co nast¦puj¡ce:

Wniosek 2.7. Zaªó»my, »e stan Ee ukªadu (2.1) istnieje oraz zachodzi twierdzenie 2.2. Niech δ < 0.
Wówczas Ee jest ogniskiem lokalnie stabilnym oraz dla ka»dego n ∈ N+ zachodzi (xn, yn) ∈ Ω.

2.1.3 Bifurkacja podwojenia okresu

Wyst¦powanie bifurkacji podwojenia okresu (w skrócie BPO, w literaturze angloj¦zycznej okre±lana
jest jako period-doubling bifurcation lub �ip bifurcation) w ukªadzie dyskretnym dotyczy sytuacji, gdy
jedna z warto±ci wªasnych macierzy Jacobiego ukªadu dla ustalonego stanu stacjonarnego wynosi −1 [69].
Wybieramy parametr, który wpªywa na warto±¢ wªasn¡ i przyjmujemy go za parametr bifurkacyjny. Jako
warto±¢ progow¡ (krytyczn¡) tego parametru przyjmuje si¦ tak¡, dla której warto±¢ wªasna wynosi −1.

Wyró»niamy dwa rodzaje bifurkacji podwojenia okresu: nadkrytyczn¡ (w literaturze angloj¦zycznej
de�niowan¡ jako supercritical) oraz podkrytyczn¡ (subcritical).

Opiszmy ide¦ bifurkacji nadkrytycznej. Gdy parametr bifurkacyjny ma warto±¢ mniejsz¡ od warto±ci
progowej, ustalony stan stacjonarny jest lokalnie stabilny. Po przekroczeniu przez parametr tej warto±ci
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stan stacjonarny staje si¦ niestabilny i pojawia si¦ cykl o okresie 2. Cykl ten utworzony jest przez naprze-
miennie zmieniaj¡ce si¦ warto±ci kolejnych iteracji. Zauwa»my, »e cykl charakteryzowany jest przez dwa
stany stacjonarne (oznaczmy je jako s̃1 i s̃2) ukªadu b¦d¡cego drug¡ iteracj¡ bazowego ukªadu dyskretne-
go. Okre±lmy dla tak powstaªego ukªadu macierz Jacobiego. Je±li wszystkie warto±ci wªasne tej macierzy
wyznaczonej dla stanów s̃1 i s̃2 maj¡ moduª mniejszy ni» 1, to cykl powstaªy w nadkrytycznej BPO
dla ukªadu bazowego jest stabilny. W bifurkacji podkrytycznej dla warto±ci parametru bifurkacyjnego
mniejszych od progowej mamy stabilny stan stacjonarny oraz niestabilny cykl o okresie 2. Dla warto±ci
parametru wi¦kszych od progowej stan stacjonarny staje si¦ niestabilny, cykl za± znika [47], [69]. Je»eli
stan stacjonarny jest niestabilny dla warto±ci parametru bifurkacyjnego poni»ej warto±ci progowej i sta-
bilny dla warto±ci parametru powy»ej progowej, to w bifurkacji nadkrytyczej i podkrytycznej wyst¦puj¡cy
cykl jest odpowiednio niestabilny i stabilny. Nale»y równie» zwróci¢ uwag¦, »e w przypadku niestabilnych
rozmaito±ci centralnych cykl i punkt staªy mog¡ by¢ stabilne tylko w tej rozmaito±ci i niestabilne w caªej
przestrzeni fazowej.

W tym paragra�e zajmiemy si¦ okre±leniem warunków, przy których w ukªadzie (2.1) wyst¦puje BPO
dla endemicznego stanu stacjonarnego Ee. Aby okre±li¢ te warunki, skorzystamy z podej±cia zapropono-
wanego w [56]. Za parametr bifurkacyjny przyjmujemy krok dyskretyzacji.

Najpierw ustalmy, dla jakiego kroku dyskretyzacji jedna z warto±ci wªasnych w odpowiedniej macierzy
Jacobiego wynosi −1, co daje mo»liwo±¢ wyst¡pienia BPO. W dowodzie poni»szego stwierdzenia skorzy-
stamy z oblicze« przeprowadzonych w dowodzie twierdzenia 2.5. Korzystamy z wcze±niej zde�niowanych
w (2.30) i (2.31) parametrów h1, h2 i δ.

Stwierdzenie 2.8. Niech h1, h2 i δ b¦d¡ takie jak w (2.30) i (2.31). Je±li w ukªadzie (2.1) stan ende-
miczny Ee istnieje oraz δ > 0, to bifurkacja podwojenia okresu mo»e zaj±¢, o ile h = h1 lub h = h2.

Dowód. Interesuje nas pojedyncza krotno±¢ rzeczywistych warto±ci wªasnych, dlatego na podstawie (2.36)
przyjmujemy δ > 0, z czego mamy

λ1 > λ2. (2.54)

Z nierówno±ci (2.36), (2.38) oraz (2.39) stwierdzamy, »e je±li h = h1 = 4(k−1)

C−µ+
√
δ
, to λ2 = −1 oraz

λ1 = 1− 4(k − 1)

C − µ+
√
δ
· C − µ−

√
δ

2(k − 1)
= 1− 2

(C − µ)2 − δ(
C − µ+

√
δ
)2 .

Korzystaj¡c z (2.31) dostajemy

λ1 = 1− 2
(C − µ)2 − (C − µ)2 + 4(C − µk)(k − 1)2(

C − µ+
√
δ
)2 = 1− 8

(C − µk)(k − 1)2(
C − µ+

√
δ
)2 .

Z istnienia stanu Ee mamy C − µk > 0, co razem z (2.54) daje λ1 6= {−1, 1}.
Analogicznie wnioskujemy, »e je±li h = h2 = 4(k−1)

C−µ−
√
δ
, to λ1 = −1 oraz

λ2 = 1− 4(k − 1)

C − µ−
√
δ
· C − µ+

√
δ

2(k − 1)
= 1− 8

(C − µk)(k − 1)2(
C − µ−

√
δ
)2 .

Dzi¦ki speªnieniu C − µk > 0 i (2.54) mamy λ2 6= {−1, 1}.

Teraz przejdziemy do okre±lenia warunków na h, które zapewniaj¡ bifurkacj¦ podwojenia okresu dla
stanu Ee w ukªadzie (2.1). Dla ustalenia uwagi przyjmujemy, »e zachodzi h = h2, co daje λ1 = −1. Dla
przypadku h = h1 implikuj¡cego λ2 = −1 rozumowanie jest analogiczne.

Oznaczmy przez h∗ parametr b¦d¡cy zaburzeniem kroku dyskretyzacji w ukªadzie (2.1). Zakªadamy,
»e |h∗| � 1. Ukªad (2.1) przyjmuje posta¢

xn+1 = xn + (h+ h∗) (C − xnyn + yn − µxn) ,

yn+1 = yn + (h+ h∗) (xnyn − kyn) .
(2.55)
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W kolejnym twierdzeniu i jego dowodzie skorzystamy z oznacze«:

ρ :=
C − µ
α+ µ

, ρ̄ := ρ2 − 4(C − µk). (2.56)

Ze wzgl¦du na zaªo»enie (H) mamy ρ > 0. Ponadto zauwa»my, »e w przypadku BPO dla stanu Ee
w ukªadzie (2.1) rozwa»amy rzeczywiste warto±ci wªasne macierzy (2.35). Przypomnijmy, »e rzeczywisty
charakter warto±ci gwarantowaª warunek δ ≥ 0, gdzie δ zde�niowano w (2.31). Z de�nicji δ uzyskujemy

(C − µ)2 − 4(C − µk)(k − 1)2 = (C − µ)2 − 4(C − µk)(α+ µ)2

= (α+ µ)2

((
C − µ
α+ µ

)2

− 4(C − µk)

)
> 0. (2.57)

Maj¡c na uwadze (2.57) i (2.56) stwierdzamy konieczno±¢ speªnienia ρ̄ > 0. Ponadto z (2.56) dla
istniej¡cego Ee mamy

ρ−
√
ρ̄ > 0. (2.58)

Teraz sformuªujmy twierdzenie:

Twierdzenie 2.9. Zde�niujmy h2 oraz δ jak w odpowiednio (2.30) i (2.31). Niech h = h2 oraz δ > 0.
Ponadto zaªó»my, »e stan stacjonarny Ee ukªadu (2.55) istnieje. W ukªadzie tym wyst¦puje wówczas
bifurkacja podwojenia okresu w stanie Ee gdy h

∗ zmienia si¦ w maªym otoczeniu zera oraz je»eli zachodzi
jeden z dwóch warunków

2(α+ µ)2 > C − µ (2.59)

lub
4(C − µk) + (α+ µ)2 6= 4(α+ µ) (2.60)

oraz je»eli h speªnia zale»no±ci

h /∈
{

C − µ−
√
δ

(C − µk)(α+ µ)
,

2(α+ µ)

C − µ

}
, (2.61)

C − µ
α+ µ

(
(C − µ+

√
δ)

2
− 2(C − µk)

)
h3

+

(
2

(
C − µ
α+ µ

)2

− 2µ(α+ µ)− C − µ+
√
δ

2

(
1 +

C − µ
(α+ µ)2

))
h2

+

(
2(C + α) +

C − µ
α+ µ

(√
δ − 5

))
h+ 4 6= 0.

(2.62)

Dowód. Zakªadamy istnienie stanu stacjonarnego Ee ukªadu (2.55). Przyjmujemy te» h = h2 i δ > 0.
Wówczas na mocy stwierdzenia 2.8 mo»liwa jest bifurkacja dla tego stanu. W celu analizy ukªadu (2.55)
dla zerowego stanu stacjonarnego wprowad¹my nowe zmienne:

un := xn − xe, vn := yn − ye. (2.63)

Po podstawieniu ich do (2.55) dostajemy ukªad

un+1 = un + (h+ h∗)
(
C − (un + xe)(vn + ye) + vn + ye − µ(un + xe)

)
,

vn+1 = vn + (h+ h∗)
(

(un + xe)(vn + ye)− k(vn + ye)
)
,

(2.64)

który mo»na zapisa¢ jako

un+1 = un + (h+ h∗) (C − unvn − unye − vnxe + xeye + vn + ye − µun − µxe) ,
vn+1 = vn + (h+ h∗) (unvn + unye + vnxe + xeye − kvn − kye) .
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Rozwi«my praw¡ stron¦ podanego ukªadu w szereg Taylora do drugiego rz¦du w punkcie (0, 0). Otrzy-
mujemy

un+1 = a11un + a12vn + a14unvn + b11h
∗un + b12h

∗vn + b14h
∗unvn + o(un + vn),

vn+1 = a21un + a22vn + a24unvn + b21h
∗un + b22h

∗vn + b24h
∗unvn + o(un + vn),

(2.65)

gdzie

a11 = 1− h(µ+ ye) = 1− hC − µ
α+ µ

, b11 = −(µ+ ye) = −C − µ
α+ µ

(2.66)

oraz

a12 = h(1− xe) = −h(α+ µ), a14 = −h, (2.67a)

b12 = 1− xe = −(α+ µ), b14 = 1, a21 = hye = h
C − µk
α+ µ

, (2.67b)

a22 = 1, a24 = h, b21 = ye =
C − µk
α+ µ

, b22 = 0, b24 = 1, (2.67c)

funkcja o(un + vn) za± speªnia lim
n→∞

o(un+vn)
un+vn

= 0. Zapiszmy wspóªczynniki (2.66) przy u»yciu ρ z (2.56)

jako
a11 = 1− hρ, b11 = −ρ. (2.68)

Macierz Jacobiego ukªadu (2.64) dla stanu zerowego ma posta¢(
a11 + b11h

∗ a12 + b12h
∗

a21 + b21h
∗ a22 + b22h

∗

)
.

Macierz t¦ z u»yciem (2.67) i (2.68) zapisujemy jako(
1− (h+ h∗)C−µα+µ −(h+ h∗)(α+ µ)

(h+ h∗)C−µkα+µ 1

)
. (2.69)

Wielomian charakterystyczny macierzy (2.69) ma posta¢

λ2 +
(

(h+ h∗)ρ− 2
)
λ+ 1− (h+ h∗)ρ+ (h+ h∗)2(C − µk), (2.70)

jej warto±ci wªasne za± wynosz¡

λ1,2 = 1− h+ h∗

2

(
ρ∓
√
ρ̄
)
. (2.71)

Poniewa» ρ̄ > 0, otrzymujemy λ1 6= λ2 oraz λ1,2 ∈ R.
Niech h∗ = 0. Wspóªrz¦dne a i b wektora wªasnego (a, b)T odpowiadaj¡cego warto±ci wªasnej λ1

speªniaj¡ wówczas zale»no±¢ b = ρ+
√
ρ̄

−2(α+µ)a, dla λ2 za± równo±¢ b = ρ−
√
ρ̄

−2(α+µ)a. Wyra»enie λ1,2 − a11

z (2.68) wynosi

λ1,2 − a11 = 1− h

2

(
ρ∓
√
ρ̄
)
− 1 + hρ = h

(
ρ±
√
ρ̄

2

)
.

Oba wektory mo»emy zapisa¢ odpowiednio dla λ1 i λ2 w postaci

v1 :=

(
−(α+ µ)
ρ+
√
ρ̄

2

)
=

(
a12

λ1 − a11

)
, v2 :=

(
−(α+ µ)
ρ−
√
ρ̄

2

)
=

(
a12

λ2 − a11

)
.

Oczywi±cie dla h = h2 dostajemy λ1 = −1 oraz

λ2 = 1− h

2

(
ρ+
√
ρ̄
)
/∈ {−1, 1}, (2.72)

co wynika z dowodu stwierdzenia 2.8.
Teraz dla h = h2 zde�niujmy macierz:

T := (v1 v2) =

(
a12 a12

−1− a11 λ2 − a11

)
,
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któr¡ zastosujemy do przeksztaªcenia (
un
vn

)
= T

(
Un
Vn

)
,

tak, aby za pomoc¡ nowych zmiennych Un i Vn przedstawi¢ ukªad (2.65) w postaci, któr¡ zastosujemy
do twierdzenia o rozmaito±ci centralnej przedstawionego w [48]. Uwzgl¦dnijmy powy»sze przeksztaªcenie
w (2.65). Dostajemy

Un+1 = −Un + F (un, vn, h
∗) + o(un + vn),

Vn+1 = λ2Vn +G(un, vn, h
∗) + o(un + vn),

(2.73)

gdzie

F (Un, Vn, h
∗) =

s1

s2
(a14UnVn + b14UnVnh

∗) +
Unh

∗

s2

(
b11(λ2 − a11)− a12b21

)
+
Vnh

∗

s2

(
b12(λ2 − a11)

)
oraz

G(Un, Vn, h
∗) =

s3

s2
(a14UnVn + b14UnVnh

∗) +
Unh

∗

s2

(
b11(1 + a11) + a12b21

)
+
Vnh

∗

s2

(
b12(1 + a11)

)
dla

s1 = λ2 − a11 + a12, s2 = a12(λ2 + 1), s3 = 1 + a11 − a12. (2.74)

Z twierdzenia o rozmaito±ci centralnej uzyskujemy przybli»enie rozmaito±ci W c(0, 0) wyra»one rów-
naniem:

W c(0, 0) =

{
(Un, Vn) : Vn = a3Unh

∗ + a4U
2
n + o

((
|Un|+ |h∗|

)2)}
,

gdzie o
(
(|Un|+ |h∗|)2

)
jest funkcj¡ zmiennych (Un, h

∗) co najmniej trzeciego rz¦du oraz

a3 =
(1 + a11)b12(1 + a11)

a12(λ2 + 1)2
− a12b21 + b11(1 + a11)

(λ2 + 1)2
,

a4 = −
(1 + a11)

(
a12a24 + a14(1 + a11)

)
1− (λ2)2

. (2.75)

Na W c(0, 0) dostajemy

un = a12Un + a3a12Unh
∗ + a4a12U

2
n + o

((
|Un|+ |h∗|

)2)
,

vn = −(1 + a11)Un + a3(λ2 − a11)Unh
∗ + a4(λ2 − a11)U2

n + o
((
|Un|+ |h∗|

)2)
.

Uzyskujemy st¡d

u2
n = a2

12U
2
n + 2a3a

2
12U

2
nh
∗ + 2a4a

2
12U

3
n + o

((
|Un|+ |h∗|

)3)
,

unvn =− a12(1 + a11)U2
n + a3a12(λ2 − 2a11 − 1)U2

nh
∗

+ a4a12(λ2 − 2a11 − 1)U3
n + o

((
|Un|+ |h∗|

)3)
,

v2
n = (1 + a11)2U2

n − 2a3(1 + a11)(λ2 − a11)U2
nh
∗

− 2a4(1 + a11)(λ2 − a11)U3
n + o

((
|Un|+ |h∗|

)3)
.

Ponadto otrzymujemy

Un+1 =− Un + F (un, vn, h)

=− Un + c1U
2
n + c2Unh

∗ + c3U
2
nh
∗ + c4Un(h∗)2 + c5U

3
n + o

((
|Un|+ |h∗|

)3)
,
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gdzie

c1 = − s1

s2
a14a12(1 + a11),

c2 =
b11(λ2 − a11)− a12b21

λ2 + 1
− (1 + a11)b12(λ2 − a11)

a12(λ2 + 1)
,

c3 =
s1a3a14(λ2 − 2a11 − 1)

λ2 + 1
+
a4

(
(λ2 − a11)b11 − a12b21

)
λ2 + 1

+
a4(λ2 − a11)(λ2 − a11)b12

a12(λ2 + 1)
− s1b14(1 + a11)

λ2 + 1
,

c4 =
a3

(
(λ2 − a11)b11 − a12b21

)
λ2 + 1

+
a3(λ2 − a11)(λ2 − a11)b12

a12(λ2 + 1)
,

c5 =
a4a14s1(λ2 − 2a11 − 1)

λ2 + 1
.

(2.76)

Je±li ograniczymy ukªad (2.73) do W c(0, 0), otrzymujemy odzworowanie G∗ postaci

G∗(Un, h
∗) = −Un + c1U

2
n + c2Unh

∗ + c3U
2
nh
∗ + c4Un(h∗)2 + c5U

3
n + o

((
|Un|+ |h∗|

)3)
.

Zde�niujmy wspóªczynniki

σ1 :=

(
∂2G∗

∂Un∂h∗
+

1

2

∂G∗

∂h∗
∂2G∗

∂U2
n

) ∣∣∣
(0,0)

= c2,

σ2 :=

(
1

6

∂3G∗

∂(h∗)3
+

(
1

2

∂G∗

∂h∗
∂2G∗

∂U2
n

)2
)∣∣∣

(0,0)
= c21 + c5.

(2.77)

W celu zbadania wyst¦powania BPO w stanie stacjonarnym Ee w ukªadzie (2.55) zastosujemy poni»szy
lemat. Przytoczmy go bez dowodu.

Lemat 2.10. Je±li σ1, σ2 6= 0, to w ukªadzie (2.55) zachodzi bifurkacja podwojenia okresu w stanie
stacjonarnym Ee, gdy parametr h∗ zmienia si¦ w maªym otoczeniu zera.

Lemat 2.10 opiera si¦ na twierdzeniu 3.1 z [56], które wynika z twierdzenia 3.5.1 z [48]. Dowód
twierdzenia 3.5.1 znajduje si¦ w [48].

Uzyskanie pierwszego warunku z (2.61)

Sprawd¹my, przy jakich zaªo»eniach mamy σ1 6= 0. Aby zachowa¢ przejrzysto±¢ oblicze«, sprawdzimy
równo±¢ σ1 = 0. Korzystaj¡c z de�nicji c2 z (2.76) mo»emy j¡ zapisa¢ jako

b11(λ2 − a11)− a12b21

λ2 + 1
− (1 + a11)b12(λ2 − a11)

a12(λ2 + 1)
= 0,

b11(λ2 − a11)− a12b21 −
(1 + a11)b12(λ2 − a11)

a12
= 0.

Korzystaj¡c z (2.67), (2.68) oraz (2.72) mo»emy przepisa¢ powy»sze wyra»enie w postaci

−ρh
(
ρ−
√
ρ̄

2

)
+ h(α+ µ)

C − µk
α+ µ

−
(2− hρ)(α+ µ)h

(
ρ−
√
ρ̄

2

)
h(α+ µ)

= 0,

co daje ci¡g równo±ci

−ρh
(
ρ−
√
ρ̄

2

)
+ h(C − µk)− (2− hρ)

(
ρ−
√
ρ̄

2

)
= 0,

h(C − µk)−
(
ρ−
√
ρ̄
)

= 0,
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h =
ρ−
√
ρ̄

C − µk
. (2.78)

Zauwa»my, »e mo»na zapisa¢

ρ±
√
ρ̄ =

C − µ
α+ µ

±
√
ρ2 − 4(C − µk) =

C − µ
α+ µ

±

√(
C − µ
α+ µ

)2

− 4(C − µk)

=
C − µ
α+ µ

± 1

α+ µ

√
(C − µ)2 − 4(C − µk)(α+ µ)2

=
C − µ
α+ µ

± 1

α+ µ

√
δ =

C − µ±
√
δ

α+ µ
=
C − µ±

√
δ

k − 1
.

(2.79)

Po uwzgl¦dnieniu (2.79) w (2.78) dostajemy

h =
C − µ−

√
δ

(C − µk)(k − 1)
=

C − µ−
√
δ

(C − µk)(α+ µ)
. (2.80)

Zachodz¡ C > µk, (H) oraz (2.58), wi¦c prawa strona zale»no±ci (2.80) ma dodatni znak. Zajmujemy
si¦ σ1 6= 0, zatem rozwa»amy zaprzeczenie (2.80) postaci

h 6= C − µ−
√
δ

(C − µk)(α+ µ)
,

które uwzgl¦dniono w (2.61).

Uzyskanie (2.59) lub (2.60)

Teraz sprawd¹my, dla jakiego h zachodzi warunek σ2 6= 0. Analogicznie jak dla σ1 6= 0 rozwa»ymy
σ2 = 0. T¦ równo±¢ przy u»yciu wzorów na c1 i c5 z (2.76) zapisujemy w postaci(

−s1

s2
a14a12(1 + a11)

)2

+
a4a14s1(λ2 − 2a11 − 1)

λ2 + 1
= 0,

a przy u»yciu notacji z (2.74) jako(
λ2 − a11 + a12

λ2 + 1
a14(1 + a11)

)2

+
a4a14(λ2 − a11 + a12)(λ2 − 2a11 − 1)

λ2 + 1
= 0.

Po wyª¡czeniu cz¦±ci wspólnej z lewej strony pow»yszej zale»no±ci dostajemy

λ2 − a11 + a12

λ2 + 1
a14 = 0 (2.81)

lub
λ2 − a11 + a12

λ2 + 1
a14(1 + a11)2 + a4(λ2 − 2a11 − 1) = 0. (2.82)

Ze wzgl¦du na a14 6= 0 warunek (2.81) jest równowa»ny zale»no±ci

λ2 − a11 + a12 = 0, (2.83)

któr¡ z u»yciem (2.72) i (2.68) mo»na zapisa¢ jako

−h
2

(
ρ+
√
ρ̄
)

+ hρ− h(α+ µ) = 0, (2.84)

h

(
−ρ

2
−
√
ρ̄

2
+ ρ− (α+ µ)

)
= 0,

ρ

2
−
√
ρ̄

2
− (α+ µ) = 0,
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ρ− 2(α+ µ) =
√
ρ̄. (2.85)

Aby równanie (2.85) byªo sprzeczne, wystarczy, by zachodziªo ρ < 2(α+ µ), co mo»emy zapisa¢ jako

C − µ
α+ µ

< 2(α+ µ),

2(α+ µ)2 > C − µ.

Je»eli ρ > 2(α+ µ), to podnosimy obie strony (2.85) do kwadratu. Dostajemy

ρ2 − 4(α+ µ) + (α+ µ)2 = ρ2 − 4(C − µk),

4(C − µk) + (α+ µ)2 = 4(α+ µ).

Interesuje nas zaprzeczenie powy»szej równo±ci, wi¦c uzyskujemy

4(C − µk) + (α+ µ)2 6= 4(α+ µ).

Uzyskanie drugiego warunku z (2.61)

Przeanalizujmy warunek (2.82), który po uwzgl¦dnieniu (2.75) zapisujemy jako

λ2 − a11 + a12

λ2 + 1
a14(1 + a11)2 −

(1 + a11)
(
a12a24 + a14(1 + a11)

)
1− λ2

2

(λ2 − 2a11 − 1) = 0. (2.86)

Z (2.67) mamy a24 = −a14. Po podstawieniu tej zale»no±ci do (2.86) dostajemy

λ2 − a11 + a12

1 + λ2
a14(1 + a11)2 −

(1 + a11)
(
− a12a14 + a14(1 + a11)

)
1− λ2

2

(λ2 − 2a11 − 1) = 0. (2.87)

Po pomno»eniu (2.87) przez 1− λ2
2, uzyskujemy

(1− λ2)(λ2 − a11 + a12)(1 + a11)2 + (1 + a11)(a12 − 1− a11)(λ2 − 2a11 − 1) = 0. (2.88)

Po wyª¡czeniu skªadnika 1 + a11 z (2.88) dostajemy

1 + a11 = 0 (2.89)

lub
(1− λ2)(λ2 − a11 + a12)(1 + a11) + (a12 − 1− a11)(λ2 − 2a11 − 1) = 0. (2.90)

Warunek (2.89) jest równowa»ny zale»no±ci 2− hρ = 0, któr¡ z u»yciem (2.56) zapisujemy jako

h =
2

ρ
=

2(α+ µ)

C − µ
.

Interesuje nas h 6= 2
ρ , co wzi¦to pod uwag¦ w (2.61).

Uzyskanie (2.62)

Przejd¹my do (2.90). Z u»yciem (2.67), (2.68) oraz (2.71) przedstawmy zale»no±ci:

1− λ2 = 1− 1 +
h

2

(
ρ+
√
ρ̄
)

=
h

2

(
ρ+
√
ρ̄
)
,

1 + a11 = 2− hρ,
a12 − 1− a11 = −h(α+ µ)− 2 + hρ,

λ2 − 2a11 − 1 = 1− h

2

(
ρ+
√
ρ̄
)
− 2 + 2hρ− 1 = −2− h

2

(
ρ+
√
ρ̄
)

+ 2hρ.

(2.91)

46



Z równowa»no±ci (2.83) i (2.84) dostajemy

λ2 − a11 + a12 = −h
2

(
ρ+
√
ρ̄
)

+ hρ− h(α+ µ) =
h

2

(
ρ−
√
ρ̄
)
− h(α+ µ). (2.92)

Uwzgl¦dniaj¡c (2.91) i (2.92) w (2.90) mamy

h

2

(
ρ+
√
ρ̄
)(h

2

(
ρ−
√
ρ̄
)
− h(α+ µ)

)
(2− hρ)

+
(
− h(α+ µ)− 2 + hρ

)(
−2− h

2

(
ρ+
√
ρ̄
)

+ 2hρ

)
= 0,

co po przeksztaªceniach daje

h2

4

(
ρ+
√
ρ̄
) (
ρ−
√
ρ̄− 2(α+ µ)

)
(2− hρ) +

(
h(α+ µ− ρ) + 2

)(h
2

(
ρ+
√
ρ̄
)

+ 2− 2hρ

)
= 0. (2.93)

Powró¢my do zale»no±ci (2.79). Korzystaj¡c z de�nicji h1 i h2 z (2.30) mo»emy zamiast (2.79) zapisa¢

ρ+
√
ρ̄ =

4

h1
(2.94)

oraz

ρ−
√
ρ̄ =

4

h2
. (2.95)

W celu uproszczenia zapisu z (2.93), skorzystajmy z zale»no±ci (2.94) i (2.95). Po uwzgl¦dnieniu ich
w powy»szym równaniu, dostajemy

h2

4

4

h1

(
4

h2
− 2(α+ µ)

)
(2− hρ) +

(
h(α+ µ− ρ) + 2

)(h
2
· 4

h1
+ 2− 2hρ

)
= 0,

h2

h1

(
4

h2
− 2(α+ µ)

)
(2− hρ) + 2

(
h(α+ µ− ρ) + 2

)(
h

(
1

h1
− ρ
)

+ 1

)
= 0

oraz
q3h

3 + q2h
2 + q1h+ 4 = 0, (2.96)

gdzie

q3 = −2ρ

h1

(
2

h2
− (α+ µ)

)
,

q2 =
4

h1

(
2

h2
− (α+ µ)

)
+ 2(α+ µ− ρ)

(
1

h1
− ρ
)
,

q1 = 4(α+ µ)ρ+ 2(α+ µ− ρ) + 4

(
1

h1
− ρ
)

= 2(α+ µ)(1 + 2ρ) +
4

h1
− 6ρ.

(2.97)

Uwzgl¦dnijmy de�nicje ρ z (2.56) oraz h1 i h2 z (2.30) we wspóªczynnikach z (2.97). Parametr q3 zapiszmy
jako

q3 =− 2(C − µ)(C − µ+
√
δ)

4(k − 1)(α+ µ)

(
2(C − µ−

√
δ)

4(k − 1)
− (α+ µ)

)

=− (C − µ)(C − µ+
√
δ)

2(α+ µ)(α+ µ)

(
(C − µ−

√
δ)

2(α+ µ)
− (α+ µ)

)

=−
(C − µ)

(
(C − µ)2 − δ

)
2(α+ µ)3

+
(C − µ)(C − µ+

√
δ)

2(α+ µ)
.
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Po uwzgl¦dnieniu (2.31) dostajemy

q3 =
C − µ
α+ µ

(
− (C − µ)2 − (C − µ)2 + 4(C − µk)(k − 1)2

2(α+ µ)2
+
C − µ+

√
δ

2

)

=
C − µ
α+ µ

(
− 4(C − µk)(α+ µ)2

2(α+ µ)2
+
C − µ+

√
δ

2

)
=

C − µ
α+ µ

(
C − µ+

√
δ

2
− 2(C − µk)

)
.

Przeksztaªcamy wspóªczynnik q2 uzyskuj¡c

q2 =
4(C − µ+

√
δ)

4(α+ µ)

(
2(C − µ−

√
δ)

4(α+ µ)
− (α+ µ)

)
+ 2

(
α+ µ− C − µ

α+ µ

)(
C − µ+

√
δ

4(α+ µ)
− C − µ
α+ µ

)

=
4(C − µk)(α+ µ)2

2(α+ µ)2
− (C − µ+

√
δ) +

C − µ+
√
δ

2

− 2(C − µ)− (C − µ)(C − µ+
√
δ)

2(α+ µ)2
+ 2

(
C − µ
α+ µ

)2

= 2(C − µk)− C − µ+
√
δ

2
− 2C + 2µ− (C − µ)(C − µ+

√
δ)

2(α+ µ)2
+ 2

(
C − µ
α+ µ

)2

= 2

(
C − µ
α+ µ

)2

− 2µ(α+ µ)− C − µ+
√
δ

2
− (C − µ)(C − µ+

√
δ)

2(α+ µ)2

= 2

(
C − µ
α+ µ

)2

− 2µ(α+ µ)− C − µ+
√
δ

2

(
1 +

C − µ
(α+ µ)2

)
.

Parametr q1 przyjmuje posta¢

q1 = 2(α+ µ)

(
1 + 2

C − µ
α+ µ

)
+

4(C − µ+
√
δ)

4(α+ µ)
− 6

C − µ
α+ µ

= 2(α+ µ) + 2(C − µ) +
C − µ
α+ µ

(√
δ − 5

)
= 2(C + α) +

C − µ
α+ µ

(√
δ − 5

)
.

Rozpatrujemy σ2 6= 0, wi¦c interesuje nas zaprzeczenie równania (2.96), które ma posta¢ (2.62).

Rozwa»ania teoretyczne uzupeªnimy symulacjami numerycznymi. Na rysunkach 2.1 � 2.4 zobrazowano
BPO wzgl¦dem h w ukªadzie

Sn+1 = Sn + h (C − βSnIn + In − µSn) ,

In+1 = Sn + h
(
βSnIn − (γ + α+ µ)In

)
,

(2.98)

b¦d¡cym odpowiednikiem modelu (2.1) przed skalowaniem. Rysunki 2.3 i 2.4 stanowi¡ powi¦kszenie od-
powiednio rysunków 2.1 i 2.2. Do symulacji jako warunek pocz¡tkowy wzi¦to (x0, y0) = (1200, 20), jako
warto±ci parametrów za± u»yto: C = 100, β = 0, 9 · 10−2, µ = 0, 009, α = 0, 09, γ = 0, 9. Warto±ci para-
metrów µ, α i γ zaczerpni¦to z roczników statystycznych dotycz¡cych ludno±ci województwa warmi«sko-
-mazurskiego. Pozostaªe parametry wybrano arbitralnie � dobór wªa±ciwych warto±ci w celu wskazania
bifurkacji jest trudne. Symulacje wykonano w ±rodowisku programistycznym Matlab. U»yto dwóch ró»-
nych ci¡gów warto±ci kroków dyskretyzacji. W przypadku symulacji zobrazowanych na rysunkach 2.1
i 2.2 warto±ci kroków dyskretyzacji tworz¡ ci¡g arytmetyczny o ró»nicy 2 · 10−6, w przypadku symulacji
dotycz¡cych rysunków 2.3 i 2.4 � o ró»nicy 1 · 10−7. Na podstawie rysunków 2.3 i 2.4 stwierdzamy, »e
warto±¢ krytyczna bifurkacji kroku dyskretyzacji zawiera si¦ w przedziale (0, 02201; 0, 02202).
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Rysunek 2.1: BPO w ukªadzie (2.98) � zale»no±¢ zmiennej S od h.

Rysunek 2.2: BPO w ukªadzie (2.98) � zale»no±¢ zmiennej I od h.

2.1.4 Stabilno±¢ cyklu o okresie 2

Teraz zajmijmy si¦ zbadaniem stabilno±ci cyklu powstaªego na skutek bifurkacji podwojenia okresu
dla stanu Ee. W tym celu skorzystamy z poni»szego lematu.

Lemat 2.11. Zakªadamy, »e w ukªadzie (2.55) zachodzi bifurkacja podwojenia okresu w stanie stacjonar-
nym Ee. Niech σ2 b¦dzie zde�niowana jak w (2.77). Je±li σ2 > 0, to cykl o okresie 2 bifurkuj¡cy ze stanu
Ee jest stabilny. Je±li σ2 < 0, to cykl jest niestabilny.

Lemat 2.11 oparto na twierdzeniu 3.1 z [56].
Ustalmy znak wyra»enia σ2 zde�niowanego w (2.77). Z wcze±niejszej analizy wynika, »e w tym celu
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Rysunek 2.3: BPO w ukªadzie (2.98) � zale»no±¢ zmiennej S od h.

Rysunek 2.4: BPO w ukªadzie (2.98) � zale»no±¢ zmiennej I od h.

nale»y zbada¢ znak wyra»e« b¦dacymi lewymi stronami równa« (2.81) i (2.87) postaci odpowiednio

q̄1 :=
λ2 − a11 + a12

λ2 + 1
a14

oraz

q̄2 :=
λ2 − a11 + a12

1 + λ2
a14(1 + a11)2 −

(1 + a11)
(
− a12a14 + a14(1 + a11)

)
1− λ2

2

(λ2 − 2a11 − 1).

Zauwa»my, »e zachodzi
σ2 = q̄1q̄2. (2.99)
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Rozpatrzmy najpierw znak q̄1. Korzystaj¡c z oznaczenia a14 z (2.67) zapisujemy q̄1 jako

q̄1 = −hλ2 − a11 + a12

λ2 + 1
. (2.100)

Z (2.38) mamy
λ2 + 1 > 0 dla h < h1. (2.101)

Z analizy równania (2.83) wynika, »e

λ2 − a11 + a12 > 0, je±li 4(C − µk) + (α+ µ)2 > 4(α+ µ). (2.102)

Ustalmy znak q̄1 ª¡cz¡c (2.100), (2.101) oraz (2.102). Stwierdzamy, »e q̄1 > 0 dla jednego z zestawów
nierówno±ci:

h > h1, 4(C − µk) + (α+ µ)2 > 4(α+ µ) (2.103)

lub
h < h1, 4(C − µk) + (α+ µ)2 < 4(α+ µ). (2.104)

Analogicznie stwierdzamy, »e q̄1 < 0 dla jednego z zestawów warunków:

h < h1, 4(C − µk) + (α+ µ)2 > 4(α+ µ) (2.105)

lub
h > h1, 4(C − µk) + (α+ µ)2 < 4(α+ µ). (2.106)

Przejd¹my do q̄2. Jego znak mo»emy okre±li¢ badaj¡c wyra»enia

r̄1 := a14(1 + a11) = −h(1 + a11)

oraz

r̄2 :=
λ2 − a11 + a12

1 + λ2
(1 + a11) +

(a12 − 1− a11)

1− λ2
2

(λ2 − 2a11 − 1)

=
λ2 − a11 + a12

1 + λ2
(1 + a11) +

(a12 − 1− a11)

1− λ2
2

(λ2 − 2a11 − 1)

=
(1− λ2)(λ2 − a11 + a12)(1 + a11)

1− λ2
2

+
(a12 − 1− a11)(λ2 − 2a11 − 1)

1− λ2
2

.

Oczywi±cie zachodzi
q̄2 = r̄1r̄2. (2.107)

Zauwa»my, »e z analizy równania (2.89) wynika, »e

r̄1 > 0 dla h >
2(α+ µ)

C − µ
. (2.108)

Ustalmy znak r̄2. Najpierw zde�niujmy wyra»enia

r̄3 := 1− λ2
2 = (1− λ2)(1 + λ2)

oraz
r̄4 := (1− λ2)(λ2 − a11 + a12)(1 + a11) + (a12 − 1− a11)(λ2 − 2a11 − 1).

Korzystaj¡c z tych wyra»e« zapisujemy
r̄2 = r̄3r̄4. (2.109)

Rozpatrzmy znak r̄3. Zauwa»my, »e r̄3 > 0 dla

−1 < λ2 < 1. (2.110)

Z (2.38) i (2.40) wynika, »e (2.110) zachodzi dla h < h1. St¡d mamy

r̄3 > 0 dla h < h1. (2.111)
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Warunek
λ2 > −1 lub λ2 > 1,

przeciwny do (2.110), zachodzi dla h > h1.
Rozpatrzmy znak wyra»enia r̄4. Maj¡c na uwadze rozwa»ania w poprzednim podrozdziale piszemy

r̄4 = q3h
3 + q2h

2 + q1h+ 4,

gdzie q3, q2 i q1 zde�niowano w (2.97). Mamy wi¦c r̄4 > 0 dla

q3h
3 + q2h

2 + q1h+ 4 > 0. (2.112)

Lewa strona (2.112) stanowi wielomian trzeciego stopnia zale»ny do h. Analiza (2.112) jest zatem trudna
i zostaªa pomini¦ta w rozprawie. Wyraz wolny wielomianu ma dodatni znak. Mo»emy wi¦c stwierdzi¢, »e

r̄4 > 0 dla dostatecznie maªego h. (2.113)

Nierówno±¢ r̄4 > 0 jest trudna do rozwi¡zania dla dowolnego h, dlatego rozpatrzymy przypadek wystar-
czaj¡co maªego h. Ze wzgl¦du na tak ustalone h uwzgl¦dnimy tylko zestaw warunków

h < h1, h <
2(α+ µ)

C − µ
.

Na podstawie (2.108) i (2.111) dalej zakªadamy

r̄3 > 0, r̄1 < 0. (2.114)

Z (2.107) i (2.109) dostajemy
q̄2 = r̄1r̄3r̄4.

�¡cz¡c (2.113) i (2.114) otrzymujemy
q̄2 < 0 (2.115)

dla dostatecznie maªego h.
Poniewa» h < h1, z nierówno±ci (2.103)�(2.106) uzwgl¦dniamy tylko (2.104) i (2.105). �¡cz¡c (2.99),

(2.104), (2.105) i (2.115) dostajemy dla dostatecznie maªego h zale»no±ci

σ2 > 0 dla 4(C − µk) + (α+ µ)2 > 4(α+ µ), (2.116)

σ2 < 0 dla 4(C − µk) + (α+ µ)2 < 4(α+ µ). (2.117)

Na mocy lematu 2.11 oraz zale»no±ci (2.116) i (2.117) formuªujemy wniosek:

Wniosek 2.12. Zaªó»my, »e zachodzi bifurkacja podwojenia okresu dla istniej¡cego stanu Ee w ukªadzie
(2.55). Niech h b¦dzie wystarczaj¡co maªe. Wówczas cykl o okresie 2 bifurkuj¡cy ze stanu Ee jest stabilny,
je±li

4(C − µk) + (α+ µ)2 > 4(α+ µ), (2.118)

natomiast dla przeciwnego przypadku cykl jest niestabilny.

Przyjrzyjmy si¦ nierówno±ci (2.118), któr¡ mo»na zapisa¢ jako

4C − 4µ− 4αµ− 4µ2 + α2 + 2αµ+ µ2 > 4α+ 4µ,

4C − 2αµ− 3µ2 + α2 > 4α+ 8µ,

4C + α2 > 4α+ 8µ+ 2αµ+ 3µ2,

oraz

C +
1

4
α2 > α+ 2µ+

1

2
αµ+

3

4
µ2. (2.119)

Przypomnijmy, »e zachodzi (H). Zaªo»ymy dodatkowo C � α, co z powodu znaczenia α jest sensownym
zaªo»eniem. Wówczas dostajemy prawdziwo±¢ (2.119) oraz, co za tym idzie, (2.118). Stwierdzamy wi¦c,
»e je±li zachodz¡ zaªo»enia wniosku 2.12, to cykl o okresie 2 bifurkuj¡cy ze stanu Ee jest stabilny.
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Symulacje

Dokonano symulacji obrazuj¡cych stabilno±¢ cykli w ukªadzie (2.55). Przyj¦to (x0, y0) = (0, 2; 0, 05),
µ = 0, 02 oraz α = 0, 15. Jako warto±¢ C ustalono 0, 8, aby speªni¢ warunki δ > 0 oraz (2.118). Rysunki
2.5�2.7 przedstawiaj¡ wynik n-tych iteracji ukªadu (2.55), gdy 49900 ≤ n ≤ 50000, n ∈ N oraz dla h ∈
{0, 4; 0, 5; 0, 52; 0, 528; 0, 53; 0, 55}. Zauwa»my, »e dla kolejnych warto±ci h uzyskujemy punkt staªy, cykle
stabilne o okresach 2, 4, 8 oraz zachowanie chaotyczne. Na podstawie symulacji stwierdzamy, »e warto±¢
krytyczna parametru bifurkacyjnego powoduj¡ca utrat¦ stabilno±ci stanu Ee i generuj¡ca cykle o okresie
2 znajduje si¦ w przedziale [0, 4; 0, 5]. Powstaªe cykle o okresie 2, 4 i 8 s¡ stabilne. Stabilno±¢ cykli ±wiadczy
o wyst¡pieniu nadkrytycznej bifurkacji podwojenia okresu w ukªadzie (2.55) dla zadanych parametrów
[69]. W przypadku symulacji dla h = 0, 55 dostajemy ujemne warto±ci y, jednak to nie wpªywa na
istot¦ zachowania chaotycznego ukªadu � bifurkacj¦ mo»na rozptrywa¢ bez kontekstu epidemiologicznego
i warto±ci zmiennych mog¡ mie¢ ujemny znak.

(a) (b)

Rysunek 2.5: Punkt i cykl stabilny o okresie 2 ukªadu (2.55) dla odpowiednio (a) h = 0, 4 i (b) h = 0, 5.

(a) (b)

Rysunek 2.6: Cykle stabilne o okresie 4 i 8 ukªadu (2.55) dla odpowiednio (a) h = 0, 52 i (b) h = 0, 528.

Przypadek cykli niestabilnych

Na rysunkach 2.8a i 2.8b zobrazowano wyst¦powanie podkrytycznej bifurkacji podwojenia okresu
w ukªadzie (2.55). Przyj¦to warunek pocz¡tkowy (x0, y0) = (1, 8; 1, 5) oraz warto±ci parametrów C = 0, 16,
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(a) (b)

Rysunek 2.7: Punkty b¦d¡ce iteracjami ukªadu (2.55) dla odpowiednio (a) h = 0, 53 i (b) h = 0, 55.

µ = 0, 01, α = 0, 15. Zastosowanie podanych warto±ci parametrów pozwoliªo na uzyskanie nierówno±ci
przeciwnej do (2.118), co przy dostatecznie maªym h mo»e da¢ niestabilno±¢ postulowanego bifurkuj¡cego
cyklu o okresie 2. Na rysunku 2.8a przedstawiono 300 pierwszych iteracji ukªadu dla h = 1, 318, nato-
miast na rysunku 2.8b zobrazowano 12 pierwszych iteracji dla h = 1, 3181. Dla h = 1, 318 pocz¡tkowe
iteracje tworz¡ niestabilny cykl o okresie 2, kolejne iteracje d¡»¡ do punktu Ee. Dla h = 1, 3181 dosta-
jemy niestabilno±¢ stanu Ee, iteracje nie tworz¡ cykli. Stwierdzamy wyst¡pienie podkrytycznej bifurkacji
podwojenia okresu [69]. Powró¢my do twierdzenia 2.5 i wniosku 2.6. Wynika z nich, »e zaªo»enie o do-
datnio±ci rozwi¡za« ukªadu (2.55) przyczynia si¦ do uproszczenia zachowania stanu Ee i mo»e zdarzy¢
si¦, »e ten stan nie traci stabilno±ci. Podczas wykonywania symulacji nie zakªadali±my wi¦c dodatnio±ci
rozwi¡za« ukªadu (2.55).

(a) (b)

Rysunek 2.8: Punkty b¦d¡ce iteracjami ukªadu (2.55) dla odpowiednio (a) h = 1, 318 i (b) h = 1, 3181.
Kolejne iteracje oznaczono czerwonymi punktami i poª¡czono je czerwonymi liniami. Ostatni¡ iteracj¦
zaznaczono na niebiesko, natomiast stan stacjonarny zaznaczono na zielono. Dla przypadku (a) stan Ee
jest stabilny i jego wspóªrz¦dne maj¡ praktyczne te same warto±ci co ostatnia iteracja, zatem punkt
niebieski pokrywa si¦ z zielonym.
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2.1.5 Bifurkacja Neimarka-Sackera

W tym paragra�e omówimy mo»liwo±¢ wyst¡pienia bifurkacji Neimarka-Sackera (BNS) w ukªadzie
(2.1). Mówimy, »e w ukªadzie równa« ró»nicowych wyst¦puje BNS, je±li macierz Jacobiego ukªadu dla
ustalonego stanu stacjonarnego ma dwie sprz¦»one warto±ci wªasne o niezerowych cz¦±ciach urojonych
oraz module równym 1 [69]. Bifurkacja ta jest odpowiednikiem bifurkacji Hopfa wyst¦puj¡cej w ukªadach
ci¡gªych. Poj¦cia bifurkacji Hopfa czasem u»ywa si¦ równie» dla ukªadów dyskretnych [56].

Podobnie jak dla bifurkacji podwojenia okresu, wskazujemy parametr bifurkacyjny ξ, którego pewna
krytyczna warto±¢ daje po»¡dan¡ warto±¢ wªasn¡. Analogicznie wyró»niamy dwa rodzaje BNS: nad-
krytyczn¡ i podkrytyczn¡. W przypadku bifurkacji nadkrytycznej dla warto±ci parametru mniejszych od
progowej dany stan stacjonarny jest lokalnie stabilnym ogniskiem. Po przekroczeniu warto±ci progowej
stan ten staje si¦ niestabilny, pojawia si¦ natomiast izolowana domkni¦ta krzywa niezmiennicza (oznaczmy
j¡ przez ϕ) otaczaj¡ca stan stacjonarny. Zaªó»my, »e argument liczb zespolonych b¦d¡cych warto±ciami
wªasnymi macierzy Jacobiego badanego ukªadu dyskretnego jest postaci θ 6= 2π

q dla q ∈ {1, 2, 3, 4}.
Ponadto bazowy dwuwymiarowy ukªad dyskretny przybli»my w maªym otoczeniu stanu stacjonarnego
ukªadem ze wspóªrz¦dnymi biegunowymi postaci

(ρ, θ)→
(
ρ(ξ)ρ− a(ξ)ρ3, θ + θ(ξ) + b(ξ)ρ2

)
,

gdzie ρ jest promieniem wodz¡cym. Podany ukªad jest zªo»eniem obrotu zale»nego od ρ i jednokªadno±ci.
Zakªadamy, »e je»eli bazowy ukªad jest nieliniowy, to ma zachodzi¢ a(0) 6= 0, b(0) 6= 0. Rozwa»my
równanie

ρn+1 = ρ(ξ)ρn − a(ξ)ρ3
n, (2.120)

gdzie ρn+1, ρn > 0 dla n ∈ N. Stwierdzamy wówczas, »e krzywa ϕ w bazowym ukªadzie dyskretnym jest
stabilna wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie istniej¡ce stany stacjonarne równania (2.120) s¡ stabilne.
W przypadku bifurkacji podkrytycznej przed przekroczeniem warto±ci progowej mamy analogiczn¡ krzy-
w¡ niestabiln¡ oraz stabilny stan stacjonarny otoczony przez t¦ krzyw¡. Po przekroczeniu tej warto±ci
krzywa zanika i stan stacjonarny staje si¦ niestabilny [69]. Podobnie jak w przypadku BPO, dla niesta-
bilnego stanu stacjonarnego dla warto±ci parametru poni»ej warto±ci progowej i stabilnego dla warto±ci
parametru powy»ej progowej dla nadkrytyczej i podkrytycznej BNS krzywa niezmiennicza jest odpo-
wiednio niestabilna i stabilna. W przypadku niestabilnych rozmaito±ci centralnych krzywa i punkt staªy
mog¡ by¢ stabilne tylko w tej rozmaito±ci i niestabilne w caªej przestrzeni fazowej.

Zajmiemy si¦ okre±leniem warunków wyst¦pienia BNS w ukªadzie (2.1) wzgl¦dem endemicznego
stanu stacjonarnego Ee. Podobnie jak w paragra�e 2.1.3, zastosujemy metod¦ przedstawion¡ w [56]. Jako
parametr bifurkacyjny znowu przyjmujemy krok dyskretyzacji.

Sprawd¹my najpierw, dla jakiej warto±ci h mo»e zaj±¢ BNS. Skorzystamy z oblicze« przeprowadzo-
nych w dowodzie twierdzenia 2.5. Najpierw zauwa»my, »e aby wyst¡piªa BNS, warto±ci wªasne macierzy
M(Ee) z (2.35) musz¡ mie¢ niezerowe cz¦±ci urojone. Z (2.36) dostajemy wi¦c warunek δ < 0, który
z (2.31) ma posta¢

(C − µ)2 − 4(C − µk)(k − 1)2 < 0. (2.121)

Z (2.43) dostajemy |λ| = 1, je±li

h = h3 =
C − µ

(k − 1)(C − µk)
(2.122)

i dla takiej warto±ci kroku dyskretyzacji mo»e wyst¡pi¢ BNS.
Przyjrzyjmy si¦ wnioskowi 2.7. Dla zaªo»e« podanych we wniosku nie otrzymujemy BNS, poniewa»

dostajemy bezwzgl¦dn¡ stabilno±¢ stanu Ee. Nale»y mie¢ jednak na uwadze, »e analiza ukªadu (2.1)
nie musi by¢ prowadzona w kontek±cie epidemiologicznym. Ponadto je±li Ee jest ogniskiem stabilnym, to
niektóre iteracje zmiennych (xn, yn) mog¡ nie nale»e¢ do zbioru niezmienniczego Ω. Z tych powodów w tym
paragra�e pomijamy zaªo»enie (2.8) i zakªadamy, »e zachodzi twierdzenie 2.5 dla δ < 0. Przyjmujemy
wi¦c, »e rozwi¡zania (xn, yn) nie musz¡ nale»e¢ do Ω. Co wi¦cej, te rozwi¡zania mog¡ by¢ ujemne.

Przejd¹my do zbadania wyst¦powania BNS w ukªadzie (2.1). Identycznie jak przy badaniu bifur-
kacji podwojenia okresu, wprowadzamy zaburzenie h∗ oraz zamian¦ zmiennych (2.63), któr¡ stosujemy
w ukªadzie (2.55). Przeksztaªcony ukªad po rozwini¦ciu w szereg Taylora do drugiego rz¦du w punk-
cie (0, 0) ma dalej posta¢ (2.65). Korzystamy z oznacze« (2.67) i (2.68), macierzy (2.69) oraz postaci
wielomianu charakterystycznego (2.70).
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Zapiszmy wielomian (2.70) w postaci λ2 + P (h∗)λ+Q(h∗), gdzie

P (h∗) = (h+ h∗)ρ− 2, Q(h∗) = 1− (h+ h∗)ρ+ (h+ h∗)2(C − µk),

ρ za± ma to samo znaczenie jak w (2.56). Warunkiem wyst¡pienia BNS jest λm1,2 6= 1 dla h∗ = 0
i m ∈ {1, 2, 3, 4} [56], co odpowiada zale»no±ci

P (0) /∈ {−2, 0, 1, 2}. (2.123)

Zauwa»my, »e P (0) = hρ − 2. Ze znaczenia parametrów wynika, »e warunek P (0) 6= −2 jest zawsze
speªniony. Rozpatruj¡c pozostaªe mo»liwo±ci z (2.123) stwierdzamy, »e (2.123) mo»na zapisa¢ jako

h /∈
{
α+ µ

C − µ
,

2(α+ µ)

C − µ
,

4(α+ µ)

C − µ

}
. (2.124)

W BNS zakªadamy, »e warto±ci wªasne odpowiedniej macierzy maj¡ cz¦±¢ urojon¡, zatem warto±ci
wªasne macierzy (2.69) dla h∗ = 0 wynosz¡

λ1,2 = 1− hρ

2
± ih

2

√
4(C − µk)− ρ2, (2.125)

gdzie
4(C − µk)− ρ2 > 0. (2.126)

Dalej skorzystamy z oznacze«

ν := C − µk, α := 1− hρ

2
, β :=

h

2

√
4ν − ρ2. (2.127)

Oczywi±cie z powy»szej de�nicji ν oraz z (2.126) mamy 4ν − ρ2 > 0. Ponadto (2.125) mo»na zapisa¢ jako
λ1,2 = α± βi.

Zde�niujmy odwracaln¡ macierz

T̄ :=

(
0 1
β α

)
i przeksztaªcenie (

un
vn

)
= T̄

(
Un
Vn

)
.

Po uwzgl¦dnieniu tego przeksztaªcenia w (2.64) dostajemy ukªad

Un+1 = αUn − βVn + F̄ (Un, Vn),

Vn+1 = βUn + αVn + Ḡ(Un, Vn),

gdzie

F̄ (Un, Vn) =
h(1 + α)

β
Vn(βUn + αVn) + o

((
|Un|+ |Vn|

)2)
,

Ḡ(Un, Vn) = −hVn(βUn + αVn) + o
((
|Un|+ |Vn|

)2)
.

Wprowad¹my oznaczenia

F1 =
∂2F

∂Un∂Vn

∣∣∣
(0,0)

= h(1 + α), F2 =
∂2F

∂V 2
n

∣∣∣
(0,0)

=
2hα(1 + α)

β
,

G1 =
∂2G

∂U2
n

∣∣∣
(0,0)

= 2β2, G2 =
∂2G

∂Un∂Vn

∣∣∣
(0,0)

= −hβ, G3 =
∂2G

∂V 2
n

∣∣∣
(0,0)

= −2hα.

(2.128)

Aby wyst¡piªa BNS, zgodnie z twierdzeniem 3.5.2 z [48] musi zachodzi¢

Γ :=
B̄D̄ − ĀC̄
64(1− α)

− 1

2
||ξ1||2 − ||ξ2||2 6= 0, (2.129)
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dla

Ā = 2β2(1 + α− 4α2) + (1− α)
(

4α(1− α2) + (1− 2α)(2α2 − 1)
)
,

B̄ = β
(

4α(1− α2) + (1− 2α)(2α2 − 1)
)
− 2β(1− α)(1 + α− 4α2),

C̄ = F2(−F2 + 2G2)− (G1 +G3)(G1 −G3 − 2F1),

D̄ = F2(G1 −G3 − 2F1)− (G1 +G3)(F2 + 2G2),

ξ1 =
1

4

(
F2 + i(G1 +G3)

)
,

ξ2 =
1

8

(
− F1 + 2G2 + i(G1 −G3 + 2F1)

)
.

(2.130)

Stosuj¡c (2.127), (2.128) oraz (2.130), warunek (2.129) mo»na zapisa¢ jako

− 4

4ν − ρ2
+

7∑
j=1

ajh
j 6= 0, (2.131)

gdzie

a1 =
1

4ν − ρ2

(
15ρ− 8

ν

ρ

)
,

a2 = − 3

8
+ 26

u

4ν − ρ2
+

1

64
ρ2 − 1

16

√
4ν − ρ2 − 1

16
ν − 103

4

ρ2

4ν − ρ2
,

a3 =
1

8

(
377

2

ρ3

4ν − ρ2
− 3

4
ρ2 +

25

4
ρ− 252

νρ

4ν − ρ2
+ 3ν − 11

ν

ρ

)
,

a4 =
1

8

(
−151

32
ρ2 +

5

2
ρ− 3

2
ν2 +

155

8
ν − 47

4
ρν +

7ν2

ρ
− 3

32
ρ4 +

3

4
νρ2

)
+

ρ2

8(4ν2 − ρ)

(
−193

2
ρ2 + 151ν

)
,

a5 =
1

8

(
9

32
ρ5 − 9

4
ρ4 − 5

2
νρ3 − 1

8
ρ3 +

43

4
νρ2 +

13

2
ν2ρ− 15

2
νρ− 7ν2

)
+

221

64

ρ5

4ν − ρ2
− 6νρ3

4ν − ρ2
− ν3

2ρ
,

a6 =
1

8

(
− 9

32
ρ6 +

1

2
ρ5 +

9

8
ρ4 − 3

4
νρ2 − 3

2
ν2ρ− 13

8
νρ3 +

43

16
νρ2 + 7ν3

)
+

ρ2

32(4ν − ρ2)

(
31ν − 33

2
ρ2

)
− ν2ρ2,

a7 =
ρ2

8

(
−5

8
νρ3 − 1

4
ρ3 − 1

4
νρ2 +

1

16
ρ2 +

1

2
νρ+ ν2

)
+

1

4
ρν2(ρ2 − ν)

+
ρ5

16(4ν − ρ2)

(
ρ2

2
− ν
)
.

Zauwa»my, »e lewa strona zale»no±ci (2.131) jest wielomianem siódmego stopnia zmiennej h. Zgodnie
ze znaczeniem zmiennych stwierdzamy, »e wyraz wolny wielomianu jest mniejszy od zera. Mo»emy za-
tem stwierdzi¢, »e dla dostatecznie maªych h mamy Γ < 0. Okre±lenie znaku Γ w zale»no±ci od h jest
skomplikowane i zostaªo pomini¦te w rozprawie.

Na podstawie twierdzenia 3.2 z [56] opartego na twierdzeniu 3.4.2 z [48] formuªujemy lemat:

Lemat 2.13. W ukªadzie (2.55) zaburzonym przez h∗ wyst¦puje bifurkacja Neimarka-Sackera dla ist-
niej¡cego endemicznego stanu stacjonarnego Ee, gdy h

∗ zmienia si¦ w maªym otoczeniu zera oraz je»eli
zachodz¡ (2.124) i (2.129). Je»eli Γ < 0, to przyci¡gaj¡ca niezmiennicza krzywa domkni¦ta bifurkuje ze
stanu Ee dla h

∗ > 0. Je»eli Γ > 0, to odpychaj¡ca niezmiennicza krzywa domkni¦ta bifurkuje ze stanu Ee
dla h∗ < 0.
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Dowód lematu 2.13 pomijamy.
W kontek±cie ukªadu (2.55) na podstawie lematu 2.13 mo»emy stwierdzi¢, co nast¦puj¡ce:

Stwierdzenie 2.14. Zaªó»my, »e zachodz¡ (2.121) i (2.122). W ukªadzie (2.55) wyst¦puje bifurkacja
Neimarka-Sackera dla istniej¡cego endemicznego stanu stacjonarnego Ee, gdy parametr h∗ zmienia si¦
w maªym otoczeniu zera oraz je»eli zachodz¡ (2.124) i (2.131). Dla dostatecznie maªego h ze stanu Ee
bifurkuje przyci¡gaj¡ca niezmiennicza krzywa domkni¦ta dla h∗ > 0.

Symulacje

Na rysunkach 2.9a i 2.9b przedstawiono symulacje ukªadu (2.55). Jako warto±ci parametrów przyj¦to
C = 0, 45, µ = 0, 21 oraz α = 0, 23. Przy podanych warto±ciach parametrów speªniono warunek δ < 0,
dzi¦ki któremu stan Ee jest ogniskiem. Te warto±ci s¡ w maªym stopniu realistyczne (w szczególno±ci nie
jest speªnione (H)), jednak relacje mi¦dzy nimi, zwªaszcza zale»no±¢ C > µ, s¡ uzasadnione. Warunek
pocz¡tkowy wynosi (x0, y0) = (1, 2; 0, 05), w przypadku symulacji z rysunku 2.9a dodatkowo obrano
(x∗0, y

∗
0) = (1, 2; 1, 15). Dla symulacji z rysunku 2.9a zaªo»ono h = 3, 42437 i dla warunków pocz¡tkowych

(x0, y0) i (x∗0, y
∗
0) zilustrowano odpowiednio 2000 oraz 5 pierwszych iteracji. W przypadku symulacji

z rysunku 2.9b przyj¦to h = 3, 42438 i zobrazowano 30 pierwszych iteracji. Dla h = 3, 42437 dostajemy
stabilno±¢ stanu Ee, dla h = 3, 42438 mamy jego niestabilno±¢. Na podstawie symulacji stwierdzamy, »e
parametr bifurkacyjny znajduje si¦ w przedziale D := (3, 42437; 3, 42438).

Posta¢ rysunków 2.9a i 2.9b sugeruje istnienie niestabilnej domkni¦tej krzywej niezmienniczej, która
zanika po przekroczeniu przez h pewnej warto±ci krytycznej z przedziaªu D. Ponadto uzyskali±my stan
stacjonarny, który traci stabilno±¢ dla h wi¦kszego od warto±ci krytycznej. Stwierdzamy zatem, »e w ukªa-
dzie (2.55) dla zadanych warto±ci parametrów wyst¦puje podkrytyczna bifurkacja Neimarka-Sackera [69].
Zwrócmy uwag¦, »e w stwierdzeniu 2.14 zakªadamy dostatecznie maªe h. Warto±¢ h z przedziaªu D trak-
tujemy jako na tyle du»¡, »e nie ma zastosowania stwierdzenie 2.14.

(a) (b)

Rysunek 2.9: Punkty b¦d¡ce iteracjami ukªadu (2.55) dla odpowiednio (a) h = 3, 42437 i (b) h = 3, 42438.
Warunki pocz¡tkowe zaznaczono »óªtymi punktami. Kolejne iteracje zaznaczono czerwonymi lub bª¦kitny-
mi punktami i poª¡czono je odpowiednio czerwonymi i bª¦kitnymi liniami. Stan stacjonarny zaznaczono
na zielono, ostatni¡ iteracj¦ za± na niebiesko. Dla przypadku (a) ze wzgl¦du na stabilno±¢ stanu Ee
wspóªrz¦dne jednej z ostatnich iteracji maj¡ praktycznie te same warto±ci jak dla stanu Ee, zatem punkt
oznaczaj¡cy ostatni¡ iteracj¦ nie jest widoczny.

2.1.6 Globalna stabilno±¢ endemicznego stanu stacjonarnego

Przejd¹my do zbadania globalnej stabilno±ci stanu Ee ukªadu (2.1). Sformuªujmy twierdzenie:
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Twierdzenie 2.15. Istniej¡cy stan Ee ukªadu (2.1) jest globalnie asymptotycznie stabilny, je±li zachodz¡
nierówno±ci

α < µ, h <
2

C
µ − k

, C < µk
(µ
α

+ 1
)
. (2.132)

Dowód. W dowodzie twierdzenia zastosujemy podej±cie przedstawione w [78].
Z istnienia stanu Ee mamy C > µk. Zauwa»my, »e drugie równanie z (2.1) mo»emy zapisa¢ w postaci

yn+1 = yn + h
(

(wn − yn)yn − kyn
)
. (2.133)

Zauwa»my, »e z (2.3) mamy nierówno±ci

wn

(
1− h(µ+ α)

)
+ hC ≤ wn+1 ≤ wn(1− hµ) + hC.

St¡d dostajemy

C

α+ µ
+

(
w0 −

C

α+ µ

)(
1− h(α+ µ)

)n
≤ wn ≤

C

µ
+

(
w0 −

C

µ

)
(1− hµ)n.

Poniewa» zachodz¡ zbie»no±ci

(1− hµ)n −−−−→
n→∞

0,
(

1− h(µ+ α)
)n
−−−−→
n→∞

0,

mo»emy napisa¢ oszacowanie
wl1 ≤ wn ≤ wm1 , (2.134)

gdzie

wl1 =
C

µ+ α
− ε, wm1 =

C

µ
+ ε. (2.135)

Dla n ≥ N1l mo»emy podstawi¢ (2.134) do (2.133). Dostajemy

yn+1 ≤ yn + h
(
(wm1 − yn)yn − kyn

)
,

yn+1 ≥ yn + h
(
(wl1 − yn)yn − kyn

)
.

(2.136)

Niech

um :=
1 + hwm1 − hk

h
, ul :=

1 + hwl1 − hk
h

. (2.137)

�¡cz¡c (2.136) oraz (2.137) dostajemy

hulyn − hy2
n ≤ yn+1 ≤ humyn − hy2

n.

Zde�niujmy
z1,m
n :=

yn
um

, z1,l
n :=

yn
ul
. (2.138)

Ci¡gi te speªniaj¡ nierówno±ci

z1,m
n+1 ≤ humz1,m

n (1− z1,m
n ),

z1,l
n+1 ≥ hulz1,l

n (1− z1,l
n ).

(2.139)

Rozwa»my pomocniczo dyskretne równanie logistyczne

zn+1 = rzn(1− zn),

gdzie r > 0. Dla r > 1 stan z̄ = 1 − 1
r jest jedynym dodatnim stanem stacjonarnym tego równania. Dla

r ∈ (1, 3) jest on globalnie asymptotycznie stabilny [88].
Zamiast nierówno±ci z (2.139) rozwa»my tylko odpowiadaj¡ce im równania

z1,m
n+1 = humz

1,m
n − hum

(
z1,m
n

)2
, (2.140a)

z1,l
n+1 = hulz

1,l
n − hul

(
z1,l
n

)2
. (2.140b)
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Zauwa»my, »e oba podane równania maj¡ posta¢ dyskretnego równania logistycznego. Stwierdzamy, »e
stan stacjonarny równania (2.140a) ma posta¢

z̄m = 1− 1

hum
= 1− 1

1 + hwm1 − hk
= 1− 1

1 + h
(
C
µ − k + ε

) .
Mamy hum > 1, je±li zachodzi h

(
C
µ − k + ε

)
> 0, co jest zawsze prawdziwe dla C

µ > k. Stwiedzamy

wi¦c, »e z̄m > 0. Stan z̄m jest globalnie asymptotycznie stabilny, je»eli

1 < 1 + h

(
C

µ
− k + ε

)
< 3.

Pierwsza z nierówno±ci jest zawsze prawdziwa, druga zachodzi dla

h <
2

C
µ − k + ε

. (2.141)

W szczególno±ci interesuje nas przypadek ε� 1, zatem zamiast (2.141) mo»emy przyj¡¢ warunek

h <
2

C
µ − k

. (2.142)

Analogicznie stwierdzamy, »e równanie (2.140b) ma stan stacjonarny

z̄l = 1− 1

hul
= 1− 1

1 + hwl1 − hk
= 1− 1

1 + h
(

C
µ+α − k − ε

) ,
który jest dodatni dla

C

µ+ α
> k + ε. (2.143)

Zajmujemy si¦ przypadkiem, gdy ε � 1 i C � µ. Mo»emy uzna¢ zatem prawdziwo±¢ (2.143). Stan z̄m

jest globalnie asymptotycznie stabilny przy speªnieniu warunków

1 < 1 + h

(
C

µ+ α
− k − ε

)
< 3.

Pierwsza z powy»szych nierówno±ci zachodzi dla (2.143), druga jest prawdziwa, je±li

h <
2

C
µ+α − k − ε

. (2.144)

Podobnie jak dla (2.141), mo»emy zamiast (2.144) przyj¡¢ warunek

h <
2

C
µ+α − k

.

Zauwa»my, »e ta nierówno±¢ jest sªabsza ni» (2.142).
Teraz analogicznie jak w (2.138) de�niujmy

y1,m
∗ := umz̄

m = um

(
1− 1

hum

)
= um −

um
hum

= um −
1

h
=

1 + hwm1 − hk − 1

h
= wm1 − k =

C

µ
− k + ε

oraz

y1,l
∗ := ulz̄

l = wl1 − k =
C

µ+ α
− k − ε.

Z de�nicji asymptotycznej stabilno±ci punktu stacjonarnego w ukªadzie dyskretnym [41] oraz z kryterium
porównawczego ci¡gów wynika, »e istnieje N1i > N1l takie, »e dla ka»dego n > N1i zachodzi

yl1 ≤ yn ≤ ym1 , (2.145)
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gdzie

yl1 = y1,l
∗ − ε =

C

µ+ α
− k − 2ε, ym1 = y1,m

∗ + ε =
C

µ
− k + 2ε.

Je»eli n > N1i, to mo»emy podstawi¢ (2.145) do równania z (2.3) otrzymuj¡c ukªad nierówno±ci

wn+1 ≤ wn + h
(
C − µwn − αyl1

)
,

wn+1 ≥ wn + h (C − µwn − αym1 ) .
(2.146)

Na podstawie (2.146) stwierdzamy, »e istnieje dodatnia staªa N2l taka, »e dla ka»dego n > N2l mamy

wl2 ≤ wn ≤ wm2 , (2.147)

gdzie

wl2 =
C − αym1

µ
− ε, wm2 =

C − αyl1
µ

+ ε. (2.148)

Zauwa»my, »e aby mogªy zachodzi¢ nierówno±ci (2.147), musimy mie¢

wl2 < wm2 , (2.149)

czyli
C − αym1

µ
− ε < C − αyl1

µ
+ ε,

C − α
(
C

µ
− k + 2ε

)
− µε < C − α

(
C

µ+ α
− k − 2ε

)
+ µε,

−α
(
C

µ
+ 2ε

)
− µε < −α

(
C

µ+ α
− 2ε

)
+ µε,

α

(
C

µ
+ 2ε

)
+ µε > α

(
C

µ+ α
− 2ε

)
− µε,

co jest równowa»ne

α

(
C

µ
− C

µ+ α
+ 4ε

)
+ 2µε > 0.

Ponadto zauwa»my, »e z postaci wm2 oraz wm1 z odpowiednio (2.148) i (2.135) dostajemy nierówno±¢

wm2 < wm1 . (2.150)

Sprawd¹my, kiedy zachodzi
wl1 < wl2, (2.151)

czyli
C

µ+ α
− ε < C − αym1

µ
− ε,

Cµ < (C − αym1 )(µ+ α),

Cµ < Cµ+ Cα− αµym1 − α2ym1 ,

0 < C − µym1 − αym1 ,

ym1 <
C

µ+ α
,

C

µ
− k + 2ε <

C

µ+ α
.

Przy zaªo»eniu 0 < ε� 1 mamy
C

µ
− k < C

µ+ α
,

C

µ
− C

µ+ α
< k,
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Cα

µ(µ+ α)
< k,

co jest równowa»ne (2.151).
Ostatecznie po uwzgl¦dnieniu (2.149), (2.150) i (2.151) stwierdzamy, »e zachodzi

wl1 < wl2 < wm2 < wm1 .

Je»eli n > N2l, to z (2.147) oraz (2.133) otrzymujemy ukªad nierówno±ci

yn+1 ≤ yn + h
(
(wm2 − yn)yn − kyn

)
,

yn+1 ≥ yn + h
(
(wl2 − yn)yn − kyn

)
.

Podobnie jak dla (2.146) stwierdzamy, »e istnieje staªa dodatnia N2i > N2l taka, »e dla ka»dego n > N2i

mamy
yl2 ≤ yn ≤ ym2 , (2.152)

gdzie

yl2 = wl2 − k − ε, ym2 = wm2 − k + ε. (2.153)

Podstawiaj¡c pierwsz¡ i drug¡ równo±¢ z (2.148) do odpowiednio pierwszego i drugiego równania z (2.153)
dostajemy

yl2 =
C − αym1

µ
− ε− k − ε =

C − αym1
µ

− k − 2ε,

ym2 =
C − αyl1

µ
+ ε− k + ε =

C − αyl1
µ

− k + 2ε.

Powy»sze równania s¡ speªnione, je±li zachodz¡ n > N2i oraz (2.152). Indukcyjnie mo»emy zde�niowa¢
ci¡gi (Nki), (ylk) i (ymk ) (gdzie k ∈ N) takie, »e

ylk < yn < ymk (2.154)

dla wszystkich n > Nki oraz (ylk) i (ymk ) speªniaj¡ równania ró»nicowe

ylk+1 =
C − αymk

µ
− k − 2ε,

ymk+1 =
C − αylk

µ
− k + 2ε.

(2.155)

Stan stacjonarny ukªadu (2.155), oznaczony jako yst, ma posta¢

yst =
(
ȳl, ȳm

)
=

(
C − µk
α+ µ

+
2εµ

α− µ
,
C − µk + 2εµ

α+ µ

)
. (2.156)

Macierz Jacobiego ukªadu (2.155) zapisujemy jako(
0 −α

µ
−α
µ 0

)
. (2.157)

Ta macierz ma warto±ci wªasne wynosz¡ce λ1,2 = ±αµ . Zauwa»my, »e |λ1,2| < 1, je±li α < µ � dla
tego warunku punkt stacjonarny yst ukªadu (2.155) jest zatem lokalnie stabilny. Poniewa» w ukªadach
liniowych ró»nicowych pierwszego rz¦du o staªych wspóªczynnikach lokalna stabilno±¢ implikuje stabilno±¢
globaln¡ [41], stwierdzamy, »e punkt stacjonarny yst ukªadu (2.155) dla α < µ jest globalnie stabilny, to
znaczy

lim
k→∞

ylk = ȳl, lim
k→∞

ymk = ȳm.

Z (2.156) mamy

lim
ε→0

ȳl = lim
ε→0

ȳm =
C − µk
α+ µ

.
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Z nierówno±ci (2.154) oraz twierdzenia o trzech ci¡gach otrzymujemy

lim
n→∞

yn =
C − µk
α+ µ

= ye. (2.158)

Teraz podstawmy pierwsz¡ i drug¡ równo±¢ z (2.153) do odpowiednio pierwszego i drugiego równania
z (2.148). Dostajemy

wl2 =
C − α(wm1 − k − ε)

µ
− ε, wm2 =

C − α(wl1 − k + ε)

µ
+ ε.

Równania z (2.154) zachodz¡ przy speªnieniu n > N2l oraz (2.147).
Korzystaj¡c ponownie z zasady indukcji matematycznej dostajemy istnienie ci¡gów (Nkl), (wlk) oraz

(wmk ) (dla k ∈ N) o wªasno±ci
wlk < wn < wmk , (2.159)

gdzie n > Nkl. Co wi¦cej, dla (wlk) i (wmk ) mamy

wlk+1 =
C − α(wmk − k − ε)

µ
− ε,

wmk+1 =
C − α(wlk − k + ε)

µ
+ ε.

(2.160)

Stan stacjonarny ukªadu (2.160), oznaczony przez wst, zapisujemy jako

wst = (w̄l, w̄m) =

(
C + αk

µ+ α
− ε, 2µ(C + kα)

µ2 − α2
− C + kα

µ− α
+ ε

)
.

Macierz Jacobiego ukªadu (2.160) ma posta¢ (2.157). Stwierdzamy wi¦c, »e dla α < µ stan stacjonarny
wl,k ukªadu (2.160) jest globalnie asymptotycznie stabilny. To oznacza, »e

lim
k→∞

wlk = w̄l, lim
k→∞

wmk = w̄m.

Ponadto dostajemy

lim
ε→0

w̄l =
C + αk

µ+ α

oraz

lim
ε→0

w̄m =
2µ(C + kα)

µ2 − α2
− C + kα

µ− α
=

2µC + 2kµα− (C + kα)(µ+ α)

µ2 − α2

=
2µC + 2kµα− Cµ− Cα− kαµ− kα2

µ2 − α2
=
µC + kµα− Cα− kα2

µ2 − α2

=
C(µ− α) + kα(µ− α)

µ2 − α2
=
C + kα

µ+ α
= lim
ε→0

w̄l.

Twierdzenie o trzech ci¡gach oraz (2.159) implikuj¡

lim
n→∞

wn =
C + kα

µ+ α
. (2.161)

Z (2.2), (2.158) oraz (2.161) uzyskujemy

lim
n→∞

xn =
C + kα

µ+ α
− C − µk

α+ µ
=
C + kα− C + µk

µ+ α
=
k(α+ µ)

µ+ α
= k = xe.

Dostajemy st¡d globaln¡ asymptotyczn¡ stabilno±¢ stanu Ee, je±li ten stan istnieje oraz gdy speªnione s¡
zale»no±ci (2.132).
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2.2 Model zbudowany na podstawie niestandardowej metody dys-

kretyzacji

Ten podrozdziaª dotyczy konstrukcji i analizy ukªadu dyskretnego powstaªego z (1.14) po zastosowaniu
niestandardowej metody dyskretyzacji. Najpierw przedstawimy motywacj¦ wyboru wskazanej metody
dyskretyzacji, potem przejdziemy do analizy zaproponowanego ukªadu.

2.2.1 Konstrukcja modelu i jego podstawowe wªasno±ci

Konstrukcja modelu

Jak wcze±niej wspomniano, modele z u»yciem otwartego schematu Eulera, z powodu mo»liwo±ci po-
jawienia si¦ ujemnych warto±ci zmiennych, nie s¡ odpowiednie do modelowania zjawisk biologicznych.
Powinno u»ywa¢ si¦ takich schematów numerycznych, których wªasno±ci pozwalaj¡ na konstruowanie
modeli dyskretnych o takich samych wªasno±ciach (w uj¦ciu jako±ciowym) jak analogiczne modele ci¡gªe
� zwªaszcza w kontek±cie stabilno±ci i bifurkacji. Wówczas taki ukªad dyskretny jest dynamicznie zgodny
ze swoim ci¡gªym odpowiednikiem. Mickens w swojej pracy [85] prezentuje niestandardowe schematy dys-
kretyzacji, które cechuj¡ si¦ dynamiczn¡ zgodno±ci¡. Zastosowanie podej±cia Mickensa do modelu (2.1)
oznaczaªoby:

• wprowadzenie w obu równaniach ukªadu (2.1) funkcji ϕ(h) = h+O(h2) zamiast parametru h,

• zast¡pienie w pierwszym, drugim lub obu równaniach z (2.1) wyra»enia dwuliniowego −βSnIn
wyra»eniem −βSn+1In lub −βSnIn+1.

Nie ma konkretnej metody wyboru odpowiedniej funkcji ϕ(h) [3]. Zauwa»my, »e wprowadzenie nieze-
rowego elementu O(h2) nie ma uzasadnienia biologicznego. W naszych rozwa»aniach przyjmiemy zatem
O(h2) = 0. Decyzja o zmianie elementów dwulinowych, czyli takich, które najcz¦±ciej obrazuj¡ zaka»enie,
zale»y od po»¡danych wªasno±ci modelu. Nie ma okre±lonego sposobu mody�kacji tych elementów. W [3]
przedstawiono mo»liwe przykªady tych mody�kacji, które wpªywaj¡ na odpowiednie wªasno±ci rozwi¡za«
ukªadów. W przypadku modelowania zjawisk biologicznych, w tym epidemiologicznych, po»¡dane jest,
by mody�kacja modelu miaªa motywacj¦ biologiczn¡.

Zwró¢my uwag¦, »e krok dyskretyzacji reprezentuje ustalony odcinek czasu � w omawianym w rozpra-
wie przykªadzie gru¹licy dªugo±¢ kroku dyskretyzacji odpowiada rokowi. Dane rzeczywiste podaje si¦ jako
warto±ci liczbowe okre±lonych wielko±ci w ustalonym momencie � dotycz¡ one liczebno±ci konkretnych
grup osób w tym momencie. W symulacjach obrazuj¡cych dynamik¦ epidemii przyjmujemy h = 1, zatem
dªugo±¢ kroku równa 1 odpowiada odcinkowi czasu równego rokowi. W naszych rozwa»aniach przedsta-
wiamy okre±lone warunki (na przykªad lokalnej stabilno±ci stanów stacjonarnych) w zale»no±ci od kroku
dyskretyzacji. Warunki te maj¡ najcz¦±ciej posta¢ nierówno±ci h < c dla 0 < c < 1, które okre±laj¡ górne
ograniczenie tego kroku. Zauwa»my, »e ograniczenie to jest mniejsze od 1, co odpowiada odcinkowi czasu
krótszemu ni» rok. To oznacza, »e aby dana nierówno±¢ zachodziªa w przypadku omawianej epidemii
gru¹licy, dane rzeczywiste powinny by¢ zbierane cz¦±ciej ni» co rok.

Przyjrzyjmy si¦ pierwszemu równaniu ukªadu (2.1), które ma posta¢

xn+1 = xn + h (C − xnyn + yn − µxn) . (2.162)

Wynika z niego, »e liczba nowych zaka»e« w (n+ 1)-ym punkcie zale»y od liczebno±ci osobników w n-tym
punkcie � zakªada si¦ zatem, »e zaka»enie choroby nast¦puje w momencie, którego odpowiednikiem jest
n-ty punkt. W rzeczywisto±ci zaka»enia odbywaj¡ w ró»nym chwilach pomi¦dzy momentami, dla których
podaje si¦ dane rzeczywiste. Co wi¦cej, w wi¦kszo±ci przypadków, zanim podejmie si¦ leczenie lub akcje
pro�laktyczne, liczebno±¢ osób zaka»onych jest funkcj¡ rosn¡c¡ wzgl¦dem czasu. Z tego powodu na warto±¢
xn+1 wi¦kszy wpªyw maj¡ zaka»enia wyst¦puj¡ce w momentach bli»szych (n+ 1)-szemu punktowi, ni»
zaka»enia wyst¦puj¡ce w momentach bli»szych n-temu punktowi. Oczywi±cie nale»y mie¢ na uwadze,
»e zazwyczaj nie posiada si¦ danych dotycz¡cych momentów, które mo»na przyporz¡dkowa¢ punktom
z dyskretnej siatki czasu znajduj¡cym si¦ mi¦dzy n-tym a (n+ 1)-szym punktem. Z tego powodu w (2.162)
zamiast −xnyn uwzgl¦dnimy skªadnik −xn+1yn, co jest zgodne z podej±ciem Mickensa. Proponujemy

64



zatem nast¦puj¡cy ukªad dyskretny

xn+1 = xn + h (C − xn+1yn + yn − µxn) , (2.163a)

yn+1 = yn + h (xnyn − kyn) = yn
(
1 + h(xn − k)

)
, (2.163b)

gdzie n ∈ N.
Przeksztaª¢my pierwsze równanie z ukªadu (2.163), tak aby go zapisa¢ w postaci

xn+1 =
xn(1− hµ) + hC + hyn

1 + hyn
, (2.164a)

yn+1 = yn
(
1 + h(xn − k)

)
, (2.164b)

przez co uzyskujemy jawn¡ zale»no±¢ warto±ci zmiennych w (n + 1)-szym kroku od warto±ci w kroku
n-tym.

Przedyskutujmy mo»liwo±¢ zamiany wyra»enia hxnyn w równaniu (2.163b) na skªadnik hxn+1yn lub
hxnyn+1. Skªadnik hxnyn ma dodatni znak, wi¦c nie przyczynia si¦ do problemów z dodatnio±ci¡ zmiennej
y. Ponadto zauwa»my, »e je±li by±my rozwa»ali skªadnik hxn+1yn, to za xn+1 nale»aªoby podstawi¢ praw¡
stron¦ równania (2.164a). Wówczas (2.163b) miaªoby posta¢

yn+1 = yn + h

(
xn(1− hµ) + hC + hyn

1 + hyn
yn − kyn

)
, (2.165)

znacznie bardziej skomplikowan¡ ni» obecne równanie (2.163b). Ponadto w (2.165) pojawia si¦ staªa C,
która zgodnie ze znaczeniem biologicznym nie ma bezpo±redniego wpªywu na zmienn¡ yn. Nie wprowa-
dzamy zatem wyra»enia hxn+1yn.

Je±li zamiast hxnyn rozwa»ymy hxnyn+1, to (2.163b) miaªoby posta¢

yn+1 = yn + h (xnyn+1 − kyn) ,

co daje

yn+1 =
yn(1− hk)

1− hxn
.

Zauwa»my, »e w mianowniku prawej strony pojawia si¦ dodatkowy warunek dodatnio±ci zmiennej yn,
który zale»y od zmiennej xn. W modelach epidemiologicznych dodatnio±¢ zmiennych powinna by¢ bezwa-
runkowa albo zale»e¢ od warto±ci parametrów modelu, a nie od warto±ci zmiennych. Ponadto mianownik
otrzymanego równania mo»e by¢ ujemny. Nie powinno si¦ wi¦c uwzgl¦dnia¢ skªadnika xn+1yn i dlatego
mody�kacja prawej strony (2.163b) nie jest zasadna.

Podstawowe wªasno±ci modelu

Zajmiemy si¦ analiz¡ modelu (2.164). Najpierw omówimy jego podstawowe wªasno±ci.
Wybrane wnioski z dalszej analizy przedstawimy w kontek±cie wspóªczynnika R0. W celu wyznaczenia

R0 dla ukªadu (2.163) skorzystali±my ponownie z podej±cia z [7], przyj¦tego dla ukªadu (2.1). Poniewa»
równanie na zmienn¡ yn w ukªadach (2.163) i (2.1) ma t¦ sam¡ posta¢, obliczenia prowadz¡ce do otrzyma-
nia R0 dla obu ukªadów s¡ praktycznie takie same. Dla ukªadu (2.163) uzyskali±my ponownie R0 = C

µk .
Podobnie jak w przypadku (2.1), w rozprawie pomijamy obliczenia dla ukªadu (2.163).

Ukªad (2.164) jest opisany przez funkcje

H̃(x, y) =

(
F̃ (x, y)

G̃(x, y)

)
=

(
x(1−hµ)+hC+hy

1+hy

y
(
1 + h(x− k)

)) . (2.166)

Zauwa»my, »e F̃ (x, y) > 0, o ile zachodzi nierówno±¢ (2.5), natomiast G̃(x, y) > 0, o ile zachodzi nierów-
no±¢ (2.9). Pami¦taj¡c, »e (2.9) jest warunkiem silniejszym ni» (2.5) formuªujemy nast¦puj¡cy wniosek:

Wniosek 2.16. Niech zachodzi (2.9) oraz x0 ≥ 0.

1. Je±li y0 > 0, to xn, yn > 0 dla n ∈ N+.
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2. Je±li y0 = 0, to xn > 0 oraz yn = 0 dla n ∈ N+.

Zauwa»my, »e w ukªadzie (2.164) dostajemy prostszy warunek dodatnio±ci zmiennych ni» w ukªadzie
(2.1) � nierówno±¢ (2.9) jest sªabsza od nierówno±ci (2.8) dla ukªadu (2.1). Zwró¢my te» uwag¦, »e (2.9)
implikuje h < 1.

Dalej zakªadamy, »e zachodzi (2.9). B¦dziemy rozwa»a¢ ukªad (2.166) dla x, y ≥ 0.

Oszacujmy teraz warto±¢ zmiennej x. Ta zmienna ro±nie, je±li F̃ (x,y)
x > 1 dla x 6= 0, co jest równowa»ne

(1− hµ) + hC
x + hy

x

1 + hy
> 1,

x <
C + y

y + µ
=
C + y + µ− µ

y + µ
,

czyli ostatecznie

x < x̃(y) := 1 +
C − µ
µ+ y

.

W rozwa»anej dziedzinie funkcja x̃(y) przyjmuje najwi¦ksz¡ warto±¢ dla y = 0 wynosz¡c¡

x̃
∣∣∣
y=0

= 1 +
C − µ
µ

=
C

µ
.

St¡d dalej zakªadamy x ≤ C
µ . Podstawiaj¡c t¦ nierówno±¢ do F̃ (x, y) uzyskujemy

F̃ (x, y) ≤ x̃m(1− hµ) + hC + hy

1 + hy
=

C
µ (1− hµ) + hC + hy

1 + hy
=

C
µ + hy

1 + hy
=

C
µ + hy + 1− 1

1 + hy
,

co daje

F̃ (x, y) ≤ 1 +

C
µ − 1

1 + hy
.

Z zaªo»enia (H) F̃ (x, y) osi¡ga maksymaln¡ warto±¢ dla y = 0 wynosz¡c¡

1 +

C
µ − 1

1
=
C

µ
.

Wysuwamy wniosek:

Wniosek 2.17. Niech zachodzi (2.9). Je±li dla danego q ∈ N zachodzi xq ≤ C
µ , to xq+s ≤

C
µ dla dowolnego

s ∈ N.

Inaczej mo»emy stwierdzi¢, »e je±li liczebno±¢ osób zdrowych w dowolnej iteracji ukªadu (2.164) wy-
niesie mniej ni» C

µ , to b¦dzie ograniczona przez t¦ warto±¢ caªy czas. Maj¡c zadane x0 ≤ C
µ mo»emy

przeformuªowa¢ wniosek 2.17 zapisuj¡c

Wniosek 2.18. Je±li zachodz¡ nierówno±ci (2.9) oraz x0 ≤ C
µ , to xn ≤

C
µ dla ka»dego n ∈ N+.

Dalej dla ukªadu (2.164) rozwa»amy zbiór niezmienniczy

Ω̆ :=

{
(x, y) ∈ R2 : 0 ≤ x ≤ C

µ
, y ≥ 0

}
.

Teraz przyjrzyjmy si¦ zmiennej y. Dla y 6= 0 ta zmienna maleje, je»eli

G̃(x, y)

y
= 1 + h (x− k) < 1,

h (x− k) < 0,

co daje
x < k. (2.167)

Zauwa»my, »e dla C
µ < k nierówno±¢ (2.167) jest speªniona w niezmienniczym zbiorze Ω̆. �¡cz¡c t¦ analiz¦

ze znaczeniem R0 wnioskujemy:
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Wniosek 2.19. Je±li zachodz¡ x0 ≤ C
µ oraz R0 < 1, to dla ukªadu (2.164) zachodzi yn+1 < yn dla n ∈ N.

Teraz zbadajmy ograniczono±¢ rozmiaru caªej populacji. Przepiszmy równania (2.164), by uzyska¢
postaci ilorazu ró»nicowego. Dostajemy

xn+1 − xn
h

= C − xn+1yn + yn − µxn,
yn+1 − yn

h
= yn(xn − k).

(2.168)

Tak jak w ukªadzie (2.1), skorzystamy z oznaczenia wn = xn + yn. Dodaj¡c stronami równania z (2.168)
uzyskujemy

wn+1 − wn
h

= C − xn+1yn + yn − µxn + ynxn − ynk

= C − xn+1yn + yn − µxn + ynxn − yn(1 + µ+ α)

= C − xn+1yn + ynxn − µ(xn + yn)− αyn,

co mo»emy zapisa¢ jako

wn+1 − wn
h

= C + yn(xn − xn+1)− µwn − αyn. (2.169)

Rozpatrzmy dwa przypadki:

• Niech xn+1 > xn. Wówczas
wn+1 − wn

h
< C − µwn,

co jest równowa»ne nierówno±ci
wn+1 < h(C − µwn) + wn, (2.170)

która pojawiªa si¦ w szacowaniu (2.3) dla ukªadu (2.1). Je±li zachodzi (2.5), to z (2.170) uzyskujemy
ponownie zale»no±ci (2.4) oraz

wn ≤ w0 +
C

µ
.

Oznacza to, »e liczebno±¢ caªej populacji jest ograniczona z góry. Zauwa»my, »e wniosek 2.1, dotycz¡cy
ukªadu (2.1), mo»na odnie±¢ równie» do ukªadu (2.164).

• Teraz przejd¹my do przypadku xn+1 < xn.
Najpierw przyjmijmy R0 < 1 i x0 < C

µ . Wówczas z wniosku 2.19 mamy yn+1 < yn, co razem
z xn+1 < xn daje wn+1 < wn. St¡d wynika ograniczono±¢ rozmiaru populaji.

Teraz niech R0 > 1. Dla przypadku xn < k zachodzi yn+1 < yn i znowu stwierdzamy ograniczono±¢
rozmiaru populacji.

2.2.2 Stabilno±¢ stanów stacjonarnych

Przejd¹my do zbadania stabilno±ci stanów stacjonarnych ukªadu (2.164). S¡ one takie same jak te
z ukªadów (1.14) oraz (2.1), przypomnijmy ich postaci:

• stan wolny od epidemii Edf = (xdf , 0) =
(
C
µ , 0

)
: istnieje zawsze,

• stan endemiczny Ee = (xe, ye) =
(
k, C−µkk−1

)
: jego istnienie gwarantuje warunek C > µk równowa»ny

R0 > 1.

Macierz Jacobiego ukªadu (2.164), oznaczon¡ przez M̂ , zapisujemy jako

M̂(x, y) =

(
1−hµ
1+hy

h
(

1−x(1−hµ)−hC
)

(1+hy)2

hy 1 + h(x− k)

)
.
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Stabilno±¢ stanu wolnego od epidemii

Omówmy najpierw stabilno±¢ stanu Edf .

Twierdzenie 2.20. Je±li zachodzi (2.9), to stan wolny od epidemii Edf ukªadu (2.164) jest

• w¦zªem lokalnie stabilnym dla R0 < 1,

• niehiperboliczny dla R0 = 1,

• niestabilny (precyzyjniej: punktem siodªowym) dla R0 > 1.

Ponadto je±li x0 <
C
µ , to dla R0 < 1 stan Edf jest globalnie stabilny.

Dowód. Warunek (2.9) gwarantuje dodatnio±¢ xn i yn w ukªadzie (2.164). Macierz Jacobiego dla stanu
Edf ma posta¢

M̂(Edf ) =

 1−hµ
1+h·0

h
(

1−Cµ (1−hµ)−hC
)

(1+h·0)2

h · 0 1 + h
(
C
µ − k

)
 =

1− hµ h
(

1− C
µ

)
0 1 + h

(
C
µ − k

) =

(
1− hµ h (1− xdf )

0 1 + h (xdf − k)

)
.

Zauwa»my, »e M̂(Edf ) jest to»sama z macierz¡ Jacobiego (2.13) dla stanu Edf z ukªadu (2.1). Na podstawie
analizy warto±ci wªasnych dla macierzy (2.13) uzyskujemy lokaln¡ stabilno±¢ stanu Edf w ukªadzie (2.164)
dla R0 < 1.

Poka»emy teraz globaln¡ stabilno±¢ stanu Edf ukªadu (2.164) dla x0 <
C
µ i R0 < 1. Zauwa»my, »e

speªniony jest wniosek 2.18. Przypomnijmy oszacowanie (2.16) oraz równo±¢ (2.18) zachodz¡c¡ w ukªadzie
(2.1). Zwró¢my uwag¦, »e te zale»no±ci mo»na zastosowa¢ do badania globalnej stabilno±ci Edf w ukªadzie
(2.164). Mamy wi¦c

yn ≤ y0

(
1− hk (1−R0)

)n
oraz

lim
n→∞

yn = 0. (2.171)

Teraz dodajmy do siebie równania (2.163). Uzyskujemy

wn+1 = wn + h (C − xn+1yn + yn − µxn) + ynh(xn − k)

= wn + h (C − xn+1yn + xnyn − αyn − µwn) . (2.172)

Praw¡ stron¦ mo»na oszacowa¢ z góry przez

wn+1 ≤ wn + h (C + xnyn − αyn − µwn) ≤ wn + h

(
C +

(
C

µ
− α

)
yn − µwn

)
. (2.173)

Ustalmy ε > 0. Poniewa» zachodzi (2.171), stwierdzamy, »e

∀ ε1 > 0 ∃ N1 ∈ N ∀ n > N1

(
C

µ
− α

)
yn < ε1. (2.174)

�acz¡c (2.173) i (2.174) dostajemy

wn+1 < (1− hµ)wn + h(C + ε1)

dla n > N1. Z powy»szego wynika

wn < (1− hµ)n
(
w0 −

C + ε1

µ

)
+
C + ε1

µ
.

Poniewa»

lim
n→∞

(1− hµ)n
(
w0 −

C + ε1

µ

)
= 0,
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wybieramy dostatecznie du»e n(> N1) takie, »e

wn <
C

µ
+ ε. (2.175)

W analogiczny sposób przeprowadzamy rozumowanie dla szacowania prawej strony równania (2.173)
z doªu. Stosuj¡c ponownie (2.172) otrzymujemy

wn+1 ≥ wn + h (C − xn+1yn − αyn − µwn) ≥ wn + h

(
C −

(
C

µ
+ α

)
yn − µwn

)
.

Z (2.171) dla dostatecznie du»ych n mamy(
C

µ
+ α

)
yn < ε1,

wn+1 > (1− hµ)wn + h(C − ε1),

co daje

wn > (1− hµ)n
(
w0 −

C − ε1

µ

)
+
C − ε1

µ
.

Stwierdzamy, »e dla dostatecznie du»ych n zachodzi

wn >
C

µ
− ε. (2.176)

�¡cz¡c (2.175) i (2.176) uzyskujemy dla dostatecznie du»ych n∣∣∣∣∣wn − C

µ

∣∣∣∣∣ < ε

oraz

lim
n→∞

wn =
C

µ
.

Zauwa»my, »e zale»no±¢ (2.28) zachodzi równie» dla ukªadu (2.164). Dostajemy z niej

lim
n→∞

xn =
C

µ
.

Powy»sza równo±¢ oraz (2.171) daj¡ globaln¡ stabilno±¢ Edf .

Zwrócmy uwag¦, »e warunki stabilno±ci stanu Edf nie zale»¡ od kroku dyskretyzacji, podczas gdy ta
zale»no±¢ wyst¦puje w przypadku stanu Ee, co omówimy poni»ej.

Porównajmy jeszcze twierdzenia 2.4 oraz 2.20 dotycz¡ce stabilno±ci stanu Edf w ukªadach odpowiednio
(2.1) i (2.164). Mo»emy stwierdzi¢, co nast¦puj¡ce:

Wniosek 2.21. W ukªadach (2.1) oraz (2.164) zachowanie stanu wolnego od epidemii Edf w kontek±cie
stabilno±ci jest takie samo.

Lokalna stabilno±¢ stanu endemicznego

Przejd¹my teraz do lokalnej stabilno±ci stanu endemicznego Ee. Zakªadamy wi¦c, »e zachodzi R0 > 1.
Wprowadzamy wspóªczynnik δ, który pojawiª si¦ w twierdzeniu 2.5. Ponadto de�niujemy parametry

h̄1 :=

C−µk
α+µ − α+

√(
C−µk
α+µ − α

)2

+ 4(C − µ)

2(C − µk)
, (2.177)

h̄2 :=
δ

4(C − µk)2(α+ µ)
. (2.178)

Z zaªo»enia (H) dostajemy h̄1 > 0 dla R0 > 1. Dodatnio±¢ h̄2 mamy dla δ > 0. W celu zachowania
przejrzysto±ci zapisu, najpierw przyjmiemy δ > 0. Przypadek δ < 0 omówimy po sformuªowaniu i udo-
wodnieniu twierdzenia przedstawionego poni»ej. Niegeneryczny przypadek δ = 0 nie b¦dzie rozwa»any.

Sformuªujmy twierdzenie:
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Twierdzenie 2.22. Zaªó»my, »e endemiczny stan stacjonarny Ee ukªadu (2.164) istnieje. Ponadto niech
zachodzi δ > 0. Stan Ee jest:

• w¦zªem lokalnie stabilnym, je±li zachodzi h < h̄2,

• ogniskiem lokalnie stabilnym, je±li zachodz¡ h ∈
(
h̄2, h̄1

)
oraz h̄2 < h̄1,

• ogniskiem niestabilnym, je±li zachodzi h > h̄1 > h̄2,

• niehiperboliczny, je±li zachodzi h = h̄1 > h̄2,

gdzie h̄1 i h̄2 zde�niowano odpowiednio w (2.177) i (2.178).

Dowód. Macierz Jacobiego ukªadu (2.164) dla stanu Ee zapisujemy jako

M̂(Ee) =

(
1−hµ
1+hye

h
(

1−k(1−hµ)−hC
)

(1+hye)2

hye 1

)
.

Aby upro±ci¢ zapis, wprowad¹my oznaczenia

υ :=
1− hµ
1 + hye

, (2.179)

$ := hC + k(1− hµ)− 1 = hC − hµk + k − 1 = h(C − µk) + α+ µ. (2.180)

Z (2.5) i R0 > 1 mamy υ > 0 i $ > 0. Korzystaj¡c z (2.179) i (2.180) zapiszmy macierz M̂(Ee) jako

M̂(Ee) =

(
υ − h$

(1+hye)2

hye 1

)
.

Wielomian charakterystyczny tej macierzy ma posta¢

P̂ (λ) = λ2 − (1 + υ)λ+ υ + h2ye
$

(1 + hye)2
, (2.181)

a jej warto±ci wªasne wynosz¡

λ1,2 =
1

2
·
(

1 + υ ±
√
δ̂
)
,

gdzie

δ̂ = (1 + υ)
2 − 4

(
υ + h2ye

$

(1 + hye)2

)
= (1− v)2 − 4h2ye

$

(1 + hye)2
.

Sprawd¹my, dla jakich h zachodzi δ̂ > 0. Dostajemy ci¡g równowa»nych nierówno±ci

(1− υ)
2
> 4h2ye

$

(1 + hye)2
,

(
1− 1− hµ

1 + hye

)2

> 4h2ye
$

(1 + hye)2
,(

1 + hye − 1 + hµ

1 + hye

)2

> 4h2ye
$

(1 + hye)2
,

(ye + µ)
2
h2 > 4h2ye$,

(ye + µ)
2
> 4ye$,(

C − µ
α+ µ

)2

> 4
C − µk
α+ µ

(
h(C − µk)α+ µ

)
,

(C − µ)2 > 4(C − µk)(α+ µ)
(
h(C − µk) + α+ µ

)
,

(C − µ)2

4(C − µk)(α+ µ)
> h(C − µk) + α+ µ,
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(C − µ)2

4(C − µk)(α+ µ)
− (α+ µ) > h(C − µk),

h <
(C − µ)2

4(C − µk)2(α+ µ)
− α+ µ

C − µk
,

h <
(C − µ)2 − 4(C − µk)(α+ µ)2

4(C − µk)2(α+ µ)

prowadz¡cych do

h <
δ

4(C − µk)2(α+ µ)
. (2.182)

Zale»no±¢ δ > 0 implikuje dodatnio±¢ prawej strony (2.182). �¡cz¡c (2.182) oraz (2.178) uzyskujemy
warunek h < h̄2.

Analogicznie stwierdzamy, »e δ̂ < 0 dla
h > h̄2. (2.183)

Analiz¦ lokalnej stabilno±ci stanu Ee przeprowadzimy w zale»no±ci od znaku δ̂. Przypadek δ̂ = 0 pomija-
my.

• Rozpatrzmy najpierw przypadek δ̂ > 0, dla którego mamy dwie rzeczywiste warto±ci wªasne takie,
»e λ1 > λ2. Wielomian (2.181) ma dwa pierwiastki rzeczywiste, za± wspóªczynnik jego liniowego wyra»e-
nia jest ujemny. St¡d dostajemy λ1, λ2 > 0 i aby dosta¢ lokaln¡ stabilno±¢ stanu Ee, wystarczy zbada¢
λ1 < 1. Z tej nierówno±ci wynika

1

2
·
(

1 + υ +
√
δ̂
)
< 1,

√
δ̂ < 1− υ. (2.184)

Praw¡ stron¦ (2.184) zapisujemy jako

1− υ = 1− 1− hµ
1 + hye

=
hye + hµ

1 + hye
.

To wyra»enie ma zawsze dodatni znak, zatem obie strony (2.184) podnosimy do kwadratu. Otrzymujemy

δ̂ < (1− υ)
2
,

co jest oczywiste ze wzgl¦du na de�nicj¦ δ̂.
Z nierówno±ci λ1 < 1 nie uzyskali±my dodatkowych warunków lokalnej stabilno±ci. Stwierdzamy wi¦c,

»e istniej¡cy stan Ee jest zawsze lokalnie stabilny, je±li zachodz¡ nierówno±ci δ > 0 i h < h̄2.

• Przejd¹my teraz do przypadku δ̂ < 0, gdy warto±ci wªasne s¡ zespolone. Ich iloczyn wynosi

λ1λ2 = |λ|2 =
1

4
(1 + υ)

2 − 1

4
δ̂ =

1

4
(1 + υ)

2 − 1

4
(1 + υ)

2

+

(
υ + h2ye

$

(1 + hye)2

)
= υ + h2ye

$

(1 + hye)2
.

Warunek |λ| < 1 ma posta¢
1− hµ
1 + hye

+ h2ye
h(C − µk) + α+ µ

(1 + hye)2
< 1,

co prowadzi do

(1− hµ)(1 + hye) + h2ye

(
h(C − µk) + α+ µ

)
< (1 + hye)

2,

1 + hye − hµ− h2µye + h2ye

(
h(C − µk) + α+ µ

)
< 1 + 2hye + h2y2

e ,

−hye − hµ− h2µye − h2y2
e + h3ye(C − µk) + h2ye(α+ µ) < 0,
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−ye − µ− hµye − hy2
e + h2ye(C − µk) + hye(α+ µ) < 0,

h2ye(C − µk) + hye(−ye + α+ µ− µ)− (ye + µ) < 0,

P̄ (h) := ye(R0 − 1)h2 − ye(ye − α)h− (ye + µ) < 0.

Wyraz wolny wielomianu P̄ (h) jest ujemny. Z R0 > 1 stwierdzamy wi¦c, »e P̄ (h) ma jeden pierwiastek
dodatni równy

ye(ye − α) +

√(
ye(ye − α)

)2

+ 4ye(C − µk)(ye + µ)

2ye(C − µk)

=
ye(ye − α) +

√
y2
e(ye − α)2 + 4y2

e(α+ µ)(ye + µ)

2ye(C − µk)
=
ye − α+

√
(ye − α)2 + 4(α+ µ)(ye + µ)

2(C − µk)

=

C−µk
α+µ − α+

√(
C−µk
α+µ − α

)2

+ 4(α+ µ)
(
C−µ
α+µ

)
2(C − µk)

=

C−µk
α+µ − α+

√(
C−µk
α+µ − α

)2

+ 4(C − µ)

2(C − µk)
.

Porównuj¡c z (2.177) stwierdzamy, »e otrzymana warto±¢ to h̄1. Wynika zatem, »e powinno zachodzi¢
h < h̄1, aby P̄ (h) < 0. �¡cz¡c h < h̄1 i (2.183) dostajemy h ∈

(
h̄2, h̄1

)
speªnione dla h̄2 < h̄1.

Przyjrzymy si¦ twierdzeniu 2.22. Zwró¢my uwag¦, »e h2 jest warto±ci¡, po której przekroczeniu stan
Ee przestaje by¢ w¦zªem i staje si¦ ogniskiem, przy czym lokalna stabilno±¢ jest zachowana. Warto±¢ h1

jest progow¡ warto±ci¡ w kontek±cie stabilno±ci � po jej przekroczeniu stan Ee przestaje by¢ stabilny.
Teraz rozwa»my przypadek δ < 0. Je±li ta nierówno±¢ zachodzi, otrzymujemy h̄2 < 0 odpowiadaj¡ce

przypadkowi δ̂ < 0. Korzystaj¡c z tej zale»no±ci oraz twierdzenia 2.22, formuªujemy wniosek:

Wniosek 2.23. Niech δ < 0. Istniej¡cy stan stacjonarny Ee ukªadu (2.164) jest wówczas:

• ogniskiem lokalnie stabilnym, je±li h < h̄1,

• ogniskiem niestabilnym, je±li h > h̄1,

• niehiperboliczny, je±li h = h̄1.

2.2.3 Wersje twierdzenia 2.22 i wniosku 2.23 z uwzgl¦dnieniem dodatnio±ci

rozwi¡za«

Teraz przyjmiemy zaªo»enie (2.9) gwarantuj¡ce dodatnio±¢ rozwi¡za« ukªadu (2.164). Sprawdzamy
warunki, dla których progowe warto±ci h zde�niowane w poprzednim paragra�e speªniaj¡ t¦ nierówno±¢.
Sprawd¹my najpierw warunek

h̄2 <
1

k
. (2.185)

Dostajemy z niego ci¡g nierówno±ci

δ

4(C − µk)2(α+ µ)
=

(C − µ)2 − 4(C − µk)(α+ µ)2

4(C − µk)2(α+ µ)
<

1

k
,

1

4(α+ µ)
· (C − µ)2

(C − µk)2
− α+ µ

C − µk
<

1

k
,

1

4(α+ µ)
· (C − µ)2

(C − µk)2
<

1

k
+

α+ µ

C − µk
,

1

4(α+ µ)
· (C − µ)2

(C − µk)2
<
C − µk + (α+ µ)k

k(C − µk)
=

C + αk

k(C − µk)
,

(C − µ)2

4(α+ µ)
<

(C + αk)(C − µk)

k
,

k(C − µ)2 < 4(α+ µ)(C + αk)(C − µk),
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k(C2 − 2µC + µ2) < 4(α+ µ)(C2 − Cµk + αkC − αµk2),

kC2 − 2kµC + kµ2 < 4(α+ µ)C2 − 4(α+ µ)k(µ− α)C − 4(α+ µ)αµk2

daj¡cych
W (C) := a2C

2 + a1C + a0 < 0, (2.186)

gdzie

a2 := k − 4(α+ µ) = 1 + α+ µ− 4(α+ µ) = 1− 3(α+ µ),

a1 := 2k
(
2(µ+ α)(µ− α)− µ

)
,

a0 := kµ
(
4kα(α+ µ) + µ

)
.

(2.187)

Zauwa»my, »e a0 > 0. Wyró»nik wielomianu W (C) wynosi

δC := 4k2
(

2(µ+ α)(µ− α)− µ
)2

− 4
(

1− 3(α+ µ)
)
kµ
(
µ+ 4kα(α+ µ)

)
= 4k2

(
2(k − 1)(µ− α)− µ

)2

− 4kµ
(

1− 3(k − 1)
)(
µ+ 4kα(k − 1)

)
= 4k2

(
4(k − 1)2(µ− α)2 − 4(k − 1)(µ− α)µ+ µ2

)
− 4kµ

(
µ+ 4kα(k − 1)− 3(k − 1)µ− 12k(k − 1)2α

)
= 16k2(k − 1)2(µ− α)2 − 16k2(k − 1)(µ− α)µ+ 4k2µ2

− 4kµ2 − 16k2(k − 1)µα+ 12k(k − 1)µ2 + 48k2(k − 1)2αµ

= 16k2(k − 1)2
(

(µ− α)2 + 3αµ
)
− 16k2(k − 1)

(
(µ− α)µ+ αµ

)
+ 12k(k − 1)µ2 + 4k(k − 1)µ2

= 16k2(k − 1)2
(

(µ− α)2 + 3αµ
)
− 16k2(k − 1)µ2 + 16k(k − 1)µ2

= 16k2(k − 1)2
(

(µ− α)2 + 3αµ
)
− 16k(k − 1)µ2(k − 1)

= 16k(k − 1)2
(
k
(
(µ− α)2 + 3αµ

)
− µ2

)
= 16k(α+ µ)2

(
k
(
(µ− α)2 + 3αµ

)
− µ2

)
.

(2.188)

Zapisujemy

k
(

(µ− α)2 + 3αµ
)
− µ2 = (1 + α+ µ)

(
µ2 − 2αµ+ α2 + 3αµ

)
− µ2

= µ2 + αµ+ α2 + (α+ µ)
(
µ2 + αµ+ α2

)
− µ2 = αµ+ α2 + (α+ µ)

(
µ2 + αµ+ α2

)
= (α+ µ)

(
α+ µ2 + αµ+ α2

)
.

(2.189)

Uwzgledniaj¡c (2.189) w (2.188) dostajemy

δC = 16k(α+ µ)3
(
α+ µ2 + αµ+ α2

)
. (2.190)

Poniewa» δC > 0, WC(C) ma dwa miejsca zerowe postaci

Ca,b =
2k
(
µ− 2(µ+ α)(µ− α)

)
∓
√
δC

2
(

1− 3(α+ µ)
) . (2.191)

Nierówno±ci a2 > 0 i a1 < 0 zapiszmy jako

α+ µ <
1

3
(2.192)

oraz
2(µ+ α)(µ− α) < µ. (2.193)
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We¹my m ∈
(
0, 1

3

)
. Je±li zaªo»ymy (2.192), to z (2.193) wynika

2m(µ− α) < µ ⇒ 2mµ− 2mα < µ ⇒ 0 < (1− 2m)µ+ 2mα.

Mamy 1 − 2m > 0, zatem ostatnia powy»sza nierówno±¢ jest zawsze prawdziwa. Oznacza to, »e a2 > 0
implikuje a1 < 0. Ponadto stwierdzamy, »e nie mog¡ zaj±¢ jednocze±nie a2 > 0 i a1 > 0.

Okazuje si¦ wi¦c, »e na speªnienie nierówno±ci (2.186) wpªyw ma tylko znak a2. Nierówno±ci (2.185)
i (2.186) s¡ to»same. Stwierdzamy zatem, »e

• dla a2 > 0 nierówno±¢ (2.185) zachodzi dla C > 0 i C ∈ (Ca, Cb),

• dla a2 < 0 nierówno±¢ (2.185) zachodzi dla C > Cb > 0.

Teraz przyjrzyjmy si¦ nierówno±ci

h̄1 <
1

k
. (2.194)

Skorzystamy ze wzoru na ye i zapiszemy h̄1 jako

h̄1 =
ye − α+

√
(ye − α)

2
+ 4(C − µ)

2(C − µk)
=
ye − α+

√
(ye − α)

2
+ 4(C − µ)

2ye(k − 1)
.

Uwzgl¦dniaj¡c t¦ zale»no±¢ w (2.194) dostajemy

(ye − α) +

√
(ye − α)

2
+ 4(C − µ)

2(C − µk)
<

1

k
,

(ye − α) +

√
(ye − α)

2
+ 4(C − µ) <

2(C − µk)

k
,

√
(ye − α)

2
+ 4(C − µ) <

2(C − µk)

k
− (ye − α) . (2.195)

Nierówno±¢ (2.195) mo»e by¢ speªniona, je±li

2(C − µk)

k
− ye + α =

2ye(k − 1)

k
− ye + α = ye

(
1− 2

k

)
+ α =

(C − µk)(k − 2)

k(k − 1)
+ α > 0. (2.196)

Je±li zachodzi warunek przecwiny do (2.196), to mamy

h̄1 >
1

k
. (2.197)

Przyjmijmy, »e zachodzi (2.196). Wówczas mo»emy podnie±¢ obie strony (2.195) do kwadratu otrzymuj¡c
równowa»ne nierówno±ci

(ye − α)
2

+ 4(C − µ) <
4(C − µk)2

k2
− 4

(C − µk)(ye − α)

k
+ (ye − α)

2
,

4(C − µ) <
4(C − µk)2

k2
− 4

(C − µk)(ye − α)

k
,

k2(C − µ) < (C − µk)2 − k(C − µk)(ye − α),

k2(C − µ) < (C − µk)2 − k(C − µk)

(
C − µk
α+ µ

− α
)
,

k2(C − µ) <
(α+ µ)(C − µk)2

α+ µ
− (1 + α+ µ)

(C − µk)2

α+ µ
+ kα(C − µk),

k2(C − µ) < − (C − µk)2

α+ µ
+ kα(C − µk),
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k(1 + α+ µ)(C − µ) < − (C − µk)2

α+ µ
+ kα

(
C − µ(1 + µ+ α)

)
,

k(C − µ+ αC − αµ+ Cµ− µ2) < − (C − µk)2

α+ µ
+ kα(C − µ− µ2 − µα),

kαC − kαµ+ k(C − µ+ Cµ− µ2) < − (C − µk)2

α+ µ
+ kαC − kαµ− kα(µ2 + µα),

k(C − µ+ Cµ− µ2) < − (C − µk)2

α+ µ
− kα(µ2 + µα)

prowadz¡ce do

kC(1 + µ)− kµ(1 + µ) +
(C − µk)2

α+ µ
+ kα(µ2 + µα) < 0. (2.198)

Zwrócmy uwag¦, »e z zaªo»enia (H) wynika kC(1 + µ)� kµ(1 + µ). Stwierdzamy wi¦c, »e (2.198) nigdy
nie zachodzi. Oznacza to, »e warunek (2.194) jest sprzeczny i nale»y zakªada¢ (2.197).

Teraz odnie±my twierdzenie 2.22 i wniosek 2.23 do powy»szej analizy w kontek±cie dodatnio±ci roz-
wi¡za«. Ponownie zwró¢my uwag¦, »e nie mo»e zachodzi¢ h > h̄1. Rozpatrujemy znak a2 zde�niowanego
w (2.187). Z twierdzenia 2.22 otrzymujemy wniosek:

Wniosek 2.24. Niech stan Ee ukªadu (2.164) istnieje. Ponadto niech δ > 0. Zde�niujmy Ca i Cb wzorem
(2.191). Je±li zachodzi jeden z zestawów warunków:

α+ µ <
1

3
, 0 < C ∈ (Ca, Cb) (2.199)

lub

α+ µ >
1

3
, C > Cb > 0, (2.200)

to stan Ee jest

• w¦zªem lokalnie stabilnym dla h < h̄2,

• ogniskiem lokalnie stabilnym dla h ∈
(
h̄2,

1
k

)
.

Ponadto rozwi¡zania ukªadu (2.164) pozostaj¡ dodatnie dla x0 ≥ 0 i y0 > 0.

Powró¢my do wniosku 2.23. Warunek δ < 0 jest równowa»ny h̄2 < 0, zatem (2.185) zachodzi zawsze
i wystarczy uwzgl¦dni¢ tylko (2.197). Odrzucamy przypadek h > h̄1.

Wniosek 2.25. Niech stan Ee ukªadu (2.164) istnieje i zachodz¡ nierówno±ci (2.9) i δ < 0. Stan Ee
jest wówczas ogniskiem lokalnie stabilnym i rozwi¡zania ukªadu (2.164) pozostaj¡ dodatnie dla x0 ≥ 0
i y0 > 0.

2.2.4 Mo»liwo±¢ wyst¡pienia bifurkacji

Rozwa»my jeszcze mo»liwo±¢ zaj±cia bifurkacji. Zauwa»my, »e je±li odpowiednie warto±ci wªasne s¡
rzeczywiste, to stan Ee jest zawsze lokalnie stabilny. W ukªadzie (2.164) nie wyst¡pi wi¦c bifurkacja
podwojenia okresu dla stanu Ee. Uwzgl¦dniamy tylko przypadek, gdy warto±ci wªasne s¡ zespolone. Na
podstawie wcze±niejszych oblicze«, okre±lamy warunki konieczne zaj±cia bifurkacji.

Wniosek 2.26. Zaªó»my, »e zachodz¡ δ > 0 i δ̂ < 0 lub δ < 0. W ukªadzie (2.164) dla istniej¡cego stanu
stacjonarnego Ee mo»e wyst¡pi¢ bifurkacja Neimarka-Sackera dla h = h̄1.

Okre±lenie warunków wyst¦pienia BNS dla stanu Ee w ukªadzie (2.164) jest znacznie trudniejsze
ni» w przypadku ukªadu (2.1) z powodu bardziej zªo»onej postaci tego ukªadu. Z tego powodu jedynie
zaprezentujemy symulacje wskazuj¡ce na BNS.

Wyniki symulacji przedstawiono na rysunkach 2.10 i 2.11. Na ka»dym z nich zobrazowano 50000
iteracji ukªadu (2.164). Do symulacji u»yto warto±ci parametrów: C = 0, 19, µ = 0, 1 oraz α = 0, 3 �
dobrano je tak, by uzyska¢ warunek δ < 0. Dla symulacji z rysunku 2.10 przyj¦to (x0, y0) = (1, 52; 0, 2)
oraz h = 4, 5. W przypadku rysunków 2.11a i 2.11b uwzgl¦dniono h = 4, 65, przy czym dla rysunku 2.11a
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przyj¦to (x0, y0) = (1, 52; 0, 2), dla rysunku 2.11b za± zaªo»ono (x0, y0) = (1, 49; 0, 3). Zauwa»my, »e dla
h = 4, 5 stan Ee jest w¦zªem stabilnym, dla h = 4, 65 za± uzyskujemy krzyw¡ niezmiennicz¡ przyci¡gaj¡c¡
rozwi¡zania z wewn¡trz, jak i zewn¡trz krzywej, co pokazuj¡ odpowiednio rysunki 2.11a i 2.11b. Takie
zachowanie wskazuje, »e w ukªadzie (2.164) mo»e wyst¡pi¢ nadkrytyczna bifurkacja Neimarka-Sackera
dla stanu Ee.

Rysunek 2.10: Punkty b¦d¡ce iteracjami ukªadu (2.164) dla h = 4, 5. Warunek pocz¡tkowy zaznaczono
czarnym punktem. Kolejne iteracje zaznaczono niebieskimi punktami i poª¡czono je niebieskimi liniami.
Stan stacjonarny zaznaczono na zielono.

(a) (b)

Rysunek 2.11: Punkty b¦d¡ce iteracjami ukªadu (2.164) dla h = 4, 65 i odpowiednio (a) (x0, y0) =
(1, 52; 0, 2) i (b) (x0, y0) = (1, 49; 0, 3). Warunki pocz¡tkowe zaznaczono czarnymi punktami, a pierwsze
40000 iteracji niebieskimi punktami i poª¡czono je niebieskimi liniami, kolejne 10000 iteracji za± zazna-
czono bordowymi punktami. Stany stacjonarne zaznaczono na zielono.

2.3 Dyskusja

W tym rozdziale dokonali±my dyskretyzacji ukªadu (1.14). Zastosowali±my otwarty schemat Eulera
(EEM) oraz dyskretyzacj¦ niestandardow¡ (NSDM) otrzymuj¡c odpowiednio ukªady (2.1) oraz (2.164).
Dokonali±my analizy tak powstaªych ukªadów.

Najpierw zbadali±my ukªad (2.1). W tym ukªadzie dodatnio±¢ zmiennych zachodzi pod okre±lonymi
warunkami, co odró»nia go od odpowiedniego ukªadu ci¡gªego. Z tego powodu ukªady dyskretne z u»y-
ciem EEM mog¡ nie by¢ odpowiednie do modelowania dynamiki epidemii. Ju» na poziomie populacji
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jednorodnej okazuje si¦, »e ukªad z NSDM znacznie lepiej zachowuje wªasno±ci modelu ci¡gªego ni»
ukªad z EEM . Dzi¦ki zastosowaniu NSDM dodatnio±¢ zmiennych jest zagwarantowana dla szerszego
zakresu parametrów w porównaniu do EEM .

Podobie«stwo wynikaj¡ce z u»ycia EEM i NSDM zaobserwowali±my w zachowaniu stanu wolnego
od epidemii Edf , które w przypadku obu ukªadów jest takie samo, nawet w kontek±cie globalnej sta-
bilno±ci. Równie» w przypadku lokalnej stabilno±ci endemicznego stanu stacjonarnego oba ukªady maj¡
zbli»one zachowania. Dla obu ukªadów (2.1) i (2.164) zbadali±my stabilno±¢ stanu Ee najpierw bez zaªo-
»enia o dodatnio±ci rozwi¡za«. Okazuje si¦, »e na zachowanie stanu Ee w obu ukªadach wpªyw ma ten
sam parametr δ. Stabilno±¢ stanu Ee w ukªadzie (2.1) rozpatrujemy w dwóch oddzielnych przypadkach,
kiedy δ ma dodatni b¡d¹ ujemny znak, co odpowiada wyst¦powaniu rzeczywistych i zespolonych warto-
±ci wªasnych. W przypadku u»ycia NSDM na charakter warto±ci wªasnych dodatkowo ma wpªyw krok
dyskretyzacji. W obu ukªadach po przekroczeniu odpowiedniej warto±ci kroku dyskretyzacji stan Ee traci
stabilno±¢ bez wzgl¦du na znak δ.

W przypadku ukªadu (2.1) uwzgl¦dnili±my dodatkowo warunki (2.29), daj¡ce zachowanie rozwi¡za«
w dodatnim zbiorze niezmienniczym. Przy takim zaªo»eniu dostajemy to samo lub uproszczone zacho-
wanie stanu Ee. W szczególno±ci dla pary warunków δ ≥ 0 i (2.47) lub nierówno±ci δ < 0 stan Ee jest
wyª¡cznie lokalnie stabilny. Dla ukªadu (2.164) zaªo»yli±my tylko dodatnio±¢ rozwi¡za«, co gwarantuje
nierówno±¢ (2.9). W tym ukªadzie zachowanie stanu Ee równie» si¦ upraszcza. Je±li zachodzi nierówno±¢
δ < 0 lub je±li δ > 0 i zachodzi jeden z dwóch zestawów nierówno±ci: (2.199) lub (2.200), to dostajemy
wyª¡cznie lokaln¡ stabilno±¢ stanu Ee (przypadek δ = 0 pomin¦li±my w analizie).

Zauwa»my, »e w ukªadach (2.1) i (2.164) otrzymujemy podobne zachowanie stanu Ee, gdy h znajduje
si¦ odpowiednio w otoczeniu h3 i h̄1 zde�niowanych odpowiednio w (2.30) i (2.177). Wówczas przy
przekroczeniu progowych warto±ci kroków dyskretyzacji, stan Ee z ogniska lokalnie stabilnego staje si¦
ogniskiem niestabilnym. Obliczmy ró»nic¦ h̄1 − h3. Wynosi ona

C−µk
α+µ − α+

√(
C−µk
α+µ − α

)2

+ 4(C − µ)

2(C − µk)
− C − µ

(k − 1)(C − µk)

=
1

2(C − µk)

C − µk
k − 1

− α+

√(
C − µk
k − 1

− α
)2

+ 4(C − µ)− 2(C − µ)

k − 1

 =
q

2(C − µk)(k − 1)
,

gdzie

q =

√(
C − µk − α(k − 1)

)2

+ 4(C − µ)(k − 1)2 + C − µk − α(k − 1)− 2(C − µ)

= −C − µk + 2µ− α(k − 1) +

√(
C − µk − α(k − 1)

)2

+ 4(C − µ)(k − 1)2.

Sprawd¹my, kiedy zachodzi q > 0. Dostajemy

−C − µk + 2µ− α(k − 1) +

√(
C − µk − α(k − 1)

)2

+ 4(C − µ)(k − 1)2 > 0,√(
C − µk − α(k − 1)

)2

+ 4(C − µ)(k − 1)2 > C + kµ− 2µ+ α(k − 1),√(
C − µk − α(k − 1)

)2

+ 4(C − µ)(k − 1)2 > C + (k − 1)µ− µ+ α(k − 1),

co daje √(
C − µk − α(k − 1)

)2

+ 4(C − µ)(k − 1)2 > C + (k − 1)2 − µ. (2.201)

Z zaªo»enia (H) prawa strona (2.201) jest zawsze dodatnia. Mo»emy wi¦c podnie±¢ obie strony (2.201) do
kwadratu otrzymuj¡c ci¡g nierówno±ci(

C − µk − α(k − 1)
)2

+ 4(C − µ)(k − 1)2 >
(
C − µ+ (k − 1)2

)2

,
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(C − µk)2 − 2α(C − µk)(k − 1) + α2(k − 1)2 + 4(C − µ)(α+ µ)2

> (C − µ)2 + 2(C − µ)(k − 1)2 + (α2 + 2αµ+ µ2)(k − 1)2,

(C − µk)2 − 2α(C − µk)(k − 1) + 4(C − µ)(α2 + 2αµ+ µ2)

> (C − µ)2 + 2(C − µ)(k − 1)2 + (2αµ+ µ2)(k − 1)2,

C2 − 2µkC + µ2k2 − 2α(Ck − C − µk2 + µk) + 4Cα2 + 8Cαµ+ 4Cµ2 − 4µα2 − 8µ2α− 4µ3

> C2 − 2Cµ+ µ2 + 2(C − µ)(k2 − 2k + 1) + (2αµ+ µ2)(k2 − 2k + 1),

− 2µkC + µ2k2 − 2αCk + 2αC + 2αµk2 − 2αµk + 4Cα2 + 8Cαµ+ 4Cµ2 − 4µα2 − 8µ2α− 4µ3

> −2Cµ+ µ2 + 2Ck2 − 4Ck + 2C − 2µk2 + 4µk − 2µ+ 2αµk2 − 4αkµ+ 2αµ+ k2µ2 − 2kµ2 + µ2,

−2µ2C−2µC−2µαC−2α2C−2αµC−2αC+2αC+2αµk+4Cα2 +8Cαµ+4Cµ2−4µα2−8µ2α−4µ3

> −2Cµ+ 2µ2 + 2Ck(1 +α+ µ)− 4Ck+ 2C − 2µk(1 +α+ µ) + 4µk− 2µ+ 2αµ− 2µ2 − 2µ2(α+ µ),

2µ2C − 4µαC + 2α2C + 2αµk + 8Cαµ− 4µα2 − 8µ2α− 4µ3

> 2C(α+ µ)− 2Ck + 2C − 2µ(α+ µ) + 2µk − 2µ+ 2αµ− 2µ2(α+ µ),

2µ2C + 4µαC + 2α2C + 2αµk − 4µα2 − 8µ2α− 4µ3 > −2C + 2C + 2µ− 2µ+ 2αµ− 2µ2α− 2µ3,

2µ2C + 4µαC + 2α2C + 2αµk − 4µα2 − 8µ2α > 2αµ− 2µ2α+ 2µ3,

µ2C + 2µαC + α2C + αµk − 2µα2 − 4µ2α > αµ− µ2α+ µ3,

µ2C + 2µαC + α2C + αµ(1 + α+ µ)− 2µα2 − 4µ2α > αµ− µ2α+ µ3,

µ2C + 2µαC + α2C + α2µ+ αµ2 − 2µα2 − 4µ2α > −µ2α+ µ3,

µ2C + 2µαC + α2C − α2µ− 3αµ2 > −µ2α+ µ3,

µ2C + 2µαC + α2C > 2µ2α+ µ3 + α2µ,

C(µ2 + 2µα+ α2) > µ(µ2 + 2µα+ α2)

prowadz¡cych do
C > µ.

Zgodnie z (H) powy»sza nierówno±¢ jest zawsze speªniona. Stwierdzamy wi¦c, »e zachodzi q > 0 oraz
h̄1 > h3. Oznacza to, »e w ukªadzie (2.164) utrata stabilno±ci Ee nast¦puje dla wi¦kszej warto±ci progowej
ni» w przypadku ukªadu (2.1). Powtórzmy, »e w ukªadzie ci¡gªym (1.14) stan Ee jest lokalnie stabilny,
o ile istnieje. Stwierdzamy zatem ponownie, »e zastosowanie NSDM pozwala nam na lepsze przybli»enie
modelu ci¡gªego w porównaniu do EEM .

Porównajmy oba ukªady w kontek±cie bifurkacji. W ukªadzie (2.1) dla stanu Ee dla okre±lonych warun-
ków wyst¦puje zarówno bifurkacja podwojenia okresu (BPO), jak i Neimarka-Sackera (BNS). Badamy
ukªad deterministyczny, wi¦c w przebiegu epidemii nale»y spodziewa¢ si¦ co najwy»ej jednego rodzaju bi-
furkacji. Mo»liwo±¢ wyst¡pienia dwóch rodzajów bifurkacji w (2.1) pokazuje, »e modele epidemiologiczne
z u»yciem EEM nie obrazuj¡ odpowiednio dynamiki epidemii. W dalszej cz¦±ci omówili±my wªasno±ci
ukªadu (2.164). W przypadku tego ukªadu BPO nie mo»e zaj±¢, mo»e wyst¡pi¢ tylko BNS. Z powodu
skomplikowanych rachunków nie podali±my warunków wystarczaj¡cych jej zaj±cia, jednak wykonane sy-
mulacje sugeruj¡, »e w ukªadzie (2.164) wyst¡puje nadkrytyczna BNS. Przypomnijmy, »e w przypadku
zastosowania EEM symulacje sugerowaªy wyst¡pienie podkrytycznej BNS. Aby wykaza¢, »e dla EEM
i NSDM wyst¦puje inny rodzaj BNS, nale»aªoby dokona¢ analizy matematycznej.

Podkre±lmy, »e prezentowane w tym rozdziale wyniki mo»na zastosowa¢ nie tylko do analizowania
dynamiki epidemii. Przedstawione rozwa»ania wpisuj¡ si¦ w tematyk¦ analizy stabilno±ci dyskretnych
ukªadów dwuwymiarowych, do których zastosowano EEM lub NSDM . Zwró¢my uwag¦, »e we wszyst-
kich omawianych zagadnieniach uzyskali±my wyniki o jawnej postaci i zale»ne od kroku dyskretyzacji, co
nie jest powszechnym podej±ciem zwªaszcza w kontek±cie badania bifurkacji (por. [24], [56]).
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Rozdziaª 3

Modele ci¡gªe dla populacji

niejednorodnej

Przejd¹my do analizy ci¡gªych krzy»owych modeli dynamiki transmisji choroby w populacji niejed-
norodnej, w której wyró»niamy dwie podpopulacje. Pierwsza z nich jest podpopulacj¡ niskiego ryzyka
transmisji, druga � wysokiego. Najpierw zajmiemy si¦ przypadkiem, gdy wyst¦puje zmienny napªyw osob-
ników do ka»dej z podpopulacji. Nast¦pnie sformuªujemy i zbadamy model ze staªym napªywem. Oba typy
modeli zbudujemy w oparciu o odpowiednie ci¡gle modele dynamiki epidemii w populacji jednorodnej,
które zostaªy wprowadzone w rozdziale 1.

3.1 Model ze zmiennym napªywem

W tym podrozdziale sformuªujemy model krzy»owy ze zmiennym napªywem i dokonamy jego peªnej
analizy.

Zacznijmy najpierw od zdefniowania oznacze«, które wyst¡pi¡ równie» w kolejnych rozdziaªach. Wpro-
wadzone zmienne i parametry maj¡ indeks dolny i równy 1 lub 2. Indeks dolny równy 1 odnosi si¦ do
zmiennych i parametrów dotycz¡cych podpopulacji niskiego ryzyka, indeks dolny równy 2 za± dotyczy
podpopulacji wysokiego ryzyka transmisji. Brak przypisania indeksowi okre±lonej warto±ci oznacza, »e
dana zale»no±¢ jest speªniona dla obu podpopulacji.

W zwi¡zku z powy»szym mamy nast¦puj¡ce oznaczenia:

• S1(t) � liczba osób zdrowych z podpopulacji niskiego ryzyka w chwili t,

• S2(t) � liczba osób zdrowych z podpopulacji wysokiego ryzyka w chwili t,

• I1(t) � liczba osób chorych z podpopulacji niskiego ryzyka w chwili t,

• I2(t) � liczba osób chorych z podpopulacji wysokiego ryzyka w chwili t.

Wprowad¹my te» oznaczenia

N1(t) = S1(t) + I1(t), N2(t) = S2(t) + I2(t),

czyli N1(t) i N2(t) s¡ liczebno±ciami podpopulacji odpowiednio niskiego i wysokiego ryzyka w chwili t.
Je±li to nie spowoduje dwuznaczno±ci, b¦dziemy pisa¢ Si, Ii i Ni zamiast odpowiednio Si(t), Ii(t) i Ni(t).

W konstruowanym ukªadzie wyst¦puj¡ wspóªczynniki transmisji choroby mi¦dzy osobnikami, które
opisano w tabeli 3.1:

Zde�niujmy pozostaªe parametry:

• α1 i α2 s¡ wspóªczynnikami ±miertelno±ci zwi¡zanej z chorob¡ odpowiednio dla osobników z pod-
populacji niskiego i wysokiego ryzyka,

• γ1 i γ2 to wspóªczynniki wyzdrowienia dla odpowiedniej podpopulacji,
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Tabela 3.1: Warto±ci wspóªczynników transmisji choroby w populacji niejednorodnej.

Symbol Sposób transmisji choroby

β11 w obr¦bie podpopulacji niskiego ryzyka
β12 z podpopulacji wysokiego ryzyka do podpopulacji niskiego ryzyka
β21 z podpopulacji niskiego ryzyka do podpopulacji wysokiego ryzyka
β22 w obr¦bie podpopulacji wysokiego ryzyka

• A1 i A2 s¡ wspóªczynnikami przyrostu naturalnego netto oraz migracji dla danej podpopulacji � po-
dobnie jak w poprzednim rozdziale zakªadamy, »e przyrost w danej podpopulacji jest propocjonalny
do jej liczebno±ci.

Schemat transmisji choroby w populacji niejednorodnej zostaª przedstawiony na rysunku 3.1.

Rysunek 3.1: Schemat transmisji choroby w populacji niejednorodnej. Wypeªnione strzaªki obrazuj¡ mo»-
liwe sposoby transmisji choroby.

Model opisuj¡cy dynamik¦ epidemii w populacji niejednorodnej mo»emy zapisa¢ w postaci

Ṡ1 = −β11f(S1, I1)− β12f(S1, I2) + γ1I1 +A1S1,

İ1 = β11f(S1, I1) + β12f(S1, I2)− (γ1 + α1 −A1)I1,

Ṡ2 = −β22f(S2, I2)− β21f(S2, I1) + γ2I2 +A2S2,

İ2 = β22f(S2, I2) + β21f(S2, I1)− (γ2 + α2 −A2)I2.

(3.1)

Wspóªczynniki wyst¦puj¡ce w ukªadzie (3.1), oprócz A1 i A2, s¡ dodatnie. Parametry A1 i A2, ze wzgl¦-
du na ich znaczenie, mog¡ by¢ dowolnymi liczbami rzeczywistymi. Ponadto przyjmujemy, »e wszystkie
wspóªczynniki maj¡ staª¡ warto±¢.

Wªasno±ci uogólnionej funkcji transmisji f(S, I) s¡ takie same jak w rozdziale pierwszym. B¦dzie-
my znowu rozwa»a¢ dwie postaci funkcji f(S, I): f1(S, I) oraz f2(S, I). Wªasno±ci obu typów funkcji

z ukªadu (1.3) zostaj¡ zachowane równie» dla ukªadu (3.1). Zaªo»enie ∂f(x,y)
∂x

∣∣∣
(0,0)

= ∂f(x,y)
∂y

∣∣∣
(0,0)

= 0 b¦-

dzie potrzebne podczas analizy póªzerowego stanu stacjonarnego, wprowadzonego i omówionego pó¹niej.
Wst¦pn¡ analiz¦ modelu (3.1) z funkcj¡ transmisji f2 przedstawiono w [31].
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Nale»y podkre±li¢, »e powy»szy model � poprzez swój uniwersalny charakter � mo»e zosta¢ rozbudo-
wany, aby móc opisa¢ transmisj¦ dowolnej choroby zaka¹nej z uwzgl¦dnieniem wi¦kszej liczby grup osób
zara»onych, na przykªad zaka»onych z utajon¡ lub nieutajon¡ postaci¡ choroby.

W celu zmniejszenia liczby parametrów wyst¦puj¡cych w modelu przeskalujmy równania (3.1) analo-
gicznie jak w modelu (1.3). Po wprowadzeniu nowej zmiennej niezale»nej τ = γ1t mo»emy zapisa¢

1

γ1

dSi
dt

=
dSi
dτ

= S′i,
1

γ1

dIi
dt

=
dIi
dτ

= I ′i.

Ukªad (3.1) ma wówczas posta¢

S′1 = −β11f(S1, I1)− β12f(S1, I2) + η1I1 +A1S1, (3.2a)

I ′1 = β11f(S1, I1) + β12f(S1, I2)− (η1 + α1 −A1)I1, (3.2b)

S′2 = −β22f(S2, I2)− β21f(S2, I1) + η2I2 +A2S2, (3.2c)

I ′2 = β22f(S2, I2) + β21f(S2, I1)− (η2 + α2 −A2)I2, (3.2d)

gdzie

ηi =

{
1, je±li i = 1,
γ2
γ1
, je±li i = 2,

pozostaªe wspóªczynniki za± s¡ przeskalowane przez γ1. Zmienne Si, Ii staªy si¦ teraz funkcjami zale»nymi
od τ . B¦dziemy zapisywa¢ η zamiast η2, poniewa» η1 nie wyst¦puje w prezentowanych oznaczeniach.

Nast¦pnie dla funkcji f2 mno»ymy równania (3.2a) i (3.2b) przez β11 oraz równania (3.2c) i (3.2d)
przez β22. W przypadku f1 mno»ymy podane pary równa« odpowiednio przez

√
β11 i

√
β22. Ponadto

oznaczamy β1 = β12 oraz β2 = β21. Ostatecznie otrzymujemy

x′1 = −f(x1, y1)− β1f(x1, y2) + y1 +A1x1, (3.3a)

y′1 = f(x1, y1) + β1f(x1, y2)− (1 + α1 −A1)y1, (3.3b)

x′2 = −f(x2, y2)− β2f(x2, y1) + ηy2 +A2x2, (3.3c)

y′2 = f(x2, y2) + β2f(x2, y1)− (η + α2 −A2)y2, (3.3d)

gdzie
x1 = a1S1, y1 = a1I1, x2 = a2S2, y2 = a2I2,

oraz ai = βii dla f2 lub a1 =
√
βii dla f1, wspóªczynniki βi za± s¡ odpowiednio skalowane. Wprowadzamy

tak»e zmienn¡ wi(τ) = aiNi(τ) z oczywist¡ zale»no±ci¡

wi = xi + yi.

Po skalowaniu dalej mamy βi, αi, η > 0 oraz Ai ∈ R, zgodnie ze znaczeniem tych wspóªczynników.

3.1.1 Podstawowe wªasno±ci modelu

Przejd¹my do omówienia podstawowych wªasno±ci modelu (3.3). Zwró¢my uwag¦, »e ukªad ten zostaª
utworzony na podstawie ukªadu (1.3). Dzi¦ki temu cz¦±¢ wªasno±ci ukªadu (1.3) mo»na przenie±¢ na ukªad
(3.3). Podobnie jak w (1.3), oznaczamy

ki := ηi + αi −Ai, κi :=
αi
Ai
− 1 dla Ai 6= 0.

Zauwa»my, »e zachodzi ki = ηi + Aiκi. Zatem je±li Ai < 0, to zachodz¡ nierówno±ci κi < 0 oraz ki > 0.
Je»eli κi > 0, to otrzymujemy αi > Ai > 0 oraz ki > 0.

Analogicznie jak w (1.3), speªnienie lokalnego warunku Lipschitza gwarantuje lokalne istnienie i jed-
noznaczno±¢ rozwi¡za« ukªadu (3.3). Ponadto rozwi¡zania mog¡ by¢ przedªu»one na dowolny odcinek
czasu. Nieujemno±¢ zmiennych xi(τ) oraz yi(τ) dla τ > 0 przy zaªo»eniu nieujemno±ci xi(0) i yi(0) mo»na
pokaza¢ analogicznie jak w modelu (1.3).

Zauwa»my, »e je»eli dodamy do siebie równania (3.3a) i (3.3b) lub równania (3.3c) i (3.3d), to otrzy-
mamy

x′i + y′i = Ai(xi + yi)− αiyi, czyli w′i = Aiwi − αiyi. (3.4)

81



Posta¢ powy»szych równa« jest taka sama jak w przypadku równania (1.3), co pozwala na pokazanie
okre±lono±ci zmiennych xi(τ) oraz yi(τ) dla dowolnych τ > 0 w analogiczny sposób jak w modelu dwu-
wymiarowym.

Mo»na równie» przenie±¢ analiz¦ dotycz¡c¡ nieograniczonego przyrostu lub wymarcia populacji jed-
norodnych na przypadek niejednorodny. Tutaj analiz¦ równania w′i = Aiwi − αiyi odnosimy do ka»dej
z podpopulacji osobno. Na tej podstawie mo»na wskaza¢ cztery rodzaje zachowa« modelu (3.3):

• je±li A1 > α1 > 0 i A2 > α2 > 0, to liczebno±¢ caªej populacji ro±nie nieograniczenie;

• je±li A1 < 0 i A2 < 0, to caªa populacja wymiera;

• je±li A1 < 0 i A2 > α2 > 0, to podpopulacja niskiego ryzyka wymiera, natomiast podpopulacja
wysokiego ryzyka rozrasta si¦ nieograniczenie;

• je±li A2 < 0 i A1 > α1 > 0, to podpopulacja wysokiego ryzyka wymiera, natomiast podpopulacja
niskiego ryzyka rozrasta si¦ nieograniczenie.

Oczywi±cie, je±li zachodzi yi ≡ 0, to dostajemy równanie Malthusa w′i = Aiwi. Mo»na stwierdzi¢, »e
dla Ai > αi > 0 lub dla Ai < 0 dynamika ukªadu (3.3) jest maltuzja«ska.

3.1.2 Analiza stanów stacjonarnych

Teraz zbadamy warunki istnienia i stabilno±ci stanów stacjonarnych ukªadu (3.3). Na pocz¡tku zaªó»-
my, »e Ai 6= 0. Przypadki, gdy zachodzi A1 = 0 lub A2 = 0, zostan¡ omówione na ko«cu rozdziaªu.

Zauwa»my, »e z równa« (3.4) uzyskujemy zale»no±¢ speªnian¡ przez ka»dy stan stacjonarny

0 = Aiwi − αiyi.

St¡d mamy

xi =
(αi −Ai)yi

Ai
= κiyi dla Ai 6= 0. (3.5)

Widzimy, »e zerowy stan stacjonarny, oznaczony przez E0 = (0, 0, 0, 0), istnieje zawsze, niezale»nie od
warto±ci parametrów ukªadu oraz od postaci funkcji transmisji f .

Istnienie niezerowych stanów stacjonarnych

Oznaczmy przez (x1, y1, x2, y2) niezerowy stan stacjonarny taki, »e x1 6= 0 lub x2 6= 0. Jest to zatem
taki stan, w którym w co najmniej jednej podpopulacji (wysokiego lub niskiego ryzyka) wyst¦puje co
najmniej jeden zdrowy osobnik.

Zajmiemy si¦ teraz przypadkiem, gdy funkcja f ma posta¢

f(x, y) = xy · g(x, y), (3.6)

gdzie g jest funkcj¡ nierosn¡c¡ ze wzgl¦du na obie zmienne. W naszym przypadku mamy g1(x, y) = 1
x+y

oraz g2(x, y) = 1.
O warunkach istnienia poszczególnych stanów stacjonarnych mówi nast¦puj¡ce twierdzenie:

Twierdzenie 3.1. Rozwa»my ukªad (3.3) dla Ai 6= 0, i = 1, 2. Zakªadamy, »e funkcja f ma posta¢ (3.6).
Je±li g = g1, to istnieje tylko jeden (zerowy) stan stacjonarny, podczas gdy dla g = g2 istnieje do czterech
stanów stacjonarnych: zerowy E0, dwa póªdodatnie E1 := (x∗1, y

∗
1 , 0, 0), E2 := (0, 0, x∗2, y

∗
2) oraz dodatni

Ee = (x+
1 , y

+
1 , x

+
2 , y

+
2 ), gdzie x∗i , y

∗
i , x

+
i , y

+
i > 0, przy czym:

• je±li κ1, κ2 6 0, to istnieje tylko E0,

• je±li κ2 6 0 oraz κ1 > 0, to nie istniej¡ Ee i E2, ale istniej¡ E0 i E1,

• je±li κ1 6 0 oraz κ2 > 0, to nie istniej¡ Ee i E1, ale istniej¡ E0 i E2,

• je±li κ1, κ2 > 0, to istniej¡ E0, E1 i E2, podczas gdy istnienie Ee wymaga speªnienia jednego
z zestawu warunków:

k1κ2β2 > k2κ1 > k1κ2
1

β1
> 0 (3.7)

lub

0 < k1κ2β2 < k2κ1 < k1κ2
1

β1
. (3.8)
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Dowód. Podobnie jak w przypadku ukªadu (1.3) mo»na pokaza¢, »e przypadki κi < 0 oraz κi = 0
uniemo»liwiaj¡ otrzymanie niezerowych stanów stacjonarnych. Omówmy zatem przypadki kiedy κ1 > 0
lub κ2 > 0.

Zaªó»my najpierw, »e κ1 > 0 (czyli α1 > A1 > 0). Gdy y2 = 0, to z (3.5) mamy x2 = 0, natomiast
równanie (3.3a) ma posta¢

−f(x1, y1) + y1 +A1κ1y1 = 0,

tak¡ sam¡ jak równanie (1.8) u»yte do analizy stanu Ee w ukªadzie (1.3). Opieraj¡c si¦ na tamtej ana-
lizie stwierdzamy, »e póªdodatni stan stacjonarny E1 nie istnieje w przypadku funkcji f1, istnieje za±
w przypadku funkcji f2. Otrzymujemy zale»no±ci x∗1 = k1 oraz y∗1 = k1

κ1
.

Poniewa» ukªad (3.3) jest symetryczny, wyst¦puje równie» kolejny póªdodatni stan stacjonarny E2,
gdzie x∗2 = k2 oraz y∗2 = k2

κ2
. Ten stan istnieje, gdy κ2 > 0 oraz gdy rozwa»amy funkcj¦ f2. Stan ten nie

istnieje w przypadku, gdy stosujemy funkcj¦ f1.
Przyjrzymy si¦ teraz przypadkowi, gdy jednocze±nie zachodz¡ nierówno±ci κ1 > 0 i κ2 > 0. Dla funkcji

postaci (3.6) stany stacjonarne opisane s¡ nast¦puj¡cym ukªadem:

0 = x1y1g(x1, y1) + β1x1y2g(x1, y2)− k1y1,

0 = x2y2g(x2, y2) + β2x2y1g(x2, y1)− k2y2.

Powy»sze równania, przy zastosowaniu (3.5), mo»na zapisa¢ jako

0 = κ1y
2
1g(κ1y1, y1) + β1κ1y1y2g(κ1y1, y2)− k1y1,

0 = κ2y
2
2g(κ2y2, y2) + β2κ2y1y2g(κ2y2, y1)− k2y2,

które dla y1 6= 0 i y2 6= 0 przyjmuj¡ posta¢

k1 = κ1y1g(κ1y1, y1) + β1κ1y2g(κ1y1, y2),

k2 = κ2y2g(κ2y2, y2) + β2κ2y1g(κ2y2, y1).
(3.9)

• Rozwa»my ukªad (3.9) dla funkcji g1. Wtedy otrzymujemy

κ1
y1

κ1y1 + y1
+ β1κ1

y2

κ1y1 + y2
= k1, κ2

y2

κ2y2 + y2
+ β2κ2

y1

κ2y2 + y1
= k2,

co poprzez skrócenie wyra»e« κ1, y1, κ2 i y2 mo»na zapisa¢ jako

1

1 + c1
+

β1

z + c1
= k1,

1

1 + c2
+

β2
1
z + c2

= k2, z =
y1

y2
, c1 =

1

κ1
, c2 =

1

κ2
.

Z pierwszej i drugiej równo±ci powy»szego ukªadu mamy kolejny ukªad równa«

z =
β1(1 + c1)−

(
k1(1 + c1)− 1

)
c1

k1(1 + c1)− 1
, z =

k2(1 + c2)− 1

β2(1 + c2)−
(
k2(1 + c2)− 1

)
c2
,

który nie ma rozwi¡za«, chyba »e speªnione jest(
k1(1 + c1)− 1

)(
k2(1 + c2)− 1

)
=
(
β1(1 + c1)− c1

(
k1(1 + c1)− 1

))(
β2(1 + c2)− c2

(
k2(1 + c2)− 1

))
.

To oznacza, »e w ogólnych przypadkach nie istnieje dodatni stan stacjonarny ukªadu (3.3) z funkcj¡
transmisji f1.
• Rozwa»my ukªad (3.9) dla funkcji g2. Wówczas otrzymujemy

κ1y1+β1κ1y2 = k1, (3.10a)

κ2y2+β2κ2y1 = k2. (3.10b)

Równanie (3.10a) mo»na przedstawi¢ w postaci y1 = k1−β1κ1y2
κ1

. Zale»no±¢ t¦ uwzgl¦dniamy w równaniu
(3.10b) i otrzymujemy

(1− β1β2)κ2y2 + β2k1
κ2

κ1
= k2.

83



Przy zaªo»eniu β1β2 6= 1 ukªad (3.10) ma jednoznaczne rozwi¡zanie. Dla tego rozwi¡zania otrzymujemy
wspóªrz¦dne

y+
1 =

k1κ2 − k2β1κ1

(1− β1β2)κ1κ2
, y+

2 =
k2κ1 − k1β2κ2

(1− β1β2)κ1κ2
, (3.11)

natomiast posta¢ x+
1 i x+

2 dostajemy stosuj¡c zale»no±¢ (3.5).
Wyznaczmy warunki wystarczaj¡ce istnienia Ee. Z równa« (3.11) otrzymujemy

k1κ2β2 > k2κ1 > 0, k2κ1β1 > k1κ2 > 0, β1β2 > 1 (3.12)

lub
0 < k1κ2β2 < k2κ1, 0 < k2κ1β1 < k1κ2, β1β2 < 1. (3.13)

Zauwa»my, »e zale»no±ci (3.12) mog¡ by¢ zapisane za pomoc¡ jednej nierówno±ci (3.7). Analogicznie
(3.13) mo»na zapisa¢ jako (3.8). Stwierdzamy wi¦c, »e warunkami istnienia stanu Ee s¡ nierówno±ci κ1,
κ2 > 0 oraz jedna z nierówno±ci: (3.7) lub (3.8).

Zauwa»my, »e przy analizie modelu krzy»owego, oprócz stanu zerowego i endemicznego, dostajemy
dwa kolejne, symetryczne stany E1 i E2 o ciekawej wªasno±ci � odzwierciedlaj¡ one sytuacj¦, gdy istnieje
tylko jedna podpopulacja, odpowiednio podpopulacja wysokiego lub niskiego ryzyka.

Omówmy jeszcze dwa przypadki graniczne:
• Zauwa»my, »e je±li zachodzi βi → 0, to y+

i → y∗i = ki
κi
. Oznacza to, »e dodatni stan stacjonarny

bifurkuje z póªdodatnich stanów wyst¦puj¡cych w odseparowanych podpopulacjach.
• Z drugiej strony, wraz z rosn¡cym βi uzyskujemy granic¦ β1β2 → 1. W takim przypadku zachodzi

β1 → 1
β2

i licznik y+
1 zbiega do k1κ2 − k2κ1

β2
, które powinno by¢ nieujemne, je±li y+

1 wci¡» istnieje.
Stwierdzamy wi¦c, »e powinien by¢ speªniony warunek k2κ1−k1β2κ2 6 0. Ten warunek zaprzecza jednak
istnieniu dodatniego stanu stacjonarnego, poniewa» przeczy on dodatnio±ci y+

2 . Oznacza to, »e dodatni
stan stacjonarny istnieje tylko wtedy, gdy iloczyn β1β2 jest oddzielony od 1. Stwierdzamy zatem, »e wraz
z rosn¡cym βi wspóªrz¦dne Ee nie zbiegaj¡ do niesko«czono±ci � rozwi¡zanie to staje si¦ ujemne i traci
biologiczne znaczenie.

Stabilno±¢ stanów stacjonarnych

Sprawdzimy teraz warunki, dla których zachodzi stabilno±¢ poszczególnych stanów stacjonarnych ukªa-
du (3.3). Zastosujemy metod¦ linearyzacji. Wyznaczmy macierz Jacobiego ukªadu (3.3). Dla dowolnej
ró»niczkowalnej funkcji transmisji macierz ta ma posta¢

J(x1, y1, x2, y2) =
A1 − ∂f(x1,y1)

∂x1
− β1

∂f(x1,y2)
∂x1

1− ∂f(x1,y1)
∂y1

0 −β1
∂f(x1,y2)

∂y2
∂f(x1,y1)

∂x1
+ β1

∂f(x1,y2)
∂x1

∂f(x1,y1)
∂y1

− k1 0 β1
∂f(x1,y2)

∂y2

0 −β2
∂f(x2,y1)

∂y1
A2 − ∂f(x2,y2)

∂x2
− β2

∂f(x2,y1)
∂x2

η − ∂f(x2,y2)
∂y2

0 β2
∂f(x2,y1)

∂y1

∂f(x2,y2)
∂x2

+ β2
∂f(x2,y1)

∂x2

∂f(x2,y2)
∂y2

− k2

 .

Je±li zaªo»ymy, »e funkcja f jest opisana wzorem (3.6), to pochodne cz¡stkowe obliczamy ze wzorów:

∂f(x, y)

∂x
= yg(x, y) + xy

∂g(x, y)

∂x
,

∂f(x, y)

∂y
= xg(x, y) + xy

∂g(x, y)

∂y
.

Rozwa»my najpierw stan stacjonarny E0. Dostajemy twierdzenie:

Twierdzenie 3.2. Niezale»nie od funkcji transmisji f zachodzi:

• je±li A1 < 0 i A2 < 0, to stan E0 jest globalnie stabilny;

• je±li A1 > 0 lub A2 > 0, to stan E0 jest niestabilny.
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Dowód. Poniewa» dla funkcji transmisji ró»niczkowalnej w (0, 0) zakªadamy, »e pochodne cz¡stkowe wy-
nosz¡ 0, to warto±ci wªasne macierzy J(E0) nie zale»¡ od postaci funkcji f . Dla tego stanu mamy

J(E0) =


A1 1 0 0
0 −k1 0 0
0 0 A2 η
0 0 0 −k2

 .

Warto±ci wªasne wynosz¡

λ1 = A1, λ2 = −k1, λ3 = A2, λ4 = −k2.

St¡d mamy, »e je±li co najmniej jeden parametr Ai jest dodatni, to E0 jest niestabilny. Je±li oba Ai < 0,
to stan E0 jest lokalnie stabilny. Co wi¦cej, z analizy przeprowadzonej w paragra�e 3.1.1 wynika, »e ten
stan jest równie» stabilny globalnie.

Z drugiej strony, ªatwo sprawdzi¢, »e funkcja f1 nie jest ró»niczkowalna w (0, 0). Skorzystamy z roz-
wa»a« z paragrafu 1.1.2. Zbiory

Ξ1 := {(x1, y1, x2, y2) ∈ R4
+ : x2 = y2 = 0}

oraz
Ξ2 := {(x1, y1, x2, y2) ∈ R4

+ : x1 = y1 = 0}

nazwijmy podprzestrzeniami odpowiednio niskiego i wysokiego ryzyka. Zauwa»my, »e w rzutach przestrze-
ni {(x1, y1, x2, y2) ∈ R4

+} na Ξ1 i Ξ2 zachodz¡ wªasno±ci pokazane dla zbioru odpowiadaj¡cego populacji
jednorodnej. Mo»na zatem skorzysta¢ z wªasno±ci stabilno±ci stanu E0 ukªadu (1.3).

Zajmijmy si¦ teraz stabilno±ci¡ stanów E1 (istniej¡cego dla A1 ∈ (0, α1)) i E2 (przy zaªo»eniu A2 ∈
(0, α2)).

Twierdzenie 3.3. Stan stacjonarny E1 dla funkcji f2 istnieje, je±li κ1 > 0 (czyli A1 ∈ (0, α1)). Stan ten
jest stabilny dla A2 < k2 + β2

k1
κ1
< β2k1

κ2+1
κ1

.

Analogicznie stan stacjonarny E2 dla funkcji f2 istnieje, je±li κ2 > 0 (czyli A2 ∈ (0, α2)). Stan ten
jest stabilny dla A1 < k1 + β1

k2
κ2
< β1k1

κ1+1
κ2

.

Dowód. Dla stanu E1 dostajemy macierz Jacobiego:

J(E1) =


A1 − ∂f(x1,y1)

∂x1

∣∣∣
(x∗1 ,y

∗
1 )

1− ∂f(x1,y1)
∂y1

∣∣∣
(x∗1 ,y

∗
1 )

0 −β1x
∗
1g(x∗1, 0)

∂f(x1,y1)
∂x1

∣∣∣
(x∗1 ,y

∗
1 )

∂f(x1,y1)
∂y1

∣∣∣
(x∗1 ,y

∗
1 )
− k1 0 β1x

∗
1g(x∗1, 0)

0 0 A2 − β2y
∗
1g(0, y∗1) η

0 0 β2y
∗
1g(0, y∗1) −k2

 .

Ta macierz ma posta¢ (
M1 M2

0 M3

)
,

gdzie wszystkie podmacierze s¡ macierzami wymiaru 2 × 2. Warunki stabilno±ci wynikaj¡ce z analizy
macierzy J(E1) s¡ zatem takie same jak te wynikaj¡ce z analizy macierzyM1 iM3. Warunki te przyjmuj¡
posta¢:

(a) trM1 = −∂f(x1,y1)
∂x1

∣∣∣
(x∗1 ,y

∗
1 )

+A1 + ∂f(x1,y1)
∂y1

∣∣∣
(x∗1 ,y

∗
1 )
− k1 < 0;

(b) detM1 =

(
−∂f(x1,y1)

∂x1

∣∣∣
(x∗1 ,y

∗
1 )

+A1

)(
∂f(x1,y1)

∂y1

∣∣∣
(x∗1 ,y

∗
1 )
− k1

)
− ∂f(x1,y1)

∂x1

∣∣∣
(x∗1 ,y

∗
1 )

(
−∂f(x1,y1)

∂y1

∣∣∣
(x∗1 ,y

∗
1 )

+ 1

)
> 0;

(c) trM3 = −β2y
∗
1g(0, y∗1) +A2 − k2 < 0;

85



(d) detM3 = −k2

(
− β2y

∗
1g(0, y∗1) +A2

)
− ηβ2y

∗
1g(0, y∗1) > 0.

Zauwa»my najpierw, »e je±li A2 = 0, to k2 = η + α2 i warunki (c) oraz (d) s¡ speªnione. Je±li A2 6= 0, to
warunki (a) � (d) s¡ równowa»ne warunkom

(A) (x∗1)2

(
∂g(x1,y1)

∂y1

∣∣∣
(x∗1 ,y

∗
1 )
− ∂g(x1,y1)

∂x1

∣∣∣
(x∗1 ,y

∗
1 )

)
< 1;

(B) k1 + x∗1

(
x∗1

∂g(x1,y1)
∂x1

∣∣∣
(x∗1 ,y

∗
1 )

+ y∗1
∂g(x1,y1)

∂y1

∣∣∣
(x∗1 ,y

∗
1 )

)
> 0;

(C) β2y
∗
1g(0, y∗1) > A2 − k2;

(D) A2

(
κ2β2y

∗
1g(0, y∗1)− k2

)
> 0.

Sprawd¹my te warunki dla funkcji f2. Poniewa» g2 = 1, jej pochodne cz¡stkowe wynosz¡ 0 i st¡d
warunki (A) i (B) s¡ speªnione. Je±li A2 < 0, to A2 − k2 < 0, jak równie» κ2β2y

∗
1 − k2 < 0 i wtedy

oba warunki (C) i (D) s¡ speªnione. Je»eli A2 > 0, to warunek (C) wymaga dodatkowego zaªo»enia
A2 < k2 + β2y

∗
1 , warunek k2 < κ2β2y

∗
1 za± jest potrzebny do speªnienia warunku (D). Zauwa»my, »e

ostatni warunek jest speªniony jednocze±nie z nierówno±ciami (3.7), natomiast nie jest speªniony, kiedy
zachodzi zale»no±¢ (3.8). Ostatecznie stwierdzamy, »e je±li A2 > 0, to warunek stabilno±ci stanu E1 ma
posta¢

A2 < k2 + β2y
∗
1 < β2k1

κ2 + 1

κ1
.

Przejd¹my do stanu E2. Ukªad (3.3) jest symetryczny, zatem warunki stabilno±ci dla tego stanu s¡
równie» symetryczne do tych otrzymanych dla E1.

Teraz omówimy lokaln¡ stabilno±¢ stanu Ee (dla A1 ∈ (0, α1) oraz A2 ∈ (0, α2)). Poniewa» ogólne
warunki stabilno±ci stanu Ee s¡ trudne do przeanalizowania, zajmiemy si¦ analiz¡ tylko dla funkcji f2.

W poni»szym twierdzeniu i jego dowodzie wyst¦puj¡ wspóªczynniki, które de�niujemy jako:

a1 := κ1η + κ2 + κ1κ2

(
k1 − x+

1 + k2 − x+
2

)
= κ1η + κ2 + κ2

1β1x
+
2 + κ2

2β2x
+
1 ,

a2 := x+
1 x

+
2 κ1κ2(1− β1β2) + κ1κ2(k1 − x+

1 )(k2 − x+
2 ) + κ1η(k1 − x+

1 )

+ κ2(k2 − x+
2 ) + (k1 − 1)x+

1 κ2 + (k2 − η)x+
2 κ1 + η − κ1κ2x

+
1 x

+
2

= η + κ1κ2A1x
+
1 + κ1κ2A2x

+
2 + κ2

1ηβ1y
+
2 + κ2

2β2y
+
1 ,

a3 := (k1 − 1)(η + β1β2κ2x
+
2 )x+

1 + (k2 − η)(1 + β1β2κ1x
+
1 )x+

2

+ x+
1 κ2(k2 − x+

2 )(k1 − 1) + x+
2 κ1(k1 − x+

1 )(k2 − η)

= κ1A1x
+
1 η + κ2A2x

+
2 + κ2

1A2x
+
2 k2β1 + κ2

2A1x
+
1 k1β2,

a4 := x+
1 x

+
2 (k2 − η)(k1 − 1)(1− β1β2) = κ1κ2A1A2 (1− β1β2)x+

1 x
+
2 .

Twierdzenie 3.4. Stan stacjonarny Ee dla funkcji f = f2 jest lokalnie stabilny, je±li zachodz¡ zale»no±ci
(3.13) oraz

a1a2 − κ1κ2a3 >
a4a

2
1

a3
. (3.14)

Dowód. Dla funkcji f2 macierz J przyjmuje posta¢

J(x1, y1, x2, y2) =


−y1 − β1y2 +A1 −x1 + 1 0 −β1x1

y1 + β1y2 x1 − k1 0 β1x1

0 −β2x2 −y2 − β2y1 +A2 −x2 + η
0 β2x2 y2 + β2y1 x2 − k2

 .

Dla stanu Ee z równa« (3.3a) oraz (3.3c) mamy

−y+
1 − β1y

+
2 +A1 = −y

+
1

x+
1

= − 1

κ1
, −y+

2 − β2y
+
1 +A2 = −η y

+
2

x+
2

= − η

κ2
,
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natomiast z równa« (3.3b) oraz (3.3d) uzyskujemy

y+
1 + β1y

+
2 = k1

y+
1

x+
1

=
k1

κ1
, y+

2 + β2y
+
1 = k2

y+
2

x+
2

=
k2

κ2
.

Macierz J(Ee) mo»emy zapisa¢ jako

J(Ee) =


− 1
κ1
−x+

1 + 1 0 −β1x
+
1

k1
κ1

x+
1 − k1 0 β1x

+
1

0 −β2x
+
2 − η

κ2
−x+

2 + η

0 β2x
+
2

k2
κ2

x+
2 − k2

 .

Obliczaj¡c wielomian charakterystyczny tej macierzy dostajemy

P (λ) = κ1κ2λ
4 + a1λ

3 + a2λ
2 + a3λ+ a4.

Zauwa»my, »e a1, a2, a3 > 0, natomiast a4 > 0, o ile β1β2 < 1.
Ze wzgl¦du na ostatni¡ nierówno±¢ stwierdzamy, »e nierówno±ci (3.13) stanowi¡ warunki konieczne

stabilno±ci stanu Ee. Je±li zachodzi β1β2 > 1, to stan ten jest siodªem.
Zastosujemy kryterium Routha-Hurwitza. Tworzymy macierz pomocnicz¡

MRH =


a1 κ1κ2 0 0
a3 a2 a1 κ1κ2

0 a4 a3 a2

0 0 0 a4

 .

Je±li wszystkie elementy oraz minory gªówne macierzy s¡ dodatnie, to stan Ee jest stabilny. Wszystkie
wspóªczynniki aj , j = 1, . . . , 4, s¡ dodatnie wtedy i tylko wtedy, gdy 1 > β1β2. Wska»my kolejne minory
gªówne

∆1 = a1,

∆2 = a1a2 − κ1κ2a3,

∆3 = a1a2a3 − κ1κ2a
2
3 − a4a

2
1,

∆4 = a4

(
a1a2a3 − κ1κ2a

2
3 − a4a

2
1

)
.

Zauwa»my, »e gdy a4 > 0, to warunek ∆4 > 0 jest równowa»ny warunkowi ∆3 > 0. Warunek ∆3 > 0
mo»na zapisa¢ jako

a1a2a3 − κ1κ2a
2
3 − a4a

2
1 > 0 ⇔ a1a2 − κ1κ2a3 >

a4a
2
1

a3
gdy a3 > 0,

st¡d otrzymujemy, »e jest on mocniejszy ni» warunek ∆2 > 0. Ostatecznie, przy zaªo»eniu 1 > β1β2,
warunek lokalnej stabilno±ci ma posta¢ (3.14).

Poniewa» warunek (3.14) jest w ogólnym przypadku skomplikowany, omówimy prostszy przypadek,
gdy β1 oraz β2 s¡ bliskie 0. Nierówno±¢ 1 > β1β2 jest wtedy speªniona. Je±li βi → 0, to x+

i → ki, y
+
i →

ki
κi
,

natomiast minory ∆2, ∆3 d¡»¡ do warto±ci

∆2 → κ1κ2

(
κ1η

(
η +A2x

+
2

)
+ κ2

(
η +A1x

+
1

) )
oraz

∆3 → κ1κ2η
(
κ1κ2

(
A1x

+
1 −A2x

+
2

)2
+ κ1κ2η

(
A1x

+
1 +A2x

+
2

)
+ κ2

1η
2A1x

+
1 + κ2

2A2x
+
2

)
.

�atwo zauwa»y¢, »e dla dodatnich parametrów oba minory ∆2 i ∆3 maj¡ dodatnie znaki. Formuªujemy
stwierdzenie:

Stwierdzenie 3.5. Je±li β1 i β2 s¡ dostatecznie maªe, to stan stacjonarny Ee istnieje i jest lokalnie
stabilny.

Na rysunku (3.2) przedstawiono diagram bifurkacyjny dla ukªadu (3.3) z funkcj¡ transmisji f2 i uwzgl¦d-
nionym warunkiem β1β2 < 1. Jako parametry bifurkacyjne zostaªy wybrane wspóªczynniki A1 i A2.
Póªdodatni stan stacjonarny E1 jest stabilny w obszarze I, póªdodatni stan E2 jest stabilny w obsza-
rze II. W obszarze III oba póªdodatnie stany s¡ niestabilne, podczas gdy istnieje dodatni stan Ee.
W którymkolwiek z pozostaªych obszarów wszystkie stany stacjonarne trac¡ stabilno±¢ dla Ai > 0.
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Rysunek 3.2: Diagram bifurkacyjny dla ukªadu (3.3) z funkcj¡ transmisji f2 i warunkiem β1β2 < 1. Niebie-
skie krzywe przedstawiaj¡ równo±ci dla warunku (3.13) na istnienie stanu Ee. Br¡zowa linia reprezentuje
prost¡ A2 = α2, czerwona � prost¡ A1 = α1. Symbolami I, II, III oznaczono ró»ne obszary dziedziny
(0, α1)× (0, α2). Warto±ci parametrów: α1 = 0, 6, α2 = 0, 5, β1 = 0, 2, β2 = 0, 3, η = 0, 9.

Przypadki z zerowym przyrostem netto w podpopulacjach

Przejd¹my najpierw do przypadku, gdy A1 = 0. Dla funkcji f2 mamy wówczas ukªad równa«

x′1 = −x1y1 − β1x1y2 + y1,

y1 = x1y1 + β1x1y2 − (1 + α1)y1,

x′2 = −x2y2 − β2x2y1 + ηy2 +A2x2,

y′2 = x2y2 + β2x2y1 − (η + α2 −A2)y2.

(3.15)

Otrzymujemy wtedy stan stacjonarny E2 istniej¡cy dla κ2 > 0 oraz rodzin¦ stanów stacjonarnych E3 =
(xa, 0, 0, 0), gdzie xa jest dowoln¡ liczb¡ nieujemn¡. Zauwa»my, »e rodzina stanów E3 istnieje zawsze,
niezale»nie od warto±ci parametrów modelu.

Sposób analizy stabilno±ci stanu E2 dla przypadku Ai 6= 0 mo»na zastosowa¢ równie» dla A1 = 0.
Z otrzymanych warunków a � d na stabilno±¢ (s¡ one podane na stronach 85�86) uzyskujemy, »e stan E2

jest zawsze lokalnie stabilny.
Macierz Jacobiego dla stanu E3 ma posta¢

J(E3) =


0 −xa + 1 0 −β1xa
0 xa − (α1 + 1) 0 β1xa
0 0 A2 η
0 0 0 −k2

 ,

warto±ci wªasne tej macierzy wynosz¡

λ1 = 0, λ2 = xa − (α1 + 1), λ3 = A2, λ4 = −k2.

Zauwa»my, »e punkt E3 nie jest hiperboliczny. Co wi¦cej, nie jest to izolowany stan stacjonarny. Z tego
wynika, »e analiza warto±ci wªasnych daje nam tylko ograniczon¡ wiedz¦ o stabilno±ci.

Spróbujmy przewidzie¢ dynamik¦ ukªadu w rzucie na podprzestrze« {(x1, y1)}. Je»eli λ2, λ3, λ4 < 0
(co odpowiada speªnieniu warunków xa < α1 + 1 oraz A2 < 0), to spodziewamy si¦ przyci¡gania roz-
wi¡za« do pªaszczyzny (x1, y1). Zachowanie rozwi¡za« w tej pªaszczy¹nie jest analogiczne do zachowania
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rozwi¡za« w modelu dwuwymiarowym. Mo»na si¦ zatem spodziewa¢, »e rozwi¡zania b¦d¡ zbiega¢ do po-
szczególnych stanów stacjonarnych (xa, 0) w zale»no±ci od warunku pocz¡tkowego. Portret fazowy ukªadu
(3.15) zrzutowany na pªaszczyzn¦ przy zaªo»eniu λ3, λ4 < 0 przedstawiono na rysunku 3.3. Symulacja
sugeruje speªnienie warunku λ2 < 0 dla okre±lonych warto±ci parametrów.

Rysunek 3.3: Portret fazowy ukªadu (3.15) zrzutowany na pªaszczyzn¦ (x1, y1) przy zaªo»eniu λ3, λ4 < 0
dla A1 = 0 oraz A2 = −0, 1. Zielona strzaªka przedstawia kierunek przebiegu trajektorii, stany stacjonarne
zaznaczono na czarno. Warto±ci parametrów: α1 = 0, 6, α2 = 0, 5, β1 = 0, 2, β2 = 0, 3, η = 0, 9.

Zwró¢my uwag¦, »e je±li rozpatrzymy przypadek, gdy co najmniej jedna z warto±ci wªasnych λ2, λ3

lub λ4 jest dodatnia, to E3 jest odpychany w odpowiednim kierunku i wówczas stan ten jest niestabilny.
W sytuacji, gdy A2 = 0 uzyskujemy wyniki analogiczne jak dla A1 = 0. Dostajemy stany stacjonarne

E1 i E4 = (0, 0, xb, 0), gdzie xb > 0. Analiza istnienia i stabilno±ci tych stanów jest analogiczna jak dla
stanów E2 i E3 przy speªnieniu A1 = 0.

Przejd¹my teraz do przypadku, gdy jednocze±nie A1 = A2 = 0. Badany ukªad równa« przyjmuje
wówczas posta¢

x′1 = −x1y1 − β1x1y2 + y1,

y′1 = x1y1 + β1x1y2 − (1 + α1)y1,

x′2 = −x2y2 − β2x2y1 + ηy2,

y′2 = x2y2 + β2x2y1 − (η + α2)y2.

Otrzymujemy dwuparametrow¡ rodzin¦ stanów stacjonarnych E5 = (xc, 0, xd, 0), gdzie xc, xd ∈ [0,∞).
Istnienie stanu E5 nie zale»y od warto±ci wspóªczynników modelu, o ile zachodzi Ai = 0. Macierz Jaco-
biego dla stanu E5 ma posta¢

J(E5) =


0 −xc + 1 0 −β1xc
0 xc − (α1 + 1) 0 β1xc
0 −β2xd 0 −xd + η
0 β2xd 0 xd − (α2 + η)

 .

Obliczaj¡c warto±ci wªasne macierzy J(E5) uzyskujemy

det(J(E5)− λI) = λ2
(
λ2 −

(
xc + xd − (α1 + 1 + α2 + η)

)
λ+ q

)
= 0,
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gdzie q = (1− β1β2)xcxd + (α1 + 1)(1− xd) + (α2 + η)(1− xc). W sytuacji, gdy zachodzi jeden z dwóch
przypadków:

• xc + xd − (α1 + 1 + α2 + η) > 0,

• xc + xd − (α1 + 1 + α2 + η) < 0, 1− β1β2 < 0, xc > 1, xd > 1,

stan E5 jest niestabilny. Oznacza to, »e je±li liczebno±¢ osób chorych w co najmniej jednej podpopulacji
jest wystarczaj¡co du»a, to stan E5 nie mo»e by¢ stabilny.

Zauwa»my, »e przypadki A1 = 0, A2 = 0 oraz A1 = A2 = 0 s¡ szczególne i praktycznie nie do speª-
nienia w rzeczywisto±ci. Analiza tych przypadków sugeruje nam, co mo»e dzia¢ si¦ z dynamik¡ populacji
w pewnym horyzoncie czasowym, w którym nie ma przyrostu netto lub migracji w co najmniej jednej
podpopulacji.

3.1.3 Model z aktywnym wykrywaniem

Rozwa»my teraz sytuacj¦, kiedy w ramach eliminacji choroby w caªej populacji stosujemy aktywne
wykrywanie w±ród zaka»onych osób z podpopulacji wysokiego ryzyka transmisji. Taka strategia zostaªa
zastosowana w przypadku leczenia osób bezdomnych chorych na gru¹lic¦ w województwie warmi«sko-
-mazurskim. Informacje na temat tego programu mo»na znale¹¢ w [101]. W tym paragra�e zakªadamy, »e
f(x, y) = f2(x, y) = xy. Model (3.3) w przypadku zastosowania aktywnego wykrywania zaka»enia w±ród
osób chorych z podpopulacji wysokiego ryzyka przyjmuje posta¢

x′1 = −x1y1 − β1x1y2 + y1 +A1x1, (3.16a)

y′1 = x1y1 + β1x1y2 − k1y1, (3.16b)

x′2 = −x2y2 − β2x2y1 + η2y2 +A2x2 +B, (3.16c)

y′2 = x2y2 + β2x2y1 − k2y2 −B, (3.16d)

gdzie B > 0 oznacza liczb¦ osób z podpopulacji wysokiego ryzyka, które s¡ leczone (czyli zdiagnozowane
i niezara»aj¡ce dalej) z u»yciem aktywnego wykrywania. Ze wzgl¦du na typowe ograniczenie ±rodków na
diagnostyk¦ zakªadamy, »e liczba osób zdiagnozowanych jest staªa. Przyjmujemy wi¦c, »e B to staªa liczba
naturalna. Stwierdzamy ponadto, »e dla ka»dego τ > 0 powinno by¢ y2(τ) > B. W przeciwnym razie, na
skutek zastosowania aktywnego wykrywania, dostajemy y2(τ) = 0 i model opisywany równaniami (3.16)
traci zasadno±¢. Zauwa»my, »e w przypadku B = 0 ukªad (3.16) sprowadza si¦ do ukªadu (3.3).

Jest oczywiste, »e podstawowe wªasno±ci rozwi¡za« ukªadu (3.3) mo»na przeªo»y¢ na ukªad (3.16). Za-
chowane s¡ lokalne istnienie, jednoznaczno±¢ rozwi¡za« oraz ich przedªu»alno±¢ na dowolny odcinek czasu.
Mo»na te» pokaza¢ dodatnio±¢ i okre±lono±¢ rozwi¡za« dla ka»dego τ > 0, z naturalnym obostrzeniem
y2(τ) > B.

Zwró¢my te» uwag¦, »e równania (3.16) opisuj¡ dynamik¦ maltuzja«sk¡ dla takiego samego zestawu
parametrów jak dla równa« (3.3), czyli równie» w przypadku ukªadu (3.16) mo»e wyst¡pi¢ sytuacja, »e
rozmiar caªej populacji (lub jednej z podpopulacji) mo»e d¡»y¢ do zera lub do niesko«czono±ci.

Istnienie stanów stacjonarnych

Teraz przejdziemy do analizy stanów stacjonarnych ukªadu (3.16). Zauwa»my, »e równanie (3.5) jest
prawdziwe równie» dla ukªadu (3.16). Z postaci równa« (3.16c) i (3.16d) wynika, »e nie wyst¦puj¡ zerowy
(0, 0, 0, 0) i póªdodatni (x1, y1, 0, 0) stan stacjonarny.

O istnieniu drugiego póªdodatniego stanu mówi twierdzenie:

Twierdzenie 3.6. Ukªad (3.16) ma póªdodatni stan stacjonarny E∗∗2 := (0, 0, x∗∗2 , y
∗∗
2 ), x∗∗2 , y

∗∗
2 > 0,

przy zaªo»eniu κ2 > 0.

Dowód. Podstawiaj¡c x1 = y1 = 0 do prawej strony ukªadu (3.16) i przyrównuj¡c j¡ do zera dostajemy

0 = −x2y2 + η2y2 +A2x2 +B, (3.17a)

0 = x2y2 − k2y2 −B. (3.17b)

�¡czac ze sob¡ równania (3.17b) oraz (3.5) mamy

x2
2 − k2x2 − κ2B = 0.

90



Rozwi¡zuj¡c to równanie uzyskujemy jedno dodatnie rozwi¡zanie

x∗∗2 =
k2 +

√
k2

2 + 4κ2B

2
.

Stwierdzamy wi¦c, »e istnieje póªdodatni stan stacjonarny E∗∗2 = (0, 0, x∗∗2 , y
∗∗
2 ), gdzie y∗∗2 =

x∗∗2
κ2

.

Maj¡c na uwadze intepretacj¦ modelu (3.16) mo»na ªatwo sprawdzi¢, »e warunek y∗∗2 > B jest speª-
niony tylko wtedy, gdy B < 1+k2

κ2
. Co wi¦cej, zauwa»my, »e wraz z B wzrastaj¡cym od zera stan E∗∗2

bifurkuje ze stanu E2.
Teraz sprawd¹my, czy istnieje dodatni stan stacjonarny. Warunkami istnienia tego stanu s¡ dalej κ1,

κ2 > 0. De�niujemy parametry
ϑ := k1κ2 − β1k2κ1 (3.18)

oraz
θ := k2κ1 − β2k1κ2, (3.19)

które zostan¡ zastosowane w poni»szym twierdzeniu i jego dowodzie.

Twierdzenie 3.7. Dodatni stan ukªadu (3.16) istnieje, je±li speªnione s¡ nierówno±ci κ1, κ2 > 0, β1β2 <
1, ϑ > 0 oraz

B <
k1ϑ

β2
1κ

2
1

.

Ponadto warunek y++
2 > B jest speªniony, gdy

B <
κ1 + θ

κ1κ2(1− β1β2)

przy zaªo»eniu κ1 + θ > 0.

Dowód. Z równania (3.16b) uzyskujemy

0 = x1y1 + β1x1y2 − k1x1.

Stosuj¡c (3.5) mamy

y1 =
k1 − β1κ1y2

κ1
. (3.20)

Podstawiaj¡c zale»no±ci (3.20) i (3.5) do (3.16c) dostajemy

κ1 (1− β1β2)x2
2 − θx2 −Bκ1κ2 = 0.

Przy zaªo»eniu β1β2 < 1 otrzymujemy jednoznaczne rozwi¡zanie

x++
2 =

θ +
√

Θ

2κ1 (1− β1β2)
, (3.21)

gdzie
Θ = θ2 + 4κ2

1κ2 (1− β1β2)B. (3.22)

Co wi¦cej, stosuj¡c równania (3.5) i (3.20) uzyskujemy

x++
1 =

ϑ− β1

√
Θ + k1κ2 (1− β1β2)

2κ2 (1− β1β2)
. (3.23)

Zauwa»my, »e je±li β1β2 < 1, to Θ > 0 oraz
√

Θ > |θ|, a st¡d mamy x++
2 > 0 niezale»nie od warto±ci θ.

Sprawd¹my, dla jakiego warunku zachodzi x++
1 > 0. Poniewa» β1β2 < 1, mo»emy przemnozy¢ nierówno±¢

ϑ− β1

√
Θ + k1κ2 (1− β1β2)

2κ2 (1− β1β2)
> 0
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przez mianownik jej lewej strony. Dostajemy

ϑ− β1

√
Θ + k1κ2 (1− β1β2) > 0,

ϑ+ k1κ2 (1− β1β2) > β1

√
Θ,

ϑ2 + 2ϑk1κ2 (1− β1β2) + k2
1κ

2
2 (1− β1β2)

2
> β2

1Θ.

Stosuj¡c (3.18), (3.19) oraz (3.22) uzyskujemy

(k1κ2 − β1k2κ1)2 + 2k1κ2(1− β1β2)(k1κ2 − β1k2κ1) + (k1κ2)2(1− β1β2)2

> β2
1

(
(k2κ1 − β2k1κ2)2 + 4κ2

1κ2 (1− β1β2)B
)
,

k2
1κ

2
2 − 2β1k1k2κ1κ2 + β2

1κ
2
1k

2
2 + 2k2

1κ
2
2(1− β1β2)− 2β1k1k2κ1κ2(1− β1β2) + (k1κ2)2(1− β1β2)2

> β2
1k

2
2κ

2
1 − 2β2

1β2k1k2κ1κ2 + β2
1β

2
2k

2
1κ

2
2 + 4β2

1κ
2
1κ2B(1− β1β2),

k2
1κ

2
2

(
1 + 2(1− β1β2) + (1− β1β2)2 − β2

1β
2
2

)
− 4k1k2κ1κ2β1(1− β1β2) > 4β2

1κ
2
1κ2B(1− β1β2),

4k2
1κ

2
2 (1− β1β2)− 4k1k2κ1κ2β1(1− β1β2) > 4β2

1κ
2
1κ2B(1− β1β2).

Po podzieleniu powy»szej nierówno±ci przez 4κ2 (1− β1β2) dostajemy

k2
1κ2 − k1k2κ1β1 > β2

1κ
2
1B,

k1(k1κ2 − k2κ1β1) > β2
1κ

2
1B,

k1ϑ > β2
1κ

2
1B,

co daje

B <
k1ϑ

β2
1κ

2
1

,

o ile ϑ > 0.
Wyznaczmy teraz warunek, dla którego zachodzi y++

2 > B. Otrzymujemy

x++
2

κ2
=

θ +
√

Θ

2κ1κ2 (1− β1β2)
> B,

θ +
√

Θ > 2κ1κ2B (1− β1β2) ,

√
Θ > 2κ1κ2B (1− β1β2)− θ. (3.24)

Zauwa»my, »e z (3.22) wynika
√

Θ > θ. Mo»emy wi¦c podnie±¢ obie strony nierówno±ci (3.24) do kwadratu.
Dostajemy

Θ >
(

2κ1κ2B (1− β1β2)
)2

− 4κ1κ2B (1− β1β2) θ + θ2.

Stosuj¡c (3.22) otrzymujemy

θ2 + 4κ2
1κ2 (1− β1β2)B > 4κ2

1κ
2
2B

2(1− β1β2)2 − 4κ1κ2B (1− β1β2) θ + θ2,

4κ2
1κ2 (1− β1β2)B > 4κ2

1κ
2
2B

2 (1− β1β2)
2 − 4κ1κ2B (1− β1β2) θ.

Dziel¡c powy»sz¡ nierówno±¢ przez 4κ1κ2B (1− β1β2) uzyskujemy

κ1 > κ1κ2B (1− β1β2)− θ.

Dostajemy y++
2 > B dla

B <
κ1 + θ

κ1κ2(1− β1β2)

przy zaªo»eniu κ1 + θ > 0.
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Ostatecznie uzyskujemy posta¢ dodatniego stanu stacjonarnego:

Ew := (x++
1 , y++

1 , x++
2 , y++

2 ), y++
1 =

x++
1

κ1
, y++

2 =
x++

2

κ2

(indeks w przyj¦to od sªowa wykrywanie). Ten stan istnieje tylko wtedy, gdy speªnione s¡ warunki κ1,
κ2 > 0, β1β2 < 1, ϑ > 0 oraz B < k1ϑ

β2
1κ

2
1
.

Przyjrzyjmy si¦ przypadkowi B → 0. Wówczas z (3.22) dostajemy
√

Θ→ |θ|, co razem z (3.21) daje

x++
2 → θ + |θ|

2κ1 (1− β1β2)
=

{ θ
κ1(1−β1β2) , je±li θ ≥ 0,
0, je±li θ < 0.

Korzystajac z (3.19) zapisujemy

x++
2 →

{ k2κ1−β2k1κ2

κ1(1−β1β2) , je±li k2κ1 − β2k1κ2 ≥ 0,
0, je±li k2κ1 − β2k1κ2 < 0.

Dla B → 0 mamy

x++
1 → ϑ− β1|θ|+ k1κ2 (1− β1β2)

2κ2 (1− β1β2)
.

Je»eli θ ≥ 0 (czyli β2k1κ2 ≤ k2κ1), to dostajemy

x++
1 → ϑ− β1θ + k1κ2 (1− β1β2)

2κ2 (1− β1β2)
=
k1κ2 − β1k2κ1 − β1(k2κ1 − β2k1κ2) + k1κ2 (1− β1β2)

2κ2 (1− β1β2)

=
k1κ2 − β1k2κ1 − β1k2κ1 + β1β2k1κ2 + k1κ2 − β1β2k1κ2

2κ2 (1− β1β2)

=
2k1κ2 − 2β1k2κ1

2κ2 (1− β1β2)
=
k1κ2 − β1k2κ1

κ2 (1− β1β2)
.

Dla θ < 0 (inaczej β2k1κ2 > k2κ1) otrzymujemy

x++
1 → ϑ+ β1θ + k1κ2 (1− β1β2)

2κ2 (1− β1β2)
=
k1κ2 − β1k2κ1 + β1(k2κ1 − β2k1κ2) + k1κ2 (1− β1β2)

2κ2 (1− β1β2)

=
k1κ2 − β1k2κ1 + β1k2κ1 − β1β2k1κ2 + k1κ2 − β1β2k1κ2

2κ2 (1− β1β2)

=
2k1κ2 − 2β1β2k1κ2

2κ2 (1− β1β2)
=

2k1κ2 (1− β1β2)

2κ2 (1− β1β2)
= k1.

Maj¡c na uwadze (3.11) i (3.5) z ukªadu (3.3) dla f = f2 zapisujemy

(x++
1 , y++

1 , x++
2 , y++

2 )→
{

(x∗1, y
∗
1 , 0, 0), je±li β2k1κ2 > k2κ1,

(x+
1 , y

+
1 , x

+
2 , y

+
2 ), je±li β2k1κ2 ≤ k2κ1.

Powy»sz¡ zale»no±¢ mo»na przedstawi¢ jako

Ew →
{
E1, je±li β2k1κ2 > k2κ1,
Ee, je±li β2k1κ2 ≤ k2κ1.

Oznacza to, »e stan Ew bifurkuje ze stanów E1 lub Ee, w zale»no±ci od warto±ci parametrów.

Stabilno±¢ stanów stacjonarnych

Zajmijmy si¦ teraz stabilno±ci¡ stanu E∗∗2 . Sformuªujmy twierdzenie:

Twierdzenie 3.8. Póªdodatni stan stacjonarny E∗∗2 ukªadu (3.16) jest stabilny, je±li zachodzi nierówno±¢

k2 +
√
k2

2 + 4κ2B

2κ2
(κ2 − 1) < γ2, (3.25)

wraz z jednym z warunków:
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• A1 6 0 lub

• 0 < A1 < k1 + β1
k2+
√
k22+4κ2B

2κ2
< (κ1 + 1)β1

k2+
√
k22+4κ2B

2κ2
.

Dowód. Jest oczywiste, »e macierze Jacobiego dla ukªadów (3.3) i (3.16) s¡ identyczne. Z tego wynika,
»e obliczaj¡c warto±ci wªasne macierzy J(E∗∗2 ) mo»na skorzysta¢ z rachunków wykonanych dla J(E2).
Otrzymujemy zatem

λ2 − trM4 · λ+ detM4 = 0 lub odpowiednio λ2 − trM5 · λ+ detM5 = 0,

gdzie

M4 =

(
−β1y

∗∗
2 +A1 1

β1y
∗∗
2 −k1

)
, M5 =

(
−y∗∗2 +A2 −x∗∗2 + η

y∗∗2 −x∗∗2 − k2

)
.

Poniewa» macierzeM4 iM1, któr¡ wprowadzono w poprzednim podrozdziale na stronie 85, maj¡ podobn¡
posta¢, analiza warto±ci wªasnych macierzy M4 jest analogiczna do analizy w przypadku macierzy M1.

Teraz przejd¹my do analizy macierzy M5. Z warunku

trM5 = x∗∗2 − y∗∗2 − k2 +A2 < 0

otrzymujemy (3.25), podczas gdy warunek detM5 > 0 mo»na przedstawi¢ jako√
k2

2 + 4κ2B > 0,

który jest oczywi±cie zawsze prawdziwy.
Stwierdzamy, »e przy speªnieniu (3.25) dostajemy lokaln¡ stabilno±¢ stanu E∗∗2 , o ile zachodzi A1 6 0

lub

0 < A1 < k1 + β1
k2 +

√
k2

2 + 4κ2B

2κ2
< (κ1 + 1)β1

k2 +
√
k2

2 + 4κ2B

2κ2
.

Skupmy si¦ teraz na lokalnej stabilno±ci stanu Ew. W twierdzeniu oraz jego dowodzie zastosujemy
wspóªczynniki:

ã1 := κ2
1β1x

++
2 + κ2

2β2x
++
1 + κ1η + κ2 + κ1κ2(1− κ2)B

1

x++
2

,

ã2 := κ1κ2A1x
++
1 + κ1κ2A2x

++
2 + β2x

++
1

κ2
2

κ1
+ β1x

++
2

κ2
1η

κ2
+ η

+ κ1κ
2
2A2B

1

x++
2

+B(1− κ2)

(
β1κ

2
1 +

κ2

x++
2

)
,

ã3 := κ1A1x
++
1 η + κ2A2x

++
2 + κ2

1A2x
++
2 k2β1 + κ2

2A1x
++
1 k1β2

+ κ2
2A2B

1

x++
2

+ κ1κ2A1B
x++

1

x++
2

(1− κ2) + 2κ2
1κ2A2Bβ1,

ã4 := κ1κ2A1A2(1− β1β2)x++
1 x++

2 + κ1κ
2
2A1A2B

x++
1

x++
2

.

(3.26)

Sformuªujmy twierdzenie:

Twierdzenie 3.9. Zaªó»my, »e endemiczny stan stacjonarny Ew ukªadu (3.16) istnieje. Warunkami
wystarczaj¡cymi lokalnej stabilno±ci Ew s¡ nierówno±ci κ2 < 1 oraz

ã1ã2 − κ1κ2ã3 >
ã4ã

2
1

ã3
.

Dowód. Macierz Jacobiego dla stanu Ew ma posta¢

J(Ew) =


− 1
κ1
−x++

1 + 1 0 −β1x
++
1

k1
κ1

x++
1 − k1 0 β1x

++
1

0 −β2x
++
2 − η

κ2
− B

x++
1

−x++
2 + η

0 β2x
++
2

k2
κ2

+ B
x++
2

x++
2 − k2

 .
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Dla tego stanu z równa« (3.16d) i (3.5) otrzymujemy

κ2y2 + β2κ1y1 = k2 +
B

y2
, κ1, κ2 > 0. (3.27)

Wyznaczmy wielomian charakterystyczny macierzy J(Ew). Stosuj¡c zale»no±ci (3.20) i (3.27) dostajemy

P̃ (λ) = κ1κ2λ
4 + ã1λ

3 + ã2λ
2 + ã3λ+ ã4.

Zauwa»my, »e je±li κ2 < 1, to wszystkie wspóªczynniki ãj , j = 1, ..., 4, s¡ dodatnie (przy zaªo»eniu
β1β2 < 1). Podobnie jak w paragra�e 3.1.2, zastosujemy kryterium Routha-Hurwitza. Mamy

∆̃1 = ã1,

∆̃2 = ã1ã2 − κ1κ2ã3,

∆̃3 = ã1ã2ã3 − κ1κ2ã
2
3 − ã4ã

2
1,

∆̃4 = ã4

(
ã1ã2ã3 − κ1κ2ã

2
3 − ã4ã

2
1

)
.

(3.28)

Je±li ã4 > 0, to warunek ∆̃4 > 0 jest równowa»ny warunkowi ∆̃3 > 0, który jest silniejszy ni» warunek
∆̃2 > 0. Stwierdzamy ostatecznie, »e warunkami wystarczaj¡cymi stabilno±ci stanu Ew s¡ nierówno±ci
κ2 < 1 oraz

ã1ã2 − κ1κ2ã3 >
ã4ã

2
1

ã3
,

co ko«czy dowód.

Przypadek graniczny βi → 0

Rozwa»my teraz graniczny przypadek, gdy βi → 0. Wówczas z (3.18), (3.19) oraz (3.22) mamy ϑ →
k1κ2, θ → k2κ1, Θ→ k2

2κ
2
1 + 4κ2

1κ2B, dodatkowo za± z (3.23) oraz (3.21) otrzymujemy

x++
1 → k1κ2 + k1κ2

2κ2
= k1

oraz

x++
2 → k2κ1 +

√
(k2κ1)2 + 4κ2

1κ2B

2κ1
=
k2 +

√
k2

2 + 4κ2B

2
≡ x̃++

2 .

Z (3.5) dostajemy y++
1 → k1

κ1
oraz y++

2 → x̃++
2

κ2
. De�niuj¡c

Ẽw :=

(
k1,

k1

κ1
, x̃++

2 ,
x̃++

2

κ2

)
mo»emy zapisa¢ Ew → Ẽw dla βi → 0.

Z twierdzenia 3.7 dostajemy, »e warunkami istnienia stanu Ẽw dla βi → 0 s¡ nierówno±ci κ1, κ2 > 0.
Warunkiem speªnienia y++

2 > B staje si¦ zale»no±¢ B < κ1+k2κ1

κ1κ2
= 1+k2

κ2
.

O stabilno±ci stanu Ẽw mówi nast¦puj¡ce twierdzenie:

Twierdzenie 3.10. Niech βi → 0. Zaªó»my, »e graniczny endemiczny stan stacjonarny Ẽw ukªadu (3.16)
istnieje. Wówczas Ẽw jest lokalnie stabilny, je±li

κ2 < min

(
−1 +

√
1 + 4A2

2

2A2
,

1

κ1A2 + 1

)
.

Dowód. Uzwzgl¦dniaj¡c βi → 0 w (3.26) dostajemy

ã1 → κ1η + κ2 + κ1κ2(1− κ2)B
1

x̃++
2

≡ a,

ã2 → κ1κ2A1k1 + κ1κ2A2x̃
++
2 + η + κ1κ

2
2A2B

1

x̃++
2

+B(1− κ2)
κ2

x̃++
2

,

ã3 → κ1A1k1η + κ2A2x̃
++
2 + κ2

2A2B
1

x̃++
2

+ κ1κ2A1B
k1

x̃++
2

(1− κ2),

ã4 → κ1κ2A1A2k1x̃
++
2 + κ1κ

2
2A1A2B

k1

x̃++
2

.
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Zauwa»my, »e ã1, ã2 i ã3 zbiegaj¡ do staªej dodatniej, o ile κ2 < 1. Wspóªczynnik ã4 zbiega do staªej
dodatniej bez dodatkowego warunku.

Sprawd¹my zachowanie minorów gªównych z (3.28) dla βi → 0. Dla ∆̃1 mamy ∆̃1 → a. Stwierdzamy,
»e a > 0, je±li κ2 < 1. Dalej uzyskujemy ∆̃2 → ∆̂2, gdzie

∆̂2 ≡ κ2
1κ

2
2BA2

(
η

x̃++
2

+ (1− κ2) +
κ2B(1− κ2)

(x̃++
2 )2

)
+ κ1η

2 + κ2η +B(1− κ2)
κ2

2

x̃++
2

+κ1κ2

(
κ1A2ηx̃

++
2 +

2Bη(1− κ2)

x̃++
2

+ κ2A2k1 +
κ2B

2(1− κ2)2

(x̃++
2 )2

)
.

Zauwa»my, »e ∆̂2 > 0, o ile κ2 < 1.
Nast¦pnie mamy ∆̃3 → ∆̂3, gdzie

∆̂3 ≡
2κ2

1κ
2
2(1− κ2)B2A1k1

(x̃++
2 )2

(
(1− κ2)η − κ2

2A2

)
+ κ2

1κ
2
2η(A2x̃

++
2 −A1k1)2

+
2κ1κ

2
2ηBA1k1

x̃++
2

(1− κ2 − κ1κ2A1) + κ2
1A1k1

(
η3 − 2κ3

2(1− κ2)A2B
)

+η2κ1κ2(A1k1 +A2x̃
++
2 ) +

B3κ1κ
3
2(1− κ2)2

(x̃++
2 )3

(
κ2A2 + κ1(1− κ2)A1k1

)
+

(1− κ2)κ3
2B

2

(x̃++
2 )2

(
κ2A2 + κ1(1− κ2)A1k1 + κ1ηA2

)
+
κ2

2ηA2B

x̃++
2

(κ2 + κ1η)

+
κ2

1κ
4
2A

2
2B

2

(x̃++
2 )2

(
η +

κ2(1− κ2)B

x̃++
2

)
+ κ1κ

2
2(1− κ2)A2B(κ1κ2A2x̃

++
2 + 2η)

+
κ1κ2(1− κ2)B

x̃++
2

(
κ2

2BA2(κ1κ2A2 + 1− κ2) + κ1A1k1(κ2
2A1k1 + η)

)
+B(1− κ2)3A2(1− κ2 + 2κ2

1ηA2).

Zauwa»my, »e ∆̂3 > 0, je±li zachodzi zestaw warunków:

(1− κ2)η − κ2
2A2 > 0, (3.29)

1− κ2 − κ1κ2A1 > 0, (3.30)

η3 − 2κ3
2(1− κ2)A2B > 0. (3.31)

Nierówno±¢ (3.29) mo»na zapisa¢ jako

1− κ2 >
A2

η
κ2

2,

A2

η
κ2

2 + κ2 − 1 < 0.

Rozwi¡zuj¡c powy»sz¡ nierówno±¢ wzgl¦dem κ2 dla κ2 > 0 stwierdzamy, »e zachodzi ona dla

κ2 <
−1 +

√
1 + 4A2

2

2A2
. (3.32)

Zale»no±¢
−1+
√

1+4A2
2

2A2
< 1 jest speªniona dla A2 > 0, ta za± jest prawdziwa dla κ2 > 0. Stwierdzamy

wi¦c, »e (3.32) jest warunkiem silniejszym ni» κ2 < 1.
Z (3.30) otrzymujemy

κ2 <
1

κ1A2 + 1
, (3.33)

co jest silniejsze ni» κ2 < 1.
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Zapiszmy nierówno±¢ (3.31) w postaci

κ3
2(κ2 − 1) <

η3

2A2B
. (3.34)

Potraktujmy lew¡ stron¦ (3.34) jako funkcj¦ zale»n¡ od κ2. Zapiszmy F̂ (κ2) := κ3
2(κ2 − 1). Zwró¢my

uwag¦, »e zachodzi F̂ (0) = F̂ (1) = 0, dla κ2 ∈ (0, 1) za± mamy F̂ (κ2) < 0. Oznacza to, »e (3.34) jest
warunkiem sªabszym ni» κ2 < 1.

�¡cz¡c ze sob¡ nierówno±ci (3.32) i (3.33) dostajemy

κ2 < min

(
−1 +

√
1 + 4A2

2

2A2
,

1

κ1A2 + 1

)
.

3.1.4 Symulacje numeryczne

Zobrazujemy dynamik¦ modelu dla parametrów dopasowanych do danych dotycz¡cych wspomnianego
we wst¦pie przypadku gru¹licy w województwie warmi«sko-mazurskim. Rozwa»my ukªad (3.1) z funk-
cjami transmisji f(S, I) = SI oraz f(S, I) = SI

S+I . �eby otrzyma¢ jak najlepiej dopasowane parametry,
porównujemy symulowane warto±ci z rzeczywistymi danymi epidemiologicznymi. Parametry te przedsta-
wiono w tabeli 3.2.

Tabela 3.2: Warto±ci parametrów ukªadu (3.1) dla funkcji f(S, I) = f1(S, I) i f(S, I) = f2(S, I). Warto±ci
wspóªczynników transmisji zostaªy dopasowane, warto±ci pozostaªych parametrów zaczerpni¦to z [25].

Symbol Zjawisko opisywane przez wspóªczynnik Warto±¢ dla f1 Warto±¢ dla f2

α1, α2 ±mier¢ zwi¡zana z chorob¡ 0, 09
γ1, γ2 wyzdrowienie 0, 9
A1 rozrodczo±¢ netto dla populacji niebezdomnych −0, 001
A2 rozrodczo±¢ netto dla populacji bezdomnych 0, 04
β11 transmisja choroby 1, 5356 · 10−1 5, 4889 · 10−7

β12 transmisja choroby 5, 5064 · 10−1 1, 3022 · 10−5

β21 transmisja choroby 2, 1757 · 10−3 5, 3667 · 10−6

β22 transmisja choroby 7, 6214 · 10−1 1, 1089 · 10−4

Warto±ci parametrów α1, α2, γ1, γ2, A1 i A2 zostaªy zaczerpni¦te z [101]. Sposób estymacji warto±ci
wspóªczynników transmisji choroby βij , i, j ∈ {1, 2} opisano we wst¦pie. Porównanie mi¦dzy danymi
symulowanymi a rzeczywistymi zilustrowano na rysunku 3.4.

Zauwa»my, »e dla obu funkcji f1 i f2 dopasowane krzywe maj¡ bardzo podobny ksztaªt. Nale»aªoby
zatem uzyska¢ wi¦cej danych, »eby zdecydowa¢, która funkcja transmisji lepiej opisuje proces rozprze-
strzeniania si¦ choroby.

Rysunki 3.5a i 3.5b przedstawiaj¡ portrety fazowe ukªadu (3.1) z uwzgl¦dnieniem funkcji transmisji f2

w podprzestrzeniach fazowych (S1, I1) i (S2, I2). Przyj¦to warto±ci parametrówA1 = 0, 05,A2 = 0, 5, α1 =
0, 7, α2 = 0, 6, η = 0, 9, β1 = 0, 7 oraz β2 = 0, 8. W tym przypadku stan stacjonarny E2 = (0, 0, x∗2, y

∗
2)

istnieje i jest stabilny. Co wi¦cej, w dªu»szym przedziale czasowym podpopulacja niebezdomnych zanika
i istnieje tylko podpopulacja osób bezdomnych. Sytuacja ta jest nierealistyczna � w przypadku braku
niebezdomnych, bezdomni zajm¡ ich domy. Trzeba jednak ponownie podkre±li¢, »e interesuje nas tylko
dynamika epidemii w krótkim przedziale czasowym, a w modelu nie uwzgl¦dniamy wymiany osób mi¦dzy
dwiema podpopulacjami.

W kontek±cie funkcji f1 nale»y doda¢, »e dla tej funkcji oba stany, czyli póªdodatni i dodatni, nie
istniej¡.

3.2 Model ze staªym napªywem

Teraz zajmiemy si¦ analiz¡ kolejnego ci¡gªego modelu krzy»owego, który okre±la dynamik¦ rozprze-
strzeniania si¦ epidemii w populacji niejednorodnej. Zakªadamy, »e napªyw do ka»dej z podpopula-
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Rysunek 3.4: Gru¹lica w województwie warmi«sko-mazurskim w latach 2001�2018 (liczba zainfekowanych
niebezdomnych). Porównanie mi¦dzy danymi rzeczywistymi a symulowanymi z u»yciem funkcji f1 i f2.

cji jest staªy. Struktur¦ modelu oprzemy na modelu dwuwymiarowym (1.13) dla populacji jednorod-
nej omówionym w podrozdziale 1.2. Analogicznie jak dla ukªadu (1.13), rozwa»amy funkcj¦ transmisji
f(S, I) = f2(S, I) = SI.

Tak powstaªy ukªad ma posta¢

Ṡ1 = C1 − β11S1I1 − β12S1I2 + γ1I1 − µ1S1,

İ1 = β11S1I1 + β12S1I2 − (γ1 + α1 + µ1)I1,

Ṡ2 = C2 − β22S2I2 − β21S2I1 + γ2I2 − µ2S2,

İ2 = β22S2I2 + β21S2I1 − (γ2 + α2 + µ2)I2,

(3.35)

gdzie µ1 i µ2 to wspóªczynniki ±miertelno±ci naturalnej w podpopulacji odpowiednio niskiego i wysokie-
go ryzyka. Staªe Ci odzwierciedlaj¡ staªy napªyw osobników do odpowiedniej podpopulacji. W naszym
modelu s¡ to liczby nowo narodzonych oraz migruj¡cych osobników. Wspóªczynniki µi i Ci s¡ dodatnie.
Pozostaªe parametry maj¡ takie samo znaczenie jak w modelu (3.1). Ponadto przyjmujemy zaªo»enie

Ci � µi, i = 1, 2, (HH)

które jest analogiczne do zaªo»enia (H) w przypadku populacji jednorodnej.
Dla uproszczenia, analogicznie jak w poprzednich modelach, nie zakªadamy migracji osobników z pod-

populacji niskiego ryzyka do podpopulacji wysokiego ryzyka oraz na odwrót. W przypadku niektórych
chorób (na przykªad tr¡du) mo»liwa jest sytuacja, »e skªonno±¢ do infekcji jest rzecz¡ nabyt¡ w momencie
narodzin [111].

Zauwa»my, »e w modelu (3.1) nie wyst¦puj¡ staªe analogiczne do Ci i µi, ich rol¦ speªniaj¡ tam
wspóªczynniki Ai. Je±li rozwa»a si¦ matematyczn¡ struktur¦ modeli (3.35) i (3.1), to mo»na stwierdzi¢,
»e wspóªczynniki µi s¡ to»same ze wspóªczynnikami Ai, jednak»e z powodu interpretacji biologicznej
w ukªadzie (3.1) Ai nie musz¡ by¢ wyª¡cznie dodatnie, poniewa» uwzgl¦dniaj¡ one narodziny i ±mierci.

Zaªó»my, »e C1 = C2 = 0 � obrazuje to sytuacj¦, kiedy do obu podpopulacji nie ma napªywu nowych
osobników. Wówczas ukªad (3.35) jest to»samy z ukªadem (3.1) dla A1, A2 < 0. Wtedy otrzymujemy
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(a) (b)

(c) (d)

Rysunek 3.5: Portrety fazowe dla ukªadu (3.3) z funkcj¡ transmisji f2 w przestrzeni fazowej (a) (S1, I1)
i (b) (S2, I2) w przypadku mo»liwo±ci wyst¡pienia zaka»e« pomi¦dzy osobnikami z ró»nych podpopulacji.
Dodatni stan stacjonarny Ee nie istnieje, podczas gdy póªdodatni stan E2 istnieje i jest stabilny. Dla tych
samych warto±ci parametrów dodatnie stany stacjonarne dla dwóch rozdzielonych populacji jednorodnych
istniej¡ i s¡ stabilne. Portrety fazowe w przestrzeni fazowej (S1, I1) i (S2, I2) dla tego przypadku (to znaczy
β1 = β2 = 0) przedstawiono odpowiednio na (c) i (d). Stany stacjonarne zaznaczono czarnym punktem.

przypadek ekstynkcji caªej populacji, co byªo wykazane w paragra�e 3.1.1. Stwierdzamy wi¦c, »e zaªo»enie
w modelu (3.35) braku napªywu nowych osobników do populacji jest niezasadne.

Teraz przeprowad¹my skalowanie modelu (3.35) analogicznie jak w ukªadzie (3.1). Otrzymujemy ukªad

x′1 = C1 − x1y1 − β1x1y2 + y1 − µ1x1, (3.36a)

y′1 = x1y1 + β1x1y2 − (1 + α1 + µ1)y1, (3.36b)

x′2 = C2 − x2y2 − β2x2y1 + η2y2 − µ2x2, (3.36c)

y′2 = x2y2 + β2x2y1 − (η2 + α2 + µ2)y2, (3.36d)

gdzie, jak poprzednio,

ηi =

{
1 je±li i = 1,
γ2
γ1

je±li i = 2,

x1 = a1S1, y1 = a1I1, x2 = a2S2, y2 = a2I2,

ai = βii, natomiast zmienne βi i Ci s¡ odpowiednio skalowane. B¦dziemy równie» oznacza¢

wi(τ) = aiNi(τ), wi = xi + yi
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oraz
ki = ηi + αi + µi, κi =

αi
µi

+ 1.

Zauwa»my, »e κi > 1 i ki > ηi > 0.
Przyjrzyjmy si¦ wªasno±ciom rozwi¡za« ukªadu (3.36).

Twierdzenie 3.11. Dla nieujemnego warunku pocz¡tkowego rozwi¡zania ukªadu (3.36) s¡ nieujemne.

Dowód. Zaªó»my, »e warto±ci xi(0) i yi(0) s¡ nieujemne. Je±li istnieje punkt τ̃ > 0 taki, »e xi(τ̃) = 0, to
dla pierwszego wyst¡pienia takiego punktu mamy

x′i(τ̃) = Ci + ηiyi(τ̃) > 0.

Oznacza to, »e xi jest odpychane od zera i, co wi¦cej, dla τ > 0 mamy xi(τ) > 0. Nast¦pnie, przy
zaªo»eniu, »e istnieje punkt τ̃ > 0 taki, »e y1(τ̃) = 0 oraz reszta zmiennych jest dodatnia, uzyskujemy

y′1(τ̃) = β1x1(τ̃)y2(τ̃) > 0,

co implikuje nieujemno±¢ zmiennej y1. Podobna nierówno±¢ zachodzi dla zmiennej y2. Ponadto z równania
(3.36b) lub (3.36d) dostajemy

y′i ≥ −kiyi
i z twierdzenia Czapªygina-Perrona o nierówno±ciach ró»niczkowych [13] mamy

yi(τ) ≥ yi(0) e−kiτ > 0 dla yi(0) > 0.

Zauwa»my ponadto, »e je±li yi(0) = 0, to dostajemy y′i(0) = 0, co prowadzi do uzyskania podprzestrzeni
niezmienniczej, w której yi = 0 oraz x′i = Ci − µixi.

O pozostaªych wªasno±ciach rozwi¡za« mówi nast¦puj¡ce twierdzenie:

Twierdzenie 3.12. Rozwi¡zania ukªadu (3.36) s¡ okre±lone dla ka»dego τ > 0, jednoznaczne oraz mog¡
by¢ te» przedªu»one w przód na dowolny odcinek czasu.

Dowód. Dodaj¡c równania (3.36a) i (3.36b) albo (3.36c) i (3.36d) dostajemy

x′i + y′i = Ci − αiyi − µi(xi + yi), czyli w′i = Ci − αiyi − µiwi. (3.37)

Powtarzaj¡c to samo rozumowanie co dla ukªadu (1.14) otrzymujemy zbiór niezmienniczy

Ω =

{
(x1, y1, x2, y2) : xi + yi ∈

[
Ci

αi + µi
,
Ci
µi

]}
. (3.38)

Zbiór ten przyci¡ga wszystkie rozwi¡zania ukªadu (3.36). Stwierdzamy zatem, »e zmienne xi(τ) i yi(τ)
s¡ okre±lone dla ka»dego τ > 0.

Jednoznaczno±¢ rozwi¡za« ukªadu (3.36) jest konsekwencj¡ postaci prawej strony ukªadu.

Wnioskujemy z powy»szego, »e dla populacji opisywanych modelem (3.36), podobnie jak dla (1.14),
wªasno±ci maltuzja«skie nie wyst¦puj¡.

3.2.1 Stany stacjonarne

W tym podrozdziale badamy warunki istnienia i lokalnej stabilno±ci stanów stacjonarnych ukªadu
(3.36).

Zauwa»my, »e z równania (3.37) dostajemy zale»no±¢

xi =
Ci − (µi + αi)yi

µi
=
Ci
µi
− κiyi, (3.39)

speªnion¡ przez dowolny stan stacjonarny. Z powy»szego równania uzyskujemy od razu posta¢ zawsze
istniej¡cego stanu wolnego od epidemii

Edf = (x̃1, 0, x̃2, 0) , x̃i =
Ci
µi
.
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Istnienie dodatniego stanu stacjonarnego

Przejd¹my do okre±lenia warunków istnienia dodatniego (endemicznego) stanu stacjonarnego Ee.

Twierdzenie 3.13. Stan stacjonarny Ee istnieje, je±li zachodzi co najmniej jeden z warunków:

1. C1 ≥ µ1k1;

2. C2 ≥ µ2k2;

3. (µ1k1 − C1) (µ2k2 − C2) ≤ β1β2C1C2 oraz

Ci < µiki, i = 1, 2. (N)

Dowód. Niech Ee = (x1, y1, x2, y2). Dodatnio±¢ xi oraz równanie (3.39) implikuj¡ zale»no±¢

yi <
Ci
µiκi

.

Z równa« (3.36b) i (3.36d) otrzymujemy ukªad równa«

y1 + β1y2 = k1
y1

x1
,

y2 + β2y1 = k2
y2

x2
,

(3.40)

który, wraz z równaniem (3.39), opisuje dodatni stan stacjonarny. Zauwa»my, »e z ukªadu (3.40) wynika
zale»no±¢ xi < ki. Co wi¦cej, po podstawieniu (3.39) do (3.40) uzyskuje si¦

y1 =
y2

β2

(
µ2k2

C2 − µ2κ2y2
− 1

)
,

y2 =
y1

β1

(
µ1k1

C1 − µ1κ1y1
− 1

)
.

(3.41)

Rozwa»my równanie dla y2 z ukªadu (3.41) jako funkcj¦ zmiennej y1. Bior¡c pod uwag¦ nierówno±ci

y1 < C1

µ1κ1
i y2 > 0 dostajemy, »e funkcja y2(y1) jest zde�niowana tylko dla y1 ∈

(
ξ1,

C1

µ1κ1

)
, gdzie

ξ1 = max
{

0, C1−µ1k1
µ1κ1

}
. Co wi¦cej y2(y1) → +∞, gdy y1 → C1

µ1κ1
, oraz je±li zachodzi y1 ∈

(
ξ1,

C1

µ1κ1

)
, to

y′2 > 0 i y′′2 > 0.
Rozwa»my dwa przypadki: C1 > µ1k1 lub C1 ≤ µ1k1.

1. Je±li C1 > µ1k1, to zachodz¡ ξ1 = C1−µ1k1
µ1κ1

> 0 oraz y2(ξ1) = 0.

2. Je»eli C1 ≤ µ1k1, to mamy ξ1 = 0 i y2(ξ1) = 0.

Analogicznie badamy równanie dla y1 jako funkcj¦ y2, która jest zde�niowana tylko dla y2 ∈
(
ξ2,

C2

µ2κ2

)
,

gdzie ξ2 = max
{

0, C2−µ2k2
µ2κ2

}
.

1. Je±li C2 > µ2k2, to zachodz¡ ξ2 = C2−µ2k2
µ2κ2

> 0 i y1(ξ2) = 0.

2. Je»eli C2 ≤ µ2k2, to mamy ξ2 = 0 i y1(ξ2) = 0.

Zauwa»my, »e je±li zachodzi Ci = µiki, to otrzymujemy ξi = 0, yj(0) = 0 oraz y′j(0) = 0, dla i, j = 1, 2,
i 6= j.

Mo»emy zatem stwierdzi¢, »e je±li zachodzi co najmniej jeden z warunków: C1 ≥ µ1k1 lub C2 ≥
µ2k2 (rysunek 3.6), to wówczas istnieje dodatnie rozwi¡zanie ukªadu (3.41), które speªnia nast¦puj¡ce
nierówno±ci:

0 < xi < ki, ξi < yi <
Ci
µiκi

.

Z drugiej strony, je±li speªnione jest (N), to dodatnie rozwi¡zanie ukªadu (3.41) istnieje tylko wtedy, gdy
y′2(0) ≤ 1

y′1(0) . Dodatni stan stacjonarny istnieje zatem, je±li

(µ1k1 − C1) (µ2k2 − C2) ≤ β1β2C1C2 (3.42)

i nie istnieje w przeciwnym przypadku (por. rysunek 3.7).
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(a) (b)

(c) (d)

Rysunek 3.6: Gra�czna reprezentacja rozwi¡za« ukªadu (3.41) dla przypadków (a) C1 > µ1k1 i C2 > µ2k2,
(b) C1 < µ1k1 i C2 > µ2k2, (c) C1 > µ1k1 i C2 < µ2k2, (d) C1 = µ1k1 i C2 = µ2k2. Czerwone krzywe
reprezentuj¡ wykres funkcji y2(y1), niebieskie reprezentuj¡ wykres y1(y2). Linie przerywane ograniczaj¡

obszar zde�niowany jako
(
ξ1,

C1

µ1κ1

)
×
(
ξ2,

C2

µ2κ2

)
. Przyj¦to warto±ci parametrów: α1 = 0, 6, α2 = 0, 5,

β1 = 0, 2, β2 = 0, 7, η = 0, 9, µ1 = 0, 2, µ2 = 0, 3. Parametry C1 i C2 maj¡ warto±ci (a) C1 = 0, 4,
C2 = 0, 65, (b) C1 = 0, 2, C2 = 0, 65, (c) C1 = 0, 4, C2 = 0, 45, (d) C1 = 0, 36, C2 = 0, 54.
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(a) (b)

Rysunek 3.7: Gra�czna reprezentacja rozwi¡zania ukªadu (3.41) dla (N), je±li warunek (3.42) zachodzi
(a) i nie zachodzi (b). Czerwone krzywe obrazuj¡ wykres funkcji y2(y1), niebieskie krzywe reprezentuj¡
wykres funkcji y1(y2). �óªta linia jest styczn¡ do funkcji y2(y1) w zerze, zielona � styczn¡ do funkcji y1(y2)

w zerze. Przerywane linie ograniczaj¡ obszar zde�niowany jako
(
ξ1,

C1

µ1κ1

)
×
(
ξ2,

C2

µ2κ2

)
. W symulacjach

u»yto warto±ci parametrów: C1 = 0, 3, C2 = 0, 4, α1 = 0, 6, α2 = 0, 5, η = 0, 9, µ1 = 0, 2, µ2 = 0, 3 oraz
w (a) β1 = 0, 2, β2 = 0, 3 i w (b) β1 = 0, 7, β2 = 0, 8.

3.2.2 Wspóªczynnik odnowienia choroby oraz lokalna stabilno±¢ stanu stacjo-

narnego wolnego od epidemii

W tym paragra�e wyznaczymy wspóªczynnik odnowienia R0 ukªadu (3.36). Jak byªo wspomniane we
wst¦pie, wspóªczynnik ten mo»na traktowa¢ jako parametr progowy, w tym jako parametr bifurkacyj-
ny. Je±li R0 < 1, to jeden zainfekowany osobnik mo»e wywoªa¢ ±rednio mniej ni» jedno nowe zaka»enie
podczas caªego swojego okresu zaka»enia, przez co choroba nie mo»e rozprzestrzeni¢ si¦ w caªej popu-
lacji. Je±li R0 > 1, to wtedy jeden zainfekowany osobnik mo»e wywoªa¢ ±rednio wi¦cej ni» jedno nowe
zaka»enie i mo»e nast¡pi¢ ekspansja choroby w caªej populacji. Je±li rozwa»a si¦ tylko jedn¡ grup¦ osób
zainfekowanych, to R0 jest iloczynem czasu trwania infekcji oraz stopnia zaka»enia. W takim przypadku
warunek R0 < 1 równie» oznacza, »e stan stacjonarny wolny od epidemii jest lokalnie asymptotycznie
stabilny i niestabilny w pozostaªych przypadkach [52].

Dla modeli, w których wyst¦puje wi¦cej ni» jedna grupa osób chorych, de�nicj¦ R0 mo»na oprze¢ na
przykªad na koncepcji macierzy nast¦pnego pokolenia. Wówczas R0 de�niuje si¦, jak to zrobiª Diekmann
w [38], jako promie« spektralny tej macierzy. W dalszej cz¦±ci rozprawy b¦dziemy posªugiwa¢ si¦ t¡
de�nicj¡. W takim podej±ciu R0 zale»y od liczby grup osób zainfekowanych w danym modelu.

Nasze rozwa»ania oprzemy na koncepcji macierzy nast¦pnego pokolenia przedstawionej w [39]. Przy-
toczymy najpierw posta¢ ogólnego modelu transmisji choroby i potrzebne oznaczenia.

Zaªó»my, »e populacj¦ dzielimy na n grup. Za x = (x1, . . . , xn)T przyjmijmy nieujemny wektor,
gdzie ka»dy element oznacza liczb¦ osobników w odpowiedniej grupie. Zakªadamy ponadto, »e pierwsze
m elementów z wektora x odpowiada liczebno±ciom grup osobników chorych, natomiast kolejne m − n
elementów odzwierciedla liczebno±ci grup osób zdrowych. Wówczas

Xs := {x ≥ 0 : xj = 0, j = 1, . . . ,m}

oznacza zbiór wszystkich stanów wolnych od epidemii. Oznaczmy przez Fj(x) funkcj¦ opisuj¡c¡ wyst¦-
powanie nowych infekcji w j-tej grupie. Niech V+

j (x) opisuje przechodzenie osobników do j-tej grupy
innym sposobami ni» zachorowanie, z kolei V−j (x) � odchodzenie osobników z j-tej grupy w sposób inny
ni» nabycie infekcji. Nale»y podkre±li¢, »e przechodzenia osobników mi¦dzy grupami osób chorych nie
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traktuje si¦ jako now¡ infekcj¦, wi¦c taki przypadek znajduje odzwierciedlenie w funkcjach V+
j i V−j . Mo-

del transmisji choroby wraz z nieujemnym warunkiem pocz¡tkowym mo»na przedstawi¢ jako zagadnienie
pocz¡tkowe postaci

ẋj = fj(x) = Fj(x)− Vj(x), j = 1, . . . , n, (3.43)

gdzie Vj(x) = V−j (x)− V+
j (x). Oznaczmy przez x0 taki stan stacjonarny, »e x0 ∈ Xs. Stan x0 jest zatem

stanem wolnym od epidemii. Teraz zde�niujmy macierze pomocnicze wymiaru m×m:

F =

(
∂Fj(x)

∂xĵ

)∣∣∣∣∣
x0

, V =

(
∂Vj(x)

∂xĵ

)∣∣∣∣∣
x0

, 1 ≤ j, ĵ ≤ m.

Macierz¡ nast¦pnego pokolenia ukªadu (3.43) nazywamy macierz FV −1, natomiast wspóªczynnik odno-
wienia w ukªadzie (3.43) de�niujemy jako

R0 = %
(
FV −1

)
, (3.44)

gdzie % oznacza promie« spektralny.
Wró¢my do ukªadu (3.36). Zgodnie z [39] porz¡dkujemy zmienne ukªadu w taki sposób, »e pierwszymi

s¡ te dotycz¡ce osobników chorych. Wprowad¹my zatem wektor z = (z1, z2, z3, z4) = (y1, y2, x1, x2). Przy
takim oznaczeniu stan stacjonarny wolny od epidemii ma posta¢

z0 = (0, 0, x̃1, x̃2) =

(
0, 0,

C1

µ1
,
C2

µ2

)
i ukªad (3.36) mo»na zapisa¢ jako

z′ = f(z) = F(z)− V(z), (3.45)

gdzie

F(z) =


x1y1 + β1x1y2

x2y2 + β2x2y1

0
0

 , V(z) =


k1y1

k2y2

−C1 + x1y1 + β1x1y2 − y1 + µ1x1

−C2 + x2y2 + β2x2y1 − ηy2 + µ2x2

 .

Nast¦pnie otrzymujemy

F (z)
∣∣∣
z0

=

(
C1

µ1

β1C1

µ1
β2C2

µ2

C2

µ2

)
, V (z)

∣∣∣
z0

=

(
k1 0
0 k2

)
, FV −1 =

(
C1

µ1k1

β1C1

µ1k2
β2C2

µ2k1
C2

µ2k2

)
.

Ostatecznie wspóªczynnik odnowienia dla modelu (3.36) wynosi

R0 =
1

2

 C1

µ1k1
+

C2

µ2k2
+

√(
C1

µ1k1
− C2

µ2k2

)2

+
4β1β2C1C2

µ1µ2k1k2

 . (3.46)

Okre±lmy teraz warunki stabilno±ci stanu wolnego od epidemii Edf . Korzystamy z [39], gdzie podano
potrzebne zaªo»enia i twierdzenie. Przytoczmy najpierw zaªo»enia:

I je±li x ≥ 0, to Fj(x) ≥ 0, V+
j (x) ≥ 0 oraz V−j (x) ≥ 0 dla j = 1, . . . , n,

II je±li xj = 0, to V−j (x) = 0, w szczególno±ci je»eli x ∈ Xs, to V−j (x) = 0 dla j = 1, . . . ,m,

III je±li j > m, to Fj = 0,

IV je±li x ∈ Xs, to Fj(x) = 0 i V+
j (x) = 0 dla j = 1, . . . ,m,

V je±li F(x) = 0, to wszystkie warto±ci wªasne macierzy Jacobiego prawej strony ukªadu (F − V)(x)
w punkcie x = x0, gdzie x0 ∈ Xs, maj¡ ujemne cz¦±ci rzeczywiste.

Teraz przedstawimy twierdzenie w postaci lematu pomocniczego, z którego skorzystamy w dowodzie
nast¦pnego twierdzenia.
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Lemat 3.14. Rozwa»my model transmisji choroby opisany wzorem (3.43). Niech f(x) speªnia zaªo»enia
I � V. Je±li x0 jest stanem stacjonarnym wolnym od epidemii, to jest on lokalnie asympotycznie stabilny
dla R0 < 1 i niestabilny dla R0 > 1, gdzie R0 de�niujemy wzorem (3.44).

Dowód tego lematu przedstawiono w [39].
Teraz sformuªujemy twierdzenie odnosz¡ce si¦ do modelu (3.36).

Twierdzenie 3.15. Stan stacjonarny wolny od epidemii Edf ukªadu (3.36) jest lokalnie asympotycznie
stabilny, je±li R0 < 1 oraz niestabilny dla R0 > 1, gdzie R0 jest dane wzorem (3.46).

Dowód. Najpierw nale»y sprawdzi¢, czy zaªo»enia I � V s¡ speªnione.
Wektor V(z) zapiszmy jako ró»nic¦ V(z) = V−(z)− V+(z), gdzie

V−(z) =


k1y1

k2y2

x1y1 + β1x1y2 + µ1x1

x2y2 + β2x2y1 + µ2x2

 , V+(z) =


0
0

C1 + y1

C2 + ηy2

 .

Wektory F(z), V−(z) oraz V+(z) s¡ nieujemne dla nieujemnych zmiennych ukªadu (3.36), zatem zaªo»enie
I jest speªnione.

Ponadto zauwa»my, »e je»eli zmienne y1 i y2 (odzwierciedlaj¡ce liczebno±ci grup osób zainfekowanych)
s¡ zerowe, to odpowiadaj¡ce tym zmiennym pierwszy i drugi elementy wektora V−(z) s¡ równie» równe
zero, czyli zaªo»enie II jest speªnione.

Trzeci i czwarty element wektora F(z) (odpowiadaj¡ce zmiennym dotycz¡cym osób zdrowych x1 i x2)
wynosz¡ zero, zatem speªnione jest zaªo»enie III.

Zauwa»my, »e jedyny stan stacjonarny wolny od epidemii w ukªadzie (3.45) to z0. Dla tego stanu dwa
pierwsze elementy wektorów F(z0) oraz V+(z0) s¡ zerowe. Ta wªasno±¢ zapewnia speªnienie zaªo»enia IV.

Sprawd¹my teraz warunek V. Zakªadamy, »e dla dowolnego stanu stacjonarnego z = (y1, y2, x1, x2)
ukªadu (3.45) zachodzi zale»no±¢ xi < ki, obowi¡zuj¡ca dla ukªadu (3.36). Zbudujmy macierz Jacobiego
dla prawej strony ukªadu (F − V)(z). Oznaczamy t¦ macierz przez JF−V . Ma ona posta¢

JF−V (z) =


x1 − k1 β1x1 y1 + β1y2 0
β2x2 x2 − k2 0 y2 + β2y1

−x1 + 1 −β1x1 −y1 − µ1 0
−β2x2 −x2 + η 0 −y2 − µ2

 .

Zbadamy macierz Jacobiego dla takich stanów z, dla których zachodzi F(z) = 0. Odpowiada to sytuacji,
kiedy nie ma nowych infekcji. W naszym modelu jedynym stanem speªniaj¡cym powy»sz¡ równo±¢ jest
z0. Wyznaczmy dla tego stanu macierz JF−V . Otrzymujemy

JF−V (z0) =


x̃1 − k1 β1x̃1 0 0
β2x̃2 x̃2 − k2 0 0
−x̃1 + 1 −β1x̃1 −µ1 0
−β2x̃2 −x̃2 + η 0 −µ2

 . (3.47)

Wyznaczmy warto±ci wªasne tej macierzy. Podan¡ macierz przedstawmy w postaci blokowej(
J1∗ 0
J2∗ J3∗

)
,

gdzie J1∗, J2∗ i J3∗ to macierze wymiaru 2× 2. Warto±ci wªasne macierzy J3∗ s¡ równe

λ1 = −µ1, λ2 = −µ2. (3.48)

Macierz J1∗ ma warto±ci wªasne

λ3,4 = −1

2
·
(
k1 − x̃1 + k2 − x̃2 ±

√
Υ
)
, (3.49)

gdzie

Υ =
(
k1 − x̃1 − (k2 − x̃2)

)2

+ 4β1β2x̃1x̃2. (3.50)
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Zaªó»my, »e zachodzi (N). Mamy Υ ≥ 0, wi¦c λ3,4 ∈ R. Zawsze zachodzi λ3 < 0, natomiast λ4 < 0 dla

(µ1k1 − C1)(µ2k2 − C2) > β1β2C1C2. (W)

(skrót W przyj¦to od sªowa wi¦kszy). Liczby λ1,2,3,4 s¡ warto±ciami wªasnymi macierzy JF−V (z0), zatem
wszystkie warto±ci wªasne macierzy Jacobiego prawej strony ukªadu (F−V)(z) dla wektora F(z) równego
zero maj¡ ujemne cz¦±ci rzeczywiste przy zaªo»eniach (N) oraz (W). St¡d mamy speªnione zaªo»enie V
dla tych nierówno±ci.

Speªnione s¡ zaªo»enia I � V. zatem z lematu 3.14 uzyskujemy, »e stan wolny od epidemii jest lokalnie
stabilny dla R0 < 1 i niestabilny dla R0 > 1, gdzie R0 jest zde�niowany wzorem (3.46) oraz je±li zachodz¡
(N) oraz (W).

Zauwa»my, »e z warunku R0 < 1 dla ukªadu (3.36) wynika, »e lokaln¡ stabilno±¢ stanu Edf gwarantuj¡
nierówno±ci (W) oraz

2 >
C1

µ1k1
+

C2

µ2k2
. (3.51)

�atwo zauwa»y¢, »e nierówno±¢ (W) jest speªniona tylko wtedy, gdy zachodzi (N) albo

Ci > µiki, i = 1, 2. (P)

to znaczy gdy zachodzi nierówno±¢ przeciwna do (N). Zauwa»my, »e sumuj¡c obie zale»no±ci z (P) po-
staci Ci

µiki
> 1 dostajemy warunek sprzeczny z (3.51), nie bierzemy wi¦c (P) pod uwag¦. Mamy zatem

nierówno±ci
C1

µ1k1
< 1,

C2

µ1k2
< 1,

ich suma daje (3.51).
Zapiszmy zatem warunki (3.51) i (W) w postaci takiej, jak w twierdzeniu 3.13 o istnieniu stanu

dodatniego. Dostajemy stwierdzenie:

Stwierdzenie 3.16. Stan stacjonarny wolny od choroby Edf ukªadu (3.36) jest lokalnie stabilny, je±li
zachodz¡ nierówno±ci (N) oraz (W) i jest niestabilny, gdy co najmniej jedna z tych nierówno±ci jest
nieprawdziwa.

Zauwa»my, »e je±li zachodzi Ci ≥ µiki, to (N) nie jest prawdziwa. Je»eli natomiast zachodz¡ jedno-
cze±nie C1 ≥ µ1k1 oraz

C2 < µ2k2 (N2)

lub gdy speªniona jest para nierówno±ci C1 ≤ µ1k1 oraz

C2 > µ2k2 (P2)

albo gdy prawdziwe s¡ zale»no±ci (µ1k1 − C1) (µ2k2 − C2) ≤ β1β2C1C2 i (N), to (W) nie zachodzi. Ozna-
cza to, »e dla R0 ≥ 1 warunki z twierdzenia 3.13 s¡ speªnione i dodatni (endemiczny) stan stacjonarny
Ee istnieje. Co wi¦cej, je±li ten stan istnieje, to stan Edf traci stabilno±¢.

Spójrzmy jeszcze na nierówno±¢ (W). Mo»na zauwa»y¢, »e wraz z malej¡cymi parametrami β1 i β2

warunek ten jest speªniony dla wi¦kszego zakresu parametrów. Oznacza to, »e im rzadziej b¦d¡ wyst¦-
powaªy zaka»enia mi¦dzy osobnikami z ró»nych podpopulacji, tym bardziej jest prawdopodobne, »e stan
wolny od epidemii utrzyma si¦ w caªej populacji niejednorodnej.

3.2.3 Lokalna stabilno±¢ endemicznego stanu stacjonarnego

Sprawdzimy warunki, dla których stan Ee = (x̄1, ȳ1, x̄2, ȳ2) jest lokalnie stabilny. Zaªó»my zatem, »e
stan ten istnieje. Dla x̄i 6= 0, z równa« (3.36a) i (3.36c) mamy

−ȳ1 − β1ȳ2 − µ1 = − ȳ1

x̄1
− C1

x̄1
, −ȳ2 − β2ȳ1 − µ2 = −ηȳ2

x̄2
− C2

x̄2
,

natomiast z (3.36b) i (3.36d) uzyskujemy

ȳ1 + β1ȳ2 = k1
ȳ1

x̄1
, ȳ2 + β2ȳ1 = k2

ȳ2

x̄2
.
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Macierz Jacobiego dla stanu Ee zapisujemy w postaci

J(x̄1, ȳ1, x̄2, ȳ2) =


− ȳ1+C1

x̄1
−x̄1 + 1 0 −β1x̄1

k1
ȳ1
x̄1

x̄1 − k1 0 β1x̄1

0 −β2x̄2 −ηȳ2+C2

x̄2
−x̄2 + η

0 β2x̄2 k2
ȳ2
x̄2

x̄2 − k2

 .

Wyznaczaj¡c wielomian charakterystyczny dostajemy

P (λ) = λ4 + a1λ
3 + a2λ

2 + a3λ+ a4,

gdzie

a1 = k1 − x̄1 + k2 − x̄2 +
ȳ1 + C1

x̄1
+
ηȳ2 + C2

x̄2
> 0,

a2 = (k1 − x̄1)(k2 − x̄2)− β1β2x̄1x̄2 + (k1 − x̄1 + k2 − x̄2)

(
ȳ1 + C1

x̄1
+
ηȳ2 + C2

x̄2

)
+
ȳ1 + C1

x̄1
· ηȳ2 + C2

x̄2
+ k2

ȳ2

x̄2
(x̄2 − η) + k1

ȳ1

x̄1
(x̄1 − 1),

a3 =

(
ȳ1 + C1

x̄1
+
ηȳ2 + C2

x̄2

)(
(k1 − x̄1)(k2 − x̄2)− β1β2x̄1x̄2

)
+ k1

ȳ1

x̄1

(
(x̄1 − 1)(k2 − x̄2) + β1β2x̄1x̄2 + (x̄1 − 1)

ηȳ2 + C2

x̄2

)
+ k2

ȳ2

x̄2

(
(k1 − x̄1)(x̄2 − η) + β1β2x̄1x̄2 + (x̄2 − η)

ȳ1 + C1

x̄1

)
+ (k1 − x̄1 + k2 − x̄2)

ȳ1 + C1

x̄1
· ηȳ2 + C2

x̄2
,

a4 =
ȳ1 + C1

x̄1
· ηȳ2 + C2

x̄2

(
(k1 − x̄1)(k2 − x̄2)− β1β2x̄1x̄2

)
+ k1

ȳ1

x̄1

ηȳ2 + C2

x̄2

(
(x̄1 − 1)(k2 − x̄2) + β1β2x̄1x̄2

)
+ k2

ȳ2

x̄2

ȳ1 + C1

x̄1

(
(k1 − x̄1)(x̄2 − η) + β1β2x̄1x̄2

)
+ k1k2

ȳ1ȳ2

x̄1x̄2

(
(x̄1 − 1)(x̄2 − η)− β1β2x̄1x̄2

)
.

Zastosujemy kryterium Routha-Hurwitza. Tworzymy macierz pomocnicz¡

MRH =


a1 1 0 0
a3 a2 a1 1
0 a4 a3 a2

0 0 0 a4

 .

Je»eli macierz ma wszystkie elementy i minory gªówne dodatnie, to stan Ee jest lokalnie stabilny zgodnie
z kryterium. Zaªó»my, »e warto±ci Ci s¡ wystarczaj¡co du»e, by zachodziªy nierówno±ci

ȳ1 <
C1 − µ1

µ1κ1
, ȳ2 <

C2 − µ2η

µ2κ2
. (3.52)

Wówczas z równania (3.39) mamy x̄1 > 1 i x̄2 > η. Zaªó»my, »e

β1 < min

{
k1 − x̄1

x̄1
,
x̄1 − 1

x̄1

}
, β2 < min

{
k2 − x̄2

x̄2
,
x̄2 − η
x̄2

}
. (3.53)

Dostajemy wtedy

k1 − x̄1 > β1x1, x̄1 − 1 > β1x1, k2 − x̄2 > β2x2, x̄2 − η > β2x2.

Warunki (3.53) s¡ wystarczaj¡ce, »eby wspóªczynniki aj , j = 1, 2, 3, 4, byªy dodatnie. Minory gªówne
macierzy MRH maj¡ posta¢

∆1 = a1, ∆2 = a1a2 − a3, ∆3 = a1a2a3 − a2
3 − a4a

2
1, ∆4 = a4

(
a1a2a3 − a2

3 − a4a
2
1

)
.
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Analogicznie jak w analizie lokalnej stabilno±ci stanu endemicznego ukªadu (3.3) stwierdzamy, »e nierów-
no±¢

a1a2 − a3 >
a4a

2
1

a3
, (3.54)

przy zaªo»eniu speªnienia (3.52) i (3.53), jest warunkiem lokalnej stabilno±ci stanu Ee. Ostatecznie otrzy-
mujemy nast¦puj¡ce stwierdzenie:

Stwierdzenie 3.17. Je»eli β1 i β2 s¡ wystarczaj¡co maªe, tak »e zachodz¡ nierówno±ci (3.53), oraz je±li
C1 i C2 s¡ wystarczaj¡co du»e, tak »e zale»no±ci (3.52) s¡ speªnione, to dodatni stan stacjonarny Ee
ukªadu (3.36) istnieje i jest lokalnie stabilny, je±li zachodzi nierówno±¢ (3.54).

3.2.4 Przypadek bez napªywu osób do podpopulacji wysokiego ryzyka

Rozwa»my ukªad (3.36) dla C2 = 0, co obrazuje sytuacj¦, kiedy nie ma napªywu osób do podpopulacji
wysokiego ryzyka. Ten przypadek mo»na odnie±¢ do rozwa»anego przykªadu epidemii gru¹licy. Wówczas
powy»sza równo±¢ oznacza, »e w populacji nie pojawiaj¡ si¦ nowi bezdomni. Jest to wyidealizowana
sytuacja, do której powinno si¦ d¡»y¢. Nale»y mie¢ jednak na uwadze, »e cho¢ taki przypadek mo»e
zaistnie¢, to jest on w rzeczywisto±ci trudny do zrealizowania.

Analiza stanów stacjonarnych ukªadu (3.36) dla C2 = 0 prowadzi do stwierdzenia:

Stwierdzenie 3.18. Zaªó»my, »e w ukªadzie (3.36) mamy C2 = 0. Je»eli

C1 < µ1k1, (N1)

to istnieje tylko jeden stan stacjonarny E∗df := (x̃1, 0, 0, 0), gdzie x̃1 = C1

µ1
, który jest lokalnie stabilny.

Je±li zachodzi
C1 > µ1k1, (P1)

to istnieje dodatkowo lokalnie stabilny póªdodatni stan stacjonarny

Ep :=

(
k1,

C1 − µ1k1

k1 − 1
, 0, 0

)
.

Dowód. Zbadajmy najpierw, jak zmieniaj¡ si¦ stany stacjonarne, gdy C2 przyjmuje warto±¢ zero. Stan
Edf zmienia si¦ w stan E∗df . Sprawd¹my nast¦pnie, czy istnieje dodatni stan stacjonarny (x1, y1, x2, y2).
Dodanie do siebie dwóch ostatnich równo±ci z (3.36), gdzie C2 = 0, prowadzi do zale»no±ci ηy2 − k2y2 −
µ2x2 = 0. Poniewa» k2 > η, to dla takiego stanu dostajemy

x2 = −y2(k2 − η)

µ2
< 0,

co oznacza, »e dodatni stan stacjonarny nie istnieje dla C2 = 0.
Rozwa»my teraz póªdodatni stan stacjonarny Ep postaci (xp, yp, 0, 0) dla xp > 0 i yp > 0. Z równania

(3.36b) dostajemy xp = k1 i z (3.36a) mamy yp = C1−µ1k1
k1−1 . Z ostatniej równo±ci wynika, »e stan Ep

istnieje tylko wtedy, gdy (P1).
Przejd¹my teraz do analizy lokalnej stabilno±¢ stanów E∗df i Ep. Zauwa»my, »e posta¢ macierzy Jaco-

biego JF−V , której posta¢ podano na stronie 105, nie zmienia si¦ dla C2 = 0 w porównaniu do przypadku
C2 > 0. Mo»na stwierdzi¢ zatem, »e dla stanu E∗df mamy trzy ujemne warto±ci wªasne równe −µ1, −µ2

i −k2, podczas gdy warto±¢ wªasna równa x̃1 − k1 jest ujemna przy zaªo»eniu (N1).
Dla stanu Ep dostajemy macierz Jacobiego

J(Ep) =


−yp − µ1 −k1 + 1 0 −β1k1

yp 0 0 β1k1

0 0 −β2 yp − µ2 η
0 0 β2yp −k2

 .

Wielomian charakterystyczny ma posta¢

P (λ) = P1(λ)P2(λ),
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gdzie

P1(λ) = λ2 + λ (yp + µ1) + yp (k1 − 1) ,

P2(λ) = λ2 + λ (β2yp + µ2 + k2) + k2 (β2yp + µ2)− β2ypη.

Wielomian P1 ma albo dwa rzeczywiste pierwiastki ujemne, albo dwa zespolone pierwiastki z ujemn¡
cz¦±ci¡ rzeczywist¡. Poniewa» zachodzi k2 > η, to k2 (β2yp + µ2) − β2ypη = β2yp(k2 − η) + µ2k2 > 0.
St¡d wynika, »e wielomian P2 ma takie same wªasno±ci jak P1. Oznacza to, »e macierz J(Ep) ma cztery
warto±ci wªasne z ujemnymi cz¦±ciami rzeczywistymi, czyli stan Ep jest zawsze lokalnie stabilny, o ile
istnieje.

3.2.5 Bifurkacja nadkrytyczna

W tej cz¦±ci rozdziaªu wspóªczynnik odnowienia R0 b¦dzie traktowany jako parametr bifurkacyjny.
Zbadamy zachowanie rozwi¡za« blisko progu R0 = 1. Jak wykazali±my wcze±niej, stan wolny od epidemii
jest lokalnie asymptotycznie stabilny, je±li R0 < 1 i niestabilny, gdy R0 > 1. W ogólno±ci, w ukªadach mo-
deluj¡cych epidemi¦ wyst¦puj¡ dwie ró»ne bifurkacje dla R0 = 1: nadkrytyczna (w przód) i podkrytyczna
(w tyª).

Bifurkacja nadkrytyczna wyst¦puje, gdy nie ma endemicznego stanu stacjonarnego blisko lokalnie
asymptotycznie stabilnego stanu wolnego od epidemii dla R0 < 1. Je»eli natomiast R0 > 1, to pojawiaj¡
si¦ lokalnie stabilne endemiczne stany stacjonarne.

Z drugiej strony, bifurkacja podkrytyczna zachodzi, gdy endemiczny stan stacjonarny istnieje dla
R0 < 1 i stan wolny od choroby mo»e istnie¢ dla R0 > 1. Oznacza to, »e obni»anie R0 poni»ej 1 jest
niewystarczaj¡ce, aby zapewni¢ wyeliminiowanie epidemii. Ten typ bifurkacji pozwala na zwielokrotnie-
nie stabilnych stanów stacjonarnych z ustalonymi parametrami. Ponadto, du»e zmiany zachowa« stanów
stacjonarnych mog¡ powsta¢ na skutek maªej zmiany parametrów [40]. Jednak»e, jak wcze±niej stwier-
dzili±my, dla rozwa»anego modelu, je±li istnieje endemiczny stan stacjonarny, to stan wolny od choroby
traci stabilno±¢. W zwi¡zku z tym w naszym przypadku nie wyst¦puje bifurkacja w tyª dla R0 < 1.

Stosuj¡c twierdzenie o rozmaito±ci centralnej na podstawie [39] zbadamy istnienie i lokaln¡ stabilno±¢
endemicznego stanu stacjonarnego blisko progu R0 = 1. Najpierw wprowad¹my potrzebne oznaczenia.

Poniewa» wspóªczynnik R0, ze wzgl¦du na mo»liw¡ zªo»on¡ posta¢, cz¦sto jest niewygodny do bezpo-
±redniego stosowania jako parametr bifurkacyjny, wprowadza si¦ parametr bifurkacyjny ξ taki, »e zachodzi
R0 < 1 dla ξ < 0 i R0 > 1 dla ξ > 0.

B¦dziemy rozwa»a¢ ukªad
ż = f(z, ξ), (3.55)

gdzie f = (f1, . . . , fn)T de�niujemy tak samo jak w (3.43), przy czym dodatkowo zakªadamy, »e f jest
ró»niczkowalna co najmniej dwukrotnie ze wzgl¦du na z i ξ.

Niech macierz Jacobiego ukªadu (3.55) dla stanu wolnego od epidemii z0 ma jednokrotn¡ warto±¢
wªasn¡ (to zaªo»enie wyst¡pi w lemacie przytoczonym poni»ej). Wówczas tworzymy lewy i prawy wektor
wªasny stowarzyszony z t¡ warto±ci¡ wªasn¡. Oznaczmy je odpowiednio przez v i u. Wektory te wybieramy
tak, by byªo speªnione vu = 1. Defniujemy wówczas

a :=
1

2

n∑
j1,j2,j3=1

vj1uj2uj3
∂2fj1

∂zj2∂zj3
(z0, 0) (3.56)

oraz

b :=

n∑
j1,j2=1

vj1uj2
∂2fj1
∂zj2∂ξ

(z0, 0). (3.57)

Teraz przedstawimy twierdzenie w postaci lematu pomocniczego (bez dowodu, który mo»na znale¹¢ w [39])
potrzebnego do dowodu kolejnego twierdzenia.

Lemat 3.19. Rozwa»my model transmisji choroby (3.55) z funkcj¡ f(z, ξ) speªniaj¡c¡ zaªo»enia I � V oraz
parametrem ξ. Zaªó»my, »e zerowa warto±¢ wªasna macierzy Jacobiego ukªadu (3.55) dla stanu wolnego
od epidemii z0 jest jednokrotna. Niech a i b bed¡ zde�niowane jak w odpowiednio (3.56) i (3.57) oraz
niech b 6= 0. Istnieje wówczas δ > 0 taka, »e
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• je±li a < 0, to istniej¡ lokalnie asymptotycznie stabilne endemiczne stany stacjonarne blisko stanu
z0 dla 0 < ξ < δ,

• je±li a > 0, to istniej¡ niestabilne endemiczne stany stacjonarne blisko stanu z0 dla −δ < ξ < 0.

Znak parametru a determinuje zatem zachowanie stanu endemicznego blisko punktu bifurkacyjnego.
Teraz sformuªujmy twierdzenie w kontek±cie naszych rozwa»a«. Aby zachowa¢ zgodno±¢ oznacze«

z [39], b¦dziemy analizowa¢ ukªad postaci (3.45).

Twierdzenie 3.20. Rozwa»amy ukªad (3.45) dla warunku (N). Przy przekraczeniu przez R0 warto±ci
1 stan wolny od choroby z0 traci lokaln¡ stabilno±¢, pojawiaj¡ si¦ za± lokalnie asymptotycznie stabilne
endemiczne stany stacjonarne.

Dowód. Przyjrzyjmy si¦ najpierw warto±ciom wªasnym macierzy JF−V (z0) opisanej wzorem (3.47). Za-
uwa»my, »e dla R0 = 1 dostajemy warunek

(µ1k1 − C1) (µ2k2 − C2) = β1β2C1C2.

Wówczas z (3.50) dostajemy

Υ =
(
k1 − x̃1 + (k2 − x̃2)

)2

,

natomiast z (3.49) mamy

λ3,4 = −1

2
·
(
k1 − x̃1 + k2 − x̃2 ± |k1 − x̃1 + k2 − x̃2|

)
.

Dla ustalenia uwagi przyjmijmy, »e powy»sze wyra»enie w module jest dodatnie (zaªo»enie o ujemnym
znaku nie wpªywa na dalsze rozumowanie). Wówczas

λ3 = 0, λ4 = −(k1 − x̃1 + k2 − x̃2).

Je±li zachodzi (N), to λ4 < 0. Pozostaªe warto±ci wªasne z (3.48) nie zmieniaj¡ si¦. Stwierdzamy wi¦c, »e
dla R0 = 1 oraz (N) macierz JF−V (z0) ma jednokrotn¡ zerow¡ warto±¢ wªasn¡.

Niech v = (v1, v2, v3, v4)T i u = (u1, u2, u3, u4)T b¦d¡ odpowiednio lewym oraz prawym wektorem
wªasnym odnosz¡cym si¦ do otrzymanej zerowej warto±ci wªasnej. Przyjmujemy, »e vu = 1. Przy tak
zde�niowanych wektorach otrzymujemy

(J(z0)− λI)u = 0 i
(
J(z0)T − λI

)
v = 0.

Je±li R0 = 1, to mamy jednokrotn¡ zerow¡ warto±¢ wªasn¡ i oba powy»sze równania mo»na zapisa¢ jako
ukªad równa« niezale»nych. Z oblicze« wynika, »e wektory v i u mog¡ by¢ wybrane jako

v =

(
v1, v1

µ2(µ1k1 − C1)

β2C2µ1
, 0, 0

)T
,

u =

(
u1, u1

β2C2

µ2k2 − C2
,−u1

k1 − 1

µ1
,−u1

β2C2(k2 − η)

µ2(µ2k2 − C2)

)T
,

gdzie v1, u1 > 0 dobieramy tak, by vu = 1. Zauwa»my, »e zachodz¡ nierówno±ci k1 > 1, k2 > η oraz (N),
je±li R0 = 1. Ostatecznie stwierdzamy, »e

v1, v2, u1, u2 > 0, u3, u4 < 0. (3.58)

Niech ξ b¦dzie parametrem bifurkacyjnym takim, »e R0 < 1 dla ξ < 0 i R0 > 1 dla ξ > 0. Rozwa»my
ukªad z′ = f(z, ξ), gdzie f = f(z, ξ) jest praw¡ stron¡ ukªadu (3.45). W (3.56) drugie pochodne f1 i f2

oprócz

∂2f1

∂y1∂x1

∣∣∣∣∣
(z0,0)

= 1,
∂2f1

∂y2∂x1

∣∣∣∣∣
(z0,0)

= β1,
∂2f2

∂y1∂x2

∣∣∣∣∣
(z0,0)

= β2,
∂2f2

∂y2∂x2

∣∣∣∣∣
(z0,0)

= 1

s¡ równe zero. Warto±ci pochodnych f3 i f4 nie s¡ istotne, poniewa» v3 = v4 = 0.
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St¡d mamy
a = v1u3(u1 + u2β1) + v2u4(u1β2 + u2),

natomiast z (3.58) dostajemy a < 0.
Teraz zajmijmy si¦ wyznaczeniem warto±ci parametru b. W tym celu podajmy najpierw dokªadn¡

warto±¢ parametru bifurkacyjnego ξ. W celu znalezienia tej warto±ci porównujemy praw¡ stron¦ de�nicji
(3.46) do 1. Widzimy, »e warunek R0 = 1 jest speªniony dla równo±ci

(µ1k1 − C1)(µ2k2 − C2) = β1β2C1C2,

z której otrzymujemy
ξ = (µ1k1 − C1)(µ2k2 − C2)− β1β2C1C2. (3.59)

Oczywi±cie zachodzi R0 < 1 dla ξ < 0 oraz R0 > 1 dla ξ > 0.
Pochodn¡ po ξ de�niujemy jako

∂

∂ξ
=

2∑
i=1

(
ki(µ3−ik3−i − C3−i)

∂

∂µi
+ µi(µ3−ik3−i − C3−i)

∂

∂ki

− (µ3−ik3−i − C3−i + βiβ3−iC3−i)
∂

∂Ci
− β3−iCiC3−i

∂

∂βi

)
.

W kontek±cie rozwa»anego przez nas ukªadu ze wzoru (3.57) dostajemy zale»no±¢

b =

4∑
j,k=1

vjuk
∂2fj
∂zk∂ξ

(z0, 0).

Z oblicze« otrzymuje si¦ tylko sze±¢ (trzy symetryczne pary) niezerowych drugich pochodnych:

∂2fi
∂yi∂ξ

∣∣∣∣∣
(z0,0)

= − 1

µi (µ3−ik3−i − C3−i)
,

∂2fi
∂y3−i∂ξ

∣∣∣∣∣
(z0,0)

= − 1

µiβ3−iC3−i
,

∂2f5−i

∂yi∂ξ

∣∣∣∣∣
(z0,0)

=
1

µ3−iβiCi
.

Parametr b wynosi

b = −
(

v1u1

µ1(µ2k2 − C2)
+

v1u2

µ1β2C2
+

v2u1

µ2β1C1
+

v2u2

µ2(µ1k1 − C1)

)
.

Stwierdzamy, »e b < 0, o ile zachodzi (N), mo»na wi¦c skorzysta¢ z lematu 3.19 dla przypadku a < 0.
Ponadto zauwa»my, »e punkty z0 oraz Edf s¡ to»same, dlatego mo»na oprze¢ si¦ na wynikach analizy
stabilno±ci dla stanu Edf .

Twierdzenie 3.20 mówi, »e dla (N) istnieje zbiór ponadprogowych endemicznych stanów stacjonarnych
i wyst¦puje bifurkacja nadkrytyczna dla R0 = 1.

3.2.6 Globalna stabilno±¢ stanów stacjonarnych modelu krzy»owego

Przejdziemy teraz do zbadania globalnej stabilno±ci stanów stacjonarnych ukªadu (3.36). Na pocz¡tku
skupmy si¦ na stanie wolnym od epidemii Edf .

Globalna stabilno±¢ stanu wolnego od epidemii

Tak jak w przypadku endemicznego stanu stacjonarnego ukªadu (1.14), w dowodzie globalnej stabilno-
±ci stanu Edf ukªadu (3.36) mo»na zde�niowa¢ odpowiedni¡ funkcj¦ Lapunowa. Dowód z wykorzystaniem
tej funkcji mo»na znale¹¢ w dodatku B. Tutaj skorzystamy z koncepcji przedstawionej w [64].

Najpierw przedstawmy potrzebne oznaczenia. Wprowadzamy X1 ∈ Rn1
+ oraz X2 ∈ Rn2

+ , gdzie X1

obrazuje liczebno±¢ ka»dej z n1 grup zªo»onych wyª¡cznie z osób niezainfekowanych, natomiast X2 mówi
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o liczebno±ci ka»dej z n2 grup, któr¡ tworz¡ tylko zainfekowane osobniki. Zde�nujmy te» X := (X1,X2)
oraz X ∗ := (X ∗1 , 0), co odpowiada stanowi wolnemu od epidemii.

Rozwa»amy ukªad:

Ẋ1 =M1(X ) · X1 + M2(X ) · X2, (3.60a)

Ẋ2 =M(X ) · X2, (3.60b)

gdzieM1 ∈ Rn1×n1 ,M2 ∈ Rn1×n2 orazM ∈ Rn2×n2 s¡ macierzami zwi¡zanymi z procesami zachodz¡cymi
w populacji. Ukªad rozwa»any jest na dodatnio niezmienniczym zbiorze Ω ⊂ Rn1+n2

+ .
Teraz przedstawmy zaªo»enia potrzebne do lematu.

A Ukªad (3.60) jest okre±lony na dodatnio niezmiennyczym zbiorze Ω zlokalizowanym w nieujemnym
ortancie (przez ortant rozumiemy uogólnienie ¢wiartki dwuwymiarowego ukªadu wspóªrz¦dnych na
wy»sze wymiary); trajektorie ukªadu (3.60) s¡ ograniczone z góry.

B Podukªad Ẋ1 = M1(X1, 0) · X1 ma globalnie asymptotycznie stabilny stan stacjonarny X ∗1 w kanonicz-
nym rzucie przestrzeni Ω na Rn1

+ .

C Dla dowolnego X ∈ Ω macierzM jest nieredukowalna oraz elementy macierzyM poza gªówn¡ przek¡tn¡
s¡ nieujemne.

D Istnieje macierz M̂ b¦d¡ca górnym ograniczeniem macierzy M okre±lona na zbiorze ilorazowymM :=
{M(x1, x2, y1, y2)/(x1, x2, y1, y2) ∈ Ω} taka, »e zachodzi:

• albo M̂ /∈M,

• albo je±li M̂ ∈ M (to znaczy M̂ = max
Ω
M), to dla dowolnego X ∈ Ω takiego, »e M̂ = M(Ω),

mamy X ∈ Rn1
+ × {0} (inaczej mo»na powiedzie¢, »e punkty, dla których osi¡ga si¦ maksimum

zbioruM, s¡ zawarte w podrozmaito±ci obrazuj¡cej brak epidemii).

E Maksymalna warto±¢ wªasna macierzy M̂ jest nieujemna.

Powy»sze zaªo»enia uwzgl¦dnione s¡ w twierdzeniu 4.3 z [64], dowód tam zamieszczony zostaª pomi-
ni¦ty w rozprawie. Przedstawimy to twierdzenie jako lemat pomocniczy.

Lemat 3.21. Je±li speªnione s¡ zaªo»enia A � E, to stan wolny od epidemii ukªadu (3.60) jest globalnie
asymptotycznie stabilny w Ω.

Teraz w kontek±cie naszych rozwa»a« sformuªujmy twierdzenie:

Twierdzenie 3.22. Stan stacjonarny wolny od epidemii Edf ukªadu (3.36) jest globalnie asymptotycznie
stabilny w Ω przy speªnieniu nierówno±ci

Ci ≤ µiki,
β1β2C1C2 ≤ (C1 − µ1k1)(C2 − µ2k2).

(3.61)

Dowód. Sprawd¹my najpierw, czy zaªo»enia A � E s¡ speªnione. W dowodzie przyjmujemy Ω = Ω.
Istnienie i wªasno±ci niezmienniczego zbioru (3.38) ukªadu (3.36) implikuj¡ speªnienie zaªo»enia A. Teraz
ze wzgl¦du na zmienne xi wyró»nijmy w ukªadzie (3.36) podukªady

x′1 = C1 − µ1x1, (3.62a)

x′2 = C2 − µ2x2. (3.62b)

Ka»dy z podukªadów (3.62a) i (3.62b) ma stan stacjonarny odpowiednio x1 = x̂1 i x2 = x̂2. �atwo
pokaza¢, »e para stanów (x̂1, x̂2) jest globalnie asymptotycznie stabilna w przestrzeni

Ωp =

{
(x1, x2) : xi ∈

[
Ci

αi + µi
,
Ci
µi

]}
,

która stanowi kanoniczny rzut Ω na R2
+. St¡d speªnione jest zaªo»enie B.
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Przejd¹my do analizy zaªo»enia C. Z ukªadu (3.36) wyodr¦bnijmy podukªad

y′1 = x1y1 + β1x1y2 − (1 + α1 + µ1)y1,

y′2 = x2y2 + β2x2y1 − (η2 + α2 + µ2)y2,

który mo»na zapisa¢ w postaci(
y′1
y′2

)
= M(x1, x2, y1, y2)

(
y1

y2

)
=

(
x1 − k1 β1x1

β2x2 x2 − k2

)(
y1

y2

)
.

Zwrócmy uwag¦, »e dla dowolnych (x1, x2, y1, y2) ∈ Ω elementy macierzyM poza gªówn¡ przek¡tn¡ macie-
rzy s¡ nieujemne i wówczas M jest nieredukowalna. Obie wspomniane wªasno±ci macierzy M gwarantuj¡
speªnienie warunku C.

Przejd¹my do omówienia zaªo»enia D. Dla dowolnych (x1, x2, y1, y2) ∈ Ω istnieje górne ograniczenie
macierzy M postaci

M̂ =

(
x̃1 − k1 β1x̃1

β2x̃2 x̃2 − k2

)
, x̃i =

Ci
µi
, i = 1, 2.

Zauwa»my, »e podana macierz jest elementem maksymalnym zbioru ilorazowego {M(x1, x2, y1, y2)/(x1,
x2, y1, y2) ∈ Ω}. Co wi¦cej, wªasno±¢

M̂ = M(x) (3.63)

jest speªniona tylko wtedy, gdy x =
(
C1

µ1
, 0, C2

µ2
, 0
)
(w ogólnym przypadku powy»sza zale»no±¢ ma by¢

speªniona dla x takich, które s¡ stanami wolnymi od epidemii). Ostatecznie stwierdzamy, »e speªniony
jest warunek D.

Wyka»emy teraz, »e speªnione jest zaªo»enie E. Najwi¦ksza warto±¢ wªasna macierzy M̂ wynosi

λmax =
1

2
(x̃1 − k1 + x̃2 − k2) +

1

2

√
(x̃1 − k1 + x̃2 − k2)2 − 4

(
(x̃1 − k1)(x̃2 − k2)− β1β2x̃1x̃2

)
.

Warunki niedodatnio±ci λmax przyjmuj¡ posta¢

x̃i ≤ ki,
β1β2x̃1x̃2 ≤ (x̃1 − k1)(x̃2 − k2),

co mo»na zapisa¢ w postaci zale»no±ci (3.61), wi¦c speªnione jest zaªo»enie E. Na mocy lematu 3.21
stwierdzamy zatem, »e stan wolny od epidemii ukªadu (3.36) jest globalnie asympotycznie stabilny, o ile
zachodz¡ nierówno±ci (3.61).

Powi¡»my jeszcze stabilno±¢ stanu wolnego od epidemii ze wspóªczynnikiem odnowienia, jak to zostaªo
uwzgl¦dnione we wniosku 4.4 w [64], który przedstawimy równie» w postaci lematu pomocnicznego.
Dowód wniosku znajduje si¦ w [64].

Lemat 3.23. Niech b¦d¡ speªnione zaªo»enia lematu 3.21 i niech zachodzi M̂ = M(X ∗1 , 0). Wtedy stan
stacjonarny wolny od epidemii ukªadu (3.60) jest globalnie asymptotycznie stabilny wtedy i tylko wtedy,
gdy wspóªczynnik odnowienia w ukªadzie (3.60) jest mniejszy b¡d¹ równy 1.

Zauwa»my, »e zachodzi zale»no±¢
M̂ = M(Edf ). (3.64)

Tutaj, w przeciwie«stwie do (3.63), równo±¢ ma by¢ speªniona tylko dla tego stanu wolnego od epidemii,
który wyst¦puje w twierdzeniu 3.22. Skoro zachodz¡ równo±¢ (3.64) oraz twierdzenie 3.22, to na podstawie
lematu 3.23 mo»emy stwierdzi¢, »e

Stwierdzenie 3.24. Stan stacjonarny wolny od epidemii Edf ukªadu (3.36) jest globalnie stabilny wtedy
i tylko wtedy, gdy R0 ≤ 1.

Oznacza to, »e warunki (3.61) s¡ równowa»ne nierówno±ci R0 ≤ 1.
Zwró¢my uwag¦, »e w równowa»no±ci ze stwierdzenia 3.24 dopuszczalny jest przypadek Ci = µiki.

Speªnienie co najmniej jednej z tych równo±ci odpowiada przypadkowi R0 = 1. Wówczas co najmniej
jeden ze wspóªczynników β1 lub β2 wynosi zero, co stoi w sprzeczno±ci z zaªo»eniem modelu krzy»owego.
Nale»y podkre±li¢, »e podej±cie z [64] mo»na stosowa¢ nie tylko w modelach krzy»owych, ale te» w takich,
gdzie dynamika krzy»owa nie wyst¦puje lub jest niepeªna (to znaczy, gdy tylko jeden ze wspomnianych
wspóªczynników wynosi zero).
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Globalna stabilno±¢ stanu endemicznego

Przejd¹my teraz do stanu endemicznego Ee i okre±lmy warunki jego globalnej stabilno±ci. Sformuªujmy
twierdzenie:

Twierdzenie 3.25. Endemiczny stan ukªadu (3.36) jest globalnie asymptotycznie stabilny, je±li speªnione
s¡ warunki jego istnienia (twierdzenie 3.13) oraz je±li speªnione s¡ nierówno±ci:

µ1

(
α1 + µ1 + β1(α1 + 2µ1)

y2x̄1

y1ȳ1

)
−
(
β1(α1 + 2µ1)y2

2y1

)2

> 0, (3.65)

µ2

(
α2 + µ2 + β2(α2 + 2µ2)

y1x̄2

y2ȳ2

)
−
(
β2(α2 + 2µ2)y1

2y2

)2

> 0 (3.66)

dla

yi ∈
[

Ci
αi + µi

− ki ,
Ci
µi

]
. (3.67)

Dowód. Zde�niujmy funkcj¦ Lapunowa:

V (x1, x2, y1, y2) :=
1

2
(x1 − x̄1 + y1 − ȳ1)

2
+

1

2
(x2 − x̄2 + y2 − ȳ2)

2

+(α1 + 2µ1)

(
y1 − ȳ1 − ȳ1 ln

y1

ȳ1

)
+ (α2 + 2µ2)

(
y2 − ȳ2 − ȳ2 ln

y2

ȳ2

)
.

Z postaci tej funkcji wynika, »e V (x1, x2, y1, y2) jest nieujemna dla wszystkich x1, x2, y1, y2 ≥ 0. Ponadto
stwierdzamy, »e V (x1, x2, y1, y2) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy (x1, x2, y1, y2) = (x̄1, ȳ1, x̄2, ȳ2).

Zauwa»my, »e po dodaniu równa« (3.36a) i (3.36c) lub (3.36b) i (3.36d) dla stanu Ee otrzymujemy

Ci = −µix̄i + (αi + µi)ȳi.

Po dodaniu stronami wyra»enia −(αi + µi)yi − µixi do powy»szego równania uzyskujemy równo±¢

Ci − (αi + µi)yi − µixi = −µi(xi − x̄i)− (αi + µi)(yi − ȳi). (3.68)

Ponadto dla stanu Ee z równania (3.36b) dostajemy

(k1 − x̄1)ȳ1 = β1x̄1ȳ2 ⇒ k1 − x̄1 = β1
x̄1ȳ2

ȳ1
. (3.69)

Analogicznie z równania (3.36d) mamy

k2 − x̄2 = β2
x̄2ȳ1

ȳ2
.

Obliczmy pochodn¡ funkcji V wzdªu» trajektorii ukªadu (3.36). Uzyskujemy

V ′ = (x1 − x̄1 + y1 − ȳ1)
(
C1 − (α1 + µ1)y1 − µ1x1

)
+ (x2 − x̄2 + y2 − ȳ2)

(
C2 − (α2 + µ2)y2 − µ2x2

)
+(α1 + 2µ1)

y1 − ȳ1

y1

(
y1(x1 − k1) + β1x1y2

)
+ (α2 + 2µ2)

y2 − ȳ2

y2

(
y2(x2 − k2) + β2x2y1

)
.

Podstawiaj¡c (3.68) do dwóch pierwszych skªadników powy»szej sumy dostajemy

V ′ = (x1 − x̄1 + y1 − ȳ1)
(
− µ1(x1 − x̄1)− (α1 + µ1)(y1 − ȳ1)

)
+ (x2 − x̄2 + y2 − ȳ2)

(
− µ2(x2 − x̄2)− (α2 + µ2)(y2 − ȳ2)

)
+(α1 + 2µ1)

y1 − ȳ1

y1

(
y1(x1 − k1) + β1x1y2

)
+ (α2 + 2µ2)

y2 − ȳ2

y2

(
y2(x2 − k2) + β2x2y1

)
.
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Rozpiszmy powy»sz¡ równo±¢ w nast¦puj¡cy sposób:

V ′ = −µ1(x1 − x̄1)2 − µ2(x2 − x̄2)2 − (α1 + µ1)(y1 − ȳ1)2 − (α2 + µ2)(y2 − ȳ2)2

−(α1 + 2µ1)(y1 − ȳ1)(x1 − x̄1 − x1 + k1) + (α1 + 2µ1)β1
x1y2

y1
(y1 − ȳ1)

−(α2 + 2µ2)(y2 − ȳ2)(x2 − x̄2 − x2 + k2) + (α2 + 2µ2)β2
x2y1

y2
(y2 − ȳ2)

= −µ1(x1 − x̄1)2 − µ2(x2 − x̄2)2 − (α1 + µ1)(y1 − ȳ1)2 − (α2 + µ2)(y2 − ȳ2)2

−(α1 + 2µ1)(y1 − ȳ1)(k1 − x̄1) + (α1 + 2µ1)β1
x1y2

y1
(y1 − ȳ1)

−(α2 + 2µ2)(y2 − ȳ2)(k2 − x̄2) + (α2 + 2µ2)β2
x2y1

y2
(y2 − ȳ2).

Rozwa»my wyra»enie

−(α1 + 2µ1)(y1 − ȳ1)(k1 − x̄1) + (α1 + 2µ1)β1
x1y2

y1
(y1 − ȳ1), (3.70)

które przedstawimy w sposób przydatny do dalszych rozwa»a«. Korzystajac z (3.69) zapisujemy

− (α1 + 2µ1)(k1 − x̄1)(y1 − ȳ1) + (α1 + 2µ1)β1
x1y2

y1
(y1 − ȳ1)

=− (α1 + 2µ1)β1
x̄1ȳ2

ȳ1
(y1 − ȳ1) + (α1 + 2µ1)β1

x1y2

y1
(y1 − ȳ1)

=− β1(α1 + 2µ1)
y1 − ȳ1

y1ȳ1
(x̄1ȳ2y1 − x1y2ȳ1) .

Dodajmy −x̄1y1y2 + x̄1y1y2 do ostatniego czynnika w ostatnim wyra»eniu, przez co jego warto±¢ nie
zmieni si¦. Dostajemy

−β1(α1 + 2µ1)(y1 − ȳ1)
x̄1ȳ2y1 − x̄1y1y2 + x̄1y1y2 − x1y2ȳ1

y1ȳ1

= −β1(α1 + 2µ1)(y1 − ȳ1)

(
x̄1(ȳ2 − y2)

ȳ1
− y2(x̄1y1 − x1ȳ1)

y1ȳ1

)
= −β1(α1 + 2µ1)(y1 − ȳ1)

(
(ȳ2 − y2)

x̄1

ȳ1
− y2(x̄1y1 − x̄1ȳ1 + x̄1ȳ1 − x1ȳ1)

y1ȳ1

)
= −β1(α1 + 2µ1)(y1 − ȳ1)

(
(ȳ2 − y2)

x̄1

ȳ1
− y2

x̄1(y1 − ȳ1)− ȳ1(x1 − x̄1)

y1ȳ1

)
= −β1(α1 + 2µ1)

x̄1

ȳ1
(y1 − ȳ1)(ȳ2 − y2)− β1(α1 + 2µ1)

y2x̄1

y1ȳ1
(y1 − ȳ1)2

+β1(α1 + 2µ1)
y2

y1
(y1 − ȳ1)(x1 − x̄1).

Analogicznie mo»na przeksztaªci¢ wyra»enie

−(α2 + 2µ2)(y2 − ȳ2)(k2 − x̄2) + (α2 + 2µ2)β2
x2y1

y2
(y2 − ȳ2), (3.71)

»eby uzyska¢

−β2(α2 + 2µ2)
x̄2

ȳ2
(y2 − ȳ2)(ȳ1 − y1)− β2(α2 + 2µ2)

y1x̄2

y2ȳ2
(y2 − ȳ2)2 + β2(α2 + 2µ2)

y1

y2
(y2 − ȳ2)(x2 − x̄2).

Ostatecznie otrzymujemy

V ′ = −µ1(x1 − x̄1)2 − µ2(x2 − x̄2)2 − (α1 + µ1)(y1 − ȳ1)2 − (α2 + µ2)(y2 − ȳ2)2

−β1(α1 + 2µ1)
x̄1

ȳ1
(y1 − ȳ1)(ȳ2 − y2)− β1(α1 + 2µ1)

y2x̄1

y1ȳ1
(y1 − ȳ1)2

+β1(α1 + 2µ1)
y2

y1
(y1 − ȳ1)(x1 − x̄1)− β2(α2 + 2µ2)

x̄2

ȳ2
(y2 − ȳ2)(ȳ1 − y1)

−β2(α2 + 2µ2)
y1x̄2

y2ȳ2
(y2 − ȳ2)2 + β2(α2 + 2µ2)

y1

y2
(y2 − ȳ2)(x2 − x̄2).
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Zwró¢my uwag¦, »e dla (x1, y1, x2, y2) = (x̄1, ȳ1, x̄2, ȳ2) pochodna V ′ wynosi zero. Okre±lmy warunki,
przy których V ′ jest ujemna dla dowolnego nieujemnego stanu (x1, y1, x2, y2). Sprawdzimy równowa»ny
warunek gwarantuj¡cy dodatnio±¢ wyra»enia −V ′ . Macierz formy kwadratowej −V ′(x1− x̄1, y1− ȳ1, x2−
x̄2, y2 − ȳ2), oznaczona przez MV , ma posta¢

MV =


µ1 0 −β1(α1+2µ1)y2

2y1
0

0 µ2 0 −β2(α2+2µ2)y1
2y2

−β1(α1+2µ1)y2
2y1

0 α1 + µ1 +m1
y2
y1

1
2 (m1 +m2)

0 −β2(α2+2µ2)y1
2y2

1
2 (m1 +m2) α2 + µ2 +m2

y1
y2

 ,

gdzie

m1 = β1(α1 + 2µ1)
x̄1

ȳ1
, m2 = β2(α2 + 2µ2)

x̄2

ȳ2
.

Analizuj¡c znaki kolejnych minorów wiod¡cych otrzymujemy warunki ujemno±ci formy kwadratowej
V ′(x1 − x̄1, y1 − ȳ1, x2 − x̄2, y2 − ȳ2):

• z minoru wiod¡cego pierwszego rz¦du: µ1 > 0 � ten warunek jest zawsze speªniony zgodnie z zaªo-
»eniami modelu,

• z minoru wiod¡cego drugiego rz¦du: µ1µ2 > 0 � równie» zawsze speªniony,

• z minoru wiod¡cego trzeciego rz¦du:

µ2

(
µ1

(
α1 + µ1 + β1(α1 + 2µ1)

y2x̄1

y1ȳ1

)
−
(
β1(α1 + 2µ1)y2

2y1

)2
)
> 0 (3.72)

dla ka»dego

yi ∈
[

Ci
αi + µi

− ki,
Ci
µi

]
,

co mo»na zapisa¢ w postaci jednego warunku

µ2

(
µ1

(
α1 + µ1 + β1(α1 + 2µ1)

y2x̄1

y1ȳ1

)
−
(
β1(α1 + 2µ1)y2

2y1

)2
)

> µ2

µ1

(
α1 + µ1 + β1(α1 + 2µ1)

x̄1

ȳ1

C2

α2+µ2
− k2

C1

µ1

)
−

β1(α1 + 2µ1)C2

µ2

2
(

C1

α1+µ1
− k1

)
2
 > 0,

• z minoru wiod¡cego czwartego rz¦du:

µ1q1 − q2 > 0, (3.73)

gdzie

q1 = µ2

(
α1 + µ1 + β1(α1 + 2µ1)

y2x̄1

y1ȳ1

)(
α2 + µ2 + β2(α2 + 2µ2)

y1x̄2

y2ȳ2

)
−
(
β2(α2 + 2µ2)y1

2y2

)2(
α1 + µ1 + β1(α1 + 2µ1)

y2x̄1

y1ȳ1

)
− µ2

(
1

2

(
β1(α1 + 2µ1)

x̄1

ȳ1
+ β2(α2 + 2µ2)

x̄2

ȳ2

))2

,

q2 =

(
µ2

(
α2 + µ2 + β2(α2 + 2µ2)

y1x̄2

y2ȳ2

)
−
(
β2(α2 + 2µ2)y1

2y2

)2
)(
−β1(α1 + 2µ1)y2

2y1

)2

.

Warunek (3.73) mo»na zapisa¢ za pomoc¡ trzech zale»no±ci: (3.65), (3.66) oraz (3.67).
Zawua»my, »e warunki (3.72) oraz (3.65) s¡ równowa»ne. Ostatecznie otrzymujemy zatem speªnienie

tezy postawionej w twierdzeniu.

Okazuje si¦, »e mo»na zaproponowa¢ kolejn¡ funkcj¦ Lapunowa maj¡c¡ po»¡dane wªasno±ci. Jej posta¢
oraz obliczenia z ni¡ zwi¡zane znajduj¡ si¦ w dodatku C.
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3.2.7 Symulacje numeryczne

Zobrazujmy dynamik¦ ukªadu (3.35) dla parametrów dopasowanych do danych rzeczywistych. War-
to±ci parametrów u»ytych w symulacjach przedstawiono w tabeli 3.3.

Tabela 3.3: Warto±ci parametrów modelu opisywanego ukªadem (3.35). Warto±ci wspóªczynników trans-
misji zostaªy dopasowane, warto±ci pozostaªych parametrów zostaªy wzi¦te z [25].

Symbol Zjawisko opisywane przez wspóªczynnik Warto±¢

α1, α2 ±mier¢ z powodu choroby 0, 09
γ1, γ2 wyzdrowienie 0, 9
µ1, µ2 ±mier¢ naturalna 0, 009
C1 napªyw do podpopulacji niebezdomnych 11000
C2 napªyw do podpopulacji bezdomnych 60
β11 transmisja choroby 6, 0827 · 10−7

β12 transmisja choroby 1, 0830 · 10−5

β21 transmisja choroby 3, 0208 · 10−6

β22 transmisja choroby 5, 1231 · 10−8

W dalszych symulacjach parametry α1, α2, γ1, γ2, µ1, µ2, C1 i C2 b¦d¡ miaªy t¦ sam¡ warto±¢, dlatego
nie b¦d¡ ponownie podawane. Porównanie mi¦dzy danymi rzeczywistymi a symulowanymi zobrazowano
na rysunku 3.8.

Rysunek 3.8: Gru¹lica w województwie warmi«sko-mazurskim w przeci¡gu lat 2001�2018 (liczba osób
chorych niebezdomnych). Porównanie mi¦dzy danymi rzeczywistymi a symulowanymi.

Wykresy na rysunku 3.9 przedstawiaj¡ portrety fazowe ukªadu (3.35) w podprzestrzeniach fazowych
(S1, I1) i (S2, I2), dla warto±ci parametrów przedstawionych w tabeli 3.3. W tym przypadku stan wolny
od epidemii Edf jest globalnie stabilny, endemiczny stan Ee za± nie istnieje.
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(a) (b)

Rysunek 3.9: Portrety fazowe dla ukªadu (3.35) w przestrzeniach fazowych (S1, I1) (a) i (S2, I2) (b)
dla dopasowanych warto±ci parametrów przedstawionych w tabeli 3.3. Punkty pocz¡tkowe trajektorii
zaznaczono na niebiesko, ko«cowy � na czarno.

3.3 Dyskusja

W tym rozdziale przedstawili±my analiz¦ dwóch modeli krzy»owych rozprzestrzeniania si¦ epidemii
w populacji zªo»onej z dwóch podpopulacji ró»ni¡cych si¦ stopniem ryzyka zachorowalno±ci lub zaka»al-
no±ci (albo tymi dwoma cechami). Obie te podpopulacje nazywamy odpowiednio podpopulacj¡ niskiego
i wysokiego ryzyka. Pierwszy z modeli postaci (3.3) zakªada zmienny napªyw osobników do populacji.
To zaªo»enie zostaªo speªnione poprzez uwzgl¦dnienie wspóªczynnika przyrostu netto populacji, który od-
zwierciedla narodziny, migracj¦ oraz ±mier¢ osobników. Przyj¦to, »e przyrosty te w obu podpopulacjach
przebiegaj¡ niezale»nie i wzrost lub spadek liczebno±ci podpopulacji s¡ proporcjonalne do tych liczebno±ci.
Drugi model, maj¡cy posta¢ (3.36), opisuje staªy napªyw osobników. W modelu tym dla ka»dej z pod-
populacji przyj¦to dwa wspóªczynniki, które opisuj¡ odpowiednio napªyw oraz ±miertelno±¢ osobników
danej podpopulacji. Oba te procesy odbywaj¡ si¦ odr¦bnie w ka»dej z podpopulacji. Napªyw osobników
jest niezale»ny od liczebno±ci podpopulacji, liczba zmarªych osobników za± jest proporcjonalna do tej
liczebno±ci.

W pierwszym podrozdziale omówili±my model (3.3). Stwierdzili±my, »e ten model ma wªasno±ci mal-
tuzja«skie � dla okre±lonego zbioru parametrów ka»da z podpopulacji mo»e rozrasta¢ si¦ nieograniczenie
lub wymiera¢. Nale»y mie¢ jednak na uwadze, »e stosujemy model do przewidywania dynamiki epidemii
w krótkim horyzoncie czasowym, zatem wspomniana cecha mo»e by¢ traktowana tylko jako tendencja
we wzro±cie lub spadku rozmiaru populacji. Analizowali±my istnienie i stabilno±¢ stanów stacjonarnych
badanego ukªadu. Przedstawili±my dwie wersje modelu � bez oraz z aktywnym wykrywaniem.

W ukªadzie bez aktywnego wykrywania istniej¡ nast¦puj¡ce stany stacjonarne: zerowy (E0), endemicz-
ny (Ee) i dwa póªdodatnie (E1 i E2), które odnosz¡ si¦ do przypadku ekstynkcji jednej z podpopulacji.
Wª¡czanie aktywnego wykrywania wyklucza istnienie stanów E0 i E1, ale nie eliminuje maltuzja«skiej
natury modelu.

Rozwa»my teraz model opisany ukªadem (3.3) dla populacji niejednorodnej i dwa modele dla odse-
parowanych podpopulacji jednorodnych, to jest przypadek gdy β1 = β2 = 0. W tym celu odniesiemy si¦
do ukªadu (1.3) dla pierwszej podpopulacji z parametrami α1 i A1, a dla drugiej z parametrami α2 i A2,
przy czym wyst¦puje dodatkowo wspóªczynnik ηi przy yi w drugim skªadniku sumy w prawej stronie
równania (1.3a).

Z analizy przeprowadzonej w paragra�e 1.1.2 wynika, »e dla modeli dla odseparowanych podpopulacji
warunkami istnienia i stabilno±ci dodatnich stanów stacjonarnych s¡ nierówno±ci 0 < Ai < αi. Nale»y
podkre±li¢, »e chocia» te warunki gwarantuj¡ istnienie i stabilno±¢ dodatnich stanów stacjonarnych dla
podpopulacji rozpatrywanych oddzielnie, to nie gwarantuj¡ one istnienia dodatniego stanu dla populacji
niejednorodnej.
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Rysunek (3.2) przedstawia diagram bifurkacyjny, gdzie A1 i A2 s¡ traktowane jako parametry bifurka-
cyjne. Zauwa»my, »e dodatni stan Ee istnieje tylko w regionie III, podczas gdy oba dodatnie stany ukªadu
(1.3) dla odseparowanych podpopulacji istniej¡ i s¡ stabilne w ka»dym z regionów I, II i III. Rysunki
3.5a i 3.5b ilustruj¡ portrety fazowe ukªadu (3.3) dla ustalonych warto±ci parametrów gwarantuj¡cych,
»e dodatni stan stacjonarny Ee nie istnieje, natomiast póªdodatni stan E2 istnieje i jest stabilny. Dla
tych samych warto±ci parametrów dodatnie stany stacjonarne odpowiadaj¡ce odseparowanym podpopu-
lacjom istniej¡ i s¡ stabilne. Odpowiednie portrety fazowe przedstawiono na rysunkach 3.5c i 3.5d. Mo»na
stwierdzi¢ zatem, »e dynamika modelu krzy»owego ró»ni si¦ od dynamiki odpowiednich modeli dla odse-
parowanych podpopulacji. W przypadku podpopulacji rozpatrywanych oddzielnie, obie te podpopulacje
mog¡ istnie¢, podczas gdy w przypadku uwzgl¦dnienia interakcji mi¦dzy podpopulacjami, jedna z nich
wymiera z powodu mi¦dzypodpopulacyjnej transmisji choroby. Uzyskali±my wi¦c potwierdzenie hipotezy
badawczej postawionej we wst¦pie pracy, wskazuj¡cej na konieczno±¢ stosowania modeli krzy»owych do
badania przebiegu epidemii w populacjach niejednorodnych.

Rozwa»aj¡c dwie podpopulacje ró»ni¡ce si¦ okre±lon¡ cech¡ (w naszych rozwa»aniach jest to stopie«
zachorowalno±ci) potwierdzili±my hipotez¦, »e choroba mo»e by¢ przenoszona z jednej podpopulacji (tutaj
jest to podpopulacja wysokiego ryzyka) do caªej populacji, co prowadzi do rozprzestrzeniania si¦ epidemii
[109]. Oznacza to, »e aby kontrolowa¢ transmisj¦ choroby w populacji niejednorodnej nie wystarczy analiza
dynamiki choroby w ka»dej z podpopulacji osobno, zwªaszcza kiedy podpopulacje ró»ni¡ si¦ ryzykiem
zaka»enia.

W drugim podrozdziale przedstawili±my analiz¦ kolejnego modelu krzy»owego epidemii w populacji
niejednorodnej. Zauwa»my, »e w ukªadzie (3.36), w przeciwie«stwie do ukªadu (3.3), nie wyst¦puj¡ wªa-
sno±ci maltuzja«skie. Oznacza to, »e w modelu (3.36) nie ma sytuacji, kiedy jedna lub obie podpopulacje
wymieraj¡ lub rozrastaj¡ si¦ nieograniczenie.

Zbadali±my warunki implikuj¡ce istnienie oraz lokaln¡ stabilno±¢ stanów stacjonarnych ukªadu (3.36).
Rozwa»ali±my wspóªczynnik odnowienia choroby jako parametr bifurkacyjny ukªadu. Stan wolny od epi-
demii jest lokalnie asymptotycznie stabilny, je±li R0 < 1 i traci stabilno±¢, gdy R0 przekracza 1. Oznacza
to, »e je±li R0 > 1, to choroba rozprzestrzeni si¦ i prawdopodobnie utrzyma si¦ w podpopulacji niskiego
ryzyka. Je±li R0 < 1, to choroba nie b¦dzie mogªa si¦ utrzyma¢ w populacji. Warunki konieczne stabil-
no±ci endemicznego stanu stacjonarnego Ee s¡ trudne do sformuªowania. W ±wietle powy»szej analizy
mo»na stwierdzi¢, »e:

• je±li zachodzi (N), to albo stan Edf istnieje i jest lokalnie stabilny, albo oba stany Edf i Ee istniej¡,
ale Edf jest niestabilny,

• w pozostaªych przypadkach stan Ee istnieje i stan Edf traci stabilno±¢.

Z twierdzenia o rozmaito±ci centralnej otrzymali±my jednak, »e blisko stanu wolnego od epidemii ist-
nieje gaª¡¹ ponadprogowych endemicznych stanów stacjonarnych. Kiedy R0 jest nieznacznie wi¦ksze od
1, wtedy istniej¡ endemiczne stany stacjonarne, które s¡ lokalnie asymptotycznie stabilne. St¡d otrzy-
mujemy wniosek, »e zmniejszanie warto±ci R0 poni»ej 1 zmniejsza poziom zachorowalno±ci do momentu
wyga±ni¦cia choroby, kiedy R0 b¦dzie miaªo warto±¢ poni»ej 1. Warto jednak zauwa»y¢, »e chocia» do-
datni stan stacjonarny Ee istnieje, to mo»e by¢ niestabilny, w szczególno±ci, gdy jeden ze wspóªczynników
napªywu jest wystarczaj¡co du»y, podczas gdy drugi jest wystarczaj¡co maªy.

Zwró¢my uwag¦, »e dla populacji jednorodnej warunek wystarczaj¡cy wyeliminowania choroby to
C < kµ. Ten warunek nie gwarantuje jednak, »e choroba nie b¦dzie si¦ rozwija¢ w populacji niejed-
norodnej. Je±li Ci > µiki i Cj < µjkj , gdzie j = 1, 2 i i 6= j, to wspóªczynnik odnowienia choroby
przewy»sza 1 i infekcja mo»e si¦ rozprzestrzenia¢. Co wi¦cej, je±li zachodzi (N), ale speªniony jest waru-
nek (µ1k1 − C1) (µ2k2 − C2) < β1β2C1C2, to choroba mo»e wci¡» si¦ rozwija¢.

Z analizy modelu (3.36) mo»na zatem wywnioskowa¢, »e transmisja choroby z jednej podpopulacji do
drugiej mo»e znacz¡co przyczyni¢ si¦ do rozwoju epidemii w caªej populacji. Nawet je±li wspóªczynnik
odnowienia choroby dla jednej podpopulacji jest mniejszy ni» 1 i gwarantuje, »e infekcja nie utrzyma si¦
w danej odizolowanej podpopulacji, to choroba mo»e by¢ przeniesiona z jednej podpopulacji na drug¡
i choroba mo»e rozwin¡¢ si¦ w populacji niejednorodnej. Oznacza to, »e rozwa»anie dynamiki epidemii
osobno w ka»dej podpopulacji nie jest wystarczaj¡ce do kontroli rozwoju choroby. Aby wyeliminowa¢
infekcj¦, nale»y rozwa»a¢ krzy»ow¡ dynamik¦ epidemii. Jest to najwa»niejsza hipoteza rozprawy, która
zostaªa potwierdzona tak»e w tym modelu.

Powró¢my teraz do modelu opisywanego przez ukªad (3.35) i wyj±ciowe parametry. Korzystaj¡c z pa-
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rametrów z tabeli 3.3 dostajemy

Ci <
µi(γi + αi + µi)

βii
,

co jest równowa»ne warunkowi (N) dla ukªadu (3.36). Co wi¦cej, na podstawie parametrów z tabeli 3.3
uzyskujemy dla modelu (3.35) zale»no±¢(

µ1(γ1 + α1 + µ1)− C1β11

)(
µ2(γ2 + α2 + µ2)− C2β22

)
< β12β21C1C2,

która jest równowa»na nierówno±ci (µ1k1 − C1)(µ2k2 − C2) < β1β2C1C2 dla modelu (3.36). Oznacza
to, »e stan wolny od epidemii jest niestabilny oraz stan endemiczny istnieje. W istocie uzyskujemy, »e
w tym przypadku stan endemiczny jest lokalnie stabilny (rysunek 3.9). Na rysunku 3.10 przedstawiono
diagram bifurkacyjny. Zauwa»my, »e je±li warto±¢ C2 jest wystarczaj¡co maªa, »eby przekroczy¢ niebiesk¡
lini¦, to stan endemiczny bifurkuje do stabilnego stanu wolnego od epidemii. Oznacza to, »e niezale»nie
od wspóªczynników transmisji, sposobem na zahamowanie rozprzestrzeniania si¦ epidemii w populacji
jest ograniczanie napªywu do podpopulacji osób bezdomnych. To potwierdza medyczn¡ hipotez¦ [19], »e
gru¹lica mo»e rozprzestrzenia¢ si¦ z grupy bezdomnych do caªej populacji. Wªasno±ci modelu (3.35) (a co
za tym idzie, równie» (3.36)) wskazuj¡ te» na sªuszno±¢ hipotezy postawionej w rozprawie, »e w populacji
niejednorodnej mo»e nast¡pic transmisja choroby z jednej podpopulacji do caªej populacji, co przyczynia
si¦ do rozwoju epidemii.

(a) (b)

Rysunek 3.10: Diagram bifurkacyjny dla ukªadu (3.35) i powi¦kszenie diagramu. Niebieska linia obrazuje
wykres

(
µ1(γ1 + α1 + µ1)− C1β11

)(
µ2(γ2 + α2 + µ2)− C2β22

)
− β12β21C1C2 = 0. Linia zielona opisuje

prost¡ C1 = µ1(γ1+α1+µ1)
β12

, czerwona � prost¡ C2 = µ2(γ2+α2+µ2)
β21

. Na »óªto zaznaczono punkt (C1, C2)
dla warto±ci C1 i C2 wzi¦tych z tabeli 3.3. Do symulacji u»yto parametrów z tabeli 3.3.

Poniewa» nierówno±ci (3.52)�(3.54) opisuj¡ce warunki wystarczaj¡ce stabilno±ci endemicznego stanu
stacjonarnego Ee s¡ trudne do zinterpretowania, skupimy si¦ na prostszym przypadku, gdy β1 i β2 d¡»¡ do
zera. Wówczas z równa« (3.40) mamy x̄♦i = ki, natomiast z (3.39) dostajemy ȳ♦i = Ci−µiki

µiκi
. Stwierdzamy

zatem, »e dodatni stan stacjonarny E♦e = (x̄♦1 , ȳ
♦
1 , x̄

♦
2 , ȳ

♦
2 ) istnieje, je±li zachodzi (P). Mamy

J(E4) =


−ȳ♦1 − µ1 −k1 + 1 0 0

ȳ♦1 0 0 0

0 0 −ȳ♦2 − µ2 −k2 + η

0 0 ȳ♦2 0

 .

Wielomian charakterystyczny macierzy J(E4) ma posta¢

P (λ) =
(
λ2 + λ

(
ȳ♦1 + µ1

)
+ ȳ♦1 (k1 − 1)

)(
λ2 + λ

(
ȳ♦2 + µ2

)
+ ȳ♦2 (k2 − η)

)
.
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Zauwa»my, »e zachodz¡ zale»no±ci

ȳ♦i + µi > 0, ȳ♦1 (k1 − 1) = y1(α1 + µ1) > 0, ȳ♦2 (k2 − η) = y2(α2 + µ2) > 0.

Wielomian P (λ) ma zatem cztery miejsca zerowe z ujemnymi cz¦±ciami rzeczywistymi. Oznacza to, »e
niezale»nie od warto±ci parametrów modelu, stan E♦e jest zawsze lokalnie stabilny. Dla β1, β2 → 0
mo»emy zatem stwierdzi¢, »e

• je±li zachodzi (P), to stan Edf istnieje i jest niestabilny, natomiast stan E♦e istnieje i jest lokalnie
stabilny,

• je±li zachodzi (N), to stan Edf istnieje i jest lokalnie stabilny, natomiast stan E♦e nie istnieje,

• w pozostaªych przypadkach stan Edf istnieje i jest niestabilny, natomiast stan E♦e nie istnieje.

Na podstawie powy»szego wniosku mo»emy zatem stwierdzi¢, »e podprzestrze« parametrów (C1, C2) jest
podzielona na cztery regiony w taki sposób, »e przej±cie z jednego regionu do drugiego zmienia stabilno±¢
danego stanu stacjonarnego. Wyniki te zobrazowano na rysunku 3.11. Zauwa»my, »e je±li zachodz¡ zale»-
no±ci Ci > µiki i Cj < µjkj , i 6= j, to dla pierwszej podpopulacji istnieje lokalnie stabilny endemiczny
stan stacjonarny (x̄i, ȳi), x̄i, ȳi > 0, natomiast dla drugiej podpopulacji istnieje lokalnie stabilny stan
stacjonarny wolny od epidemii (x̄j , 0), x̄j > 0.

Rysunek 3.11: Diagram bifurkacyjny dla ukªadu (3.36) przy zaªo»eniu, »e parametry β1, β2 d¡»¡ do zera.
Niebieskie pogrubione linie przedstawiaj¡ proste C1 = µ1k1 i C2 = µ2k2.

Powró¢my jeszcze do wniosku wynikaj¡cego z analizy obydwu modeli (3.3) i (3.36) mówi¡cego o tym,
»e w przypadku epidemii w populacji niejednorodnej z podpopulacjami o ró»nym stopniu ryzyka zaka»enia
analiza dynamiki choroby w ka»dej z podpopulacji osobno jest niewystarczaj¡ca. Ten wniosek uwydat-
nia koncepcj¦ istotno±ci tak zwanych roznosicieli z grupy rdzeniowej w rozprzestrzenianiu si¦ i trwaniu
choroby zaka¹nej [54], [118]. Grup¦ rdzeniow¡ tworz¡ osobnicy przenosz¡cy chorob¦ na tyle skutecznie,
»e gwarantuje to transmisj¦ choroby w populacji, ale w przypadku ich braku infekcja mo»e wygasn¡¢ [8],
[53].

Poniewa» osobniki z grupy rdzeniowej maj¡ nieproporcjonalny wkªad w przenoszeniu choroby, jest
bardzo wa»ne, aby skutecznie ich identy�kowa¢, co mo»e skutkowa¢ zaprzestaniem rozprzestrzeniania si¦
epidemii. Wskazanie osobników z wysokim ryzykiem zaka»enia mo»e mie¢ gªówny wpªyw na transmisj¦
choroby. Istnienie grupy rdzeniowej sugeruje zatem, »e odnalezienie i leczenie osób z tej grupy mo»e by¢
efektywnym u»yciem zasobów dost¦pnych do kontroli rozprzestrzeniania si¦ epidemii. W szczególno±ci

121



wskazuje si¦, »e wzgl¦dnie maªa cz¦±¢ populacji przyczynia si¦ do utrzymania epidemii. Z drugiej strony,
trudno±¢ mo»e sprawi¢ okre±lenie, który z czynników ryzyka mo»e by¢ przydatny, »eby zidenty�kowa¢
grup¦ rdzeniow¡ tak, aby mo»na byªo dokona¢ okresowych bada« przesiewowych, »eby pacjenci z tej
grupy zostali wyleczeni i byli zdrowi przez dªugi czas. W przypadku gru¹licy w województwie warmi«sko-
-mazurskim grup¡ rdzeniow¡ s¡ osoby bezdomne. Akcje aktywnego wykrywania w±ród tych osób z pew-
no±ci¡ przyczyniªy si¦ do radykalnego zmniejszenia liczby osób, które zachorowaªy na gru¹lic¦ w kolejnych
latach. Obecnie najnowszym zagadnieniem epidemiologicznym jest badanie dynamiki COVID-19. Dla tej
choroby na ten moment trudno wskaza¢ grup¦ rdzeniow¡.
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Rozdziaª 4

Modele dyskretne dla populacji

niejednorodnej

Po analizie modeli ci¡gªych dla populacji niejednorodnych przejdziemy do analizy analogicznych mo-
deli dyskretnych. Tak jak w rozdziale 2 dokonamy dwóch rodzajów dyskretyzacji � za pomoc¡ otwartego
schematu Eulera (EEM) oraz dyskretyzacji niestandardowej (NSDM). W podrozdziale 3.3 stwierdzi-
li±my, »e w ukªadzie (3.36) nie wyst¦puj¡ zachowania maltuzja«skie, co miaªo miejsce w ukªadzie (3.3).
Z tego powodu ukªad (3.36) uznajemy za bardziej odpowiedni do modelowania dynamiki epidemii, za-
tem w tym rozdziale zajmiemy si¦ dyskretyzacj¡ tylko tego ukªadu. Tak jak w rozdziale 3 przyjmujemy
zaªo»enie (HH).

4.1 Model oparty na otwartym schemacie Eulera

W tym podrozdziale przeprowadzimy dyskretyzacj¦ ukªadu (3.36) za pomoc¡ EEM i dokonamy ana-
lizy tak powstaªego ukªadu. Otrzymany ukªad ma posta¢

x
(1)
n+1 = x(1)

n + h
(
C1 − x(1)

n y(1)
n − β1x

(1)
n y(2)

n + y(1)
n − µ1x

(1)
n

)
,

y
(1)
n+1 = y(1)

n + h
(
x(1)
n y(1)

n + β1x
(1)
n y(2)

n − k1y
(1)
n

)
,

x
(2)
n+1 = x(2)

n + h
(
C2 − x(2)

n y(2)
n − β2x

(2)
n y(1)

n + ηy(2)
n − µ2x

(2)
n

)
,

y
(2)
n+1 = y(2)

n + h
(
x(2)
n y(2)

n + β2x
(2)
n y(1)

n − k2y
(2)
n

)
,

(4.1)

gdzie x(i)
n i y(i)

n s¡ rozmiarami odpowiednich grup osób i-tej podpopulacji w n-tym kroku. Przyjmujemy
n ∈ N oraz h > 0.

W celu poprawy czytelno±ci zapisu wprowadzamy oznaczenia:

x(i)
n = xi, y(i)

n = yi, x+
i = x

(i)
n+1, y+

i = y
(i)
n+1, (4.2)

które b¦dziemy stosowa¢ równie» dla pozostaªych ukªadów dyskretnych. Tam, gdzie mo»e prowadzi¢ to
do niejednoznaczno±ci, zastosujemy wcze±niejsze oznaczenia. Korzystaj¡c z (4.2) zapiszmy ukªad (4.1)
w postaci

x+
1 = x1 + h (C1 − x1y1 − β1x1y2 + y1 − µ1x1) , (4.3a)

y+
1 = y1 + h (x1y1 + β1x1y2 − k1y1) , (4.3b)

x+
2 = x2 + h (C2 − x2y2 − β2x2y2 + ηy2 − µ2x2) , (4.3c)

y+
2 = y2 + h (x2y2 + β2x2y2 − k2y2) . (4.3d)

4.1.1 Podstawowe wªasno±ci modelu

Przejd¹my do omówienia podstawowych wªasno±ci modelu (4.3). Podobnie jak w przypadku dwu-
wymiarowym, oszacujmy rozmiar ka»dej z podpopulacji. Wprowad¹my wi = xi + yi. Dodaj¡c stronami
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(4.3a) i (4.3b) lub (4.3c) i (4.3d) dostajemy

w+
i = wi + h (Ci − µiwi − αiyi) ≤ wi + h (Ci − µiwi) ,

przy czym powy»sze szacowanie zachodzi przy zaªo»eniu yi ≥ 0. Je±li

h < min

(
1

µ1
,

1

µ2

)
, (4.4)

to otrzymujemy ograniczenie górne

w(i)
n ≤ w

(i)
0 +

Ci
µi
,

tak samo jak dla modelu (2.1), por. str. 29. Oznacza to, »e liczebno±ci obu podpopulacji s¡ ograniczone
z góry. Z tego oczywi±cie wynika, »e liczebno±¢ caªej populacji jest równie» ograniczona z góry. Mo»emy
te» sformuªowa¢ wniosek:

Wniosek 4.1. Je±li zachodzi (4.4) oraz w(i)
0 ≤ Ci

µi
, to w

(i)
n ≤ Ci

µi
dla ka»dego n ∈ N+.

W dalszej cz¦±ci tego rozdziaªu zakªadamy, »e zachodzi nierówno±¢ (4.4). Wprowad¹my czterowymia-
rowy zbiór

Ω̂ :=

{
(x1, y1, x2, y2) ∈ R4 : 0 < xi + yi ≤

Ci
µi

}
.

Sprawd¹my warunki gwarantuj¡ce niezmienniczo±¢ tego zbioru dla ukªadu (4.3). Sformuªujmy najpierw
twierdzenie:

Twierdzenie 4.2. Je±li (
x

(1)
0 , y

(1)
0 , x

(2)
0 , y

(2)
0

)
∈ Ω̂, (4.5)

h < min

(
1

k1
,

1

k2

)
, (4.6)

h ≤ 1

β1
C2

µ2
+ C1

µ1
+ µ1

(4.7)

oraz

h ≤ 1

β2
C1

µ1
+ C2

µ2
+ µ2

, (4.8)

to rozwi¡zania
(
x

(1)
n , y

(1)
n , x

(2)
n , y

(2)
n

)
ukªadu (4.3) pozostaj¡ w zbiorze Ω̂ dla dowolnego n ∈ N+.

Dowód. Zakªadamy, »e zachodzi (4.5). Z postaci równa« (4.3b) i (4.3d) stwierdzamy, »e warunkiem gwa-
rantuj¡cym dodatnio±¢ zmiennych y1 i y2 s¡ odpowiednio nierówno±ci

y1 > hky1, y2 > hky2.

Mo»emy je zapisa¢ w postaci h < 1
k1

i h < 1
k2
, te za± ª¡cznie jako (4.6).

Przejd¹my do zbadania warunków dodatnio±ci zmiennej x1. W tym celu praw¡ stron¦ równania (4.3a)
zapiszmy jako funkcj¦

G1(x1, y1, y2) := x1 + h (C1 − x1y1 − β1x1y2 + y1 − µ1x1) .

Potrzebna jest nierówno±¢ G1(x1, y1, y2) ≥ 0, czyli

x1 + h (C1 − x1y1 − β1x1y2 + y1 − µ1x1) ≥ 0.

Zapiszmy powy»sz¡ nierówno±¢ w postaci

x1 + h (C1 + y1) ≥ hx1 (y1 + β1y2 + µ1) . (4.9)
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Okre±lenie warunków gwarantuj¡cych nieujemno±¢ G1(x1, y1, y2) na podstawie (4.9) jest skomplikowane.
Rozpatrzymy wi¦c ªatwiejsz¡ do analizy nierówno±¢, która jest silniejsza ni» (4.9), czyli

x1 + hC1 ≥ hx1 (y1 + β1y2 + µ1) . (4.10)

Z wniosku 4.1 mamy

y1 ≤
C1

µ1
− x1, y2 ≤

C2

µ2
.

Wzmocnijmy nierówno±¢ (4.10) uwzgl¦dniaj¡c w niej powy»sze zale»no±ci. Dostajemy

x1 + hC1 ≥ hx1

(
C1

µ1
− x1 + β1

C2

µ2
+ µ1

)
.

Zapiszmy t¦ nierówno±¢ tak, by po lewej stronie pojawiª si¦ trójmian kwadratowy zmiennej x1. Uzysku-
jemy

P(x1) := hx2
1 +

(
1− h

(
β1
C2

µ2
+
C1

µ1
+ µ1

))
x1 + hC1 ≥ 0.

Wspóªczynnik przy najwy»szej pot¦dze x1 oraz wyraz wolny trójmianu s¡ zawsze dodatnie. Istnienie
miejsc zerowych determinuje wi¦c znak wyra»enia

a = 1− h
(
β1
C2

µ2
+
C1

µ1
+ µ1

)
.

Wówczas P(x1) > 0 dla x1 ≥ 0, je±li zachodzi jeden z zestawów warunków:

• albo gdy a ≥ 0,

• albo gdy a < 0 oraz wyró»nik wielomianu P(x1) jest ujemny.

Najpierw zaªó»my, »e a ≥ 0. Wówczas z nierówno±ci

1 ≥ h
(
β1
C2

µ2
+
C1

µ1
+ µ1

)
.

dostajemy szacowanie

h ≤ 1

β1
C2

µ2
+ C1

µ1
+ µ1

.

W drugim przypadku musi zachodzi¢

h >
1

β1
C2

µ2
+ C1

µ1
+ µ1

,

co oznacza, »e h nie mo»e by¢ dowolnie maªe i stoi w sprzeczno±ci z zaªo»eniami o górnym ograniczeniu
kroku h.

Podobne rozumowanie mo»na przeprowadzi¢ dla zmiennej x2. Prowadzi ono do szacowania

h ≤ 1

β2
C1

µ1
+ C2

µ2
+ µ2

,

Zauwa»my, »e (4.6) implikuje (4.4), co wraz z (4.5) daje wniosek 4.1. Ostatecznie dostajemy wi¦c tez¦
twierdzenia.

Przyjrzyjmy si¦ ponownie nierówno±ciom (4.6)�(4.8). Zauwa»my, »e warunki (4.7) oraz (4.8), które
gwarantuj¡ dodatnio±¢ zmiennych x1 i x2, zapewniaj¡ te» dodatnio±¢ zmiennych y1 i y2, poniewa» obie
nierówno±ci (4.7) i (4.8) s¡ razem silniejsze od warunku (4.6) ze wzgl¦du na (HH). Nale»y jednak zwróci¢
uwag¦, »e zale»no±ci (4.7) i (4.8) wynikaj¡ z konkretnego szacowania nierówno±ci (4.9). Mo»e si¦ jednak
okaza¢, »e okre±lony warunek pocz¡tkowy i parametry ukªadu (4.3) maj¡ takie warto±ci, »e tego typu
szacowanie nie jest konieczne i zamiast (4.7) i (4.8) otrzyma si¦ warunki speªnione dla wi¦kszego zakresu
parametrów i tak uzyskane warunki nie musz¡ by¢ silniejsze od (4.6). Z tego powodu nierówno±¢ (4.6)
zostaªa przytoczna w tre±ci twierdzenia 4.2.

Wspomnijmy jeszcze o wspóªczynniku R0 dla ukªadu (4.3). W celu jego wyznaczenia ponownie sko-
rzystali±my z podej±cia przedstawionego w [7]. Otrzymana warto±¢ wspóªczynnika jest taka sama, co
w przypadku analogicznego ukªadu ci¡gªego (3.36). Obliczenia prowadz¡ce do wyznaczenia R0 (zde�nio-
wanego wzorem (3.46)) dla obu ukªadów s¡ bardzo podobne, zatem dla przypadku dyskretnego zostaªy
pomini¦te.
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4.1.2 Stany stacjonarne i ich lokalna stabilno±¢

W tej cz¦±ci przedstawimy warunki lokalnej stabilno±ci stanów stacjonarnych ukªadu (4.3). Oczywi±cie
stany stacjonarne ukªadu (4.3) s¡ takie same jak w odpowiednim modelu ci¡gªym. Przypomnijmy postaci
tych stanów:

• stan wolny od epidemii Edf = (x̃1, 0, x̃2, 0) =
(
C1

µ1
, 0, C2

µ2
, 0
)
istniej¡cy zawsze;

• stan endemiczny Ee = (x̄1, ȳ1, x̄2, ȳ2) � warunki jego istnienia przedstawiono w twierdzeniu 3.13.

Warunki gwarantuj¡ce istnienie tych stanów w ukªadzie ci¡gªym pokrywaj¡ si¦ z warunkami ich istnienia
w ukªadzie (4.3). Ponadto w modelu dyskretnym dla stanu wolnego od epidemii uwzgl¦dniamy warunki
(4.7)�(4.8), dla stanu endemicznego za± zale»no±ci (4.6)�(4.8). W przypadku obu stanów dodatkowo
zakªadamy (4.5).

Przejd¹my do zbadania lokalnej stabilno±ci stanów stacjonarnych ukªadu (4.3). Macierz Jacobiego
tego ukªadu (4.3) ma posta¢

Jd(x1, y1, x2, y2) :=

 1− h(y1 + β1y2 + µ1) h(1− x1) 0 −hβ1x1
h(y1 + β1y2) 1 + h(x1 − k1) 0 hβ1x1

0 −hβ2x2 1− h(y2 + β2y1 + µ2) h(η − x2)
0 hβ2x2 h(y2 + β2y1) 1 + h(x2 − k2)

 .

Zde�niujmy
u1 := y1 + β1y2, u2 := y2 + β2y1, (4.11)

aby powy»sz¡ macierz zapisa¢ pro±ciej jako

Jd(x1, y1, x2, y2) =


1− h(u1 + µ1) h(1− x1) 0 −hβ1x1

hu1 1 + h(x1 − k1) 0 hβ1x1

0 −hβ2x2 1− h(u2 + µ2) h(η − x2)
0 hβ2x2 hu2 1 + h(x2 − k2)

 .

Lokalna stabilno±¢ stanu stacjonarnego wolnego od epidemii

Zacznijmy od analizy lokalnej stabilno±ci stanu Edf . W poni»szym twierdzeniu i jego dowodzie sko-
rzystamy z oznaczenia

θ = (k1 − x̃1 − k2 + x̃2)
2

+ 4β1β2x̃1x̃2 > 0. (4.12)

Sformuªujmy twierdzenie:

Twierdzenie 4.3. Stan stacjonarny Edf ukªadu (4.3) jest lokalnie stabilny, je±li zachodz¡ nierówno±ci
(N), (W) oraz

h <
4

k1 − C1

µ1
+ k2 − C2

µ2
+
√
θ
. (4.13)

Dowód. Zakªadamy istnienie stanu Edf . Zapiszmy macierz Jacobiego ukªadu (4.3) dla stanu Edf :

Jd(Edf ) =


1− hµ1 h(1− x̃1) 0 −hβ1x̃1

0 1 + h(x̃1 − k1) 0 hβ1x̃1

0 −hβ2x̃2 1− hµ2 h(η − x̃2)
0 hβ2x̃2 0 1 + h(x̃2 − k2)

 . (4.14)

Wielomian charakterystyczny tej macierzy ma posta¢

P1(λ) = (1− hµ1 − λ)(1− hµ2 − λ)P2(λ),

gdzie

P2(λ) =
(

1 + h(x̃1 − k1)− λ
)(

1 + h(x̃2 − k2)− λ
)
− h2β1β2x̃1x̃2.

Warto±ci wªasne macierzy Jd(Edf ) wynosz¡ λ1 = 1− hµ1, λ2 = 1− hµ2 oraz

λ3,4 =
1

2

(
2 + h (x̃1 − k1 + x̃2 − k2)± h

√
θ
)
,
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gdzie h2θ jest wyró»nikiem wielomianu P2(h).
Lokaln¡ stabilno±¢ stanu Edf gwarantuj¡ warunki |λj | < 1, j = 1, 2, 3, 4. Zauwa»my, »e (4.6) implikuje

(4.4), st¡d mamy λ1,2 > 0 oraz λ1,2 < 1. Dostajemy wi¦c |λ1,2| < 1.
W przypadku λ3,4 wystarczy sprawdzi¢ λ3 < 1 oraz λ4 > −1. Pierwsz¡ nierówno±¢ mo»na zapisa¢

jako
1

2

(
2 + h (x̃1 − k1 + x̃2 − k2) + h

√
θ
)
< 1,

h (x̃1 − k1 + x̃2 − k2) + h
√
θ < 0,

czyli
k1 − x̃1 + k2 − x̃2 >

√
θ. (4.15)

Dodatnio±¢ (4.15) jest zapewniona przez zale»no±¢ ki > x̃i = Ci
µi
, tzn. (N). Podnosz¡c obie strony (4.15)

do kwadratu mamy (
k1 − x̃1 + (k2 − x̃2)

)2
> θ.

Po podstawieniu (4.12) dostajemy

(k1 − x̃1 + k2 − x̃2)
2
>
(
k1 − x̃1 − (k2 − x̃2)

)2

+ 4β1β2x̃1x̃2,

(k1 − x̃1)2 + 2(k1 − x̃1)(k2 − x̃2) + (k2 − x̃2)2

> (k1 − x̃1)2 − 2(k1 − x̃1)(k2 − x̃2) + (k2 − x̃2)2 + 4β1β2x̃1x̃2,

4(k1 − x̃1)(k2 − x̃2) > 4β1β2x̃1x̃2,(
k1 −

C1

µ1

)(
k2 −

C2

µ2

)
> β1β2

C1

µ1

C2

µ2
,

Po przemno»eniu obu stron przez µ1µ2 uzyskujemy (W).
Nierówno±¢ λ4 > −1 zapisujemy jako

1

2

(
2 + h (x̃1 − k1 + x̃2 − k2)− h

√
θ
)
> −1,

h
(
k1 − x̃1 + k2 − x̃2 +

√
θ
)
< 4,

h <
4

k1 − x̃1 + k2 − x̃2 +
√
θ
.

Ostatnia nierówno±¢ jest to»sama z (4.13).

Podkre±lmy, »e dyskretyzacja modelu ci¡gªego (3.36) wymusiªa dodatkowy warunek lokalnej stabilno-
±ci stanu Edf postaci (4.13), dotycz¡cy kroku dyskretyzacji.

Lokalna stabilno±¢ endemicznego stanu stacjonarnego

Przejd¹my teraz do omówienia lokalnej stabilno±ci stanu endemicznego Ee. Okre±lenie lokalnej sta-
bilno±ci tego stanu za pomoc¡ warto±ci wªasnych macierzy Jacobiego Jd(Ee) albo za pomoc¡ kryterium
Juryego prowadzi do skomplikowanych rachunków. Z tego powodu zastosujemy podej±cie przedstawione
w [20]. Podane tam twierdzenie pozwala zbada¢ lokaln¡ stabilno±¢ danego stanu stacjonarnego w cztero-
wymiarowym ukªadzie dyskretnym.

Przytoczmy tre±¢ tego twierdzenia, jego dowód mo»na znale¹¢ w [20].
Niech dany b¦dzie czterowymiarowy ukªad dyskretny

(xn+1, yn+1, zn+1, un+1) = F (xn, yn, zn, un), (4.16)

gdzie xn. yn, zn, un s¡ warto±ciami zmiennych odpowiednio x, y, z, u w n-tym kroku dyskretyzacji dla
n ∈ N. Zde�niujmy stan stacjonarny ukªadu (4.16) S := (x̄, ȳ, z̄, ū). Wprowad¹my oznaczenia:

• JS � macierz Jacobiego ukªadu (4.16) dla stanu stacjonarnego S,
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• detS � wyznacznik macierzy JS ,

• MS � suma minorów gªównych rz¦du trzeciego macierzy JS ,

• SS � suma minorów gªównych rz¦du drugiego macierzy JS ,

• trS � ±lad macierzy JS .

Twierdzenie 4.4. Stan stacjonarny S ukªadu (4.16) jest lokalnie stabilny, gdy speªnione s¡ nierówno±ci

|detS | < 1, (4.17a)∣∣(1− det2S
)
SS +M2

S + detStr
2
S

∣∣ < 1 + (MStrS − detS) (1 + detS) + det3S , (4.17b)

|trS +MS | < 1 + SS + detS , (4.17c)
1

2
SS −

3

16
trSMS +

1

16
M2
S < 1, (4.17d)

|3trS +MS | < 4 + 2SS . (4.17e)

Teraz zastosujmy powy»sze twierdzenie do naszych rozwa»a«.

Twierdzenie 4.5. Zaªó»my, »e zachodzi (4.5) oraz endemiczny stan stacjonarny Ee ukªadu (4.3) istnieje.
Wówczas jest on lokalnie stabilny, je±li

βi <
ki − x̄i
x̄i

, i = 1, 2, (4.18)

krok dyskretyzacji jest wystarczaj¡co maªy, a Ci s¡ wystarczaj¡co du»e, »e zachodzi (3.52).

Dowód. Zakªadamy istnienie stanu Ee. Macierz Jacobiego dla tego stanu ma posta¢
1− h(u1 + µ1) h(1− x̄1) 0 −hβ1x̄1

hu1 1 + h(x̄1 − k1) 0 hβ1x̄1

0 −hβ2x̄2 1− h(u2 + µ2) h(η − x̄2)
0 hβ2x̄2 hu2 1 + h(x̄2 − k2)

 ,

gdzie z (4.11) mamy u1 = ȳ1 + β1ȳ2 > 0 oraz u2 = ȳ2 + β2ȳ1>0. W celu dalszego uproszczenia zapisu
wprowad¹my parametry

k̄i := ki − x̄i.

Przypomnijmy, »e dla stanu stacjonarnego Ee mamy ki > x̄i, co implikuje k̄i > 0.
Zastosujmy teraz twierdzenie 4.4. Zapiszmy nierówno±ci (4.17a)�(4.17e) w kontek±cie naszych rozwa-

»a«.

• Z (4.17a) dostajemy

−
(
u1 + u2 + k̄1 + k̄2 + µ1 + µ2

)
+

3∑
j=1

ajh
j < 0 (4.19)

oraz

2 +

4∑
j=1

bjh
j > 0, (4.20)

gdzie w podanych nierówno±ciach symbole aj i bj oznaczaj¡ wspóªczynniki niezale»ne od h. Znaki tych
wspóªczynników zale»¡ od wielko±ci pozostaªych parametrów ukªadu, jednak w naszych rozwa»aniach
znaki te nie s¡ istotne. To samo znaczenie i zaªo»enie o tych wspóªczynnikach przyjmiemy równie» dalej.

Lewa strona (4.19) jest wielomianem trzeciego stopnia zale»nym od h. Wyraz wolny tego wielomianu
jest ujemny. Stwierdzamy zatem, »e (4.19) zachodzi dla dostatecznie maªych h. Analogicznie (4.20) za-
chodzi dla dostatecznie maªego h.

• Z (4.17b) uzyskujemy

64 +

12∑
j=1

ajh
j > 0 (4.21)
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oraz
6∑
j=0

bjh
j < 0, (4.22)

gdzie posta¢ b0 przedstawiono w Dodatku D. Nierówno±¢ (4.21) zachodzi dla dostatecznie maªych h.
Nierówno±¢ (4.22) zachodzi dla dostatecznie maªego h, o ile b0 < 0. Ta nierówno±¢ zachodzi, gdy speªniony
jest zestaw warunków:

(1− x̄1)(η − x̄2) < k̄1k̄2, (4.23)

β1β2x̄1x̄2 < k̄1k̄2, (4.24)

x̄1 < 1, x̄2 < η. (4.25)

Rozpatrzmy najpierw (4.23). Zwró¢my uwag¦, »e zachodzi

k̄1 − (1− x̄1) = k1 − x̄1 − 1 + x̄1 = α1 + µ1 > 0. (4.26)

Analogicznie zapisujemy
k̄2 − (η − x̄2) = α2 + µ2 > 0. (4.27)

Z (4.26) i (4.27) dostajemy odpowiednio

k̄1 > 1− x̄1, k̄2 > η − x̄2.

Speªnienie obu tych nierówno±ci daje (4.23). Stwierdzamy wi¦c, »e warunek (4.23) zawsze zachodzi.
Przejd¹my do zale»no±ci (4.24). Zauwa»my, »e jest ona speªniona, gdy zachodzi (4.18). Przypomnijmy

z analizy modelu ci¡gªego, »e warunek (4.25) zachodzi, gdy dla wystarczaj¡co du»ych C1 i C2 mamy (3.52).

• Rozpisuj¡c (4.17c) otrzymujemy

µ1µ2

(
β1β2x̄1x̄2 − k̄1k̄2

)
− u1u2(α1 + µ1)(α2 + µ2)− (α1 + µ1)µ2k̄2u1 − (α2 + µ2)µ1k̄1u2 < 0 (4.28)

oraz

16 +

4∑
j=1

bjh
j > 0. (4.29)

Stwierdzamy, »e (4.28) zachodzi przy zaªo»eniu β1β2x̄1x̄2 < k̄1k̄2, co znów wynika z (4.18). Nierówno±¢
(4.29) jest speªniona dla dostatecznie maªego h.

• Z zale»no±ci (4.17d) mamy

− 3
(

(µ1 + µ2)
(
(µ1 + µ2)(s1 + s2) + (s2

1 + s2
2) + µ1µ2

) )
+ (µ1 + µ2)

(
β1β2x̄1x̄2 − 7k̄1k̄2

)
+ 3(k̄1 + k̄2 + u1 + u2)

(
β1β2x̄1x̄2 − k̄1k̄2

)
− 3k̄1k̄2(u1 + u2)− 3(α1 + µ1)(u1 + µ1 + k̄1)u1

− 3(α2 + µ2)(u2 + µ2 + k̄2)u2 − (α1 + µ1 + α2 + µ2)u1u2 − (α1 + µ1)µ2u1 − (α2 + µ2)µ1u2

− (7µ1µ2 + 6u1u2)(k̄1 + k̄2)− (6k̄1k̄2 + 6µ1µ2 + 3u1u2)(u1 + u2)− 6u1u2(µ1 + µ2)

− 3µ1u2(µ1 + u2)− 3µ2u1(µ2 + u1)− 6(µ1k̄2u2 + µ2k̄1u1)− 7(µ1k̄1u2 + µ2k̄2u1)

− 6(µ2k̄1u2 + µ1k̄2u1)− 3(µ2k̄2u2 + µ1k̄1u1) < 0 (4.30)

oraz

2 +

6∑
j=3

ajh
j > 0. (4.31)

Nierówno±¢ (4.30) jest prawdziwa przy zaªo»eniu β1β2x̄1x̄2 < k̄1k̄2, a wi¦c równie» przy speªnieniu (4.18).
Zale»no±¢ (4.31) zachodzi dla dostatecznie maªych h.
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• Z (4.17e) dostajemy

(µ1 + µ2)
(
β1β2x̄1x̄2 − k̄1k̄2

)
− µ1µ2(k̄1 + k̄2)− µ1k̄1u1 − µ2k̄2u2

−(µ1 + α1)(µ2 + k̄2 + u2)u1 − (µ2 + α2)(µ1 + k̄1 + u1)u2 < 0
(4.32)

oraz

32 +

3∑
j=1

ajh
j > 0. (4.33)

Ponownie (4.32) wynika ze speªnienia nierówno±ci β1β2x̄1x̄2 < k̄1k̄2 to»samej z (4.18). Nierówno±¢ (4.33)
jest speªniona dla dostatecznie maªych h.

Po zastosowaniu do naszych rozwa»a« twierdzenia 4.4 stwierdzamy, »e stan Ee jest lokalnie stabilny,
je±li zachodzi (4.18), h jest wystarczaj¡co maªe oraz gdy Ci s¡ wystarczaj¡co du»e, »e zachodzi (3.52).

Okre±lenie progowej warto±ci kroku dyskretyzacji, po przekroczeniu której stan Ee traci lokaln¡ sta-
bilno±¢, jest skomplikowane i zostaªo pomini¦te w niniejszej rozprawie.

Przyjrzyjmy si¦ jeszcze warunkom lokalnej stabilno±ci stanu Ee. Nierówno±ci (4.18) stanowi¡ jedn¡ ze
skªadowych warunków stabilno±ci stanu endemicznego w analogicznym modelu ci¡gªym (3.36). Warunki
te s¡ zawarte w stwierdzeniu 3.17 na stronie 108. Warunek dotycz¡cy ograniczono±ci kroku dyskretyzacji
w twierdzeniu 4.5 wynika oczywi±cie z zastosowania dyskretyzacji.

4.2 Dyskretyzacja niestandardowa � przypadek ogólny

Przejd¹my do niestandardowej dyskretyzacji modelu (3.36) dla populacji niejednorodnej. Powstaªy
model ma posta¢

x+
1 = x1 + h

(
C1 − x+

1 y1 − β1x
+
1 y2 + y1 − µ1x1

)
,

y+
1 = y1 + h (x1y1 + β1x1y2 − k1y1) ,

x+
2 = x2 + h

(
C2 − x+

2 y2 − β2x
+
2 y1 + ηy2 − µ2x2

)
,

y+
2 = y2 + h (x2y2 + β2x2y1 − k2y2) .

Powy»szy ukªad mo»na zapisa¢ jako

x+
1 =

x1(1− hµ1) + hy1 + hC1

1 + hy1 + hβ1y2
,

y+
1 = y1 + h (x1y1 + β1x1y2 − k1y1) ,

x+
2 =

x2(1− hµ2) + hηy2 + hC2

1 + hy2 + hβ2y1
,

y+
2 = y2 + h (x2y2 + β2x2y1 − k2y2) .

(4.34)

Zauwa»my, »e dodatnio±¢ zmiennych x1 i x2 zapewnia warunek (4.4). Dodatnio±¢ y1 i y2 mamy przy
speªnieniu (4.6), co jest silniejsze ni» (4.4). St¡d warunkiem dodatnio±ci rozwi¡za« ukªadu (4.34) jest
nierówno±¢ (4.6).

Podkre±lmy, »e warunek gwarantuj¡cy nieujemno±¢ rozwi¡za« ukªadu (4.34) uzyskujemy bezpo±rednio
z jego postaci. Warunek ten jest znacznie prostszy ni» w przypadku ukªadu (4.3) opartego na EEM .

Lokalna stabilno±¢ stanów stacjonarnych

Przejd¹my teraz do analizy lokalnej stabilno±ci stanów stacjonarnych ukªadu (4.34), które oczywi±cie
maj¡ tak¡ sam¡ posta¢ jak w ukªadach (3.36) i (4.3).

Zajmijmy si¦ okre±leniem warunków lokalnej stabilno±ci stanów stacjonarnych. Macierz Jacobiego
ukªadu (4.34) ma posta¢

J̃(x1, y1, x2, y2) :=


1−hµ1

1+hu1

h2(β1y2+µ1x1−C1)+h(1−x1)
(1+hu1)2 0 −hβ1(x1(1−hµ1)+hy1+hC1)

(1+hu1)2

hu1 1 + h(x1 − k1) 0 hβ1x1

0 −hβ2(x2(1−hµ2)+hηy2+hC2)
(1+hu2)2

1−hµ2

1+hu2

h2(ηβ2y1+µ2x2−C2)+h(η−x2)
(1+hu2)2

0 hβ2x2 hu2 1 + h(x2 − k2)

 ,
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gdzie analogicznie jak w (4.11) przyjmujemy u1 = y1 + β1y2 oraz u2 = y2 + β2y1.
Zapiszmy t¦ macierz w prostszej postaci. Dla ka»dego stanu stacjonarnego z pierwszego równania

(4.34) przy uwzgl¦dnieniu (4.11) dostajemy

x1 =
x1(1− hµ1) + hy1 + hC1

1 + hu1
,

x1(1− hµ1) + hC1 = x1(1 + hu1)− hy1. (4.35)

Niech J̃m,n oznacza element zm-tego wiersza i n-tej kolumny macierz J̃ , gdziem,n ∈ {1, 2, 3, 4}. Zapiszmy

J̃1,2 =
h2(β1y2 + µ1x1 − C1) + h(1− x1)

(1 + hu1)2

=
h(hµ1x1 − hC1 − x1) + h2β1y2 + h

(1 + hu1)2
=
−h
(

(1− hµ1)x1 + hC1

)
+ h2β1y2 + h

(1 + hu1)2
.

Uwzgl¦dnienie (4.35) w powy»szym wzorze prowadzi do

J̃1,2 =
−hx1(1 + hu1) + h2y1 + h2β1y2 + h

(1 + hu1)2

=
−hx1

1 + hu1
+

h2u1 + h

(1 + hu1)2
=
−hx1

1 + hu1
+
h(1 + hu1)

(1 + hu1)2
=
h(1− x1)

1 + hu1
.

(4.36)

Teraz ponownie stosuj¡c (4.35) przeksztaª¢my

J̃1,4 = −
hβ1

(
x1(1− hµ1) + hy1 + hC1

)
(1 + hu1)2

= −hβ1x1(1 + hu1)

(1 + hu1)2
= − hβ1x1

1 + hu1
. (4.37)

Analogicznie dostajemy

J̃3,2 = − hβ2x2

1 + hu2
, J̃3,4 =

h(η − x2)

1 + hu2
. (4.38)

Uwzgl¦dniaj¡c (4.36), (4.37) i (4.38) zapisujemy macierz J̃ jako

J̃(x1, y1, x2, y2) =


1−hµ1

1+hu1

h(1−x1)
1+hu1

0 − hβ1x1

1+hu1

hu1 1 + h(x1 − k1) 0 hβ1x1

0 − hβ2x2

1+hu2

1−hµ2

1+hu2

h(η−x2)
1+hu2

0 hβ2x2 hu2 1 + h(x2 − k2)

 . (4.39)

Zacznijmy od zbadania stabilno±ci stanu Edf . Dla tego stanu

J̃(Edf ) =


1− hµ1 h(1− x̃1) 0 −hβ1x̃1

0 1 + h(x̃1 − k1) 0 hβ1x1

0 −hβ2x̃2 1− hµ2 h(η − x̃2)
0 hβ2x̃2 0 1 + h(x̃2 − k2)

 .

Zauwa»my, »e macierz J̃(Edf ) ma t¦ sam¡ posta¢ co macierz Jacobiego (4.14) ukªadu (4.3). Z tego wynika,
»e warto±ci wªasne obu macierzy s¡ jednakowe. St¡d warunki gwarantuj¡ce lokaln¡ stabilno±¢ stanu Edf
w ukªadach (4.3) i (4.34) równie» maj¡ t¦ sam¡ posta¢ i s¡ to nierówno±ci (W) i (4.13).

Obliczenia dotycz¡ce lokalnej stabilno±ci stanu Ee s¡ skomplikowane. Oczywi±cie mo»na przedstawi¢
wzory analogiczne do tych dla EEM , ale nie prowadz¡ one do konstruktywnych wniosków. Z tego powodu
pomijamy analiz¦ lokalnej stabilno±ci w ogólnym przypadku, w kolejnym podrozdziale za± zaprezentujemy
odpowiednie rozumowanie dla przypadku β2 → 0. To zaªo»enie nale»y rozumie¢ w taki sposób, »e prak-
tycznie nie wyst¦puje przenoszenie choroby z osób z podpopulacji niskiego ryzyka na osoby z podpopulacji
wysokiego ryzyka. Wkªad takiej transmisji choroby na dynamik¦ epidemii w caªej populacji jest nieistotny
w porównaniu do transmisji choroby z osób z podpopulacji wysokiego ryzyka na osoby z podpopulacji
niskiego ryzyka. Zaªo»enie β2 → 0 ma wi¦c biologiczne uzasadnienie, a jednocze±nie powoduje, »e model
(4.34) upraszcza si¦ i staje si¦ ªatwiejszy do analizy. Okazuje si¦ jednak, »e tak zmody�kowany model ma
inne wªasno±ci ni» model (4.34). Z tego powodu przypadek ten omówimy dokªadnie w podrozdziale 4.3.
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4.3 Dyskretyzacja niestandardowa � przypadek β2 → 0

W tym podrozdziale przyjmiemy, »e w ukªadzie (4.34) zachodzi β2 = 0. Wtedy ukªad (4.34) przyjmuje
posta¢

x+
1 =

x1(1− hµ1) + hy1 + hC1

1 + hy1 + hβ1y2
, (4.40a)

y+
1 = y1 + h (x1y1 + β1x1y2 − k1y1) , (4.40b)

x+
2 =

x2(1− hµ2) + hηy2 + hC2

1 + hy2
, (4.40c)

y+
2 = y2 + h (x2y2 − k2y2) . (4.40d)

4.3.1 Podstawowe wªasno±ci

Przejd¹my do omówienia podstawowych wªasno±ci ukªadu (4.40). Tak jak dla ukªadu (4.34), dodat-
nio±¢ zmiennych zapewnia nierówno±¢ (4.6).

Zbadajmy ograniczono±¢ rozmiaru populacji opisywanej modelem (4.40). Poniewa» β2 = 0, dynamika
podpopulacji wysokiego ryzyka jest niezale»na od dynamiki podpopulacji niskiego ryzyka. Mo»emy wi¦c
podpopulacj¦ wysokiego ryzyka traktowa¢ jako populacj¦ jednorodn¡ i zastosowa¢ wyniki otrzymane
w paragra�e 2.2.1.

Skorzystamy z oznacze« z (4.2) oraz

w
(i)
n+1 = wi, w(i)

n = w+
i , i = 1, 2.

W takim zapisie warunek pocz¡tkowy ukªadu (4.40) przedstawiamy jako
(
x

(1)
0 , y

(1)
0 , x

(2)
0 , y

(2)
0

)
. Opieraj¡c

si¦ na wniosku (2.18) stwierdzamy, co nast¦puje.

Wniosek 4.6. Je±li h < 1
k2

oraz x
(2)
0 ≤ C

µ , to x
(2)
n ≤ C

µ dla ka»dego n ∈ N+.

Wniosek 2.19 prowadzi do kolejnego spostrze»enia:

Wniosek 4.7. Je±li x
(2)
0 ≤ C

µ oraz C2

µ2k2
< 1, to dla ukªadu (4.40) zachodzi y(2)

n+1 < y
(2)
n dla n ∈ N.

Z analizy równania (2.169) uzyskujemy nast¦pny wniosek:

Wniosek 4.8. Je±li h < 1
µ2
, x

(2)
n+1 > x

(2)
n oraz w

(2)
0 ≤ C2

µ2
, to

w(2)
n ≤

C2

µ2
dla n ∈ N+.

Co wi¦cej, stwierdzamy, »e je±li zachodzi x(2)
n+1 < x

(2)
n i jeden z dwóch przypadków

• albo C2

µ2k2
< 1, x(2)

0 < C2

µ2
,

• albo C2

µ2k2
> 1, x(2)

n < k2,

to rozmiar podpopulacji wysokiego ryzyka jest ograniczony z góry.
Teraz przyjrzyjmy si¦ równaniom (4.40a) i (4.40b). Przeksztaªcaj¡c je dostajemy

x+
1 − x1

h
= C1 − x+

1 y1 − β1x
+
1 y2 + y1 − µ1x1,

y+
1 − y1

h
= x1y1 + β1x1y2 + y1 − k1y1.

Dodaj¡c te równania stronami uzyskujemy

w+
1 − w1

h
= C1 + (y1 + β1y2)(x1 − x+

1 )− µ1w1 − α1y1.
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Zaªo»enie x+
1 > x1 implikuje

w+
1 − w1

h
< C1 − µ1w1 − α1y1.

Opieraj¡c si¦ na analizie równania (2.169) otrzymujemy wniosek analogiczny do wniosku 4.8:

Wniosek 4.9. Je±li h < 1
µ1
, x

(1)
n+1 > x

(1)
n oraz w

(1)
0 ≤ C1

µ1
, to

w(1)
n ≤

C1

µ1
dla n ∈ N+.

Przypomnijmy de�niowany w poprzednim podrozdziale zbiór

Ω̂ =

{
(x1, y1, x2, y2) ∈ R2 : 0 < xi + yi ≤

Ci
µi

}
.

Wnioski 4.8 i 4.9 implikuj¡ kolejny wniosek:

Wniosek 4.10. Je±li

h <
1

µi
, x

(i)
n+1 > x(i)

n , i = 1, 2,

oraz
(
x

(1)
0 , y

(1)
0 , x

(2)
0 , y

(2)
0

)
∈ Ω̂, to (

x(1)
n , y(1)

n , x(2)
n , y(2)

n

)
∈ Ω̂, n ∈ N+

dla dowolnego rozwi¡zania ukªadu (4.40).

Wspomnijmy jeszcze o wspóªczynniku odnowienia epidemiiR0 dla ukªadu (4.40). Podobnie jak w przy-
padku ukªadu (2.1), korzystamy z podej±cia przedstawionego w [7]. Obliczenia prowadz¡ce do uzyskania
R0 s¡ podobne do tych przeprowadzonych dla ukªadów (3.36) i (4.3), dlatego zostaªy pomini¦te w tym
podrozdziale. Dostajemy

R0 =
1

2
·

 C1

µ1k1
+

C2

µ2k2
+

√(
C1

µ1k1
− C2

µ2k2

)2
 =

1

2
·

(
C1

µ1k1
+

C2

µ2k2
+

∣∣∣∣∣ C1

µ1k1
− C2

µ2k2

∣∣∣∣∣
)
,

co si¦ pokrywa z R0 dla ogólnego modelu z podstawionym β2 = 0.
Mamy trzy mo»liwe przypadki

R0 =


C1

µ1k1
dla C1

µ1k1
> C2

µ2k2
,

1
2 ·
(

C1

µ1k1
+ C2

µ2k2

)
dla C1

µ1k1
= C2

µ2k2
,

C2

µ2k2
dla C1

µ1k1
< C2

µ2k2
.

Drugi przypadek z podanych jest niegeneryczny, wi¦c go pomijamy. Przyjrzyjmy si¦ pozostaªym mo»li-
wym warto±ciom R0 i warunkom je implikuj¡cym. Stwierdzamy, »e je±li dana podpopulacja cechuje si¦
wi¦kszym ni» druga stopniem napªywu osobników oraz mniejszymi stopniami ±miertelno±ci (naturalnej
i z powodu choroby) i wyzdrowienia, to parametry tylko tej jednej podpopulacji maj¡ wpªyw na warto±¢
R0. Nale»y jednak zaznaczy¢, »e warto±¢ R0 nie zale»y od β1, nie mo»emy wi¦c bada¢ dynamiki epidemii
w populacji niejednorodnej wyª¡cznie w odniesieniu do warto±ci R0.

Na podstawie warto±ci R0 wnioskujemy:

Wniosek 4.11. Je±li

max

(
C1

µ1k1
,
C2

µ2k2

)
< 1,

to wprowadzenie do caªkowicie zdrowej populacji jednego chorego osobnika (z dowolnej grupy ryzyka) nie
spowoduje powstania epidemii.
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4.3.2 Stany stacjonarne i ich lokalna stabilno±¢

Teraz zajmijemy si¦ postaciami stanów stacjonarnych ukªadu (4.40). Przypomnijmy, »e dynamika
podpopulacji wysokiego ryzyka staje si¦ niezale»na od dynamiki podpopulacji niskiego ryzyka i dlatego
jest ona analogiczna do dynamiki populacji jednorodnej. Z postaci stanów stacjonarnych ukªadu dla
populacji jednorodnej stwierdzamy, »e wspóªrz¦dne x2 i y2 stanów stacjonarnych ukªadu (4.40) wynosz¡

(x2, y2) =

(
C2

µ2
, 0

)
(4.41)

lub

(x2, y2) =

(
k2,

C2 − µ2k2

α2 + µ2

)
, (4.42)

przy czym (4.42) zachodzi przy zaªo»eniu (P2).
Zaªó»my, »e zachodzi (4.41). Poniewa» y2 = 0, dynamika podpopulacji niskiego ryzyka w stanie

stacjonarnym staje si¦ niezale»na od dynamiki podpopulacji wysokiego ryzyka i obie podpopulacje s¡ od
siebie odseparowane. Uzyskujemy wi¦c

(x1, y1) =

(
C1

µ1
, 0

)
(4.43)

lub

(x1, y1) =

(
k1,

C1 − µ1k1

α1 + µ1

)
. (4.44)

�¡czac (4.41) i (4.43) otrzymujemy zawsze istniej¡cy stan Edf .
Z (4.41) i (4.44) dostajemy kolejny stan stacjonarny

E∗1 :=

(
k1,

C1 − µ1k1

α1 + µ1
,
C2

µ2
, 0

)
.

Stan E∗1 opisuje sytuacj¦, kiedy choroba wygasa w podpopulacji wysokiego ryzyka, utrzymuje si¦ za±
w podpopulacji niskiego ryzyka. Speªnienie (P1) wystarczy, by ten stan istniaª.

Teraz okre±lmy postaci stanów stacjonarnych dla przypadku (4.42). Zauwa»my, »e je±li zaªo»ymy
y1 = 0, to z (4.40b) mamy 0 = β1x1y2, co implikuje x1 = 0. Uwzgl¦dnienie x1 = 0 i y1 = 0 dla stanu
stacjonarnego w (4.40a) prowadzi do sprzeczno±ci.

Podobnie zauwa»amy, »e uwzgl¦dnienie x1 = 0 prowadzi do uzyskania w (4.40b) wyra»enia 0 = k1y1,
czyli y1 = 0. Ponownie uzyskujemy sprzeczno±¢ w (4.40a).

Stwierdzamy zatem, »e w przypadku (4.42) mo»e istnie¢ wyª¡cznie stan stacjonarny z wszystkimi
wspóªrz¦dnymi dodatnimi. Dalej zwery�kujemy istnienie takiego stanu.

Dodatni stan stacjonarny

Sprawd¹my, przy jakich warunkach istnieje dodatni stan stacjonarny. Dla tego stanu z równa« (4.40a)
i (4.40b) dostajemy odpowiednio

x1y1 + β1x1y2 − k1y1 = 0 (4.45)

oraz
x1(1 + hy1 + hβ1y2) = x1(1− hµ1) + hy1 + hC1.

Z tych zale»no±ci otrzymujemy
x1(y1 + β1y2) = k1y1,

x1(y1 + β1y2) = −x1µ1 + y1 + C1, (4.46)

sk¡d dostajemy
(1 + α1 + µ1)y1 = −x1µ1 + y1 + C1,

y1 =
C1 − x1µ1

α1 + µ1
. (4.47)
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Na podstawie (4.47) stwierdzamy, »e dodatni stan stacjonarny istnieje tylko wtedy, gdy

x1 <
C1

µ1
. (4.48)

Po podstawieniu (4.47) do (4.45) uzyskujemy

(x1 − k1)
C1 − x1µ1

α1 + µ1
+ β1x1y2 = 0,

(x1 − k1)(C1 − x1µ1) + (α1 + µ1)β1x1y2 = 0,

C1x1 − µ1x
2
1 − C1k1 + µ1k1x1 + (α1 + µ1)β1x1y2 = 0,

W(x1) := µ1x
2
1 −

(
C1 + µ1k1 + β1y2(α1 + µ1)

)
x1 + C1k1 = 0. (4.49)

Zauwa»my, »e

W
(
C1

µ1

)
= µ1

(
C1

µ1

)2

−
(
C1 + µ1k1 + β1y2(α1 + µ1)

)C1

µ1
+ C1k1

=
C2

1

µ1
− C2

1

µ1
− C1k1 −

β1y2(α1 + µ1)C1

µ1
+ C1k1 = −β1y2(α1 + µ1)C1

µ1
< 0.

Na podstawie znaków wspóªczynników wielomianu W(x1) stwierdzamy, »e tylko jedno rozwi¡zanie rów-
nania (4.49) speªnia (4.48). St¡d mamy, »e mo»e istnie¢ co najwy»ej jeden dodatni stan stacjonarny. Dla
takiego stanu zachodzi (4.42). Oznaczmy go jako

E∗e := (xe, ye, k2, y̆2) ,

gdzie

y̆2 :=
C2 − µ2k2

α2 + µ2
.

Nierówno±¢ (P2) stanowi warunek konieczny istnienia stanu E∗e .
Wyznaczmy warto±¢ xe. Dla uproszczenia zapisu wprowad¹my

ς := β1y̆2(α1 + µ1) + C1 + k1µ1 = β1(C2 − k2µ2)
α1 + µ1

α2 + µ2
+ C1 + k1µ1 > 0. (4.50)

Równanie (4.49) przyjmuje posta¢
µ1x

2
e − ςxe + k1C1 = 0. (4.51)

Jego rozwi¡zanie speªniaj¡ce (4.48) wynosi

xe =
ς −

√
ς2 − 4µ1k1C1

2µ1
> 0. (4.52)

Z (4.47) dostajemy

ye =
C1 − xeµ1

α1 + µ1
.

Sprawd¹my, czy zachodzi nierówno±¢
xe < k1. (4.53)

Po podstawieniu xe = k1 i uwzgl¦dnieniu (4.50) w lewej stronie (4.51) mamy

µ1k1 − ςk1 + k1C1 = µ1k1 −
(
β1y̆2(α1 + µ1) + C1 + k1µ1

)
k1 + k1C1

= k1

(
µ1−β1y̆2(α1 +µ1)−µ1k1

)
= k1

(
−(α1 +µ1)µ1−β1y̆2(α1 +µ1)

)
= −k1(α1 +µ1)(µ1 +β1y̆2) < 0.

135



Z postaci lewej strony (4.51) dostajemy, »e (4.53) zawsze zachodzi.
W dalszej cz¦±ci paragrafu zbadamy lokaln¡ stabilno±¢ stanów stacjonarnych ukªadu (4.40). W tym

celu wykorzystamy macierz Jacobiego tego ukªadu

Ĵ(x1, y1, x2, y2) =


1−hµ1

1+hu1

h(1−x1)
1+hu1

0 − hβ1x1

1+hu1

hu1 1 + h(x1 − k1) 0 hβ1x1

0 0 1−hµ2

1+hu2

h(η−x2)
1+hu2

0 0 hu2 1 + h(x2 − k2)

 ,

która ma posta¢ (4.39) z uwzgl¦dnieniem β2 = 0.

Lokalna stabilno±¢ stanu Edf

Zbadajmy najpierw lokaln¡ stabilno±¢ stanu Edf . Sformuªujmy twierdzenie:

Twierdzenie 4.12. Stan stacjonarny wolny od epidemii Edf ukªadu (4.40) jest lokalnie stabilny, je±li
zachodz¡ (N) oraz (4.6).

Dowód. Dla stanu Edf zale»no±ci (4.11) sprowadzaj¡ si¦ do u1 = u2 = 0.
Macierz Ĵ(Edf ) przyjmuje posta¢

Ĵ(Edf ) =


1− hµ1 h

(
1− C1

µ1

)
0 −hβ1

C1

µ1

0 1 + h
(
C1

µ1
− k1

)
0 hβ1

C1

µ1

0 0 1− hµ2 h
(
η − C2

µ2

)
0 0 0 1 + h

(
C2

µ2
− k2

)

 . (4.54)

Macierz ta jest górnotrójk¡tna, zatem jej warto±ci wªasne wynosz¡

λ1 = 1− hµ1, λ2 = 1− hµ2, λ3 = 1 + h

(
C1

µ1
− k1

)
, λ4 = 1 + h

(
C2

µ2
− k2

)
.

Warunek implikuj¡cy |λ1| < 1 i |λ2| < 1 omówiono w trakcie analizy warto±ci wªasnych macierzy Jd(Edf )
o postaci (4.14) dla ukªadu (4.3). Warunek ten zapisuje si¦ jako

2 > hµi > 0, i = 1, 2,

co jest zawsze speªnione ze wzgl¦du na dodatnio±¢ kroku dyskretyzacji oraz nierówno±¢ (4.6) gwarantuj¡c¡
dodatnio±¢ rozwi¡za« ukªadu (4.40).

Aby zwery�kowa¢ nierówno±ci |λ3| < 1 i |λ4| < 1, powoªamy si¦ na analiz¦ znaku warto±ci wªasnej
λ2 macierzy Md(Edf ) (2.13) ukªadu (2.1), zde�niowanej wzorem (2.15). Opieraj¡c si¦ na otrzymanych
wynikach stwierdzamy, »e

0 < λ3,4 < 1,

o ile zachodz¡ (N) oraz (4.6).
Otrzymujemy wi¦c ostatecznie lokaln¡ stabilno±¢ stanu Edf przy zaªo»eniu (N).

Zauwa»my, »e twierdzenie 4.12 jest to»same z wnioskiem 4.11.
Przypomnijmy jeszcze, »e speªnienie (P1) jest warunkiem wystarczaj¡cym istnienia stanu E∗1 . Warunek

ten stoi w sprzeczno±ci z (N) dla i = 1. Mo»emy wi¦c sformuªowa¢ wniosek:

Wniosek 4.13. Je±li istnieje stan stacjonarny E∗1 , to stan Edf traci stabilno±¢.

Lokalna stabilno±¢ stanu E∗1

Przejd¹my do zbadania stanu E∗1 . Dostajemy twierdzenie:
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Twierdzenie 4.14. Zaªó»my, »e stan stacjonarny E∗1 ukªadu (4.40) istnieje. Ponadto niech zachodzi

h <
1

µ1
. (4.55)

Stan ten jest lokalnie stabilny przy speªnieniu (N2) oraz gdy

h <
C1 − µ1

(α1 + µ1)(C1 − k1µ1)
. (4.56)

Dowód. Zaªó»my, »e stan E∗1 istnieje. Dla tego stanu zachodz¡ u1 = y1, u2 = 0, wi¦c

Ĵ(E∗1 ) =


1−hµ1

1+hy1

−h(α1+µ1)
1+hy1

0 − hβ1k1
1+hy1

hy1 1 0 hβ1k1

0 0 1− hµ2 h
(
η − C2

µ2

)
0 0 0 1 + h

(
C2

µ2
− k2

)
 .

Macierz ta ma posta¢ blokow¡

Ĵ(E∗1 ) =

(
Ja Jb
0 Jc

)
,

gdzie macierze Ja, Jb, Jc s¡ wymiaru 2 × 2. Aby zbada¢ lokaln¡ stabilno±¢ stanu E∗1 , nale»y wyznaczy¢
pierwiastki wielomianów charakterystycznych macierzy Ja i Jc.

Przyjrzyjmy si¦ macierzy Ja. Jej wielomian charakterystyczny ma posta¢

Pa(λ) := λ2 −
(

1 +
1− hµ1

1 + hy1

)
λ+

1− hµ1

1 + hy1
+
h2y1(α1 + µ1)

1 + hy1
. (4.57)

Oznaczmy przez δP wyró»nik wielomianu Pa(λ), przez λ1,2 za± warto±ci wªasne macierzy Ja. Ponadto
przyjmijmy

a = 1 +
1− hµ1

1 + hy1
, b =

1− hµ1

1 + hy1
+
h2y1(α1 + µ1)

1 + hy1
,

przez co mo»emy zapisa¢ Pa(λ) = λ2 − aλ + b. Zaªó»my, »e zachodzi (4.55). Dostajemy wówczas a > 0
oraz b > 0. St¡d Pa(λ) albo ma dwa dodatnie pierwiastki rzeczywiste, albo ma dwa pierwiastki zespolone.

Dalsz¡ analiz¦ uzale»nimy od znaku δP .

• Je±li δP ≥ 0, to λ1,2 ∈ R, gdzie

λ1,2 =
a∓
√
a2 − 4b

2
.

Obie warto±ci wªasne s¡ dodatnie, wi¦c aby stan E∗1 byª lokalnie stabilny, wystarczy by zachodziªo λ2 < 1,
czyli a+

√
a2 − 4b < 2. Zapiszmy t¦ nierówno±¢ w postaci√

a2 − 4b < 2− a. (4.58)

Mamy

2− a = 2− 1− 1− hµ1

1 + hy1
=

1 + hy1 − 1 + hµ1

1 + hy1
= h

y1 + µ1

1 + hy1
> 0,

zatem podnosimy obie strony (4.58) do kwadratu dostaj¡c

a2 − 4b < 4− 4a+ a2,

4a < 4 + 4b,

a < 1 + b,

1 +
1− hµ1

1 + hy1
< 1 +

1− hµ1

1 + hy1
+
h2y1(α1 + µ1)

1 + hy1
, (4.59)
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a ta nierówno±¢ jest zawsze prawdziwa.

• Dla δP < 0 dostajemy λ1,2 ∈ C maj¡ce posta¢

λ1,2 =
a∓ i

√
4b− a2

2
.

Lokaln¡ stabilno±¢ stanu E∗1 gwarantuje warunek |λ1,2| < 1. Sprawd¹my równowa»ny warunek

|λ1,2|2 =
a2

4
+

4b− a2

4
= b < 1,

czyli
1− hµ1

1 + hy1
+
h2y1(α1 + µ1)

1 + hy1
< 1, (4.60)

1− hµ1 + h2y1(α1 + µ1) < 1 + hy1,

−µ1 + hy1(α1 + µ1) < y1,

h <
y1 + µ1

y1(α1 + µ1)
. (4.61)

Zauwa»my, »e analogicznie jak w (2.33) mo»emy zapisa¢

ye + µ1 =
C1 − µ1

k1 − 1
=
C1 − µ1

α1 + µ1
. (4.62)

Uwzgl¦dniaj¡c (4.47) i (4.62) w (4.61) otrzymujemy

h <

C1−µ1

α1+µ1

(α1 + µ1)C1−k1µ1

α1+µ1

,

co daje (4.56).
Teraz spójrzmy na macierz Jc. Jest ona górnotrójk¡tna, wi¦c jej warto±ci wªasne wynosz¡

λ3 = 1− hµ2, λ4 = 1 + h

(
C2

µ2
− k2

)
.

Odpowiadaj¡ one warto±ciom wªasnym λ2 i λ4 macierzy Ĵ(Edf ) postaci (4.54). Opieraj¡c si¦ na analizie
warto±ci wªasnych tej macierzy stwierdzamy, »e |λ3,4| < 1 dla speªnionego (N2).

Zauwa»my, »e warunek (N2) lokalnej stabilno±ci stanu E∗1 i warunek (P1) istnienia tego stanu obra-
zuj¡ przeciwstawne procesy w obu podpopulacjach. Pierwszy odzwierciedla dostatecznie maªy napªyw
osobników do podpopulacji wysokiego ryzyka, drugi � dostatecznie du»y napªyw do podpopulacji niskie-
go ryzyka. Taka sytuacja z ró»nymi napªywami do danych podpopulacji jest bardzo prawdopodobna.
Zwrócmy te» uwag¦, »e w warunku (4.56) ograniczaj¡cym wielko±¢ kroku dyskretyzacji wyst¦puj¡ tylko
parametry z grupy niskiego ryzyka.

Lokalna stabilno±¢ stanu dodatniego

Przejd¹my do zbadania lokalnej stabilno±ci dodatniego stanu stacjonarnego E∗e . Stan ten istnieje, je±li
zachodz¡ (4.6), (P2) oraz (4.48).

W poni»szym twierdzeniu i jego dowodzie skorzystamy z oznacze«

u1 = ye + β1y̆2, k∗1 := k1 − xe, x∗e := xe − 1. (4.63)

Zauwa»my, »e warunek (4.53) implikuje k∗1 > 0.
Teraz zaªó»my, »e zachodzi nierówno±¢ xe > 1. Oznacza ona, »e po podstawieniu xe = 1 w lewej

stronie (4.51) dostajemy
µ1 − ς + k1C1 > 0.
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Uwzgl¦dnienie w powy»szej nierówno±ci zale»no±ci (4.50) prowadzi do

µ1 −
(
β1y̆2(α1 + µ1) + C1 + k1µ1

)
+ k1C1 > 0,

µ1 − C1 − k1µ1 + k1C1 > β1y̆2(α1 + µ1),

k1(C1 − µ1)− (C1 − µ1) > β1y̆2(α1 + µ1),

(α1 + µ1)(C1 − µ1) > β1y̆2(α1 + µ1),

czyli

y̆2 <
C1 − µ1

β1
. (4.64)

Z (HH) wynika dodatnio±¢ prawej strony (4.64). Stwierdzamy, »e je±li C1 jest dostatecznie du»e, »e
zachodzi (4.64), to speªnione s¡ xe > 1 oraz x∗e > 0. Zauwa»my, »e nierówno±¢ przeciwna do (4.64) jest
nierealistyczna ze wzgl¦du na de�nicj¦ zmiennej y2 oraz (HH). Zakªadamy wi¦c, »e zachodzi (4.64), co
implikuje x∗e > 0.

Teraz sformuªujmy twierdzenie:

Twierdzenie 4.15. Zaªó»my, »e zachodz¡ (P2), (4.6), (4.48) oraz (4.64). Dodatni stan stacjonarny E∗e
ukªadu (4.40) jest lokalnie stabilny, je±li

h < min

(
u1 + k∗1 + µ1

µ1k∗1 + u1x∗e
,

C2 − µ2η2

(C2 − µ2k2)(α2 + µ2)

)
.

Dowód. Warunki (P2), (4.6) oraz (4.48) gwarantuj¡ istnienie stanu E∗e . Zauwa»my, »e dla tego stanu
z (4.11) wynikaj¡ zale»no±ci

u1 = ye + β1y̆2, u2 = y̆2 (4.65)

oraz

Ĵ(E∗e ) =


1−hµ1

1+hu1

h(1−xe)
1+hu1

0 − hβ1xe
1+hu1

hu1 1 + h(xe − k1) 0 hβ1xe
0 0 1−hµ2

1+hy̆2

−h(α2+µ2)
1+hy̆2

0 0 hy̆2 1

 .

Korzystaj¡c z oznacze« x∗e i k
∗
1 zapisujemy

Ĵ(E∗e ) =


1−hµ1

1+hu1

−hx∗e
1+hu1

0 − hβ1xe
1+hu1

hu1 1− hk∗1 0 hβ1xe
0 0 1−hµ2

1+hy̆2

−h(α2+µ2)
1+hy̆2

0 0 hy̆2 1

 .

Przedstawmy t¦ macierz w postaci blokowej

Ĵ(E∗e ) :=

(
Ma Mb

0 Mc

)
,

gdzie macierze Ma, Mb, Mc s¡ wymiaru 2× 2. Aby zbada¢ lokaln¡ stabilno±¢ stanu E∗e , przeanalizujemy
pierwiastki wielomianów charakterystycznych macierzy Ma i Mc.

Dalsz¡ cz¦±¢ dowodu przeprowadzimy podobnie jak dowód twierdzenia 4.14.
Wielomian charakterystyczny Wa(λ) macierzy Ma wynosi

Wa(λ) = λ2 −
(

1− hk∗1 +
1− hµ1

1 + hu1

)
λ+

1− hµ1

1 + hu1
(1− hk∗1) +

h2u1x
∗
e

1 + hu1
.

Nierówno±¢ (4.64) daje x∗e > 0. Z k∗1 < k1 oraz (4.6) wynika implikacja

1− hk1 > 0 ⇒ 1− hk∗1 > 0.

Wnioskujemy, »e wielomian ma dwa pierwiastki, które s¡ albo dodatnie i rzeczywiste, albo zespolone.
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• Zaªó»my najpierw, »e pierwiastki te s¡ dodatnie i rzeczywiste. Otrzymujemy analogiczn¡ do (4.59)
nierówno±¢

1− hk∗1 +
1− hµ1

1 + hu1
< 1 +

1− hµ1

1 + hu1
(1− hk∗1) +

h2u1x
∗
e

1 + hu1
,

która jest równowa»na nierówno±ci

−hk∗1 < −hk∗1
1− hµ1

1 + hu1
+
h2u1x

∗
e

1 + hu1
,

k∗1
1− hµ1

1 + hu1
< k∗1 +

hu1x
∗
e

1 + hu1
,

k∗1(1− hµ1) < k∗1(1 + hu1) + hu1x
∗
e,

0 < hk∗1µ1 + hk∗1u1 + hu1x
∗
e.

Ostatnia nierówno±¢ zawsze zachodzi.

• Teraz przyjmijmy, »e pierwiastki s¡ zespolone. Analogicznie do (4.60) sprawdzamy nierówno±¢

1− hµ1

1 + hu1
(1− hk∗1) +

h2u1x
∗
e

1 + hu1
< 1,

(1− hµ1)(1− hk∗1) + h2u1x
∗
e < 1 + hu1,

1− hk∗1 − hµ1 + h2µ1k
∗
1 + h2u1x

∗
e < 1 + hu1,

−k∗1 − µ1 + hµ1k
∗
1 + hu1x

∗
e < u1,

hµ1k
∗
1 + hu1x

∗
e < u1 + k∗1 + µ1,

czyli ostatecznie

h <
u1 + k∗1 + µ1

µ1k∗1 + u1x∗e
.

Wielomian charakterystyczny Wc(λ) macierzy Mc wynosi

Wc(λ) = λ2 −
(

1 +
1− hµ2

1 + hy̆2

)
λ+

1− hµ2

1 + hy̆2
+
h2y̆2(α2 + µ2)

1 + hy̆2
.

Jak poprzednio, ma on albo dwa pierwiastki rzeczywiste dodatnie, albo dwa pierwiastki zespolone.

• W przypadku rzeczywistych pierwiastków dostajemy nierówno±¢

1 +
1− hµ1

1 + hy̆2
< 1 +

1− hµ2

1 + hy̆2
+
h2y̆2(α2 + µ2)

1 + hy̆2
,

równowa»n¡ zawsze speªnionej nierówno±ci h
2y̆2(α2+µ2)

1+hy̆2
> 0.

• Dla zespolonych warto±ci wªasnych uzyskujemy

1− hµ2

1 + hy̆2
+
h2y̆2(α2 + µ2)

1 + hy̆2
< 1,

1− hµ2 + h2y̆2(α2 + µ2) < 1 + hy̆2,

hy̆2(α2 + µ2) < y̆2 + µ2,

czyli

h <
y̆2 + µ2

y̆2(α2 + µ2)
.

Analogicznie jak dla (4.62) piszemy

y̆2 + µ2 =
C2 − µ2k2

α2 + µ2
+ µ2 =

C2 − µ2η2

α2 + µ2
. (4.66)
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Korzystaj¡c z powy»szej nierówno±ci oraz de�nicji y̆2 mamy

h <

C2−µ2η2
α2+µ2

C2−µ2k2
α2+µ2

(α2 + µ2)
=

C2 − µ2η2

(C2 − µ2k2)(α2 + µ2)
.

4.4 Symulacje numeryczne � modelowanie gru¹licy

W tym podrozdziale przedstawimy symulacje dotycz¡ce omawianych w tym rozdziale modeli dyskret-
nych.

Najpierw przedstawmy symulacj¦ dla dyskretnego ukªadu opartego na EEM . Analogicznie do ukªadu
(4.3) tworzymy ukªad

S+
1 = C1 − β11S1I1 − β12S1I2 + γ1I1 − µ1S1,

I+
1 = β11S1I1 + β12S1I2 − (γ1 + α1 + µ1)I1,

S+
2 = C2 − β22S2I2 − β21S2I1 + γ2I2 − µ2S2,

I+
2 = β22S2I2 + β21S2I1 − (γ2 + α2 + µ2)I2,

(4.67)

którego ci¡gªym odpowiednikiem jest (3.35). Zilustrujmy dynamik¦ ukªadu (4.67). W tabeli 4.1 podano
warto±ci u»ytych wspóªczynników transmisji.

Tabela 4.1: Warto±ci wspóªczynników transmisji u»yte do symulacji ukªadu (4.67).

Symbol Warto±¢

β11 6.4158 · 10−7

β12 6.8310 · 10−8

β21 9.8425 · 10−5

β22 5.2019 · 10−5

Porównanie pomi¦dzy danymi rzeczywistymi a symulowanymi zostaªo przedstawione na rysunku 4.1.
Dla ukªadu (4.67) przyj¦li±my krok dyskretyzacji h = 1

2 odpowiadaj¡cy poªowie roku. Dane rzeczywiste
dotycz¡ poszczególnych lat, zatem na rysunku 4.1 wy±wietlamy warto±¢ pocz¡tkow¡ I1 oraz warto±ci I1
odpowiadaj¡ce tylko kolejnym nieparzystym iteracjom ukªadu (4.67).

Teraz przedstawimy symulacje modeli opartych na NSDM . Dokonali±my symulacji odpowiednika
ukªadu (4.34) przed skalowaniem. W tabeli 4.2 uj¦to warto±ci wspóªczynników transmisji u»ytych do
symulacji.

Tabela 4.2: Warto±ci wspóªczynników transmisji u»yte do symulacji.

Symbol Warto±¢

β11 6, 3995 · 10−7

β12 7, 0501 · 10−8

β21 1, 2435 · 10−4

β22 3, 3347 · 10−5

Na rysunku 4.2 widzimy wyniki symulacji oraz dane rzeczywiste. Porównajmy ten rysunek z rysun-
kiem 4.1 dotycz¡cym ukªadu (4.67). Zauwa»my, »e zarówno dla ukªadu dyskretnego opartego na EEM ,
jak i tego na NSDM , dopasowanie warto±ci symulowanych do danych rzeczywistych jest podobne. Jak
w przypadku u»ycia EEM , zakªadamy h = 1

2 , zatem na rysunku 4.2 przedstawili±my warto±¢ pocz¡tkow¡
I1 oraz warto±ci I1 odpowiadaj¡ce kolejnym nieparzystym iteracjom odpowiedniego ukªadu.
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Rysunek 4.1: Gru¹lica w województwie warmi«sko-mazurskim w latach 2001�2018 (liczba osób chorych
niebezdomnych). Porównanie mi¦dzy danymi rzeczywistymi a symulowanymi dla modelu (4.67).

Rysunek 4.2: Gru¹lica w województwie warmi«sko-mazurskim w latach 2001�2018 (liczba osób chorych
niebezdomnych). Porównanie mi¦dzy danymi rzeczywistymi a symulowanymi dla odpowiednika modelu
(4.34) przed skalowaniem.
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Dokonano równie» symulacji dyskretnego ukªadu przed skalowaniem opartego na NSDM , analo-
gicznego do ukªadu (4.40). Zauwa»my, »e w takim ukªadzie przyjmujemy β21 = 0. Warto±ci u»ytych
wspóªczynników transmisji uj¦to w tabeli 4.3.

Tabela 4.3: Warto±ci wspóªczynników transmisji u»yte do symulacji.

Symbol Warto±¢

β11 6.4412 · 10−7

β12 5.6551 · 10−8

β22 9.4996 · 10−4

Porównanie pomi¦dzy danymi rzeczywistymi a symulowanymi zostaªo przedstawione na rysunku 4.3.
Podobnie jak w ukªadzie (4.34) przyj¦to h = 1

2 . Na rysunku 4.3 przedstawiono tylko warto±¢ pocz¡tkow¡
I1 oraz warto±ci I1 dla kolejnych nieparzystych iteracji ukªadu. Porównajmy rysunek 4.3 z rysunkiem
4.2, który dotyczy ukªadu (4.34) opartego na NSDM dla β2 6= 0. Wyniki symulacji w obu przypadkach
w bardzo podobny sposób przybli»aj¡ dane rzeczywiste. Za pomoc¡ wbudowanej w ±rodowisku programi-
stycznym Matlab funkcji resnorm obliczono bª¡d dopasowania, to znaczy sum¦ kwadratów ró»nic danych
i obliczonych, przy czym w tej sumie uwzgl¦dniono warto±ci rzeczywiste i symulowane zmiennej I1 dla
lat 2001�2018. Dla symulacji ukªadu (4.34) suma ta wynosi okoªo 10302, natomiast dla ukªadu (4.40)
okoªo 10599. Druga warto±¢ jest wi¦ksza od pierwszej o okoªo 2, 88%, zatem oba wyniki s¡ podobnej
wielko±ci. Stwierdzamy wi¦c, »e w modelowaniu dynamiki gru¹licy mo»na przyj¡¢ w modelach przed i po
skalowaniu odpowiednio β21 = 0 i β2 = 0, co potwierdza zasadno±¢ analizowania modelu (4.40) zamiast
(4.34) w poprzednim podrozdziale.

Rysunek 4.3: Gru¹lica w województwie warmi«sko-mazurskim w latach 2001�2018 (liczba osób chorych
niebezdomnych). Porównanie mi¦dzy danymi rzeczywistymi a symulowanymi dla odpowiednika modelu
(4.40) przed skalowaniem.

Bifurkacja ukªadu � porównanie dyskretyzacji

Badanie bifurkacji ukªadów dyskretnych czterowymiarowych jest trudniejsze ni» w przypadku ukªa-
dów dwuwymiarowych. Z tego powodu teoretyczna analiza bifurkacji zostaªa w rozprawie pomini¦ta.
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Przedstawimy natomiast przykªad numeryczny obrazuj¡cy bifurkacj¦ wzgl¦dem kroku dyskretyzacji dla
dyskretnych wersji ukªadu (3.35) (opartych na EEM i NSDM) z warunkiem pocz¡tkowym(

S
(1)
0 , I

(1)
0 , S

(2)
0 , I

(2)
0

)
= (0, 6; 0.2; 0, 3; 0, 1).

Warto±ci parametrów u»ytych w symulacjach uj¦to w tabeli 4.4. Wybrano je, wraz z warunkiem po-
cz¡tkowym, arbitralnie. Jako zakres kroku dyskretyzacji przyj¦to przedziaª [0, 3; 0, 9]. Warto±ci kroków
dyskretyzacji z podanego przedziaªu tworz¡ ci¡g arytmetyczny o ró»nicy 0, 0001.

Tabela 4.4: Warto±ci parametrów u»yte do badania bifurkacji.

Symbol Warto±¢

C1 0, 425
C2 0, 22
γ1 1
γ2 0, 9
µ1, µ2 0, 01
α1, α2 0, 09
β11 0, 92
β12 0, 6
β21 0, 9
β22 0, 9

Najpierw dokonano symulacji dyskretnej wersji ukªadu (3.35) opartego na EEM . Wynik dyskretyza-
cji przedstawiono na rysunku 4.4. Krytyczna warto±¢ kroku dyskretyzacji wynosi okoªo 0, 4. Dokonano
równie» analogicznej symulacji ukªadu opartego na NSDM , przedstawiono j¡ na rysunku 4.5. Zauwa»y¢
mo»na, »e w przypadku zastosowania EEM po przekroczeniu progowej warto±ci kroku dyskretyzacji wy-
nosz¡cej okoªo 0, 4 pojawia si¦ bifurkacja Neimarka-Sackera. W przypadku u»ycia NSDM bifurkacja nie
wyst¦puje.

Rysunek 4.4: Zale»no±¢ bifurkacyjna zmiennej I1 od kroku dyskretyzacji h przy u»yciu EEM .
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Rysunek 4.5: Zale»no±¢ bifurkacyjna zmiennej I1 od kroku dyskretyzacji h przy u»yciu NSDM .

4.5 Dyskusja

Wyniki przedstawione w tym rozdziale dotycz¡ wªasno±ci ukªadów dyskretnych, które powstaªy na
skutek dyskretyzacji ukªadu ci¡gªego (3.36). Do dyskretyzacji zastosowano EEM oraz NSDM uzyskuj¡c
ukªady (4.3) i (4.34).

Najpierw zbadali±my ukªad (4.3). Dodatnio±¢ zmiennych w tym ukªadzie nie jest bezwarunkowa, co
odró»nia go od odpowiedniego ukªadu ci¡gªego (3.36). Analogiczny wniosek uzyskali±my dla przypad-
ku dwuwymiarowego. Potwierdzili±my zatem wcze±niej sformuªowane przez nas stwierdzenie, »e ukªady
dyskretne oparte na EEM mog¡ nie by¢ odpowiednie do modelowania dynamiki populacyjnej, a w szcze-
gólno±ci epidemii.

Wybrane wªasno±ci rozwi¡za« i stanów stacjonarnych ukªadu (4.3) s¡ analogiczne do tych dla dys-
kretyzowanego modelu ci¡gªego. Warto tu zwróci¢ uwag¦ na ograniczono±¢ rozwi¡za« i istnienie sta-
nów stacjonarnych. Warunki gwarantuj¡ce lokaln¡ stabilno±¢ stanów stacjonarnych maj¡ jednak bardziej
skomplikowan¡ posta¢ od tych dla modelu ci¡gªego. W przypadku modeli dyskretnych pojawiaj¡ si¦
dodatkowe zale»no±ci zwi¡zane z krokiem dyskretyzacji.

Badaj¡c lokaln¡ stabilno±¢ ukªadu (2.1) dla populacji jednorodnej pokazali±my, »e warunkami wystar-
czaj¡cymi eliminacji epidemii s¡ nierówno±ci

C < kµ, 0 < h < min

(
1

k
,

1
C
µ + µ+ 1

)
.

Te warunki nie gwarantuj¡ jednak, »e choroba nie b¦dzie rozprzestrzenia¢ si¦ w populacji niejednorodnej.
Je±li zachodz¡ (N) oraz

0 < h < min

(
1

ki
,

1
Ci
µi

+ µi + 1

)
, i = 1, 2,

ale co najmniej jeden z warunków (W) lub (4.13) nie zachodzi, to epidemia mo»e dalej si¦ rozwija¢. Analiza
modeli dyskretnych potwierdza hipotez¦ badawcz¡ postawion¡ w rozprawie � aby powstrzyma¢ transmisj¦
choroby w populacji niejednorodnej, nale»y rozwa»a¢ dynamik¦ rozwoju epidemii mi¦dzy podpopulacjami,
a nie tylko w ka»dej z podpopulacji osobno.
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Dalej wst¦pnie omówili±my wªasno±ci ukªadu (4.34). Zbadali±my warunki lokalnej stabilno±ci stanu
stacjonarnego wolnego od epidemii. S¡ one to»same z analogicznymi warunkami w ukªadzie (4.3). Lokalna
stabilno±¢ endemicznego stanu stacjonarnego Ee jest trudna do zbadania, postanowili±my zatem upro±ci¢
ukªad (4.34) poprzez przyj¦cie zaªo»enia β2 → 0. Odpowiada ono mo»liwej w rzeczywisto±ci sytuacji, kie-
dy nie wyst¦puje transmisja choroby z podpopulacji niskiego ryzyka do podpopulacji wysokiego ryzyka.
Ukªad (4.34) z tym zaªo»eniem przyjmuje posta¢ (4.40). Wyznaczyli±my stany stacjonarnego tak uprosz-
czonego ukªadu i podali±my warunki gwarantuj¡ce ich istnienie. Okazuje si¦, »e ukªad (4.40) ma wi¦cej
stanów stacjonarnych ni» ukªad (4.34). Podali±my warunki lokalnej stabilno±ci tych stanów. Okre±lenie
takich warunków w ukªadzie (4.40) jest prostsze ni» w przypadku ukªadu (4.34). Wyznaczone warunki
maj¡ jawn¡ posta¢, czego nie udaªo si¦ uzyska¢ dla ukªadu (4.34).

Podobnie jak w przypadku wyników z rozdziaªu 2 zaakcentujmy, »e rezultaty z tego rozdziaªu mo»na
odnie±¢ nie tylko do badania dynamiki epidemii. Przedstawione rozwa»ania wpisuj¡ si¦ w tematyk¦ anali-
zy stabilno±ci dyskretnych ukªadów czterowymiarowych, do których zastosowano otwarty schemat Eulera
lub dyskretyzacj¦ niestandardow¡. Tak jak w rozdziale 2, uzyskane wyniki (na przykªad dla lokalnej sta-
bilno±ci) dla przypadku czterowymiarowego maj¡ jawn¡ posta¢. Równie» w tym rozdziale postanowili±my
uzale»ni¢ te wyniki od kroku dyskretyzacji, co jest podej±ciem nietypowym.
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Podsumowanie

Gªównym celem przedªo»onej rozprawy byªo zwery�kowanie hipotezy badawczej stwierdzaj¡cej, »e
modele krzy»owe s¡ konieczne do wªa±ciwego opisu epidemii w populacjach niejednorodnych. W rozpra-
wie przyj¦li±my, »e populacja niejednorodna skªada si¦ z dwóch podpopulacji ró»ni¡cych si¦ stopniem
zachorowalno±ci i zaka»alno±ci chorob¡. Pierwsza z podpopulacji cechuje si¦ stopniem niskim, druga �
wysokim. Nazwali±my je odpowiednio podpopulacjami niskiego i wysokiego ryzyka. Dodatkowym celem
byªo równie» sprawdzenie hipotezy, »e w przypadku epidemii w populacji niejednorodnej mo»e wyst¡pi¢
transmisja choroby z jednej podpopulacji do caªej populacji, co przyczynia si¦ do rozprzestrzeniania si¦
epidemii w caªej populacji.

W pierwszym rozdziale dokonano analizy ci¡gªych modeli dynamiki epidemii w populacji jednorodnej.
Przedstawiono dwa modele � pierwszy obrazowaª zmienny napªyw do populacji, drugi � staªy. Uzyskano
warunki rozwoju lub zaniku epidemii. W tym celu dokonano analizy istnienia oraz stabilno±ci stanów
stacjonarnych ukªadów. Lokaln¡ stabilno±¢ pokazano badaj¡c warto±ci wªasne odpowiednich macierzy
Jacobiego. W przypadku globalnej stabilno±ci stanu stacjonarnego wolnego od epidemii dla modelu ze
zmiennym napªywem korzystano z postaci przedstawionego ukªadu. Dla modelu ze staªym napªywem,
korzystaj¡c z kryterium Dulaca-Bendixona i twierdzenia Poincarégo-Bendixsona, pokazano, »e lokalna
stabilno±¢ stanów stacjonarnych implikuje stabilno±¢ globaln¡. Co wi¦cej, aby udowodni¢ globaln¡ sta-
bilno±¢ endemicznego stanu stacjonarnego Ee, sformuªowano dwie odpowiednie funkcje Lapunowa.

Drugi rozdziaª zawiera analiz¦ dwóch modeli dyskretnych opartych na modelu ci¡gªym ze staªym na-
pªywem. Dla pierwszego z nich zastosowano otwarty schemat Eulera (EEM), dla drugiego � niestandar-
dow¡ metod¦ dyskretyzacji (NSDM). Lokaln¡ stabilno±¢ stanów stacjonarnych udowodniono analizuj¡c
warto±ci wªasne macierzy Jacobiego. Globaln¡ stabilno±¢ stanu Edf dla obu modeli pokazano, opieraj¡c
si¦ na postaciach ukªadów. W przypadku modelu opartym na EEM globaln¡ stabilno±¢ stanu Ee ba-
dano korzystaj¡c z podej±cia przedstawionego w [78]. Stosuje si¦ w nim kryterium porównawcze ci¡gów
i twierdzenie o trzech ci¡gach.

W trzecim rozdziale dokonano analizy ci¡gªych modeli dynamiki epidemii w populacji niejednorodnej
skªadaj¡cej z dwóch populacji jednorodnych. Rozpatrzono model ze zmiennym napªywem do ka»dej z pod-
populacji oraz model z napªywem staªym. Dla ka»dego z tych modeli dokonano analizy istnienia stanów
stacjonarnych. Dla pierwszego modelu pokazano lokaln¡ stabilno±¢ odpowiednich stanów stacjonarnych
badaj¡c warto±ci wªasne macierzy Jacobiego albo stosuj¡c kryterium Routha-Hurwitza. Nast¦pnie prze-
analizowano stabilno±¢ czterowymiarowych stanów Edf oraz Ee modelu ze staªym napªywem. Nale»y
podkre±li¢, »e w ukªadzie ze zmiennym napªywem nie wyst¦puje stan Edf . Aby wykaza¢ lokaln¡ stabil-
no±¢ stanu Edf , skorzystano z koncepcji macierzy nast¦pnego pokolenia omówionej w [39]. Posªu»ono si¦
wspóªczynnikiem odnowienia epidemii R0, który w [38] zostaª zde�niowany jako promie« spektralny tej
macierzy. Globaln¡ stabilno±¢ stanu Edf pokazano na dwa sposoby. W pierwszym z nich posªu»ono si¦ od-
powiedni¡ funkcj¡ Lapunowa, natomiast w drugim skorzystano z podej±cia przedstawionego w [64], gdzie
uwzgl¦dnia si¦ niezmienniczo±¢ odpowiednich zbiorów dodatnich. Lokaln¡ stabilno±¢ stanu Ee uzyskano
z kryterium Routha-Hurwitza, globaln¡ stabilno±¢ za± wykazano przy u»yciu dwóch funkcji Lapunowa.

Czwarty rozdziaª dotyczy trzech modeli dyskretnych dla populacji niejednorodnej, które zbudowano
na podstawie modelu ze staªym napªywem z rozdziaªu trzeciego. Najpierw przedstawiono i przeanalizowa-
no model oparty na EEM . Lokaln¡ stabilno±¢ stanu Edf pokazano badaj¡c warto±¢ wªasne odpowiedniej
macierzy Jacobiego. Analiz¦ lokalnej stabilno±ci stanu Ee oparto na podej±ciu przedstawionym w [20].
Korzysta si¦ tam z wyznacznika i ±ladu macierzy Jacobiego oraz jej minorów gªównych drugiego i trze-
ciego rz¦du. Nast¦pnie zbudowano model dyskretny na podstawie NSDM . Obliczenia odnosz¡ce si¦ do
lokalnej stabilno±ci stanu Ee w przypadku takiego ukªadu s¡ skomplikowane i wnioski z nich pªyn¡ce
nie s¡ informatywne. Postanowiono zatem upro±ci¢ model zakªadaj¡c brak transmisji choroby z osób

147



z grupy niskiego ryzyka na osoby z grupy wysokiego ryzyka. Takie zaªo»enie jest zasadne z medyczne-
go punktu widzenia. Zauwa»ono jednak, »e model z takim uproszczeniem ma inne wªasno±ci ni» model
bez uproszczenia. W szczególno±ci pojawia si¦ dodatkowy stan stacjonarny odzwierciedlaj¡cy sytuacj¦,
gdy epidemia zanika w podpopulacji wysokiego ryzyka, utrzymuje si¦ za± w podpopulacji niskiego ryzy-
ka. Dzi¦ki uproszczeniu lokaln¡ stabilno±¢ ka»dego ze stanów stacjonarnych mo»na udowodni¢ badaj¡c
warto±ci wªasne odpowiednich macierzy Jacobiego.

Na podstawie otrzymanych wniosków zarówno w przypadku modeli ci¡gªych, jak i dyskretnych stwier-
dzono, »e przeniesienie zaka»enia z jednej podpopulacji do drugiej mo»e istotnie spowodowa¢ rozprzestrze-
nianie si¦ epidemii w caªej populacji. Nawet je±li choroba nie rozwinie si¦ w danej podpopulacji oddzielnie,
to infekcja mo»e by¢ przeniesiona z jednej podpopulacji na drug¡ i epidemia mo»e rozwija¢ si¦ w popula-
cji niejednorodnej. Wynika z tego, »e aby kontrolowa¢ rozwój choroby, nie wystarczy rozwa»a¢ dynamik¦
epidemii osobno w ka»dej podpopulacji. Aby móc wªa±ciwie opisa¢ przebieg epidemii w populacji niejed-
norodnej, nale»y rozwa»a¢ krzy»ow¡ dynamik¦ epidemii. Jest to najwa»niejsza hipoteza przedstawionej
rozprawy, która zostaªa potwierdzona za pomoc¡ modelowania matematycznego.

Cele przedªo»onej rozprawy zostaªy zrealizowane.
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Dodatek A

Drugi dowód twierdzenia 1.16

Rozwa»amy podprzestrze« U przestrzeni fazowej {(x, y) ∈ R2
+} zde�niowan¡ jak w (1.17).

Dowód. Zaproponujmy funkcj¦ Lapunowa dla stanu Ee postaci

L(x, y) :=
1

2
(x− xe)2 + (α+ µ)

(
y − ye − ye ln

y

ye

)
.

Mamy L(x, y) ≥ 0 dla wszystkich (x, y) ∈ U . Ponadto L(x, y) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy x = xe oraz
y = ye. Obliczmy pochodn¡ funkcji L wzdªu» trajektorii ukªadu (1.14). Dostajemy

L′(x, y) = (x− xe) (C − xy − µx+ ηy) + (α+ µ)

(
y − ye
y

)
y(x− xe)

= (α+ µ)(y − ye)(x− xe) + (x− xe) (C − xy + xey − xey − µx+ ηy)

= (α+ µ)(y − ye)(x− xe)− y(x− xe)2 + (x− xe)
(
C − µx+ (η − xe)y

)
.

Z notacji k = 1 + α+ µ uzyskujemy
1− xe = −(α+ µ). (A.1)

Stosuj¡c zale»no±ci (1.19) oraz (A.1) do obliczania L′ otrzymujemy

L′(x, y) = (α+ µ)(y − ye)(x− xe)− y(x− xe)2 + (x− xe)
(
µxe + (α+ µ)ye − µx− (α+ µ)y

)
= (α+ µ)(y − ye)(x− xe)− y(x− xe)2 + (x− xe)

(
µ(xe − x) + (α+ µ)(ye − y)

)
= (α+ µ)(y − ye)(x− xe)− (α+ µ)(y − ye)(x− xe)− y(x− xe)2 − µ(x− xe)2 = −(y + µ)(x− xe)2.

Zauwa»my, »e L′(x, y) ≤ 0 dla dowolnych (x, y) ∈ U . Ponadto L′(x, y) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy
x = xe. Je±li jednak x = xe, to jedynym niezmienniczym wzgl¦dem ukªadu (1.14) podzbiorem zbioru, na
którym L′ = 0, jest stan stacjonarny (xe, ye). Zasada Lapunowa-LaSalle'a implikuje, »e endemiczny stan
stacjonarny ukªadu (1.14) jest globalnie asymptotycznie stabilny.
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Dodatek B

Globalna stabilno±¢ stanu wolnego od

epidemii ukªadu (3.36) z u»yciem funkcji

Lapunowa

Twierdzenie B.1. Stan wolny od epidemii Edf ukªadu (3.36) jest globalnie asymptotycznie stabilny, je±li
speªnione s¡ warunki (N1), (N2) oraz

βi ≤
(k3−i − x̃3−i)(α3−i + 2µ3−i)

x̃i(αi + 2µi)
.

Dowód. Rozpatrzmy funkcj¦ Lapunowa

U(x1, x2, y1, y2) :=

2∑
i=1

(
1

2
(xi − x̃i + yi)

2
+ (αi + 2µi)yi

)
,

gdzie x̃i = Ci
µi
. Oczywi±cie zachodzi U(x1, x2, y1, y2) ≥ 0 dla wszystkich x1, x2, y1, y2 ≥ 0. Ponadto mamy

U(x1, x2, y1, y2) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy (x1, x2, y1, y2) = (x̃1, 0, x̃2, 0).
Ró»niczkuj¡c funkcj¦ U wzdªu» trajektorii ukªadu (3.36) otrzymujemy

U ′ = (x1 − x̃1 + y1)
(
µ1(x̃1 − x1)− (α1 + µ1)y1

)
+ (x2 − x̃2 + y2)

(
µ2(x̃2 − x2)− (α2 + µ2)y2

)
+ (α1 + 2µ1)(x1y1 + β1x1y2 − k1y1) + (α2 + 2µ2)(x2y2 + β2x2y1 − k2y2)

= − µ1(x1 − x̃1)2 − (α1 + µ1)y2
1 − µ2(x2 − x̃2)2 − (α2 + µ2)y2

2 − (α1 + 2µ1)y1(x1 − x̃1 − x1 + k1)

− (α2 + 2µ2)y2(x2 − x̃2 − x2 + k2) + (α1 + 2µ1)β1x1y2 + (α2 + 2µ2)β2x2y1

= − µ1(x1 − x̃1)2 − (α1 + µ1)y2
1 − µ2(x2 − x̃2)2 − (α2 + µ2)y2

2 − (α1 + 2µ1)y1(k1 − x̃1)

− (α2 + 2µ2)y2(k2 − x̃2) + (α1 + 2µ1)β1x1y2 + (α2 + 2µ2)β2x2y1.

Przypomnijmy, »e badamy ukªad w zbiorze niezmienniczym xi + yi ∈
[

Ci
αi+µi

, Ciµi

]
. St¡d

xi ≤ xi + yi ≤
Ci
µi

= x̃i.

Korzystaj¡c z powy»szej zale»no±ci dostajemy

(α1 + 2µ1)β1x1y2 ≤ (α1 + 2µ1)β1x̃1y2, (α2 + 2µ2)β2x2y1 ≤ (α2 + 2µ2)β2x̃2y1.

Zauwa»my, »e przy zaªo»eniu k1 > x̃1 zachodzi równowa»no±¢

−y1

(
(α1 + 2µ1)(k1 − x̃1)− β2x̃2(α2 + 2µ2)

)
≤ 0 (B.1)

⇐⇒ β2 ≤
(k1 − x̃1)(α1 + 2µ1)

x̃2(α2 + 2µ2)
. (B.2)
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Analogicznie przy zaªo»eniu k2 > x̃2 dostajemy

−y2

(
(α2 + 2µ2)(k2 − x̃2)− β1x̃1(α1 + 2µ1)

)
≤ 0 (B.3)

⇐⇒ β1 ≤
(k2 − x̃2)(α2 + 2µ2)

x̃1(α1 + 2µ1)
. (B.4)

Je»eli zachodz¡ nierówno±ci (B.1) i (B.3), to

U ′ ≤ −µ1(x1 − x̃1)2 − (α1 + µ1)y2
1 − µ2(x2 − x̃2)2 − (α2 + µ2)y2

2 .

Przypomnijmy, »e zale»no±ci k1 > x̃1 i k2 > x̃2 s¡ to»same odpowiednio z (N1) i (N2). Wobec tego
nierówno±ci (B.2), (B.4), (N1) i (N2). implikuj¡ U ′ ≤ 0 dla dowolnych xi oraz yi. W szczególno±ci mamy

U ′ < 0 <=> (x1, x2, y1, y2) 6= (x̃1, 0, x̃2, 0),

co ko«czy dowód.

Z nierówno±ci (B.2) oraz zale»no±ci x̃1 = C1

µ1
i x̃2 = C2

µ2
mamy

β2
C2

µ2
(α2 + µ2) ≤

(
k1 −

C1

µ1

)
(α1 + 2µ1).

Analogicznie z nierówno±ci (B.4) uzyskujemy

β1
C1

µ1
(α1 + µ1) ≤

(
k2 −

C2

µ2

)
(α2 + 2µ2).

Mno»¡c (B.2) i (B.4) przez siebie otrzymujemy nierówno±¢

β1β2C1C2 ≤ (k1µ1 − C1)(k2µ2 − C2). (B.5)

Zwró¢my uwag¦, »e je»eli w (B.5) przyjmiemy nierówno±¢ ostr¡, to tak powstaªa nierówno±¢ wraz z (N1)
i (N2) tworzy warunki lokalnej stabilno±ci stanu Edf .

Je±li speªnione s¡ zale»no±ci (N1), (N2) oraz β1β2C1C2 = (k1µ1 − C1)(k2µ2 − C2), to otrzymujemy
R0 = 1. Stwierdzamy wi¦c, »e dzi¦ki zastosowaniu funkcji Lapunowa uzyskujemy warunek globalnej
(a zatem równie» i lokalnej) stabilno±ci stanu stacjonarnego Edf dla R0 = 1. Zauwa»my, »e przy badaniu
lokalnej stabilno±ci stanu Edf nie uzyskali±my warunku gwarantuj¡cego jej dla R0 = 1.

Podkre±lmy te», »e nierówno±ci ostrych w (N1) i (N2) nie da si¦ zast¡pi¢ nieostrymi. Je»eli co najmniej
jedna z równo±ci: k1µ1 = C1 lub k2µ2 = C2 byªaby prawdziwa, to wówczas co najmniej jeden z parametrów
β1 i β2 musiaªby wynosi¢ zero, co jest sprzeczne z zaªo»eniem o dodatnio±ci tych parametrów.
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Dodatek C

Globalna stabilno±¢ endemicznego

stanu stacjonarnego ukªadu (3.36)
z u»yciem kolejnej funkcji Lapunowa

Proponowana kolejna funkcja Lapunowa ma posta¢

L(x1, x2, y1, y2) :=
1

2
(x1 − x̄1)2 + (α1 + µ1)

(
y1 − ȳ1 − ȳ1 ln

y1

ȳ1

)
+

1

2
(x2 − x̄2)2 + (α2 + µ2)

(
y2 − ȳ2 − ȳ2 ln

y2

ȳ2

)
.

Oczywi±cie zachodzi L(x1, x2, y1, y2) ≥ 0 dla wszystkich x1, x2, y1, y2 ≥ 0 oraz L(x1, x2, y1, y2) = 0 wtedy
i tylko wtedy, gdy (x1, x2, y1, y2) = (x̄1, ȳ1, x̄2, ȳ2).

Pochodna funkcji L wzdªu» trajektorii ukªadu (3.36) wynosi

L′ =

2∑
i=1

(
(xi − x̄i) (Ci − xiyi − βixiy3−i + ηiyi − µixi) + (αi + µi)(xiyi + βixiy3−i − kiyi)

yi − ȳi
yi

)
.

Zauwa»my, »e dla stanu endemicznego mamy

Ci = x̄iȳi + βix̄iȳ3−i − ηiȳi + µix̄i. (C.1)

Korzystaj¡c z (C.1) dostajemy

L′ =

2∑
i=1

(
(xi − x̄i) (x̄iȳi + βix̄iȳ3−i − ηiȳi + µix̄i − xiyi − βixiy3−i + ηiyi − µixi)

+ (αi + µi)(xi − ki)(yi − ȳi) + (αi + µi)βixiy3−i
yi − ȳi
yi

)
.

Do powstaªego wyra»enia dodajmy

2∑
i=1

(
(xi − x̄i)(−βixiȳ3−i + βixiȳ3−i) + (αi + µi)(−x̄i + x̄i)(yi − ȳi)

)
,
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które jest równe zero. Otrzymujemy

L′ =

2∑
i=1

(
(x̄iȳi − xiȳi + xiȳi − xiyi + βix̄iȳ3−i − βixiȳ3−i + βixiȳ3−i − βixiy3−i)(xi − x̄i)

+ (xi − x̄i)(−ηiȳi + µix̄i + ηiyi − µixi)

+ (αi + µi)(xi − x̄i + x̄i − ki)(yi − ȳi) + (αi + µi)βixiy3−i
yi − ȳi
yi

)

=

2∑
i=1

(
−ȳi(xi − x̄i)2 − xi(xi − x̄i)(yi − ȳi)− βiȳ3−i(xi − x̄i)2

− βixi(xi − x̄i)(y3−i − ȳ3−i)− µi(xi − x̄i)2 + ηi(xi − x̄i)(yi − ȳi)

+ (αi + µi)(xi − x̄i)(yi − ȳi)− (αi + µi)(ki − x̄i)(yi − ȳi) + (αi + µi)βixiy3−i
yi − ȳi
yi

)
.

Post¦puj¡c podobnie jak w przypadku wyra»e« (3.70) i (3.71) zapisujemy

−(αi + µi)(yi − ȳi)(ki − x̄i) + (αi + µi)βi
xiy3−i

yi
(yi − ȳi)

w postaci

−βi(αi + µi)
x̄i
ȳi

(yi − ȳi)(ȳ3−i − y3−i)− βi(αi + µi)
y3−ix̄i
yiȳi

(yi − ȳi)2 + βi(αi + µi)
y3−i

yi
(yi − ȳi)(xi − x̄i),

dzi¦ki czemu otrzymujemy

L′ =

2∑
i=1

(
−ȳi(xi − x̄i)2 − xi(xi − x̄i)(yi − ȳi)− βiȳ3−i(xi − x̄i)2 − βixi(xi − x̄i)(y3−i − ȳ3−i)

+ (ηi + αi + µi)(xi − x̄i)(yi − ȳi)− βi(αi + 2µi)
x̄i
ȳi

(yi − ȳi)(ȳ3−i − y3−i)

− βi(αi + 2µi)
y3−ix̄i
yiȳi

(yi − ȳi)2 + βi(αi + 2µi)
y3−i

yi
(yi − ȳi)(xi − x̄i)

)
.

Oczywi±cie pochodna L′ wynosi zero wtedy i tylko wtedy, gdy (x1, y1, x2, y2) = (x̃1, ỹ1, x̃2, ỹ2). Sprawd¹-
my, dla jakich warunków uzyskujemy L′ < 0, gdy zmienne x1, y1, x2 oraz y2 s¡ dodatnie. Analogicznie
jak w przypadku analizy funkcji Lapunowa z paragrafu 3.2.6, zbadamy równowa»ny warunek −L′ > 0.
Oznaczmy przez ML macierz formy kwadratowej −L′(x1 − x̄1, y1 − ȳ1, x2 − x̄2, y2 − ȳ2), która ma posta¢

u1 0 x1

2 + w1 − z1
y2
y1

β1

2 x1

0 u2
β2

2 x2
x2

2 + w2 − z2
y1
y2

x1

2 + w1 − z1
y2
y1

β2

2 x2 s1
y2
y1

s1+s2
2

β1

2 x1
x2

2 + w2 − z2
y1
y2

s1+s2
2 s2

y1
y2

 ,

gdzie

u1 = ȳ1 + β1ȳ2 + µ1, u2 = ȳ2 + β2ȳ1 + µ2, w1 = −η1 + α1 + µ1

2
, w2 = −η2 + α2 + µ2

2
,

z1 =
β1(α1 + µ1)

2
, z2 =

β2(α2 + µ2)

2
, s1 =

β1(α1 + µ1)

2

x̄1

ȳ1
, z2 =

β2(α2 + µ2)

2

x̄2

ȳ2
.

Na podstawie znaków poszczególnych minorów wiod¡cych macierzy ML mo»emy okre±li¢ warunki dodat-
nio±ci formy −L:

• z minoru wiod¡cego pierwszego rz¦du: u1 > 0 � zawsze prawdziwy,

• z minoru wiod¡cego drugiego rz¦du: u1u2 > 0 � równie» zawsze speªniony,
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• z minoru wiod¡cego trzeciego rz¦du:

u1u2s1
y2

y1
− u2

(
x1

2
+ w1 − z1

y2

y1

)2

− u1

(
β2

2
x2

)2

> 0, (C.2)

• z minoru wiod¡cego czwartego rz¦du:

u1

(
u2s1s2 −

(
s1 + s2

2

)2

+

(
β2

2
x2

)2(
s1 + s2 − s1

y2

y1
− s2

y1

y2

))
·
(
x1

2
+ w1 − z1

y2

y1

)

·

(
s1 + s2

2
u2
β1

2
x1 +

(
x2

2
+ w2 − z2

y1

y2

)2(
x1

2
+ w1 − z1

y2

y1

))

− β1

2
x1
β2

2
x2

(
x1

2
+ w1 − z1

y2

y1

)(
x2

2
+ w2 − z2

y1

y2

)
− s2u2

y1

y2

(
x1

2
+ w1 − z1

y2

y1

)(
x1

2
+ w1 − z1

y2

y1

)
− β1

2
x1

(
u2s1

y2

y1

β1

2
x1 +

β2

2
x2

(
x1

2
+ w1 − z1

y2

y1

)(
x2

2
+ w2 − z2

y1

y2

))
− β1

2
x1

(
−β1

2
x1

(
β2

2
x2

)2

−
(
s1 + s2

2

)2

u2

(
x1

2
+ w1 − z1

y2

y1

))
> 0.

Ostatni warunek zapiszmy jako(
u1s2

y1

y2
−
(
x2

2
+ w2 − z2

y1

y2

)2
)(

u2s1
y2

y1
−
(
x1

2
+ w1 − z1

y2

y1

)2
)

+

(
u1s2

y1

y2
−
(
β1

2
x1

)2
)(

u2s1
y2

y1
−
(
β2

2
x2

)2
)
− 2

((
x2

2
+ w2 − z2

y1

y2

)
β1

2
x1 − u1

s1 + s2

2

)
·
((

x1

2
+ w1 − z1

y2

y1

)
β2

2
x2 − u2

s1 + s2

2

)
+
u1u2

2
(s1 + s2 − 2s1s2) > 0.

Ostatnia nierówno±¢ oraz zale»no±¢ (C.2) powinny by¢ oczywi±cie równowa»ne warunkom (3.65), (3.66)
i (3.67).
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Dodatek D

Posta¢ wspóªczynnika b0 z paragrafu
4.1.2

b0 = −u2
1u

2
2

((
(u1 + u2)(α1 + µ1 + α2 + µ2) + µ1k̄1 + µ2k̄2

)
+ 2k̄1k̄2 − 2(1− x̄1)(η − x̄2)

+

2∑
i=1

(
(αi + µi)(2k̄i + 2µi + k̄3−i + 3µ3−i)

))

−
2∑
i=1

(
u3
iu3−i

(
(αi + µi)

2 + 2(k̄3−i + µ3−i)(αi + µi) + (α3−i + µ3−i)(k̄3−i + µ3−i) + α3−iµ3−i

))

−
2∑
i=1

(
u2
iu3−i

(
(αi + µi)

2 + (αi + µi)
(

3µ2
3−i + k̄2

3−i + 2(µik̄i + µ3−ik̄3−i)

+ 4
(
(k̄i + µi)(k̄3−i + µ3−i) + βiβ3−ix̄ix̄3−i − k̄ik̄3−i

))
+ (α3−i + µ3−i)

(
(k̄3−i + µ3−i)

2 + 3µ1(k̄3−i + µ3−i) + βiβ3−ix̄ix̄3−i − k̄ik̄3−i + µ3−ik̄i
)))

+
2∑
i=1

(
u2
iu3−i

(
(µi + µ3−i)(βiβ3−ix̄ix̄3−i − k̄ik̄3−i − 2µiµ3−i(k̄i + k̄3−i)

))

+

2∑
i=1

(
u2
iu3−i

(
2µ3−i

(
k̄1k̄2 − (1− x̄1)(η − x̄2)

)))

+ u1u2(β1β2x̄1x̄2 − k̄1k̄2)

(
2∑
i=1

(
(αi + µi)(µi + 2k̄i + k̄3−i + 3µik̄i)

)
+ 2(µ1 + µ2)2 + 2(µ1k̄2 + µ2k̄1)

)
− u1u2k̄1k̄2

(
(1− x̄1)(α1 + µ1) + (η − x̄2)(α2 + µ2)

)
− 2u1u2

(
k̄1k̄2 − (1− x̄1)(η − x̄2)

) (
2µ1µ2 + 2µ2k̄1 + 2µ1k̄2

)
− u1u2

2∑
i=1

(
2(αi + µi)

(
µ2
i (µ3−i + k̄i + k̄3−i) + k̄2

i (µ1 + µ2) + µ1µ2k̄3−i

))

− u1u2

2∑
i=1

(
(αi + µi)

(
3µ2

3−i(k̄i + µi) + 4µik̄i(k̄3−i + µ3−i) + µ3−ik̄ik̄3−i

))
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− u1u2

2∑
i=1

(
(αi + µi)

(
k̄2
i k̄3−i + µik̄

2
3−i
)

+ 4µ14µ2

(
(k̄i + k̄3−i)

2 + µ1k̄1 + µ2k̄2

))

− u1u2

2∑
i=1

(
µ2
i

(
k̄2
i + 2k̄ik̄3−i + 3µ3−ik̄3−i

) )
−

2∑
i=1

(
u3
i (µ3−i + k̄3−i)

(
(αi + µi)(αi + µi + µ3−i + k̄3−i) + µ3−ik̄3−i

))

− (β1β2x̄1x̄2 − k̄1k̄2)

2∑
i=1

(
u2
i

(
(αi + µi)(k̄3−i + µi + 2µ3−i) + k̄3−i(2µ3−i + µi) + µ2

3−i

))

−
2∑
i=1

(
u2
i

(
(αi + µi)

2
(
µi(µ3+i + k̄3−i) + k̄i(µ3−i + 1)

)))

−
2∑
i=1

(
u2
i (αi + µi)

(
µiµ3−i(2k̄i + 4k̄3−i) + µ2

3−i(2µi + µ3−i + 2k̄i + k̄3−i)
))

−
2∑
i=1

(
u2
i (αi + µi)

(
k̄2

3−i(2µ1 + k̄3−i + µ3−i) + µik̄ik̄3−i

))

−
2∑
i=1

(
u2
i

(
µ2

3−ik̄3−i(3µ1 + µ3−i + 2k̄i + 2k̄3−i + µ3−ik̄i) + 3µ1 + µiµ3−i(2k̄ik̄3−i + 3k̄2
3−i + µ3−ik̄i)

))

−
2∑
i=1

(
ui(αi + µi)

(
µiµ3−i(µi + µ3−i)(µ3−i + 2k̄i + 2k̄3−i)

+ k̄ik̄3−i
(
4µiµ3−i + 2µ2

i + µ3−ik̄3−i + k̄2
3−i + 2µi(k̄i + 2k̄3−i) + 2k̄i(µ3−i + k̄3−i)

)
+
(
µik̄

2
3−i(µi + µ3−i + k̄3−i) + µ2

3−ik̄i(µi + µ3−i + k̄i + k̄3−i)
)))

+
(
β1β2x̄1x̄2 − k̄1k̄2

) 2∑
i=1

(
u2
i

(
(βiβ3−ix̄ix̄3−i + µ2

3−i)(µi + µ3−i) + k̄i(µ
2
i + 2µiµ3−i + 2µ2

3−i)

+ k̄3−i(2µ
2
i + 2µ2

3−i + 2µik̄3−i + µik̄3−i) + k̄ik̄3−i(2µi + 3µ3−i) + µiµ3−i(2k̄i + 3k̄3−i)
))

−
2∑
i=1

(
uik̄iµiµ3−i

(
2µiµ3−i + µi + µ2

3−i + 2µ3−ik̄i
) )
−

2∑
i=1

(
uik̄

2
3−iµ

2
3−i(k̄3−i + µ3−i)

)
−

2∑
i=1

(
uik̄3−iµiµ3−i

(
3µiµ3−i + 2(µ2

3−i + k̄2
3−i) + 3µik̄

2
3−i + 4µ3−ik̄3−i

))

−
2∑
i=1

(
uik̄ik̄3−i

(
µ2

3−i(µ3−i + k̄i + 2k̄3−i) + µiµ3−i(4µi + 2µ3−i + 2k̄i + 4k̄3−i)
))

+
(
β1β2x̄1x̄2 − k̄1k̄2

)
β1β2x̄1x̄2

(
(µ1 + µ2)(k̄1 + k̄2)

)
+
(
β1β2x̄1x̄2 − k̄1k̄2

)( 2∑
i=1

(
k̄i(µ

3
i + µ2

iµ3−i + µiµ
2
3−i + µ3

3−i)
)

+

2∑
i=1

(
k̄2
i (µi + µ3−i)

2
)

+

2∑
i=1

(
k̄2
i k̄3−i(µi + µ3−i)

)
+ 2k̄1k̄2(µ1 + µ2)2

)
− µ1µ2k̄1k̄2

(
2(µ1 + µ2)2 + 3(µ1 + µ2)(k̄1 + k̄2)

)
−

2∑
i=1

(
µiµ3−ik̄i

(
(µi + µ3−i)

2 + (µiµ3−i + k̄2
i )(µi + µ3−i)

))
.
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