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Streszczenie

Silnym kolorowaniem krawedzi grafu G nazywamy kolorowanie krawedzi G, w kto-
rym kazde dwie krawedzie bedace od siebie w odleglosci co najwyzej 2 maja inny kolor.
Silnym indeksem chromatycznym grafu G, ozn. x.(G), nazywamy najmniejsza moz-
liwg liczbe kolorow w silnym kolorowaniu krawedzi G. W 1985 r. Erdds i NeSetiil po-
stawili hipoteze, wedlug ktorej dla kazdego grafu G o maksymalnym stopniu A zachodzi
XL(G) < %AQ. Hipoteza ta caly czas pozostaje otwarta; najlepsze gorne ograniczenie na
X4, (G) wynosi obecnie 1,835A% W niniejszej rozprawie dowodzimy jej prawdziwosci dla
grafow bez szponow o A > 12. Pokazujemy takze ograniczenia na x.(G) dla grafow bez
K ,, grafow przecie¢ dyskow jednostkowych i graféw bezcieciwowych.

Silng klika w grafie G nazywamy podzbiér krawedzi G, w ktorym kazde dwie kra-
wedzie sg od siebie w odlegtosci co najwyzej 2, w konsekwencji kazda krawedz silnej kliki
ma inny kolor w silnym kolorowaniu krawedzi G. Maksymalny rozmiar silnej kliki w G
oznaczamy przez ws(G). Faudree i in. postawili hipoteze, wedtug ktorej dla kazdego grafu
G o maksymalnym stopniu A zachodzi wy(G) < EAZ. Nasze gtowne twierdzenie mowi, ze
ws(G) < 1,5A2. Przez kilka lat bylo to najlepsze znane ograniczenie; nasz wynik zostal
poprawiony przez Farona i Postle’a na §A2. Pokazujemy takze ograniczenie na w,(G) dla
grafow bez szpondw.

Badamy takze t—silne kolorowanie krawedzi grafu i t—silne kliki (sg to uogdl-
nienia powyzszych definicji na odleglosé¢ ¢). Najlepsze znane gorne ograniczenie na
t—silny indeks chromatyczny wynosi (2 — €)A’. Dowodzimy, ze t—silne kliki maja co
najwyzej 1, 75A" + O(A'™!) krawedzi, dla grafow dwudzielnych pokazujemy ograniczenie
Al + O (A1), Ograniczamy takze rozmiar t—silnych klik w innych klasach grafow. Po-
przez powiazanie problemu t—silnych klik z problemem stopnia—$rednicy pokazujemy, ze
gbérne ograniczenie na t—silny indeks chromatyczny i na rozmiar ¢t—silnych klik nie moze
by¢ mniejsze od 3 (ﬁ)t_l At

Stowa kluczowe: silny indeks chromatyczny, silne kliki, skojarzenie indukowane,
kolorowanie krawedzi grafow, t—silny indeks chromatyczny, t—silne kliki.

Klasyfikacja AMS: 05C15, 05C35, 05C69, 05C70, 05C72, 05C76.



Abstract

A strong edge coloring of a graph G is an edge coloring of GG such that every two
edges which are at distance at most 2 receive different colors. A strong chromatic
index of a graph G, denoted by x,(G), is the minimum number of colors in a strong
edge coloring of G. In 1985 Erd&s and NeSettil conjectured that for every graph G with
maximum degree A the strong chromatic index of G is at most %Az. This conjecture is
still open; the best known upper bound on \,(G) is 1,835A2. In this dissertation we prove
it for claw-free graphs with maximum degree at least 12. We also show upper bounds on
X5(G) for Ky ,—free graphs, unit disk graphs and chordless graphs.

A strong clique in a graph G is a subset of edges of G' such that every two eges
are at distance at most 2; it means that every edge has a different color in a strong edge
coloring of G. The maximum size of a strong clique in G is denoted by w,(G). Faudree et
al. conjectured that ws(G) < §A2 for every graph G with maximum degree A. Our main
theorem says that ws(G) < 1,5A2. For several years it was the best known upper bound;
our result was improved by Faron and Postle to 3A2. We also show the bound on w,(G)
for claw-free graphs.

We also study a t—strong edge coloring of a graph and t—strong cliques (these
are generalizations of aforementioned definitions to distance ¢). The best known upper
bound on t—strong chromatic index is (2 — €)A’. We prove that t—strong cliques have at
most 1, 7T5A! + O(A'1) edges, for bipartite graphs we show the bound Af+ O (A1), We
also present results for some special classes of graphs. By noticing a connection between
t—strong cliques and a degree-diameter problem, we show that upper bounds on t—strong
chromatic index and t—strong cliques cannot be smaller than % (T{w)tl At.

Keywords: strong chromatic index, strong cliques, induced matching, graph edge
coloring, t—strong chromatic index, t—strong cliques.

AMS Classification: 05C15, 05C35, 05C69, 05C70, 05C72, 05C76.
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Rozdziat 1

Preliminaria

1.1 Podstawowe oznaczenia

Grafem nazywamy pare (V, E), gdzie V' jest niepustym zbiorem skoniczonym, a F jest
podzbiorem zbioru nieuporzadkowanych par elelementéw z V. Elementy zbioru V nazy-
wamy wierzchotkami, a elementy zbioru E krawedziami. Przez V(G) oznaczamy zbior
wierzcholkow grafu G, a przez E(G) zbior krawedzi grafu G.

Krawedz e = {u, v} oznaczamy przez uv. Mowimy, ze wierzcholki u i v sa incydentne
7 krawedzia wv, a krawedz wv jest incydentna z wierzchotkami u i v. Wierzchotki u i v
nazywamy konicami krawedzi uv. Dwa wierzchotki nalezace do tej samej krawedzi nazy-
wamy sasiadujacymi (lub sasiednimi, sasiadami), dwie krawedzie o wspolnym wierzchotku
nazywamy sasiadujacymi (lub sasiednimi).

Sasiedztwem wierzchotka v w grafie G, oznaczanym przez Ng(v), nazywamy zbior
wszystkich wierzchotkow grafu G, ktore sa sasiadami v, czyli Ng(v) = {u : V(G) :
w € E(G)}. Dla X C V(G) przez Ng(X) oznaczamy zbior {u € V(G) \ X : Jpexuv €
E(G)}. Oznaczenia Ng(v) i Ng(X) zastepujemy przez N(v) i N(X), gdy graf G w sposob
oczywisty wynika z kontekstu.

Stopniem wierzchotka v w grafie G, oznaczanym przez degg(v), nazywamy liczbe
krawedzi incydentnych z v w G. Maksymalny stopien grafu GG, oznaczany przez Ag, to

maksimum ze wszystkich stopni wierzchotkéw z G. Sredni stopien grafu G jest rowny



sredniej arytmetycznej ze stopni wszystkich wierzchotkow z G. Oznaczenia degg(v) i Ag
zastepujemy przez deg(v) i A, gdy graf G w sposéb oczywisty wynika 7z kontekstu.

Graf H nazywamy podgrafem grafu G jezeli V(H) C V(G)i E(H) C E(G). Graf G
jest wowczas nazywany nadgrafem grafu H.

Niech G bedzie grafem, a W bedzie podzbiorem wierzchotkow grafu G. Przez G[W]
oznaczamy podgraf G indukowany wierzchotkowo przez W, tzn. graf o zbiorze wierz-
chotkow W i zbiorze krawedzi sktadajacym sie ze wszystkich krawedzi grafu G, ktorych
oba konce naleza do W. Przez G\ W oznaczamy G[V (G) \ W].

Graf H jest podgrafem indukowanym grafu G, jezeli H jest podgrafem grafu G
indukowanym wierzchotkowo przez V (H).

Niech G bedzie grafem, a K bedzie podzbiorem krawedzi grafu G. Przez G[K| ozna-
czamy podgraf G indukowany krawedziowo przez K, tzn. graf o zbiorze wierzchotkow
sktadajgcym sie ze wszystkich koricow krawedzi z K i zbiorze krawedzi rownym K.

Dopelnieniem grafu G nazywamy graf o zbiorze wierzchotkow V(G), w ktorym dwa
wierzchotki s sasiednie wtedy i tylko wtedy, gdy nie sg sasiednie w G.

Grafem krawedziowym grafu G, oznaczanym przez L(G), nazywamy graf, ktorego
zbiorem wierzchotkow jest zbior krawedzi grafu G, dwa wierzcholki z L(G) sa polaczone
krawedzia wtedy i tylko wtedy, gdy odpowiadajace im krawedzie z grafu G sasiadujg ze
soba.

Spacerem w grafie G laczacym dwa wierzcholki vy 1 v, nazywamy ciag
Vo€QUIE] - - - €n_1Up, taki ze dla kazdego i € {0, ...n} zachodzi v; € V(G) oraz dla kazdego
i €{0,...n— 1} zachodzi e; € E(G) i v;,vi41 € €.

Sciezka w grafie G laczaca dwa wierzchotki vy i v, nazywamy spacer, w ktorym zadna
krawedz i zaden wierzcholek nie powtarzaja sie. Dlugos$ciag Sciezki nazywamy liczbe
krawedzi do niej nalezacych. Sciezke, w ktorej pierwszy i ostatni wierzcholek sasiaduja ze
soba nazywamy cyklem.

Srednica grafu G to najmniejsza liczba n, taka ze kazde dwa wierzchotki z G sa
potaczone $ciezka o dhugosci co najwyzej n.

Talia grafu G to dlugosé najkrotszego cyklu zawartego w G.

Odlegloscia miedzy wierzcholkami u i v w grafie G, oznaczana przez distg(u, v)



(lub dist(u,v), gdy G jest oczywisty), nazywamy dlugos¢ najkrotszej Sciezki laczacej
uivw(G.

Odlegloscia miedzy krawedzia e = (z,y) i wierzchotkiem v w grafie G nazywamy
min(dist(z,v), dist(y,v)). Oznacza to, ze krawedzie incydentne z v sa w odleglosci 0 od
v.

Dla kazdych dwoch roznych krawedzi e, f grafu G definiujemy distg(e, f) jako od-
leglos¢ w grafie krawedziowym grafu G pomiedzy wierzchotkami odpowiadajacymi e i f
(indeks jest pomijany, gdy w sposob oczywisty wynika z kontekstu). Oznacza to, ze
distg(e, f) = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy e i f maja wspdlny wierzchotek. Gdy
distg(e, f) = d mowimy, ze krawedzie e i f sa w odleglosci d w grafie G.

Zbiorem niezaleznym w grafie G nazywamy taki podzbior I C V(G), ze dla kazdej
pary wierzchotkéw u,v € I, uv nie jest krawedzia grafu G.

Kolorowaniem wierzcholkéw grafu G nazywamy funkcje ¢ : V(G) — N, ktora
kazdemu wierzchotkowi z GG przypisuje liczbe naturalng, zwang kolorem wierzcholka.
Zbiér wszystkich wierzchotkdéw o tym samym kolorze nazywamy klasa koloru. Koloro-
wanie wierzchotkéw grafu jest poprawne, gdy kazde dwa sasiadujgce wierzchotki maja
rozne kolory.

Liczba chromatyczng grafu G, oznaczang przez x(G), nazywamy najmniejszg moz-
liwg liczbe koloréw w poprawnym kolorowaniu wierzchotkow G.

Kolorowaniem krawedzi grafu G nazywamy funkcje ¢ : E(G) — N, ktora kazde]
krawedzi z G przypisuje liczbe naturalng, zwana kolorem krawedzi. Zbior wszystkich
krawedzi o tym samym kolorze nazywamy klasg koloru. Kolorowanie krawedzi grafu jest
poprawne, gdy kazde dwie sgsiadujace krawedzie maja rézne kolory.

Indeksem chromatycznym grafu GG, oznaczanym przez x’'(G), nazywamy najmniej-
sza mozliwa liczbe koloréw w poprawnym kolorowaniu krawedzi G.

Ulamkowym k—kolorowaniem wierzchotkow grafu G, gdzie k jest liczba rzeczywi-
sta, nazywamy wazenie w : Zg — [0, 1], gdzie Zg jest zbiorem zbioréw niezaleznych z G,
takie ze suma wszystkich wag wynosi co najwyzej k i dla kazdego wierzchotka v € V(G)
suma wag wszystkich zbioréw niezaleznych, do ktoérych nalezy v, wynosi co najwyzej 1.

Utlamkowg liczba chromatycznag grafu G, oznaczana przez x;(G), nazywamy infimum

10



po wszystkich dodatnich k, dla ktorych istnieje utamkowe k—kolorowanie wierzchotkéw
G.
Srednicg zbioru S C R? nazywamy supremum z odlegltosci euklidesowych pomiedzy

kazdymi dwoma punktami z S.

1.2 Klasy grafow

Graf G nazywamy klika lub grafem pelnym, jezeli kazde dwa wierzchotki z V(G)
sasiaduja ze soba. Graf pelny o n wierzchotkach oznaczamy przez K,. Liczba klikowa
grafu G, oznaczana przez w(G), nazywamy liczbe wierzchotkow w najwiekszym pelnym
podgrafie grafu G.

Graf G nazywamy skojarzeniem, jezeli zadne dwie krawedzie z F(G) nie maja wspol-
nego wierzchotka. Mowiac o skojarzeniu bedziemy mysle¢ o jego zbiorze krawedzi. Sko-
jarzeniem indukowanym w grafie G nazywamy skojarzenie, ktore jest podgrafem in-
dukowanym G.

Graf G nazywamy grafem dwudzielnym, jezeli zbior wierzchotkow V(G) mozemy
podzieli¢ na dwa roztaczne zbiory T'1 W w taki sposob, ze kazda krawedz z E(G) ma jeden
koniec w 7', a drugi koniec w W. T i W nazywamy klasami dwudzielnosci. Graf pelny
dwudzielny, oznaczany przez K, ,, to graf dwudzielny z klasami dwudzielnosci o licznoSci
odpowiednio ¢ i w, w ktéorym pomiedzy wszystkimi parami wierzchotkéw nalezacych do
roznych klas dwudzielnosci istnieje krawedz.

Graf G nazywamy k—zdegenerowanym, jezeli kazdy indukowany podgraf grafu G
zawiera wierzchotek o stopniu co najwyzej k.

Graf G nazywamy grafem bez H, jezeli G nie zawiera indukowanej kopii H. Graf K 3
nazywamy szponem, a grafy bez K 3 nazywamy grafami bez szponéw.

Graf G nazywamy grafem przecieé dyskéw jednostkowych, jezeli wierzchotki G sa
punktami w R? i kazde dwa wierzcholki sa polaczone krawedzig wtedy i tylko wtedy, gdy
odpowiadajace im punkty sa w odleglosci euklidesowej co najwyzej 1.

Graf G jest spojny, jezeli dla kazdych dwoch wierzchotkow z V(G) istnieje $ciezka,
ktora je laczy.
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Graf G nazywamy drzewem, jezeli jest spojny i nie zawiera cykli. LiSciem drzewa
nazywamy wierzchotek o stopniu 1.
Graf G nazywamy gwiazda, jezeli jest drzewem i co najwyzej jeden wierzchotek

z V(G) nie jest lisciem.

1.3 Znane twierdzenia i hipotezy

W biezacej sekcji przedstawiamy znane twierdzenia i hipotezy, do ktérych bedziemy
sie odwolywac¢ w niniejszej rozprawie.

W dowodach naszych twierdzen wielokrotnie korzystamy z twierdzenia Turana, w kto-
rym podane jest gorne ograniczenie na liczbe krawedzi graféw niezawierajacych kliki o za-

danym rozmiarze.

Twierdzenie 1.1 (P. Turén, 1941 [47]). Niech G bedzie grafem bez K, o p wierzchotkach.

Wowezas

|E(G)] < 2=2,

2(r—1)

Kilkukrotnie bedziemy sie odwolywaé takze do hipotezy Reeda, w ktorej ograniczenie
na liczbe chromatyczna grafu uzaleznione jest od jego maksymalnego stopnia i liczby kliko-
wej. Gdyby hipoteza Reeda byta prawdziwa, z ograniczenia na rozmiar silnych klik w gra-
fach wynikatoby ograniczenie na silny indeks chromatyczny (analogicznie dla t—silnych

klik i t—silnego indeksu chromatycznego).

Hipoteza 1.2 (B. Reed, 1998 [44]). Niech G bedzie grafem o maksymalnym stopniuv A
1 najwiekszej klice rozmiaru w. Wowcezas

x(G) < {Mw :

2

Hipoteza Reeda zostata udowodniona w wersji utamkowej. 7 ponizszego twierdzenia
korzystamy dowodzac ograniczenia na ulamkowy silny indeks chromatyczny i utamkowy

t—silny indeks chromatyczny.
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Twierdzenie 1.3 (M. Molloy, B. Reed, 2002 [40, Theorem 21.7|). Niech G bedzie grafem

o maksymalnym stopniu A i najwiekszej klice rozmiaru w. Wowczas

A+1+w

xf(G) < 5
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Rozdziat 2

Silny indeks chromatyczny graféow

2.1 Wprowadzenie

2.1.1 Silne kolorowanie krawedzi grafu

Poprawne kolorowanie krawedzi grafu G mozemy zdefiniowa¢ jako kolorowanie, w kto6-
rym kazda $ciezka zawierajaca doktadnie dwie krawedzie musi by¢ réznokolorowa. Ozna-
cza to, ze kazda klasa koloru tworzy skojarzenie w GG. W niniejszej rozprawie bedziemy
rozwazaé kolorowanie spelniajace silniejszy warunek. W silnym kolorowaniu krawedzi
grafu G kazda $ciezka sktadajaca sie z dwoch lub trzech krawedzi musi by¢ réznokolo-
rowa; to znaczy, ze zadne dwie krawedzie tej $ciezki nie mogg byé¢ w tym samym kolorze.

W kolorowaniu tym kazda klasa koloru tworzy skojarzenie indukowane w G.

Definicja 2.1. Niech G bedzie grafem.

Silnym kolorowaniem krawedz: grafu G nazywamy takie kolorowanie krawedzi G,
w ktorym kazda klasa koloru jest skojarzeniem indukowanym w G.

Silnym indeksem chromatycznym grafu G, oznaczanym przez X.(G), nazywamy

najmniejszqg mozliwg liczbe kolordw w silnym kolorowaniu krawedzi G.

Przyktad silnego kolorowania krawedzi grafu przedstawia Rysunek 2.1. Graf pokoloro-
wany jest na 5 kolorow. Pary krawedzi o tych samych kolorach to viv; i v3vy, v1vs 1 v5s,

VU3 1 V5U7 Oraz vavy 1 VgU7. Zauwazmy, ze kazde dwie krawedzie, ktére maja ten sam kolor,
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Rysunek 2.1: Silne kolorowanie krawedzi grafu.

sa od siebie w odlegtodci 3, zatem podane kolorowanie jest silne. Ile wynosi silny indeks
chromatyczny tego grafu? Kazde dwie z pieciu krawedzi vyvy, vovy, v4vUs5, vsv7 1 V7071 S8 0d
siebie w odleglosci co najwyzej 2, zatem nie mozemy uzy¢ mniej niz 5 koloréw. Wynika

stad, ze silny indeks chromatyczny podanego grafu wynosi 5.

2.1.2 Bezprzewodowe sieci radiowe — motywacja

Rozwazmy bezprzewodowe sieci radiowe sktadajace sie ze stacji nadawczo-odbiorczych,
ktoére moga zarowno wysytaé, jak i odbiera¢ wiadomosci. Stacje radiowe maja ustalony
zasieg (region geograficzny), w ktérym moga komunikowa¢ sie z innymi. Komunikacja
pomiedzy dwoma stacjami jest mozliwa, jezeli obie leza w swoich zasiegach. Kazda taka
sie¢ mozemy przedstawi¢ za pomoca grafu. Wierzchotki odpowiadaja stacjom nadawczo-
odbiorczym, dwa wierzcholtki polaczone sa krawedzig wtedy i tylko wtedy, gdy moga
wysytaé¢ pomiedzy soba wiadomosci. Przyktad sieci i modelujacego jg grafu przedstawia
Rysunek 2.2.

Zauwazmy, ze w naszym przyktadzie komunikacja pomiedzy stacjami v;—vs oraz vy—vy
nie moze odbywa¢ sie na tej samej czestotliwosci — w stacji v; dochodzitoby do zaklocen
transmisji ze stacji vs i vy — takie zaklocenia nazywamy interferencja pierwotng. Ko-

munikacje pomiedzy stacjami v;—vs i v1—v4 nie moga roéwniez odbywaé sie na tej samej
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Rysunek 2.2: Bezprzewodowa sie¢ radiowa i modelujacy ja graf.

czestotliwodei co komunikacja pomiedzy vy—vs, inaczej transmisje ze stacji vy zaktocalyby
w wezle vy transmisje ze stacji v3 — jest to interferencja wtérna.

Przypisanie stacjom radiowym czestotliwosci, na ktorych komunikujg sie z innymi
stacjami w taki sposob, aby unikna¢ interferencji pierwotnych i wtérnych, odpowiada sil-
nemu kolorowaniu krawedzi grafu modelujacego sieé¢ (|4], [43]). Kolor krawedzi pomiedzy
dwoma wierzchotkami odpowiada czestotliwosci, ktérej beda uzywaé do komunikacji sta-
cje radiowe odpowiadajace tym wierzchotkom. Przypisanie réznych koloréw krawedziom
w odleglosci 1 pozwala na unikniecie interferencji pierwotnych, a krawedziom w odleglosci
2 na unikniecie interferencji wtornych. Chcemy, zeby szeroko$é pasma wykorzystywanego
przez sie¢ byla jak najmniejsza; poniewaz kazdy kolor oznacza innag czestotliwo$¢, wazne
jest, aby uzy¢ jak najmniej koloréw — czyli aby znalez¢ silny indeks chromatyczny grafu

modelujacego siec.
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2.1.3 Hipoteza Erddsa i NeSetrila

Silne kolorowanie krawedzi grafu po raz pierwszy pojawito sie w literaturze w 1983 r.
w pracy Fouqueta i Joliveta [27], [28]. Gléwnym problemem w tej tematyce jest okreslenie,
jak duzy moze by¢ silny indeks chromatyczny grafu o maksymalnym stopniu A. W 1985 r.
na seminarium w Pradze Erd&s i Nesetfil postawili hipoteze, ktéra caly czas pozostaje
otwarta (hipoteza zostata opublikowana w [23], a pdézniej opisana w [3] wraz z dyskusja

na temat znanych wynikow).

Hipoteza 2.2 (P. Erdds, J. Neset¥il, 1985 [23]). Niech G bedzie grafem o maksymalnym

stopniu A. Wowcezas

2 .
V(G) < A gdy A jest parzyste,

5

1

5A2 _ 2A-1
1A

T 9dy A jest nieparzyste.

Wiadomo, ze ograniczenie z hipotezy Erd&sa i NeSettila, jezeli tylko jest prawdziwe,

jest optymalne. Pokazuje to ponizsza obserwacja.
Obserwacja 2.3. Dla kazdego A bedgcego liczbg naturalng, istnieje graf Ga, dla ktorego

A gdy A jest parzyste,

X:(G) = i
g gdy A jest nieparzyste.

Dowdd Obserwacyi 2.3. Zaldzmy najpierw, ze A jest parzyste. Graf Ga konstruujemy
z cyklu C5 poprzez rozdmuchanie kazdego wierzchotka do zbioru niezaleznego o roz-
miarze £. Wierzcholki grafu Ga to uporzadkowane pary (i,7), gdzie i € {1,2,3,4,5},
aj € {1,2,..., %} Krawedzie Ga to nieuporzadkowane pary {(i,7), (¢, 5)}, takie ze
(' =i+ 1 (mod 5) lub ¢ =i—1 (mod 5))ij,j € {1,2,...,5} (patrz Rysunek 2.3a).
Zauwazmy, ze kazde dwie krawedzie grafu G'a sa w odleglosci co najwyzej 2, zatem kazda
z nich musi zosta¢ pokolorowana na inny kolor. Krawedzi tych jest dokladnie §A2, wiec
do pokolorowania caltego grafu G potrzebujemy dokladnie tylu kolorow.

Zalozmy teraz, ze A jest nieparzyste. Graf Ga konstruujemy woéwczas poprzez doda-

nie do grafu Ga_; (A — 1 jest parzyste) dwoch gwiazd. Zbiorem wierzchotkow grafu Ga

jest V(Ga—1) U {u,v}. Zbiorem krawedzi Ga jest E(Ga_1) wraz ze wszystkimi parami
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(a) Przypadek parzysty, A = 6. (b) Przypadek nieparzysty, A = 7.

Rysunek 2.3: Grafy G o najwiekszym znanym silnym indeksie chromatycznym.

{u, (1,5)},{w, (3,75)}, {v, (2,5)},{v, (4,7)} oraz krawedz {u, v} (patrz Rysunek 2.3b). Za-
uwazmy, ze takze w tym przypadku kazde dwie krawedzie grafu Ga sa w odlegtosci co

najwyzej 2, zatem kazda z nich musi zosta¢ pokolorowana na inny kolor. Krawedzi tych

jest doktadnie %AQ — 2A4_1, wiec do pokolorowania catego grafu Ga potrzebujemy doktad-
nie tylu koloréw.
Pokazalismy, ze w obu przypadkach w silnym kolorowaniu krawedzi grafu Ga potrze-

bujemy doktadnie tylu koloréw, ile podaje teza obserwacji, dowod jest wiec kompletny. [

2.1.4 Ograniczenie na silny indeks chromatyczny

W sekeji 2.1.3 przedstawili$my hipoteze Erddsa i Nesetfila (Hipoteza 2.2), ktora mowi,
ze silny indeks chromatyczny graféw o maksymalnym stopniu A jest ograniczony przez
gAz (dla nieparzystego A ograniczenie jest troche mniejsze, ale interesuje nas przede
wszystkim wspoltezynnik przy A?). Hipoteza jest caly czas otwarta i szeroko badana.
W niniejszej sekcji przedstawimy postepy w pracach nad znalezieniem odpowiedzi na
pytanie: jak duzy moze by¢ silny indeks chromatyczny graféw o zadanym maksymalnym

stopniu?
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Z prostego algorytmu zachtannego wynika, ze silny indeks chromatyczny grafu o mak-

symalnym stopniu A jest ograniczony przez 2A2. Pokazuje to ponizsza obserwacja.

Obserwacja 2.4. Niech G bedzie grafem o maksymalnym stopniu A. Wowczas
Ya(G) < 2A% —2A +1.

Dowdd Obserwacji 2.4. Pokolorujemy krawedzie grafu G przy pomocy algorytmu zachtan-
nego. Ustalmy dowolng kolejnos¢ krawedzi z G. Nasz algorytm bedzie mial |E(G)| kro-
kow. W i—tym kroku kolorujemy krawedz e; na wolny kolor, tzn. taki, ktory nie jest
przypisany do zadnej pokolorowanej krawedzi, ktora jest w odlegltosci co najwyzej 2 od
€;-

Zauwazmy, ze dla kazdej krawedzi e; grafu G jest co najwyzej 2(A — 1) sasiadow wierz-
chotkoéw incydentnych z e; (innych niz konce e;), a kazdy z tych sasiadow jest incydentny
z co najwyzej A krawedziami — liczba krawedzi w odlegtosci co najwyzej 2 od e; nie prze-
kracza zatem 2A% — 2A. Algorytm zachlanny znajdzie wiec silne kolorowanie krawedzi

grafu G na co najwyzej 2A% — 2A + 1 koloréw, co koriczy dowod obserwacji. O

Przez wiele lat ograniczenie 2A? bylo jedynym znanym wynikiem. Pojawialo sie pyta-
nie: czy mozna udowodnié, ze silny indeks chromatyczny grafu o maksymalnym stopniu
A jest mniejszy od 2A%? W 1997 1. zostal opublikowany przetomowy artykul, w ktérym
Molloy i Reed odpowiedzieli na to pytanie pozytywnie. W dowodzie autorzy uzyli metody
probabilistycznej.

Twierdzenie 2.5 (M. Molloy, B. Reed, 1997 [39]). Niech G bedzie grafem z wystarczajgco

duzym maksymalnym stopniem A. Wowczas
Y.L (G) < 1,998A%.

Autorzy twierdzenia wspomnieli, ze widza mozliwo$é poprawy ich ograniczenia do
1,99A2,

To, jakim wyzwaniem jest zweryfikowanie hipotezy Erddsa i Nesettila pokazuje fakt,
ze wynik Molloya i Reeda byl najlepszym znanym ograniczeniem przez 18 lat. Dopiero

w 2015 r. Bruhn i Joos poprawili ten rezultat.
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Twierdzenie 2.6 (H. Bruhn, F. Joos, 2015 [9]). ! Niech G bedzie grafem z wystarczajgco

duzym maksymalnym stopniem A. Wowczas
XA(G) <1,93A%

Trzy lata pozniej na arXiv ukazala sie praca z obecnie najlepszym znanym gérnym
ograniczeniem na silny indeks chromatyczny graféw o maksymalnym stopniu A. Bonamy,

Perrett i Postle osiagneli znaczacy postep w stosunku do poprzednich wynikow.

Twierdzenie 2.7 (M. Bonamy, T. Perrett, L. Postle, 2018 [6]). Niech G bedzie grafem

2 wystarczajgeo duzym maksymalnym stopniem A. Wowczas
Y4(G) < 1,835A%

Zauwazmy, ze najlepsze udowodnione do tej pory ograniczenie wciaz jest dalekie od

%AQ z hipotezy Erdésa i NesSettila. Wiadomo jednak, ze hipoteza jest prawdziwa dla
grafow, w ktorych kazde dwie krawedzie sa od siebie w odleglosci nie wiekszej od 2 (tzn.
kazda krawedz musi dosta¢ inny kolor w silnym kolorowaniu krawedzi). Chung, Gyarfas,

Trotter i Tuza udowodnili ponizsze ograniczenie na liczbe krawedzi w takich grafach.

Twierdzenie 2.8 (F. R. K. Chung, A. Gyarfas, W. T. Trotter, Z. Tuza, 1990 [15]).
Niech G bedzie grafem o maksymalnym stopniu A, niezawierajgeym zadnej pary krawedzi

w odlegltosci wiekszej od 2. Wowczas

, dy A jest parzyste,
E(Q)] < goy A jest parzy

gdy A jest nieparzyste.

Jedna 7z najwazniejszych klas graféw, dla ktorych hipoteza Erd@sa i Nesettila jest
wciaz otwarta, sa grafy dwudzielne. Chociaz grafy te maja jasno okreslong strukture,
nikomu nie udalo si¢ wykorzystaé¢ ich wtagciwosci do poprawy ogélnego wyniku 1, 835A2
z Twierdzenia 2.7. A co wiadomo o dolnym ograniczeniu? Grafy z Obserwacji 2.3 o silnym
indeksie chromatycznym gAz nie s dwudzielne. Nie sg znane zadne przyklady grafow
dwudzielnych o silnym indeksie chromatycznym wiekszym od A?; w ponizszej obserwacji

przedstawione zostaly grafy dwudzielne o silnym indeksie chromatycznym réwnym A2,

'Praca z pelnym dowodem twierdzenia ukazala sie w 2018 r.; patrz [10]
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Obserwacja 2.9. Dla kazdego A bedgcego liczbg naturalng, istnieje graf dwudzielny Ga,
dla ktorego X'.(Ga) = A%

Dowdd Obserwacyi 2.9. Dla kazdego A graf Ga to graf dwudzielny pelny Ka A. Ma on
doktadnie A? krawedzi i kazde dwie krawedzie sa w odleglogci nie wiekszej od 2 (patrz
Rysunek 2.4). O

Rysunek 2.4: Graf dwudzielny Ga A o silnym indeksie chromatycznym réwnym A?; dla

A = 3.

Faudree, Gyarfas, Schelp, i Tuza w 1989 r. postawili hipoteze, w ktorej przypuszczaja,
ze dla kazdego grafu dwudzielnego o maksymalnym stopniu A wystarczy A? koloréw, aby

silnie pokolorowa¢ jego krawedzie.

Hipoteza 2.10 (R. J. Faudree, A. Gyarfas, R. H. Schelp, Zs. Tuza, 1989 [25]). Niech G

bedzie grafem dwudzielnym o maksymalnym stopniu A. Wéwczas X, (G) < AZ.

Hipoteza 2.10 zostala udowodniona dla A < 3 (patrz [45]). Faudree, Gyarfas, Schelp,
i Tuza w swojej hipotezie uzaleznili wielkos¢ silnego indeksu chromatycznego od mak-
symalnego stopnia grafu dwudzielnego. W grafach dwudzielnych mozna bra¢ pod uwage
takze maksymalne stopnie wierzchotkow w kazdej z klas dwudzielnosci. Mocniejsza wersje

Hipotezy 2.10 postawili Brualdi i Quinn Massey.

Hipoteza 2.11 (R. A. Brualdi, J. J. Quinn Massey, 1993 [8]). Niech G bedzie grafem
dwudzielnym, takim ze wierzchotki w i—tej klasie dwudzielnosci majg maksymalny stopien

Ay, dlai € {1,2}. Wowezas XL(G) < A1 A,.
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Hipoteza 2.11 zostala udowodniona dla pewnych specjalnych klas grafow (patrz 8],
1], [42]).

Problem silnego kolorowania krawedzi badany jest takze dla graféw o malym mak-
symalnym stopniu. Hipoteza Erdésa i NeSetfila jest prawdziwa dla A < 2 (przypadek
trywialny) i dla A = 3 ([2] i [31]). Jednak juz dla A = 4, pomimo prob wielu badaczy,
udowodnione ograniczenie caly czas jest wyzsze niz to wynikajace z hipotezy. W 1990 r.
Horak pokazal, ze silny indeks chromatyczny graféw o maksymalnym stopniu 4 jest nie
wiekszy od 23 ([30]), w 2006 r. Cranston poprawil to ograniczenie do 22 ([16]), a w 2018 r.
Huang, Santana i Yu udowodnili najlepszy obecnie znany wynik: 21(|32]). Ograniczenie
postulowane w hipotezie jest o 1 mniejsze — wynosi 20.

Silne kolorowanie krawedzi graféow badane jest rowniez dla wielu innych klas grafow,
takich jak np. grafy planarne (patrz [33] i [36]), grafy losowe (patrz [29]) czy grafy
bezcieciwowe (patrz [5]).

Przytaczajac najistotniejsze wyniki dotyczace ograniczen na silny indeks chromatyczny
grafow, warto wspomnieé¢ o twierdzeniu Alona, Moitra’y i Sudakova. W 2012 r. pokazali
oni, ze istnieja grafy o n wierzchotkach, ktore sa prawie pelne, a maja zaskakujaco niski
silny indeks chromatyczny — rzedu n' ¢ (silny indeks grafow pelnych jest oczywiscie rzedu

n?).

Twierdzenie 2.12 (N. Alon, A. Moitra, B. Sudakov, 2012 [1]). Dla kazdego € > 0 istnieje
0 > 0, taka ze dla kazdego wystarczajgco duzego n istnieje graf G o n wierzchotkach, dla

ktorego zachodzi

G <t BG) = ()~

W nastepnej sekcji przedstawimy kolejne klasy graféw o silnym indeksie chromatycz-

nym rzedu mniejszego od A2,
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2.2 Grafy rzadkie o silnym indeksie chromatycznym
rzedu mniejszego od A?

Wiemy juz, ze w ogélnym przypadku gorne ograniczenie na silny indeks chromatyczny
grafow o maksymalnym stopniu A musi by¢ rzedu A? (Obserwacje 2.3 1 2.4). W niniejsze]
sekcji skupimy sie na grafach rzadkich, dla ktérych udowodnione zostaly ograniczenia

nizszego rzedu.

2.2.1 Grafy z malg liczba cykli ()}

W 2000 r. ukazala sie praca Mahdiana [37], w ktorej zajmowal sie grafami bez C,
(tzn. grafami, ktore nie zawieraja cyklu Cj jako indukowanego podgrafu). Mahdian
rauwazyl, ze grafy te maja interesujace wlasnosci, ktére mozna wykorzystaé¢ do znaczacego
poprawienia gérnego ograniczenia na silny indeks chromatyczny. Udowodnil, ze jezeli graf
nie ma cyklu dtugosci 4 i jego maksymalny stopiefi A jest wystarczajaco duzy, to jego silny
indeks chromatyczny jest rzedu co najwyzej ﬁ; hipoteza Erdgsa i Negettila (Hipoteza

2.2) dla tej klasy grafow jest wiec prawdziwa.

Twierdzenie 2.13 (M. Mahdian, 2000 [37]). Dla kazdego ¢ > 0 istnieje Ag, taka Ze dla
kazdego grafu G o maksymalnym stopniu A > Ag, ktory nie zawiera Cy jako indukowanego
podgrafu, zachodzi

2

A
/ < -
(G £ 2+ey

Twierdzenie 2.13 jest asymptotycznie optymalne, tzn. istnieja grafy bez C), ktérych

silny indeks chromatyczny wynosi co najmniej (% — 6) %.
W 2018 r. Debski poglebit rozwazania Mahdiana i zauwazyl, ze nawet gdy w grafie
wystepujg cykle Cy, ale kazda krawedz nalezy do wystarczajaco malej ich liczby, to dalej

gbérne ograniczenie na silny indeks chromatyczny jest rzedu co najwyzej %.

Twierdzenie 2.14 (M. Debski, 2019 [18]). Istnieje stata K, taka zZe dla kazdego grafu G

o maksymalnym stopniu A, ktorego kazda krawed? nalezy do co najwyzej %2 cykli o dtu-
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gosci 4, gdzie 1 < g < A%, zachodzi

A2
/ < .
Xs(G) < Klng

2.2.2 Grafy k—zdegenerowane, hipoteza Changa i Narayanana

Faudree, Gyarfas, Schelp, i Tuza w 1990 r. udowodnili, ze dla graféw dwudzielnych,
w ktorych kazdy cykl ma diugosé podzielng przez 4, Hipoteza 2.10 (mowigca o tym, ze
silny indeks grafow dwudzielnych o maksymalnym stopniu A wynosi co najwyzej A?) jest

prawdziwa.

Twierdzenie 2.15 (R. J. Faudree, A. Gyarfas, R. H. Schelp, Zs. Tuza, 1990 [26]). Niech
G bedzie grafem dwudzielnym o maksymalnym stopniu A, w ktérym kazdy cykl ma dtugosé

podzielng przez 4. Wowczas x4(G) < A?.

Autorzy zaznaczyli, ze ich wynik prawdopodobnie mozna poprawi¢. Oczekiwali, ze
silny indeks chromatyczny grafow dwudzielnych o cyklach dtugosci podzielnej przez 4 jest
duzo nizszy, by¢ moze liniowy ze wzgledu na A. W 2012 Chang i Narayanan potwierdzili
ich przypuszczenie. Przypomnijmy, ze graf G nazywamy k—zdegenerowanym, jezeli
kazdy jego indukowany podgraf zawiera wierzcholek o stopniu nie wiekszym od k. Gratfy,

w ktorych kazdy cykl ma dlugosé podzielng przez 4 sa 2—zdegenerowane (patrz [13]).

Twierdzenie 2.16 (G. J. Chang, N. Narayanan, 2012 [13]). Niech G bedzie grafem

2—zdegenerowanym o maksymalnym stopniu A. Wowcezas x,(G) < 10A — 10.

Chang i Narayanan postawili hipoteze, ze ograniczenie liniowe ze wzgledu na A moze

by¢ rozszerzone na wszystkie grafy k—zdegenerowane.

Hipoteza 2.17 (G. J. Chang, N. Narayanan, 2012 [13|). Istnieje stala c, taka Ze dla

kazdego k—zdegenerowanego grafu G o maksymalnym stopniu A zachodzi X.(G) < ck?A.

Autorzy hipotezy sugerowali, ze ograniczenie prawdopodobnie jest silniejsze i k? moze
by¢ zastapione przez k.

Razem z M. Debskim i J. Grytczukiem potwierdziliSmy te hipoteze i udowodnilismy
ograniczenie \.(G) < (4k — 1)A — k(2k + 1) + 1 dla graféow k—zdegenerowanych (patrz
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[19]). Pomijamy tu dow6d wspomnianego twierdzenia, poniewaz okazalo sie, ze hipoteza
Changa i Narayanana zostala potwierdzona jeszcze zanim zostala postawiona. W 2006 r.

Barrett, Kumar, Marathe, Thite, Istrate i Thulasidasan udowodnili ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 2.18 (C. L. Barrett, V. S. A. Kumar, M. V. Marathe, S. Thite, G. Istrate
i S. Thulasidasan, 2006 [4]?). Niech G bedzie grafem k—zdegenerowanym o maksymalnym
stopniu A, gdzie k < A. Wowczas

YA(G) < (4k — 1)A —2K* — k + 1.

2.2.3 Grafy bezcieciwowe

Niech C' bedzie dowolnym cyklem w grafie G. Krawedz grafu, ktéra nie nalezy do cyklu
C, ale ma oba korice nalezace do C, nazywamy cieciwa cyklu C. Moéwimy, ze graf G
jest bezcieciwowy, jezeli zaden cykl w G nie ma cieciwy — oznacza to, ze kazdy cykl w G
jest indukowany. Klasa grafow bezcieciwowych jest podklasg grafow 2—zdegenerowanych
(patrz [13]).

W 2012 r. Chang i Narayanan udowodnili, ze krawedzie grafow bezcieciwowych mozna
silnie pokolorowaé na nie wiecej niz 8A — 6 koloréow (patrz [13]). Chociaz ten wynik jest
stabszy niz 7TA — 9 z Twierdzenia 2.18, dowod jest bardzo pouczajacy. Wykorzystuje on

ponizszy lemat dotyczacy struktury grafow bezcieciwowych.

Lemat 2.19 (G. J. Chang, N. Narayanan, 2012 [13|). Kazdy graf bezcieciwowy G zawiera

wierzchotek v, ktorego co najmniej deg(v) — 1 sgsiaddw ma stopieri co najwyzej 2.

Razem z M. Debskim i J. Grytczukiem poprawiliémy ograniczenie na silny indeks
chromatyczny graféow bezcieciwowych. W naszym dowodzie korzystamy z lematu Changa

i Narayanana (Lemat 2.19).

Twierdzenie 2.20 (M. Debski, J. Grytczuk, M. S-N., 2015 [19]). Niech G bedzie grafem

bezcieciwowym o maksymalnym stopniv A. Wowczas x'(G) < 4A — 3.

2W Twierdzeniu byl maty blad, autorzy podali, ze wspotczynnik przy A wynosi (4k—3), prezentujemy

poprawnga wersje twierdzenia.
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Moéwimy, ze wierzcholek v jest milty w grafie G, jezeli v ma co najmniej jednego sasiada
o stopniu co najwyzej 2 i co najwyzej jednego sasiada o stopniu wickszym od 2.
W dowodzie korzystamy z ponizszego lematu, dotyczacego struktury graféw bezcieci-

wowych.

Lemat 2.21 (M. Debski, J. Grytczuk, M. S-N., 2015 [19]). Niech G bedzie grafem bezcie-
ciwowym o co najmniej jednej krawedzi, niech X bedzie zbiorem wszystkich wierzchotkow

grafu G o stopniu réwnym 1. Wowczas w G lub w G \ X istnieje mity wierzchotek.

Dowdd Lematu 2.21. Bez straty ogdlnoéci rozwazan mozemy zalozy¢, ze G nie zawiera
wierzchotkéw izolowanych. Jezeli G nie zawiera wierzchotkéw o stopniu 1, wowcezas twier-
dzenie jest prawdziwe z Lematu 2.19. W przeciwnej sytuacji mamy trzy mozliwe przy-
padki:

Przypadek 1: G\ X nie zawiera zadnych wierzchotkow. Oznacza to, ze wszystkie
wierzchotki z G maja stopien rowny 1, czyli kazdy wierzchotek jest mity w G.

Przypadek 2: G\ X zawiera wierzchotek o stopniu co najwyzej 1, nazwijmy go v.
Zauwazmy, ze v jest mitym wierzchotkiem w G — skoro w G'\ X ma stopien co najwyzej 1,
to w G ma co najmniej jednego sasiada nalezacego do X (czyli o stopniu 1) i co najwyzej
jednego sasiada o stopniu wiekszym od 1 (z G\ X).

Przypadek 3: Wszystkie wierzchotki z G\ X maja stopiefi co najmniej 2. 7 Lematu
2.19 wiemy, ze G \ X zawiera wierzcholek v, ktorego co najmniej dege, x(v) — 1 sasiadow
ma stopien co najwyzej 2 i co najwyzej 1 sasiad ma stopien wiekszy od 2. Wierzchotek
v jest wiec mity w G\ X.

We wszystkich przypadkach wskazaliSmy co najmniej jeden milty wierzchotek w G lub

w G\ X, dowod lematu jest wiec kompletny. ]

W dowodzie Twierdzenia 2.20 przedstawiamy algorytm do znajdowania silnego kolo-
rowania krawedzi graféw bezcieciwowych. Pokazujemy, ze nasze ograniczenie na liczbe
uzytych koloréw moze by¢ osiggniete przez algorytm zachtanny, ktory koloruje krawedzie

grafu w odpowiedniej kolejnosci.

Dowdd Twierdzenia 2.20. Uporzadkujemy krawedzie grafu G' w taki sposob, ze kazda kra-

wedz bedzie w odleglodci co najwyzej 2 od nie wiecej niz 4A — 4 krawedzi, ktore wyste-
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puja przed nia. Liste krawedzi bedziemy konstruowaé od konca (tzn. za kazdym razem
bedziemy dodawa¢ krawedz na poczatek listy), dodawana krawedz bedzie w odleglosci
co najwyzej 2 od nie wiecej niz 4A — 4 krawedzi, ktore nie sa jeszcze dodane do li-
sty. Konstrukcje listy bedziemy wykonywac¢ krokami. Niech L; bedzie lista otrzymang
w 1 — tym kroku, zaczniemy od listy Ly, ktora jest pusta.

Zalozmy, ze mamy skonstruowang liste L;, dla ¢ > 0. Niech I; C E(G) bedzie zbio-
rem krawedzi, ktore wystepujg na liscie L;; krawedzie te bedziemy nazywaé¢ nieaktyw-
nymi. Niech H; bedzie podgrafem grafu G indukowanym przez aktywne krawedzie, tzn
H; = G[E(G)\ I, niech X; bedzie zbiorem wszystkich wierzchotkow z H; o stopniu
rownym 1. Rozwazmy wierzchotek v;, ktory jest mity w H; lub w H; \ X;; z Lematu 2.21
wiemy, ze taki wierzcholek istnieje. Kazdy krok algorytmu konstruujacego liste bedzie
sktadatl sie z dwoch czesci.

(A) Jezeli v; jest mitym wierzchotkiem w H;, wowczas A; := (). W przeciwnym przy-
padku niech A; bedzie zbiorem wszystkich krawedzi z H;, ktérych jednym koncem jest
sasiad wierzchotka v; o stopniu co najwyzej 2 w H; \ X;, a drugim koricem jest wierzcholtek
o stopniu 1 w H;. Niech L} bedzie lista otrzymana przez dodanie na poczatek listy L;
wszystkich krawedzi z A; (w dowolnej kolejnosci). Niech H! = H; \ A;. Zauwazmy, ze v;
jest mitym wierzchotkiem w H; (patrz Rysunek 2.5).

(B) Niech B; bedzie zbiorem wszystkich krawedzi z H, incydentnych z wierzchotkiem v;
i z wierzcholkiem o stopniu nie wiekszym od 2, tzn. B; = {viu € E(H;) : degy:(u) < 2}
Liste L;11 tworzymy z listy L, poprzez dodanie na poczatek wszystkich krawedzi z B;
(w dowolnej kolejnosci). B; zawsze zawiera co najmniej jedna krawedz, zatem dla pewnego
s lista Ly bedzie zawierala wszystkie krawedzie grafu G.

Pokazemy, ze na kazdym etapie konstrukcji naszej listy, wierzchotek incydentny z nie-
aktywng krawedzig jest incydentny z co najwyzej jedng aktywna krawedzia. Udowodnimy

nastepujace stwierdzenie.

Stwierdzenie 2.22. Dla kazdego i = 0,1,...,s i kazdego wierzchotka v € V(Q), jezeli
v jest incydentny z co najmniej jedng krawedzig z I;, to jest incydentny z co najwyzej

jedng krawedziq spoza I;.
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Dowdd Stwierdzenia 2.22. Dowdd przeprowadzimy przez indukcje ze wzgledu na i. Dla
1 = 0 mamy I; = 0, teza jest prawdziwa. Zalézmy teraz, ze stwierdzenie jest prawdziwe dla
pewnego 7, takiego ze 0 < ¢ < s. Rozwazmy wierzcholek v incydentny z co najmniej jedna
krawedzia z [, 1. Zauwazmy, ze jezeli v jest incydentny z co najmniej jedng krawedzia z I;,
wowczas, z zatozenia indukeyjnego, teza stwierdzenia jest prawdziwa (poniewaz I; C I;41).
Zaloézmy wiec, ze tak nie jest. Mamy trzy mozliwosci.

Przypadek 1: v ma stopien 1 w H;. Wowczas wszystkie krawedzie incydentne z v s3
w Liq.

Przypadek 2: v jest sasiadem wierzchotka v; w H; o stopniu co najwyzej 2 w H..
W tym przypadku krawedzZ vv; nalezy do B;, zatem poza [;,; istnieje co najwyzej jedna
krawedz incydentna z v.

Przypadek 3: v jest wierzchotkiem v;, czyli jest milym wierzchotkiem w H; i co
najwyzej jedna krawedz incydentna z v w H) jest spoza B;.

Dowod stwierdzenia jest wiec kompletny. O

Dla kazdej krawedzi e € E(G) policzymy teraz, ile krawedzi w odleglosci co najwyzej
2 od e wystepuje na liscie L, przed e. Dla pewnego i € {0,1,..., s} zachodzi albo e € A;
albo e € B;.

epseop e krawedzie z H]
\\\I/// \\\I/// \\\I/// — krawqdzie Z HZ \ Hz/
————— krawedzie z G \ H;

Ay
Ay

Ay
Ay

Q@ O 90 O 90 o 9
L A S B A N

vy
A7

Rysunek 2.5: Wierzchotek v; jest mity w H;, uw € A;.
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Jezeli e € A;, musimy policzy¢ krawedzie z H; w odleglosci co najwyzej 2 od e w gra-
fie G. Niech e = uw, gdzie u jest wierzchotkiem o stopniu réwnym 1 w H;, a w jest
wierzchotkiem o stopniu co najwyzej 2 w H/ (patrz Rysunek 2.5). Zauwazmy, ze u ma co
najwyzej A — 1 sasiadow w G innych niz w; ze Stwierdzenia 2.22 wynika, ze kazdy z nich
jest incydentny z co najwyzej jedna krawedzia z H,;. 7 definicji A; wiemy, ze w ma co
najwyzej 2 sasiadow w H;, ktorzy sg incydentni z wiecej niz jedng krawedzig z H;, a ze
Stwierdzenia 2.22 wynika, ze wszyscy inni sasiedzi w w G (rézni od u) sa incydentni z co
najwyzej jedna krawedzig z H;. Liczba krawedzi grafu H; w odleglosci co najwyzej 2 od
e w G wynosi zatem co najwyzej (A — 1) +2A + (A — 3) =4A — 4.

(] [ 1] [ X ] [ ]
\ I I /
\ / \ / \ /
v v v

N N N

y ma stopien 2 w Hj.

y ma stopien 1 w H..

Rysunek 2.6: Wierzcholek v; jest mily w H!, v;y € B; (ciagla linia oznacza krawedzie
z H, linia przerywana krawedzie z G \ H)).

Jezeli e € B;, musimy policzy¢ krawedzie z H! w odlegtosci co najwyzej 2 od e w grafie
G. Niech e = vy, gdzie y jest wierzcholkiem o stopniu co najwyzej 2 w H| (patrz
Rysunek 2.6). Wierzchotek y albo ma stopienn rowny 2 w H i, ze Stwierdzenia 2.22,
nie jest incydentny z zadna krawedzia z I;, albo ma stopieii rowny 1 w H! i, ponownie

ze Stwierdzenia 2.22, kazdy sasiad y w G (inny niz v;) ma stopiefi co najwyzej 1 w H..
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Sasiedzi wierzchotka y w G rézni od v; sa zatem incydentni w sumie z co najwyzej A — 1
krawedziami z H]. Przypomnijmy, ze wierzcholtek v; jest mity w H!, czyli w H] ma co
najwyzej jednego sasiada o stopniu wiekszym od 2. Ze Stwierdzenia 2.22 wynika, ze kazdy
sasiad wierzcholka v; z G\ H! ma stopien co najwyzej 1 w H]. Sasiedzi wierzchotka v; w G,
rozni od y, sa zatem incydentni z co najwyzej A + 2(A — 2) = 3A — 4 krawedziami z H].
Krawedz e jest zatem w odleglosci co najwyzej 2 od nie wigcej niz 4A — 5 krawedzi z H|.

Pokazalismy, ze dla kazdej krawedzi e grafu G co najwyzej 4A — 4 krawedzi wyste-
pujacych przed e na liScie L, musi mie¢ inny kolor niz e. Algorytm zachtanny, kolorujac
krawedzie w kolejnoéci zgodnej z listg L, znajdzie wiec silne kolorowanie krawedzi grafu

G na co najwyzej 4A — 3 koloréw. Dow6d twierdzenia jest zatem kompletny. O]

2.2.4 Liniowe ograniczenie na silny indeks chromatyczny — dys-
kusja

W biezacym rozdziale zajmowalismy sie grafami rzadkimi. PokazaliSmy dla nich ogra-
niczenie na silny indeks chromatyczny, ktore jest liniowe ze wzgledu na maksymalny sto-
pient grafu. Czy potrafimy znalezé gestsze grafy, dla ktorych takie ograniczenie jest praw-
dziwe? Cgzy jesteSmy w stanie wskazaé¢ klase graféw o nieograniczonym $rednim stopniu
wierzchotkéw i liniowym ograniczeniu na silny indeks chromatyczny? Odpowiedz jest
twierdzaca.

Niech deg(G) oznacza $redni stopien wierzchotkow w grafie G. Dla ustalonej stalej
¢ > 0, niech F, oznacza rodzine grafow G, dla ktorych zachodzi x.(G) < c¢deg(G). Niech
fe(n) = max{deg(G) : G € F., |V(G)| < n}. Pokazemy najpierw, ze dla ¢ < 2 klasa F.

jest pusta.

Obserwacja 2.23 (patrz [19]). Dia kazdego grafu G zachodzi
X5(G) > 2deg(G) — 1.

W dowodzie powyzszej obserwacji korzystamy z nieréwnosci Cauchy’ego-Schwarza.
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Twierdzenie 2.24 (Nierownos¢ Cauchy’ego-Schwarza). Dla dowolnych liczb rzeczywi-

stych x1,xo, ..., Tn 1 Y1,Y2, - - -, Yn 2achodzi

(&) <(&) (52)

Dowdd Obserwacji 2.23. Niech G bedzie grafem o zbiorze wierzchotkow V(G) =
{v1,v9,...,v,}. Dla kazdej krawedzi e = uv € E(G) przez s(e) bedziemy oznaczaé sume
stopni jej konicow, s(e) := deg(u) 4+ deg(v). Niech M = max{s(e) : e € E(G)}. Jako, ze
X.(G) > M — 1, wystarczy pokazaé¢, ze M > 2deg(G).

Zauwazmy najpierw, ze

Z Z deg(v)%.

e€E(Q) veV (G
Rozwazmy teraz dwa n—wymiarowe wektory = = (deg(vy),deg(ve),...,deg(v,))
iy = (1,1,...,1). Po zastosowaniu nieréwnoséci Cauchy’ego-Schwarza (Twierdzenie

2.24) do wektorow x i y otrzymujemy

2

Z deg(v < Z deg(v)? | - n,

veV(Q) veV (G

a po przeksztalceniu

Z deg(v Z deg(v

veV (G veV (G

Mamy zatem

2|E(G)| = > deg(v > sle) < v/ MIE(G)].

veV(Q) e€cE(Q)

Po podniesieniu obu stron nieréwnosci do kwadratu otrzymujemy 4 |E(G)|> < nM |E(G)],

zatem M > 4|E(G

= 2deg(G), co konczy dowod obserwacji. ]
Teraz pokazemy, ze f(n) jest nieograniczone.

Obserwacja 2.25 (patrz [19]). Dla k > 1 i n = 2% istnieje (logy n)—regularny graf G on

wierzchotkach, dla ktdrego zachodzi x,(G) = 2logyn

31



Dowdd Obserwacyi 2.25. Pokazemy konstrukcje grafu G. Zbiorem wierzchotkow grafu G
jest zbior wszystkich ciggéw binarnych o dtugosci k. Dwa wierzchotki sa potaczone krawe-
dzia, jezeli odlegltos¢é Hamminga pomiedzy odpowiadajacymiim ciggami binarnymi wynosi
doktadnie k — 1, czyli ciagi te zgadzaja sie na dokltadnie jednej pozycji. Zauwazmy, ze G
jest grafem (log, n)—regularnym o n = 2% wierzchotkach. Krawedzie grafu G kolorujemy
zbiorem par C'= {(4,j) : 1 € {1,2,...,k},j € {0,1}}. Krawedz uv zostaje pokolorowana,
na kolor (7, j) wtedy i tylko wtedy, gdy ciagi binarne odpowiadajace wierzchotkom wu i v na
1—tej pozycji maja wartos$¢ j. Wszystkich kolorow jest 2k = 2log, n. Dla kazdej krawedzi
e wszystkie krawedzie w odlegto$ci mniejszej badz réwnej 2 od e maja inny kolor niz e,

zatem x.(G) = 2log, n, co mielismy udowodnié. O

7 Obserwacji 2.25 wiemy, ze fa(n) jest nieograniczone. Nie wiemy jednak jaki jest
jego rzad wielkosci. A co z rzedem wielkosci f.(n) dla wiekszych wartosci ¢? Problemy te

pozostaja otwarte.

2.3 Silny indeks chromatyczny graféow bez K,

Przypomnijmy, ze grat K, to graf peiny dwudzielny, o jednej klasie dwudzielnosci
licznosei 1, a drugiej licznosdci r. Graf K3 nazywamy szponem. Grafy bez K, to
grafy, ktore nie zawieraja indukowanej kopii K;,. W niniejszej sekcji przedstawimy nasze
twierdzenia podajace najlepsze znane ograniczenia na silny indeks chromatyczny graféw
bez K ,; dowody twierdzen zawieraja opisy algorytméw do silnego kolorowania krawedzi

tych grafow.

2.3.1 Grafy bez szponéw

Razem z M. Debskim i K. Junosza-Szaniawskim udowodniliSmy, ze gérne ograniczenie
na silny indeks chromatyczny graféw bez szpondéw o maksymalnym stopniu A jest nie
wicksze od 1,125A% + A; oznacza to prawdziwosé hipotezy Erdésa i Nesetiila (Hipoteza

2.2) dla grafow bez szponéw o maksymalnym stopniu wiekszym badz rownym 12.
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Twierdzenie 2.26 (M. Debski, K. Junosza-Szaniawski, M. S-N, 2020 [20]). Niech G
bedzie grafem bez szpondw o maksymalnym stopniu A. Wowcezas X.(G) < 1,125A2 + A.

W dowodzie twierdzenia przedstawiamy algorytm wielomianowy do znajdowania sil-
nego kolorowania krawedzi grafu bez szponow. Pokazemy, ze nasze ograniczenie na liczbe
uzytych koloréw moze by¢ osiggniete przez algorytm zachtanny, ktory koloruje krawedzie

grafu w kolejnosci zaleznej od liczby tréjkatow, do ktorych naleza.

Dowdd Twierdzenia 2.26. Twierdzenie jest w sposob oczywisty prawdziwe dla A < 2.
Zatem od teraz zakladamy, ze A > 3.

Bedziemy kolorowaé krawedzie grafu G zachtannie, w kolejnoéci okreslonej przez liczbe
trojkatow, do ktorych nalezg — krawedz e bedzie kolorowana po tym, jak wszystkie kra-
wedzie, nalezace do mniejszej liczby trojkatéw niz e, zostang juz pokolorowane.

Niech vyv, bedzie krawedzig grafu G. Policzymy ile krawedzi w odlegtosci co najwyzej
2 od vyvy, bedzie pokolorowane przed krawedzia vivys — tzn. ile krawedzi w odlegltosci co

najwyzej 2 od vyvy nalezy do co najwyzej tylu trojkatow co vyvs.

Rysunek 2.7: Zbiory Dy, D, Ds.

Niech D; bedzie zbiorem wierzchotkéw sasiadujacych z vy i niesgsiadujacych z vs,
Dy bedzie zbiorem wierzchotkéw sasiadujacych z vy 1 niesasiadujacych z vy, a D3 bedzie

zbiorem wierzchotkow sasiadujacych z vy i vy (patrz Rysunek 2.7). Niech d; := | D],

dy :=|Ds| i ds := |D3|. Nastepujace ograniczenia sa oczywiste:
dy,ds,dsz > 0, (2.1)
dy dy,ds < A —1, (2.2)
di+ds <A-—1, (2.3)
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dy+ds < A—1. (2.4)

Niech b bedzie liczba krawedzi o obu koricach w D3. Zauwazmy, ze G|Ds] nie zawiera
zbioru niezaleznego o rozmiarze 3 — w przeciwnym przypadku wierzchotki nalezace do
tego zbioru indukowalyby szpon razem z v, — zatem dopelnienie G[Dj3] jest grafem bez

K3. 7 Twierdzenia Turéna (Twierdzenie 1.1) dostajemy nastepujace ograniczenie na b:

(C;S) - dzg <b< (C;S). (2.5)

Policzymy teraz krawedzie grafu G' w odlegtosci co najwyzej 2 od vive, ktore sa juz
pokolorowane w momencie, gdy vivy otrzymuje swoj kolor. Twierdzimy, ze jest ich co

najwyzej

A(dy + dy + dg) — (Uél) _ @2) L, (B) —d:)_(? +d)

dy do
— gy >ds 11 ( 5 ) — Liy>dst1 ( 5 ) ,

gdzie I~ 4,41 wynosi 1 gdy d; > ds + 1, a 0 w przeciwnym przypadku.

(2.6)

Ograniczenie (2.6) uzyskaliSmy w nastepujacy sposéb. W pierwszym sktadniku li-
czymy krawedzie incydentne z wierzchotkami z Dy U Dy U D3. W nastepnych czterech
sktadnikach odejmujemy liczbe krawedzi o obu koncach w Dy U Dy U D3 — policzylismy je
wezesniej podwojnie. Zauwazmy, ze G[D1] jest grafem pelnym — gdyby w G[D,] istnialy

dwa wierzchotki niepotaczone krawedzia, indukowalyby one szpon razem z vy i vo. Zatem

di

2) krawedzi o obu koncach w D;. W trzecim i czwartym sktadniku

mamy doktadnie (
odejmujemy krawedzie o obu konicach odpowiednio w Dy (jest ich (d22)) i w Dj (jest ich
b).

Piaty sktadnik jest dolnym ograniczeniem na liczbe krawedzi o jednym koncu
w D; U Ds, a drugim w Ds3. Zauwazmy, ze dla kazdej trojki wierzchotkow x, vy, 2,
takich ze z,y € D3, z € DU D, oraz xy ¢ E(G), z musi by¢ potaczony krawedzig z x lub
y — w przeciwnym przypadku z,y, z i v; lub vy indukowalyby szpon. Krawedz o jednym
koncu w z lub y, a drugim w z bedziemy nazywac¢ spajajaca dla pary x,y. Jest dy + ds

mozliwosci wyboru z, zatem dla kazdej pary z,y potrzebujemy d; + ds krawedzi spajaja-

ds

2) — b sposobdw, zatem suma krawedzi spajajacych

cych. Pare x,y mozemy wybraé¢ na (

34



dla wszystkich mozliwych par z,y wynosi co najmniej ((d;) — b) (dy + ds). Kazda poje-
dyncza krawedz pomiedzy D, U Do, a D3 jest spajajaca dla co najwyzej d3 — 1 par x,y.

Liczba krawedzi o jednym koncu w D; U Dy, a drugim w D3 wynosi zatem co najmniej

((49)-0) s
ds—1 :

Ostatnie dwa skladniki z (2.6) odpowiadaja krawedziom, ktoére zostaly policzone,
mimo ze bedg pokolorowane dopiero po krawedzi vyvy. Zauwazmy, ze krawedz v,vo nalezy

do dokladnie d3 trojkatow, a kazda krawedz z G[D;] do co najmniej d; — 1 trojkatow,

dq

1) krawedzie z G[D;] beda pokolorowane

zatem jezeli di > d3 + 1, wowczas wszystkie (
po vyvg; analogicznie dla dy > ds + 1 1 krawedzi z G[Ds].
W dalszej czeSci dowodu uzyjemy ponizszego stwierdzenia. Jego dowdd umieszezony

jest po niniejszym dowodzie.

Stwierdzenie 2.27. Wartosé wyrazenia (2.6), przy ograniczeniach (2.1)-(2.5), wynosi
co najwyzej %AQ +A-1.

Ze Stwierdzenia 2.27 wiemy, ze w momencie kolorowania krawedzi v;v, pokolorowanych
jest co najwyzej §A2 + A — 1 krawedzi w odlegtosci < 2 od v1v9. Potrzebujemy zatem
CO najwyzej %AQ + A koloréw do pokolorowania wszystkich krawedzi grafu G. Dowod

twierdzenia jest wiec kompletny. O]

Dowdd Stwierdzenia 2.27. Rozwazmy nastepujace przypadki.
Przypadek 1: d; + dy > ds. Popatrzmy na sktadniki wyrazenia (2.6) zalezne od b.
Sg to —b+ b%. Ich suma jest dodatnia dla d; + ds > d3, zatem w tym przypadku (2.6)

jest rosnace wzgledem b i ma wartos¢ nie wigksza od

d d d d d
A (dl + d2 + d3) - (21> - ( 22) - ( 23) - Id1>d3+1 ( 21) - Id2>d3+1 ( 22) : (27)

Zauwazmy, ze wszystkie ograniczenia sa symetryczne wzgledem d; i dy i wyrazenie
(2.7) ma forme f(dy,ds) + f(da,ds) dla pewnej funkeji f. Zatem (2.7) — przy ogranicze-
niach (2.1)-(2.5) — osigga maksymalng warto$¢ dla d; = ds; jest wiec ona nie wieksza od

maksymalnej wartosci wyrazenia

A (2dy + ds) — 2 @1) — (C;?’) — Iy oy s12 (Cg). (2.8)
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Pochodna czastkowa z (2.8) po ds, przy zignorowaniu —Id1>d3+12(d21), wynosi A—ds+3;
co jest wieksze od 0 z (2.2). —Id1>d3+12(d;) jest oczywiscie niemalejagce wzgledem d3, wiec
(2.8) jest rosngce wzgledem ds. Z (2.3) wynika, ze (2.8) jest maksymalizowane przez

ds = A —d; — 1, wiec wynosi co najwyzej

AA+d —1)— 2(21) — (A B ;ll B 1) — Id1>Ad12(C§>. (2.9)

Rozpatrzmy teraz dwa przypadki.
Przypadek 1.1: d; > %. W tym przypadku (2.9) jest rowne

A(A+d1—1)—4<‘§>—(A_;Zl_l) (2.10)

Pochodna z (2.10) po dy wynosi 2A — 5d; + %, zatem dla A > 31d; > % wyrazenie

(2.10) jest malejace wzgledem d;. Oznacza to, ze (2.10) jest nie wieksze od jego wartosci

dla d; = %, ktora wynosi

7 3 3
AT+ A - 2.11
8 + 4 2 ( )
Przypadek 1.2: d; < £. W tym przypadku (2.9) jest rowne
A—d—1
AA+dy —1)— 2(‘121) - ( 62[1 ) (2.12)

Pochodna z (2.12) po dy wynosi 2A — 3d;. Zatem, dla d; > % wyrazenie (2.12) jest

rosnace wzgledem d; i osigga swoja maksymalng wartosé¢ dla d; = %, ktora wynosi
SA?— (2.13)

Przypadek 2: d; + dy < d3. W tym przypadku g, ~g,41 1 14, >45+1 Wynosza 0, wiec
(2.6) jest rowne

A (dy 4 dy + d3) — (C;l) —~ (‘;2) —b- (%) _d?_(? ) (2.14)

Zauwazmy, ze (2.14) jest nierosnace wzgledem b. Zatem, z (2.5), osiaga maksymalna

ds
2

d d d\ & B(d+d
A(d1+d2+d3)_(21)_(22)_<23)+Z3—Z3%. (2.15)

wartosc dla b = ( ) — i—g, Wwynosi wiec co najwyzej
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Jako, ze ostatni sktadnik z (2.15) jest zawsze ujemny, mozemy go pominaé. Zatem

(2.15) jest nie wieksze od

A (dy + dy + ds) — (Cg) - (f) - @3) + ng. (2.16)

Rozpatrzmy teraz dwa przypadki.
Przypadek 2.1: d; < 2A. 7 (2.2), wyrazenie (2.16) jest rosnace wzgledem ds.
Zatem, biorac pod uwage ograniczenie d; +ds < ds (zalozenie Przypadku 2), maksymalna,

warto$¢ (2.16) jest osiagana dla dy = d3 — d; i wynosi

dy dsz — dy ds dz
i (B) - (454 - (4 & o
ds

Poniewaz (dl) + (ds_dl) ma najmniejsza wartos¢ dla d; = T, wartos¢ powyzszego

2 2

wyrazenia wynosi co najwyzej

ds d d? d?
. 2 ) _ [98 3 _ _ 3 2.1
2Ad; 2(2) <2> + 1 2Ad; 5 + ds. (2.18)

Pochodna z (2.18) po ds jest dodatnia, zatem wartos¢ maksymalna (2.18) jest osiagana
dla ds = %A i wynosi
10 2

—A?+ ZA. 2.19
oA 3 (2.19)

Przypadek 2.2: d; > %A. W tym przypadku (2.16) jest rosnace wzgledem d; i ds.
Zatem, z (2.3) i (2.4), osiaga swoja maksymalna wartos¢ dla d; = dy = A — d3 — 1, ktora

wynosi

A—dy—1 d d? 5 3
A(QA—d3—2)—2( 23 >—(23)+Z3:A2+Ad3—1d§—§d3. (2.20)

Pochodna z (2.20) po d3 wynosi A — 2d; — %, co jest ujemne dla ds > %A. Wynika,

z tego, ze maksimum (2.20) jest osiagane dla ds = 2A i wynosi

gAQ —A. (2.21)

Poniewaz wyrazenia (2.11), (2.13), (2.19), (2.21) sa mniejsze od 3A% + A — 1, wartosé
wyrazenia (2.6) wynosi rowniez nie wiccej niz A%+ A —1, co koficzy dowod stwierdzenia.

]
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2.3.2 Przypadek ogélny

Dla grafow bez K ,, gdzie r > 4, udowodniliSmy, ze gérne ograniczenie na silny indeks
chromatyczny jest nie wieksze od (2 — ﬁ) A2, To najlepszy znany wynik dla tej klasy

grafow, hipoteza Erdésa i Nesetfila (Hipoteza 2.2) caly czas pozostaje tu otwarta.

Twierdzenie 2.28 (M. Debski, K. Junosza-Szaniawski, M. S-N, 2020 [20]). Niech G

bedzie grafem bez K, o maksymalnym stopniv A. Dla kazdego r > 4 zachodzi

(G) < (2_Ti2) R
Dowdd Twierdzenia 2.28. Niech vivy bedzie krawedzia grafu G. Policzymy ile jest krawe-
dzi w G, ktore sa w odleglosci co najwyzej 2 od vyvs.

Niech Dy, Dy, D3, dy, dsy, d3 beda zdefiniowane jak w dowodzie Twierdzenia 2.26: D; be-
dzie zbiorem wierzchotkow sasiadujacych z vy i niesasiadujacych z vy, Dy bedzie zbiorem
wierzchotkéw sasiadujacych z vy i niesgsiadujacych z vy, D3 bedzie zbiorem wierzchol-
kow sasiadujacych z vy 1 ve, dy := |Dy]|, do := |Ds| i d3 := |D3|. W sposob oczywisty,

ograniczenia (2.1)-(2.4) dalej sa spelnione.

dy,ds,ds > 0, (2.1)
dy,dy,ds < A —1, (2.2)
dy+dz <A -1, (2.3)
dy +ds < A —1. (2.4)

Zauwazmy, ze G[D1] nie zawiera zbioru niezaleznego o rozmiarze r—1 — gdyby zawieral,
wierzcholki z tego zbioru razem z v; i vo indukowalyby K;; w G. Z Twierdzenia Turdna
(Twierdzenie 1.1), zastosowanego do dopetnienia G[D;], wynika, ze G zawiera co najmniej

di(d-1) _ dit-3) krawedzi o obu koncach w D;. Analogicznie dla Dy — w G jest co najmniej

2 2(t—2)
dz(dgfl) - df(it__;) krawedzi o obu koricach D,. Podobnie dla G[Ds] — nie zawiera on zbioru

niezaleznego o rozmiarze t — gdyby zawieral, wierzchotki z tego zbioru indukowatyby K ,

d3(d3—1) dg(t—Q
2 T 2(t-1)

razem z vy. Zatem w GG jest co najmniej ) krawedzi o obu koricach w Ds.
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Niech J bedzie liczbg krawedzi grafu G, ktore sa w odlegtosci co najwyzej 2 od vyvs.
W sposob oczywisty, J jest mniejsze badz rowne (dy + dy 4+ d3)A minus liczba krawedzi
o obu konicach w Dy U Dy U D3. Mamy zatem
di(d; — 1 d3(t —3 do(dy — 1 d3(t —3
Jan (Bl EE=3\, . (dda=1) (=3
2 2(t —2) 2 2(t —2)

ds(ds —1)  di(t —2)
2 20t—1) )

vt~

1, 1 1 1 1 1
= Ad=)d———P+(A+=)dy— 2+ (A+ =) ds.

Dlad; < A—-1idy < A—1 powyzsze wyrazenie jest rosnace wzgledem d; i do, zatem

po podstawieniu d; = do = A — 1 — d3 mamy J < f(ds3), gdzie

3t —4 AN —At+1-1 A—1

dg) = — ] 2ds+(A—1) (280 +1———]. (222
f(ds) 2(t—1)(t—2)3+ t—2 s+ ( )( * t—2) (2:22)
Zauwazmy, ze f(ds) jest funkcja kwadratowa z maksimum w dy*™* = %A —

(5_31)#. Jako, ze dla t > 4 wartos¢ d5'®* jest nie wieksza od 0, mamy

1 t—4 t—1

J<f0)=(2— —— A" - —A——. 2.23
<0 = (2- 25 ) - A - 15 (2.23)

Skoro kazda krawedz G jest w odlegtosci co najwyzej 2 od nie wiecej niz J innych
krawedzi, mozemy algorytmem zachtannym znalez¢ silne pokolorowanie krawedzi grafu G

na J + 1 koloréw, co korniczy dowod twierdzenia.

2.3.3 Grafy przecieé¢ dyskéow jednostkowych

Przypomnijmy, ze grafy przecie¢ dyskow jednostkowych to grafy, ktorych wierzchotki
sa punktami w R? i kazde dwa wierzcholki sa potaczone krawedzig wtedy i tylko wtedy,
gdy odpowiadajace im punkty sa w odleglosci euklidesowej co najwyzej 1. Grafy prze-
cie¢ dyskow jednostkowych sa gratami bez K4, z Twierdzenia 2.28 wynika wiec, ze ich
silny indeks chromatyczny jest nie wickszy od 1, 75A2. Poprawiliémy to ograniczenie na

1,625A2,
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Twierdzenie 2.29 (M. Debski, K. Junosza-Szaniawski, M. S-N, 2020 [20]). Niech G
bedzie grafem przecie¢ dyskow jednostkowych o maksymalnym stopniu A. Wowczas

YL(G) < 1,625A2,

W dowodzie twierdzenia przedstawiamy wielomianowy algorytm do znajdowania sil-
nego kolorowania krawedzi grafu przecie¢ dyskow jednostkowych, przy zalozeniu, ze graf
dany jest razem z jego reprezentacja na plaszczyznie (tzn. dla kazdego wierzchotka znany
jest odpowiadajacy mu punkt w R?). W algorytmie wykorzystujemy technike zamiatania

plaszczyzny pionowa prosta zamiatajaca.

Dowdd Twierdzenia 2.29. Rozwazmy reprezentacje grafu G przez przecinajace sie dyski
jednostkowe. Bez straty ogolnosci mozemy zalozy¢, ze zadne dwa wierzcholki nie lezg na
tej samej prostej pionowej — jezeli by tak nie byto, wystarczy obroci¢ wszystkie punkty
wokot (0,0) o maly kat. Bedziemy przetwarzac krawedzie z G od lewej do prawej, uzywajac
prostej zamiatajacej. KrawedZz bedzie kolorowana w momencie, gdy prosta zamiatajaca
osiggnie jej koniec lezacy bardziej na prawo, tzn. krawedz e = v;v;, taka ze wspolrzedna
x-owa v; jest mniejsza od wspolrzednej x-owej v;, bedzie kolorowana w momencie przejscia
prostej zamiatajacej przez v;.

Niech vjv, bedzie krawedzia grafu G, ktoéra jest kolorowana w momencie przejscia
prostej zamiatajacej przez punkt vy (tzn. v lezy na prawo od vy). Policzymy, ile pokolo-
rowanych krawedzi z G jest w odlegtosci co najwyzej 2 od vyvs.

Ponownie, niech Dy, Dy, D3, dy, ds, d3 beda zdefiniowane jak w dowodzie Twierdzenia
2.26: D; bedzie zbiorem wierzchotkow sasiadujacych z v; i niesgsiadujacych z vy, Do
bedzie zbiorem wierzchotkow sasiadujacych z v, i niesgsiadujacych z vy, D3 bedzie zbiorem
wierzchotkow sasiadujacych z vy i ve, dy := |Dy|, do := |Ds| i d3 := |D3|. W sposob

oczywisty, ograniczenia (2.1)-(2.4) takze i tym razem sa spelnione.

dy, dy, ds > 0, (2.1)
dy,dy,dy < A — 1, (2.2)
dy+dy <A1, (2.3)
do+dy < A —1. (2.4)
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Pokazemy, ze zbiory niezalezne w G[D;] maja rozmiar co najwyzej 4.

Rysunek 2.8: Graf G[D;]. Roézne kolory pokazuja zbiory o $rednicy 1 zawierajace kolejne

Ui

Zatozmy, ze w D, istnieje 5 sgsiadow wierzchotka vy, ktorzy tworzg zbior niezalezny
w G. Oznaczmy je przez uy, us, us, Uy, us zgodnie z ruchem wskazdéwek zegara w odniesie-
niu do v; (patrzy Rysunek 2.8). Poniewaz uy, ug, us, u4, us $3 niezalezne i leza w odleglosci
co najwyzej 1 od vy, kat Zu;viu;iq jest wiekszy od /3, dla i € {1,2,3,4}. W zwiazku
z tym, kat Zujvius jest wiekszy od 47/3. 7 drugiej strony, niech A i B beda punktami
przeciecia okregow o Srodkach w vy i vy o promieniu 1 (patrz Rysunek 2.9). Poniewaz
odlegtosé pomiedzy v i vy wynosi co najwyzej 1, kat £ Av, B zawierajacy vs jest nie mniej-
szy od 27/3, a jego dopelnienie, czyli kat ZAv; B niezawierajacy v, jest nie wiekszy od
47 /3. Jednoczesnie kat ZAv, B niezawierajacy vq jest wiekszy lub rowny katowi Zujvius,
otrzymalismy wiec sprzecznosc.

Przyjrzyjmy sie teraz G[Ds]. Obszar domkniety zawierajacy Ds mozna pokryé dwoma
zbiorami o Srednicy 1, co oznacza, ze D3 mozna pokry¢ dwiema klikami (patrz Rysunek
2.10). Zbiory niezalezne w G[Ds3] maja wiec rozmiar co najwyzej 2.

Podobnie dla D, — obszar domkniety zawierajacy Do mozna pokry¢ dwoma zbiorami
o érednicy 1 (patrz Rysunek 2.11 i 2.12 — mamy tu dwa mozliwe przypadki), zatem zbiory
niezalezne w Dy maja rozmiar co najwyzej 2.

Zauwazmy, ze skoro zbiory niezalezne w G[D;] maja rozmiar co najwyzej 4, to dopel-
nienie G[D;] jest grafem bez K o dy wierzchotkach. Z Twierdzenia Turana (Twierdzenie

1.1) dostajemy, ze dopelnienie G[D;] ma co najwyzej 2d; krawedzi, zatem G zawiera co
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Rysunek 2.9: Zbiory Dy, Do, D3 w grafie przecie¢ dyskoéw jednostkowych.

Rysunek 2.10: Graf G[Ds]. Kolory pokazuja dwa zbiory o $rednicy 1.

najmniej M — %d% krawedzi o obu koncach w D;. Przeprowadzajac analogiczne rozu-

mowania dla G[Ds] i G[Ds] dostajemy, ze G zawiera co najmniej % — 1d3 krawedzi

, . ... ds(ds—1
o obu koricach w D5 i co najmniej Ss(ds—1) ; L

+d3 krawedzi o obu koticach w Dj.
Niech J bedzie liczba krawedzi w odleglosci co najwyzej 2 od vyvs, ktoére sa juz po-
kolorowane w momencie kolorowania viv,. W sposob oczywisty, J jest nie wieksze od

(dy + ds + d3)A minus liczba krawedzi o obu koncach w Dy U Dy U D3. Mamy zatem
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Rysunek 2.11: G[Dy], pierwszy przypadek.  Rysunek 2.12: G[Dy], drugi przypadek.

di(dy — 1 do(ds —1) 1 dy(ds —1) 1
JSdlA_(%—gd%)+d2A—<—2<22 )_Zd§>+d3A_( 3( 3 >——d2

1 1 1 1 1 1
:—§d§+(A+§)d1—1d§+(A+§)d2—1d§+<A+—)

Dladi < A—-11idy, < A —1 powyzsze wyrazenie jest rosngce wzgledem d; i ds

di + A+ % idla dy < A —1 jest dodatnia; analogicznie dla

(pochodna po d; wynosi —%

dy). Zatem, po podstawieniu dy = dy = A — 1 — d3, otrzymujemy

5 1 5 13 1 11
< fldg) = —=d: = [ A+ = )ds+ —A?—-A - —. 2.24
J < f(ds) 33 <4 +4> st 3 1 g (2.24)
Zauwazmy, ze f(ds) jest funkcja kwadratowa z maksimum w d® = —%A — 1. Jako
ze d5'™* jest ujemne, otrzymujemy
1 1 11
J < f(0) = ;N - ZA -5 <L 625A% — 1. (2.25)

Skoro kazda krawedz z G jest w momencie kolorowania w odlegtosci co najwyzej 2 od
nie wiecej niz J pokolorowanych krawedzi, algorytm zachtanny znajdzie silne kolorowanie

krawedzi grafu G na co najwyzej J + 1 koloréw, co koniczy dowod twierdzenia.
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2.3.4 Kierunek dalszych badan

Udowodnilismy, ze silny indeks chromatyczny graféw bez szponéw o maksymalnym
stopniu A jest nie wiekszy od %A2+A. Czy to ograniczenie jest osiggalne? Stalg % mozna
prawdopodobnie delikatnie poprawi¢ poprzez rozwazenie gestosci sasiedztwa w kwadracie
grafu krawedziowego, podobnie jak w dowodzie Molloya i Reeda [39] lub Bruhna i Joosa
[9]. Wierzymy jednak, ze optymalna stala moze by¢ duzo nizsza. Krawedzie grafu bez
szponow o najwickszym silnym indeksie chromatycznym, jaki udato nam sie skonstruowac,
mozna silnie pokolorowac na %(A +1)% koloréw. Konstrukeje przedstawiamy w ponizsze]

obserwacji.

Obserwacja 2.30. Dla dowolnego naturalnego k > 1 istnieje graf bez szpondw G o mak-

symalnym stopniu A = 4k — 1 1 silnym indeksie chromatycznym réwnym %(A +1)%

Dowdd Obserwacyi 2.30. Graf Gy otrzymujemy z grafu G, przedstawionego na Rysunku
2.13a, poprzez rozdmuchanie kazdego wierzchotka do kliki o rozmiarze k. Wierzchotki
G}, to uporzadkowane pary (i,j), gdzie ¢ € {1,2,3,4,5,6}, j € {1,2,...,k}. Krawedzie
G to nieuporzadkowane pary {(i,7), (¢, j')}, takie ze i =i’ oraz j,j' € {1,2,...,k} lub
it € E(Gg) oraz j,j" € {1,2,...,k} (patrz Rysunek 2.13b). Zauwazmy, ze kazde dwie
krawedzie grafu Gy o koncach w réznych klikach, sa w odlegloéci co najwyzej 2, zatem
kazda z nich musi zosta¢ pokolorowana na inny kolor. Krawedzi tych jest dokladnie
9k* = 2 (A 4 1)2, wice do pokolorowania calego grafu Gy potrzebujemy dokladnie tylu

kolorow. O

Dalsze badania moga zmierza¢ w dwoch kierunkach: skonstruowania grafu bez szpo-
now o wiekszym silnym indeksie chromatycznym lub znaczne poprawienie naszego goérnego
ograniczenia.

Ten sam problem mozna postawi¢ dla grafow bez K ,: jaki jest najwiekszy mozliwy
silny indeks chromatyczny grafu K;,—wolnego o maksymalnym stopniu A? Przypo-
mnijmy, ze nasze gorne ograniczenie z Twierdzenia 2.28 wynosi okolo (2 — ﬁ) AZ% Dla
r = 4 potrafimy skonstruowaé¢ graf, ktérego silny indeks chromatyczny wynosi %(A +1)2.

Konstrukcje przedstawiamy w ponizszej obserwacji.
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(a) Graf G;. (b) Graf Ga, A =T.

Rysunek 2.13: Konstrukcja grafu Gy,

Obserwacja 2.31. Dla dowolnego naturalnego k > 1 istnieje graf bez K4 Hj o maksy-

malnym stopniu A = 4k — 1 @ silnym indeksie chromatycznym rownym %(A +1)2.

Dowdd Obserwacji 2.31. Graf Hy otrzymujemy z grafu H,, przedstawionego na Rysunku
2.14a, poprzez rozdmuchanie kazdego wierzchotka do kliki o rozmiarze k. Wierzchotki Hj,
to uporzadkowane pary (i, 7), gdzie i € {1,2,3,4,5,6,7,8}, j € {1,2,...,k}. Krawedzie
Hy, to nieuporzadkowane pary {(7,7), (¢, ')}, takie ze ¢ = i’ oraz j,j' € {1,2,...,k} lub
it € E(Hg) oraz j,j’ € {1,2,...,k} (patrz Rysunek 2.14b). Zauwazmy, ze kazde dwie
krawedzie grafu Hj o konicach w réznych klikach, sa w odlegltosci co najwyzej 2, zatem
kazda z nich musi zosta¢ pokolorowana na inny kolor. Krawedzi tych jest dokladnie
12k% = 3(A +1)?, wiec do pokolorowania calego grafu Hj potrzebujemy co najmniej tylu

kolorow. O

Problem znalezienia grafu K;,—wolnego o duzym silnym indeksie chromatycznym
jest szczegolnie intrygujacy w przypadku matych wartosci t. Kiedy t staje sie bardzo
duze, mozemy przyblizyé¢ sie do %AQ poprzez konstrukcje analogiczng jak ta pokazujaca

osiagalnosé ograniczenia z Hipotezy Erdds’a i Nesetiil’a — kazdy wierzchotek z grafu Cj

45



(a) Graf H;. (b) Graf Hyy A =1T.
Rysunek 2.14: Konstrukcja grafu Hy.

t—1

rozdmuchujemy do zbioru niezaleznego o rozmiarze -,

a nastepnie kazdy wierzchotek

A
>

z uzyskanego grafu rozdmuchujemy do kliki o rozmiarze

Dla grafow przecie¢ dyskow jednostkowych, rodzina graféw o najwiekszym silnym in-
deksie chromatycznym, jaka umiemy skonstruowaé, to wspomniana w Obserwacji 2.30
rodzina graféw bez szponéw o silnym indeksie chromatycznym réwnym %(A +1)% Za-
uwazmy, ze stala przy A? jest znacznie mniejsza od udowodnionej przez nas 1, 625 z Twier-
dzenia 2.29. Ponownie, zaréwno znalezienie klasy grafow przecie¢ dyskow o wiekszym
silnym indeksie chromatycznym, jak i poprawienie naszego goérnego ograniczenia, bytoby
niezmiernie interesujace. Jest jeszcze jeden ciekawy kierunek badan dotyczacy tej klasy
grafow. Przypomnijmy, ze wielomianowy algorytm podany w dowodzie Twierdzenia 2.29
uzywa reprezentacji grafu. Jako, ze problem znalezienia reprezentacji danego grafu prze-
cie¢ dyskow jednostkowych jest NP-trudny (patrz [7]), ciekawe byloby przedstawienie

wielomianowego algorytmu znajdujacego silne kolorowanie krawedzi grafu przecie¢ dys-

kow jednostkowych na okoto 1.625A2 koloréw bez uzywania reprezentacji grafu.
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Rozdzial 3

Silne kliki w grafach

3.1 Wprowadzenie

3.1.1 Inne spojrzenie na silne kolorowanie krawedzi graféw

W Rozdziale 2 zdefiniowaliSmy silne kolorowanie krawedzi grafu jako kolorowanie,
w ktorym kazda klasa koloru tworzy skojarzenie indukowane (Definicja 2.1). Na silne
kolorowanie krawedzi grafu G mozna patrze¢ takze z innej strony. Niech L?(G) bedzie
kwadratem grafu krawedziowego grafu G; tzn. kazdy wierzcholek grafu L?(G) odpowiada,
krawedzi grafu G, a dwa wierzchotki z L?(G) sa polaczone krawedzia wtedy i tylko wtedy,
gdy odpowiadajace im krawedzie z grafu G sa w odleglosci nie wiekszej od 2. W silnym
kolorowaniu krawedzi G chcemy, zeby krawedzie w odlegtosci nie wiekszej od 2 mialy
rozne kolory — jest to rownowazne z poprawnym kolorowaniem wierzchotkow grafu L*(G).
Silny indeks chromatyczny grafu jest zatem réowny liczbie chromatycznej kwadratu jego
grafu krawedziowego.

Kolorujac poprawnie wierzchotki dowolnego grafu na pewno potrzebujemy co najmniej
tylu koloréw, jaki jest rozmiar najwiekszej kliki w tym grafie — liczba chromatyczna grafu

jest zawsze wieksza badZ réwna jego liczbie klikowej. Otrzymujemy zatem
Xi(G) = x(L*(G)) = w(L*(G)). (3.1)
Zdefiniujmy teraz tytulowsg silng klike w grafie G jako zbior tych krawedzi z G, dla

47



ktorych odpowiadajace im wierzchotki z L?(G) parami sasiaduja ze soba; krawedzie te
musza wiec otrzymaé rozne kolory w silnym kolorowaniu krawedzi grafu G. Innymi stowy,

silna klika w grafie odpowiada klice w kwadracie jego grafu krawedziowego.

Definicja 3.1. Niech G bedzie grafem.
Silng klikg w grafie G nazywamy podzbior krawedzi G, w ktorym kazde dwie krawedzie
sq od siebie w odlegtosci nie wiekszej od 2 w G. Roxzmiar najwiekszej silnej kliki w G

oznaczamy przez ws(G).

Rysunek 3.1 przedstawia przykladowy graf G z zaznaczona silna klika (Rysunek 3.1a)
i odpowiadajaca jej klike w grafie L?*(G) (Rysunek 3.1b).

V1U2

U1
U1Vg
Vg V2
U3
Vs
4
(a) Graf G.

Rysunek 3.1: Grafy G i L*(G), na niebiesko zaznaczono krawedzie silnej kliki w G i od-
powiadajacej jej kliki w L?(G).
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3.1.2 Ograniczenie na w,(G)

W poprzedniej sekeji zdefiniowalidémy, czym sg silne kliki w grafie. Co mozemy powie-
dzie¢ o ich rozmiarze? Maksymalny rozmiar silnej kliki w grafie G jest oczywiscie réwny

liczbie klikowej grafu L?*(G), zatem z (3.1) otrzymujemy
Xo(G) = wi(G). (3.2)

W Obserwacji 2.3 pokazaliSmy, ze jezeli gorne ograniczenie na silny indeks chroma-
tyczny grafu o maksymalnym stopniu A z hipotezy Erdgsa i Negetfila (Hipoteza 2.2)
jest prawdziwe, to jest ono optymalne. Przypomnijmy sobie graf Ga, ktory dowodzi
tej obserwacji. Dla danego A graf G konstruujemy z cyklu Cs poprzez rozdmuchanie
kazdego wierzchotka do zbioru niezaleznego o rozmiarze % (doktadna konstrukcje opisali-
smy w dowodzie wspomnianej obserwacji). Zauwazmy, ze wszystkie krawedzie grafu Ga
tworza w nim silng klike. Wiemy zatem, ze istnieja grafy, ktérych silne kliki maja ZAQ
krawedzi. W 1990 r. Faudree, Gyarfas, Schelp, i Tuza postawili hipoteze moéwiaca o tym,
ze maksymalny rozmiar silnej kliki w grafie o maksymalnym stopniu A nie przekracza

SAZ,

4

Hipoteza 3.2 (R. J. Faudree, A. Gyarfas, R. H. Schelp, Zs. Tuza, 1990 [26]). Niech G

bedzie grafem o maksymalnym stopniu A. Wowczas

A2, gdy A jest parzyste,

5
w(@) <]
Z gdy A jest nieparzyste.

Hipoteza 3.2 wydaje sie tatwiejsza od hipotezy Erdésa i NeSettila; znane wyniki doty-
czace silnych klik sg mocniejsze od wynikow dotyczacych silnego indeksu chromatycznego.
Udowodnienie prawdziwo$ci Hipotezy 3.2 byloby silnym argumentem przemawiajacym za
prawdziwoscia hipotezy Erd&sa i NeSettila. Badanie maksymalnego rozmiaru silnych klik
w grafach moze przelozy¢ sie na lepsza intuicje odnosnie silnego indeksu chromatycznego.

Co wiemy o maksymalnym rozmiarze silnych klik w grafie o maksymalnym stopniu
A? W sposéb oczywisty wszystkie ograniczenia na silny indeks chromatyczny sa takze

ograniczeniami na maksymalny rozmiar silnych klik. O silnych klikach wiadomo jednak
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wiecej. Przedstawimy jak w ciagu ostatnich 30 lat wygladaly postepy prac nad znalezie-
niem gornego ograniczenia na rozmiar silnych klik w grafach.
Faudree, Gyarfas, Schelp, i Tuza pokazali, ze silne kliki maja co najwyzej (2 — €)A?

krawedzi.

Twierdzenie 3.3 (R. J. Faudree, A. Gyarfas, R. H. Schelp, Zs. Tuza, 1990 [26]). Niech G
bedzie grafem o wystarczajgco duzym maksymalnym stopniu A. Wowczas istnieje € > 0,
taki ze

ws(G) < (2 — €)A%

Przez wiele lat nie pojawil sie zaden nowy wynik dotyczacy rozmiaru silnych klik
w grafach. Dopiero w ciggu ostatnich kilku lat znaczaco poprawiono ograniczenie na
ws(G). W 2015 r. Bruhn i Joos udowodnili, ze silne kliki w grafie o odpowiednio duzym

maksymalnym stopniu A maja nie wiecej niz 1, 74A? krawedzi.

Twierdzenie 3.4 (H. Bruhn, F. Joos, 2015 [9]). ! Niech G bedzie grafem o maksymalnym
stopniu A > 400. Wowczas
ws(G) < 1,74A%.

W 2016 r. poprawiliSmy ten wynik.

Twierdzenie 3.5 (M. S-N., 2016 [46]). Niech G bedzie grafem o maksymalnym stopniu
A. Wowcezas
ws(G) < 1,5A%

Dowo6d Twierdzenia 3.5 przedstawimy w sekeji 3.2.2.
Najlepszy obecnie znany wynik udowodnili Faron i Postle w 2019 r. Pokazali oni, ze

silne kliki w grafie o maksymalnym stopniu A maja co najwyzej %AZ krawedzi.

Twierdzenie 3.6 (M. Faron, L. Postle, 2019 [24]). Niech G bedzie grafem o maksymalnym
stopniu A. Wowcezas

wi(@) < %A?.

!Praca z pelnym dowodem twierdzenia ukazata sie w 2018 r.; patrz [10]
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Zauwazmy, ze ograniczenie 3A? z Twierdzenia 3.6 jest juz caltkiem bliskie 2A? 7z Hi-
potezy 3.2. Hipoteza nadal pozostaje jednak otwarta.

Wspominalismy juz, ze Chung, Gyarfas, Trotter i Tuza w 1990 r. udowodnili, ze je-
zeli graf nie zawiera zadnej pary krawedzi w odlegloséci wiekszej od 2, to woéwezas ma co
najwyzej %AQ krawedzi (Twierdzenie 2.8). Oznacza to, ze dla grafow, ktorych wszystkie
krawedzie naleza do silnej kliki, Hipoteza 3.2 jest prawdziwa. Fakt ten nie dowodzi hipo-
tezy w ogélnym przypadku, gdyz nie wszystkie krawedzie musza naleze¢ do najwiekszej
silnej kliki w grafie.

PrzejdZmy teraz do twierdzen dowodzacych prawdziwos¢ Hipotezy 3.2 dla wybranych
klas grafow. W 1990 r. Faudree, Gyarfas, Schelp i Tuza udowodnili, ze maksymalny
rozmiar silnych klik w grafach dwudzielnych o maksymalnym stopniu A jest nie wiekszy

od A2

Twierdzenie 3.7 (R. J. Faudree, A. Gyarfas, R. H. Schelp, Zs. Tuza, 1990 [26]). Niech

G bedzie grafem dwudzielnym o maksymalnym stopniv A. Wowczas
ws(G) < A%

Ograniczenie to jest osiagalne; w grafie petnym dwudzielnym wszystkie krawedzie two-
rz3 silng klike (patrz Obserwacja 2.9). Przypomnijmy, ze Faudree, Gyarfas, Schelp, i Tuza
postawili hipoteze, ze silny indeks graféw dwudzielnych o maksymalnym stopniu A jest
nie wigkszy od A? (Hipoteza 2.10). Na podstawie Twierdzenia 3.7 mozna przypuszczad,
ze hipoteza ta jest prawdziwa.

Grafy dwudzielne to grafy, ktére nie zawieraja cykli o nieparzystej dtugosci. Cames
van Batenburg, Kang, i Pirot odkryli ostatnio, ze wystarczy aby graf nie zawieral tylko

cykli o dtugosci 5, aby mozna byto ograniczy¢ rozmiar silnych klik przez A2

Twierdzenie 3.8 (W. Cames van Batenburg, R. J. Kang, F. Pirot, 2020 [11]). Niech G

bedzie grafem bez Cs o maksymalnym stopniu A. Wowczas
ws(G) < A%

Cames van Batenburg, Kang, i Pirot rozwazali takze grafy bez nieparzystych cykli o in-

nych dlugosciach. Udowodnili, ze rozmiar silnych klik w grafach bez C3 o maksymalnym
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stopniu A wynosi co najwyzej SA?%, a w grafach bez Coyi1, gdzie k > 31 A > 3k? + 10k,
co najwyzej A%, Tym samym potwierdzili Hipoteze 2.10 dla tych klas grafow.

Cames van Batenburg, Kang, i Pirot postawili hipoteze, ze dla graféw dwudzielnych
z zabronionym parzystym cyklem, maksymalny rozmiar silnych klik jest co najwyzej li-
niowy wzgledem A. Ostatnio na arXiv ukazata sie praca, w ktoérej Cho, Choi, Kim i Park
potwierdzaja silniejsza wersje tej hipotezy. Udowodnili oni liniowe ograniczenie na rozmiar

silnych klik w grafach bez Cj i bez parzystego cyklu.

Twierdzenie 3.9 (E-K. Cho, I. Choi, R. Kim, B. Park, 2020 [14]). Niech G bedzie grafem
bez {Cs, Car}, dla pewnego k > 2, o maksymalnym stopniu A. Wowczas

~dla k>4, w(G) <kA—(k—1).

—dla k € {2,3}, jezeli G jest takze grafem bez Cs, to ws(G) < kA — (k —1).

W nastepnej sekeji przedstawimy dowody naszych twierdzeri ograniczajacych rozmiar

silnych klik w grafach.

3.2 Maksymalny rozmiar silnych klik w grafach — uzy-
skane wyniki

W naszym gléwnym twierdzeniu (Twierdzenie 3.5) udowodnili$my ograniczenie na roz-
miar silnych klik w grafach o maksymalnym stopniu A réwne 1, 5A2. Zaczniemy jednak
od przedstawienia dowodu znanego ograniczenia dla graféw dwudzielnych; uzyliSmy w nim
podobnej metody, ale dowdd ten jest o wiele mniej skomplikowany i pozwoli lepiej zrozu-
mie¢ naszg technike. Nastepnie przejdziemy do dowodu ograniczenia na rozmiar silnych

klik w grafach bez szponow.

3.2.1 Grafy dwudzielne

Twierdzenie 3.7 (R. J. Faudree, A. Gyarfas, R. H. Schelp, Zs. Tuza, 1990 [26]). Niech

G bedzie grafem dwudzielnym o maksymalnym stopniu A. Wowczas

ws(G) < A%
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Dowdd Twierdzenia 3.7. Niech H bedzie podgrafem grafu G, ktorego krawedzie tworza
silna klike w G, tzn. dla kazdej pary krawedzi e, f € E(H) zachodzi distg(e, f) < 2.

Pokazemy, ze H ma co najwyzej AZ krawedzi.

AH

<Apy-—-1

<Ag—Ap

<Ag— Ay

Rysunek 3.2: Zbiory A, B, C, D (na niebiesko). Linie przerywane oznaczaja krawedzie
z G, ktore nie sg w H.

Rozwazmy wierzcholek v € V(H) o stopniu Ag; pamietajmy, ze Ay < Ag. Krawedzie

grafu H mozemy podzieli¢ na nastepujace zbiory (patrz Rysunek 3.2):

e A={ec E(H):vee} |Al=Ay
A jest zbiorem krawedzi grafu H, ktore sg incydentne z v.

Zauwazmy, ze wszystkie inne krawedzie z H sa w grafie G w odlegloéci co najwyzej

2 od wszystkich krawedzi z A.

e B={ec E(H):e¢ ANTjcaei f maja wspolny wierzcholek}, |B| < Ay(Ay —1)

B jest zbiorem krawedzi grafu H, ktére majg wspolny wierzchotek z przynajmniej

jedna krawedzia z A i nie naleza do A.

o C={ec EH):Jfepy(ve fANf¢ EH)Nei f maja wspolny wierzchotek)},
IC] < (A¢ — Au)An
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C jest zbiorem krawedzi grafu H, ktore maja wspolny wierzchotek z przynajmniej

jedna krawedzia z G — H incydentna z v.

e D={ec E(H):e¢ CANVyeadistg(e, f) =2}

D jest zbiorem krawedzi grafu H, ktore sa w grafie G w odlegtosci 2 od wszystkich
krawedzi z A i nie naleza do C.

Niech S bedzie podgrafem grafu H indukowanym przez D.

Wierzchotek, rozny od v, ktory sasiaduje w G ze wszystkimi sgsiadami v z H, bedziemy
nazywa¢ super wierzchotkiem. Poniewaz G jest grafem dwudzielnym, kazda krawedz
z S zawiera dokladnie jeden super wierzcholtek. Kazdy sasiad v z H jest potaczony
krawedzia w G z co najwyzej Ag — 1 wierzchotkami réznymi od v. Zatem w G jest co
najwyzej Ag — 1 super wierzchotkoéw. Ponadto, kazdy super wierzcholek jest incydentny
w S z co najwyzej Ag— Ay krawedziami (poniewaz jest doktadnie Ay krawedzi taczacych
w G sasiadow v z H z kazdym super wierzcholkiem). Liczno$¢ zbioru S jest wiec nie
wieksza od

(A¢ — 1)(Ag — Ag).
Mozemy teraz wyznaczy¢ liczbe krawedzi grafu H.
|E(H)| < Ag+Ap(Ag—1)+(Ac—Ap) A+ (Ag—1)(Ag—Ay) = AL—Ag+Ay < AZ,

dowod twierdzenia jest wiec kompletny. O]

3.2.2 Przypadek ogdélny — dowéd Twierdzenia 3.5

Zanim przejdziemy do wtasciwego dowodu, udowodnimy lemat, z ktérego bedziemy

korzystac.

Lemat 3.10 (M. S-N., 2016 [46]). Niech G bedzie grafem o maksymalnym stopniu A, niech
p 1w bedqg liczbami catkowitymi takimi, ze A < p <w i A > w — p. Rozwaimy p pokryé
wierzchotkowych grafu G (niekoniecznie roznych) takich, ze kazde pokrycie wierzchotkowe

zawiera co najwyzej w wierzchotkow. Zatozmy dodatkowo, zZe dla kazdego wierzchotka
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fi(A) = ABw —p—24)
Rysunek 3.3: Funkcje fi(A) 1 fo(A)

v € V(G) zachodzi deg(v) < w — a, gdzie a jest liczbg pokryé wierzchotkowych, ktore
ZOWLErajq v.

Wowezas graf G ma co najwyzej w* — B2 krawedzi.

Dowdd Lematu 3.10. Niech v € V(G) bedzie wierzcholkiem o stopniu A. Wierzchotek v
nalezy do co najwyzej w — A pokry¢ wierzchotkowych (z zalozenia lematu), wiec kazdy
sasiad v nalezy do co najmniej p —w + A pokry¢ wierzchotkowych; z zatozenia wiemy, ze
p—w—+A > 0. Zatem kazdy sasiad v ma stopieni nie wiekszy od w—(p—w+A) = 2w—p+A
(z zalozenia lematu).

Rozwazmy jedno pokrycie wierzchotkowe C, ktore nie zawiera v. Pokrycie to zawiera
doktadnie A sasiadow v o stopniach co najwyzej 2w — p + A i co najwyzej w — A in-
nych wierzchotk6w o stopniach co najwyzej A. Kazda krawedz z G musi by¢ incydentna

z przynajmniej jednym wierzchotkiem z C'| zatem
IE(G)] < filA)=AR2w —p—A)+ (w—A)A = A(Bw —p — 2A).

kazde pokrycie zawiera co najwyzej w wierzchotkow, kazdy z nich ma stopienn co najwyzej
A, stad
B(G)] < o(A) = wA.

Funkcje f1 1 fo przecinaja sie w punktach A = @ i A = 0 (patrzy Rysunek 3.3).

Dla p < w oraz w > 0 zachodzi 3“’4_” < 2“’2_” < 3w2_p, zatem |E(G)| < fg(@) = wz—%.

Dowod lematu jest wiec kompletny. O]
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Uwaga 3.11. Ograniczenie z Lematu 3.10 jest osiggalne. Graf G ma doktadnie w? — B
krawedzi dla G = 2Kaa, w = p = 2A 1 nastepujacych pokryé wierzchotkowych: A po-
kryé wierzchotkowych zawierajgcych wszystkie wierzchotki z pierwszej klasy dwudzielnosci
z obu kopii Ka a, a drugie A pokryé wierzchotkowych zawierajgcych wszystkie wierzchotki

z drugiej klasy dwudzielnosci z obu kopii Ka a.
Przedstawimy teraz dowod Twierdzenia 3.5.

Twierdzenie 3.5 (M. S-N., 2016 [46]). Niech G bedzie grafem o maksymalnym stopniu
A. Wowczas
ws(G) < 1,5A%

Dowdd Twierdzenia 3.5. Niech H bedzie podgrafem grafu G, ktorego krawedzie tworza
silna klike w G, tzn. dla kazdej pary krawedzi e, f € E(H) zachodzi distg(e, f) < 2.
Pokazemy, ze H ma co najwyzej 1, 5A% krawedzi. Pamigtajmy, ze 0 < Ay < Ag.

Jezeli Ay < 0,75A¢, wowezas |E(H)| < 2AqAp < 1,5A%, wige twierdzenie jest
udowodnione.

Zatozmy zatem, ze 0, 75Ag < Ay < Ag. Rozwazmy wierzchotek v € V/(H) o stopniu
Apy. Krawedzie grafu H mozemy podzieli¢ na cztery zbiory, tak samo jak w dowodzie

Twierdzenia 3.7. Przypomnijmy ich definicje.
e A={ec E(H):veEe} |A=Ay
e B={ec E(H):e¢ ANTscaei f maja wspolny wierzcholek}, |B| < Ay(Axg —1)

o C={ec EH): Frepy(ve fANf¢ EH)Nei f maja wspolny wierzchotek)},
IOl < (Ag — Am)An
e D={ec E(H):e¢ CANVyeadistg(e, f) =2}

D jest zbiorem krawedzi grafu H, ktore sa w grafie G w odleglosci 2 od wszystkich
krawedzi z A i nie nalezg do C.

Licznosé zbioréw A, B i C jest taka sama, jak w dowodzie Twierdzenia 3.7. Przyj-
rzyjmy sie zbiorowi D (patrz Rysunek 3.4). Niech S bedzie podgrafem grafu H induko-

wanym przez D.
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Rysunek 3.4: Zbior D (na niebiesko). Linie przerywane oznaczaja krawedzie z G, ktore

nie sa w H.

Stwierdzenie 3.12. Graf S ma co najwyzej A% — % krawedzi.

Dowdd Stwierdzenia 3.12. Zauwazmy, ze Ags < Ay < Ag. Rozpatrzmy dwa przypadki.
Przypadek 1: Ag < Ag— Ay
W tym przypadku zachodzi Ag < 0,25Aq (poniewaz 0,75Aq < Ap < Ag).
Obliczmy ile krawedzi ma graf S. Kazdy sasiad v z H jest potaczony krawedzia
w G z co najwyzej Ag wierzchotkami, a kazdy z nich jest incydentny z co najwyzej Ag
krawedziami z S; co wiecej, kazda krawedz z S zawiera co najmniej jeden taki wierzchotek.
Zatem

AcA
|E(S)| < AgAg < 0,25A% < A2 — G2 L

co byto do udowodnienia.

Przypadek 2: Ag > Ag— Ay

Zastosujemy Lemat 3.10 dla grafu S.

Dla p = Ay i w = Ag, mamy nastepujace p pokryé¢ wierzchotkowych grafu S: dla
kazdego sasiada v z H (powiedzmy ¢), wszystkie wierzchotki z S, ktore sa potaczone
krawedzia w G z ¢, tworza pokrycie wierzchotkowe S. Kazde takie pokrycie zawiera
co najwyzej w wierzchotkow. Zauwazmy, ze dla kazdego wierzchotka u z S zachodzi

degg(u) < Ag — a, gdzie a jest liczba sasiadow v z H, ktorzy sa potaczeni krawedzia w G
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z u, zatem jest to liczba pokryé wierzchotkowych, ktére zawieraja u. Zatozenia Lematu

3.10 sg wiec spelnione. Otrzymujemy

zatem dowod stwierdzenia jest kompletny. O

Mozemy teraz wyznaczy¢ liczbe krawedzi grafu H.

AcApy
2

AcAgy

\E(H)| < Ay + Ap(Agy — 1)+ (Ag — Ap)Agy + A2 — = AL+ < 1,5A2,

co konczy dowod twierdzenia. O]

3.2.3 Grafy bez szponéw

Z M. Debskim udowodnilismy, ze silne kliki w grafach bez szponéw o maksymalnym
stopniu A maja co najwyzej A? + %A krawedzi. Poprzednie najlepsze znane ogranicze-
nie wynikato z ograniczenia na silny indeks chromatyczny tej klasy graféw i wynosito

1,125A% + A (patrz Twierdzenie 2.26).

Twierdzenie 3.13 (M. Debski, M. S-N., 2020+ [21]). Niech G bedzie grafem bez szpondw

o maksymalnym stopniu A. Wowczas
1
L? < A4+ ZA.
w( (G)) <A+ 5

Zaczniemy od udowodnienia dwoch pomocniczych lematow, ktore sa modyfikacjami
Twierdzenia Turana (Twierdzenie 1.1), przystosowanymi do naszych potrzeb. Dowody
lematow sa inspirowane klasycznymi dowodami Twierdzenia Turana (pierwszy uzywa in-

dukeji, drugi klas rownowaznosci).

Lemat 3.14 (M. Debski, M. S-N., 2020+ [21]). Niech A, B bedg zbiorami roztqcznymi,
takimi ze |A| > |B|. Niech G bedzie grafem o zbiorze wierzchotkow V(G) = AU B,
w ktorym kazde dwie krawedzie e, f, takie e e ma oba korice w A, a f ma oba korice w B,

sq w odlegtosci co najwyzej 2. Niech ea, ep it eap o0znaczajq odpowiednio liczbe krawedzi
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o obu koncach w A, liczbe krawedzi o obu koricach w B 1 liczbe krawedzi o jednym koricu

w A, a drugim konicu w B. Wdwczas

A
es+eg—exa < (’2|>

Dowdd Lematu 3.14. Dowdd przeprowadzimy przez indukcje ze wzgledu na |B|. Za-
uwazmy, ze dla |B| < 2 zachodzi eg = 0, co razem z ey < (l’;“) i eap > 0 implikuje
poprawnos¢ lematu. Zalézmy teraz, ze lemat jest prawdziwy, gdy zbiory maja rozmiary
odpowiednio |A| — 21 |B| — 2.

Niech G bedzie grafem maksymalizujacym sume es + e — eqp. Rozpatrzmy dwa
przypadki.

Przypadek 1: e4 = 0 lub eg = 0. Z zalozenia lematu wiemy, ze |A| > |B|, zatem
w tym przypadku zawsze eg = 0. Jako, ze e4 < (“3') ieap > 0,toeg+eg—eygp < (“3'),
co mieliSmy udowodnic.

Przypadek 2: ¢4 > 01 eg > 0. Twierdzimy, ze istnieje taka czworka wierzchotkow
u,v € Aiw,x € B, ze uv,vr,wr € E(G) i ww,uzr,vw ¢ E(G). Gdyby tak nie bylo,
to dla kazdej pary krawedzi e, f, takich ze e ma oba korice w A, f ma oba konice w B,
istniatyby co najmniej 2 krawedzie sasiednie zarowno z e jak i z f. Usuniecie z G krawedzi
o jednym koncu w A i jednym koricu w B nie naruszytoby wowczas wymaganych zatozen,
co oznaczaloby sprzecznosé z maksymalnoscig grafu G.

Niech A" = A\ {u,v} i B' = B\ {w,z}. Niech e4, ep i e4p oznaczaja odpowiednio
liczbe krawedzi o obu koncach w A’, liczbe krawedzi o obu koricach w B’ i liczbe krawedzi
o jednym koricu w A’ a drugim konicu w B’. Dla wierzchotka y € A’UB’ niech s(y) oznacza
udzial krawedzi incydentnych z y i z wierzchotkiem z {u, v, w, z} w sumie eq+ep—e4p; to
znaczy, ze dlay € A’, s(y) jest rowne liczbie sasiadow wierzchotka y w {u, v} pomniejszonej
o liczbe sasiadow wierzchotka y w {w,z}, a dla y € B’, s(y) jest rowne liczbie sasiadow
wierzchotka y w {w, 2} pomniejszonej o liczbe sasiadow wierzchotka y w {u,v}. Mamy

zatem

€A+€B—€AB§€A/+€B/—€A/B/+ Z S(y)+1 (33)
yeA'UB’

Twierdzimy, ze dla wszystkich wierzchotkow y € A’ U B’ zachodzi s(y) < 1. Zalézmy,
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ze jest przeciwnie, tzn. dla pewnego wierzchotka y € A" mamy s(y) > 2. Oznacza to,
ze y jest sasiadem zaréwno w jak i v i nie jest sgsiadem ani w ani x, zatem krawedz uy
nie jest w odlegtoéci < 2 od krawedzi wx, co jest sprzeczne z zalozeniami lematu. Ten
sam argument zachodzi dla y € B’ i zamienionych (u,v) oraz (w,x). Po podstawieniu

> yeaup S(W) <A+ [B'| = |A] + |B] — 4 do nieréwnosci 3.3 otrzymujemy
€A+€B—€ABSGA/—F(EBI—€AIB/+|A‘+|B’—3. (34)

Z zalozenia indukcyjnego wiemy, ze e + egr — earp < ("3/‘) = (|A|2_2), zatem

(141 =2) (A = 3)
2

A
aten—eas < wla+is-s= (1) vim-1a e

poniewaz |A| > | B|, otrzymujemy

A
eatep—eap < (’2|),

co konczy dowdd lematu. O

Lemat 3.15 (M. Debski, M. S-N., 2020+ [21]). Niech A, B bedg zbiorami roztqcznymi,
a = |A|, b := |B|, a G bedzie grafem o zbiorze wierzchotkéw V(G) = AU B. Jezeli

spetnione sq¢ ponizsze warunki
(i) A nie zawiera zbioru niezaleznego o rozmiarze 3,

(11) Dla kazdej trojki wierzchotkdw x,y € A i z € B jezeli vy ¢ E(G), to xz € E(G) lub
yz € EB(G),

to liczba krawedzi grafu G incydentnych z przynagmniej jednym wierzchotkiem z A wynosi

.. ya ) g (a—b)?
co najmnie] (2) dla a < b 1 co nagmniej (2) — =5 dlaa=>b.

Dowdd Lematu 3.15. Niech A i B beda ustalone, a G bedzie grafem o zbiorze wierzchol-
kow V(G) = AU B spelniajacym (i) oraz (ii) o minimalnej liczbie krawedzi. W dowodzie

uzyjemy ponizszego stwierdzenia.

Stwierdzenie 3.16. Nie istniejg takie trzy wierzchotki u,v,w € A, dla ktérych zachodzi
w ¢ E(G) i uw,vw € E(G).
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Dowdd Stwierdzenia 3.16. Zalézmy, ze jest przeciwnie, tzn. istnieja takie 3 wierzchotki
u,v,w. Skonstruujemy graf G’ o mniejszej liczbie krawedzi niz G, co bedzie sprzeczne
z zalozeniem o minimalnosci grafu G. Rozpatrzmy dwa przypadki.

Przypadek 1: Jeden z wierzchotkéw w lub v ma mniejszy stopien niz w. Bez straty
ogoblnosci rozwazan zatozmy, ze jest to u. Graf G’ tworzymy z G poprzez usuniecie wszyst-
kich krawedzi incydentnych z w, dodanie krawedzi z w do wszystkich sasiadow u (z wyjat-
kiem w) oraz dodanie krawedzi uw. Zauwazmy, ze |E(G')| = |E(G)|—degq(w)+degeq(u) <
B

Dla G’ spetniony jest warunek (i) — gdyby w G’ istnial zbiér niezalezny S o rozmiarze
3, wowczas S musialby zawiera¢ w, bo usuneliSmy tylko krawedzie incydentne z w, a takze
S nie moglby zawiera¢ u, bo uw € E(G"). Jednak wtedy S\ {{w} U {u}} bylby zbiorem
niezaleznym o rozmiarze 3 w (G, co jest sprzeczne z zalozeniami o G.

Dla G’ speliony jest réwniez warunek (ii). Zeby to pokaza¢, rozwazmy wierzchotki
z€ Bix € A, taki ze zw ¢ E(G’). Poniewaz w jest incydentny ze wszystkimi sasiadami
wierzchotka u, mamy zu ¢ E(G), zatem xz € E(G) lub uz € E(G) — co oznacza, ze
rz € E(G") lub wz € E(G").

Przypadek 2: Oba wierzchotki v i v maja stopien nie mniejszy od stopnia w. W tym
przypadku tworzymy graf G’ poprzez usuniecie z G wszystkich krawedzi incydentnych z u
i v, dodanie krawedzi z u i v do wszystkich sasiadow w oraz dodanie krawedzi uv, uw
i vw. Zauwazmy, ze degq (u) = degy (v) = dege (w) = degy,(w), ale krawedz wv jest
liczona zarowno w degq (u) jak i w dege (v). Mamy zatem |E(G')| = |E(G)| —degg(u) —
degq(v) + 2deg(w) — 1 < |E(G)].

Dla G’ spelniony jest warunek (i), poniewaz — tak samo jak w poprzednim przypadku
— dla kazdego zbioru niezaleznego S w G” albo S\ {{u, v} U{w}} jest zbiorem niezaleznym
w G o tej samej licznosci co S albo S jest roztaczny z {u, v, w}.

Dla G’ spelniony jest rowniez warunek (ii), poniewaz dla kazdej pary wierzchotkow
z € Bix € A, takiej ze zu ¢ E(G') lub xv ¢ E(G'), mamy zw ¢ E(G), zatem zachodzi
zz € E(G') lub uz,vz,wz € E(G'). Dowod stwierdzenia jest wiec kompletny. O

Rozwazmy relacje ~ C A% taka ze z ~ y wtedy i tylko wtedy, gdy zy € E(G) lub
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x = y. Relacja ~ jest oczywiScie zwrotna i symetryczna, a ze Stwierdzenia 3.16 wiemy, ze
jest réwniez przechodnia, jest ona zatem relacja réwnowaznosci na zbiorze A. Poniewaz
w A nie ma zbioréw niezaleznych o rozmiarze 3, relacja ~ ma co najwyzej dwie klasy
abstrakcji.

Niech X bedzie mniejsza klasa abstrakeji relacji ~ (jezeli obie klasy sa rowne, niech X
bedzie jedna z nich), zauwazmy, ze X moze by¢ zbiorem pustym. Niech x := | X|, a := |A|

ib:=|B].
Stwierdzenie 3.17. Kazdy wierzchotek nalezgcy do B ma co najmniej x sgsiadow w A.

Dowdd Stwierdzenia 3.17. Niech z bedzie wierzchotkiem nalezacym do B. Zauwazmy, ze
albo z sasiaduje ze wszystkimi wierzchotkami z A\ X — co daje co najmniej a —z > x
sasiadow z w A — albo z nie sasiaduje z pewnym wierzchotkiem v € A\ X. W drugim
przypadku, z warunku (ii), z musi sasiadowa¢ ze wszystkimi wierzchotkami z X, co daje

co najmniej x sgsiadow w A. Dowod stwierdzenia jest wiec kompletny. O]

Policzmy teraz krawedzie z GG incydentne z co najmniej jednym wierzchotkiem z A.
Z definicji X, mamy dokladnie (g) + (a;x) krawedzi o obu konicach w A. Ze Stwierdzenia
3.17 wiemy, ze krawedzi o jednym koncu w A, a drugim konicu w B jest co najmniej bz.

Razem mamy zatem co najmniej

krawedzi.
Zauwazmy, ze f(z) jest funkcjy kwadratows z minimum w g, = %2, ktora jest

rosnaca dla x > z,;,. Mamy zatem

f(xmin>» dla Lmin Z O,

flx) =
£(0), dla xm, < 0,
co jest réowne
a a—b)?
f) > (&) - dlaa>b,

(“), dla a < b.

Dowod lematu jest wiec kompletny.
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Przejdziemy teraz do dowodu Twierdzenia 3.13. Poczatkowa cze$¢ dowodu jest po-
dobna do dowodu Twierdzenia 2.26, w ktorym dla danej krawedzi e liczyliSmy ile mak-
symalnie krawedzi moze byé¢ w odleglosci co najwyzej 2 od e. Tym razem wymagamy
dodatkowo, zeby wszystkie te krawedzie byty od siebie w odleglosci nie wiekszej od 2, co

pozwala nam na poprawienie stalej przy A% z 1,125 na 1.

Dowdd Twierdzenia 3.13. Niech vy, vy € V(G) beda wierzchotkami grafu G, takimi ze kra-
wedz e = vjvy € E(G) nalezy do najwiekszej silnej kliki w G. Niech H bedzie podgrafem
G zawierajacym wszystkie krawedzie z tej silnej kliki.

Zbiory Dy, Do, D3 oraz zmienne di,ds,ds definiujemy analogicznie jak w dowodzie
Twierdzenia 2.26: niech D; bedzie zbiorem wierzchotkéw z G sasiadujacych z vy i niesgsia-
dujacych z vy, D5 bedzie zbiorem wierzchotkéw z G sasiadujacych z v, 1 niesgsiadujacych

z v1, a D3 bedzie zbiorem wierzchotkow z G sasiadujacych z v i vy (patrz Rysunek 3.5),

niech d; := |D1|, ds := |Ds| i d3 := | D3|. Nastepujace ograniczenia sa oczywiste:
di,dy,ds >0, (2.1)
dy,do,ds < A— 1, (2.2)
di +d3s <A -1, (2.3)
dy +d3 < A—1. (2.4)

Bez straty ogoélnosci rozwazan mozemy zalozyé, ze dy > ds.

Rysunek 3.5: Zbiory Dy, Do, Ds.

Zauwazmy, ze G[D;] i G[Dy] sa grafami pelnymi, a G[Dj3] nie zawiera zbiorow nieza-
leznych o rozmiarze wiekszym badz rownym 3 (inaczej w G powstalby indukowany szpon

— szczegolowe uzasadnienie przedstawilismy w dowodzie Twierdzenia 2.26).
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Zauwazmy, ze kazda krawedz z H jest w grafie G w odleglosci co najwyzej 2 od
e. Zatem kazda krawedz z H, z wylaczeniem e, jest incydentna z co najmniej jednym
wierzchotkiem z Dy U Dy U D3. Policzymy teraz krawedzie grafu H. Twierdzimy, ze jest

ich co najwyzej

d d d de —di — dy)?
M"l*dﬁd”‘(1)‘2(2)‘(3>“+fd3>d1+d2(3 VA

2 2 2 4 ’

gdzie I4,~4,+1 wynosi 1 gdy d; > ds + 1, a 0 w przeciwnym przypadku.

Ograniczenie (3.6) uzyskaliSmy w nastepujacy sposob.

Na poczatku liczymy krawedzie o doktadnie jednym koticu w Dy U Dy. Wszystkie
wierzchotki z Dy U Dy sa incydentne 7z co najwyzej A(d; + dy) krawedziami. Zauwazmy,
ze niektore krawedzie policzyliSmy tu dwukrotnie, a nie powinniémy ich na razie liczy¢
wcale. Sa to krawedzie o obu konicach w Dy (jest ich Ad;y, bo G[Dy] jest grafem pelnym),
obu koricach w Dy (jest ich Ads, bo G[Dy] takze jest grafem pelnym) oraz o jednym koncu
w Dj, a drugim koricu w Dy (oznaczmy ich liczbe przez ep,p,). Zatem liczba krawedzi

o doktadnie jednym koricu w Dy U Dy wynosi co najwyzej

A(dy + dy) — 2@1) - 2(C;Q> — 2ep,p,- (3.7)

Teraz dodamy krawedzie o obu konicach w Dy U D,. Niech ep, oznacza liczbe krawedzi
grafu H z G[D,], a ep, oznacza liczbe krawedzi grafu H z G[Ds]. Liczba krawedzi w H

o obu kornicach w Dy U Dy wynosi

€D, +€D2+€D1D2- (38)
Suma (3.7) i (3.8) jest réwna
d d
A(d1+d2)—2(21) —2(;) —|—6D1—|—6D2 — €Dy Ds- (39)

Niech S bedzie grafem o zbiorze wierzchotkéw D; U Dy, takim ze zy € FE(S) jezeli
r€Dy,y€e Dyizy € E(G)lubx,y € D;ixy e E(H). Graf S spelnia zalozenia Lematu

3142z A= DyiB = D,. Zatem ep, +ep, —ep,p, < (d;). Wobec tego (3.9) jest nie

A(dy + dy) — @) - 2@2). (3.10)

64

wieksze od



W kolejnym kroku, do (3.10) dodamy krawedzie z H, ktore sa incydentne z co najmniej

jednym wierzchotkiem z Dg; jest ich co najmniej Adz. Otrzymujemy

A(dy 4 dy + dg) — (CS) - z(d;). (3.11)

Krawedzie o jednym koncu w D; U Dy, a drugim koncu w D3 oraz krawedzie o obu
koricach w D3, zostaly w (3.11) policzone podwojnie, nalezy wiec je odjaé. Policzymy
je przy pomocy Lematu 3.15. Niech S bedzie podgrafem G indukowanym przez V(S) =
Dy U Dy U D3, Zauwazmy, ze dla kazdej trojki wierzchotkéw z,y € D3 i z € Dy U Dy
jezeli xy ¢ E(S), wowczas xz € E(S) lub yz € E(S) (inaczej powstalby indukowany
szpon). Co wiecej, wiemy, ze D3 nie zawiera zbioru niezaleznego o rozmiarze 3. Zatem
graf S spetnia zatozenia Lematu 3.15 2 A = D3 i B = D1 U Dy. Wobec tego suma liczby

krawedzi o jednym koncu w D; U Ds, a drugim koncu w D3 oraz liczby krawedzi o obu

(d3—d1—d2)*

konicach w D3 wynosi co najmniej (dS) — Liy~dy+dy i

5 Po odjeciu tej liczby od

(3.11) otrzymujemy

2
A(dy + dy + d3) — (d1> — 2(d2) - (d‘°’> + Tiysdytdy (ds = di = dy)” (3.12)

2 2 2 4

Nie policzylismy jeszcze krawedzi e. Po dodaniu 1 do (3.12), otrzymujemy (3.6).
W dalszej czeéci dowodu uzyjemy ponizszego stwierdzenia. Jego dowodd umieszczony

jest po niniejszym dowodzie.
Stwierdzenie 3.18. Warto$é wyrazenia (3.6), przy ograniczeniach (2.1)-(2.4), wynosi
co najwyzej A? + SA.

Ze Stwierdzenia 3.18, dowdd twierdzenia jest kompletny. O]

Dowdd Stwierdzenia 3.18. Pochodna czastkowa z (3.6) po d; wynosi

1 di+dy —d
A—d+ -+ [d3>d1+d2#-

5 (3.13)

Gdy d3 < d; + ds, wyrazenie (3.13) ma wartos$¢ wieksza od 0 z (2.2). W przeciwnym
przypadku (3.13) jest rowne A+%+d2+d3, co jest wieksze od 0 na podstawie (2.4). Zatem

(3.6) jest rosnace wzgledem d;. Z (2.3) wynika, ze wyrazenie (3.6) jest maksymalizowane
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dla dy = A — d3 — 1, zatem jego wartos¢ wynosi co najwyzej

A—dy—1 d d ds — A+ds+1—dy)?
A(A_1+d2)_( 23 >_2(22)_(23)+1+[d3>Ad31+d2< > 43 2) =

2ds —dy — A+ 1)

1 1 1 1
A(A—1+d2)—§(A—d3—1)2+§(A—dg—l)—d§+d2—§d§+§d3+ld3>uérl (

4
1 1 (2d3 —dy — A +1)?
—d%+d2+Ad2 —dg —d3+Ad3—|—§A2—|—§A—|—[d3>A+?—1 1 . (3.14)
Rozwazmy nastepujace przypadki.
Przypadek 1: d3 > %, czyli
Pochodna czastkowa z (3.14) po dy wynosi
1 1 1 3 3 1
—2do+1+A+-dy—ds+=-A—=-=—=dy—d3+ -A+ = 3.16
21+ A+ ody—dy+ 3 5 e —ds+ 5A+ 5, (3.16)

co jest wieksze od 0 na podstawie (2.4). Wyrazenie (3.16) osiaga zatem warto$¢ mak-
symalng dla maksymalnego dy. Rozpatrzmy dwa przypadki.
Przypadek 1.1: 2d; — A+ 1< A —d;— 1, co jest rbwnowazne

2A -2
3

ds

IN

. (3.17)

W tym przypadku uzywamy goérnego ograniczenia na ds z zatozenia Przypadku 1, tzn.

podstawiamy dy = 2d3 — A + 1. Oznacza to, ze wyrazenie (3.14) jest nie wieksze od
1 1
—(2d3—A+1)2+2d3—A+1+A(2d3—A+1)—dg—d3+Ad3+§A2+§A=

3 5
— 5d5 — 3d3 + TAd3 — §A2 + 34 (3.18)

Pochodna z (3.18) po ds wynosi
—10d5 — 3 + TA, (3.19)

co jest wieksze od 0 z (3.17). Wyrazenie (3.18) osigga zatem maksymalna wartos¢ dla
dz = L;Z, ktoéra wynosi

2A —2
3

2A — 2 2A—2 3 5
A ~SA24 A=
R S e A

=5( )" = 3(
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50 . 40 20 25 19
B NP Sy
02 Ty 9 oA
17 5 9
iz 202 9
8- TS 9 (3.20)

Przypadek 1.2: d; > %. W tym przypadku uzywamy ograniczenia 2.4, tzn.

podstawiamy dy = A — ds — 1. Oznacza to, ze wyrazenie (3.14) jest nie wieksze od

1 1 —2A + 2)2
_(A—dg—1)2+A—d3—1+A(A—d3—1)—dg—d3+Ad3+§A2—|—§A—|—(3d3 1 +2) =
1 3 1
ng —ds — Ads + §A2 + §A —1. (3.21)
Pochodna z (3.21) po d3 wynosi
1
Sda—1-A, (3.22)

co jest mniejsze od 0 na podstawie (2.2). Wyrazenie (3.21) osiaga zatem maksymalna

2A—2
3

_2A—2_ 2A -2 3

warto$¢ dla minimalnego ds = , ktora wynosi

1 2A -2 1

2 A AT A1 =
4( 3 ) 3 3 * 2 + 2

1 2 1 2 2 2 2 3 1

AT A A S S IANP A AT AL =

9 9 - 9 3 * 3 3 * 3 * 2 + 2
17 5 2
— A A-Z 2
18 * 18 9 (3:23)

Przypadek 2: d; < %, czyli

dy > 2d3 — A+ 1. (3.24)

w tym przypadku I, _a+s-1 ma wartos¢ 0, zatem (3.14) jest rowne
2 2 Lo 1
—d5+dy+ Ady — d5 — d3 + Ads + §A + §A. (3.25)
Zauwazmy, ze (3.25) jest suma dwoch funkeji

1 1
folds) = —d% — ds + Ads + EN +34A. (3.27)
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Pochodna z f; po ds wynosi —2dy + 1 + A, zatem f; osiaga swoje jedyne globalne

maksimum dla dy = %. Wymnosi ono
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
— AT A AT A A=A A S 3.28
4 2 4 + 2 + 2 + 2 + 2 4 + 2 + 4 ( )

Pochodna z f; po ds wynosi —2d3 — 1 + A, zatem f, osigga swoje jedyne globalne

maksimum dla d3 = %. Wynosi ono

1 1 1 1 1 1 1 1 1 3 1

— AT A S AT A A S AP A=A D 3.29

4 + 2 4 + 2 2 2 + 2 + 2 + 2 4 + 4 ( )
Maksimum z (3.25) wynosi zatem co najwyzej
1 1

AP+ A+ - 3.30

+5A8+5 (3.30)

Zauwazmy, ze dy = 2 i dy = % nie speliaja (2.4). Wiemy, ze jedyne globalne

maksimum (3.25) wynosi (3.30), zatem maksymalna warto$¢ (3.25) dla da, ds ograniczo-
nych przez (2.4) jest ostro mniejsza od (3.30). Co wiecej, interesuja nas tylko calkowite
warto$ci A. Maksymalna warto$¢ wyrazenia (3.25), przy ograniczeniu (2.4), wynosi wiec
€O Najwyzej

1
A% + 7A (3.31)

Poniewaz wyrazenia (3.20), (3.23) 1 (3.31) sa wszystkie nie wicksze od A2+ A, wartosé

(3.6) wynosi takze co najwyzej A+ 1A, co konczy dowod stwierdzenia. O

3.3 Kierunek dalszych badan

Najlepsze znane gorne ograniczenie na rozmiar silnej kliki w grafie o maksymalnym
stopniu A zostato udowodnione przez Farona i Postle’a i wynosi %AQ (patrz Twierdzenie
3.6). Dolne ograniczenie wynosi %Az. Gleboko wierzymy, ze hipoteza, ktorg postawili
Faudree, Gyarfas, Schelp, i Tuza (Hipoteza 3.2) jest prawdziwa, tzn. ze ZAQ jest takze
gornym ograniczeniem na rozmiar silnych klik w grafach. Kazda poprawa ograniczenia
3A? bedzie ciekawa i pouczajaca.

Przypomnijmy, ze najlepsze znane ograniczenie na silny indeks chromatyczny gra-

fow o maksymalnym stopniu A zostalo udowodnione przez Bonamy, Perretta i Postle’a
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i wynosi 1,835A? (patrz Twierdzenie 2.7). Gdyby Hipoteza Reed’a (Hipoteza 1.2) byla
prawdziwa, z ograniczenia na rozmiar silnych klik w grafach wynikatoby, ze silny indeks
chromatyczny grafow o maksymalnym stopniu A jest nie wiekszy od EAQL co znacznie
poprawiatoby obecne wyniki. Jako ze udowodniona jest ulamkowa wersja tej hipotezy
(Twierdzenie 1.3), z twierdzenia Farona i Postle’a (Twierdzenie 3.6) wynika, ze utamkowy

silny indeks chromatyczny graféw o maksymalnym stopniu A jest nie wiekszy od gAQ.

Definicja 3.19. Niech G bedzie grafem, a M(G) zbiorem indukowanych skojarzen z G.
Utamkowym silnym kolorowaniem krawedzi grafu G nazywamy odwzorowanie cy :

M(G) — [0,1], dla ktorego dla kazdej krawedzi e € E(G) zachodzi

Z cr(m) = 1.

meM(G):eem

Wage o utamkowego kolorowania definiujemy jako
a= > c(m),
meM(G)
w tym przypadku mowimy, ze G ma utamkowe silne a—kolorowanie krawedzz.
Utamkowy silny indeks chromatyczny grafu G, oznaczany przez X', (G), to infi-
mum po wszystkich dodatnich «, dla ktorych G ma utamkowe silne a—kolorowanie kra-

wedzi.

Obserwacja 3.20. Niech G bedzie grafem o maksymalnym stopniuv A. Wowczas utam-

kowy silny indeks chromatyczny G wynosi co najwyzej gAQ.

Dowdd Obserwacji 3.20. Niech L bedzie kwadratem grafu krawedziowego grafu G. Utam-
kowy silny indeks chromatyczny grafu G jest rowny utamkowej liczbie chromatycznej grafu
L.

Maksymalny stopieri grafu L wynosi co najwyzej 2A2 —2A. 7 Twierdzenia 3.6 wiemy,

ze w(L) < %Az. Z Twierdzenia Molloya i Reeda (Twierdzenie 1.3) wynika, ze

IAZL2A2-2A+1 5
Xps(G) < 2 5 = §A2 — A +0.5 < 1.75A%
co koniczy dowod twierdzenia. O
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Dla graféw bez szpondéw o maksymalnym stopniu A udowodnilismy, ze silne kliki
maja co najwyzej A2 + %A krawedzi. Jednocze$nie najwieksza silna klika w grafach
bez szponoéw, jaka udato nam sie skonstruowac¢, ma ok. %AQ krawedzi (jej konstrukcje
opisalisSmy w sekcji 2.3.4). Chcieliby$Smy skonstruowac graf o wiekszej silnej klice albo
poprawi¢ nasze gorne ograniczenie.

Ciekawym kierunkiem badan jest takze szukanie ograniczenia na maksymalny rozmiar
silnych klik w grafach bez K, o maksymalnym stopniu A dla » > 3. Jedynym znanym
ograniczeniem jest (2 — 7‘%2) A% — ::—gA — 7‘%2’ ktore wynika z ograniczenia na silny in-
deks chromatyczny graféw bez K, (patrz Twierdzenie 2.28). Czy mozna powiedzie¢ cos
wiecej o silnych klikach w tej klasie grafow? Szczegoélnie interesujacy bytby wynik dla
grafow przecie¢ dyskow jednostkowych (ktore sa grafami bez K ¢), dla ktérych wiemy,
ze silny indeks chromatyczny jest nie wiekszy od 1,625A? (patrz Twierdzenie 2.29). Po-
nownie, interesuje nas zaré6wno konstrukcja duzej silnej kliki, jak i poprawienie gérnego

ograniczenia.
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Rozdzial 4

t—silne kliki w grafach

4.1 Wprowadzenie

4.1.1 Uogoblnienie silnego kolorowania krawedzi graféw

Przypomnijmy, ze w silnym kolorowaniu krawedzi grafu G wymagamy, aby kazde dwie
krawedzie z G, ktore sa w odlegtosci co najwyzej 2, dostaly rézne kolory. Kolorowanie to
odpowiada poprawnemu kolorowaniu wierzchotkow grafu L*(G). Erdés i Nesettil w 1985

r. postawili hipoteze, ktora mowi, ze dla kazdego grafu o maksymalnym stopniu A wy-

5

4A2 koloréw, aby moc silnie pokolorowac jego krawedzie (Hipoteza 2.2). Bonamy,

starczy
Perrett i Postle w 2018 r. udowodnili najlepsze znane gérne ograniczenie na silny indeks
chromatyczny, rowne 1,835A% (Twierdzenie 2.7). Zastanowmy sie co sie¢ stanie, gdy be-
dziemy wymagac, aby wszystkie krawedzie, ktore sa w odlegtosci nie wiekszej od t dostaly

rozne kolory? Ilu koloréow bedziemy wowczas potrzebowac?

Definicja 4.1. Niech G bedzie grafem, a t > 2 bedzie liczbg catkowitq.

Kolorowanie krawedzi grafu G nazywamy t—silnym, jezeli zadne dwie krawedzie w od-
legosci co najwyzej t nie majg tego samego koloru.

Silnym indeksem chromatycznym grafu G nazywamy najmniejszq mozliwg liczbe
kolorow w t—silnym kolorowaniu krawedzi G.

Silny indeks chromatyczny grafu G jest réwny liczbie chromatycznej grafu L'(G).
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Celem naszych badan jest okreslenie jak duzy moze by¢ t—silny indeks chromatyczny
grafébw o maksymalnym stopniu A. Zdefiniujmy, dla kazdego catkowitego t > 2, b; jako
najmniejsza stala, taka ze dla kazdego grafu GG o wystarczajaco duzym maksymalnym
stopniu A, t—silny indeks chromatyczny G jest nie wiekszy od b Al.

W Rozdziale 2 opisali$my znane ograniczenia na 2—silny indeks chromatyczny (na-
zywany silnym indeksem chromatycznym). O wiele mniej wiadomo o ¢—silnym indeksie
chromatycznym dla ¢ > 2.

7 prostego algorytmu zachtannego wynika gorne ograniczenie na t—silny indeks chro-
matyczny graféw o maksymalnym stopniu A réwne 237 (A —i) +1 (b, jest wiec rowne
co najwyzej 2). W 2014 r. Kaiser i Kang udowodnili, ze b, < 2 — € dla e = 0,00008. Jest

to najlepsze znane gorne ograniczenie.

Twierdzenie 4.2 (T. Kaiser, R. J. Kang, 2014 [34]). Niech ¢ = 0,00008, a t > 2 bedzie
liczbg catkowitq. Dla wystarczajgeo duzego Ag, t—silny indeks chromatyczny kazdego grafu

o maksymalnym stopniuv A > Aq jest nie wiekszy od (2 — €)Al.

Niewiele wiadomo takze o dolnym ograniczeniu na t— silny indeks chromatyczny gra-
fow. Istnieja konstrukcje grafow dwudzielnych, swiadczace o tym, ze bz, by, b > 1 (co
ciekawe nie jest znana taka konstrukcja dla ¢t = 5), jednak w ogolnym przypadku dolne
ograniczenie na b; dazy do 0 wraz z ¢t dazacym do nieskoniczonosci (patrz |34] i [35]).
W 2012 r. Kang i Manggala pokazali konstrukcje grafow regularnych o dowolnie duzym

maksymalnym stopniu A, ktoére wymagaja 1)t_1At kolorow w t—silnym kolorowaniu

2(t—1

krawedzi (patrz [35]).

4.1.2 Uogoblnienie silnych klik

Przypomnijmy, ze silna klika w grafie GG, nazywamy podzbior krawedzi G, w ktérym
kazde dwie krawedzie sa od siebie w odleglosdci nie wiekszej od 2 w . Silne kliki w grafie
G odpowiadaja klikom w grafie L?(G). W poprzedniej sekcji przedstawiliémy problem
t—silnego kolorowania krawedzi grafow. Zdefiniujmy t—silng klike w grafie jako zbior

tych krawedzi z G, dla ktorych odpowiadajace im wierzchotki z LY(G) parami sasiaduja
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ze soba; krawedzie te musza wiec otrzymac rozne kolory w t—silnym kolorowaniu krawedzi

grafu G.

Definicja 4.3. Niech G bedzie grafem, a t > 2 bedzie liczbg catkowitq.
t—silng klikg w grafie G nazywamy podzbior krawedzi G, w ktorym kazde dwie kra-
wedzie sg od siebie w odlegtosci nie wiekszej od t w G.

t—silne kliki w grafie G odpowiadajq klikom w grafie L'(G).

Chcemy znalez¢ odpowiedZz na pytanie: ile maksymalnie krawedzi moze zawieracé
t—silna klika w grafie o maksymalnym stopniu A? Zdefiniujmy, dla kazdego catkowi-
tego t > 2, ¢; jako najmniejsza stata, taka ze dla kazdego grafu G o wystarczajaco duzym
maksymalnym stopniu A, t—silne kliki w G maja co najwyzej ¢; A krawedzi.

W sposob oczywisty ¢; nie moze by¢ wieksze od b;. Mozliwe jest, ze dla danego grafu
(G, maksymalny rozmiar t—silnej kliki w GG jest mniejszy od t—silnego indeksu chromatycz-
nego tego grafu. Przypuszczamy jednak, ze gérne ograniczenia na rozmiar t—silnych klik
i na t—silny indeks chromatyczny sg sobie réwne. Wszystkie krawedzie grafow regularnych
o dowolnie duzym maksymalnym stopniu A z konstrukcji Kanga i Manggali (patrz [35])
tworza, t—silne kliki; najlepszym znanym dolnym ograniczeniem na b, jest wiec, tak samo
jak na ¢, 2@_—11),5,1

W Rozdziale 3 opisali$my znane ograniczenia na rozmiar 2—silnych klik (nazywanych
silnymi klikami). Najlepsze znane gorne ograniczen zostalo udowodnione w 2019 r. przez
Farona i Postle’a i wynosi $A? (Twierdzenie 3.6). Dla ¢ > 2 pierwszym znanym gornym

ograniczeniem na ¢; jest udowodnione przez nas 1, 75.

Twierdzenie 4.4 (M. Debski, M. S-N., 2019 [22]). Niech G bedzie grafem o maksymalnym
stopnivu A. Dla kazdego t > 2 rozmiar t—silnej kliki w G wynosi co najwyzej 1, THA! +
O (ATY).

Dowo6d Twierdzenia 4.4 przedstawimy w sekcji 4.2.2.
Dla grafow dwudzielnych udowodniliémy ograniczenie na rozmiar t—silnych klik rzedu
A, Grafy dwudzielne, swiadczace o tym, ze bs, by, bg > 1, sg t—silnymi klikami, zatem

3, ¢4, c¢ > 1. Nasze ograniczenie jest wiec asymptotycznie optymalne dla t = 3,4, 6.
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Twierdzenie 4.5 (M. Debski, M. S-N., 2019 [22]). Niech G bedzie grafem dwudzielnym
o maksymalnym stopniu A. Dla kazdego t > 2 rozmiar t—silnej kliki w G wynosi co

najwyzej A + O (A1),

Dowd6d Twierdzenia 4.5 przedstawimy w sekeji 4.2.1.

Twierdzenia 4.4 i 4.5 przedstawiaja ograniczenia na rozmiar t—silnych klik w postaci
iloczynu pewnej stalej i A, Mozliwe jest jednak, ze prawdziwe ograniczenie jest duzo
nizsze, tzn. ze ¢; dazy do 0 wraz z t dazacym do nieskoriczonosci. Takie ograniczenia

udowodnilismy dla grafow bez szponow i ogolniej dla grafow bez K, (sekcja 4.2.3).

4.1.3 Powiazanie z problemem stopnia-Srednicy

Szukanie maksymalnego rozmiaru t—silnych klik w grafach jest powiazane ze znanym
problemem stopnia—$rednicy (ang. degree-diameter problem). W problemie stopnia—
srednicy szukamy maksymalnej mozliwej liczby wierzchotkéw w grafie o maksymalnym
stopniu A i $rednicy D (przypomnijmy, ze $rednica grafu to najwieksza mozliwa odle-
glo$¢ pomiedzy dwoma wierzchotkami w grafie); liczbe te oznaczamy przez na p. Powia-
zanie pomiedzy problemem szukania maksymalnego rozmiaru t—silnych klik w grafach

i problemem stopnia—Srednicy przedstawia ponizsza obserwacja (patrz [22]).

Obserwacja 4.6. Dla dowolnych t > 2 i A istnieje graf o maksymalnym stopniu A

1 t—silnej klice zaunerajgcej co naymniej %AnA’t_l — O(A?) krawedzi.

Dowdd Obserwacyi 4.6. Wezmy graf G o maksymalnym stopniu A, $rednicy t — 1 i naj-
wiekszej mozliwej liczbie wierzchotkéw, czyli na—;. Nastepnie dodajmy do niego naj-
wieksza mozliwa liczbe krawedzi, tak aby prawie kazdy wierzcholek mial stopien A. Za-
uwazmy, ze co najwyzej A wierzchotkéw ma stopieni mniejszy od A (gdyby bytlo ich wiecej
mogliby$my doda¢ kolejng krawedz). Graf G ma wiec teraz co najmniej sAna ;1 —O(A?)
krawedzi. Poniewaz $rednica G wynosi t — 1, to kazde dwie krawedzie sa w odlegtosci co

najwyzej t; zatem wszystkie krawedzie grafu GG tworzg t—silng klike, co konczy dowod. [

W ogolnym przypadku niewiele wiadomo o wartosci na p. Oczywiscie na p < (1 +

o(1))AP, ale wydaje sig, ze poprawienie tego ograniczenia jest niezwykle trudne (patrz
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[38]). Najlepsze znane dolne ograniczenie na na p to wynik Canale’a i Gémeza; udowodnili

oni, ze dla wystarczajaco duzej §rednicy D i nieskonczenie wielu wartoéci A zachodzi

A D
naD Z ((1759)) .

Twierdzenie 4.7 (E. A. Canale, J. Gomez, 2005 [35]). Istniejg state Dy i o < 1,59, takie
ze dla kazdego D > Dy i mieskoriczenie wielu wartosci A istnieje graf o maksymalnym

stopniu A, Srednicy D 1 (%)D wierzchotkach.

Powigzanie problemu szukania maksymalnego rozmiaru t—silnych klik w grafach i pro-
blemu stopnia—$rednicy pozwolito nam na podanie lepszego dolnego ograniczenia na ¢; i b;.

Kang i Manggala udowodnili, ze b; jest réwne co najmniej g 1 (patrz [35]). Poprawi-

2(t-1)"=1
t—1
lismy ten wynik do 3 <1—{,)9> . Pokazuje to ponizsza obserwacja (patrz [22]).

t—1
Obserwacja 4.8. Dia wystarczajgco duzego t warto$é ¢; wynosi co najmniej % <$> .

nAt—1

~ior - 2 Twierdzenia

Dowdd Obserwacyi 4.8. 7 Obserwacji 4.6 wynika, ze ¢; > %lim sup

A—o00
4.7 wiemy, ze dla wystarczajaco duzego D i nieskonczenie wielu wartosci A zachodzi

D
nap > (%) . Laczac te oba ograniczenia, dostajemy, ze dla wystarczajaco duzego

t—1
t warto$¢ ¢; wynosi co najmniej % (—1 {r)g) =

4.2 Rozmiar t—silnych klik w grafach o maksymalnym
stopniu A

W biezacej sekcji przedstawimy dowody naszych twierdzen ograniczajacych rozmiar

silnych klik w grafach o maksymalnym stopniu A.

4.2.1 Grafy dwudzielne — dow6éd Twierdzenia 4.5

Twierdzenie 4.5 (M. Debski, M. S-N., 2019 [22]). Niech G bedzie grafem dwudzielnym
o maksymalnym stopniv A. Dla kazdego t > 2, rozmiar t—silnej kliki w G wynosi co

najwyzej At + O (A1),
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Dowdd Twierdzenia 4.5. Niech H bedzie podgrafem grafu G, ktorego krawedzie tworza
t—silna klike w G, tzn. dla kazdej pary krawedzi e, f € E(H) zachodzi distg(e, f) < t.
Pokazemy, ze H ma co najwyzej AL + O (AL ") krawedzi.

Rozwazmy wierzchotek v € V/(H) o stopniu Ay, pamietajmy, ze Ay < Ag. Niech D;
bedzie podzbiorem krawedzi grafu H, ktore w grafie G sa w odlegtosci i od wierzchotka
v, tzn. Dy jest zbiorem krawedzi incydentnych z v w grafie H, D, jest zbiorem krawedzi
z E(H)\ Dy, ktore sasiaduja w G z co najmniej jedna krawedzig incydentna z v w G, itd.
(patrz Rysunek 4.1). Poniewaz wszystkie krawedzie grafu H sa w odleglosci co najwyzej

t od v w G, ich liczba wynosi >_._, |Di.

(d) D

Rysunek 4.1: Zbiory Dy, Dy, Dy, D3 dla t = 3 (na niebiesko). Linie przerywane oznaczaja
krawedzie z GG, ktore nie sa w H.

Ograniczymy liczbe krawedzi w kazdym D;.
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e Mamy co najwyzej AL wierzchotkow w odleglosci @ od v w G, kazdy z nich jest
incydentny z co najwyzej Ay krawedziami w H. Mozemy zatem ograniczy¢ licznosé

zbiorow D; dla i € {0,1,....,t — 2} przez

|D;| < ALAg.

e Zbiér D, | dzielimy na 3 podzbiory. Niech P C D, ; bedzie zbiorem krawedzi,
ktore sa w odlegloéci t —2 w G od co najmniej jednej krawedzi incydentnej z v w H
i nie sa sasiednie z krawedziami z D,. Niech p;, dla i € {1,2,..., Ay}, bedzie liczba
krawedzi z P, ktore sa w odleglosci t —2 od krawedzi vv;, dla wszystkich v; € Ny (v).
Niech r bedzie wartoscia maksymalng ze wszystkich p;, osiggang dla krawedzi vw.
Mamy zatem ograniczenie |P| < rAg. Niech S C D, _; bedzie zbiorem krawedzi,
ktore sa w odlegltosci t — 2 od co najmniej jednej krawedzi incydentnej z v w H i sa
sasiednie z co najmniej jedna krawedzia z Dy, niech s := |S|. Niech U C D,_; bedzie
zbiorem pozostatych krawedzi z D;_q, tzn. krawedzi w odleglosci t — 1 od v, ktore
sa w odlegloséci t — 1 od wszystkich krawedzi incydentnych z v w H. W G jest co
najwyzej (Aq—Ap)AL? wierzchotkéw w odlegtosei t — 1 od v, ktore sa w odleglosci
t — 1 od wszystkich krawedzi incydentnych z v w H. Kazdy taki wierzchotek jest
incydentny z co najwyzej Ay krawedziami z H. Zatem |U| < (Ag — Ap)AL2Ay.
Stad

D1 <Ay + s+ (A — Ap) AL Ay

e 7 definicji wynika, ze w zbiorze D, mamy jedynie krawedzie, ktore sa w odleglosci
t — 1 od co najmniej jednej krawedzi incydentnej z v w H. Do ograniczenia liczby
krawedzi z D, uzyjemy naszej wiedzy o zbiorach S i P. Niech X bedzie zbiorem
wierzchotkéw, ktore sg w odleglosci ¢ od v i sa incydentne z co najmniej jedna
krawedzia z Dy, niech x := | X|. Zauwazmy, ze kazda krawedz z S ma dokladnie jeden
koniec w X i takze kazda krawedz z D, ma doktadnie jeden koniec w X (poniewaz
G jest dwudzielny). Wierzchotki 7z X sa incydentne w sumie 7z co najwyzej zAy
krawedziami z H, zatem w D, jest co najwyzej tAy — s krawedzi. Popatrzmy teraz

na wierzchotki z X. Kazdy wierzchotek z X jest polaczony Sciezka zawierajaca
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t — 1 krawedzi z kazdym wierzchotkiem z Ny (v), w szczegolnoéci z w. Sciezek
zawierajacych ¢ — 1 krawedzi i taczacych X z w moze byé co najwyzej Atc’l. Wiemy
jednak, ze r krawedzi polgczonych z w $ciezkami zawierajagcymi ¢t — 1 krawedzi
policzylismy juz w P. Zatem Sciezek o t — 1 krawedziach, ktore taczg w z pewnym

wierzchotkiem z X jest co najwyzej AL —r stad < AL —r. Tym samym

|Dt‘ S AglAH — TAH — S.

Na podstawie powyzszych oszacowan otrzymujemy ograniczenie na liczbe krawedzi
grafu H:

t—

V)

.
o

t—

[ &)

AGAL + (Mg — Ap)AL?Ay + AT Ay <AL+ 0 (ALY,

o

1=

co koriczy dowdod. O

4.2.2 Przypadek ogblny — dowéd Twierdzenia 4.4

Twierdzenie 4.4 (M. Debski, M. S-N., 2019 [22]). Niech G bedzie grafem o maksymalnym
stopniu A. Dla kazdego t > 2, rozmiar t—silnej kliki w G wynosi co najwyzej 1, 75A! +
O (A1),

Dowdd Twierdzenia 4.4. Niech H bedzie podgrafem grafu GG, takim ze dla kazdych e, f €
E(H) zachodzi distg(e, f) < t. Pokazemy, ze H ma co najwyzej 1,75AL + O (AL
krawedzi.

Jezeli Ay < 0,25Aq proste szacowanie dowodzi twierdzenie (w H jest co najwyzej
2(A¢ — DAy + 1 < 1, 75AL + O (A1) krawedzi). Od teraz zakladamy, ze Ay >
0,25A¢.

Rozwazmy wierzchotek v € V(H) o stopniu Ay; pamietajmy, ze Ay < Ag. Dzielimy
krawedzie grafu H na t + 1 zbioréw: Dy, Dy, ... , D;. D; jest zbiorem krawedzi grafu
H, ktore w grafie G s3 w odlegltosci ¢ od wierzchotka v. Wszystkie krawedzie grafu H sa

w odleglosci co najwyzej t od v w G, zatem H ma ZEZO |D;| krawedzi.
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Ponownie uzywamy ograniczenia:
|Di| < AgA, (4.1)

dlai e {0,1,....t —2}.

Przyjrzyjmy sie blizej zbiorom D;_ 1 i D;.

W grafie G jest co najwyzej AL wierzchotkow, ktore sa w odlegtosci t — 1 od v i sa
sasiednie z co najmniej jednym wierzchotkiem w odleglosci t od v. Kazdy z nich moze

by¢ incydentny z co najwyzej Ag krawedziami, zatem
|D;_1| < AL. (4.2)

Niech X bedzie zbiorem wierzchotkéw, ktore sa w grafie G w odlegtosci ¢t od v i s3 in-
cydentne z co najmniej jedng krawedzia z D;, niech z := | X|. Zauwazmy, ze w zbiorze D,
moga wystepowacé krawedzie o obu koncach w X, co jest znaczaca roéznica w poréwnaniu
do poprzedniego dowodu dla graféw dwudzielnych. Niech Z C X bedzie zbiorem wierz-
cholkow incydentnych z co najmniej jedna krawedzia z D, o doktadnie jednym koncu w X,
niech z := |Z|. Niech R bedzie zbiorem krawedzi z D;, ktére nie sg incydentne z zadnym
wierzchotkiem z Z, niech r := |R| (patrz Rysunek 4.2). Niech n, bedzie liczba krawedzi
grafu G, ktore sa w odlegtosci t — 1 od v i s3 incydentne z wierzchotkiem z Z. Policzmy
ile krawedzi nalezy do D;. Z wierzchotkami z Z moze by¢ incydentnych co najwyzej zAq
krawedzi, ale wiemy, ze n, z nich jest w odleglosci ¢ — 1 od v. Zatem w D; mamy co

najwyzej zAg — n, krawedzi o doktadnie jednym koticu w Z i r krawedzi o obu koncach

w Z:

|Dy| <71+ 2zAg —n,. (4.3)
Z (4.1) 1 (4.3) otrzymujemy:
t—2 t—2
[E(H)| <D IDil + Do + [Di <) AGAH + [Dea| + 1+ 286 — ns,
i=0 i=0

jako, ze 312 ALAy < O(ALY), zachodzi

|E(H)| < |Di1| +r+ 206 —n, + O(AL ). (4.4)
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Rysunek 4.2: Zbiory X, Z i R dla t = 3.

7 definicji zbioru Z wiemy, ze kazdy wierzcholek z Z jest incydentny z co najmniej
jedng krawedzia grafu H o odlegtosci t od v, ktérej drugi koniec nie jest w Z. Zatem
kazdy wierzcholek z Z jest potaczony z kazdym wierzchotkiem z Ny (v) $ciezky zawiera-
jaca t — 1 krawedzi. Z—§ciezka bedziemy nazywac Sciezke taczaca wierzcholek z Ny (v)
z wierzchotkiem z Z, ktora zawiera dokladnie ¢ — 1 krawedzi. Ustalmy dowolna kolejnosé
wierzcholtkow z Ny (v). Powiemy, ze Z—$ciezka ujus . . . w;_quy, ktora zaczyna sie w i—tym
wierzchotku z Ng(v) jest zmarnowana, jezeli, dla pewnego j < i, istnieje Z—Sciezka
wiwy . .. wy_qwy zaczynajaca w j—tym wierzchotku z Ny (v), taka ze istnieje wierzcholek
spoza Z, od ktorego obie Sciezki sg takie same, tj. Jreqi2,. 1} Vispw = wy. Gdyby w G
nie bylo zadnych zmarnowanych Z—sciezek, wowczas kazdy wierzchotek z Z bylby incy-
dentny z co najmniej Ay krawedziami o odlegloéci t — 1 od v; kazda z tych krawedzi
pochodzitaby od Z—§ciezki zaczynajacej sie w innym sgsiedzie v z H. MielibySmy wtedy
co najmniej zA g krawedzi, ktore sa w odlegtosci t — 1 od v i sg incydentne z przynajmniej
jednym wierzchotkiem z Z. Wiemy jednak, ze liczba takich krawedzi wynosi n,. Zatem
liczba zmarnowanych Z—sciezek wynosi co najmniej zAy —n,. Uzyjemy tej informacji do
poprawienia ograniczenia na | D, 1|. Zauwazmy, ze ograniczenie (4.2) wynika z policzenia
wszystkich mozliwych $ciezek o t — 1 krawedziach od sasiadéow v do wierzchotkéw w odle-

glosci t od v. Dy_q to zbior ostatnich krawedzi tych $ciezek. W (4.2) policzylismy ostatnie
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krawedzie zarowno Z—S$ciezek, ktore nie sa zmarnowane jak i Z—$ciezek zmarnowanych.
Wystarczy, jak policzymy ostatnie krawedzie Z—$ciezek, ktore nie sa zmarnowane. Jest

ich co najwyzej

ID1| < AL — (2Ay —n2). (4.5)

Z (4.4) 1 (4.5) otrzymujemy:

E(H)| < AL — (zAp —n,) +1r+ 206 —n, + O(AL ) =
AL+ 2(Ag — Ay) +7+ O(AE™).
Rozwazymy teraz dwa przypadki, zalezne od rozmiaru R.
Przypadek 1: r < 0,75(AL — zAq).
Z (4.6) otrzymujemy:

|E(H)| < AtG + Z(AG - AH) + 0, 75(Atg — ZAg) + O(Agl) =
1, 75AtG + Z(O, 25AG — AH) + O(AtG_l)
Zaltozylismy, ze Ay > 0,25Aq, zatem

[B(H)| < 17505 + 0 (A1),

co mieliSmy udowodnic¢.

Przypadek 2: r > 0, 75(AL — zAq).

Przyjrzyjmy sie zbiorowi R. Kazda krawedZ z R ma oba korice w X i jest w odleglosci
t — 1 od kazdego wierzchotka z Ny (v). Wobec tego dla kazdej krawedzi e z R i kazdego
wierzchotka v; z Ny (v), dla i € {1,...,Ag}, co najmniej jeden koniec krawedzi e jest
w odlegtosci t — 1 od v;. Zatem, dla kazdego v;, wierzcholki z G[R] w odlegtosci t — 1 od
v; tworza pokrycie wierzchotkowe grafu G[R).

Niech Cj, dla i € {1,...,Ax}, bedzie pokryciem wierzchotkowym grafu G[R] odpo-
wiadajacym wierzchotkowi v, niech ¢; := |C;|. Zauwazmy, ze w odlegtosci t — 1 od v;
moze byé co najwyzej AL wierzchotkéw, zatem dla kazdego i € {1,..., Ay} zachodzi
¢ +z2< Ag—l. Stad

i <AL — 2. (4.7)
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Dla kazdego wierzchotka u z G[R] przez cov(u) oznaczmy liczbe pokry¢ wierzchotko-
wych (niekoniecznie roznych) odpowiadajacych sasiadom wierzchotka v w grafie H, ktore
zawieraja u, tzn. cov(u) = [{i:u € Ci,i € {1,..., A }}|

Niech a;, dla i € {1,..., Ag}, bedzie suma wszystkich cov(u) po u € C;, tzn. a; =
2 uec, ov(u).

Niech b;, dla i € {1, ..., Ay}, bedzie liczba krawedzi z G, ktore sa w odlegtosci ¢ — 1
od v i sg incydentne z co najmniej jednym wierzchotkiem z C;.

Mozemy ograniczy¢ rozmiar zbioru R uzywajac informacji o rozmiarze dowolnego po-
krycia wierzchotkowego i b;:

r < cAg — b,

iz (4.7):
r <AL —2Ag — b, (4.8)

dla kazdego i € {1,...,Ag}.

PrzeprowadZzmy teraz podobne rozumowanie, jak w przypadku zbioru Z. R—§ciezka
bedziemy nazywaé Sciezke laczaca wierzchotek z Ny (v) z wierzchotkiem z R, ktora za-
wiera dokladnie t — 1 krawedzi. Powiemy, ze R—Sciezka wujus ... us_1u, ktéra zaczyna
sic w i—tym wierzchotku z Ny (v) jest zmarnowana, jezeli, dla pewnego j < i, istnieje
R—sciezka wiwsy . .. wy_jwy zaczynajaca w j—tym wierzchotku z Ny (v), taka ze istnieje
wierzchotek spoza R, od ktorego obie Sciezki sa takie same, tj. Jpcqi2,. i—13Visrty = wy.
Rozwazmy jedno pokrycie wierzchotkowe grafu G|R] — C;. Gdyby w G nie byto zadnych
zmarnowanych R—Sciezek, wowczas dokladnie a; R—Sciezek konczyloby sie w wierzchol-
kach z C;. Ale wiemy, ze liczba krawedzi w odlegtosci t — 1 od v, ktore sg incydentne z co
najmniej jednym wierzchotkiem z C; wynosi b;. Zatem liczba zmarnowanych R—§ciezek
wynosi co najmniej a; — b;. Uzyjemy tej informacji do poprawienia ograniczenia na
|D;_1|. Podobnie jak poprzednio, w D;_; zawarte sa przedostanie krawedzie R—sciezek.
W (4.5) policzylismy ostatnie krawedzie zarowno R—Sciezek, ktore nie sa zmarnowane
jak i R—$ciezek zmarnowanych. Wystarczy, jak policzymy ostatnie krawedzie R—$ciezek,

ktore nie sg zmarnowane. Zatem
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|Diq| <AL = (A —n,) — (a; — bi), (4.9)

dla kazdego i € {1,...,Ag}.
Z (4.4), (4.8) i (4.9) otrzymujemy:

‘E(H)‘ < AtG — (ZAH — TLZ) — (CLi — bl) + AtG — ZAG — bz + ZAG — N, + O(Agl) =
(4.10)
dla kazdego i € {1, ..., Ag}.

Ograniczymy a; uzywajac nastepujacego stwierdzenia.

Stwierdzenie 4.9. Dia r > 0,75(AL — zAq) istnieje i € {1,...,Ay}, takie Ze a; >
O, 25(AtG - ZAG)

Dowdd Stwierdzenia 4.9. Niech int,,;, bedzie rozmiarem najmniejszego przeciecia jakich-
kolwiek dwoch pokryé¢ wierzchotkowych C; i C;. Rozwazmy dwa przypadki zalezne od

wartosci int,,.

o intyy, > 0,25 80200
H

Zauwazmy, ze a; = Z#i |C; N Cj| + ¢;. Wiemy, ze int,,;, jest rozmiarem najmniej-

szego przecigcia jakichkolwiek C; i O, wigce
dla kazdego i € {1,...,Ag}.

. AL, —zA
o intpn < 0,250 206

Bez straty ogélnosci rozwazan mozemy zatozyé, ze int,,;, jest rozmiarem przeciecia
pokry¢ Cy i Cy. Policzymy ile wierzcholkéw z kazdego C;, dla j > 3, zawartych
jest w Cy U Cy. Zauwazmy, ze oba C] i Cy sa pokryciami wierzchotkowymi kazdej
krawedzi z R. Wobec tego w R wystepuja wyltacznie dwa typy krawedzi: krawedzie

z co najmniej jednym koricem w |C;NCy| badz krawedzie z jednym koricem w C;\ Cs,
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a drugim konicem w Cy\ C. Krawedzi o jednym koncu w Cy\ Csy, a drugim w Cy\ Cy
jest co najmniej r — int,;,, Ap. Sa one oczywiscie pokryte przez wszystkie Cj, dla
r—iNtmin AH

Jj > 3. Zatem w C}, dla j > 3, zawartych jest co najmniej B v— wierzchotkéw

2 C U Cy. Stad

T — N\
a1+ ay > —— AL —2) 40 + 0o
Ag

Kazde ¢;, dlai € {1,..., Ay}, jest nie mniejsze od A Co nam daje

a; + ag > r — intpinAg.
7 zalozenia, ze r > 0, 75(AL — 2Ag) 1 int i, < 0, 25%—1?0) otrzymujemy

(AL — 2A¢)

ay +as > 0,75(AL — 2Ag) — 0,25
Ag

AH > O,5(AtG - ZAg).

Bez straty ogo6lnosci mozemy zatozy¢, ze a; jest wicksze od aq, wiec

AL — zA
ar > 0,5 G2 *Ac) = 0,25(A% — 2Ag),

co koniczy dowod.

O
Uzywajac Stwierdzenia 4.9 do (4.10) otrzymujemy:
|E(H)| < 2AL — zAy — 0,25(AL — 2Aq) + O(ALY) <
1, 75AtG + Z(O, 25AG — AH) + O(Agl) S
1, 75A; 4+ O (A,
zatem dowdd twierdzenia jest kompletny.
O
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4.2.3 Grafy bez K, ,

Z M. Debskim udowodniliSmy ograniczenie na rozmiar t—silnych klik w grafach bez
K1, o maksymalnym stopniu A, w ktorym wspotczynnik przy A’ dazy do 0 wraz z ¢

dazacym do nieskoniczonosci.
Twierdzenie 4.10 (M. Debski, M. S-N., 2019 [22]). Niech G bedzie grafem bez K,
o maksymalnym stopniu A. Dla kazZdego t > 2, rozmiar t—silnej kliki w G wynosi co
najwyze; 2 (:%f)t_Q Al + O (AT,

W dowodzie Twierdzenia 4.10 korzystamy z nastepujacego stwierdzenia.

Stwierdzenie 4.11 (P. Dankelmann, T. Vetrik, 2014 [17]). Niech r > 3, G bedzie grafem
bez K1, o maksymalnym stopniu A, niech v € V(G). Wowezas , dla i > 1, liczba

wierzchotkow w odlegtosci doktadnie i od v wynosi co najwyze) (:%f)ifl A

Dowdd Twierdzenia 4.10. Niech uv bedzie krawedzia grafu G. Policzymy ile krawedzi z G
jest w odlegtosci co najwyzej t od uv — zauwazmy, ze ta liczba jest gbrnym ograniczeniem
na rozmiar jakiejkolwiek t—silnej kliki w G, ktora zawiera krawedz uv.

Niech V;(u) i Vi(v) oznaczaja podzbiory wierzchotkow grafu G, ktore sa w odlegtosci
i odpowiednio od u i v, tzn. Vy(v) = {v}, V1(v) jest zbiorem wierzchotkow sasiednich z v,
Visr(v) = N (Vi(0)) \ Vi (v).

Liczba krawedzi w odlegtosci dokladnie i € {1,....,t} od uv wynosi co najwyzej
(|Vici(w)] + [Viei(v)])A. Zatem wszystkich krawedzi w odleglosci co najwyzej ¢ od uv
jest nie wiecej niz

1+ (Vo(w)] + V(@)D + (Vi ()] + (V@)D + .+ (Vi ()] + (Vs ()])A <

O(A™) + (Vi (w)| + (Vi (v) DA,
(4.11)

Korzystajac ze Stwierdzenia 4.11 otrzymujemy, ze liczba krawedzi w t—silnej klice wynosi

cO najwyzej

t—2
oy 12 (22} A
r—1 ’

!Stwierdzenie zostato sformulowane w [17] w dowodzie Twierdzenia 1. W cytowane]j pracy parametr p
jest rowny naszemu 7, A oznacza to samo, a V; oznacza liczbe wierzchotkéw w odlegtosci doktadnie i od

ustalonego wierzchotka v.
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co koniczy dowod.

4.2.4 Grafy o duzej talii

Dla graféw o duzej talii (co najmniej 2t + 2z + 1, dlat > 210 < z < [£] — 1)
i maksymalnym stopniu A udowodniliSmy ograniczenie na rozmiar t—silnych klik rzedu

At—x—l

Twierdzenie 4.12 (M. Debski, M. S-N., 2019 [22]). Niech G bedzie grafem o maksymal-
nym stopniv A ¢ taliv co nagmniej 2t +2x + 1, dlat > 2 10 < x < L%J — 1. Rozmiar

t—silnej kliki w G wynosi co najwyzej 20F2 A=e—1,

Dowdd Twierdzenia 4.12. Niech F' C E(G) bedzie zbiorem krawedzi t—silnej kliki w G.
Wezmy dowolny wierzcholek v z G[F|, niech F' C F bedzie zbiorem krawedzi z F' w odle-
glosci co najwyzej t — 1 od v. Zauwazmy, ze dla dowolnej krawedzi e € F' liczba krawedzi
w odleglosci co najwyzej t od e jest ograniczona przez sume liczb krawedzi w odleglosci
co najwyzej t — 1 od obu koncow e, zatem liczba krawedzi w F' jest co najwyzej 2 razy
wieksza od vegl(%}[{ﬂ) |F’|. Pokazemy, ze liczba krawedzi w F nie przekracza 271 A1,
Niech f bedzie krawedzia z F’ o najwiekszej odlegltodci od v. Zauwazmy, ze rozmiar
F' jest ograniczony przez liczbe spaceréw vivs . .. vy 49 zaczynajacych sie w f i koniczacych
w F' (tzn. {v1,ve} = f 1 {vey1, 000 € F'). Powiemy, ze 2—wierzcholkowy podspacer uw
jest krokiem zstepujacym od u do w, jezeli dist(v,u) < t+ x i dist(v,w) < dist(v,u).
Przeanalizujemy kroki zstepujace, w celu ograniczenia liczby wszystkich mozliwych spa-

cerow. Wykorzystamy dwa ponizsze stwierdzenia.

Stwierdzenie 4.13. Dla kazdego wierzchotka u, istnieje co najwyzej jeden krok zstepujgcy

zaczynajgcy sie od u.

Dowdd Stwierdzenia 4.13. Zauwazmy, ze gdyby istniaty dwa kroki zstepujace ww; i uws,
wowcezas zamykalyby one cykl razem ze $ciezkami z wy i we do v. 7 definicji kroku
zstepujacego wiemy, ze dist(v,u) < t+ z, zatem cykl mialby dtugosé co najwyzej 2t + 2z,

co jest sprzeczne z zalozeniem o wielkosci talii grafu G. [
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Stwierdzenie 4.14. Kazdy spacer vivy ... v1a, taki ze {vi,vo} = f i {vy1, 042} € F7,
zawiera co najmniej x + 1 krokdw zstepujgcych réznych od vive (kroki zstepujgce v;_1v;

i vj_1v;, dla i # 7, liczymy osobno, nawet jezeli uzywagjg tych samych wierzchotkdéw).

Dowdd Stwierdzenia 4.14. Rozwazmy przypadek, w ktorym istnieje spacer zawierajacy
wierzchotek w odleglosci dokltadnie ¢ + z od v. Ktorys z wierzchotkow v,y 1 lub vy
jest w odlegtosci t — 1 od v. Zatem istnieje co najmniej x + 1 krokéw zstepujacych od
wierzchotka, ktory jest w odlegtosci t 4 x od v, do wierzchotka v, lub vy, 5 — stwierdzenie
jest prawdziwe.

W pozostalych przypadkach dla wszystkich i zachodzi dist(v,v;) < t + =, a zatem
dist(v, v;) # dist(v, v;41) (inaczej w G wystepowalby cykl o dtugosci mniejszej od 2t+2z+1
i warunek o wielkosci talii G nie bylby spetniony). Niech d bedzie liczba krokow zstepuja-
cych ze spaceru v1vs . .. V449 réznych od vyv9, niech a bedzie liczba krokéw z tego spaceru,
ktore nie sa zstepujace, roznych od vive. Zauwazmy, ze odlegtos¢ od v do vy o rOéwna
jest odleglosci od v do vy powiekszonej o liczbe krokow, ktore nie sa zstepujace (kroki do
wierzchotkow, ktore sg dalej od v niz ich poprzednik ze spaceru) i pomniejszonej o liczbe
krokow zstepujacych (kroki do wierzchotkow, ktore sa blizej od v niz ich poprzednik ze
spaceru), tzn. dist(v, viie) = dist(v,v2) + a — d. Przypomnijmy, ze f jest krawedzia z F”
o najwiekszej odlegtodci od v, zatem dist(v,vo) < dist(v,vy) + 1. Jako, ze a +d = t,
otrzymujemy

dist(v,ve) +t —d — d < dist(v, v2) + 1,

tak wiec

co, z zalozenia na z, wynosi co najmniej = + 1. Dow6d stwierdzenia jest wiec kompletny.

]

Mozemy juz policzy¢ liczbe wszystkich mozliwych spacer6w vivs . .. vpyo. Ze Stwierdze-
nia 4.14 wiemy, ze kazdy spacer zawiera co najmniej x 4+ 1 krokéw zstepujacych réznych
od vivy. Jest (x-tu) mozliwosci wyboru indekséw wystepowania ostatnich x + 1 takich

krokow. Jako, ze {v1,v2} = f, mamy 2 mozliwosci dla vjvy. Dla ¢ > 2, po ustaleniu
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V1V, . .. V;_1, mozemy mie¢ dwie sytuacje. Jezeli ¢ jest jednym z wybranych indekséw
krokéw zstepujacych, ze Stwierdzenia 4.13 wiemy, ze mamy tylko jedng mozliwos¢ wy-
boru v;. Jezeli ¢ nie jest jednym z wybranych indekséow krokow zstepujacych, mamy co

najwyzej A mozliwosci dla v;. Pierwsza sytuacja pojawi sie x 4+ 1 razy, a druga t —x — 1

t

xH)At_“’"’_l mozliwosci utworzenia spaceru v1vs . . . Vyia.

razy. Mamy zatem co najwyzej 2(
Jezeli ograniczymy wspolczynnik dwumianowy przez 2¢, otrzymamy |[F’/| < 2FIAT-=—1
Tak, jak wspominaliémy, rozmiar F' jest co najwyzej 2 razy wiekszy od maksymalnego

rozmiaru F’, co konczy dowdd twierdzenia. n

4.3 Kierunek dalszych badan

W Twierdzeniu 4.4 udowodnilismy, ze dla kazdego t > 2 rozmiar t—silnej kliki w gra-
fach o maksymalnym stopniu A jest nie wiekszy od 1,75A! + O (A*™1). Ograniczenie to
prawdopodobnie nie jest osiggalne. Jedyne znane dolne ograniczenie na ¢; zbiega do 0

przy t dazacym do nieskoniczonosci. Przypomnijmy jednak, ze ¢; > %lim sup "R, €0

oznacza, iz dowod, ze dla duzych t wartos¢ ¢; jest ostro mniejsza od %, Adzﬁ))y ogromny
przelom w problemie stopnia-$rednicy.

Podobna uwaga dotyczy grafow bez K ,. Ograniczenie 2 (%)t_2 At +0O (A1) z Ob-
serwacji 4.10 zapewne nie jest osiggalne, ale poprawienie go dla graféw bez szponéw ponad

16—krotnie rowniez daloby przetom w problemie stopnia-$rednicy. Dowodzi tego ponizsza

obserwacja.

Obserwacja 4.15. Niech ¢ bedzie takq statq, ze dla wszystkich wystarczajgco duzych A
i t, kazda t—silna klika w grafie bez K 3 0o maksymalnym stopniv A ma mniej niz C%At

krawedzi. Wtedy, dla wszystkich wystarczajgco duzych A i t, nay < 2cA' + 3cA™1 4+ A.

Dowdd Obserwacji 4.15. Wystarczy pokazaé, ze jezeli istnieje graf G o maksymalnym
stopniu A, §rednicy ¢ i co najmniej 2cAt + 3cA™! + A wierzcholkach, to istnieje wowczas
graf bez K3 H o maksymalnym stopniu A’, ktéry zawiera t—silna klike o rozmiarze
CQ%A”/, dla A" = 2A i ¢ = t+ 2. Niech G bedzie takim grafem. Niech G’ bedzie

maksymalnym nadgrafem G o maksymalnym stopniu A i zbiorze wierzchotkow V (G).
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Pokazemy, ze G’ ma co najmniej 2cA! +3cA!~! wierzchotkéow o stopniu A. Zauwazmy,
7e kazde dwa wierzcholki z G’ o stopniu mniejszym od A sg sasiednie w G'. Gdyby tak
nie bylo, mieliby$my dwa wierzchotki uy, us € V(G’) o stopniach co najwyzej A — 1, ktore
nie bylyby potaczone w G’ krawedzia. Wowcezas graf G’ U uyus bytby nadgrafem grafu G
o maksymalnym stopniu A i zbiorze wierzchotkow V(G) — sprzecznosé z maksymalnoscia
G'. W G’ jest zatem co najwyzej A wierzchotkow o stopniu mniejszym od A (kazdy z nich
ma stopien co najwyzej A—1, a musi by¢ polaczony krawedzig ze wszystkimi pozostatymi).
Reszta wierzchotkow z G’ ma stopieni A, jest ich co najmniej 2cA? + 3cA!1L,

Niech H bedzie grafem krawedziowym grafu G'. Grafy krawedziowe sa grafami bez
K; 3. Maksymalny stopien grafu H wynosi co najwyzej A’ = 2A, a jego $rednica co
najwyzej t+1 (jezeli dwa wierzcholki z G’ sa w odleglosci ¢, to incydentne z nimi krawedzie
sa w odleglosci co najwyzej t + 1). Oznacza to, ze wszystkie krawedzie z H tworza
(t + 2)—silng klike. Zauwazmy, ze kazdy wierzchotek o stopniu A z G’ odpowiada (A)

2

krawedziom z H. Zatem liczba krawedzi w H wynosi co najmniej

1
(2cAt + BCAt_l) (2) = cA"? + 50At+1 — ;cAt.

Zatem dla A > 2 w H jest co najmniej cA*? = C#Alt, krawedzi, co konczy dowod

obserwacji. O]

Kolejny kierunek badan to poprawa ograniczenia na rozmiar t—silnych klik w grafach
o duzej talii. ChcielibySmy wiedzie¢, jak bliskie optymalnej wartosci jest nasze ograni-
czenie 2MT2AT71 7 Twierdzenia 4.12. Stala 2!72 jest zapewne zawyzona. Oczekujemy
jednak, ze rzad wielkosci A'=*~1 jest prawidlowy — przyklad regularnego drzewa o éred-
nicy t+1, z jednym lub dwoma wierzchotkami centralnymi (w zaleznosci od parzystosci t),
pokazuje poprawnos¢ rzedu wielkosci dla x = L%J —1. Nie wiemy jak wyglada sytuacja dla
mniejszych wartosci z, na dang chwile nie jesteSmy w stanie skonstruowaé¢ graféw z duza
talia i duza t—silng klikag. My$limy, ze konstrukcja rodziny graféw o talii co najmniej
2t + 2x + 1 i t—silnej klice o rozmiarze rzedu A*~*~! bylaby bardzo pouczajaca, nawet
dlaz = [L| —2.

Szeroko otwarty pozostaje problem poprawienia ograniczenia na t—silny indeks chro-

matyczny grafow o maksymalnym stopniu A. Gdyby Hipoteza Reed’a (Hipoteza 1.2) byta
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prawdziwa, z Twierdzenia 4.4 wynikaloby, ze t—silny indeks chromatyczny graféw o mak-
symalnym stopniu A jest nie wiekszy od 1,875A%. Jako ze udowodniona jest utamkowa
wersja tej hipotezy (Twierdzenie 1.3), z naszego twierdzenia wynika, ze utamkowy ¢—silny
indeks chromatyczny graféw o maksymalnym stopniu A jest nie wiekszy od 1,875A!
(utamkowy t—silny indeks chromatyczny grafu G jest rowny liczbie chromatycznej grafu
L'(@)). Udowodnienie Hipotezy Reed’a wydaje sie niezmiernie trudne, dlatego myslimy,
ze bardziej obiecujacg droga do znalezienia ograniczenia na t—silny indeks chromatyczny
bedzie ograniczenie liczby krawedzi w sasiedztwie wierzchotkow z L(G)" — analogiczna
strategia zadziatata dla t = 2.

Przedstawimy jeszcze jeden kierunek badan zwigzany z tym problemem. W naszych
twierdzeniach zawsze zaktadaliSmy, ze maksymalny stopien A jest wystarczajaco duzy.
Pomijalismy przypadki matych A. Jednakze problem ograniczenia 2—silnego indeksu
chromatycznego jest szeroko badany takze dla mniejszych A. Myslimy, ze rowniez zna-
lezienie ograniczenia na t—silny indeks chromatyczny graféw o malym maksymalnym

stopniu bedzie interesujace i warto$ciowe.
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Rozdziat 5

Podsumowanie

W niniejszej rozprawie zajmowaliSmy sie silnym kolorowaniem krawedzi grafow. Nasze
twierdzenia skupiaja sie wokol trzech tematéw: szukania ograniczenia na silny indeks
chromatyczny graféw, oszacowania maksymalnego rozmiaru silnych klik w grafach oraz
rozwazan dotyczacych uogoélnionego problemu ¢—silnych klik.

Erdés i NeSettil w 1985 r. postawili hipoteze, wedtug ktorej silny indeks chromatyczny
grafow o maksymalnym stopniu A jest nie wiekszy od %AZ (Hipoteza 2.2). Wiemy, ze to
ograniczenie, jezeli tylko jest prawdziwe, jest optymalne — istnieja grafy, ktére potrzebuja
%AQ kolorow w silnym kolorowaniu krawedzi. W ogélnym przypadku hipoteza Erd&sa
i Nesettila pozostaje caly czas otwarta; najlepsze znane ograniczenie na silny indeks chro-
matyczny o maksymalnym stopniu A udowodnili Bonamy, Perrett i Postle w 2018 r.,
wynosi ono 1,835A% (Twierdzenie 2.7).

Udowodniliémy prawdziwos¢ hipotezy Erdésa i Nesetfila dla grafow bez szpondw
o maksymalnym stopniu wiekszym badz rownym 12 (w Twierdzeniu 2.26 pokazujemy,
ze X,(G) < 1,125A% + A). Dla ogolnego przypadku grafow bez K ., gdzie r > 4, pokaza-
lismy ograniczenie ze wspotczynnikiem przy A? réwnym (2 — ﬁ) (Twierdzenie 2.28); dla
r < 8 nasze ograniczenie jest lepsze niz ogolny wynik Bonamy, Perretta i Postle’a (Twier-
dzenie 2.7). Grafy przecie¢ dyskow jednostkowych sa grafami bez K g, z Twierdzenia
2.28 wynika zatem, ze ich silny indeks chromatyczny jest nie wiekszy od 1, 75A2%. Popra-

wiliSmy to ograniczenie na 1,625A% (Twierdzenie 2.29). Nasze dowody sa konstrukcyjne;
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przedstawiamy algorytmy silnie kolorujace krawedzie graféow z opisanych klas. Na dang
chwile nie potrafimy oceni¢, czy ograniczenia z naszych twierdzen sa osiggalne. Krawedzie

graféw o najwickszym silnym indeksie chromatycznym, ktére udato nam sie skonstruowac,

9

(A 1)? kolorow w przypadku grafow bez szponéw i gra-

mozna silnie pokolorowac¢ na
fow przecie¢ dyskow jednostkowych; w przypadku grafow bez K 4 na %(A +1)? kolorow.
Chcieliby$my poprawi¢ ograniczenia na silny indeks chromatyczny dla tych klas grafow
albo skonstruowaé grafy, ktore potrzebuja wiekszej liczby koloréw w silnym kolorowaniu
krawedzi.

Hipoteza Erddsa i Nesetiila jest prawdziwa dla graféw bezcieciwowych; ograniczenie
na silny indeks chromatyczny dla tej klasy grafow jest liniowe ze wzgledu na A. Popra-
wiliSmy to ograniczenie z TA — 9 (z [4]) na 4A — 3 (Twierdzenie 2.20); dowdd takze jest
konstrukcyjny. Przeprowadziliémy rozwazania na temat graféw z liniowym ograniczeniem
na silny indeks chromatyczny, pokazaliSmy, ze istnieje rodzina graféw o nieograniczonym
srednim stopniu wierzchotkow, dla ktorych zachodzi x%(G) < 2deg(G).

Glownym tematem niniejszej rozprawy sa silne kliki w grafach. Rozmiar maksymalnej
silnej kliki w danym grafie jest w sposob oczywisty nie wiekszy od indeksu chromatycz-
nego tego grafu; opisane powyzej wyniki sg zatem réwniez ograniczeniami na w,(G) dla
odpowiednich klas grafow. Faudree, Gyarfas, Schelp, i Tuza opublikowali stabsza wer-
sje hipotezy Erddgsa i Nesetiila méwiaca o tym, ze dla kazdego grafu G' o maksymalnym
stopniu A zachodzi w,(G) < 2A? (Hipoteza 3.2). Problem ograniczenia rozmiaru silnych
klik wydaje sie tatwiejszy od ograniczenia silnego indeksu chromatycznego. Mamy na-
dzieje, ze prace nad szukaniem maksymalnego rozmiaru silnych klik w grafach przetoza
sie na lepsza intuicje odnosnie silnego indeksu chromatycznego i pozwola na przyblizenie
sie do rozwigzania hipotezy Erddsa i Nesetfila. Gdyby hipoteza Reeda (Hipoteza 1.2)
byta prawdziwa, ograniczenia na ws(G) mogtyby da¢ poprawe ograniczenia na . (G).

Naszym gltownym wynikiem jest ograniczenie w,(G) < 1,5A% dla graféw o maksy-
malnym stopniu A (Twierdzenie 3.5). Poprzednim znanym ograniczeniem bylo 1,74A2
(Twierdzenie 3.4). Nasz wynik zostal poprawiony przez Farona i Postle’a, najlepsze obec-
nie znane ograniczenie wynosi %AQ (Twierdzenie 3.6). Z prawdziwosci wspomnianej weze-

sniej hipotezy Reeda (Hipoteza 1.2) wynikaloby, ze x4(G) < [2AZ].
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Problem wyznaczania maksymalnego rozmiaru silnych klik rozpatrujemy takze dla
szczegblnych klas graféw. Udowodnilismy, ze silne kliki w grafach bez szponéw maja nie
wiecej niz A% + LA krawedzi (Twierdzenie 3.13). Tym samym poprawilismy ograniczenie
1,125A% + A wynikajace z twierdzenia o silnym indeksie chromatycznym dla tej klasy
grafow (Twierdzenie 2.26).

Zajmowalismy sie réwniez uogo6lnieniem powyzszych probleméw, czyli t—silnym ko-
lorowaniem krawedzi grafow i t—silnymi klikami. Problemy te sg jeszcze mato zbadane.
Jedynym gérnym ograniczeniem na t—silny indeks chromatyczny graféw o maksymal-
nym stopniu A jest (2 — €)A? (Twierdzenie 4.2). Udowodniliémy, ze maksymalny rozmiar
t—silnych klik w grafach o maksymalnym stopniu A wynosi co najwyzej 1, 7oA +O(A)
(Twierdzenie 4.4). Dla grafow dwudzielnych pokazaliSmy ograniczenie A! + O (A1)
(Twierdzenie 4.5). W obu naszych twierdzeniach ograniczenie na rozmiar t—silnych klik
jest iloczynem pewnej stalej 1 Al. Przypuszczamy jednak, ze w optymalnym ograniczeniu
wspolezynnik przy A! powinien dazy¢ do 0 wraz z t dazacym do nieskornicznosci. Ograni-
czenie takiej postaci udowodnilismy dla graféow bez K, (Twierdzenie 4.10). Dla grafow
o talil co najmniej 2t 4+ 2z + 1, gdzie 0 < 2 < L%J — 1, udowodniliémy ograniczenie na
rozmiar t—silnych klik rowne 272 A!*~1 (Twierdzenie 4.12).

Dzieki powigzaniu problemu ¢—silnych klik z problemem stopnia—$rednicy pokazalismy,
ze dla duzych t wspolezynnik przy A? w ograniczeniach na t—silny indeks chromatyczny
i na maksymalny rozmiar ¢—silnych klik nie moze by¢ mniejszy od % (%)t_l (Obserwacja
4.8). Poprawiliémy tym samym poprzedni wynik W Problem stopnia—$rednicy wy-
daje sie bardzo trudny do rozwigzania. Pokazaliémy, ze ograniczenie na rozmiar t—silnych
klik, w ktorym wspolezynnik przy A! bylby ostro mniejszy od %, datby ogromny przetom
w tym problemie. Tak samo ograniczenie dla graféw bez szpondéw, w ktoérym wspotezynnik

przy A! bytby mniejszy od 02—1t, dla pewnej staltej ¢ (Obserwacja 4.15).
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