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Streszczenie

Silnym kolorowaniem kraw¦dzi grafu G nazywamy kolorowanie kraw¦dzi G, w któ-

rym ka»de dwie kraw¦dzie b¦d¡ce od siebie w odlegªo±ci co najwy»ej 2 maj¡ inny kolor.

Silnym indeksem chromatycznym grafu G, ozn. χ′s(G), nazywamy najmniejsz¡ mo»-

liw¡ liczb¦ kolorów w silnym kolorowaniu kraw¦dzi G. W 1985 r. Erd®s i Ne²et°il po-

stawili hipotez¦, wedªug której dla ka»dego grafu G o maksymalnym stopniu ∆ zachodzi

χ′s(G) ≤ 5
4
∆2. Hipoteza ta caªy czas pozostaje otwarta; najlepsze górne ograniczenie na

χ′s(G) wynosi obecnie 1, 835∆2. W niniejszej rozprawie dowodzimy jej prawdziwo±ci dla

grafów bez szponów o ∆ ≥ 12. Pokazujemy tak»e ograniczenia na χ′s(G) dla grafów bez

K1,r, grafów przeci¦¢ dysków jednostkowych i grafów bezci¦ciwowych.

Siln¡ klik¡ w gra�e G nazywamy podzbiór kraw¦dzi G, w którym ka»de dwie kra-

w¦dzie s¡ od siebie w odlegªo±ci co najwy»ej 2, w konsekwencji ka»da kraw¦d¹ silnej kliki

ma inny kolor w silnym kolorowaniu kraw¦dzi G. Maksymalny rozmiar silnej kliki w G

oznaczamy przez ωs(G). Faudree i in. postawili hipotez¦, wedªug której dla ka»dego grafu

G o maksymalnym stopniu ∆ zachodzi ωs(G) ≤ 5
4
∆2. Nasze gªówne twierdzenie mówi, »e

ωs(G) ≤ 1, 5∆2. Przez kilka lat byªo to najlepsze znane ograniczenie; nasz wynik zostaª

poprawiony przez Farona i Postle'a na 4
3
∆2. Pokazujemy tak»e ograniczenie na ωs(G) dla

grafów bez szponów.

Badamy tak»e t−silne kolorowanie kraw¦dzi grafu i t−silne kliki (s¡ to uogól-

nienia powy»szych de�nicji na odlegªo±¢ t). Najlepsze znane górne ograniczenie na

t−silny indeks chromatyczny wynosi (2 − ε)∆t. Dowodzimy, »e t−silne kliki maj¡ co

najwy»ej 1, 75∆t +O(∆t−1) kraw¦dzi, dla grafów dwudzielnych pokazujemy ograniczenie

∆t + O (∆t−1). Ograniczamy tak»e rozmiar t−silnych klik w innych klasach grafów. Po-

przez powi¡zanie problemu t−silnych klik z problemem stopnia�±rednicy pokazujemy, »e

górne ograniczenie na t−silny indeks chromatyczny i na rozmiar t−silnych klik nie mo»e

by¢ mniejsze od 1
2

(
1

1,59

)t−1

∆t.

Sªowa kluczowe: silny indeks chromatyczny, silne kliki, skojarzenie indukowane,

kolorowanie kraw¦dzi grafów, t−silny indeks chromatyczny, t−silne kliki.

Klasy�kacja AMS: 05C15, 05C35, 05C69, 05C70, 05C72, 05C76.
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Abstract

A strong edge coloring of a graph G is an edge coloring of G such that every two

edges which are at distance at most 2 receive di�erent colors. A strong chromatic

index of a graph G, denoted by χ′s(G), is the minimum number of colors in a strong

edge coloring of G. In 1985 Erd®s and Ne²et°il conjectured that for every graph G with

maximum degree ∆ the strong chromatic index of G is at most 5
4
∆2. This conjecture is

still open; the best known upper bound on χ′s(G) is 1, 835∆2. In this dissertation we prove

it for claw-free graphs with maximum degree at least 12. We also show upper bounds on

χ′s(G) for K1,r−free graphs, unit disk graphs and chordless graphs.

A strong clique in a graph G is a subset of edges of G such that every two eges

are at distance at most 2; it means that every edge has a di�erent color in a strong edge

coloring of G. The maximum size of a strong clique in G is denoted by ωs(G). Faudree et

al. conjectured that ωs(G) ≤ 5
4
∆2 for every graph G with maximum degree ∆. Our main

theorem says that ωs(G) ≤ 1, 5∆2. For several years it was the best known upper bound;

our result was improved by Faron and Postle to 4
3
∆2. We also show the bound on ωs(G)

for claw-free graphs.

We also study a t−strong edge coloring of a graph and t−strong cliques (these

are generalizations of aforementioned de�nitions to distance t). The best known upper

bound on t−strong chromatic index is (2− ε)∆t. We prove that t−strong cliques have at

most 1, 75∆t+O(∆t−1) edges, for bipartite graphs we show the bound ∆t+O (∆t−1). We

also present results for some special classes of graphs. By noticing a connection between

t−strong cliques and a degree-diameter problem, we show that upper bounds on t−strong

chromatic index and t−strong cliques cannot be smaller than 1
2

(
1

1,59

)t−1

∆t.

Keywords: strong chromatic index, strong cliques, induced matching, graph edge

coloring, t−strong chromatic index, t−strong cliques.

AMS Classi�cation: 05C15, 05C35, 05C69, 05C70, 05C72, 05C76.
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Rozdziaª 1

Preliminaria

1.1 Podstawowe oznaczenia

Grafem nazywamy par¦ (V,E), gdzie V jest niepustym zbiorem sko«czonym, a E jest

podzbiorem zbioru nieuporz¡dkowanych par elelementów z V . Elementy zbioru V nazy-

wamy wierzchoªkami, a elementy zbioru E kraw¦dziami. Przez V (G) oznaczamy zbiór

wierzchoªków grafu G, a przez E(G) zbiór kraw¦dzi grafu G.

Kraw¦d¹ e = {u, v} oznaczamy przez uv. Mówimy, »e wierzchoªki u i v s¡ incydentne

z kraw¦dzi¡ uv, a kraw¦d¹ uv jest incydentna z wierzchoªkami u i v. Wierzchoªki u i v

nazywamy ko«cami kraw¦dzi uv. Dwa wierzchoªki nale»¡ce do tej samej kraw¦dzi nazy-

wamy s¡siaduj¡cymi (lub s¡siednimi, s¡siadami), dwie kraw¦dzie o wspólnym wierzchoªku

nazywamy s¡siaduj¡cymi (lub s¡siednimi).

S¡siedztwem wierzchoªka v w gra�e G, oznaczanym przez NG(v), nazywamy zbiór

wszystkich wierzchoªków grafu G, które s¡ s¡siadami v, czyli NG(v) = {u : V (G) :

uv ∈ E(G)}. Dla X ⊂ V (G) przez NG(X) oznaczamy zbiór {u ∈ V (G) \X : ∃v∈Xuv ∈

E(G)}. Oznaczenia NG(v) i NG(X) zast¦pujemy przez N(v) i N(X), gdy graf G w sposób

oczywisty wynika z kontekstu.

Stopniem wierzchoªka v w gra�e G, oznaczanym przez degG(v), nazywamy liczb¦

kraw¦dzi incydentnych z v w G. Maksymalny stopie« grafu G, oznaczany przez ∆G, to

maksimum ze wszystkich stopni wierzchoªków z G. �redni stopie« grafu G jest równy
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±redniej arytmetycznej ze stopni wszystkich wierzchoªków z G. Oznaczenia degG(v) i ∆G

zast¦pujemy przez deg(v) i ∆, gdy graf G w sposób oczywisty wynika z kontekstu.

Graf H nazywamy podgrafem grafu G je»eli V (H) ⊂ V (G) i E(H) ⊂ E(G). Graf G

jest wówczas nazywany nadgrafem grafu H.

Niech G b¦dzie grafem, a W b¦dzie podzbiorem wierzchoªków grafu G. Przez G[W ]

oznaczamy podgraf G indukowany wierzchoªkowo przez W , tzn. graf o zbiorze wierz-

choªków W i zbiorze kraw¦dzi skªadaj¡cym si¦ ze wszystkich kraw¦dzi grafu G, których

oba ko«ce nale»¡ do W . Przez G \W oznaczamy G[V (G) \W ].

Graf H jest podgrafem indukowanym grafu G, je»eli H jest podgrafem grafu G

indukowanym wierzchoªkowo przez V (H).

Niech G b¦dzie grafem, a K b¦dzie podzbiorem kraw¦dzi grafu G. Przez G[K] ozna-

czamy podgraf G indukowany kraw¦dziowo przez K, tzn. graf o zbiorze wierzchoªków

skªadaj¡cym si¦ ze wszystkich ko«ców kraw¦dzi z K i zbiorze kraw¦dzi równym K.

Dopeªnieniem grafu G nazywamy graf o zbiorze wierzchoªków V (G), w którym dwa

wierzchoªki s¡ s¡siednie wtedy i tylko wtedy, gdy nie s¡ s¡siednie w G.

Grafem kraw¦dziowym grafu G, oznaczanym przez L(G), nazywamy graf, którego

zbiorem wierzchoªków jest zbiór kraw¦dzi grafu G, dwa wierzchoªki z L(G) s¡ poª¡czone

kraw¦dzi¡ wtedy i tylko wtedy, gdy odpowiadaj¡ce im kraw¦dzie z grafu G s¡siaduj¡ ze

sob¡.

Spacerem w gra�e G ª¡cz¡cym dwa wierzchoªki v0 i vn nazywamy ci¡g

v0e0v1e1 . . . en−1vn, taki »e dla ka»dego i ∈ {0, . . . n} zachodzi vi ∈ V (G) oraz dla ka»dego

i ∈ {0, . . . n− 1} zachodzi ei ∈ E(G) i vi, vi+1 ∈ ei.

�cie»k¡ w gra�e G ª¡cz¡c¡ dwa wierzchoªki v0 i vn nazywamy spacer, w którym »adna

kraw¦d¹ i »aden wierzchoªek nie powtarzaj¡ si¦. Dªugo±ci¡ ±cie»ki nazywamy liczb¦

kraw¦dzi do niej nale»¡cych. �cie»k¦, w której pierwszy i ostatni wierzchoªek s¡siaduj¡ ze

sob¡ nazywamy cyklem.

�rednica grafu G to najmniejsza liczba n, taka »e ka»de dwa wierzchoªki z G s¡

poª¡czone ±cie»k¡ o dªugo±ci co najwy»ej n.

Talia grafu G to dªugo±¢ najkrótszego cyklu zawartego w G.

Odlegªo±ci¡ mi¦dzy wierzchoªkami u i v w gra�e G, oznaczan¡ przez distG(u, v)
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(lub dist(u, v), gdy G jest oczywisty), nazywamy dªugo±¢ najkrótszej ±cie»ki ª¡cz¡cej

u i v w G.

Odlegªo±ci¡ mi¦dzy kraw¦dzi¡ e = (x, y) i wierzchoªkiem v w gra�eG nazywamy

min(dist(x, v), dist(y, v)). Oznacza to, »e kraw¦dzie incydentne z v s¡ w odlegªo±ci 0 od

v.

Dla ka»dych dwóch ró»nych kraw¦dzi e, f grafu G de�niujemy distG(e, f) jako od-

legªo±¢ w gra�e kraw¦dziowym grafu G pomi¦dzy wierzchoªkami odpowiadaj¡cymi e i f

(indeks jest pomijany, gdy w sposób oczywisty wynika z kontekstu). Oznacza to, »e

distG(e, f) = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy e i f maj¡ wspólny wierzchoªek. Gdy

distG(e, f) = d mówimy, »e kraw¦dzie e i f s¡ w odlegªo±ci d w gra�e G.

Zbiorem niezale»nym w gra�e G nazywamy taki podzbiór I ⊂ V (G), »e dla ka»dej

pary wierzchoªków u, v ∈ I, uv nie jest kraw¦dzi¡ grafu G.

Kolorowaniem wierzchoªków grafu G nazywamy funkcj¦ c : V (G) → N , która

ka»demu wierzchoªkowi z G przypisuje liczb¦ naturaln¡, zwan¡ kolorem wierzchoªka.

Zbiór wszystkich wierzchoªków o tym samym kolorze nazywamy klas¡ koloru. Koloro-

wanie wierzchoªków grafu jest poprawne, gdy ka»de dwa s¡siaduj¡ce wierzchoªki maj¡

ró»ne kolory.

Liczb¡ chromatyczn¡ grafu G, oznaczan¡ przez χ(G), nazywamy najmniejsz¡ mo»-

liw¡ liczb¦ kolorów w poprawnym kolorowaniu wierzchoªków G.

Kolorowaniem kraw¦dzi grafu G nazywamy funkcj¦ c : E(G) → N , która ka»dej

kraw¦dzi z G przypisuje liczb¦ naturaln¡, zwan¡ kolorem kraw¦dzi. Zbiór wszystkich

kraw¦dzi o tym samym kolorze nazywamy klas¡ koloru. Kolorowanie kraw¦dzi grafu jest

poprawne, gdy ka»de dwie s¡siaduj¡ce kraw¦dzie maj¡ ró»ne kolory.

Indeksem chromatycznym grafu G, oznaczanym przez χ′(G), nazywamy najmniej-

sz¡ mo»liw¡ liczb¦ kolorów w poprawnym kolorowaniu kraw¦dzi G.

Uªamkowym k−kolorowaniem wierzchoªków grafu G, gdzie k jest liczb¡ rzeczywi-

st¡, nazywamy wa»enie w : IG → [0, 1], gdzie IG jest zbiorem zbiorów niezale»nych z G,

takie »e suma wszystkich wag wynosi co najwy»ej k i dla ka»dego wierzchoªka v ∈ V (G)

suma wag wszystkich zbiorów niezale»nych, do których nale»y v, wynosi co najwy»ej 1.

Uªamkow¡ liczb¡ chromatyczn¡ grafu G, oznaczan¡ przez χf (G), nazywamy in�mum
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po wszystkich dodatnich k, dla których istnieje uªamkowe k−kolorowanie wierzchoªków

G.

�rednic¡ zbioru S ⊆ R2 nazywamy supremum z odlegªo±ci euklidesowych pomi¦dzy

ka»dymi dwoma punktami z S.

1.2 Klasy grafów

Graf G nazywamy klik¡ lub grafem peªnym, je»eli ka»de dwa wierzchoªki z V (G)

s¡siaduj¡ ze sob¡. Graf peªny o n wierzchoªkach oznaczamy przez Kn. Liczb¡ klikow¡

grafu G, oznaczan¡ przez ω(G), nazywamy liczb¦ wierzchoªków w najwi¦kszym peªnym

podgra�e grafu G.

Graf G nazywamy skojarzeniem, je»eli »adne dwie kraw¦dzie z E(G) nie maj¡ wspól-

nego wierzchoªka. Mówi¡c o skojarzeniu b¦dziemy my±le¢ o jego zbiorze kraw¦dzi. Sko-

jarzeniem indukowanym w gra�e G nazywamy skojarzenie, które jest podgrafem in-

dukowanym G.

Graf G nazywamy grafem dwudzielnym, je»eli zbiór wierzchoªków V (G) mo»emy

podzieli¢ na dwa rozª¡czne zbiory T iW w taki sposób, »e ka»da kraw¦d¹ z E(G) ma jeden

koniec w T , a drugi koniec w W . T i W nazywamy klasami dwudzielno±ci. Graf peªny

dwudzielny, oznaczany przezKt,w, to graf dwudzielny z klasami dwudzielno±ci o liczno±ci

odpowiednio t i w, w którym pomi¦dzy wszystkimi parami wierzchoªków nale»¡cych do

ró»nych klas dwudzielno±ci istnieje kraw¦d¹.

Graf G nazywamy k−zdegenerowanym, je»eli ka»dy indukowany podgraf grafu G

zawiera wierzchoªek o stopniu co najwy»ej k.

Graf G nazywamy grafem bez H, je»eli G nie zawiera indukowanej kopii H. Graf K1,3

nazywamy szponem, a grafy bez K1,3 nazywamy grafami bez szponów.

Graf G nazywamy grafem przeci¦¢ dysków jednostkowych, je»eli wierzchoªki G s¡

punktami w R2 i ka»de dwa wierzchoªki s¡ poª¡czone kraw¦dzi¡ wtedy i tylko wtedy, gdy

odpowiadaj¡ce im punkty s¡ w odlegªo±ci euklidesowej co najwy»ej 1.

Graf G jest spójny, je»eli dla ka»dych dwóch wierzchoªków z V (G) istnieje ±cie»ka,

która je ª¡czy.
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Graf G nazywamy drzewem, je»eli jest spójny i nie zawiera cykli. Li±ciem drzewa

nazywamy wierzchoªek o stopniu 1.

Graf G nazywamy gwiazd¡, je»eli jest drzewem i co najwy»ej jeden wierzchoªek

z V (G) nie jest li±ciem.

1.3 Znane twierdzenia i hipotezy

W bie»¡cej sekcji przedstawiamy znane twierdzenia i hipotezy, do których b¦dziemy

si¦ odwoªywa¢ w niniejszej rozprawie.

W dowodach naszych twierdze« wielokrotnie korzystamy z twierdzenia Turána, w któ-

rym podane jest górne ograniczenie na liczb¦ kraw¦dzi grafów niezawieraj¡cych kliki o za-

danym rozmiarze.

Twierdzenie 1.1 (P. Turán, 1941 [47]). Niech G b¦dzie grafem bez Kr o p wierzchoªkach.

Wówczas

|E(G)| ≤ p2(r−2)
2(r−1)

.

Kilkukrotnie b¦dziemy si¦ odwoªywa¢ tak»e do hipotezy Reeda, w której ograniczenie

na liczb¦ chromatyczn¡ grafu uzale»nione jest od jego maksymalnego stopnia i liczby kliko-

wej. Gdyby hipoteza Reeda byªa prawdziwa, z ograniczenia na rozmiar silnych klik w gra-

fach wynikaªoby ograniczenie na silny indeks chromatyczny (analogicznie dla t−silnych

klik i t−silnego indeksu chromatycznego).

Hipoteza 1.2 (B. Reed, 1998 [44]). Niech G b¦dzie grafem o maksymalnym stopniu ∆

i najwi¦kszej klice rozmiaru ω. Wówczas

χ(G) ≤
⌈

∆ + 1 + ω

2

⌉
.

Hipoteza Reeda zostaªa udowodniona w wersji uªamkowej. Z poni»szego twierdzenia

korzystamy dowodz¡c ograniczenia na uªamkowy silny indeks chromatyczny i uªamkowy

t−silny indeks chromatyczny.
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Twierdzenie 1.3 (M. Molloy, B. Reed, 2002 [40, Theorem 21.7]). Niech G b¦dzie grafem

o maksymalnym stopniu ∆ i najwi¦kszej klice rozmiaru ω. Wówczas

χf (G) ≤ ∆ + 1 + ω

2
.
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Rozdziaª 2

Silny indeks chromatyczny grafów

2.1 Wprowadzenie

2.1.1 Silne kolorowanie kraw¦dzi grafu

Poprawne kolorowanie kraw¦dzi grafu G mo»emy zde�niowa¢ jako kolorowanie, w któ-

rym ka»da ±cie»ka zawieraj¡ca dokªadnie dwie kraw¦dzie musi by¢ ró»nokolorowa. Ozna-

cza to, »e ka»da klasa koloru tworzy skojarzenie w G. W niniejszej rozprawie b¦dziemy

rozwa»a¢ kolorowanie speªniaj¡ce silniejszy warunek. W silnym kolorowaniu kraw¦dzi

grafu G ka»da ±cie»ka skªadaj¡ca si¦ z dwóch lub trzech kraw¦dzi musi by¢ ró»nokolo-

rowa; to znaczy, »e »adne dwie kraw¦dzie tej ±cie»ki nie mog¡ by¢ w tym samym kolorze.

W kolorowaniu tym ka»da klasa koloru tworzy skojarzenie indukowane w G.

De�nicja 2.1. Niech G b¦dzie grafem.

Silnym kolorowaniem kraw¦dzi grafu G nazywamy takie kolorowanie kraw¦dzi G,

w którym ka»da klasa koloru jest skojarzeniem indukowanym w G.

Silnym indeksem chromatycznym grafu G, oznaczanym przez χ′s(G), nazywamy

najmniejsz¡ mo»liw¡ liczb¦ kolorów w silnym kolorowaniu kraw¦dzi G.

Przykªad silnego kolorowania kraw¦dzi grafu przedstawia Rysunek 2.1. Graf pokoloro-

wany jest na 5 kolorów. Pary kraw¦dzi o tych samych kolorach to v1v7 i v3v4, v1v2 i v5v6,

v2v3 i v5v7 oraz v2v4 i v6v7. Zauwa»my, »e ka»de dwie kraw¦dzie, które maj¡ ten sam kolor,
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v1

v2

v3

v4v5

v6

v7

Rysunek 2.1: Silne kolorowanie kraw¦dzi grafu.

s¡ od siebie w odlegªo±ci 3, zatem podane kolorowanie jest silne. Ile wynosi silny indeks

chromatyczny tego grafu? Ka»de dwie z pi¦ciu kraw¦dzi v1v2, v2v4, v4v5, v5v7 i v7v1 s¡ od

siebie w odlegªo±ci co najwy»ej 2, zatem nie mo»emy u»y¢ mniej ni» 5 kolorów. Wynika

st¡d, »e silny indeks chromatyczny podanego grafu wynosi 5.

2.1.2 Bezprzewodowe sieci radiowe � motywacja

Rozwa»my bezprzewodowe sieci radiowe skªadaj¡ce si¦ ze stacji nadawczo-odbiorczych,

które mog¡ zarówno wysyªa¢, jak i odbiera¢ wiadomo±ci. Stacje radiowe maj¡ ustalony

zasi¦g (region geogra�czny), w którym mog¡ komunikowa¢ si¦ z innymi. Komunikacja

pomi¦dzy dwoma stacjami jest mo»liwa, je»eli obie le»¡ w swoich zasi¦gach. Ka»d¡ tak¡

sie¢ mo»emy przedstawi¢ za pomoc¡ grafu. Wierzchoªki odpowiadaj¡ stacjom nadawczo-

odbiorczym, dwa wierzchoªki poª¡czone s¡ kraw¦dzi¡ wtedy i tylko wtedy, gdy mog¡

wysyªa¢ pomi¦dzy sob¡ wiadomo±ci. Przykªad sieci i modeluj¡cego j¡ grafu przedstawia

Rysunek 2.2.

Zauwa»my, »e w naszym przykªadzie komunikacja pomi¦dzy stacjami v1�v5 oraz v1�v4

nie mo»e odbywa¢ si¦ na tej samej cz¦stotliwo±ci � w stacji v1 dochodziªoby do zakªóce«

transmisji ze stacji v5 i v4 � takie zakªócenia nazywamy interferencj¡ pierwotn¡. Ko-

munikacje pomi¦dzy stacjami v1�v5 i v1�v4 nie mog¡ równie» odbywa¢ si¦ na tej samej
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Rysunek 2.2: Bezprzewodowa sie¢ radiowa i modeluj¡cy j¡ graf.

cz¦stotliwo±ci co komunikacja pomi¦dzy v2�v3, inaczej transmisje ze stacji v1 zakªócaªyby

w w¦¹le v2 transmisje ze stacji v3 � jest to interferencja wtórna.

Przypisanie stacjom radiowym cz¦stotliwo±ci, na których komunikuj¡ si¦ z innymi

stacjami w taki sposób, aby unikn¡¢ interferencji pierwotnych i wtórnych, odpowiada sil-

nemu kolorowaniu kraw¦dzi grafu modeluj¡cego sie¢ ([4], [43]). Kolor kraw¦dzi pomi¦dzy

dwoma wierzchoªkami odpowiada cz¦stotliwo±ci, której b¦d¡ u»ywa¢ do komunikacji sta-

cje radiowe odpowiadaj¡ce tym wierzchoªkom. Przypisanie ró»nych kolorów kraw¦dziom

w odlegªo±ci 1 pozwala na unikni¦cie interferencji pierwotnych, a kraw¦dziom w odlegªo±ci

2 na unikni¦cie interferencji wtórnych. Chcemy, »eby szeroko±¢ pasma wykorzystywanego

przez sie¢ byªa jak najmniejsza; poniewa» ka»dy kolor oznacza inn¡ cz¦stotliwo±¢, wa»ne

jest, aby u»y¢ jak najmniej kolorów � czyli aby znale¹¢ silny indeks chromatyczny grafu

modeluj¡cego sie¢.
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2.1.3 Hipoteza Erd®sa i Ne²et°ila

Silne kolorowanie kraw¦dzi grafu po raz pierwszy pojawiªo si¦ w literaturze w 1983 r.

w pracy Fouqueta i Joliveta [27], [28]. Gªównym problemem w tej tematyce jest okre±lenie,

jak du»y mo»e by¢ silny indeks chromatyczny grafu o maksymalnym stopniu ∆. W 1985 r.

na seminarium w Pradze Erd®s i Ne²et°il postawili hipotez¦, która caªy czas pozostaje

otwarta (hipoteza zostaªa opublikowana w [23], a pó¹niej opisana w [3] wraz z dyskusj¡

na temat znanych wyników).

Hipoteza 2.2 (P. Erd®s, J. Ne²et°il, 1985 [23]). Niech G b¦dzie grafem o maksymalnym

stopniu ∆. Wówczas

χ′s(G) ≤

 5
4
∆2, gdy ∆ jest parzyste,

5
4
∆2 − 2∆−1

4
, gdy ∆ jest nieparzyste.

Wiadomo, »e ograniczenie z hipotezy Erd®sa i Ne²et°ila, je»eli tylko jest prawdziwe,

jest optymalne. Pokazuje to poni»sza obserwacja.

Obserwacja 2.3. Dla ka»dego ∆ b¦d¡cego liczb¡ naturaln¡, istnieje graf G∆, dla którego

χ′s(G) =

 5
4
∆2, gdy ∆ jest parzyste,

5
4
∆2 − 2∆−1

4
, gdy ∆ jest nieparzyste.

Dowód Obserwacji 2.3. Zaªó»my najpierw, »e ∆ jest parzyste. Graf G∆ konstruujemy

z cyklu C5 poprzez rozdmuchanie ka»dego wierzchoªka do zbioru niezale»nego o roz-

miarze ∆
2
. Wierzchoªki grafu G∆ to uporz¡dkowane pary (i, j), gdzie i ∈ {1, 2, 3, 4, 5},

a j ∈ {1, 2, . . . , ∆
2
}. Kraw¦dzie G∆ to nieuporz¡dkowane pary {(i, j), (i′, j′)}, takie »e

(i′ = i + 1 (mod 5) lub i′ = i − 1 (mod 5)) i j, j′ ∈ {1, 2, . . . , ∆
2
} (patrz Rysunek 2.3a).

Zauwa»my, »e ka»de dwie kraw¦dzie grafu G∆ s¡ w odlegªo±ci co najwy»ej 2, zatem ka»da

z nich musi zosta¢ pokolorowana na inny kolor. Kraw¦dzi tych jest dokªadnie 5
4
∆2, wi¦c

do pokolorowania caªego grafu G∆ potrzebujemy dokªadnie tylu kolorów.

Zaªó»my teraz, »e ∆ jest nieparzyste. Graf G∆ konstruujemy wówczas poprzez doda-

nie do grafu G∆−1 (∆− 1 jest parzyste) dwóch gwiazd. Zbiorem wierzchoªków grafu G∆

jest V (G∆−1) ∪ {u, v}. Zbiorem kraw¦dzi G∆ jest E(G∆−1) wraz ze wszystkimi parami
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(a) Przypadek parzysty, ∆ = 6. (b) Przypadek nieparzysty, ∆ = 7.

Rysunek 2.3: Grafy G∆ o najwi¦kszym znanym silnym indeksie chromatycznym.

{u, (1, j)}, {u, (3, j)}, {v, (2, j)}, {v, (4, j)} oraz kraw¦d¹ {u, v} (patrz Rysunek 2.3b). Za-

uwa»my, »e tak»e w tym przypadku ka»de dwie kraw¦dzie grafu G∆ s¡ w odlegªo±ci co

najwy»ej 2, zatem ka»da z nich musi zosta¢ pokolorowana na inny kolor. Kraw¦dzi tych

jest dokªadnie 5
4
∆2− 2∆−1

4
, wi¦c do pokolorowania caªego grafu G∆ potrzebujemy dokªad-

nie tylu kolorów.

Pokazali±my, »e w obu przypadkach w silnym kolorowaniu kraw¦dzi grafu G∆ potrze-

bujemy dokªadnie tylu kolorów, ile podaje teza obserwacji, dowód jest wi¦c kompletny.

2.1.4 Ograniczenie na silny indeks chromatyczny

W sekcji 2.1.3 przedstawili±my hipotez¦ Erd®sa i Ne²et°ila (Hipoteza 2.2), która mówi,

»e silny indeks chromatyczny grafów o maksymalnym stopniu ∆ jest ograniczony przez
5
4
∆2 (dla nieparzystego ∆ ograniczenie jest troch¦ mniejsze, ale interesuje nas przede

wszystkim wspóªczynnik przy ∆2). Hipoteza jest caªy czas otwarta i szeroko badana.

W niniejszej sekcji przedstawimy post¦py w pracach nad znalezieniem odpowiedzi na

pytanie: jak du»y mo»e by¢ silny indeks chromatyczny grafów o zadanym maksymalnym

stopniu?
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Z prostego algorytmu zachªannego wynika, »e silny indeks chromatyczny grafu o mak-

symalnym stopniu ∆ jest ograniczony przez 2∆2. Pokazuje to poni»sza obserwacja.

Obserwacja 2.4. Niech G b¦dzie grafem o maksymalnym stopniu ∆. Wówczas

χ′s(G) ≤ 2∆2 − 2∆ + 1.

Dowód Obserwacji 2.4. Pokolorujemy kraw¦dzie grafuG przy pomocy algorytmu zachªan-

nego. Ustalmy dowoln¡ kolejno±¢ kraw¦dzi z G. Nasz algorytm b¦dzie miaª |E(G)| kro-

ków. W i−tym kroku kolorujemy kraw¦d¹ ei na wolny kolor, tzn. taki, który nie jest

przypisany do »adnej pokolorowanej kraw¦dzi, która jest w odlegªo±ci co najwy»ej 2 od

ei.

Zauwa»my, »e dla ka»dej kraw¦dzi ei grafu G jest co najwy»ej 2(∆−1) s¡siadów wierz-

choªków incydentnych z ei (innych ni» ko«ce ei), a ka»dy z tych s¡siadów jest incydentny

z co najwy»ej ∆ kraw¦dziami � liczba kraw¦dzi w odlegªo±ci co najwy»ej 2 od ei nie prze-

kracza zatem 2∆2 − 2∆. Algorytm zachªanny znajdzie wi¦c silne kolorowanie kraw¦dzi

grafu G na co najwy»ej 2∆2 − 2∆ + 1 kolorów, co ko«czy dowód obserwacji.

Przez wiele lat ograniczenie 2∆2 byªo jedynym znanym wynikiem. Pojawiaªo si¦ pyta-

nie: czy mo»na udowodni¢, »e silny indeks chromatyczny grafu o maksymalnym stopniu

∆ jest mniejszy od 2∆2? W 1997 r. zostaª opublikowany przeªomowy artykuª, w którym

Molloy i Reed odpowiedzieli na to pytanie pozytywnie. W dowodzie autorzy u»yli metody

probabilistycznej.

Twierdzenie 2.5 (M. Molloy, B. Reed, 1997 [39]). Niech G b¦dzie grafem z wystarczaj¡co

du»ym maksymalnym stopniem ∆. Wówczas

χ′s(G) ≤ 1, 998∆2.

Autorzy twierdzenia wspomnieli, »e widz¡ mo»liwo±¢ poprawy ich ograniczenia do

1, 99∆2.

To, jakim wyzwaniem jest zwery�kowanie hipotezy Erd®sa i Ne²et°ila pokazuje fakt,

»e wynik Molloya i Reeda byª najlepszym znanym ograniczeniem przez 18 lat. Dopiero

w 2015 r. Bruhn i Joos poprawili ten rezultat.
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Twierdzenie 2.6 (H. Bruhn, F. Joos, 2015 [9]). 1 Niech G b¦dzie grafem z wystarczaj¡co

du»ym maksymalnym stopniem ∆. Wówczas

χ′s(G) ≤ 1, 93∆2.

Trzy lata pó¹niej na arXiv ukazaªa si¦ praca z obecnie najlepszym znanym górnym

ograniczeniem na silny indeks chromatyczny grafów o maksymalnym stopniu ∆. Bonamy,

Perrett i Postle osi¡gn¦li znacz¡cy post¦p w stosunku do poprzednich wyników.

Twierdzenie 2.7 (M. Bonamy, T. Perrett, L. Postle, 2018 [6]). Niech G b¦dzie grafem

z wystarczaj¡co du»ym maksymalnym stopniem ∆. Wówczas

χ′s(G) ≤ 1, 835∆2.

Zauwa»my, »e najlepsze udowodnione do tej pory ograniczenie wci¡» jest dalekie od
5
4
∆2 z hipotezy Erd®sa i Ne²et°ila. Wiadomo jednak, »e hipoteza jest prawdziwa dla

grafów, w których ka»de dwie kraw¦dzie s¡ od siebie w odlegªo±ci nie wi¦kszej od 2 (tzn.

ka»da kraw¦d¹ musi dosta¢ inny kolor w silnym kolorowaniu kraw¦dzi). Chung, Gyárfás,

Trotter i Tuza udowodnili poni»sze ograniczenie na liczb¦ kraw¦dzi w takich grafach.

Twierdzenie 2.8 (F. R. K. Chung, A. Gyárfás, W. T. Trotter, Z. Tuza, 1990 [15]).

Niech G b¦dzie grafem o maksymalnym stopniu ∆, niezawieraj¡cym »adnej pary kraw¦dzi

w odlegªo±ci wi¦kszej od 2. Wówczas

|E(G)| ≤

 5
4
∆2, gdy ∆ jest parzyste,

5
4
∆2 − 2∆−1

4
, gdy ∆ jest nieparzyste.

Jedn¡ z najwa»niejszych klas grafów, dla których hipoteza Erd®sa i Ne²et°ila jest

wci¡» otwarta, s¡ grafy dwudzielne. Chocia» grafy te maj¡ jasno okre±lon¡ struktur¦,

nikomu nie udaªo si¦ wykorzysta¢ ich wªa±ciwo±ci do poprawy ogólnego wyniku 1, 835∆2

z Twierdzenia 2.7. A co wiadomo o dolnym ograniczeniu? Grafy z Obserwacji 2.3 o silnym

indeksie chromatycznym 5
4
∆2 nie s¡ dwudzielne. Nie s¡ znane »adne przykªady grafów

dwudzielnych o silnym indeksie chromatycznym wi¦kszym od ∆2; w poni»szej obserwacji

przedstawione zostaªy grafy dwudzielne o silnym indeksie chromatycznym równym ∆2.
1Praca z peªnym dowodem twierdzenia ukazaªa si¦ w 2018 r.; patrz [10]
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Obserwacja 2.9. Dla ka»dego ∆ b¦d¡cego liczb¡ naturaln¡, istnieje graf dwudzielny G∆,

dla którego χ′s(G∆) = ∆2.

Dowód Obserwacji 2.9. Dla ka»dego ∆ graf G∆ to graf dwudzielny peªny K∆,∆. Ma on

dokªadnie ∆2 kraw¦dzi i ka»de dwie kraw¦dzie s¡ w odlegªo±ci nie wi¦kszej od 2 (patrz

Rysunek 2.4).

Rysunek 2.4: Graf dwudzielny G∆,∆ o silnym indeksie chromatycznym równym ∆2, dla

∆ = 3.

Faudree, Gyárfás, Schelp, i Tuza w 1989 r. postawili hipotez¦, w której przypuszczaj¡,

»e dla ka»dego grafu dwudzielnego o maksymalnym stopniu ∆ wystarczy ∆2 kolorów, aby

silnie pokolorowa¢ jego kraw¦dzie.

Hipoteza 2.10 (R. J. Faudree, A. Gyárfás, R. H. Schelp, Zs. Tuza, 1989 [25]). Niech G

b¦dzie grafem dwudzielnym o maksymalnym stopniu ∆. Wówczas χ′s(G) ≤ ∆2.

Hipoteza 2.10 zostaªa udowodniona dla ∆ ≤ 3 (patrz [45]). Faudree, Gyárfás, Schelp,

i Tuza w swojej hipotezie uzale»nili wielko±¢ silnego indeksu chromatycznego od mak-

symalnego stopnia grafu dwudzielnego. W grafach dwudzielnych mo»na bra¢ pod uwag¦

tak»e maksymalne stopnie wierzchoªków w ka»dej z klas dwudzielno±ci. Mocniejsz¡ wersj¦

Hipotezy 2.10 postawili Brualdi i Quinn Massey.

Hipoteza 2.11 (R. A. Brualdi, J. J. Quinn Massey, 1993 [8]). Niech G b¦dzie grafem

dwudzielnym, takim »e wierzchoªki w i−tej klasie dwudzielno±ci maj¡ maksymalny stopie«

∆i, dla i ∈ {1, 2}. Wówczas χ′s(G) ≤ ∆1∆2.
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Hipoteza 2.11 zostaªa udowodniona dla pewnych specjalnych klas grafów (patrz [8],

[41], [42]).

Problem silnego kolorowania kraw¦dzi badany jest tak»e dla grafów o maªym mak-

symalnym stopniu. Hipoteza Erd®sa i Ne²et°ila jest prawdziwa dla ∆ ≤ 2 (przypadek

trywialny) i dla ∆ = 3 ([2] i [31]). Jednak ju» dla ∆ = 4, pomimo prób wielu badaczy,

udowodnione ograniczenie caªy czas jest wy»sze ni» to wynikaj¡ce z hipotezy. W 1990 r.

Horák pokazaª, »e silny indeks chromatyczny grafów o maksymalnym stopniu 4 jest nie

wi¦kszy od 23 ([30]), w 2006 r. Cranston poprawiª to ograniczenie do 22 ([16]), a w 2018 r.

Huang, Santana i Yu udowodnili najlepszy obecnie znany wynik: 21([32]). Ograniczenie

postulowane w hipotezie jest o 1 mniejsze � wynosi 20.

Silne kolorowanie kraw¦dzi grafów badane jest równie» dla wielu innych klas grafów,

takich jak np. grafy planarne (patrz [33] i [36]), grafy losowe (patrz [29]) czy grafy

bezci¦ciwowe (patrz [5]).

Przytaczaj¡c najistotniejsze wyniki dotycz¡ce ogranicze« na silny indeks chromatyczny

grafów, warto wspomnie¢ o twierdzeniu Alona, Moitra'y i Sudakova. W 2012 r. pokazali

oni, »e istniej¡ grafy o n wierzchoªkach, które s¡ prawie peªne, a maj¡ zaskakuj¡co niski

silny indeks chromatyczny � rz¦du n1+ε (silny indeks grafów peªnych jest oczywi±cie rz¦du

n2).

Twierdzenie 2.12 (N. Alon, A. Moitra, B. Sudakov, 2012 [1]). Dla ka»dego ε > 0 istnieje

δ > 0, taka »e dla ka»dego wystarczaj¡co du»ego n istnieje graf G o n wierzchoªkach, dla

którego zachodzi

χ′s(G) ≤ n1+ε i |E(G)| ≥
(
n

2

)
− n2−δ.

W nast¦pnej sekcji przedstawimy kolejne klasy grafów o silnym indeksie chromatycz-

nym rz¦du mniejszego od ∆2.
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2.2 Grafy rzadkie o silnym indeksie chromatycznym

rz¦du mniejszego od ∆2

Wiemy ju», »e w ogólnym przypadku górne ograniczenie na silny indeks chromatyczny

grafów o maksymalnym stopniu ∆ musi by¢ rz¦du ∆2 (Obserwacje 2.3 i 2.4). W niniejszej

sekcji skupimy si¦ na grafach rzadkich, dla których udowodnione zostaªy ograniczenia

ni»szego rz¦du.

2.2.1 Grafy z maª¡ liczb¡ cykli C4

W 2000 r. ukazaªa si¦ praca Mahdiana [37], w której zajmowaª si¦ grafami bez C4

(tzn. grafami, które nie zawieraj¡ cyklu C4 jako indukowanego podgrafu). Mahdian

zauwa»yª, »e grafy te maj¡ interesuj¡ce wªasno±ci, które mo»na wykorzysta¢ do znacz¡cego

poprawienia górnego ograniczenia na silny indeks chromatyczny. Udowodniª, »e je»eli graf

nie ma cyklu dªugo±ci 4 i jego maksymalny stopie« ∆ jest wystarczaj¡co du»y, to jego silny

indeks chromatyczny jest rz¦du co najwy»ej ∆2

ln ∆
; hipoteza Erd®sa i Ne²et°ila (Hipoteza

2.2) dla tej klasy grafów jest wi¦c prawdziwa.

Twierdzenie 2.13 (M. Mahdian, 2000 [37]). Dla ka»dego ε > 0 istnieje ∆0, taka »e dla

ka»dego grafu G o maksymalnym stopniu ∆ ≥ ∆0, który nie zawiera C4 jako indukowanego

podgrafu, zachodzi

χ′s(G) ≤ (2 + ε)
∆2

ln ∆
.

Twierdzenie 2.13 jest asymptotycznie optymalne, tzn. istniej¡ grafy bez C4, których

silny indeks chromatyczny wynosi co najmniej
(

1
2
− ε
)

∆2

ln ∆
.

W 2018 r. D¦bski pogª¦biª rozwa»ania Mahdiana i zauwa»yª, »e nawet gdy w gra�e

wyst¦puj¡ cykle C4, ale ka»da kraw¦d¹ nale»y do wystarczaj¡co maªej ich liczby, to dalej

górne ograniczenie na silny indeks chromatyczny jest rz¦du co najwy»ej ∆2

ln ∆
.

Twierdzenie 2.14 (M. D¦bski, 2019 [18]). Istnieje staªa K, taka »e dla ka»dego grafu G

o maksymalnym stopniu ∆, którego ka»da kraw¦d¹ nale»y do co najwy»ej ∆2

g
cykli o dªu-
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go±ci 4, gdzie 1 < g ≤ ∆2, zachodzi

χ′s(G) ≤ K
∆2

ln g
.

2.2.2 Grafy k−zdegenerowane, hipoteza Changa i Narayanana

Faudree, Gyárfás, Schelp, i Tuza w 1990 r. udowodnili, »e dla grafów dwudzielnych,

w których ka»dy cykl ma dªugo±¢ podzieln¡ przez 4, Hipoteza 2.10 (mówi¡ca o tym, »e

silny indeks grafów dwudzielnych o maksymalnym stopniu ∆ wynosi co najwy»ej ∆2) jest

prawdziwa.

Twierdzenie 2.15 (R. J. Faudree, A. Gyárfás, R. H. Schelp, Zs. Tuza, 1990 [26]). Niech

G b¦dzie grafem dwudzielnym o maksymalnym stopniu ∆, w którym ka»dy cykl ma dªugo±¢

podzieln¡ przez 4. Wówczas χ′s(G) ≤ ∆2.

Autorzy zaznaczyli, »e ich wynik prawdopodobnie mo»na poprawi¢. Oczekiwali, »e

silny indeks chromatyczny grafów dwudzielnych o cyklach dªugo±ci podzielnej przez 4 jest

du»o ni»szy, by¢ mo»e liniowy ze wzgl¦du na ∆. W 2012 Chang i Narayanan potwierdzili

ich przypuszczenie. Przypomnijmy, »e graf G nazywamy k−zdegenerowanym, je»eli

ka»dy jego indukowany podgraf zawiera wierzchoªek o stopniu nie wi¦kszym od k. Grafy,

w których ka»dy cykl ma dªugo±¢ podzieln¡ przez 4 s¡ 2−zdegenerowane (patrz [13]).

Twierdzenie 2.16 (G. J. Chang, N. Narayanan, 2012 [13]). Niech G b¦dzie grafem

2−zdegenerowanym o maksymalnym stopniu ∆. Wówczas χ′s(G) ≤ 10∆− 10.

Chang i Narayanan postawili hipotez¦, »e ograniczenie liniowe ze wzgl¦du na ∆ mo»e

by¢ rozszerzone na wszystkie grafy k−zdegenerowane.

Hipoteza 2.17 (G. J. Chang, N. Narayanan, 2012 [13]). Istnieje staªa c, taka »e dla

ka»dego k−zdegenerowanego grafu G o maksymalnym stopniu ∆ zachodzi χ′s(G) ≤ ck2∆.

Autorzy hipotezy sugerowali, »e ograniczenie prawdopodobnie jest silniejsze i k2 mo»e

by¢ zast¡pione przez k.

Razem z M. D¦bskim i J. Grytczukiem potwierdzili±my t¦ hipotez¦ i udowodnili±my

ograniczenie χ′s(G) ≤ (4k − 1)∆ − k(2k + 1) + 1 dla grafów k−zdegenerowanych (patrz
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[19]). Pomijamy tu dowód wspomnianego twierdzenia, poniewa» okazaªo si¦, »e hipoteza

Changa i Narayanana zostaªa potwierdzona jeszcze zanim zostaªa postawiona. W 2006 r.

Barrett, Kumar, Marathe, Thite, Istrate i Thulasidasan udowodnili poni»sze twierdzenie.

Twierdzenie 2.18 (C. L. Barrett, V. S. A. Kumar, M. V. Marathe, S. Thite, G. Istrate

i S. Thulasidasan, 2006 [4]2). Niech G b¦dzie grafem k−zdegenerowanym o maksymalnym

stopniu ∆, gdzie k ≤ ∆. Wówczas

χ′s(G) ≤ (4k − 1)∆− 2k2 − k + 1.

2.2.3 Grafy bezci¦ciwowe

Niech C b¦dzie dowolnym cyklem w gra�e G. Kraw¦d¹ grafu, która nie nale»y do cyklu

C, ale ma oba ko«ce nale»¡ce do C, nazywamy ci¦ciw¡ cyklu C. Mówimy, »e graf G

jest bezci¦ciwowy, je»eli »aden cykl w G nie ma ci¦ciwy � oznacza to, »e ka»dy cykl w G

jest indukowany. Klasa grafów bezci¦ciwowych jest podklas¡ grafów 2−zdegenerowanych

(patrz [13]).

W 2012 r. Chang i Narayanan udowodnili, »e kraw¦dzie grafów bezci¦ciwowych mo»na

silnie pokolorowa¢ na nie wi¦cej ni» 8∆− 6 kolorów (patrz [13]). Chocia» ten wynik jest

sªabszy ni» 7∆ − 9 z Twierdzenia 2.18, dowód jest bardzo pouczaj¡cy. Wykorzystuje on

poni»szy lemat dotycz¡cy struktury grafów bezci¦ciwowych.

Lemat 2.19 (G. J. Chang, N. Narayanan, 2012 [13]). Ka»dy graf bezci¦ciwowy G zawiera

wierzchoªek v, którego co najmniej deg(v)− 1 s¡siadów ma stopie« co najwy»ej 2.

Razem z M. D¦bskim i J. Grytczukiem poprawili±my ograniczenie na silny indeks

chromatyczny grafów bezci¦ciwowych. W naszym dowodzie korzystamy z lematu Changa

i Narayanana (Lemat 2.19).

Twierdzenie 2.20 (M. D¦bski, J. Grytczuk, M. �-N., 2015 [19]). Niech G b¦dzie grafem

bezci¦ciwowym o maksymalnym stopniu ∆. Wówczas χ′(G) ≤ 4∆− 3.

2W Twierdzeniu byª maªy bª¡d, autorzy podali, »e wspóªczynnik przy ∆ wynosi (4k−3), prezentujemy

poprawn¡ wersj¦ twierdzenia.
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Mówimy, »e wierzchoªek v jestmiªy w gra�e G, je»eli v ma co najmniej jednego s¡siada

o stopniu co najwy»ej 2 i co najwy»ej jednego s¡siada o stopniu wi¦kszym od 2.

W dowodzie korzystamy z poni»szego lematu, dotycz¡cego struktury grafów bezci¦ci-

wowych.

Lemat 2.21 (M. D¦bski, J. Grytczuk, M. �-N., 2015 [19]). Niech G b¦dzie grafem bezci¦-

ciwowym o co najmniej jednej kraw¦dzi, niech X b¦dzie zbiorem wszystkich wierzchoªków

grafu G o stopniu równym 1. Wówczas w G lub w G \X istnieje miªy wierzchoªek.

Dowód Lematu 2.21. Bez straty ogólno±ci rozwa»a« mo»emy zaªo»y¢, »e G nie zawiera

wierzchoªków izolowanych. Je»eli G nie zawiera wierzchoªków o stopniu 1, wówczas twier-

dzenie jest prawdziwe z Lematu 2.19. W przeciwnej sytuacji mamy trzy mo»liwe przy-

padki:

Przypadek 1: G \X nie zawiera »adnych wierzchoªków. Oznacza to, »e wszystkie

wierzchoªki z G maj¡ stopie« równy 1, czyli ka»dy wierzchoªek jest miªy w G.

Przypadek 2: G \X zawiera wierzchoªek o stopniu co najwy»ej 1, nazwijmy go v.

Zauwa»my, »e v jest miªym wierzchoªkiem w G � skoro w G\X ma stopie« co najwy»ej 1,

to w G ma co najmniej jednego s¡siada nale»¡cego do X (czyli o stopniu 1) i co najwy»ej

jednego s¡siada o stopniu wi¦kszym od 1 (z G \X).

Przypadek 3: Wszystkie wierzchoªki z G\X maj¡ stopie« co najmniej 2. Z Lematu

2.19 wiemy, »e G \X zawiera wierzchoªek v, którego co najmniej degG\X(v)− 1 s¡siadów

ma stopie« co najwy»ej 2 i co najwy»ej 1 s¡siad ma stopie« wi¦kszy od 2. Wierzchoªek

v jest wi¦c miªy w G \X.

We wszystkich przypadkach wskazali±my co najmniej jeden miªy wierzchoªek w G lub

w G \X, dowód lematu jest wi¦c kompletny.

W dowodzie Twierdzenia 2.20 przedstawiamy algorytm do znajdowania silnego kolo-

rowania kraw¦dzi grafów bezci¦ciwowych. Pokazujemy, »e nasze ograniczenie na liczb¦

u»ytych kolorów mo»e by¢ osi¡gni¦te przez algorytm zachªanny, który koloruje kraw¦dzie

grafu w odpowiedniej kolejno±ci.

Dowód Twierdzenia 2.20. Uporz¡dkujemy kraw¦dzie grafu G w taki sposób, »e ka»da kra-

w¦d¹ b¦dzie w odlegªo±ci co najwy»ej 2 od nie wi¦cej ni» 4∆ − 4 kraw¦dzi, które wyst¦-
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puj¡ przed ni¡. List¦ kraw¦dzi b¦dziemy konstruowa¢ od ko«ca (tzn. za ka»dym razem

b¦dziemy dodawa¢ kraw¦d¹ na pocz¡tek listy), dodawana kraw¦d¹ b¦dzie w odlegªo±ci

co najwy»ej 2 od nie wi¦cej ni» 4∆ − 4 kraw¦dzi, które nie s¡ jeszcze dodane do li-

sty. Konstrukcj¦ listy b¦dziemy wykonywa¢ krokami. Niech Li b¦dzie list¡ otrzyman¡

w i− tym kroku, zaczniemy od listy L0, która jest pusta.

Zaªó»my, »e mamy skonstruowan¡ list¦ Li, dla i ≥ 0. Niech Ii ⊂ E(G) b¦dzie zbio-

rem kraw¦dzi, które wyst¦puj¡ na li±cie Li; kraw¦dzie te b¦dziemy nazywa¢ nieaktyw-

nymi. Niech Hi b¦dzie podgrafem grafu G indukowanym przez aktywne kraw¦dzie, tzn

Hi = G[E(G) \ Ii], niech Xi b¦dzie zbiorem wszystkich wierzchoªków z Hi o stopniu

równym 1. Rozwa»my wierzchoªek vi, który jest miªy w Hi lub w Hi \Xi; z Lematu 2.21

wiemy, »e taki wierzchoªek istnieje. Ka»dy krok algorytmu konstruuj¡cego list¦ b¦dzie

skªadaª si¦ z dwóch cz¦±ci.

(A) Je»eli vi jest miªym wierzchoªkiem w Hi, wówczas Ai := ∅. W przeciwnym przy-

padku niech Ai b¦dzie zbiorem wszystkich kraw¦dzi z Hi, których jednym ko«cem jest

s¡siad wierzchoªka vi o stopniu co najwy»ej 2 w Hi\Xi, a drugim ko«cem jest wierzchoªek

o stopniu 1 w Hi. Niech L′i b¦dzie list¡ otrzyman¡ przez dodanie na pocz¡tek listy Li

wszystkich kraw¦dzi z Ai (w dowolnej kolejno±ci). Niech H ′i = Hi \ Ai. Zauwa»my, »e vi

jest miªym wierzchoªkiem w H ′i (patrz Rysunek 2.5).

(B) Niech Bi b¦dzie zbiorem wszystkich kraw¦dzi zH ′i incydentnych z wierzchoªkiem vi

i z wierzchoªkiem o stopniu nie wi¦kszym od 2, tzn. Bi = {viu ∈ E(H ′i) : degH′i(u) ≤ 2}.

List¦ Li+1 tworzymy z listy L′i poprzez dodanie na pocz¡tek wszystkich kraw¦dzi z Bi

(w dowolnej kolejno±ci). Bi zawsze zawiera co najmniej jedn¡ kraw¦d¹, zatem dla pewnego

s lista Ls b¦dzie zawieraªa wszystkie kraw¦dzie grafu G.

Poka»emy, »e na ka»dym etapie konstrukcji naszej listy, wierzchoªek incydentny z nie-

aktywn¡ kraw¦dzi¡ jest incydentny z co najwy»ej jedn¡ aktywn¡ kraw¦dzi¡. Udowodnimy

nast¦puj¡ce stwierdzenie.

Stwierdzenie 2.22. Dla ka»dego i = 0, 1, . . . , s i ka»dego wierzchoªka v ∈ V (G), je»eli

v jest incydentny z co najmniej jedn¡ kraw¦dzi¡ z Ii, to jest incydentny z co najwy»ej

jedn¡ kraw¦dzi¡ spoza Ii.
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Dowód Stwierdzenia 2.22. Dowód przeprowadzimy przez indukcj¦ ze wzgl¦du na i. Dla

i = 0 mamy Ii = 0, teza jest prawdziwa. Zaªó»my teraz, »e stwierdzenie jest prawdziwe dla

pewnego i, takiego »e 0 ≤ i < s. Rozwa»my wierzchoªek v incydentny z co najmniej jedn¡

kraw¦dzi¡ z Ii+1. Zauwa»my, »e je»eli v jest incydentny z co najmniej jedn¡ kraw¦dzi¡ z Ii,

wówczas, z zaªo»enia indukcyjnego, teza stwierdzenia jest prawdziwa (poniewa» Ii ⊂ Ii+1).

Zaªó»my wi¦c, »e tak nie jest. Mamy trzy mo»liwo±ci.

Przypadek 1: v ma stopie« 1 w Hi. Wówczas wszystkie kraw¦dzie incydentne z v s¡

w Ii+1.

Przypadek 2: v jest s¡siadem wierzchoªka vi w Hi o stopniu co najwy»ej 2 w H ′i.

W tym przypadku kraw¦d¹ vvi nale»y do Bi, zatem poza Ii+1 istnieje co najwy»ej jedna

kraw¦d¹ incydentna z v.

Przypadek 3: v jest wierzchoªkiem vi, czyli jest miªym wierzchoªkiem w H ′i i co

najwy»ej jedna kraw¦d¹ incydentna z v w H ′i jest spoza Bi.

Dowód stwierdzenia jest wi¦c kompletny.

Dla ka»dej kraw¦dzi e ∈ E(G) policzymy teraz, ile kraw¦dzi w odlegªo±ci co najwy»ej

2 od e wyst¦puje na li±cie Ls przed e. Dla pewnego i ∈ {0, 1, . . . , s} zachodzi albo e ∈ Ai
albo e ∈ Bi.

kraw¦dzie z H ′i
kraw¦dzie z Hi \H ′i
kraw¦dzie z G \Hi

viw

u

Rysunek 2.5: Wierzchoªek vi jest miªy w Hi, uw ∈ Ai.
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Je»eli e ∈ Ai, musimy policzy¢ kraw¦dzie z Hi w odlegªo±ci co najwy»ej 2 od e w gra-

�e G. Niech e = uw, gdzie u jest wierzchoªkiem o stopniu równym 1 w Hi, a w jest

wierzchoªkiem o stopniu co najwy»ej 2 w H ′i (patrz Rysunek 2.5). Zauwa»my, »e u ma co

najwy»ej ∆− 1 s¡siadów w G innych ni» w; ze Stwierdzenia 2.22 wynika, »e ka»dy z nich

jest incydentny z co najwy»ej jedn¡ kraw¦dzi¡ z Hi. Z de�nicji Ai wiemy, »e w ma co

najwy»ej 2 s¡siadów w Hi, którzy s¡ incydentni z wi¦cej ni» jedn¡ kraw¦dzi¡ z Hi, a ze

Stwierdzenia 2.22 wynika, »e wszyscy inni s¡siedzi w w G (ró»ni od u) s¡ incydentni z co

najwy»ej jedn¡ kraw¦dzi¡ z Hi. Liczba kraw¦dzi grafu Hi w odlegªo±ci co najwy»ej 2 od

e w G wynosi zatem co najwy»ej (∆− 1) + 2∆ + (∆− 3) = 4∆− 4.

vi

y

y ma stopie« 2 w H ′i.

vi

y

y ma stopie« 1 w H ′i.

Rysunek 2.6: Wierzchoªek vi jest miªy w H ′i, viy ∈ Bi (ci¡gªa linia oznacza kraw¦dzie

z H ′i, linia przerywana kraw¦dzie z G \H ′i).

Je»eli e ∈ Bi, musimy policzy¢ kraw¦dzie z H ′i w odlegªo±ci co najwy»ej 2 od e w gra�e

G. Niech e = viy, gdzie y jest wierzchoªkiem o stopniu co najwy»ej 2 w H ′i (patrz

Rysunek 2.6). Wierzchoªek y albo ma stopie« równy 2 w H ′i i, ze Stwierdzenia 2.22,

nie jest incydentny z »adn¡ kraw¦dzi¡ z Ii, albo ma stopie« równy 1 w H ′i i, ponownie

ze Stwierdzenia 2.22, ka»dy s¡siad y w G (inny ni» vi) ma stopie« co najwy»ej 1 w H ′i.
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S¡siedzi wierzchoªka y w G ró»ni od vi s¡ zatem incydentni w sumie z co najwy»ej ∆− 1

kraw¦dziami z H ′i. Przypomnijmy, »e wierzchoªek vi jest miªy w H ′i, czyli w H ′i ma co

najwy»ej jednego s¡siada o stopniu wi¦kszym od 2. Ze Stwierdzenia 2.22 wynika, »e ka»dy

s¡siad wierzchoªka vi z G\H ′i ma stopie« co najwy»ej 1 w H ′i. S¡siedzi wierzchoªka vi w G,

ró»ni od y, s¡ zatem incydentni z co najwy»ej ∆ + 2(∆− 2) = 3∆− 4 kraw¦dziami z H ′i.

Kraw¦d¹ e jest zatem w odlegªo±ci co najwy»ej 2 od nie wi¦cej ni» 4∆− 5 kraw¦dzi z H ′i.

Pokazali±my, »e dla ka»dej kraw¦dzi e grafu G co najwy»ej 4∆ − 4 kraw¦dzi wyst¦-

puj¡cych przed e na li±cie Ls musi mie¢ inny kolor ni» e. Algorytm zachªanny, koloruj¡c

kraw¦dzie w kolejno±ci zgodnej z list¡ Ls, znajdzie wi¦c silne kolorowanie kraw¦dzi grafu

G na co najwy»ej 4∆− 3 kolorów. Dowód twierdzenia jest zatem kompletny.

2.2.4 Liniowe ograniczenie na silny indeks chromatyczny � dys-

kusja

W bie»¡cym rozdziale zajmowali±my si¦ grafami rzadkimi. Pokazali±my dla nich ogra-

niczenie na silny indeks chromatyczny, które jest liniowe ze wzgl¦du na maksymalny sto-

pie« grafu. Czy potra�my znale¹¢ g¦stsze grafy, dla których takie ograniczenie jest praw-

dziwe? Czy jeste±my w stanie wskaza¢ klas¦ grafów o nieograniczonym ±rednim stopniu

wierzchoªków i liniowym ograniczeniu na silny indeks chromatyczny? Odpowied¹ jest

twierdz¡ca.

Niech deg(G) oznacza ±redni stopie« wierzchoªków w gra�e G. Dla ustalonej staªej

c > 0, niech Fc oznacza rodzin¦ grafów G, dla których zachodzi χ′s(G) ≤ c deg(G). Niech

fc(n) = max{deg(G) : G ∈ Fc, |V (G)| ≤ n}. Poka»emy najpierw, »e dla c < 2 klasa Fc
jest pusta.

Obserwacja 2.23 (patrz [19]). Dla ka»dego grafu G zachodzi

χ′s(G) ≥ 2 deg(G)− 1.

W dowodzie powy»szej obserwacji korzystamy z nierówno±ci Cauchy'ego-Schwarza.
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Twierdzenie 2.24 (Nierówno±¢ Cauchy'ego-Schwarza). Dla dowolnych liczb rzeczywi-

stych x1, x2, . . . , xn i y1, y2, . . . , yn zachodzi(
n∑
i=1

xiyi

)2

≤

(
n∑
i=1

x2
i

)(
n∑
i=1

y2
i

)
.

Dowód Obserwacji 2.23. Niech G b¦dzie grafem o zbiorze wierzchoªków V (G) =

{v1, v2, . . . , vn}. Dla ka»dej kraw¦dzi e = uv ∈ E(G) przez s(e) b¦dziemy oznacza¢ sum¦

stopni jej ko«ców, s(e) := deg(u) + deg(v). Niech M = max{s(e) : e ∈ E(G)}. Jako, »e

χ′s(G) ≥M − 1, wystarczy pokaza¢, »e M ≥ 2 deg(G).

Zauwa»my najpierw, »e ∑
e∈E(G)

s(e) =
∑

v∈V (G)

deg(v)2.

Rozwa»my teraz dwa n−wymiarowe wektory x = (deg(v1), deg(v2), . . . , deg(vn))

i y = (1, 1, . . . , 1). Po zastosowaniu nierówno±ci Cauchy'ego-Schwarza (Twierdzenie

2.24) do wektorów x i y otrzymujemy ∑
v∈V (G)

deg(v)

2

≤

 ∑
v∈V (G)

deg(v)2

 · n,
a po przeksztaªceniu ∑

v∈V (G)

deg(v) ≤
√
n ·
√ ∑

v∈V (G)

deg(v)2.

Mamy zatem

2 |E(G)| =
∑

v∈V (G)

deg(v) ≤
√
n ·
√ ∑

e∈E(G)

s(e) ≤
√
n ·
√
M |E(G)|.

Po podniesieniu obu stron nierówno±ci do kwadratu otrzymujemy 4 |E(G)|2 ≤ nM |E(G)|,

zatem M ≥ 4|E(G)|
n

= 2 deg(G), co ko«czy dowód obserwacji.

Teraz poka»emy, »e f2(n) jest nieograniczone.

Obserwacja 2.25 (patrz [19]). Dla k ≥ 1 i n = 2k istnieje (log2 n)−regularny graf G o n

wierzchoªkach, dla którego zachodzi χ′s(G) = 2 log2 n.
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Dowód Obserwacji 2.25. Poka»emy konstrukcj¦ grafu G. Zbiorem wierzchoªków grafu G

jest zbiór wszystkich ci¡gów binarnych o dªugo±ci k. Dwa wierzchoªki s¡ poª¡czone kraw¦-

dzi¡, je»eli odlegªo±¢ Hamminga pomi¦dzy odpowiadaj¡cymi im ci¡gami binarnymi wynosi

dokªadnie k − 1, czyli ci¡gi te zgadzaj¡ si¦ na dokªadnie jednej pozycji. Zauwa»my, »e G

jest grafem (log2 n)−regularnym o n = 2k wierzchoªkach. Kraw¦dzie grafu G kolorujemy

zbiorem par C = {(i, j) : i ∈ {1, 2, . . . , k}, j ∈ {0, 1}}. Kraw¦d¹ uv zostaje pokolorowana

na kolor (i, j) wtedy i tylko wtedy, gdy ci¡gi binarne odpowiadaj¡ce wierzchoªkom u i v na

i−tej pozycji maj¡ warto±¢ j. Wszystkich kolorów jest 2k = 2 log2 n. Dla ka»dej kraw¦dzi

e wszystkie kraw¦dzie w odlegªo±ci mniejszej b¡d¹ równej 2 od e maj¡ inny kolor ni» e,

zatem χ′s(G) = 2 log2 n, co mieli±my udowodni¢.

Z Obserwacji 2.25 wiemy, »e f2(n) jest nieograniczone. Nie wiemy jednak jaki jest

jego rz¡d wielko±ci. A co z rz¦dem wielko±ci fc(n) dla wi¦kszych warto±ci c? Problemy te

pozostaj¡ otwarte.

2.3 Silny indeks chromatyczny grafów bez K1,r

Przypomnijmy, »e graf K1,r to graf peªny dwudzielny, o jednej klasie dwudzielno±ci

liczno±ci 1, a drugiej liczno±ci r. Graf K1,3 nazywamy szponem. Grafy bez K1,r to

grafy, które nie zawieraj¡ indukowanej kopii K1,r. W niniejszej sekcji przedstawimy nasze

twierdzenia podaj¡ce najlepsze znane ograniczenia na silny indeks chromatyczny grafów

bez K1,r; dowody twierdze« zawieraj¡ opisy algorytmów do silnego kolorowania kraw¦dzi

tych grafów.

2.3.1 Grafy bez szponów

Razem z M. D¦bskim i K. Junosza-Szaniawskim udowodnili±my, »e górne ograniczenie

na silny indeks chromatyczny grafów bez szponów o maksymalnym stopniu ∆ jest nie

wi¦ksze od 1, 125∆2 + ∆; oznacza to prawdziwo±¢ hipotezy Erd®sa i Ne²et°ila (Hipoteza

2.2) dla grafów bez szponów o maksymalnym stopniu wi¦kszym b¡d¹ równym 12.
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Twierdzenie 2.26 (M. D¦bski, K. Junosza-Szaniawski, M. �-N, 2020 [20]). Niech G

b¦dzie grafem bez szponów o maksymalnym stopniu ∆. Wówczas χ′s(G) ≤ 1, 125∆2 + ∆.

W dowodzie twierdzenia przedstawiamy algorytm wielomianowy do znajdowania sil-

nego kolorowania kraw¦dzi grafu bez szponów. Poka»emy, »e nasze ograniczenie na liczb¦

u»ytych kolorów mo»e by¢ osi¡gni¦te przez algorytm zachªanny, który koloruje kraw¦dzie

grafu w kolejno±ci zale»nej od liczby trójk¡tów, do których nale»¡.

Dowód Twierdzenia 2.26. Twierdzenie jest w sposób oczywisty prawdziwe dla ∆ ≤ 2.

Zatem od teraz zakªadamy, »e ∆ ≥ 3.

B¦dziemy kolorowa¢ kraw¦dzie grafu G zachªannie, w kolejno±ci okre±lonej przez liczb¦

trójk¡tów, do których nale»¡ � kraw¦d¹ e b¦dzie kolorowana po tym, jak wszystkie kra-

w¦dzie, nale»¡ce do mniejszej liczby trójk¡tów ni» e, zostan¡ ju» pokolorowane.

Niech v1v2 b¦dzie kraw¦dzi¡ grafu G. Policzymy ile kraw¦dzi w odlegªo±ci co najwy»ej

2 od v1v2, b¦dzie pokolorowane przed kraw¦dzi¡ v1v2 � tzn. ile kraw¦dzi w odlegªo±ci co

najwy»ej 2 od v1v2 nale»y do co najwy»ej tylu trójk¡tów co v1v2.

v1 v2

D1

D3

D2

Rysunek 2.7: Zbiory D1, D2, D3.

Niech D1 b¦dzie zbiorem wierzchoªków s¡siaduj¡cych z v1 i nies¡siaduj¡cych z v2,

D2 b¦dzie zbiorem wierzchoªków s¡siaduj¡cych z v2 i nies¡siaduj¡cych z v1, a D3 b¦dzie

zbiorem wierzchoªków s¡siaduj¡cych z v1 i v2 (patrz Rysunek 2.7). Niech d1 := |D1|,

d2 := |D2| i d3 := |D3|. Nast¦puj¡ce ograniczenia s¡ oczywiste:

d1, d2, d3 ≥ 0, (2.1)

d1, d2, d3 ≤ ∆− 1, (2.2)

d1 + d3 ≤ ∆− 1, (2.3)
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d2 + d3 ≤ ∆− 1. (2.4)

Niech b b¦dzie liczb¡ kraw¦dzi o obu ko«cach w D3. Zauwa»my, »e G[D3] nie zawiera

zbioru niezale»nego o rozmiarze 3 � w przeciwnym przypadku wierzchoªki nale»¡ce do

tego zbioru indukowaªyby szpon razem z v1 � zatem dopeªnienie G[D3] jest grafem bez

K3. Z Twierdzenia Turána (Twierdzenie 1.1) dostajemy nast¦puj¡ce ograniczenie na b:(
d3

2

)
− d2

3

4
≤ b ≤

(
d3

2

)
. (2.5)

Policzymy teraz kraw¦dzie grafu G w odlegªo±ci co najwy»ej 2 od v1v2, które s¡ ju»

pokolorowane w momencie, gdy v1v2 otrzymuje swój kolor. Twierdzimy, »e jest ich co

najwy»ej

∆ (d1 + d2 + d3)−
(
d1

2

)
−
(
d2

2

)
− b−

((
d3

2

)
− b
)

(d1 + d2)

d3 − 1
+

−Id1>d3+1

(
d1

2

)
− Id2>d3+1

(
d2

2

)
,

(2.6)

gdzie Idi>d3+1 wynosi 1 gdy di > d3 + 1, a 0 w przeciwnym przypadku.

Ograniczenie (2.6) uzyskali±my w nast¦puj¡cy sposób. W pierwszym skªadniku li-

czymy kraw¦dzie incydentne z wierzchoªkami z D1 ∪ D2 ∪ D3. W nast¦pnych czterech

skªadnikach odejmujemy liczb¦ kraw¦dzi o obu ko«cach w D1 ∪D2 ∪D3 � policzyli±my je

wcze±niej podwójnie. Zauwa»my, »e G[D1] jest grafem peªnym � gdyby w G[D1] istniaªy

dwa wierzchoªki niepoª¡czone kraw¦dzi¡, indukowaªyby one szpon razem z v1 i v2. Zatem

mamy dokªadnie
(
d1

2

)
kraw¦dzi o obu ko«cach w D1. W trzecim i czwartym skªadniku

odejmujemy kraw¦dzie o obu ko«cach odpowiednio w D2 (jest ich
(
d2

2

)
) i w D3 (jest ich

b).

Pi¡ty skªadnik jest dolnym ograniczeniem na liczb¦ kraw¦dzi o jednym ko«cu

w D1 ∪ D2, a drugim w D3. Zauwa»my, »e dla ka»dej trójki wierzchoªków x, y, z,

takich »e x, y ∈ D3, z ∈ D1∪D2 oraz xy /∈ E(G), z musi by¢ poª¡czony kraw¦dzi¡ z x lub

y � w przeciwnym przypadku x, y, z i v1 lub v2 indukowaªyby szpon. Kraw¦d¹ o jednym

ko«cu w x lub y, a drugim w z b¦dziemy nazywa¢ spajaj¡c¡ dla pary x, y. Jest d1 + d2

mo»liwo±ci wyboru z, zatem dla ka»dej pary x, y potrzebujemy d1 + d2 kraw¦dzi spajaj¡-

cych. Par¦ x, y mo»emy wybra¢ na
(
d3

2

)
− b sposobów, zatem suma kraw¦dzi spajaj¡cych
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dla wszystkich mo»liwych par x, y wynosi co najmniej
((
d3

2

)
− b
)

(d1 + d2). Ka»da poje-

dyncza kraw¦d¹ pomi¦dzy D1 ∪D2, a D3 jest spajaj¡ca dla co najwy»ej d3 − 1 par x, y.

Liczba kraw¦dzi o jednym ko«cu w D1 ∪ D2, a drugim w D3 wynosi zatem co najmniej
((d3

2 )−b)(d1+d2)

d3−1
.

Ostatnie dwa skªadniki z (2.6) odpowiadaj¡ kraw¦dziom, które zostaªy policzone,

mimo »e b¦d¡ pokolorowane dopiero po kraw¦dzi v1v2. Zauwa»my, »e kraw¦d¹ v1v2 nale»y

do dokªadnie d3 trójk¡tów, a ka»da kraw¦d¹ z G[D1] do co najmniej d1 − 1 trójk¡tów,

zatem je»eli d1 > d3 + 1, wówczas wszystkie
(
d1

2

)
kraw¦dzie z G[D1] b¦d¡ pokolorowane

po v1v2; analogicznie dla d2 > d3 + 1 i kraw¦dzi z G[D2].

W dalszej cz¦±ci dowodu u»yjemy poni»szego stwierdzenia. Jego dowód umieszczony

jest po niniejszym dowodzie.

Stwierdzenie 2.27. Warto±¢ wyra»enia (2.6), przy ograniczeniach (2.1)-(2.5), wynosi

co najwy»ej 9
8
∆2 + ∆− 1.

Ze Stwierdzenia 2.27 wiemy, »e w momencie kolorowania kraw¦dzi v1v2 pokolorowanych

jest co najwy»ej 9
8
∆2 + ∆ − 1 kraw¦dzi w odlegªo±ci ≤ 2 od v1v2. Potrzebujemy zatem

co najwy»ej 9
8
∆2 + ∆ kolorów do pokolorowania wszystkich kraw¦dzi grafu G. Dowód

twierdzenia jest wi¦c kompletny.

Dowód Stwierdzenia 2.27. Rozwa»my nast¦puj¡ce przypadki.

Przypadek 1: d1 + d2 ≥ d3. Popatrzmy na skªadniki wyra»enia (2.6) zale»ne od b.

S¡ to −b+ bd1+d2

d3−1
. Ich suma jest dodatnia dla d1 +d2 ≥ d3, zatem w tym przypadku (2.6)

jest rosn¡ce wzgl¦dem b i ma warto±¢ nie wi¦ksz¡ od

∆ (d1 + d2 + d3)−
(
d1

2

)
−
(
d2

2

)
−
(
d3

2

)
− Id1>d3+1

(
d1

2

)
− Id2>d3+1

(
d2

2

)
. (2.7)

Zauwa»my, »e wszystkie ograniczenia s¡ symetryczne wzgl¦dem d1 i d2 i wyra»enie

(2.7) ma form¦ f(d1, d3) + f(d2, d3) dla pewnej funkcji f . Zatem (2.7) � przy ogranicze-

niach (2.1)-(2.5) � osi¡ga maksymaln¡ warto±¢ dla d1 = d2; jest wi¦c ona nie wi¦ksza od

maksymalnej warto±ci wyra»enia

∆ (2d1 + d3)− 2

(
d1

2

)
−
(
d3

2

)
− Id1>d3+12

(
d1

2

)
. (2.8)
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Pochodna cz¡stkowa z (2.8) po d3, przy zignorowaniu−Id1>d3+12
(
d1

2

)
, wynosi ∆−d3+ 1

2
;

co jest wi¦ksze od 0 z (2.2). −Id1>d3+12
(
d1

2

)
jest oczywi±cie niemalej¡ce wzgl¦dem d3, wi¦c

(2.8) jest rosn¡ce wzgl¦dem d3. Z (2.3) wynika, »e (2.8) jest maksymalizowane przez

d3 = ∆− d1 − 1, wi¦c wynosi co najwy»ej

∆ (∆ + d1 − 1)− 2

(
d1

2

)
−
(

∆− d1 − 1

2

)
− Id1>∆−d12

(
d1

2

)
. (2.9)

Rozpatrzmy teraz dwa przypadki.

Przypadek 1.1: d1 >
∆
2
. W tym przypadku (2.9) jest równe

∆ (∆ + d1 − 1)− 4

(
d1

2

)
−
(

∆− d1 − 1

2

)
. (2.10)

Pochodna z (2.10) po d1 wynosi 2∆ − 5d1 + 3
2
, zatem dla ∆ ≥ 3 i d1 >

∆
2
wyra»enie

(2.10) jest malej¡ce wzgl¦dem d1. Oznacza to, »e (2.10) jest nie wi¦ksze od jego warto±ci

dla d1 = ∆
2
, która wynosi

7

8
∆2 +

3

4
∆− 3

2
. (2.11)

Przypadek 1.2: d1 ≤ ∆
2
. W tym przypadku (2.9) jest równe

∆ (∆ + d1 − 1)− 2

(
d1

2

)
−
(

∆− d1 − 1

2

)
. (2.12)

Pochodna z (2.12) po d1 wynosi 2∆ − 3d1. Zatem, dla d1 ≥ ∆
2
wyra»enie (2.12) jest

rosn¡ce wzgl¦dem d1 i osi¡ga swoj¡ maksymaln¡ warto±¢ dla d1 = ∆
2
, która wynosi

9

8
∆2 − 1

2
. (2.13)

Przypadek 2: d1 + d2 < d3. W tym przypadku Id1>d3+1 i Id1>d3+1 wynosz¡ 0, wi¦c

(2.6) jest równe

∆ (d1 + d2 + d3)−
(
d1

2

)
−
(
d2

2

)
− b−

((
d3

2

)
− b
)

(d1 + d2)

d3 − 1
. (2.14)

Zauwa»my, »e (2.14) jest nierosn¡ce wzgl¦dem b. Zatem, z (2.5), osi¡ga maksymaln¡

warto±¢ dla b =
(
d3

2

)
− d2

3

4
, wynosi wi¦c co najwy»ej

∆ (d1 + d2 + d3)−
(
d1

2

)
−
(
d2

2

)
−
(
d3

2

)
+
d2

3

4
− d2

3

4

(d1 + d2)

d3 − 1
. (2.15)
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Jako, »e ostatni skªadnik z (2.15) jest zawsze ujemny, mo»emy go pomin¡¢. Zatem

(2.15) jest nie wi¦ksze od

∆ (d1 + d2 + d3)−
(
d1

2

)
−
(
d2

2

)
−
(
d3

2

)
+
d2

3

4
. (2.16)

Rozpatrzmy teraz dwa przypadki.

Przypadek 2.1: d3 ≤ 2
3
∆. Z (2.2), wyra»enie (2.16) jest rosn¡ce wzgl¦dem d2.

Zatem, bior¡c pod uwag¦ ograniczenie d1 +d2 ≤ d3 (zaªo»enie Przypadku 2), maksymalna

warto±¢ (2.16) jest osi¡gana dla d2 = d3 − d1 i wynosi

2∆d3 −
(
d1

2

)
−
(
d3 − d1

2

)
−
(
d3

2

)
+
d2

3

4
. (2.17)

Poniewa»
(
d1

2

)
+
(
d3−d1

2

)
ma najmniejsz¡ warto±¢ dla d1 = d3

2
, warto±¢ powy»szego

wyra»enia wynosi co najwy»ej

2∆d3 − 2

(d3

2

2

)
−
(
d3

2

)
+
d2

3

4
= 2∆d3 −

d2
3

2
+ d3. (2.18)

Pochodna z (2.18) po d3 jest dodatnia, zatem warto±¢ maksymalna (2.18) jest osi¡gana

dla d3 = 2
3
∆ i wynosi

10

9
∆2 +

2

3
∆. (2.19)

Przypadek 2.2: d3 ≥ 2
3
∆. W tym przypadku (2.16) jest rosn¡ce wzgl¦dem d1 i d2.

Zatem, z (2.3) i (2.4), osi¡ga swoj¡ maksymaln¡ warto±¢ dla d1 = d2 = ∆− d3 − 1, która

wynosi

∆(2∆− d3 − 2)− 2

(
∆− d3 − 1

2

)
−
(
d3

2

)
+
d2

3

4
= ∆2 + ∆d3 −

5

4
d2

3 −
3

2
d3. (2.20)

Pochodna z (2.20) po d3 wynosi ∆ − 5
2
d3 − 3

2
, co jest ujemne dla d3 ≥ 2

3
∆. Wynika

z tego, »e maksimum (2.20) jest osi¡gane dla d3 = 2
3
∆ i wynosi

8

9
∆2 −∆. (2.21)

Poniewa» wyra»enia (2.11), (2.13), (2.19), (2.21) s¡ mniejsze od 9
8
∆2 + ∆− 1, warto±¢

wyra»enia (2.6) wynosi równie» nie wi¦cej ni» 9
8
∆2 +∆−1, co ko«czy dowód stwierdzenia.
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2.3.2 Przypadek ogólny

Dla grafów bez K1,r, gdzie r ≥ 4, udowodnili±my, »e górne ograniczenie na silny indeks

chromatyczny jest nie wi¦ksze od
(
2− 1

r−2

)
∆2. To najlepszy znany wynik dla tej klasy

grafów, hipoteza Erd®sa i Ne²et°ila (Hipoteza 2.2) caªy czas pozostaje tu otwarta.

Twierdzenie 2.28 (M. D¦bski, K. Junosza-Szaniawski, M. �-N, 2020 [20]). Niech G

b¦dzie grafem bez K1,r o maksymalnym stopniu ∆. Dla ka»dego r ≥ 4 zachodzi

χ′s(G) ≤
(

2− 1

r − 2

)
∆2 − r − 4

r − 2
∆− 1

r − 2
.

Dowód Twierdzenia 2.28. Niech v1v2 b¦dzie kraw¦dzi¡ grafu G. Policzymy ile jest kraw¦-

dzi w G, które s¡ w odlegªo±ci co najwy»ej 2 od v1v2.

NiechD1, D2, D3, d1, d2, d3 b¦d¡ zde�niowane jak w dowodzie Twierdzenia 2.26: D1 b¦-

dzie zbiorem wierzchoªków s¡siaduj¡cych z v1 i nies¡siaduj¡cych z v2, D2 b¦dzie zbiorem

wierzchoªków s¡siaduj¡cych z v2 i nies¡siaduj¡cych z v1, D3 b¦dzie zbiorem wierzchoª-

ków s¡siaduj¡cych z v1 i v2, d1 := |D1|, d2 := |D2| i d3 := |D3|. W sposób oczywisty,

ograniczenia (2.1)-(2.4) dalej s¡ speªnione.

d1, d2, d3 ≥ 0, (2.1)

d1, d2, d3 ≤ ∆− 1, (2.2)

d1 + d3 ≤ ∆− 1, (2.3)

d2 + d3 ≤ ∆− 1. (2.4)

Zauwa»my, »eG[D1] nie zawiera zbioru niezale»nego o rozmiarze r−1 � gdyby zawieraª,

wierzchoªki z tego zbioru razem z v1 i v2 indukowaªyby K1,t w G. Z Twierdzenia Turána

(Twierdzenie 1.1), zastosowanego do dopeªnienia G[D1], wynika, »e G zawiera co najmniej
d1(d1−1)

2
− d2

1(t−3)

2(t−2)
kraw¦dzi o obu ko«cach w D1. Analogicznie dla D2 � w G jest co najmniej

d2(d2−1)
2
− d2

2(t−3)

2(t−2)
kraw¦dzi o obu ko«cach D2. Podobnie dla G[D3] � nie zawiera on zbioru

niezale»nego o rozmiarze t � gdyby zawieraª, wierzchoªki z tego zbioru indukowaªyby K1,t

razem z v1. Zatem w G jest co najmniej d3(d3−1)
2
− d2

3(t−2)

2(t−1)
kraw¦dzi o obu ko«cach w D3.
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Niech J b¦dzie liczb¡ kraw¦dzi grafu G, które s¡ w odlegªo±ci co najwy»ej 2 od v1v2.

W sposób oczywisty, J jest mniejsze b¡d¹ równe (d1 + d2 + d3)∆ minus liczba kraw¦dzi

o obu ko«cach w D1 ∪D2 ∪D3. Mamy zatem

J ≤ d1∆−
(
d1(d1 − 1)

2
− d2

1(t− 3)

2(t− 2)

)
+ d2∆−

(
d2(d2 − 1)

2
− d2

2(t− 3)

2(t− 2)

)
+d3∆−

(
d3(d3 − 1)

2
− d2

3(t− 2)

2(t− 1)

)
= − 1

2(t− 2)
d2

1 +

(
∆ +

1

2

)
d1 −

1

2(t− 2)
d2

2 +

(
∆ +

1

2

)
d2 −

1

2(t− 1)
d2

3 +

(
∆ +

1

2

)
d3.

Dla d1 ≤ ∆− 1 i d2 ≤ ∆− 1 powy»sze wyra»enie jest rosn¡ce wzgl¦dem d1 i d2, zatem

po podstawieniu d1 = d2 = ∆− 1− d3 mamy J ≤ f(d3), gdzie

f(d3) = − 3t− 4

2(t− 1)(t− 2)
d2

3 +
4∆−∆t+ 1− t

2

t− 2
d3 + (∆− 1)

(
2∆ + 1− ∆− 1

t− 2

)
. (2.22)

Zauwa»my, »e f(d3) jest funkcj¡ kwadratow¡ z maksimum w dmax
3 = (4−t)(t−1)

3t−4
∆ −

( t
2
−1)(t−1)

3t−4
. Jako, »e dla t ≥ 4 warto±¢ dmax

3 jest nie wi¦ksza od 0, mamy

J ≤ f(0) =

(
2− 1

t− 2

)
∆2 − t− 4

t− 2
∆− t− 1

t− 2
. (2.23)

Skoro ka»da kraw¦d¹ G jest w odlegªo±ci co najwy»ej 2 od nie wi¦cej ni» J innych

kraw¦dzi, mo»emy algorytmem zachªannym znale¹¢ silne pokolorowanie kraw¦dzi grafu G

na J + 1 kolorów, co ko«czy dowód twierdzenia.

2.3.3 Grafy przeci¦¢ dysków jednostkowych

Przypomnijmy, »e grafy przeci¦¢ dysków jednostkowych to grafy, których wierzchoªki

s¡ punktami w R2 i ka»de dwa wierzchoªki s¡ poª¡czone kraw¦dzi¡ wtedy i tylko wtedy,

gdy odpowiadaj¡ce im punkty s¡ w odlegªo±ci euklidesowej co najwy»ej 1. Grafy prze-

ci¦¢ dysków jednostkowych s¡ grafami bez K1,6, z Twierdzenia 2.28 wynika wi¦c, »e ich

silny indeks chromatyczny jest nie wi¦kszy od 1, 75∆2. Poprawili±my to ograniczenie na

1, 625∆2.
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Twierdzenie 2.29 (M. D¦bski, K. Junosza-Szaniawski, M. �-N, 2020 [20]). Niech G

b¦dzie grafem przeci¦¢ dysków jednostkowych o maksymalnym stopniu ∆. Wówczas

χ′s(G) ≤ 1, 625∆2.

W dowodzie twierdzenia przedstawiamy wielomianowy algorytm do znajdowania sil-

nego kolorowania kraw¦dzi grafu przeci¦¢ dysków jednostkowych, przy zaªo»eniu, »e graf

dany jest razem z jego reprezentacj¡ na pªaszczy¹nie (tzn. dla ka»dego wierzchoªka znany

jest odpowiadaj¡cy mu punkt w R2). W algorytmie wykorzystujemy technik¦ zamiatania

pªaszczyzny pionow¡ prost¡ zamiataj¡c¡.

Dowód Twierdzenia 2.29. Rozwa»my reprezentacj¦ grafu G przez przecinaj¡ce si¦ dyski

jednostkowe. Bez straty ogólno±ci mo»emy zaªo»y¢, »e »adne dwa wierzchoªki nie le»¡ na

tej samej prostej pionowej � je»eli by tak nie byªo, wystarczy obróci¢ wszystkie punkty

wokóª (0, 0) o maªy k¡t. B¦dziemy przetwarza¢ kraw¦dzie zG od lewej do prawej, u»ywaj¡c

prostej zamiataj¡cej. Kraw¦d¹ b¦dzie kolorowana w momencie, gdy prosta zamiataj¡ca

osi¡gnie jej koniec le»¡cy bardziej na prawo, tzn. kraw¦d¹ e = vivj, taka »e wspóªrz¦dna

x-owa vi jest mniejsza od wspóªrz¦dnej x-owej vj, b¦dzie kolorowana w momencie przej±cia

prostej zamiataj¡cej przez vj.

Niech v1v2 b¦dzie kraw¦dzi¡ grafu G, która jest kolorowana w momencie przej±cia

prostej zamiataj¡cej przez punkt v2 (tzn. v2 le»y na prawo od v1). Policzymy, ile pokolo-

rowanych kraw¦dzi z G jest w odlegªo±ci co najwy»ej 2 od v1v2.

Ponownie, niech D1, D2, D3, d1, d2, d3 b¦d¡ zde�niowane jak w dowodzie Twierdzenia

2.26: D1 b¦dzie zbiorem wierzchoªków s¡siaduj¡cych z v1 i nies¡siaduj¡cych z v2, D2

b¦dzie zbiorem wierzchoªków s¡siaduj¡cych z v2 i nies¡siaduj¡cych z v1, D3 b¦dzie zbiorem

wierzchoªków s¡siaduj¡cych z v1 i v2, d1 := |D1|, d2 := |D2| i d3 := |D3|. W sposób

oczywisty, ograniczenia (2.1)-(2.4) tak»e i tym razem s¡ speªnione.

d1, d2, d3 ≥ 0, (2.1)

d1, d2, d3 ≤ ∆− 1, (2.2)

d1 + d3 ≤ ∆− 1, (2.3)

d2 + d3 ≤ ∆− 1. (2.4)
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Poka»emy, »e zbiory niezale»ne w G[D1] maj¡ rozmiar co najwy»ej 4.

v1

u1u2

u3

u4 u5

Rysunek 2.8: Graf G[D1]. Ró»ne kolory pokazuj¡ zbiory o ±rednicy 1 zawieraj¡ce kolejne

ui.

Zaªó»my, »e w D1 istnieje 5 s¡siadów wierzchoªka v1, którzy tworz¡ zbiór niezale»ny

w G. Oznaczmy je przez u1, u2, u3, u4, u5 zgodnie z ruchem wskazówek zegara w odniesie-

niu do v1 (patrzy Rysunek 2.8). Poniewa» u1, u2, u3, u4, u5 s¡ niezale»ne i le»¡ w odlegªo±ci

co najwy»ej 1 od v1, k¡t ∠uiv1ui+1 jest wi¦kszy od π/3, dla i ∈ {1, 2, 3, 4}. W zwi¡zku

z tym, k¡t ∠u1v1u5 jest wi¦kszy od 4π/3. Z drugiej strony, niech A i B b¦d¡ punktami

przeci¦cia okr¦gów o ±rodkach w v1 i v2 o promieniu 1 (patrz Rysunek 2.9). Poniewa»

odlegªo±¢ pomi¦dzy v1 i v2 wynosi co najwy»ej 1, k¡t ∠Av1B zawieraj¡cy v2 jest nie mniej-

szy od 2π/3, a jego dopeªnienie, czyli k¡t ∠Av1B niezawieraj¡cy v2, jest nie wi¦kszy od

4π/3. Jednocze±nie k¡t ∠Av1B niezawieraj¡cy v2 jest wi¦kszy lub równy k¡towi ∠u1v1u5,

otrzymali±my wi¦c sprzeczno±¢.

Przyjrzyjmy si¦ teraz G[D3]. Obszar domkni¦ty zawieraj¡cy D3 mo»na pokry¢ dwoma

zbiorami o ±rednicy 1, co oznacza, »e D3 mo»na pokry¢ dwiema klikami (patrz Rysunek

2.10). Zbiory niezale»ne w G[D3] maj¡ wi¦c rozmiar co najwy»ej 2.

Podobnie dla D2 � obszar domkni¦ty zawieraj¡cy D2 mo»na pokry¢ dwoma zbiorami

o ±rednicy 1 (patrz Rysunek 2.11 i 2.12 � mamy tu dwa mo»liwe przypadki), zatem zbiory

niezale»ne w D2 maj¡ rozmiar co najwy»ej 2.

Zauwa»my, »e skoro zbiory niezale»ne w G[D1] maj¡ rozmiar co najwy»ej 4, to dopeª-

nienie G[D1] jest grafem bez K5 o d1 wierzchoªkach. Z Twierdzenia Turána (Twierdzenie

1.1) dostajemy, »e dopeªnienie G[D1] ma co najwy»ej 3
8
d2

1 kraw¦dzi, zatem G zawiera co
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v1

v2

D1

D3

D2A

B

Rysunek 2.9: Zbiory D1, D2, D3 w gra�e przeci¦¢ dysków jednostkowych.

Rysunek 2.10: Graf G[D3]. Kolory pokazuj¡ dwa zbiory o ±rednicy 1.

najmniej d1(d1−1)
2
− 3

8
d2

1 kraw¦dzi o obu ko«cach w D1. Przeprowadzaj¡c analogiczne rozu-

mowania dla G[D2] i G[D3] dostajemy, »e G zawiera co najmniej d2(d2−1)
2
− 1

4
d2

2 kraw¦dzi

o obu ko«cach w D2 i co najmniej d3(d3−1)
2
− 1

4
d2

3 kraw¦dzi o obu ko«cach w D3.

Niech J b¦dzie liczb¡ kraw¦dzi w odlegªo±ci co najwy»ej 2 od v1v2, które s¡ ju» po-

kolorowane w momencie kolorowania v1v2. W sposób oczywisty, J jest nie wi¦ksze od

(d1 + d2 + d3)∆ minus liczba kraw¦dzi o obu ko«cach w D1 ∪D2 ∪D3. Mamy zatem
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Rysunek 2.11: G[D2], pierwszy przypadek. Rysunek 2.12: G[D2], drugi przypadek.

J ≤ d1∆−
(
d1(d1 − 1)

2
− 3

8
d2

1

)
+ d2∆−

(
d2(d2 − 1)

2
− 1

4
d2

2

)
+ d3∆−

(
d3(d3 − 1)

2
− 1

4
d2

3

)
= −1

8
d2

1 +

(
∆ +

1

2

)
d1 −

1

4
d2

2 +

(
∆ +

1

2

)
d2 −

1

4
d2

3 +

(
∆ +

1

2

)
d3.

Dla d1 ≤ ∆ − 1 i d2 ≤ ∆ − 1 powy»sze wyra»enie jest rosn¡ce wzgl¦dem d1 i d2

(pochodna po d1 wynosi −1
4
d1 + ∆ + 1

2
i dla d1 ≤ ∆ − 1 jest dodatnia; analogicznie dla

d2). Zatem, po podstawieniu d1 = d2 = ∆− 1− d3, otrzymujemy

J ≤ f(d3) = −5

8
d2

3 −
(

1

4
∆ +

5

4

)
d3 +

13

8
∆2 − 1

4
∆− 11

8
. (2.24)

Zauwa»my, »e f(d3) jest funkcj¡ kwadratow¡ z maksimum w dmax
3 = −1

5
∆ − 1. Jako

»e dmax
3 jest ujemne, otrzymujemy

J ≤ f(0) =
13

8
∆2 − 1

4
∆− 11

8
≤ 1, 625∆2 − 1. (2.25)

Skoro ka»da kraw¦d¹ z G jest w momencie kolorowania w odlegªo±ci co najwy»ej 2 od

nie wi¦cej ni» J pokolorowanych kraw¦dzi, algorytm zachªanny znajdzie silne kolorowanie

kraw¦dzi grafu G na co najwy»ej J + 1 kolorów, co ko«czy dowód twierdzenia.
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2.3.4 Kierunek dalszych bada«

Udowodnili±my, »e silny indeks chromatyczny grafów bez szponów o maksymalnym

stopniu ∆ jest nie wi¦kszy od 9
8
∆2 +∆. Czy to ograniczenie jest osi¡galne? Staª¡ 9

8
mo»na

prawdopodobnie delikatnie poprawi¢ poprzez rozwa»enie g¦sto±ci s¡siedztwa w kwadracie

grafu kraw¦dziowego, podobnie jak w dowodzie Molloya i Reeda [39] lub Bruhna i Joosa

[9]. Wierzymy jednak, »e optymalna staªa mo»e by¢ du»o ni»sza. Kraw¦dzie grafu bez

szponów o najwi¦kszym silnym indeksie chromatycznym, jaki udaªo nam si¦ skonstruowa¢,

mo»na silnie pokolorowa¢ na 9
16

(∆ + 1)2 kolorów. Konstrukcj¦ przedstawiamy w poni»szej

obserwacji.

Obserwacja 2.30. Dla dowolnego naturalnego k ≥ 1 istnieje graf bez szponów Gk o mak-

symalnym stopniu ∆ = 4k − 1 i silnym indeksie chromatycznym równym 9
16

(∆ + 1)2.

Dowód Obserwacji 2.30. Graf Gk otrzymujemy z grafu G1, przedstawionego na Rysunku

2.13a, poprzez rozdmuchanie ka»dego wierzchoªka do kliki o rozmiarze k. Wierzchoªki

Gk to uporz¡dkowane pary (i, j), gdzie i ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6}, j ∈ {1, 2, . . . , k}. Kraw¦dzie

Gk to nieuporz¡dkowane pary {(i, j), (i′, j′)}, takie »e i = i′ oraz j, j′ ∈ {1, 2, . . . , k} lub

ii′ ∈ E(GS) oraz j, j′ ∈ {1, 2, . . . , k} (patrz Rysunek 2.13b). Zauwa»my, »e ka»de dwie

kraw¦dzie grafu Gk o ko«cach w ró»nych klikach, s¡ w odlegªo±ci co najwy»ej 2, zatem

ka»da z nich musi zosta¢ pokolorowana na inny kolor. Kraw¦dzi tych jest dokªadnie

9k2 = 9
16

(∆ + 1)2, wi¦c do pokolorowania caªego grafu Gk potrzebujemy dokªadnie tylu

kolorów.

Dalsze badania mog¡ zmierza¢ w dwóch kierunkach: skonstruowania grafu bez szpo-

nów o wi¦kszym silnym indeksie chromatycznym lub znaczne poprawienie naszego górnego

ograniczenia.

Ten sam problem mo»na postawi¢ dla grafów bez K1,r: jaki jest najwi¦kszy mo»liwy

silny indeks chromatyczny grafu K1,r−wolnego o maksymalnym stopniu ∆? Przypo-

mnijmy, »e nasze górne ograniczenie z Twierdzenia 2.28 wynosi okoªo
(
2− 1

r−2

)
∆2. Dla

r = 4 potra�my skonstruowa¢ graf, którego silny indeks chromatyczny wynosi 3
4
(∆ + 1)2.

Konstrukcj¦ przedstawiamy w poni»szej obserwacji.
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(a) Graf G1. (b) Graf G2, ∆ = 7.

Rysunek 2.13: Konstrukcja grafu Gk

Obserwacja 2.31. Dla dowolnego naturalnego k ≥ 1 istnieje graf bez K1,4 Hk o maksy-

malnym stopniu ∆ = 4k − 1 i silnym indeksie chromatycznym równym 3
4
(∆ + 1)2.

Dowód Obserwacji 2.31. Graf Hk otrzymujemy z grafu H1, przedstawionego na Rysunku

2.14a, poprzez rozdmuchanie ka»dego wierzchoªka do kliki o rozmiarze k. Wierzchoªki Hk

to uporz¡dkowane pary (i, j), gdzie i ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, j ∈ {1, 2, . . . , k}. Kraw¦dzie

Hk to nieuporz¡dkowane pary {(i, j), (i′, j′)}, takie »e i = i′ oraz j, j′ ∈ {1, 2, . . . , k} lub

ii′ ∈ E(HS) oraz j, j′ ∈ {1, 2, . . . , k} (patrz Rysunek 2.14b). Zauwa»my, »e ka»de dwie

kraw¦dzie grafu Hk o ko«cach w ró»nych klikach, s¡ w odlegªo±ci co najwy»ej 2, zatem

ka»da z nich musi zosta¢ pokolorowana na inny kolor. Kraw¦dzi tych jest dokªadnie

12k2 = 3
4
(∆ + 1)2, wi¦c do pokolorowania caªego grafu Hk potrzebujemy co najmniej tylu

kolorów.

Problem znalezienia grafu K1,r−wolnego o du»ym silnym indeksie chromatycznym

jest szczególnie intryguj¡cy w przypadku maªych warto±ci t. Kiedy t staje si¦ bardzo

du»e, mo»emy przybli»y¢ si¦ do 5
4
∆2 poprzez konstrukcj¦ analogiczn¡ jak ta pokazuj¡ca

osi¡galno±¢ ograniczenia z Hipotezy Erd®s'a i Ne²et°il'a � ka»dy wierzchoªek z grafu C5
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(a) Graf H1. (b) Graf H2, ∆ = 7.

Rysunek 2.14: Konstrukcja grafu Hk.

rozdmuchujemy do zbioru niezale»nego o rozmiarze t−1
2
, a nast¦pnie ka»dy wierzchoªek

z uzyskanego grafu rozdmuchujemy do kliki o rozmiarze ∆
t
.

Dla grafów przeci¦¢ dysków jednostkowych, rodzina grafów o najwi¦kszym silnym in-

deksie chromatycznym, jak¡ umiemy skonstruowa¢, to wspomniana w Obserwacji 2.30

rodzina grafów bez szponów o silnym indeksie chromatycznym równym 9
16

(∆ + 1)2. Za-

uwa»my, »e staªa przy ∆2 jest znacznie mniejsza od udowodnionej przez nas 1, 625 z Twier-

dzenia 2.29. Ponownie, zarówno znalezienie klasy grafów przeci¦¢ dysków o wi¦kszym

silnym indeksie chromatycznym, jak i poprawienie naszego górnego ograniczenia, byªoby

niezmiernie interesuj¡ce. Jest jeszcze jeden ciekawy kierunek bada« dotycz¡cy tej klasy

grafów. Przypomnijmy, »e wielomianowy algorytm podany w dowodzie Twierdzenia 2.29

u»ywa reprezentacji grafu. Jako, »e problem znalezienia reprezentacji danego grafu prze-

ci¦¢ dysków jednostkowych jest NP-trudny (patrz [7]), ciekawe byªoby przedstawienie

wielomianowego algorytmu znajduj¡cego silne kolorowanie kraw¦dzi grafu przeci¦¢ dys-

ków jednostkowych na okoªo 1.625∆2 kolorów bez u»ywania reprezentacji grafu.
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Rozdziaª 3

Silne kliki w grafach

3.1 Wprowadzenie

3.1.1 Inne spojrzenie na silne kolorowanie kraw¦dzi grafów

W Rozdziale 2 zde�niowali±my silne kolorowanie kraw¦dzi grafu jako kolorowanie,

w którym ka»da klasa koloru tworzy skojarzenie indukowane (De�nicja 2.1). Na silne

kolorowanie kraw¦dzi grafu G mo»na patrze¢ tak»e z innej strony. Niech L2(G) b¦dzie

kwadratem grafu kraw¦dziowego grafu G; tzn. ka»dy wierzchoªek grafu L2(G) odpowiada

kraw¦dzi grafu G, a dwa wierzchoªki z L2(G) s¡ poª¡czone kraw¦dzi¡ wtedy i tylko wtedy,

gdy odpowiadaj¡ce im kraw¦dzie z grafu G s¡ w odlegªo±ci nie wi¦kszej od 2. W silnym

kolorowaniu kraw¦dzi G chcemy, »eby kraw¦dzie w odlegªo±ci nie wi¦kszej od 2 miaªy

ró»ne kolory � jest to równowa»ne z poprawnym kolorowaniem wierzchoªków grafu L2(G).

Silny indeks chromatyczny grafu jest zatem równy liczbie chromatycznej kwadratu jego

grafu kraw¦dziowego.

Koloruj¡c poprawnie wierzchoªki dowolnego grafu na pewno potrzebujemy co najmniej

tylu kolorów, jaki jest rozmiar najwi¦kszej kliki w tym gra�e � liczba chromatyczna grafu

jest zawsze wi¦ksza b¡d¹ równa jego liczbie klikowej. Otrzymujemy zatem

χ′s(G) = χ(L2(G)) ≥ ω(L2(G)). (3.1)

Zde�niujmy teraz tytuªow¡ siln¡ klik¦ w gra�e G jako zbiór tych kraw¦dzi z G, dla
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których odpowiadaj¡ce im wierzchoªki z L2(G) parami s¡siaduj¡ ze sob¡; kraw¦dzie te

musz¡ wi¦c otrzyma¢ ró»ne kolory w silnym kolorowaniu kraw¦dzi grafu G. Innymi sªowy,

silna klika w gra�e odpowiada klice w kwadracie jego grafu kraw¦dziowego.

De�nicja 3.1. Niech G b¦dzie grafem.

Siln¡ klik¡ w gra�e G nazywamy podzbiór kraw¦dzi G, w którym ka»de dwie kraw¦dzie

s¡ od siebie w odlegªo±ci nie wi¦kszej od 2 w G. Rozmiar najwi¦kszej silnej kliki w G

oznaczamy przez ωs(G).

Rysunek 3.1 przedstawia przykªadowy graf G z zaznaczon¡ siln¡ klik¡ (Rysunek 3.1a)

i odpowiadaj¡c¡ jej klik¦ w gra�e L2(G) (Rysunek 3.1b).

v1

v2

v3

v4

v5

v6

(a) Graf G.

v1v2

v2v3

v2v6v5v6

v1v6

v4v5 v3v4

(b) Graf L2(G).

Rysunek 3.1: Grafy G i L2(G), na niebiesko zaznaczono kraw¦dzie silnej kliki w G i od-

powiadaj¡cej jej kliki w L2(G).

48



3.1.2 Ograniczenie na ωs(G)

W poprzedniej sekcji zde�niowali±my, czym s¡ silne kliki w gra�e. Co mo»emy powie-

dzie¢ o ich rozmiarze? Maksymalny rozmiar silnej kliki w gra�e G jest oczywi±cie równy

liczbie klikowej grafu L2(G), zatem z (3.1) otrzymujemy

χ′s(G) ≥ ωs(G). (3.2)

W Obserwacji 2.3 pokazali±my, »e je»eli górne ograniczenie na silny indeks chroma-

tyczny grafu o maksymalnym stopniu ∆ z hipotezy Erd®sa i Ne²et°ila (Hipoteza 2.2)

jest prawdziwe, to jest ono optymalne. Przypomnijmy sobie graf G∆, który dowodzi

tej obserwacji. Dla danego ∆ graf G∆ konstruujemy z cyklu C5 poprzez rozdmuchanie

ka»dego wierzchoªka do zbioru niezale»nego o rozmiarze ∆
2
(dokªadn¡ konstrukcj¦ opisali-

±my w dowodzie wspomnianej obserwacji). Zauwa»my, »e wszystkie kraw¦dzie grafu G∆

tworz¡ w nim siln¡ klik¦. Wiemy zatem, »e istniej¡ grafy, których silne kliki maj¡ 5
4
∆2

kraw¦dzi. W 1990 r. Faudree, Gyárfás, Schelp, i Tuza postawili hipotez¦ mówi¡c¡ o tym,

»e maksymalny rozmiar silnej kliki w gra�e o maksymalnym stopniu ∆ nie przekracza
5
4
∆2.

Hipoteza 3.2 (R. J. Faudree, A. Gyárfás, R. H. Schelp, Zs. Tuza, 1990 [26]). Niech G

b¦dzie grafem o maksymalnym stopniu ∆. Wówczas

ωs(G) ≤

 5
4
∆2, gdy ∆ jest parzyste,

5
4
∆2 − 2∆−1

4
, gdy ∆ jest nieparzyste.

Hipoteza 3.2 wydaje si¦ ªatwiejsza od hipotezy Erd®sa i Ne²et°ila; znane wyniki doty-

cz¡ce silnych klik s¡ mocniejsze od wyników dotycz¡cych silnego indeksu chromatycznego.

Udowodnienie prawdziwo±ci Hipotezy 3.2 byªoby silnym argumentem przemawiaj¡cym za

prawdziwo±ci¡ hipotezy Erd®sa i Ne²et°ila. Badanie maksymalnego rozmiaru silnych klik

w grafach mo»e przeªo»y¢ si¦ na lepsz¡ intuicj¦ odno±nie silnego indeksu chromatycznego.

Co wiemy o maksymalnym rozmiarze silnych klik w gra�e o maksymalnym stopniu

∆? W sposób oczywisty wszystkie ograniczenia na silny indeks chromatyczny s¡ tak»e

ograniczeniami na maksymalny rozmiar silnych klik. O silnych klikach wiadomo jednak
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wi¦cej. Przedstawimy jak w ci¡gu ostatnich 30 lat wygl¡daªy post¦py prac nad znalezie-

niem górnego ograniczenia na rozmiar silnych klik w grafach.

Faudree, Gyárfás, Schelp, i Tuza pokazali, »e silne kliki maj¡ co najwy»ej (2 − ε)∆2

kraw¦dzi.

Twierdzenie 3.3 (R. J. Faudree, A. Gyárfás, R. H. Schelp, Zs. Tuza, 1990 [26]). Niech G

b¦dzie grafem o wystarczaj¡co du»ym maksymalnym stopniu ∆. Wówczas istnieje ε > 0,

taki »e

ωs(G) ≤ (2− ε)∆2.

Przez wiele lat nie pojawiª si¦ »aden nowy wynik dotycz¡cy rozmiaru silnych klik

w grafach. Dopiero w ci¡gu ostatnich kilku lat znacz¡co poprawiono ograniczenie na

ωs(G). W 2015 r. Bruhn i Joos udowodnili, »e silne kliki w gra�e o odpowiednio du»ym

maksymalnym stopniu ∆ maj¡ nie wi¦cej ni» 1, 74∆2 kraw¦dzi.

Twierdzenie 3.4 (H. Bruhn, F. Joos, 2015 [9]). 1 Niech G b¦dzie grafem o maksymalnym

stopniu ∆ > 400. Wówczas

ωs(G) ≤ 1, 74∆2.

W 2016 r. poprawili±my ten wynik.

Twierdzenie 3.5 (M. �-N., 2016 [46]). Niech G b¦dzie grafem o maksymalnym stopniu

∆. Wówczas

ωs(G) ≤ 1, 5∆2.

Dowód Twierdzenia 3.5 przedstawimy w sekcji 3.2.2.

Najlepszy obecnie znany wynik udowodnili Faron i Postle w 2019 r. Pokazali oni, »e

silne kliki w gra�e o maksymalnym stopniu ∆ maj¡ co najwy»ej 4
3
∆2 kraw¦dzi.

Twierdzenie 3.6 (M. Faron, L. Postle, 2019 [24]). Niech G b¦dzie grafem o maksymalnym

stopniu ∆. Wówczas

ωs(G) ≤ 4

3
∆2.

1Praca z peªnym dowodem twierdzenia ukazaªa si¦ w 2018 r.; patrz [10]
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Zauwa»my, »e ograniczenie 4
3
∆2 z Twierdzenia 3.6 jest ju» caªkiem bliskie 5

4
∆2 z Hi-

potezy 3.2. Hipoteza nadal pozostaje jednak otwarta.

Wspominali±my ju», »e Chung, Gyárfás, Trotter i Tuza w 1990 r. udowodnili, »e je-

»eli graf nie zawiera »adnej pary kraw¦dzi w odlegªo±ci wi¦kszej od 2, to wówczas ma co

najwy»ej 5
4
∆2 kraw¦dzi (Twierdzenie 2.8). Oznacza to, »e dla grafów, których wszystkie

kraw¦dzie nale»¡ do silnej kliki, Hipoteza 3.2 jest prawdziwa. Fakt ten nie dowodzi hipo-

tezy w ogólnym przypadku, gdy» nie wszystkie kraw¦dzie musz¡ nale»e¢ do najwi¦kszej

silnej kliki w gra�e.

Przejd¹my teraz do twierdze« dowodz¡cych prawdziwo±¢ Hipotezy 3.2 dla wybranych

klas grafów. W 1990 r. Faudree, Gyárfás, Schelp i Tuza udowodnili, »e maksymalny

rozmiar silnych klik w grafach dwudzielnych o maksymalnym stopniu ∆ jest nie wi¦kszy

od ∆2.

Twierdzenie 3.7 (R. J. Faudree, A. Gyárfás, R. H. Schelp, Zs. Tuza, 1990 [26]). Niech

G b¦dzie grafem dwudzielnym o maksymalnym stopniu ∆. Wówczas

ωs(G) ≤ ∆2.

Ograniczenie to jest osi¡galne; w gra�e peªnym dwudzielnym wszystkie kraw¦dzie two-

rz¡ siln¡ klik¦ (patrz Obserwacja 2.9). Przypomnijmy, »e Faudree, Gyárfás, Schelp, i Tuza

postawili hipotez¦, »e silny indeks grafów dwudzielnych o maksymalnym stopniu ∆ jest

nie wi¦kszy od ∆2 (Hipoteza 2.10). Na podstawie Twierdzenia 3.7 mo»na przypuszcza¢,

»e hipoteza ta jest prawdziwa.

Grafy dwudzielne to grafy, które nie zawieraj¡ cykli o nieparzystej dªugo±ci. Cames

van Batenburg, Kang, i Pirot odkryli ostatnio, »e wystarczy aby graf nie zawieraª tylko

cykli o dªugo±ci 5, aby mo»na byªo ograniczy¢ rozmiar silnych klik przez ∆2.

Twierdzenie 3.8 (W. Cames van Batenburg, R. J. Kang, F. Pirot, 2020 [11]). Niech G

b¦dzie grafem bez C5 o maksymalnym stopniu ∆. Wówczas

ωs(G) ≤ ∆2.

Cames van Batenburg, Kang, i Pirot rozwa»ali tak»e grafy bez nieparzystych cykli o in-

nych dªugo±ciach. Udowodnili, »e rozmiar silnych klik w grafach bez C3 o maksymalnym
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stopniu ∆ wynosi co najwy»ej 5
4
∆2, a w grafach bez C2k+1, gdzie k ≥ 3 i ∆ ≥ 3k2 + 10k,

co najwy»ej ∆2. Tym samym potwierdzili Hipotez¦ 2.10 dla tych klas grafów.

Cames van Batenburg, Kang, i Pirot postawili hipotez¦, »e dla grafów dwudzielnych

z zabronionym parzystym cyklem, maksymalny rozmiar silnych klik jest co najwy»ej li-

niowy wzgl¦dem ∆. Ostatnio na arXiv ukazaªa si¦ praca, w której Cho, Choi, Kim i Park

potwierdzaj¡ silniejsz¡ wersj¦ tej hipotezy. Udowodnili oni liniowe ograniczenie na rozmiar

silnych klik w grafach bez C5 i bez parzystego cyklu.

Twierdzenie 3.9 (E-K. Cho, I. Choi, R. Kim, B. Park, 2020 [14]). Niech G b¦dzie grafem

bez {C5, C2k}, dla pewnego k ≥ 2, o maksymalnym stopniu ∆. Wówczas

� dla k ≥ 4, ωs(G) ≤ k∆− (k − 1).

� dla k ∈ {2, 3}, je»eli G jest tak»e grafem bez C3, to ωs(G) ≤ k∆− (k − 1).

W nast¦pnej sekcji przedstawimy dowody naszych twierdze« ograniczaj¡cych rozmiar

silnych klik w grafach.

3.2 Maksymalny rozmiar silnych klik w grafach � uzy-

skane wyniki

W naszym gªównym twierdzeniu (Twierdzenie 3.5) udowodnili±my ograniczenie na roz-

miar silnych klik w grafach o maksymalnym stopniu ∆ równe 1, 5∆2. Zaczniemy jednak

od przedstawienia dowodu znanego ograniczenia dla grafów dwudzielnych; u»yli±my w nim

podobnej metody, ale dowód ten jest o wiele mniej skomplikowany i pozwoli lepiej zrozu-

mie¢ nasz¡ technik¦. Nast¦pnie przejdziemy do dowodu ograniczenia na rozmiar silnych

klik w grafach bez szponów.

3.2.1 Grafy dwudzielne

Twierdzenie 3.7 (R. J. Faudree, A. Gyárfás, R. H. Schelp, Zs. Tuza, 1990 [26]). Niech

G b¦dzie grafem dwudzielnym o maksymalnym stopniu ∆. Wówczas

ωs(G) ≤ ∆2.
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Dowód Twierdzenia 3.7. Niech H b¦dzie podgrafem grafu G, którego kraw¦dzie tworz¡

siln¡ klik¦ w G, tzn. dla ka»dej pary kraw¦dzi e, f ∈ E(H) zachodzi distG(e, f) ≤ 2.

Poka»emy, »e H ma co najwy»ej ∆2
G kraw¦dzi.

v

∆H

(a) A

v

∆H

≤ ∆H − 1

(b) B

v

∆H

≤ ∆H − 1

≤ ∆G −∆H

≤ ∆H

(c) C

v

∆H

≤ ∆H − 1

≤ ∆G −∆H

≤ ∆H

≤ ∆G −∆H

≤ ∆G −∆H

(d) D

Rysunek 3.2: Zbiory A, B, C, D (na niebiesko). Linie przerywane oznaczaj¡ kraw¦dzie

z G, które nie s¡ w H.

Rozwa»my wierzchoªek v ∈ V (H) o stopniu ∆H ; pami¦tajmy, »e ∆H ≤ ∆G. Kraw¦dzie

grafu H mo»emy podzieli¢ na nast¦puj¡ce zbiory (patrz Rysunek 3.2):

� A = {e ∈ E(H) : v ∈ e}, |A| = ∆H

A jest zbiorem kraw¦dzi grafu H, które s¡ incydentne z v.

Zauwa»my, »e wszystkie inne kraw¦dzie z H s¡ w gra�e G w odlegªo±ci co najwy»ej

2 od wszystkich kraw¦dzi z A.

� B = {e ∈ E(H) : e /∈ A∧∃f∈Ae i f maj¡ wspólny wierzchoªek}, |B| ≤ ∆H(∆H − 1)

B jest zbiorem kraw¦dzi grafu H, które maj¡ wspólny wierzchoªek z przynajmniej

jedn¡ kraw¦dzi¡ z A i nie nale»¡ do A.

� C = {e ∈ E(H) : ∃f∈E(G)(v ∈ f ∧ f /∈ E(H) ∧ e i f maj¡ wspólny wierzchoªek)},

|C| ≤ (∆G −∆H)∆H
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C jest zbiorem kraw¦dzi grafu H, które maj¡ wspólny wierzchoªek z przynajmniej

jedn¡ kraw¦dzi¡ z G−H incydentn¡ z v.

� D = {e ∈ E(H) : e /∈ C ∧ ∀f∈AdistG(e, f) = 2}

D jest zbiorem kraw¦dzi grafu H, które s¡ w gra�e G w odlegªo±ci 2 od wszystkich

kraw¦dzi z A i nie nale»¡ do C.

Niech S b¦dzie podgrafem grafu H indukowanym przez D.

Wierzchoªek, ró»ny od v, który s¡siaduje w G ze wszystkimi s¡siadami v zH, b¦dziemy

nazywa¢ super wierzchoªkiem. Poniewa» G jest grafem dwudzielnym, ka»da kraw¦d¹

z S zawiera dokªadnie jeden super wierzchoªek. Ka»dy s¡siad v z H jest poª¡czony

kraw¦dzi¡ w G z co najwy»ej ∆G − 1 wierzchoªkami ró»nymi od v. Zatem w G jest co

najwy»ej ∆G − 1 super wierzchoªków. Ponadto, ka»dy super wierzchoªek jest incydentny

w S z co najwy»ej ∆G−∆H kraw¦dziami (poniewa» jest dokªadnie ∆H kraw¦dzi ª¡cz¡cych

w G s¡siadów v z H z ka»dym super wierzchoªkiem). Liczno±¢ zbioru S jest wi¦c nie

wi¦ksza od

(∆G − 1)(∆G −∆H).

Mo»emy teraz wyznaczy¢ liczb¦ kraw¦dzi grafu H.

|E(H)| ≤ ∆H+∆H(∆H−1)+(∆G−∆H)∆H+(∆G−1)(∆G−∆H) = ∆2
G−∆G+∆H ≤ ∆2

G,

dowód twierdzenia jest wi¦c kompletny.

3.2.2 Przypadek ogólny � dowód Twierdzenia 3.5

Zanim przejdziemy do wªa±ciwego dowodu, udowodnimy lemat, z którego b¦dziemy

korzysta¢.

Lemat 3.10 (M. �-N., 2016 [46]). Niech G b¦dzie grafem o maksymalnym stopniu ∆, niech

p i w b¦d¡ liczbami caªkowitymi takimi, »e ∆ ≤ p ≤ w i ∆ > w − p. Rozwa»my p pokry¢

wierzchoªkowych grafu G (niekoniecznie ró»nych) takich, »e ka»de pokrycie wierzchoªkowe

zawiera co najwy»ej w wierzchoªków. Zaªó»my dodatkowo, »e dla ka»dego wierzchoªka
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∆

f1(∆) = ∆(3w − p− 2∆)

f2(∆) = w∆

0 3w−p
4

3w−p
2

( 2w−p
2

, w2 − pw
2

)

Rysunek 3.3: Funkcje f1(∆) i f2(∆)

v ∈ V (G) zachodzi deg(v) ≤ w − a, gdzie a jest liczb¡ pokry¢ wierzchoªkowych, które

zawieraj¡ v.

Wówczas graf G ma co najwy»ej w2 − pw
2

kraw¦dzi.

Dowód Lematu 3.10. Niech v ∈ V (G) b¦dzie wierzchoªkiem o stopniu ∆. Wierzchoªek v

nale»y do co najwy»ej w − ∆ pokry¢ wierzchoªkowych (z zaªo»enia lematu), wi¦c ka»dy

s¡siad v nale»y do co najmniej p−w+ ∆ pokry¢ wierzchoªkowych; z zaªo»enia wiemy, »e

p−w+∆ > 0. Zatem ka»dy s¡siad v ma stopie« nie wi¦kszy od w−(p−w+∆) = 2w−p+∆

(z zaªo»enia lematu).

Rozwa»my jedno pokrycie wierzchoªkowe C, które nie zawiera v. Pokrycie to zawiera

dokªadnie ∆ s¡siadów v o stopniach co najwy»ej 2w − p + ∆ i co najwy»ej w − ∆ in-

nych wierzchoªków o stopniach co najwy»ej ∆. Ka»da kraw¦d¹ z G musi by¢ incydentna

z przynajmniej jednym wierzchoªkiem z C, zatem

|E(G)| ≤ f1(∆) = ∆(2w − p−∆) + (w −∆)∆ = ∆(3w − p− 2∆).

ka»de pokrycie zawiera co najwy»ej w wierzchoªków, ka»dy z nich ma stopie« co najwy»ej

∆, st¡d

|E(G)| ≤ f2(∆) = w∆.

Funkcje f1 i f2 przecinaj¡ si¦ w punktach ∆ = 2w−p
2

i ∆ = 0 (patrzy Rysunek 3.3).

Dla p ≤ w oraz w ≥ 0 zachodzi 3w−p
4
≤ 2w−p

2
≤ 3w−p

2
, zatem |E(G)| ≤ f2(2w−p

2
) = w2− pw

2
.

Dowód lematu jest wi¦c kompletny.
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Uwaga 3.11. Ograniczenie z Lematu 3.10 jest osi¡galne. Graf G ma dokªadnie w2 − pw
2

kraw¦dzi dla G = 2K∆,∆, w = p = 2∆ i nast¦puj¡cych pokry¢ wierzchoªkowych: ∆ po-

kry¢ wierzchoªkowych zawieraj¡cych wszystkie wierzchoªki z pierwszej klasy dwudzielno±ci

z obu kopii K∆,∆, a drugie ∆ pokry¢ wierzchoªkowych zawieraj¡cych wszystkie wierzchoªki

z drugiej klasy dwudzielno±ci z obu kopii K∆,∆.

Przedstawimy teraz dowód Twierdzenia 3.5.

Twierdzenie 3.5 (M. �-N., 2016 [46]). Niech G b¦dzie grafem o maksymalnym stopniu

∆. Wówczas

ωs(G) ≤ 1, 5∆2.

Dowód Twierdzenia 3.5. Niech H b¦dzie podgrafem grafu G, którego kraw¦dzie tworz¡

siln¡ klik¦ w G, tzn. dla ka»dej pary kraw¦dzi e, f ∈ E(H) zachodzi distG(e, f) ≤ 2.

Poka»emy, »e H ma co najwy»ej 1, 5∆2
G kraw¦dzi. Pami¦tajmy, »e 0 ≤ ∆H ≤ ∆G.

Je»eli ∆H < 0, 75∆G, wówczas |E(H)| ≤ 2∆G∆H < 1, 5∆2
G, wi¦c twierdzenie jest

udowodnione.

Zaªó»my zatem, »e 0, 75∆G ≤ ∆H ≤ ∆G. Rozwa»my wierzchoªek v ∈ V (H) o stopniu

∆H . Kraw¦dzie grafu H mo»emy podzieli¢ na cztery zbiory, tak samo jak w dowodzie

Twierdzenia 3.7. Przypomnijmy ich de�nicje.

� A = {e ∈ E(H) : v ∈ e}, |A| = ∆H

� B = {e ∈ E(H) : e /∈ A∧∃f∈Ae i f maj¡ wspólny wierzchoªek}, |B| ≤ ∆H(∆H − 1)

� C = {e ∈ E(H) : ∃f∈E(G)(v ∈ f ∧ f /∈ E(H) ∧ e i f maj¡ wspólny wierzchoªek)},

|C| ≤ (∆G −∆H)∆H

� D = {e ∈ E(H) : e /∈ C ∧ ∀f∈A distG(e, f) = 2}

D jest zbiorem kraw¦dzi grafu H, które s¡ w gra�e G w odlegªo±ci 2 od wszystkich

kraw¦dzi z A i nie nale»¡ do C.

Liczno±¢ zbiorów A,B i C jest taka sama, jak w dowodzie Twierdzenia 3.7. Przyj-

rzyjmy si¦ zbiorowi D (patrz Rysunek 3.4). Niech S b¦dzie podgrafem grafu H induko-

wanym przez D.
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v

∆H

≤ ∆H − 1

≤ ∆G −∆H

≤ ∆H

Rysunek 3.4: Zbiór D (na niebiesko). Linie przerywane oznaczaj¡ kraw¦dzie z G, które

nie s¡ w H.

Stwierdzenie 3.12. Graf S ma co najwy»ej ∆2
G − ∆G∆H

2
kraw¦dzi.

Dowód Stwierdzenia 3.12. Zauwa»my, »e ∆S ≤ ∆H ≤ ∆G. Rozpatrzmy dwa przypadki.

Przypadek 1: ∆S ≤ ∆G −∆H

W tym przypadku zachodzi ∆S ≤ 0, 25∆G (poniewa» 0, 75∆G ≤ ∆H ≤ ∆G).

Obliczmy ile kraw¦dzi ma graf S. Ka»dy s¡siad v z H jest poª¡czony kraw¦dzi¡

w G z co najwy»ej ∆G wierzchoªkami, a ka»dy z nich jest incydentny z co najwy»ej ∆S

kraw¦dziami z S; co wi¦cej, ka»da kraw¦d¹ z S zawiera co najmniej jeden taki wierzchoªek.

Zatem

|E(S)| ≤ ∆G∆S ≤ 0, 25∆2
G ≤ ∆2

G −
∆G∆H

2
,

co byªo do udowodnienia.

Przypadek 2: ∆S > ∆G −∆H

Zastosujemy Lemat 3.10 dla grafu S.

Dla p = ∆H i w = ∆G, mamy nast¦puj¡ce p pokry¢ wierzchoªkowych grafu S: dla

ka»dego s¡siada v z H (powiedzmy q), wszystkie wierzchoªki z S, które s¡ poª¡czone

kraw¦dzi¡ w G z q, tworz¡ pokrycie wierzchoªkowe S. Ka»de takie pokrycie zawiera

co najwy»ej w wierzchoªków. Zauwa»my, »e dla ka»dego wierzchoªka u z S zachodzi

degS(u) ≤ ∆G− a, gdzie a jest liczb¡ s¡siadów v z H, którzy s¡ poª¡czeni kraw¦dzi¡ w G
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z u, zatem jest to liczba pokry¢ wierzchoªkowych, które zawieraj¡ u. Zaªo»enia Lematu

3.10 s¡ wi¦c speªnione. Otrzymujemy

|E(S)| ≤ ∆2
G −

∆G∆H

2
,

zatem dowód stwierdzenia jest kompletny.

Mo»emy teraz wyznaczy¢ liczb¦ kraw¦dzi grafu H.

|E(H)| ≤ ∆H + ∆H(∆H − 1) + (∆G−∆H)∆H + ∆2
G−

∆G∆H

2
= ∆2

G +
∆G∆H

2
≤ 1, 5∆2

G,

co ko«czy dowód twierdzenia.

3.2.3 Grafy bez szponów

Z M. D¦bskim udowodnili±my, »e silne kliki w grafach bez szponów o maksymalnym

stopniu ∆ maj¡ co najwy»ej ∆2 + 1
2
∆ kraw¦dzi. Poprzednie najlepsze znane ogranicze-

nie wynikaªo z ograniczenia na silny indeks chromatyczny tej klasy grafów i wynosiªo

1, 125∆2 + ∆ (patrz Twierdzenie 2.26).

Twierdzenie 3.13 (M. D¦bski, M. �-N., 2020+ [21]). Niech G b¦dzie grafem bez szponów

o maksymalnym stopniu ∆. Wówczas

ω
(
L2(G)

)
≤ ∆2 +

1

2
∆.

Zaczniemy od udowodnienia dwóch pomocniczych lematów, które s¡ mody�kacjami

Twierdzenia Turána (Twierdzenie 1.1), przystosowanymi do naszych potrzeb. Dowody

lematów s¡ inspirowane klasycznymi dowodami Twierdzenia Turána (pierwszy u»ywa in-

dukcji, drugi klas równowa»no±ci).

Lemat 3.14 (M. D¦bski, M. �-N., 2020+ [21]). Niech A,B b¦d¡ zbiorami rozª¡cznymi,

takimi »e |A| ≥ |B|. Niech G b¦dzie grafem o zbiorze wierzchoªków V (G) = A ∪ B,

w którym ka»de dwie kraw¦dzie e, f , takie »e e ma oba ko«ce w A, a f ma oba ko«ce w B,

s¡ w odlegªo±ci co najwy»ej 2. Niech eA, eB i eAB oznaczaj¡ odpowiednio liczb¦ kraw¦dzi
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o obu ko«cach w A, liczb¦ kraw¦dzi o obu ko«cach w B i liczb¦ kraw¦dzi o jednym ko«cu

w A, a drugim ko«cu w B. Wówczas

eA + eB − eAB ≤
(
|A|
2

)
.

Dowód Lematu 3.14. Dowód przeprowadzimy przez indukcj¦ ze wzgl¦du na |B|. Za-

uwa»my, »e dla |B| < 2 zachodzi eB = 0, co razem z eA ≤
(|A|

2

)
i eAB ≥ 0 implikuje

poprawno±¢ lematu. Zaªó»my teraz, »e lemat jest prawdziwy, gdy zbiory maj¡ rozmiary

odpowiednio |A| − 2 i |B| − 2.

Niech G b¦dzie grafem maksymalizuj¡cym sum¦ eA + eB − eAB. Rozpatrzmy dwa

przypadki.

Przypadek 1: eA = 0 lub eB = 0. Z zaªo»enia lematu wiemy, »e |A| ≥ |B|, zatem

w tym przypadku zawsze eB = 0. Jako, »e eA ≤
(|A|

2

)
i eAB ≥ 0, to eA + eB − eAB ≤

(|A|
2

)
,

co mieli±my udowodni¢.

Przypadek 2: eA > 0 i eB > 0. Twierdzimy, »e istnieje taka czwórka wierzchoªków

u, v ∈ A i w, x ∈ B, »e uv, vx, wx ∈ E(G) i uw, ux, vw /∈ E(G). Gdyby tak nie byªo,

to dla ka»dej pary kraw¦dzi e, f , takich »e e ma oba ko«ce w A, f ma oba ko«ce w B,

istniaªyby co najmniej 2 kraw¦dzie s¡siednie zarówno z e jak i z f . Usuni¦cie z G kraw¦dzi

o jednym ko«cu w A i jednym ko«cu w B nie naruszyªoby wówczas wymaganych zaªo»e«,

co oznaczaªoby sprzeczno±¢ z maksymalno±ci¡ grafu G.

Niech A′ = A \ {u, v} i B′ = B \ {w, x}. Niech eA′ , eB′ i eA′B′ oznaczaj¡ odpowiednio

liczb¦ kraw¦dzi o obu ko«cach w A′, liczb¦ kraw¦dzi o obu ko«cach w B′ i liczb¦ kraw¦dzi

o jednym ko«cu w A′, a drugim ko«cu w B′. Dla wierzchoªka y ∈ A′∪B′ niech s(y) oznacza

udziaª kraw¦dzi incydentnych z y i z wierzchoªkiem z {u, v, w, x} w sumie eA+eB−eAB; to

znaczy, »e dla y ∈ A′, s(y) jest równe liczbie s¡siadów wierzchoªka y w {u, v} pomniejszonej

o liczb¦ s¡siadów wierzchoªka y w {w, x}, a dla y ∈ B′, s(y) jest równe liczbie s¡siadów

wierzchoªka y w {w, x} pomniejszonej o liczb¦ s¡siadów wierzchoªka y w {u, v}. Mamy

zatem

eA + eB − eAB ≤ eA′ + eB′ − eA′B′ +
∑

y∈A′∪B′
s(y) + 1. (3.3)

Twierdzimy, »e dla wszystkich wierzchoªków y ∈ A′ ∪ B′ zachodzi s(y) ≤ 1. Zaªó»my,
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»e jest przeciwnie, tzn. dla pewnego wierzchoªka y ∈ A′ mamy s(y) ≥ 2. Oznacza to,

»e y jest s¡siadem zarówno u jak i v i nie jest s¡siadem ani w ani x, zatem kraw¦d¹ uy

nie jest w odlegªo±ci ≤ 2 od kraw¦dzi wx, co jest sprzeczne z zaªo»eniami lematu. Ten

sam argument zachodzi dla y ∈ B′ i zamienionych (u, v) oraz (w, x). Po podstawieniu∑
y∈A′∪B′ s(y) ≤ |A′|+ |B′| = |A|+ |B| − 4 do nierówno±ci 3.3 otrzymujemy

eA + eB − eAB ≤ eA′ + eB′ − eA′B′ + |A|+ |B| − 3. (3.4)

Z zaªo»enia indukcyjnego wiemy, »e eA′ + eB′ − eA′B′ ≤
(|A′|

2

)
=
(|A|−2

2

)
, zatem

eA + eB − eAB ≤
(|A| − 2) (|A| − 3)

2
+ |A|+ |B| − 3 =

(
|A|
2

)
+ |B| − |A| , (3.5)

poniewa» |A| ≥ |B|, otrzymujemy

eA + eB − eAB ≤
(
|A|
2

)
,

co ko«czy dowód lematu.

Lemat 3.15 (M. D¦bski, M. �-N., 2020+ [21]). Niech A,B b¦d¡ zbiorami rozª¡cznymi,

a := |A|, b := |B|, a G b¦dzie grafem o zbiorze wierzchoªków V (G) = A ∪ B. Je»eli

speªnione s¡ poni»sze warunki

(i) A nie zawiera zbioru niezale»nego o rozmiarze 3,

(ii) Dla ka»dej trójki wierzchoªków x, y ∈ A i z ∈ B je»eli xy /∈ E(G), to xz ∈ E(G) lub

yz ∈ E(G),

to liczba kraw¦dzi grafu G incydentnych z przynajmniej jednym wierzchoªkiem z A wynosi

co najmniej
(
a
2

)
dla a < b i co najmniej

(
a
2

)
− (a−b)2

4
dla a ≥ b.

Dowód Lematu 3.15. Niech A i B b¦d¡ ustalone, a G b¦dzie grafem o zbiorze wierzchoª-

ków V (G) = A∪B speªniaj¡cym (i) oraz (ii) o minimalnej liczbie kraw¦dzi. W dowodzie

u»yjemy poni»szego stwierdzenia.

Stwierdzenie 3.16. Nie istniej¡ takie trzy wierzchoªki u, v, w ∈ A, dla których zachodzi

uv /∈ E(G) i uw, vw ∈ E(G).
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Dowód Stwierdzenia 3.16. Zaªó»my, »e jest przeciwnie, tzn. istniej¡ takie 3 wierzchoªki

u, v, w. Skonstruujemy graf G′ o mniejszej liczbie kraw¦dzi ni» G, co b¦dzie sprzeczne

z zaªo»eniem o minimalno±ci grafu G. Rozpatrzmy dwa przypadki.

Przypadek 1: Jeden z wierzchoªków u lub v ma mniejszy stopie« ni» w. Bez straty

ogólno±ci rozwa»a« zaªó»my, »e jest to u. Graf G′ tworzymy z G poprzez usuni¦cie wszyst-

kich kraw¦dzi incydentnych z w, dodanie kraw¦dzi z w do wszystkich s¡siadów u (z wyj¡t-

kiem w) oraz dodanie kraw¦dzi uw. Zauwa»my, »e |E(G′)| = |E(G)|−degG(w)+degG(u) <

|E(G)|.

Dla G′ speªniony jest warunek (i) � gdyby w G′ istniaª zbiór niezale»ny S o rozmiarze

3, wówczas S musiaªby zawiera¢ w, bo usun¦li±my tylko kraw¦dzie incydentne z w, a tak»e

S nie mógªby zawiera¢ u, bo uw ∈ E(G′). Jednak wtedy S \ {{w} ∪ {u}} byªby zbiorem

niezale»nym o rozmiarze 3 w G, co jest sprzeczne z zaªo»eniami o G.

Dla G′ speªniony jest równie» warunek (ii). �eby to pokaza¢, rozwa»my wierzchoªki

z ∈ B i x ∈ A, taki »e xw /∈ E(G′). Poniewa» w jest incydentny ze wszystkimi s¡siadami

wierzchoªka u, mamy xu /∈ E(G), zatem xz ∈ E(G) lub uz ∈ E(G) � co oznacza, »e

xz ∈ E(G′) lub wz ∈ E(G′).

Przypadek 2: Oba wierzchoªki u i v maj¡ stopie« nie mniejszy od stopnia w. W tym

przypadku tworzymy graf G′ poprzez usuni¦cie z G wszystkich kraw¦dzi incydentnych z u

i v, dodanie kraw¦dzi z u i v do wszystkich s¡siadów w oraz dodanie kraw¦dzi uv, uw

i vw. Zauwa»my, »e degG′(u) = degG′(v) = degG′(w) = degG(w), ale kraw¦d¹ uv jest

liczona zarówno w degG′(u) jak i w degG′(v). Mamy zatem |E(G′)| = |E(G)|−degG(u)−

degG(v) + 2 degG(w)− 1 < |E(G)|.

Dla G′ speªniony jest warunek (i), poniewa» � tak samo jak w poprzednim przypadku

� dla ka»dego zbioru niezale»nego S w G′ albo S \{{u, v}∪{w}} jest zbiorem niezale»nym

w G o tej samej liczno±ci co S albo S jest rozª¡czny z {u, v, w}.

Dla G′ speªniony jest równie» warunek (ii), poniewa» dla ka»dej pary wierzchoªków

z ∈ B i x ∈ A, takiej »e xu /∈ E(G′) lub xv /∈ E(G′), mamy xw /∈ E(G), zatem zachodzi

xz ∈ E(G′) lub uz, vz, wz ∈ E(G′). Dowód stwierdzenia jest wi¦c kompletny.

Rozwa»my relacj¦ ∼ ⊆ A2, tak¡ »e x ∼ y wtedy i tylko wtedy, gdy xy ∈ E(G) lub
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x = y. Relacja ∼ jest oczywi±cie zwrotna i symetryczna, a ze Stwierdzenia 3.16 wiemy, »e

jest równie» przechodnia, jest ona zatem relacj¡ równowa»no±ci na zbiorze A. Poniewa»

w A nie ma zbiorów niezale»nych o rozmiarze 3, relacja ∼ ma co najwy»ej dwie klasy

abstrakcji.

Niech X b¦dzie mniejsz¡ klas¡ abstrakcji relacji ∼ (je»eli obie klasy s¡ równe, niech X

b¦dzie jedn¡ z nich), zauwa»my, »e X mo»e by¢ zbiorem pustym. Niech x := |X|, a := |A|

i b := |B|.

Stwierdzenie 3.17. Ka»dy wierzchoªek nale»¡cy do B ma co najmniej x s¡siadów w A.

Dowód Stwierdzenia 3.17. Niech z b¦dzie wierzchoªkiem nale»¡cym do B. Zauwa»my, »e

albo z s¡siaduje ze wszystkimi wierzchoªkami z A \ X � co daje co najmniej a − x ≥ x

s¡siadów z w A � albo z nie s¡siaduje z pewnym wierzchoªkiem v ∈ A \ X. W drugim

przypadku, z warunku (ii), z musi s¡siadowa¢ ze wszystkimi wierzchoªkami z X, co daje

co najmniej x s¡siadów w A. Dowód stwierdzenia jest wi¦c kompletny.

Policzmy teraz kraw¦dzie z G incydentne z co najmniej jednym wierzchoªkiem z A.

Z de�nicji X, mamy dokªadnie
(
x
2

)
+
(
a−x

2

)
kraw¦dzi o obu ko«cach w A. Ze Stwierdzenia

3.17 wiemy, »e kraw¦dzi o jednym ko«cu w A, a drugim ko«cu w B jest co najmniej bx.

Razem mamy zatem co najmniej

f(x) :=

(
a

2

)
+ x2 + (b− a)x

kraw¦dzi.

Zauwa»my, »e f(x) jest funkcj¡ kwadratow¡ z minimum w xmin = a−b
2
, która jest

rosn¡ca dla x > xmin. Mamy zatem

f(x) ≥

 f(xmin), dla xmin ≥ 0,

f(0), dla xmin < 0,

co jest równe

f(x) ≥


(
a
2

)
− (a−b)2

4
, dla a ≥ b,(

a
2

)
, dla a < b.

Dowód lematu jest wi¦c kompletny.
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Przejdziemy teraz do dowodu Twierdzenia 3.13. Pocz¡tkowa cz¦±¢ dowodu jest po-

dobna do dowodu Twierdzenia 2.26, w którym dla danej kraw¦dzi e liczyli±my ile mak-

symalnie kraw¦dzi mo»e by¢ w odlegªo±ci co najwy»ej 2 od e. Tym razem wymagamy

dodatkowo, »eby wszystkie te kraw¦dzie byªy od siebie w odlegªo±ci nie wi¦kszej od 2, co

pozwala nam na poprawienie staªej przy ∆2 z 1, 125 na 1.

Dowód Twierdzenia 3.13. Niech v1, v2 ∈ V (G) b¦d¡ wierzchoªkami grafu G, takimi »e kra-

w¦d¹ e = v1v2 ∈ E(G) nale»y do najwi¦kszej silnej kliki w G. Niech H b¦dzie podgrafem

G zawieraj¡cym wszystkie kraw¦dzie z tej silnej kliki.

Zbiory D1, D2, D3 oraz zmienne d1, d2, d3 de�niujemy analogicznie jak w dowodzie

Twierdzenia 2.26: niech D1 b¦dzie zbiorem wierzchoªków z G s¡siaduj¡cych z v1 i nies¡sia-

duj¡cych z v2, D2 b¦dzie zbiorem wierzchoªków z G s¡siaduj¡cych z v2 i nies¡siaduj¡cych

z v1, a D3 b¦dzie zbiorem wierzchoªków z G s¡siaduj¡cych z v1 i v2 (patrz Rysunek 3.5),

niech d1 := |D1|, d2 := |D2| i d3 := |D3|. Nast¦puj¡ce ograniczenia s¡ oczywiste:

d1, d2, d3 ≥ 0, (2.1)

d1, d2, d3 ≤ ∆− 1, (2.2)

d1 + d3 ≤ ∆− 1, (2.3)

d2 + d3 ≤ ∆− 1. (2.4)

Bez straty ogólno±ci rozwa»a« mo»emy zaªo»y¢, »e d1 ≥ d2.

v1 v2

e

D1

D3

D2

Rysunek 3.5: Zbiory D1, D2, D3.

Zauwa»my, »e G[D1] i G[D2] s¡ grafami peªnymi, a G[D3] nie zawiera zbiorów nieza-

le»nych o rozmiarze wi¦kszym b¡d¹ równym 3 (inaczej w G powstaªby indukowany szpon

� szczegóªowe uzasadnienie przedstawili±my w dowodzie Twierdzenia 2.26).

63



Zauwa»my, »e ka»da kraw¦d¹ z H jest w gra�e G w odlegªo±ci co najwy»ej 2 od

e. Zatem ka»da kraw¦d¹ z H, z wyª¡czeniem e, jest incydentna z co najmniej jednym

wierzchoªkiem z D1 ∪D2 ∪D3. Policzymy teraz kraw¦dzie grafu H. Twierdzimy, »e jest

ich co najwy»ej

∆ (d1 + d2 + d3)−
(
d1

2

)
− 2

(
d2

2

)
−
(
d3

2

)
+ 1 + Id3>d1+d2

(d3 − d1 − d2)2

4
, (3.6)

gdzie Idi>d3+1 wynosi 1 gdy di > d3 + 1, a 0 w przeciwnym przypadku.

Ograniczenie (3.6) uzyskali±my w nast¦puj¡cy sposób.

Na pocz¡tku liczymy kraw¦dzie o dokªadnie jednym ko«cu w D1 ∪ D2. Wszystkie

wierzchoªki z D1 ∪D2 s¡ incydentne z co najwy»ej ∆(d1 + d2) kraw¦dziami. Zauwa»my,

»e niektóre kraw¦dzie policzyli±my tu dwukrotnie, a nie powinni±my ich na razie liczy¢

wcale. S¡ to kraw¦dzie o obu ko«cach w D1 (jest ich ∆d1, bo G[D1] jest grafem peªnym),

obu ko«cach w D2 (jest ich ∆d2, bo G[D2] tak»e jest grafem peªnym) oraz o jednym ko«cu

w D1, a drugim ko«cu w D2 (oznaczmy ich liczb¦ przez eD1D2). Zatem liczba kraw¦dzi

o dokªadnie jednym ko«cu w D1 ∪D2 wynosi co najwy»ej

∆(d1 + d2)− 2

(
d1

2

)
− 2

(
d2

2

)
− 2eD1D2 . (3.7)

Teraz dodamy kraw¦dzie o obu ko«cach w D1∪D2. Niech eD1 oznacza liczb¦ kraw¦dzi

grafu H z G[D1], a eD2 oznacza liczb¦ kraw¦dzi grafu H z G[D2]. Liczba kraw¦dzi w H

o obu ko«cach w D1 ∪D2 wynosi

eD1 + eD2 + eD1D2 . (3.8)

Suma (3.7) i (3.8) jest równa

∆(d1 + d2)− 2

(
d1

2

)
− 2

(
d2

2

)
+ eD1 + eD2 − eD1D2 . (3.9)

Niech S b¦dzie grafem o zbiorze wierzchoªków D1 ∪ D2, takim »e xy ∈ E(S) je»eli

x ∈ D1, y ∈ D2 i xy ∈ E(G) lub x, y ∈ Di i xy ∈ E(H). Graf S speªnia zaªo»enia Lematu

3.14 z A = D1 i B = D2. Zatem eD1 + eD2 − eD1D2 ≤
(
d1

2

)
. Wobec tego (3.9) jest nie

wi¦ksze od

∆(d1 + d2)−
(
d1

2

)
− 2

(
d2

2

)
. (3.10)
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W kolejnym kroku, do (3.10) dodamy kraw¦dzie zH, które s¡ incydentne z co najmniej

jednym wierzchoªkiem z D3; jest ich co najmniej ∆d3. Otrzymujemy

∆(d1 + d2 + d3)−
(
d1

2

)
− 2

(
d2

2

)
. (3.11)

Kraw¦dzie o jednym ko«cu w D1 ∪ D2, a drugim ko«cu w D3 oraz kraw¦dzie o obu

ko«cach w D3, zostaªy w (3.11) policzone podwójnie, nale»y wi¦c je odj¡¢. Policzymy

je przy pomocy Lematu 3.15. Niech S b¦dzie podgrafem G indukowanym przez V (S) =

D1 ∪ D2 ∪ D3. Zauwa»my, »e dla ka»dej trójki wierzchoªków x, y ∈ D3 i z ∈ D1 ∪ D2

je»eli xy /∈ E(S), wówczas xz ∈ E(S) lub yz ∈ E(S) (inaczej powstaªby indukowany

szpon). Co wi¦cej, wiemy, »e D3 nie zawiera zbioru niezale»nego o rozmiarze 3. Zatem

graf S speªnia zaªo»enia Lematu 3.15 z A = D3 i B = D1 ∪D2. Wobec tego suma liczby

kraw¦dzi o jednym ko«cu w D1 ∪ D2, a drugim ko«cu w D3 oraz liczby kraw¦dzi o obu

ko«cach w D3 wynosi co najmniej
(
d3

2

)
− Id3>d1+d2

(d3−d1−d2)2

4
. Po odj¦ciu tej liczby od

(3.11) otrzymujemy

∆(d1 + d2 + d3)−
(
d1

2

)
− 2

(
d2

2

)
−
(
d3

2

)
+ Id3>d1+d2

(d3 − d1 − d2)2

4
. (3.12)

Nie policzyli±my jeszcze kraw¦dzi e. Po dodaniu 1 do (3.12), otrzymujemy (3.6).

W dalszej cz¦±ci dowodu u»yjemy poni»szego stwierdzenia. Jego dowód umieszczony

jest po niniejszym dowodzie.

Stwierdzenie 3.18. Warto±¢ wyra»enia (3.6), przy ograniczeniach (2.1)-(2.4), wynosi

co najwy»ej ∆2 + 1
2
∆.

Ze Stwierdzenia 3.18, dowód twierdzenia jest kompletny.

Dowód Stwierdzenia 3.18. Pochodna cz¡stkowa z (3.6) po d1 wynosi

∆− d1 +
1

2
+ Id3>d1+d2

d1 + d2 − d3

2
. (3.13)

Gdy d3 ≤ d1 + d2, wyra»enie (3.13) ma warto±¢ wi¦ksz¡ od 0 z (2.2). W przeciwnym

przypadku (3.13) jest równe ∆+ 1
2
+d2+d3, co jest wi¦ksze od 0 na podstawie (2.4). Zatem

(3.6) jest rosn¡ce wzgl¦dem d1. Z (2.3) wynika, »e wyra»enie (3.6) jest maksymalizowane
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dla d1 = ∆− d3 − 1, zatem jego warto±¢ wynosi co najwy»ej

∆(∆−1+d2)−
(

∆− d3 − 1

2

)
−2

(
d2

2

)
−
(
d3

2

)
+1+Id3>∆−d3−1+d2

(d3 −∆ + d3 + 1− d2)2

4
=

∆(∆−1+d2)−1

2
(∆−d3−1)2+

1

2
(∆−d3−1)−d2

2+d2−
1

2
d2

3+
1

2
d3+I

d3>
∆+d2−1

2

(2d3 − d2 −∆ + 1)2

4
=

− d2
2 + d2 + ∆d2 − d2

3 − d3 + ∆d3 +
1

2
∆2 +

1

2
∆ + I

d3>
∆+d2−1

2

(2d3 − d2 −∆ + 1)2

4
. (3.14)

Rozwa»my nast¦puj¡ce przypadki.

Przypadek 1: d3 >
∆+d2−1

2
, czyli

d2 < 2d3 −∆ + 1. (3.15)

Pochodna cz¡stkowa z (3.14) po d2 wynosi

− 2d2 + 1 + ∆ +
1

2
d2 − d3 +

1

2
∆− 1

2
= −3

2
d2 − d3 +

3

2
∆ +

1

2
, (3.16)

co jest wi¦ksze od 0 na podstawie (2.4). Wyra»enie (3.16) osi¡ga zatem warto±¢ mak-

symaln¡ dla maksymalnego d2. Rozpatrzmy dwa przypadki.

Przypadek 1.1: 2d3 −∆ + 1 ≤ ∆− d3 − 1, co jest równowa»ne

d3 ≤
2∆− 2

3
. (3.17)

W tym przypadku u»ywamy górnego ograniczenia na d2 z zaªo»enia Przypadku 1, tzn.

podstawiamy d2 = 2d3 −∆ + 1. Oznacza to, »e wyra»enie (3.14) jest nie wi¦ksze od

−(2d3 −∆ + 1)2 + 2d3 −∆ + 1 + ∆(2d3 −∆ + 1)− d2
3 − d3 + ∆d3 +

1

2
∆2 +

1

2
∆ =

− 5d2
3 − 3d3 + 7∆d3 −

3

2
∆2 +

5

2
∆. (3.18)

Pochodna z (3.18) po d3 wynosi

− 10d3 − 3 + 7∆, (3.19)

co jest wi¦ksze od 0 z (3.17). Wyra»enie (3.18) osi¡ga zatem maksymaln¡ warto±¢ dla

d3 = 2∆−2
3

, która wynosi

−5(
2∆− 2

3
)2 − 3(

2∆− 2

3
) + 7∆(

2∆− 2

3
)− 3

2
∆2 +

5

2
∆ =

66



−20

9
∆2 +

40

9
∆− 20

9
− 25

6
∆ + 2 +

19

6
∆2 =

17

18
∆2 +

5

18
∆− 2

9
. (3.20)

Przypadek 1.2: d3 >
2∆−2

3
. W tym przypadku u»ywamy ograniczenia 2.4, tzn.

podstawiamy d2 = ∆− d3 − 1. Oznacza to, »e wyra»enie (3.14) jest nie wi¦ksze od

−(∆−d3−1)2+∆−d3−1+∆(∆−d3−1)−d2
3−d3+∆d3+

1

2
∆2+

1

2
∆+

(3d3 − 2∆ + 2)2

4
=

1

4
d2

3 − d3 −∆d3 +
3

2
∆2 +

1

2
∆− 1. (3.21)

Pochodna z (3.21) po d3 wynosi

1

2
d3 − 1−∆, (3.22)

co jest mniejsze od 0 na podstawie (2.2). Wyra»enie (3.21) osi¡ga zatem maksymaln¡

warto±¢ dla minimalnego d3 = 2∆−2
3

, która wynosi

1

4
(
2∆− 2

3
)2 − 2∆− 2

3
−∆

2∆− 2

3
+

3

2
∆2 +

1

2
∆− 1 =

1

9
∆2 − 2

9
∆ +

1

9
− 2

3
∆ +

2

3
− 2

3
∆2 +

2

3
∆ +

3

2
∆2 +

1

2
∆− 1 =

17

18
∆2 +

5

18
∆− 2

9
. (3.23)

Przypadek 2: d3 ≤ ∆+d2−1
2

, czyli

d2 ≥ 2d3 −∆ + 1. (3.24)

w tym przypadku I
d3>

∆+d2−1
2

ma warto±¢ 0, zatem (3.14) jest równe

− d2
2 + d2 + ∆d2 − d2

3 − d3 + ∆d3 +
1

2
∆2 +

1

2
∆. (3.25)

Zauwa»my, »e (3.25) jest sum¡ dwóch funkcji

f1(d2) = −d2
2 + d2 + ∆d2 (3.26)

i

f2(d3) = −d2
3 − d3 + ∆d3 +

1

2
∆2 +

1

2
∆. (3.27)
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Pochodna z f1 po d2 wynosi −2d2 + 1 + ∆, zatem f1 osi¡ga swoje jedyne globalne

maksimum dla d2 = ∆+1
2
. Wynosi ono

− 1

4
∆2 − 1

2
∆− 1

4
+

1

2
∆2 +

1

2
∆ +

1

2
∆ +

1

2
=

1

4
∆2 +

1

2
∆ +

1

4
. (3.28)

Pochodna z f2 po d3 wynosi −2d3 − 1 + ∆, zatem f2 osi¡ga swoje jedyne globalne

maksimum dla d3 = ∆−1
2
. Wynosi ono

− 1

4
∆2 +

1

2
∆− 1

4
+

1

2
∆2 − 1

2
∆− 1

2
∆ +

1

2
+

1

2
∆2 +

1

2
∆ =

3

4
∆2 +

1

4
. (3.29)

Maksimum z (3.25) wynosi zatem co najwy»ej

∆2 +
1

2
∆ +

1

2
. (3.30)

Zauwa»my, »e d2 = ∆+1
2

i d3 = ∆−1
2

nie speªniaj¡ (2.4). Wiemy, »e jedyne globalne

maksimum (3.25) wynosi (3.30), zatem maksymalna warto±¢ (3.25) dla d2, d3 ograniczo-

nych przez (2.4) jest ostro mniejsza od (3.30). Co wi¦cej, interesuj¡ nas tylko caªkowite

warto±ci ∆. Maksymalna warto±¢ wyra»enia (3.25), przy ograniczeniu (2.4), wynosi wi¦c

co najwy»ej

∆2 +
1

2
∆. (3.31)

Poniewa» wyra»enia (3.20), (3.23) i (3.31) s¡ wszystkie nie wi¦ksze od ∆2+ 1
2
∆, warto±¢

(3.6) wynosi tak»e co najwy»ej ∆2 + 1
2
∆, co ko«czy dowód stwierdzenia.

3.3 Kierunek dalszych bada«

Najlepsze znane górne ograniczenie na rozmiar silnej kliki w gra�e o maksymalnym

stopniu ∆ zostaªo udowodnione przez Farona i Postle'a i wynosi 4
3
∆2 (patrz Twierdzenie

3.6). Dolne ograniczenie wynosi 5
4
∆2. Gª¦boko wierzymy, »e hipoteza, któr¡ postawili

Faudree, Gyárfás, Schelp, i Tuza (Hipoteza 3.2) jest prawdziwa, tzn. »e 5
4
∆2 jest tak»e

górnym ograniczeniem na rozmiar silnych klik w grafach. Ka»da poprawa ograniczenia
4
3
∆2 b¦dzie ciekawa i pouczaj¡ca.

Przypomnijmy, »e najlepsze znane ograniczenie na silny indeks chromatyczny gra-

fów o maksymalnym stopniu ∆ zostaªo udowodnione przez Bonamy, Perretta i Postle'a
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i wynosi 1, 835∆2 (patrz Twierdzenie 2.7). Gdyby Hipoteza Reed'a (Hipoteza 1.2) byªa

prawdziwa, z ograniczenia na rozmiar silnych klik w grafach wynikaªoby, »e silny indeks

chromatyczny grafów o maksymalnym stopniu ∆ jest nie wi¦kszy od
⌈

5
3
∆2
⌉
, co znacznie

poprawiaªoby obecne wyniki. Jako »e udowodniona jest uªamkowa wersja tej hipotezy

(Twierdzenie 1.3), z twierdzenia Farona i Postle'a (Twierdzenie 3.6) wynika, »e uªamkowy

silny indeks chromatyczny grafów o maksymalnym stopniu ∆ jest nie wi¦kszy od 5
3
∆2.

De�nicja 3.19. Niech G b¦dzie grafem, a M(G) zbiorem indukowanych skojarze« z G.

Uªamkowym silnym kolorowaniem kraw¦dzi grafu G nazywamy odwzorowanie cf :

M(G)→ [0, 1], dla którego dla ka»dej kraw¦dzi e ∈ E(G) zachodzi

∑
m∈M(G):e∈m

cf (m) = 1.

Wag¦ α uªamkowego kolorowania de�niujemy jako

α =
∑

m∈M(G)

cf (m),

w tym przypadku mówimy, »e G ma uªamkowe silne α−kolorowanie kraw¦dzi.

Uªamkowy silny indeks chromatyczny grafu G, oznaczany przez χ′fs(G), to in�-

mum po wszystkich dodatnich α, dla których G ma uªamkowe silne α−kolorowanie kra-

w¦dzi.

Obserwacja 3.20. Niech G b¦dzie grafem o maksymalnym stopniu ∆. Wówczas uªam-

kowy silny indeks chromatyczny G wynosi co najwy»ej 5
3
∆2.

Dowód Obserwacji 3.20. Niech L b¦dzie kwadratem grafu kraw¦dziowego grafu G. Uªam-

kowy silny indeks chromatyczny grafu G jest równy uªamkowej liczbie chromatycznej grafu

L.

Maksymalny stopie« grafu L wynosi co najwy»ej 2∆2−2∆. Z Twierdzenia 3.6 wiemy,

»e ω(L) ≤ 4
3
∆2. Z Twierdzenia Molloya i Reeda (Twierdzenie 1.3) wynika, »e

χ′fs(G) ≤
4
3
∆2 + 2∆2 − 2∆ + 1

2
=

5

3
∆2 −∆ + 0.5 ≤ 1.75∆2,

co ko«czy dowód twierdzenia.
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Dla grafów bez szponów o maksymalnym stopniu ∆ udowodnili±my, »e silne kliki

maj¡ co najwy»ej ∆2 + 1
2
∆ kraw¦dzi. Jednocze±nie najwi¦ksza silna klika w grafach

bez szponów, jak¡ udaªo nam si¦ skonstruowa¢, ma ok. 9
16

∆2 kraw¦dzi (jej konstrukcj¦

opisali±my w sekcji 2.3.4). Chcieliby±my skonstruowa¢ graf o wi¦kszej silnej klice albo

poprawi¢ nasze górne ograniczenie.

Ciekawym kierunkiem bada« jest tak»e szukanie ograniczenia na maksymalny rozmiar

silnych klik w grafach bez K1,r o maksymalnym stopniu ∆ dla r > 3. Jedynym znanym

ograniczeniem jest
(
2− 1

r−2

)
∆2 − r−4

r−2
∆ − 1

r−2
, które wynika z ograniczenia na silny in-

deks chromatyczny grafów bez K1,r (patrz Twierdzenie 2.28). Czy mo»na powiedzie¢ co±

wi¦cej o silnych klikach w tej klasie grafów? Szczególnie interesuj¡cy byªby wynik dla

grafów przeci¦¢ dysków jednostkowych (które s¡ grafami bez K1,6), dla których wiemy,

»e silny indeks chromatyczny jest nie wi¦kszy od 1, 625∆2 (patrz Twierdzenie 2.29). Po-

nownie, interesuje nas zarówno konstrukcja du»ej silnej kliki, jak i poprawienie górnego

ograniczenia.
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Rozdziaª 4

t−silne kliki w grafach

4.1 Wprowadzenie

4.1.1 Uogólnienie silnego kolorowania kraw¦dzi grafów

Przypomnijmy, »e w silnym kolorowaniu kraw¦dzi grafu G wymagamy, aby ka»de dwie

kraw¦dzie z G, które s¡ w odlegªo±ci co najwy»ej 2, dostaªy ró»ne kolory. Kolorowanie to

odpowiada poprawnemu kolorowaniu wierzchoªków grafu L2(G). Erd®s i Ne²et°il w 1985

r. postawili hipotez¦, która mówi, »e dla ka»dego grafu o maksymalnym stopniu ∆ wy-

starczy 5
4
∆2 kolorów, aby móc silnie pokolorowa¢ jego kraw¦dzie (Hipoteza 2.2). Bonamy,

Perrett i Postle w 2018 r. udowodnili najlepsze znane górne ograniczenie na silny indeks

chromatyczny, równe 1, 835∆2 (Twierdzenie 2.7). Zastanówmy si¦ co si¦ stanie, gdy b¦-

dziemy wymaga¢, aby wszystkie kraw¦dzie, które s¡ w odlegªo±ci nie wi¦kszej od t dostaªy

ró»ne kolory? Ilu kolorów b¦dziemy wówczas potrzebowa¢?

De�nicja 4.1. Niech G b¦dzie grafem, a t ≥ 2 b¦dzie liczb¡ caªkowit¡.

Kolorowanie kraw¦dzi grafu G nazywamy t−silnym, je»eli »adne dwie kraw¦dzie w od-

lego±ci co najwy»ej t nie maj¡ tego samego koloru.

Silnym indeksem chromatycznym grafu G nazywamy najmniejsz¡ mo»liw¡ liczb¦

kolorów w t−silnym kolorowaniu kraw¦dzi G.

Silny indeks chromatyczny grafu G jest równy liczbie chromatycznej grafu Lt(G).
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Celem naszych bada« jest okre±lenie jak du»y mo»e by¢ t−silny indeks chromatyczny

grafów o maksymalnym stopniu ∆. Zde�niujmy, dla ka»dego caªkowitego t ≥ 2, bt jako

najmniejsz¡ staª¡, tak¡ »e dla ka»dego grafu G o wystarczaj¡co du»ym maksymalnym

stopniu ∆, t−silny indeks chromatyczny G jest nie wi¦kszy od bt∆t.

W Rozdziale 2 opisali±my znane ograniczenia na 2−silny indeks chromatyczny (na-

zywany silnym indeksem chromatycznym). O wiele mniej wiadomo o t−silnym indeksie

chromatycznym dla t > 2.

Z prostego algorytmu zachªannego wynika górne ograniczenie na t−silny indeks chro-

matyczny grafów o maksymalnym stopniu ∆ równe 2
∑t

i=1(∆− i)i + 1 (bt jest wi¦c równe

co najwy»ej 2). W 2014 r. Kaiser i Kang udowodnili, »e bt ≤ 2− ε dla ε = 0, 00008. Jest

to najlepsze znane górne ograniczenie.

Twierdzenie 4.2 (T. Kaiser, R. J. Kang, 2014 [34]). Niech ε = 0, 00008, a t ≥ 2 b¦dzie

liczb¡ caªkowit¡. Dla wystarczaj¡co du»ego ∆0, t−silny indeks chromatyczny ka»dego grafu

o maksymalnym stopniu ∆ ≥ ∆0 jest nie wi¦kszy od (2− ε)∆t.

Niewiele wiadomo tak»e o dolnym ograniczeniu na t− silny indeks chromatyczny gra-

fów. Istniej¡ konstrukcje grafów dwudzielnych, ±wiadcz¡ce o tym, »e b3, b4, b6 ≥ 1 (co

ciekawe nie jest znana taka konstrukcja dla t = 5), jednak w ogólnym przypadku dolne

ograniczenie na bt d¡»y do 0 wraz z t d¡»¡cym do niesko«czono±ci (patrz [34] i [35]).

W 2012 r. Kang i Manggala pokazali konstrukcj¦ grafów regularnych o dowolnie du»ym

maksymalnym stopniu ∆, które wymagaj¡ 1
2(t−1)t−1 ∆t kolorów w t−silnym kolorowaniu

kraw¦dzi (patrz [35]).

4.1.2 Uogólnienie silnych klik

Przypomnijmy, »e siln¡ klik¡ w gra�e G, nazywamy podzbiór kraw¦dzi G, w którym

ka»de dwie kraw¦dzie s¡ od siebie w odlegªo±ci nie wi¦kszej od 2 w G. Silne kliki w gra�e

G odpowiadaj¡ klikom w gra�e L2(G). W poprzedniej sekcji przedstawili±my problem

t−silnego kolorowania kraw¦dzi grafów. Zde�niujmy t−siln¡ klik¦ w gra�e jako zbiór

tych kraw¦dzi z G, dla których odpowiadaj¡ce im wierzchoªki z Lt(G) parami s¡siaduj¡
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ze sob¡; kraw¦dzie te musz¡ wi¦c otrzyma¢ ró»ne kolory w t−silnym kolorowaniu kraw¦dzi

grafu G.

De�nicja 4.3. Niech G b¦dzie grafem, a t ≥ 2 b¦dzie liczb¡ caªkowit¡.

t−siln¡ klik¡ w gra�e G nazywamy podzbiór kraw¦dzi G, w którym ka»de dwie kra-

w¦dzie s¡ od siebie w odlegªo±ci nie wi¦kszej od t w G.

t−silne kliki w gra�e G odpowiadaj¡ klikom w gra�e Lt(G).

Chcemy znale¹¢ odpowied¹ na pytanie: ile maksymalnie kraw¦dzi mo»e zawiera¢

t−silna klika w gra�e o maksymalnym stopniu ∆? Zde�niujmy, dla ka»dego caªkowi-

tego t ≥ 2, ct jako najmniejsz¡ staª¡, tak¡ »e dla ka»dego grafu G o wystarczaj¡co du»ym

maksymalnym stopniu ∆, t−silne kliki w G maj¡ co najwy»ej ct∆t kraw¦dzi.

W sposób oczywisty ct nie mo»e by¢ wi¦ksze od bt. Mo»liwe jest, »e dla danego grafu

G, maksymalny rozmiar t−silnej kliki w G jest mniejszy od t−silnego indeksu chromatycz-

nego tego grafu. Przypuszczamy jednak, »e górne ograniczenia na rozmiar t−silnych klik

i na t−silny indeks chromatyczny s¡ sobie równe. Wszystkie kraw¦dzie grafów regularnych

o dowolnie du»ym maksymalnym stopniu ∆ z konstrukcji Kanga i Manggali (patrz [35])

tworz¡ t−silne kliki; najlepszym znanym dolnym ograniczeniem na bt jest wi¦c, tak samo

jak na ct, 1
2(t−1)t−1 .

W Rozdziale 3 opisali±my znane ograniczenia na rozmiar 2−silnych klik (nazywanych

silnymi klikami). Najlepsze znane górne ogranicze« zostaªo udowodnione w 2019 r. przez

Farona i Postle'a i wynosi 4
3
∆2 (Twierdzenie 3.6). Dla t > 2 pierwszym znanym górnym

ograniczeniem na ct jest udowodnione przez nas 1, 75.

Twierdzenie 4.4 (M. D¦bski, M. �-N., 2019 [22]). Niech G b¦dzie grafem o maksymalnym

stopniu ∆. Dla ka»dego t ≥ 2 rozmiar t−silnej kliki w G wynosi co najwy»ej 1, 75∆t +

O (∆t−1).

Dowód Twierdzenia 4.4 przedstawimy w sekcji 4.2.2.

Dla grafów dwudzielnych udowodnili±my ograniczenie na rozmiar t−silnych klik rz¦du

∆t. Grafy dwudzielne, ±wiadcz¡ce o tym, »e b3, b4, b6 ≥ 1, s¡ t−silnymi klikami, zatem

c3, c4, c6 ≥ 1. Nasze ograniczenie jest wi¦c asymptotycznie optymalne dla t = 3, 4, 6.
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Twierdzenie 4.5 (M. D¦bski, M. �-N., 2019 [22]). Niech G b¦dzie grafem dwudzielnym

o maksymalnym stopniu ∆. Dla ka»dego t ≥ 2 rozmiar t−silnej kliki w G wynosi co

najwy»ej ∆t +O (∆t−1).

Dowód Twierdzenia 4.5 przedstawimy w sekcji 4.2.1.

Twierdzenia 4.4 i 4.5 przedstawiaj¡ ograniczenia na rozmiar t−silnych klik w postaci

iloczynu pewnej staªej i ∆t. Mo»liwe jest jednak, »e prawdziwe ograniczenie jest du»o

ni»sze, tzn. »e ct d¡»y do 0 wraz z t d¡»¡cym do niesko«czono±ci. Takie ograniczenia

udowodnili±my dla grafów bez szponów i ogólniej dla grafów bez K1,r (sekcja 4.2.3).

4.1.3 Powi¡zanie z problemem stopnia-±rednicy

Szukanie maksymalnego rozmiaru t−silnych klik w grafach jest powi¡zane ze znanym

problemem stopnia�±rednicy (ang. degree-diameter problem). W problemie stopnia�

±rednicy szukamy maksymalnej mo»liwej liczby wierzchoªków w gra�e o maksymalnym

stopniu ∆ i ±rednicy D (przypomnijmy, »e ±rednica grafu to najwi¦ksza mo»liwa odle-

gªo±¢ pomi¦dzy dwoma wierzchoªkami w gra�e); liczb¦ t¦ oznaczamy przez n∆,D. Powi¡-

zanie pomi¦dzy problemem szukania maksymalnego rozmiaru t−silnych klik w grafach

i problemem stopnia�±rednicy przedstawia poni»sza obserwacja (patrz [22]).

Obserwacja 4.6. Dla dowolnych t ≥ 2 i ∆ istnieje graf o maksymalnym stopniu ∆

i t−silnej klice zawieraj¡cej co najmniej 1
2
∆n∆,t−1 −O(∆2) kraw¦dzi.

Dowód Obserwacji 4.6. We¹my graf G o maksymalnym stopniu ∆, ±rednicy t − 1 i naj-

wi¦kszej mo»liwej liczbie wierzchoªków, czyli n∆,t−1. Nast¦pnie dodajmy do niego naj-

wi¦ksz¡ mo»liw¡ liczb¦ kraw¦dzi, tak aby prawie ka»dy wierzchoªek miaª stopie« ∆. Za-

uwa»my, »e co najwy»ej ∆ wierzchoªków ma stopie« mniejszy od ∆ (gdyby byªo ich wi¦cej

mogliby±my doda¢ kolejn¡ kraw¦d¹). Graf G ma wi¦c teraz co najmniej 1
2
∆n∆,t−1−O(∆2)

kraw¦dzi. Poniewa» ±rednica G wynosi t− 1, to ka»de dwie kraw¦dzie s¡ w odlegªo±ci co

najwy»ej t; zatem wszystkie kraw¦dzie grafu G tworz¡ t−siln¡ klik¦, co ko«czy dowód.

W ogólnym przypadku niewiele wiadomo o warto±ci n∆,D. Oczywi±cie n∆,D ≤ (1 +

o(1))∆D, ale wydaje si¦, »e poprawienie tego ograniczenia jest niezwykle trudne (patrz

74



[38]). Najlepsze znane dolne ograniczenie na n∆,D to wynik Canale'a i Gómeza; udowodnili

oni, »e dla wystarczaj¡co du»ej ±rednicy D i niesko«czenie wielu warto±ci ∆ zachodzi

n∆,D ≥
(

∆
(1,59)

)D
.

Twierdzenie 4.7 (E. A. Canale, J. Gómez, 2005 [35]). Istniej¡ staªe D0 i α < 1, 59, takie

»e dla ka»dego D ≥ D0 i niesko«czenie wielu warto±ci ∆ istnieje graf o maksymalnym

stopniu ∆, ±rednicy D i
(

∆
α

)D
wierzchoªkach.

Powi¡zanie problemu szukania maksymalnego rozmiaru t−silnych klik w grafach i pro-

blemu stopnia�±rednicy pozwoliªo nam na podanie lepszego dolnego ograniczenia na ct i bt.

Kang i Manggala udowodnili, »e bt jest równe co najmniej 1
2(t−1)t−1 (patrz [35]). Poprawi-

li±my ten wynik do 1
2

(
1

1,59

)t−1

. Pokazuje to poni»sza obserwacja (patrz [22]).

Obserwacja 4.8. Dla wystarczaj¡co du»ego t warto±¢ ct wynosi co najmniej 1
2

(
1

1,59

)t−1

.

Dowód Obserwacji 4.8. Z Obserwacji 4.6 wynika, »e ct ≥ 1
2

lim sup
∆→∞

n∆,t−1

∆t−1 . Z Twierdzenia

4.7 wiemy, »e dla wystarczaj¡co du»ego D i niesko«czenie wielu warto±ci ∆ zachodzi

n∆,D ≥
(

∆
1,59

)D
. �¡cz¡c te oba ograniczenia, dostajemy, »e dla wystarczaj¡co du»ego

t warto±¢ ct wynosi co najmniej 1
2

(
1

1,59

)t−1

4.2 Rozmiar t−silnych klik w grafach o maksymalnym

stopniu ∆

W bie»¡cej sekcji przedstawimy dowody naszych twierdze« ograniczaj¡cych rozmiar

silnych klik w grafach o maksymalnym stopniu ∆.

4.2.1 Grafy dwudzielne � dowód Twierdzenia 4.5

Twierdzenie 4.5 (M. D¦bski, M. �-N., 2019 [22]). Niech G b¦dzie grafem dwudzielnym

o maksymalnym stopniu ∆. Dla ka»dego t ≥ 2, rozmiar t−silnej kliki w G wynosi co

najwy»ej ∆t +O (∆t−1).
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Dowód Twierdzenia 4.5. Niech H b¦dzie podgrafem grafu G, którego kraw¦dzie tworz¡

t−siln¡ klik¦ w G, tzn. dla ka»dej pary kraw¦dzi e, f ∈ E(H) zachodzi distG(e, f) ≤ t.

Poka»emy, »e H ma co najwy»ej ∆t
G +O

(
∆t−1
G

)
kraw¦dzi.

Rozwa»my wierzchoªek v ∈ V (H) o stopniu ∆H , pami¦tajmy, »e ∆H ≤ ∆G. Niech Di

b¦dzie podzbiorem kraw¦dzi grafu H, które w gra�e G s¡ w odlegªo±ci i od wierzchoªka

v, tzn. D0 jest zbiorem kraw¦dzi incydentnych z v w gra�e H, D1 jest zbiorem kraw¦dzi

z E(H) \D0, które s¡siaduj¡ w G z co najmniej jedn¡ kraw¦dzi¡ incydentn¡ z v w G, itd.

(patrz Rysunek 4.1). Poniewa» wszystkie kraw¦dzie grafu H s¡ w odlegªo±ci co najwy»ej

t od v w G, ich liczba wynosi
∑t

i=0 |Di|.

v

∆H

≤ ∆G −∆H

(a) D0

v

∆H

≤ ∆G −∆H

(b) D1

v

∆H

≤ ∆G −∆H

pi ≤ r

(c) D2

v

∆H

≤ ∆G −∆H

pi ≤ r

x ≤ ∆2
G − r

(d) D3

Rysunek 4.1: Zbiory D0, D1, D2, D3 dla t = 3 (na niebiesko). Linie przerywane oznaczaj¡

kraw¦dzie z G, które nie s¡ w H.

Ograniczymy liczb¦ kraw¦dzi w ka»dym Di.
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� Mamy co najwy»ej ∆i
G wierzchoªków w odlegªo±ci i od v w G, ka»dy z nich jest

incydentny z co najwy»ej ∆H kraw¦dziami w H. Mo»emy zatem ograniczy¢ liczno±¢

zbiorów Di dla i ∈ {0, 1, ..., t− 2} przez

|Di| ≤ ∆i
G∆H .

� Zbiór Dt−1 dzielimy na 3 podzbiory. Niech P ⊆ Dt−1 b¦dzie zbiorem kraw¦dzi,

które s¡ w odlegªo±ci t− 2 w G od co najmniej jednej kraw¦dzi incydentnej z v w H

i nie s¡ s¡siednie z kraw¦dziami z Dt. Niech pi, dla i ∈ {1, 2, ...,∆H}, b¦dzie liczb¡

kraw¦dzi z P , które s¡ w odlegªo±ci t−2 od kraw¦dzi vvi, dla wszystkich vi ∈ NH(v).

Niech r b¦dzie warto±ci¡ maksymaln¡ ze wszystkich pi, osi¡gan¡ dla kraw¦dzi vw.

Mamy zatem ograniczenie |P | ≤ r∆H . Niech S ⊆ Dt−1 b¦dzie zbiorem kraw¦dzi,

które s¡ w odlegªo±ci t− 2 od co najmniej jednej kraw¦dzi incydentnej z v w H i s¡

s¡siednie z co najmniej jedn¡ kraw¦dzi¡ z Dt, niech s := |S|. Niech U ⊆ Dt−1 b¦dzie

zbiorem pozostaªych kraw¦dzi z Dt−1, tzn. kraw¦dzi w odlegªo±ci t − 1 od v, które

s¡ w odlegªo±ci t − 1 od wszystkich kraw¦dzi incydentnych z v w H. W G jest co

najwy»ej (∆G−∆H)∆t−2
G wierzchoªków w odlegªo±ci t−1 od v, które s¡ w odlegªo±ci

t − 1 od wszystkich kraw¦dzi incydentnych z v w H. Ka»dy taki wierzchoªek jest

incydentny z co najwy»ej ∆H kraw¦dziami z H. Zatem |U | ≤ (∆G −∆H)∆t−2
G ∆H .

St¡d

|Dt−1| ≤ r∆H + s+ (∆G −∆H)∆t−2
G ∆H .

� Z de�nicji wynika, »e w zbiorze Dt mamy jedynie kraw¦dzie, które s¡ w odlegªo±ci

t − 1 od co najmniej jednej kraw¦dzi incydentnej z v w H. Do ograniczenia liczby

kraw¦dzi z Dt u»yjemy naszej wiedzy o zbiorach S i P . Niech X b¦dzie zbiorem

wierzchoªków, które s¡ w odlegªo±ci t od v i s¡ incydentne z co najmniej jedn¡

kraw¦dzi¡ zDt, niech x := |X|. Zauwa»my, »e ka»da kraw¦d¹ z S ma dokªadnie jeden

koniec w X i tak»e ka»da kraw¦d¹ z Dt ma dokªadnie jeden koniec w X (poniewa»

G jest dwudzielny). Wierzchoªki z X s¡ incydentne w sumie z co najwy»ej x∆H

kraw¦dziami z H, zatem w Dt jest co najwy»ej x∆H − s kraw¦dzi. Popatrzmy teraz

na wierzchoªki z X. Ka»dy wierzchoªek z X jest poª¡czony ±cie»k¡ zawieraj¡c¡
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t − 1 kraw¦dzi z ka»dym wierzchoªkiem z NH(v), w szczególno±ci z w. �cie»ek

zawieraj¡cych t−1 kraw¦dzi i ª¡cz¡cych X z w mo»e by¢ co najwy»ej ∆t−1
G . Wiemy

jednak, »e r kraw¦dzi poª¡czonych z w ±cie»kami zawieraj¡cymi t − 1 kraw¦dzi

policzyli±my ju» w P . Zatem ±cie»ek o t− 1 kraw¦dziach, które ª¡cz¡ w z pewnym

wierzchoªkiem z X jest co najwy»ej ∆t−1
G − r, st¡d x ≤ ∆t−1

G − r. Tym samym

|Dt| ≤ ∆t−1
G ∆H − r∆H − s.

Na podstawie powy»szych oszacowa« otrzymujemy ograniczenie na liczb¦ kraw¦dzi

grafu H:

|E(H)| ≤
t−2∑
i=0

∆i
G∆H + r∆H + s+ (∆G −∆H)∆t−2

G ∆H + ∆t−1
G ∆H − r∆H − s =

t−2∑
i=0

∆i
G∆H + (∆G −∆H)∆t−2

G ∆H + ∆t−1
G ∆H ≤ ∆t

G +O
(
∆t−1
G

)
,

co ko«czy dowód.

4.2.2 Przypadek ogólny � dowód Twierdzenia 4.4

Twierdzenie 4.4 (M. D¦bski, M. �-N., 2019 [22]). Niech G b¦dzie grafem o maksymalnym

stopniu ∆. Dla ka»dego t ≥ 2, rozmiar t−silnej kliki w G wynosi co najwy»ej 1, 75∆t +

O (∆t−1).

Dowód Twierdzenia 4.4. Niech H b¦dzie podgrafem grafu G, takim »e dla ka»dych e, f ∈

E(H) zachodzi distG(e, f) ≤ t. Poka»emy, »e H ma co najwy»ej 1, 75∆t
G + O

(
∆t−1
G

)
kraw¦dzi.

Je»eli ∆H ≤ 0, 25∆G proste szacowanie dowodzi twierdzenie (w H jest co najwy»ej

2(∆G − 1)t−1∆H + 1 < 1, 75∆t
G + O (∆t−1) kraw¦dzi). Od teraz zakªadamy, »e ∆H ≥

0, 25∆G.

Rozwa»my wierzchoªek v ∈ V (H) o stopniu ∆H ; pami¦tajmy, »e ∆H ≤ ∆G. Dzielimy

kraw¦dzie grafu H na t + 1 zbiorów: D0, D1, ... , Dt. Di jest zbiorem kraw¦dzi grafu

H, które w gra�e G s¡ w odlegªo±ci i od wierzchoªka v. Wszystkie kraw¦dzie grafu H s¡

w odlegªo±ci co najwy»ej t od v w G, zatem H ma
∑t

i=0 |Di| kraw¦dzi.
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Ponownie u»ywamy ograniczenia:

|Di| ≤ ∆i
G∆H , (4.1)

dla i ∈ {0, 1, ..., t− 2}.

Przyjrzyjmy si¦ bli»ej zbiorom Dt−1 i Dt.

W gra�e G jest co najwy»ej ∆t−1
G wierzchoªków, które s¡ w odlegªo±ci t− 1 od v i s¡

s¡siednie z co najmniej jednym wierzchoªkiem w odlegªo±ci t od v. Ka»dy z nich mo»e

by¢ incydentny z co najwy»ej ∆G kraw¦dziami, zatem

|Dt−1| ≤ ∆t
G. (4.2)

Niech X b¦dzie zbiorem wierzchoªków, które s¡ w gra�e G w odlegªo±ci t od v i s¡ in-

cydentne z co najmniej jedn¡ kraw¦dzi¡ z Dt, niech x := |X|. Zauwa»my, »e w zbiorze Dt

mog¡ wyst¦powa¢ kraw¦dzie o obu ko«cach w X, co jest znacz¡c¡ ró»nic¡ w porównaniu

do poprzedniego dowodu dla grafów dwudzielnych. Niech Z ⊆ X b¦dzie zbiorem wierz-

choªków incydentnych z co najmniej jedn¡ kraw¦dzi¡ z Dt o dokªadnie jednym ko«cu w X,

niech z := |Z|. Niech R b¦dzie zbiorem kraw¦dzi z Dt, które nie s¡ incydentne z »adnym

wierzchoªkiem z Z, niech r := |R| (patrz Rysunek 4.2). Niech nz b¦dzie liczb¡ kraw¦dzi

grafu G, które s¡ w odlegªo±ci t− 1 od v i s¡ incydentne z wierzchoªkiem z Z. Policzmy

ile kraw¦dzi nale»y do Dt. Z wierzchoªkami z Z mo»e by¢ incydentnych co najwy»ej z∆G

kraw¦dzi, ale wiemy, »e nz z nich jest w odlegªo±ci t − 1 od v. Zatem w Dt mamy co

najwy»ej z∆G − nz kraw¦dzi o dokªadnie jednym ko«cu w Z i r kraw¦dzi o obu ko«cach

w Z:

|Dt| ≤ r + z∆G − nz. (4.3)

Z (4.1) i (4.3) otrzymujemy:

|E(H)| ≤
t−2∑
i=0

|Di|+ |Dt−1|+ |Dt| ≤
t−2∑
i=0

∆i
G∆H + |Dt−1|+ r + z∆G − nz,

jako, »e
∑t−2

i=0 ∆i
G∆H ≤ O(∆t−1

G ), zachodzi

|E(H)| ≤ |Dt−1|+ r + z∆G − nz +O(∆t−1
G ). (4.4)
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v

X

Z

R

Rysunek 4.2: Zbiory X, Z i R dla t = 3.

Z de�nicji zbioru Z wiemy, »e ka»dy wierzchoªek z Z jest incydentny z co najmniej

jedn¡ kraw¦dzi¡ grafu H o odlegªo±ci t od v, której drugi koniec nie jest w Z. Zatem

ka»dy wierzchoªek z Z jest poª¡czony z ka»dym wierzchoªkiem z NH(v) ±cie»k¡ zawiera-

j¡c¡ t − 1 kraw¦dzi. Z−±cie»k¡ b¦dziemy nazywa¢ ±cie»k¦ ª¡cz¡c¡ wierzchoªek z NH(v)

z wierzchoªkiem z Z, która zawiera dokªadnie t− 1 kraw¦dzi. Ustalmy dowoln¡ kolejno±¢

wierzchoªków z NH(v). Powiemy, »e Z−±cie»ka u1u2 . . . ut−1ut, która zaczyna si¦ w i−tym

wierzchoªku z NH(v) jest zmarnowana, je»eli, dla pewnego j < i, istnieje Z−±cie»ka

w1w2 . . . wt−1wt zaczynaj¡c¡ w j−tym wierzchoªku z NH(v), taka »e istnieje wierzchoªek

spoza Z, od którego obie ±cie»ki s¡ takie same, tj. ∃k∈{1,2,...,t−1}∀l≥kul = wl. Gdyby w G

nie byªo »adnych zmarnowanych Z−±cie»ek, wówczas ka»dy wierzchoªek z Z byªby incy-

dentny z co najmniej ∆H kraw¦dziami o odlegªo±ci t − 1 od v; ka»da z tych kraw¦dzi

pochodziªaby od Z−±cie»ki zaczynaj¡cej si¦ w innym s¡siedzie v z H. Mieliby±my wtedy

co najmniej z∆H kraw¦dzi, które s¡ w odlegªo±ci t−1 od v i s¡ incydentne z przynajmniej

jednym wierzchoªkiem z Z. Wiemy jednak, »e liczba takich kraw¦dzi wynosi nz. Zatem

liczba zmarnowanych Z−±cie»ek wynosi co najmniej z∆H−nz. U»yjemy tej informacji do

poprawienia ograniczenia na |Dt−1|. Zauwa»my, »e ograniczenie (4.2) wynika z policzenia

wszystkich mo»liwych ±cie»ek o t− 1 kraw¦dziach od s¡siadów v do wierzchoªków w odle-

gªo±ci t od v. Dt−1 to zbiór ostatnich kraw¦dzi tych ±cie»ek. W (4.2) policzyli±my ostatnie
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kraw¦dzie zarówno Z−±cie»ek, które nie s¡ zmarnowane jak i Z−±cie»ek zmarnowanych.

Wystarczy, jak policzymy ostatnie kraw¦dzie Z−±cie»ek, które nie s¡ zmarnowane. Jest

ich co najwy»ej

|Dt−1| ≤ ∆t
G − (z∆H − nz). (4.5)

Z (4.4) i (4.5) otrzymujemy:

|E(H)| ≤ ∆t
G − (z∆H − nz) + r + z∆G − nz +O(∆t−1

G ) =

∆t
G + z(∆G −∆H) + r +O(∆t−1

G ).
(4.6)

Rozwa»ymy teraz dwa przypadki, zale»ne od rozmiaru R.

Przypadek 1: r < 0, 75(∆t
G − z∆G).

Z (4.6) otrzymujemy:

|E(H)| ≤ ∆t
G + z(∆G −∆H) + 0, 75(∆t

G − z∆G) +O(∆t−1
G ) =

1, 75∆t
G + z(0, 25∆G −∆H) +O(∆t−1

G ).

Zaªo»yli±my, »e ∆H ≥ 0, 25∆G, zatem

|E(H)| ≤ 1, 75∆t
G +O

(
∆t−1
G

)
,

co mieli±my udowodni¢.

Przypadek 2: r ≥ 0, 75(∆t
G − z∆G).

Przyjrzyjmy si¦ zbiorowi R. Ka»da kraw¦d¹ z R ma oba ko«ce w X i jest w odlegªo±ci

t − 1 od ka»dego wierzchoªka z NH(v). Wobec tego dla ka»dej kraw¦dzi e z R i ka»dego

wierzchoªka vi z NH(v), dla i ∈ {1, ...,∆H}, co najmniej jeden koniec kraw¦dzi e jest

w odlegªo±ci t− 1 od vi. Zatem, dla ka»dego vi, wierzchoªki z G[R] w odlegªo±ci t− 1 od

vi tworz¡ pokrycie wierzchoªkowe grafu G[R].

Niech Ci, dla i ∈ {1, ...,∆H}, b¦dzie pokryciem wierzchoªkowym grafu G[R] odpo-

wiadaj¡cym wierzchoªkowi vi, niech ci := |Ci|. Zauwa»my, »e w odlegªo±ci t − 1 od vi

mo»e by¢ co najwy»ej ∆t−1
G wierzchoªków, zatem dla ka»dego i ∈ {1, ...,∆H} zachodzi

ci + z ≤ ∆t−1
G . St¡d

ci ≤ ∆t−1
G − z. (4.7)
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Dla ka»dego wierzchoªka u z G[R] przez cov(u) oznaczmy liczb¦ pokry¢ wierzchoªko-

wych (niekoniecznie ró»nych) odpowiadaj¡cych s¡siadom wierzchoªka v w gra�e H, które

zawieraj¡ u, tzn. cov(u) = |{i : u ∈ Ci, i ∈ {1, ...,∆H}}|.

Niech ai, dla i ∈ {1, ...,∆H}, b¦dzie sum¡ wszystkich cov(u) po u ∈ Ci, tzn. ai =∑
u∈Ci

cov(u).

Niech bi, dla i ∈ {1, ...,∆H}, b¦dzie liczb¡ kraw¦dzi z G, które s¡ w odlegªo±ci t − 1

od v i s¡ incydentne z co najmniej jednym wierzchoªkiem z Ci.

Mo»emy ograniczy¢ rozmiar zbioru R u»ywaj¡c informacji o rozmiarze dowolnego po-

krycia wierzchoªkowego i bi:

r ≤ ci∆G − bi,

i z (4.7):

r ≤ ∆t
G − z∆G − bi, (4.8)

dla ka»dego i ∈ {1, ...,∆H}.

Przeprowad¹my teraz podobne rozumowanie, jak w przypadku zbioru Z. R−±cie»k¡

b¦dziemy nazywa¢ ±cie»k¦ ª¡cz¡c¡ wierzchoªek z NH(v) z wierzchoªkiem z R, która za-

wiera dokªadnie t − 1 kraw¦dzi. Powiemy, »e R−±cie»ka u1u2 . . . ut−1ut, która zaczyna

si¦ w i−tym wierzchoªku z NH(v) jest zmarnowana, je»eli, dla pewnego j < i, istnieje

R−±cie»ka w1w2 . . . wt−1wt zaczynaj¡c¡ w j−tym wierzchoªku z NH(v), taka »e istnieje

wierzchoªek spoza R, od którego obie ±cie»ki s¡ takie same, tj. ∃k∈{1,2,...,t−1}∀l≥kul = wl.

Rozwa»my jedno pokrycie wierzchoªkowe grafu G[R] � Ci. Gdyby w G nie byªo »adnych

zmarnowanych R−±cie»ek, wówczas dokªadnie ai R−±cie»ek ko«czyªoby si¦ w wierzchoª-

kach z Ci. Ale wiemy, »e liczba kraw¦dzi w odlegªo±ci t− 1 od v, które s¡ incydentne z co

najmniej jednym wierzchoªkiem z Ci wynosi bi. Zatem liczba zmarnowanych R−±cie»ek

wynosi co najmniej ai − bi. U»yjemy tej informacji do poprawienia ograniczenia na

|Dt−1|. Podobnie jak poprzednio, w Dt−1 zawarte s¡ przedostanie kraw¦dzie R−±cie»ek.

W (4.5) policzyli±my ostatnie kraw¦dzie zarówno R−±cie»ek, które nie s¡ zmarnowane

jak i R−±cie»ek zmarnowanych. Wystarczy, jak policzymy ostatnie kraw¦dzie R−±cie»ek,

które nie s¡ zmarnowane. Zatem
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|Dt−1| ≤ ∆t
G − (z∆H − nz)− (ai − bi), (4.9)

dla ka»dego i ∈ {1, ...,∆H}.

Z (4.4), (4.8) i (4.9) otrzymujemy:

|E(H)| ≤ ∆t
G − (z∆H − nz)− (ai − bi) + ∆t

G − z∆G − bi + z∆G − nz +O(∆t−1
G ) =

2∆t
G − z∆H − ai +O(∆t−1

G ),

(4.10)

dla ka»dego i ∈ {1, ...,∆H}.

Ograniczymy ai u»ywaj¡c nast¦puj¡cego stwierdzenia.

Stwierdzenie 4.9. Dla r ≥ 0, 75(∆t
G − z∆G) istnieje i ∈ {1, ...,∆H}, takie »e ai ≥

0, 25(∆t
G − z∆G).

Dowód Stwierdzenia 4.9. Niech intmin b¦dzie rozmiarem najmniejszego przeci¦cia jakich-

kolwiek dwóch pokry¢ wierzchoªkowych Ci i Cj. Rozwa»my dwa przypadki zale»ne od

warto±ci intmin.

• intmin ≥ 0, 25
(∆t

G−z∆G)

∆H

Zauwa»my, »e ai =
∑

j 6=i |Ci ∩ Cj|+ ci. Wiemy, »e intmin jest rozmiarem najmniej-

szego przeci¦cia jakichkolwiek Ci i Cj, wi¦c

ai ≥ intmin(∆H − 1) + ci ≥ intmin∆H ≥ 0, 25(∆t
G − z∆G),

dla ka»dego i ∈ {1, ...,∆H}.

• intmin ≤ 0, 25
(∆t

G−z∆G)

∆H

Bez straty ogólno±ci rozwa»a« mo»emy zaªo»y¢, »e intmin jest rozmiarem przeci¦cia

pokry¢ C1 i C2. Policzymy ile wierzchoªków z ka»dego Cj, dla j ≥ 3, zawartych

jest w C1 ∪ C2. Zauwa»my, »e oba C1 i C2 s¡ pokryciami wierzchoªkowymi ka»dej

kraw¦dzi z R. Wobec tego w R wyst¦puj¡ wyª¡cznie dwa typy kraw¦dzi: kraw¦dzie

z co najmniej jednym ko«cem w |C1∩C2| b¡d¹ kraw¦dzie z jednym ko«cem w C1\C2,
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a drugim ko«cem w C2\C1. Kraw¦dzi o jednym ko«cu w C1\C2, a drugim w C2\C1

jest co najmniej r − intmin∆H . S¡ one oczywi±cie pokryte przez wszystkie Cj, dla

j ≥ 3. Zatem w Cj, dla j ≥ 3, zawartych jest co najmniej r−intmin∆H

∆H
wierzchoªków

z C1 ∪ C2. St¡d

a1 + a2 ≥
r − intmin∆H

∆H

(∆H − 2) + c1 + c2.

Ka»de ci, dla i ∈ {1, ...,∆H}, jest nie mniejsze od r
∆H

. Co nam daje

a1 + a2 ≥ r − intmin∆H .

Z zaªo»enia, »e r ≥ 0, 75(∆t
G − z∆G) i intmin ≤ 0, 25

(∆t
G−z∆G)

∆H
otrzymujemy

a1 + a2 ≥ 0, 75(∆t
G − z∆G)− 0, 25

(∆t
G − z∆G)

∆H

∆H ≥ 0, 5(∆t
G − z∆G).

Bez straty ogólno±ci mo»emy zaªo»y¢, »e a1 jest wi¦ksze od a2, wi¦c

a1 ≥
0, 5(∆t

G − z∆G)

2
= 0, 25(∆t

G − z∆G),

co ko«czy dowód.

U»ywaj¡c Stwierdzenia 4.9 do (4.10) otrzymujemy:

|E(H)| ≤ 2∆t
G − z∆H − 0, 25(∆t

G − z∆G) +O(∆t−1
G ) ≤

1, 75∆t
G + z(0, 25∆G −∆H) +O(∆t−1

G ) ≤

1, 75∆t
G +O

(
∆t−1
G

)
,

zatem dowód twierdzenia jest kompletny.
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4.2.3 Grafy bez K1,r

Z M. D¦bskim udowodnili±my ograniczenie na rozmiar t−silnych klik w grafach bez

K1,r o maksymalnym stopniu ∆, w którym wspóªczynnik przy ∆t d¡»y do 0 wraz z t

d¡»¡cym do niesko«czono±ci.

Twierdzenie 4.10 (M. D¦bski, M. �-N., 2019 [22]). Niech G b¦dzie grafem bez K1,r

o maksymalnym stopniu ∆. Dla ka»dego t ≥ 2, rozmiar t−silnej kliki w G wynosi co

najwy»ej 2
(
r−2
r−1

)t−2
∆t +O (∆t−1).

W dowodzie Twierdzenia 4.10 korzystamy z nast¦puj¡cego stwierdzenia.

Stwierdzenie 4.11 (P. Dankelmann, T. Vetrík, 2014 [17]). Niech r ≥ 3, G b¦dzie grafem

bez K1,r o maksymalnym stopniu ∆, niech v ∈ V (G). Wówczas , dla i ≥ 1, liczba

wierzchoªków w odlegªo±ci dokªadnie i od v wynosi co najwy»ej
(
r−2
r−1

)i−1
∆i. 1

Dowód Twierdzenia 4.10. Niech uv b¦dzie kraw¦dzi¡ grafu G. Policzymy ile kraw¦dzi z G

jest w odlegªo±ci co najwy»ej t od uv � zauwa»my, »e ta liczba jest górnym ograniczeniem

na rozmiar jakiejkolwiek t−silnej kliki w G, która zawiera kraw¦d¹ uv.

Niech Vi(u) i Vi(v) oznaczaj¡ podzbiory wierzchoªków grafu G, które s¡ w odlegªo±ci

i odpowiednio od u i v, tzn. V0(v) = {v}, V1(v) jest zbiorem wierzchoªków s¡siednich z v,

Vi+1(v) = N (Vi( v)) \ Vi−1(v).

Liczba kraw¦dzi w odlegªo±ci dokªadnie i ∈ {1, ..., t} od uv wynosi co najwy»ej

(|Vi−1(u)| + |Vi−1(v)|)∆. Zatem wszystkich kraw¦dzi w odlegªo±ci co najwy»ej t od uv

jest nie wi¦cej ni»

1 + (|V0(u)|+ |(V0(v)|)∆ + (|V1(u)|+ |(V1(v)|)∆ + . . .+ (|Vt−1(u)|+ |(Vt−1(v)|)∆ ≤

O(∆t−1) + (|Vt−1(u)|+ |(Vt−1(v)|)∆.
(4.11)

Korzystaj¡c ze Stwierdzenia 4.11 otrzymujemy, »e liczba kraw¦dzi w t−silnej klice wynosi

co najwy»ej

O(∆t−1) + 2

(
r − 2

r − 1

)t−2

∆t,

1Stwierdzenie zostaªo sformuªowane w [17] w dowodzie Twierdzenia 1. W cytowanej pracy parametr p

jest równy naszemu r, ∆ oznacza to samo, a Vi oznacza liczb¦ wierzchoªków w odlegªo±ci dokªadnie i od

ustalonego wierzchoªka v.
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co ko«czy dowód.

4.2.4 Grafy o du»ej talii

Dla grafów o du»ej talii (co najmniej 2t + 2x + 1, dla t ≥ 2 i 0 ≤ x ≤
⌊
t
2

⌋
− 1)

i maksymalnym stopniu ∆ udowodnili±my ograniczenie na rozmiar t−silnych klik rz¦du

∆t−x−1.

Twierdzenie 4.12 (M. D¦bski, M. �-N., 2019 [22]). Niech G b¦dzie grafem o maksymal-

nym stopniu ∆ i talii co najmniej 2t + 2x + 1, dla t ≥ 2 i 0 ≤ x ≤
⌊
t
2

⌋
− 1. Rozmiar

t−silnej kliki w G wynosi co najwy»ej 2t+2∆t−x−1.

Dowód Twierdzenia 4.12. Niech F ⊆ E(G) b¦dzie zbiorem kraw¦dzi t−silnej kliki w G.

We¹my dowolny wierzchoªek v z G[F ], niech F ′ ⊆ F b¦dzie zbiorem kraw¦dzi z F w odle-

gªo±ci co najwy»ej t− 1 od v. Zauwa»my, »e dla dowolnej kraw¦dzi e ∈ F liczba kraw¦dzi

w odlegªo±ci co najwy»ej t od e jest ograniczona przez sum¦ liczb kraw¦dzi w odlegªo±ci

co najwy»ej t − 1 od obu ko«ców e, zatem liczba kraw¦dzi w F jest co najwy»ej 2 razy

wi¦ksza od max
v∈V (G[F ])

|F ′|. Poka»emy, »e liczba kraw¦dzi w F ′ nie przekracza 2t+1∆t−x−1.

Niech f b¦dzie kraw¦dzi¡ z F ′ o najwi¦kszej odlegªo±ci od v. Zauwa»my, »e rozmiar

F ′ jest ograniczony przez liczb¦ spacerów v1v2 . . . vt+2 zaczynaj¡cych si¦ w f i ko«cz¡cych

w F ′ (tzn. {v1, v2} = f i {vt+1, vt+2 ∈ F ′). Powiemy, »e 2−wierzchoªkowy podspacer uw

jest krokiem zst¦puj¡cym od u do w, je»eli dist(v, u) ≤ t + x i dist(v, w) < dist(v, u).

Przeanalizujemy kroki zst¦puj¡ce, w celu ograniczenia liczby wszystkich mo»liwych spa-

cerów. Wykorzystamy dwa poni»sze stwierdzenia.

Stwierdzenie 4.13. Dla ka»dego wierzchoªka u, istnieje co najwy»ej jeden krok zst¦puj¡cy

zaczynaj¡cy si¦ od u.

Dowód Stwierdzenia 4.13. Zauwa»my, »e gdyby istniaªy dwa kroki zst¦puj¡ce uw1 i uw2,

wówczas zamykaªyby one cykl razem ze ±cie»kami z w1 i w2 do v. Z de�nicji kroku

zst¦puj¡cego wiemy, »e dist(v, u) ≤ t+x, zatem cykl miaªby dªugo±¢ co najwy»ej 2t+ 2x,

co jest sprzeczne z zaªo»eniem o wielko±ci talii grafu G.
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Stwierdzenie 4.14. Ka»dy spacer v1v2 . . . vt+2, taki »e {v1, v2} = f i {vt+1, vt+2} ∈ F ′,

zawiera co najmniej x + 1 kroków zst¦puj¡cych ró»nych od v1v2 (kroki zst¦puj¡ce vi−1vi

i vj−1vj, dla i 6= j, liczymy osobno, nawet je»eli u»ywaj¡ tych samych wierzchoªków).

Dowód Stwierdzenia 4.14. Rozwa»my przypadek, w którym istnieje spacer zawieraj¡cy

wierzchoªek w odlegªo±ci dokªadnie t + x od v. Który± z wierzchoªków vt+1 lub vt+2

jest w odlegªo±ci t − 1 od v. Zatem istnieje co najmniej x + 1 kroków zst¦puj¡cych od

wierzchoªka, który jest w odlegªo±ci t+x od v, do wierzchoªka vt+1 lub vt+2 � stwierdzenie

jest prawdziwe.

W pozostaªych przypadkach dla wszystkich i zachodzi dist(v, vi) < t + x, a zatem

dist(v, vi) 6= dist(v, vi+1) (inaczej wG wyst¦powaªby cykl o dªugo±ci mniejszej od 2t+2x+1

i warunek o wielko±ci talii G nie byªby speªniony). Niech d b¦dzie liczb¡ kroków zst¦puj¡-

cych ze spaceru v1v2 . . . vt+2 ró»nych od v1v2, niech a b¦dzie liczb¡ kroków z tego spaceru,

które nie s¡ zst¦puj¡ce, ró»nych od v1v2. Zauwa»my, »e odlegªo±¢ od v do vt+2 równa

jest odlegªo±ci od v do v2 powi¦kszonej o liczb¦ kroków, które nie s¡ zst¦puj¡ce (kroki do

wierzchoªków, które s¡ dalej od v ni» ich poprzednik ze spaceru) i pomniejszonej o liczb¦

kroków zst¦puj¡cych (kroki do wierzchoªków, które s¡ bli»ej od v ni» ich poprzednik ze

spaceru), tzn. dist(v, vt+2) = dist(v, v2) + a− d. Przypomnijmy, »e f jest kraw¦dzi¡ z F ′

o najwi¦kszej odlegªo±ci od v, zatem dist(v, vt+2) ≤ dist(v, v2) + 1. Jako, »e a + d = t,

otrzymujemy

dist(v, v2) + t− d− d ≤ dist(v, v2) + 1,

tak wi¦c

d ≥
⌊
t

2

⌋
,

co, z zaªo»enia na x, wynosi co najmniej x+ 1. Dowód stwierdzenia jest wi¦c kompletny.

Mo»emy ju» policzy¢ liczb¦ wszystkich mo»liwych spacerów v1v2 . . . vt+2. Ze Stwierdze-

nia 4.14 wiemy, »e ka»dy spacer zawiera co najmniej x + 1 kroków zst¦puj¡cych ró»nych

od v1v2. Jest
(

t
x+1

)
mo»liwo±ci wyboru indeksów wyst¦powania ostatnich x + 1 takich

kroków. Jako, »e {v1, v2} = f , mamy 2 mo»liwo±ci dla v1v2. Dla i > 2, po ustaleniu
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v1v2, . . . vi−1, mo»emy mie¢ dwie sytuacje. Je»eli i jest jednym z wybranych indeksów

kroków zst¦puj¡cych, ze Stwierdzenia 4.13 wiemy, »e mamy tylko jedn¡ mo»liwo±¢ wy-

boru vi. Je»eli i nie jest jednym z wybranych indeksów kroków zst¦puj¡cych, mamy co

najwy»ej ∆ mo»liwo±ci dla vi. Pierwsza sytuacja pojawi si¦ x+ 1 razy, a druga t− x− 1

razy. Mamy zatem co najwy»ej 2
(

t
x+1

)
∆t−x−1 mo»liwo±ci utworzenia spaceru v1v2 . . . vt+2.

Je»eli ograniczymy wspóªczynnik dwumianowy przez 2t, otrzymamy |F ′| ≤ 2t+1∆t−x−1.

Tak, jak wspominali±my, rozmiar F jest co najwy»ej 2 razy wi¦kszy od maksymalnego

rozmiaru F ′, co ko«czy dowód twierdzenia.

4.3 Kierunek dalszych bada«

W Twierdzeniu 4.4 udowodnili±my, »e dla ka»dego t ≥ 2 rozmiar t−silnej kliki w gra-

fach o maksymalnym stopniu ∆ jest nie wi¦kszy od 1, 75∆t + O (∆t−1). Ograniczenie to

prawdopodobnie nie jest osi¡galne. Jedyne znane dolne ograniczenie na ct zbiega do 0

przy t d¡»¡cym do niesko«czono±ci. Przypomnijmy jednak, »e ct ≥ 1
2

lim sup
∆→∞

n∆,t−1

∆t−1 , co

oznacza, i» dowód, »e dla du»ych t warto±¢ ct jest ostro mniejsza od 1
2
, daªby ogromny

przeªom w problemie stopnia-±rednicy.

Podobna uwaga dotyczy grafów bez K1,r. Ograniczenie 2
(
r−2
r−1

)t−2
∆t+O (∆t−1) z Ob-

serwacji 4.10 zapewne nie jest osi¡galne, ale poprawienie go dla grafów bez szponów ponad

16−krotnie równie» daªoby przeªom w problemie stopnia-±rednicy. Dowodzi tego poni»sza

obserwacja.

Obserwacja 4.15. Niech c b¦dzie tak¡ staª¡, »e dla wszystkich wystarczaj¡co du»ych ∆

i t, ka»da t−silna klika w gra�e bez K1,3 o maksymalnym stopniu ∆ ma mniej ni» c 1
2t

∆t

kraw¦dzi. Wtedy, dla wszystkich wystarczaj¡co du»ych ∆ i t, n∆,t < 2c∆t + 3c∆t−1 + ∆.

Dowód Obserwacji 4.15. Wystarczy pokaza¢, »e je»eli istnieje graf G o maksymalnym

stopniu ∆, ±rednicy t i co najmniej 2c∆t + 3c∆t−1 + ∆ wierzchoªkach, to istnieje wówczas

graf bez K1,3 H o maksymalnym stopniu ∆′, który zawiera t−siln¡ klik¦ o rozmiarze

c 1
2t′

∆′t
′
, dla ∆′ = 2∆ i t′ = t + 2. Niech G b¦dzie takim grafem. Niech G′ b¦dzie

maksymalnym nadgrafem G o maksymalnym stopniu ∆ i zbiorze wierzchoªków V (G).
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Poka»emy, »e G′ ma co najmniej 2c∆t+3c∆t−1 wierzchoªków o stopniu ∆. Zauwa»my,

»e ka»de dwa wierzchoªki z G′ o stopniu mniejszym od ∆ s¡ s¡siednie w G′. Gdyby tak

nie byªo, mieliby±my dwa wierzchoªki u1, u2 ∈ V (G′) o stopniach co najwy»ej ∆−1, które

nie byªyby poª¡czone w G′ kraw¦dzi¡. Wówczas graf G′ ∪ u1u2 byªby nadgrafem grafu G

o maksymalnym stopniu ∆ i zbiorze wierzchoªków V (G) � sprzeczno±¢ z maksymalno±ci¡

G′. W G′ jest zatem co najwy»ej ∆ wierzchoªków o stopniu mniejszym od ∆ (ka»dy z nich

ma stopie« co najwy»ej ∆−1, a musi by¢ poª¡czony kraw¦dzi¡ ze wszystkimi pozostaªymi).

Reszta wierzchoªków z G′ ma stopie« ∆, jest ich co najmniej 2c∆t + 3c∆t−1.

Niech H b¦dzie grafem kraw¦dziowym grafu G′. Grafy kraw¦dziowe s¡ grafami bez

K1,3. Maksymalny stopie« grafu H wynosi co najwy»ej ∆′ = 2∆, a jego ±rednica co

najwy»ej t+1 (je»eli dwa wierzchoªki z G′ s¡ w odlegªo±ci t, to incydentne z nimi kraw¦dzie

s¡ w odlegªo±ci co najwy»ej t + 1). Oznacza to, »e wszystkie kraw¦dzie z H tworz¡

(t + 2)−siln¡ klik¦. Zauwa»my, »e ka»dy wierzchoªek o stopniu ∆ z G′ odpowiada
(

∆
2

)
kraw¦dziom z H. Zatem liczba kraw¦dzi w H wynosi co najmniej(

2c∆t + 3c∆t−1
)(∆

2

)
= c∆t+2 +

1

2
c∆t+1 − 3

2
c∆t.

Zatem dla ∆ > 2 w H jest co najmniej c∆t+2 = c 1
2t′

∆′t
′
kraw¦dzi, co ko«czy dowód

obserwacji.

Kolejny kierunek bada« to poprawa ograniczenia na rozmiar t−silnych klik w grafach

o du»ej talii. Chcieliby±my wiedzie¢, jak bliskie optymalnej warto±ci jest nasze ograni-

czenie 2t+2∆t−x−1 z Twierdzenia 4.12. Staªa 2t+2 jest zapewne zawy»ona. Oczekujemy

jednak, »e rz¡d wielko±ci ∆t−x−1 jest prawidªowy � przykªad regularnego drzewa o ±red-

nicy t+1, z jednym lub dwoma wierzchoªkami centralnymi (w zale»no±ci od parzysto±ci t),

pokazuje poprawno±¢ rz¦du wielko±ci dla x =
⌊
t
2

⌋
−1. Nie wiemy jak wygl¡da sytuacja dla

mniejszych warto±ci x, na dan¡ chwil¦ nie jeste±my w stanie skonstruowa¢ grafów z du»¡

tali¡ i du»¡ t−siln¡ klik¡. My±limy, »e konstrukcja rodziny grafów o talii co najmniej

2t + 2x + 1 i t−silnej klice o rozmiarze rz¦du ∆t−x−1 byªaby bardzo pouczaj¡ca, nawet

dla x =
⌊
t
2

⌋
− 2.

Szeroko otwarty pozostaje problem poprawienia ograniczenia na t−silny indeks chro-

matyczny grafów o maksymalnym stopniu ∆. Gdyby Hipoteza Reed'a (Hipoteza 1.2) byªa

89



prawdziwa, z Twierdzenia 4.4 wynikaªoby, »e t−silny indeks chromatyczny grafów o mak-

symalnym stopniu ∆ jest nie wi¦kszy od 1, 875∆t. Jako »e udowodniona jest uªamkowa

wersja tej hipotezy (Twierdzenie 1.3), z naszego twierdzenia wynika, »e uªamkowy t−silny

indeks chromatyczny grafów o maksymalnym stopniu ∆ jest nie wi¦kszy od 1, 875∆t

(uªamkowy t−silny indeks chromatyczny grafu G jest równy liczbie chromatycznej grafu

Lt(G)). Udowodnienie Hipotezy Reed'a wydaje si¦ niezmiernie trudne, dlatego my±limy,

»e bardziej obiecuj¡c¡ drog¡ do znalezienia ograniczenia na t−silny indeks chromatyczny

b¦dzie ograniczenie liczby kraw¦dzi w s¡siedztwie wierzchoªków z L(G)t � analogiczna

strategia zadziaªaªa dla t = 2.

Przedstawimy jeszcze jeden kierunek bada« zwi¡zany z tym problemem. W naszych

twierdzeniach zawsze zakªadali±my, »e maksymalny stopie« ∆ jest wystarczaj¡co du»y.

Pomijali±my przypadki maªych ∆. Jednak»e problem ograniczenia 2−silnego indeksu

chromatycznego jest szeroko badany tak»e dla mniejszych ∆. My±limy, »e równie» zna-

lezienie ograniczenia na t−silny indeks chromatyczny grafów o maªym maksymalnym

stopniu b¦dzie interesuj¡ce i warto±ciowe.
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Rozdziaª 5

Podsumowanie

W niniejszej rozprawie zajmowali±my si¦ silnym kolorowaniem kraw¦dzi grafów. Nasze

twierdzenia skupiaj¡ si¦ wokóª trzech tematów: szukania ograniczenia na silny indeks

chromatyczny grafów, oszacowania maksymalnego rozmiaru silnych klik w grafach oraz

rozwa»a« dotycz¡cych uogólnionego problemu t−silnych klik.

Erd®s i Ne²et°il w 1985 r. postawili hipotez¦, wedªug której silny indeks chromatyczny

grafów o maksymalnym stopniu ∆ jest nie wi¦kszy od 5
4
∆2 (Hipoteza 2.2). Wiemy, »e to

ograniczenie, je»eli tylko jest prawdziwe, jest optymalne � istniej¡ grafy, które potrzebuj¡
5
4
∆2 kolorów w silnym kolorowaniu kraw¦dzi. W ogólnym przypadku hipoteza Erd®sa

i Ne²et°ila pozostaje caªy czas otwarta; najlepsze znane ograniczenie na silny indeks chro-

matyczny o maksymalnym stopniu ∆ udowodnili Bonamy, Perrett i Postle w 2018 r.,

wynosi ono 1, 835∆2 (Twierdzenie 2.7).

Udowodnili±my prawdziwo±¢ hipotezy Erd®sa i Ne²et°ila dla grafów bez szponów

o maksymalnym stopniu wi¦kszym b¡d¹ równym 12 (w Twierdzeniu 2.26 pokazujemy,

»e χ′s(G) ≤ 1, 125∆2 + ∆). Dla ogólnego przypadku grafów bez K1,r, gdzie r ≥ 4, pokaza-

li±my ograniczenie ze wspóªczynnikiem przy ∆2 równym
(
2− 1

r−2

)
(Twierdzenie 2.28); dla

r ≤ 8 nasze ograniczenie jest lepsze ni» ogólny wynik Bonamy, Perretta i Postle'a (Twier-

dzenie 2.7). Grafy przeci¦¢ dysków jednostkowych s¡ grafami bez K1,6, z Twierdzenia

2.28 wynika zatem, »e ich silny indeks chromatyczny jest nie wi¦kszy od 1, 75∆2. Popra-

wili±my to ograniczenie na 1, 625∆2 (Twierdzenie 2.29). Nasze dowody s¡ konstrukcyjne;
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przedstawiamy algorytmy silnie koloruj¡ce kraw¦dzie grafów z opisanych klas. Na dan¡

chwil¦ nie potra�my oceni¢, czy ograniczenia z naszych twierdze« s¡ osi¡galne. Kraw¦dzie

grafów o najwi¦kszym silnym indeksie chromatycznym, które udaªo nam si¦ skonstruowa¢,

mo»na silnie pokolorowa¢ na 9
16

(∆ + 1)2 kolorów w przypadku grafów bez szponów i gra-

fów przeci¦¢ dysków jednostkowych; w przypadku grafów bez K1,4 na 3
4
(∆ + 1)2 kolorów.

Chcieliby±my poprawi¢ ograniczenia na silny indeks chromatyczny dla tych klas grafów

albo skonstruowa¢ grafy, które potrzebuj¡ wi¦kszej liczby kolorów w silnym kolorowaniu

kraw¦dzi.

Hipoteza Erd®sa i Ne²et°ila jest prawdziwa dla grafów bezci¦ciwowych; ograniczenie

na silny indeks chromatyczny dla tej klasy grafów jest liniowe ze wzgl¦du na ∆. Popra-

wili±my to ograniczenie z 7∆ − 9 (z [4]) na 4∆ − 3 (Twierdzenie 2.20); dowód tak»e jest

konstrukcyjny. Przeprowadzili±my rozwa»ania na temat grafów z liniowym ograniczeniem

na silny indeks chromatyczny, pokazali±my, »e istnieje rodzina grafów o nieograniczonym

±rednim stopniu wierzchoªków, dla których zachodzi χ′s(G) ≤ 2 deg(G).

Gªównym tematem niniejszej rozprawy s¡ silne kliki w grafach. Rozmiar maksymalnej

silnej kliki w danym gra�e jest w sposób oczywisty nie wi¦kszy od indeksu chromatycz-

nego tego grafu; opisane powy»ej wyniki s¡ zatem równie» ograniczeniami na ωs(G) dla

odpowiednich klas grafów. Faudree, Gyárfás, Schelp, i Tuza opublikowali sªabsz¡ wer-

sj¦ hipotezy Erd®sa i Ne²et°ila mówi¡c¡ o tym, »e dla ka»dego grafu G o maksymalnym

stopniu ∆ zachodzi ωs(G) ≤ 5
4
∆2 (Hipoteza 3.2). Problem ograniczenia rozmiaru silnych

klik wydaje si¦ ªatwiejszy od ograniczenia silnego indeksu chromatycznego. Mamy na-

dziej¦, »e prace nad szukaniem maksymalnego rozmiaru silnych klik w grafach przeªo»¡

si¦ na lepsz¡ intuicj¦ odno±nie silnego indeksu chromatycznego i pozwol¡ na przybli»enie

si¦ do rozwi¡zania hipotezy Erd®sa i Ne²et°ila. Gdyby hipoteza Reeda (Hipoteza 1.2)

byªa prawdziwa, ograniczenia na ωs(G) mogªyby da¢ popraw¦ ograniczenia na χ′s(G).

Naszym gªównym wynikiem jest ograniczenie ωs(G) ≤ 1, 5∆2 dla grafów o maksy-

malnym stopniu ∆ (Twierdzenie 3.5). Poprzednim znanym ograniczeniem byªo 1, 74∆2

(Twierdzenie 3.4). Nasz wynik zostaª poprawiony przez Farona i Postle'a, najlepsze obec-

nie znane ograniczenie wynosi 4
3
∆2 (Twierdzenie 3.6). Z prawdziwo±ci wspomnianej wcze-

±niej hipotezy Reeda (Hipoteza 1.2) wynikaªoby, »e χ′s(G) ≤
⌈

5
3
∆2
⌉
.
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Problem wyznaczania maksymalnego rozmiaru silnych klik rozpatrujemy tak»e dla

szczególnych klas grafów. Udowodnili±my, »e silne kliki w grafach bez szponów maj¡ nie

wi¦cej ni» ∆2 + 1
2
∆ kraw¦dzi (Twierdzenie 3.13). Tym samym poprawili±my ograniczenie

1, 125∆2 + ∆ wynikaj¡ce z twierdzenia o silnym indeksie chromatycznym dla tej klasy

grafów (Twierdzenie 2.26).

Zajmowali±my si¦ równie» uogólnieniem powy»szych problemów, czyli t−silnym ko-

lorowaniem kraw¦dzi grafów i t−silnymi klikami. Problemy te s¡ jeszcze maªo zbadane.

Jedynym górnym ograniczeniem na t−silny indeks chromatyczny grafów o maksymal-

nym stopniu ∆ jest (2− ε)∆t (Twierdzenie 4.2). Udowodnili±my, »e maksymalny rozmiar

t−silnych klik w grafach o maksymalnym stopniu ∆ wynosi co najwy»ej 1, 75∆t+O(∆t−1)

(Twierdzenie 4.4). Dla grafów dwudzielnych pokazali±my ograniczenie ∆t + O (∆t−1)

(Twierdzenie 4.5). W obu naszych twierdzeniach ograniczenie na rozmiar t−silnych klik

jest iloczynem pewnej staªej i ∆t. Przypuszczamy jednak, »e w optymalnym ograniczeniu

wspóªczynnik przy ∆t powinien d¡»y¢ do 0 wraz z t d¡»¡cym do niesko«czno±ci. Ograni-

czenie takiej postaci udowodnili±my dla grafów bez K1,r (Twierdzenie 4.10). Dla grafów

o talii co najmniej 2t + 2x + 1, gdzie 0 ≤ x ≤
⌊
t
2

⌋
− 1, udowodnili±my ograniczenie na

rozmiar t−silnych klik równe 2t+2∆t−x−1 (Twierdzenie 4.12).

Dzi¦ki powi¡zaniu problemu t−silnych klik z problemem stopnia�±rednicy pokazali±my,

»e dla du»ych t wspóªczynnik przy ∆t w ograniczeniach na t−silny indeks chromatyczny

i na maksymalny rozmiar t−silnych klik nie mo»e by¢ mniejszy od 1
2

(
1

1,59

)t−1

(Obserwacja

4.8). Poprawili±my tym samym poprzedni wynik 1
2(t−1)t−1 . Problem stopnia�±rednicy wy-

daje si¦ bardzo trudny do rozwi¡zania. Pokazali±my, »e ograniczenie na rozmiar t−silnych

klik, w którym wspóªczynnik przy ∆t byªby ostro mniejszy od 1
2
, daªby ogromny przeªom

w tym problemie. Tak samo ograniczenie dla grafów bez szponów, w którym wspóªczynnik

przy ∆t byªby mniejszy od c 1
2t
, dla pewnej staªej c (Obserwacja 4.15).
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