Uniwersytet Warszawski
Wydzial Matematyki, Informatyki i Mechaniki

Maltgorzata Jastrzebska

Kraty anihilatoréow w pewnych klasach algebr

Rozprawa doktorska

Promotor rozprawy

prof. dr hab. Jan Krempa

Instytut Matematyki

Uniwersytet Warszawski

Wrzesien 2015



Oswiadczenie autora rozprawy:

o$wiadczam, ze niniejsza rozprawa zostala napisana przeze mnie samodzielnie.

Wrzesien 30, 2015

data Malgorzata Jastrzebska

Oswiadczenie promotora rozprawy:

niniejsza rozprawa jest gotowa do oceny przez recenzentow.

Wrzesien 30, 2015

data prof. dr hab. Jan Krempa



STRESZCZENIE

W literaturze pojawito si¢ wiele prac o kratach anihilatoréw w algebrach tacz-
nych, oraz o zwigzkach wtasnosci tych krat z wtasnosciami krat ideatow jednostron-
nych i z innymi znanymi, waznymi wlasnosciami algebr. Celem rozprawy jest konty-
nuowanie tych badan. Szczegdlny nacisk jest potozony na badanie algebr zredukowa-
nych, oraz algebr potprymarnych, w tym algebr skonczenie wymiarowych. Podamy
teraz przyktady uzyskanych rezultatow.

W rozdziale drugim pokazujemy, ze kraty anihilatoréw dowolnej algebry zredu-
kowanej sa réwne i ta krata jest algebra Boole’a. Jesli A jest algebra pdétprymarna,
to krata anihilatorow tej algebry jest algebra Boole’a wtedy i tylko wtedy, gdy A
jest skonczong sumg prosta algebr z dzieleniem.

W rozdziale trzecim, dla dowolnego ciata K i dla dowolnej kraty L konstruujemy
lokalna algebre K[L], taka ze jej krata anihilatoréw zawiera L jako podkrate. Mozna
przy tym zadaé, aby algebra K[L] byta przemienna. To pozwala nam udowodnié, ze
nie istnieje zadna nietrywialna tozsamos¢ spetniona w kratach anihilatorow wszyst-
kich algebr lokalnych. Przypomnijmy, ze kraty ideatéw jednostronnych we wszystkich
algebrach sg modularne, a wiec spetniajg wiele wspolnych, nietrywialnych tozsamo-
Sci.

Jedli L jest krata skonczona, to nasza algebra K[L] jest skoficzenie wymiarowa.
Tak wiec otrzymujemy przyktady zanurzen krat skonczonych w kraty anihilatorow
algebr skonczenie wymiarowych, nawet dla tych krat, dla ktérych wczeéniej znane
byty zanurzenia jedynie w kraty anihilatorow algebr nieskonczenie wymiarowych.

Korzystajac ze wspomnianej wyzej konstrukcji opisujemy w rozdziale czwartym
kraty skonczone, ktére moga by¢ reprezentowane jako kraty wszystkich anihilatorow

algebr skonczenie wymiarowych nad ciatami nieskonczonymi.
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ABSTRACT

In several papers connections of properties of lattices of annihilators with proper-
ties of lattices of one-sided ideals and with other important properties of associative
algebras are considered. The aim of this dissertation is to continue these considera-
tions. Special attention will be paid to reduced algebras and semiprimary algebras, in
particular to finite dimensional algebras. We provide now some of obtained results.

In chapter two we show that for every reduced algebra the lattices of its annihi-
lators are equal and this lattice is a Boolean algebra. If A is a semiprimary algebra,
then the lattices of annihilators of A are Boolean algebras if and only if A is a finite
direct sum of division algebras.

In the third chapter, for any field K and for arbitrary lattice L we construct a local
algebra K[L] and a lattice embedding of L into the lattice of left annihilators of K[L].
In addition we can assume, that K[L] is a commutative algebra. As a consequence,
we are able to prove that there is no nontrivial identity satisfied in all lattices of
annihilators in local algebras. Let us remind, that lattices of one-sided ideals in all
algebras are modular. Thus they satisfy many nontrivial identities.

If LL is a finite lattice, then our algebra K[L] is finite dimensional. Hence we obtain
an embedding of any finite lattice into a lattice of annihilators in a finite dimensional
algebra. Earlier examples from the literature showed mainly embeddings into lattices
of annihilators of infinite dimensional algebras.

Using our construction we also describe, in chapter four, finite lattices being

representable as lattices of all annihilators in finite dimensional algebras over infinite
fields.
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Associative algebra, semiprimary algebra, finite dimensional algebra, contracted se-
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Wprowadzenie

W caltej rozprawie K bedzie cialem. Wszystkie algebry beda algebrami nad K, z
tacznym mnozeniem, ale niekoniecznie z jedynka. Przez wymiar algebry bedziemy

rozumieli jej wymiar jako przestrzeni liniowej nad K.

W literaturze stosowane sa rézne metody badania algebr i ich reprezentacji li-
niowych, czyli modutéw nad algebrami. Poczatkowo badane bylty gtéwnie algebry
skonczenie wymiarowe, w tym algebry grupowe grup skonczonych. W trakcie tych
badan, juz w latach trzydziestych XX wieku, wyodrebniono algebry znane obecnie
jako algebry Frobeniusa. Dos¢ szybko pojawito si¢ pewne uogolnienie algebr Fro-
beniusa, czyli algebry quasi Frobeniusa, nazywane tez krétko QF-algebrami (zob.
[Bou80, SY11]). QF-algebry zostaly scharakteryzowane za pomoca reprezentacji li-
niowych, oraz niezaleznie, za pomoca anihilatoréw ([CR62, DK94]). W trakcie badan
okazalo sig¢, ze skonczony wymiar algebr mozna cz¢sto zastgpi¢ warunkiem minimal-
nosci dla krat ideatéw jednostronnych, a kraty te sa zawsze kratami modularnymi.
Inne zwiazki pomiedzy wtasno$ciami algebr i ich reprezentacji, a wtasnosciami krat

anihilatorow i krat idealéw jednostronnych w algebrach zostaly odnotowane np. w
[vN36, BI53].

Po pracach Goldiego o strukturze pierscieni péipierwszych (zob. [He68, La99])
pojawito si¢ jeszcze wiecej publikacji o roznych warunkach skonczonosci dla zbioréw
anihilatorow, a faktycznie dla krat anihilatoréw w algebrach. Jednym z badanych wa-
runkéw byto, motywowane przez QF-algebry zalozenie, ze kazdy ideal jednostronny
algebry jest anihilatorem ([JK72, HN85, Fi83]). W tym przypadku oczywiscie kraty
anihilatorow sg modularne. Modularnosé¢ krat anihilatoréow lub ich duzych podzbio-
row jest nadal badana (zob. np. [MM15, BGT15]). Juz dawno pokazano, np. w
[Ke83, Ni78], ze kraty zaréwno lewostronnych jak i prawostronnych anihilatoréw nie

muszg by¢ modularne.

Wiele klas algebr, spetniajacych pewne warunki anihilatorowe jest dzi$ powszech-

nie znanych. Poza algebrami Frobeniusa i QF-algebrami sg to miedzy innymi algebry



(a faktycznie pierscienie): Kascha, Baera, Rickarta, Armendariza (zob. [La99, Fa99]).

Poczatkowo celem rozprawy byto badanie krat anihilatorow w algebrach skoncze-
nie wymiarowych. Miedzy innymi konstruowane byty w tej klasie przyktady algebr
o zadanych warunkach na kraty anihilatorow. Byty to odpowiedniki znanych algebr
nieskonczenie wymiarowych (np. z [Ke83, Ni78]). W trakcie tych badan okazato
sie jednak, ze sporo ciekawych wynikow, uzyskanych dla algebr skonczenie wymiaro-
wych, mozna rozszerzy¢ na wigksze klasy algebr i otrzymac nowe rezultaty o kratach
anihilatoréw algebr z tych klas. Ostatecznie, jednym z gtéwnych celéw rozprawy
stalo sie kontynuowanie badan nad zwigzkami wtasnosci krat anihilatoréw z wta-
snosciami krat ideatéw jednostronnych. Podjete zostaty tez badania nad zwigzkami
pomiedzy wlasnosciami krat anihilatorow, a réznymi waznymi wtasnosciami algebr
dowolnego wymiaru. Szczeg6lny nacisk potozony zostatl na badanie algebr zreduko-
wanych, oraz algebr potprymarnych, w tym algebr skonczenie wymiarowych. Przez
algebre potprymarna rozumiemy algebre, ktora nie jest nilpotentna, ale ma nilpo-
tentny radykat Jacobsona i jej iloraz przez ten radykat spetnia warunek minimalnosci
dla ideatéw jednostronnych. Miedzy innymi wszystkie algebry skonczenie wymiaro-

we, ktoére nie sg nilpotentne, sg algebrami pétprymarnymi.

Rozdziat 1 rozprawy zaczynamy od przypomnienia podstawowych faktéw o zbio-
rach uporzadkowanych i kratach. Tematyka tg zajmujemy sie w paragrafach 1.11 1.2.
Szczegbdlna uwage zwracamy na sformutowanie wybranych wtasnosci krat modular-
nych, rozdzielnych i krat Boole’a, przydatnych w dalszej czesci rozprawy. Uwzgled-
niamy tez znane warunki skonczonoéci takie jak: artinowskos¢, skonczona szerokosé
i skonczona dlugos¢ kraty. Przypominane rezultaty sa czasem cytowane w nieco
zmodyfikowanej formie, w stosunku do wynikéw sformutowanych w monografiach
[Bi67, Ro08].

W paragrafach 1.3 i 1.4 przypominamy wybrane fakty o algebrach, potrzebne
w dalszej czesci pracy. Czasami przytaczane rezultaty sg zmodyfikowane, albo na-
wet wzmocnione w stosunku do wersji pierscieniowych, znanych z literatury (por.
[He68, DK94, La91l]). Przyktadami sa tu: Twierdzenie 1.4.1, Twierdzenie 1.4.6 i
Whiosek 1.4.4. Takie wzmocnienia sa mozliwe, poniewaz dotycza przypadku algebr
nad ciatami, a nie dowolnych pierscieni.

Rozdzial 2 po$wiecony jest wlasno$ciom anihilatoréw w algebrach. W paragra-
fie 2.1 przypominamy elementarne wtasnosci anihilatoréw. Odnotowujemy, ze zbiory
zaréwno lewostronnych, jak i prawostronnych anihilatorow w algebrach tworzg kraty

ze wzgledu na porzadek wyznaczony przez zawieranie. Nie sg to jednak na ogét pod-

10



kraty w kratach idealéw jednostronnych, poniewaz kraty anihilatoréw moga by¢ nie-
modularne. Wiele przyktadéw algebr z niemodularnymi kratami anihilatoréw mozna
otrzymaé np. z rezultatéw paragrafu 3.4.

W paragrafie 2.1 pojawiaja sie algebry z jedynka, w ktorych kazdy lewostronny
ideal jest lewostronnym anihilatorem i kazdy prawostronny ideal jest prawostron-
nym anihilatorem. Takie algebry znane sa jako ,dual” algebry (zob. [HN85]), a w
rozprawie nazywamy je krotko D-algebrami. Sa to oczywiscie uogodlnienia QF-algebr,
jednak klasy te sa rézne (zob. Przyktad 2.2.11).

W Twierdzeniu 2.1.4 odnotowujemy dobrze znany fakt, ze w dowolnej algebrze
istnieje odpowiednio$é¢ Galois krat anihilatorow prawostronnych i anihilatorow lewo-
stronnych. Co wiecej, jest ona zadana konkretnymi wzorami wymienionymi w tym
twierdzeniu. To czesto pozwala ograniczaé¢ rozwazania do kraty anihilatorow lewo-
stronnych danej algebry, a uzyskane wyniki zinterpretowa¢ w kracie anihilatoréw
prawostronnych tej algebry. Wiadomo, ze kraty idealéw jednostronnych algebr sa
modularne, ale nie ma w nich naturalnej odpowiedniosci typu Galois.

W paragrafie 2.2 opisujemy pewne zaleznoéci krat anihilatorow w algebrach ,,po-
krewnych”. Dowodzimy, miedzy innymi, Twierdzenie 2.2.2 mdwiace, ze jesli A C B
sa algebrami, to istnieje naturalne zanurzenie (rozumiane jako zanurzenie zbior6w
uporzadkowanych) kraty lewostronnych anihilatoréw algebry A, w krate lewostron-
nych anihilatoréw algebry B. Przeksztalcenie to jest jednostronnie odwracalne i
zachowuje kresy dolne. Te rozwazania prowadza nas do wniosku, ze kraty anihi-
latorow algebr potpierwszych, spetniajacych z obu stron znane warunki Goldiego,
maja modularne kraty anihilatoréw o skonczonej dtugosci (zob. Twierdzenie 2.2.4
i Wniosek 2.2.5). W Lemacie 2.2.10 zajmujemy si¢ naturalnym zanurzeniem kraty
anihilatoréw algebry A/I w krate anihilatoréw algebry A, przy zalozeniu, ze ideat
I jest anihilatorem w A. Fakt, ze obrazy anihilatoréw z algebry A nie muszg by¢
anihilatorami w algebrze A/I, a nawet ze obrazem D-algebry nie musi by¢ D-algebra
jest zilustrowany w Przyktadzie 2.2.11.

W dalszych paragrafach Rozdzialu 2 pokazujemy istotny zwiazek idempoten-
tow algebry z wtasnosciami krat jej anihilatorow. Dobrze wiadomo, ze w algebrach
z jedynka idealy jednostronne generowane przez idempotenty sa anihilatorami. W
Lemacie 2.3.4 dowodzimy, ze idealy lewostronne generowane przez idempotenty sa
anihilatorami w danej algebrze wtedy i tylko wtedy, gdy lewostronny anihilator tej
algebry jest zerowy. Z tego lematu i jego prawostronnej wersji wynika, ze w réz-
nych faktach, istnieje mozliwos¢ zastepowania zatozenia o istnieniu jedynki, przez

zatozenie zerowosci lewostronnego i prawostronnego anihilatora catej algebry. Majac
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powyzsze na uwadze, w paragrafie 2.3 dowodzimy, ze zerowe anihilatory algebry i
pewne warunki natozone na krate anihilatorow lub na moc ciata bazowego impli-
kuja centralnosé idempotentéw w algebrze (Twierdzenie 2.3.8 1 Twierdzenie 2.3.9).
Ponadto, w Twierdzeniu 2.4.5 przedstawiamy pewne anihilatorowe kryteria na ist-
nienie jedynki w algebrach potprymarnych. Jako prosty skutek dostajemy, ze kazda
algebra wymiaru co najwyzej 3, z zerowym lewostronnym i prawostronnym anihila-
torem calej algebry ma jedynke. Przyktad 2.4.8 pokazuje, ze dla wyzszych wymiaréw
zerowe anihilatory algebry nie $wiadczg o istnieniu jedynki w tej algebrze.

Jesli mamy dana krate L, to zadanie znalezienia algebry, ktorej krata lewo-
stronnych, badZ prawostronnych anihilatoréw zawiera L jako podkrate, wpisuje
sie w teorie reprezentacji krat poprzez rézne podstruktury struktur algebraicznych
([B153, PT80, PP&0, Pil4, JM69, Za99]). W Rozdziatach 3 i 4 badamy reprezentacje
krat jako podkrat w kratach anihilatorow algebr.

Na poczatku Rozdzialu 3 badamy zanurzalnos¢ skonczonych algebr Boole’a w
kraty anihilatoréw. Miedzy innymi, w Twierdzeniu 3.1.4 charakteryzujemy algebry
potprymarne, w ktérych kraty anihilatoréow sa algebrami Boole’a. W przypadku
algebr zredukowanych otrzymujemy miedzy innymi, ze krata anihilatoréw takiej
algebry zawsze jest krata Boole’a (Twierdzenia 3.2.2).

W Przyktadzie 3.4.1 dla dowolnego ciala K i dla dowolnego zbioru uporzadko-
wanego P konstruujemy lokalna algebre K(P). W Twierdzeniu 3.4.2 wskazujemy
zanurzenie P w krate lewostronnych anihilatoréow algebry K(P) zachowujace po-
rzadek, a nawet wszystkie istniejace w P kresy goérne i dolne. Z tej konstrukeji i
Twierdzenia 3.4.2 wynika Wniosek 3.4.3 méwiacy o tym, ze kazda krata moze by¢
zanurzona w krate lewostronnych anihilatoréw pewnej algebry lokalnej. Jako jeden
ze skutkéw tego wniosku otrzymujemy Twierdzenie 3.4.5, w ktérym dowodzimy, ze
kraty anihilatorow algebr lokalnych nie spetniaja zadnej wspolnej tozsamosci. Ko-
lejnym waznym rezultatem paragrafu 3.4 jest Twierdzenie 3.4.8 o reprezentacji krat
zupetnych w kratach anihilatorow algebr nilpotentnych. Wyniku tego szczegdtowo
nie dowodzimy, wskazujemy tylko jak go otrzymaé z faktéw wykazanych w tym
paragrafie i z Twierdzenia 2.2.7.

W paragrafie 3.5 badamy kraty anihilatoréw algebr przemiennych. W tym ce-
lu istotnie modyfikujemy Przyktad 3.4.1 i Twierdzenie 3.4.2. Jako jeden ze skutkéw
otrzymujemy, ze kazda krata moze by¢ zanurzona w krate anihilatorow pewnej prze-
miennej algebry lokalnej (zob. Wniosek 3.5.4).

W Rozdziale 4 badamy kraty anihilatoréow algebr skonczenie wymiarowych. Od-

notowujemy, ze konstrukcje z Przyktadéw 3.4.1 1 3.5.2 przeprowadzone dla skonczo-
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nych zbioréw uporzadkowanych daja algebry skoriczenie wymiarowe. Z tej obserwa-
cji i z wiadomosci z poprzedniego rozdziatu otrzymujemy wniosek, ze kazda krata
skonczona jest podkratg w kracie lewostronnych anihilatoréw pewnej algebry skon-
czenie wymiarowej. Mozemy przy tym wymagac, aby algebra ta byla przemienna
(zob. Wniosek 4.2.3). To pozwala wzmocni¢ Twierdzenie 3.4.5. W Twierdzeniu 4.2.4
otrzymujemy, ze nawet kraty anihilatorow przemiennych, lokalnych algebr skoncze-
nie wymiarowych nie spetniajg zadnej wspoélnej, nietrywialnej tozsamosci kratowe;j.

W paragrafie 4.2 zwracamy tez uwage na fakt, ze kraty anihilatoréw algebr skon-
czenie wymiarowych nie muszg by¢ skonczone i podajemy przyktady algebr uzasad-
niajace to stwierdzenie. W ostatnim paragrafie pokazujemy, ze dla pewnych krat
skonczonych tatwo mozna wskazaé¢ algebry, ktérych kraty anihilatorow zawieraja za-
dane podkraty, i ktérych wymiar jest mniejszy, niz wymiar algebr konstruowanych w
Rozdziale 3. Czasami jednak znalezienie algebry minimalnego wymiaru, ktorej krata
anihilatorow zawiera zadang podkrate moze by¢ trudne. Taka sytuacja ma miejsce
dla niemodularnej kraty o 5 elementach. W paragrafie 4.3 konstrulujemy algebre
wymiaru 7, ktérej krata anihilatoréw nie jest modularna. By¢ moze istniejg algebry
mniejszego wymiaru, ktorych krata anihilatorow nie jest modularna.

W Twierdzeniu 4.3.5 opisujemy kraty skonczone, ktére moga by¢ reprezentowane
jako kraty anihilatorow algebr skonczenie wymiarowych nad ciatem nieskonczonym.
Podobny opis otrzymujemy dla algebr nad dowolnym ciatem przy zalozeniu, ze ba-
dana krata jest rozdzielna (Twierdzenie 4.3.6).

W literaturze pojawiaja sie prace dotyczace badania krat anihilatoréw potgrup
(zob. [No06)), a takze prace dotyczace zanurzania krat w kraty anihilatoréw (skon-
czonych) polgrup z zerem (zob. np. [Za99]). W rozprawie odnotowujemy Twierdzenie
4.2.5, ktoére wzmacnia pewne wyniki z literatury na ten temat. Twierdzenie to jest
konsekwencja rezultatéw Rozdziatow 3 i 4.

W wielu pracach autorzy zajmuja sie badaniem graféw dzielnikéw zera w al-
gebrach, ale koncentrujg sie gtéwnie na wlasnosciach teoriografowych. Jednak po-
jawiaja sie tez prace (zob. np. [Well]), w ktérych poszukiwane sa zwiazki graféw
dzielnikéw zera z kratami anihilatoréw. Ta tematyka nie bedzie w rozprawie dysku-
towana.

Cata praca zawiera sporo przyktadow o réznym stopniu trudnosci, ktore ilustruja
formutowane wyniki. Niektore rezultaty, na ogot bez dowodu, sa przytoczone dla
petnosci wiedzy o omawianym temacie.

Szereg wynikéw rozprawy pochodzi z prac [JK15a, JK15b]. Byly one prezen-

towane na kilku miedzynarodowych konferencjach algebraicznych i na seminarium
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algebraicznym w Instytucie Matematyki Uniwersytetu Warszawskiego.

14



ROZDZIAEL 1

Wiadomosci wstepne

1.1 Zbiory uporzadkowane

W catej pracy symbole N, Z i R bedg oznacza¢ odpowiednio zbiér liczb naturalnych
(0 € N), pierscien liczb catkowitych i ciato liczb rzeczywistych. Moc dowolnego zbio-
ru X oznaczaé¢ bedziemy symbolem | X|. Bedziemy tez stosowaé typowe oznaczenia
elementarnej teorii zbiorow. Zlozenie przeksztatcen f,g na elemencie x bedziemy
rozumie¢ jako (f o g)(z) = f(g(x)).

Niepusty zbior P z okreslonym na nim (czesciowym) porzadkiem < nazywaé be-
dziemy zbiorem uporzgdkowanym. Bedziemy uzywaé standardowej notacji i termino-
logii zwigzanej ze zbiorami uporzadkowanymi. Przypomnimy tylko pewne, czeSciej
uzywane pojecia.

Dla elementow a, b zbioru uporzadkowanego P uzywaé bedziemy zapisu a < b
w sytuacji, gdy a < b i jednoczesnie a # b. Niech zatem a,b € P beda takie, ze
a < b. Jesli nie istnieje element ¢ € P taki, ze a < ¢ < b, to powiemy, ze a jest
poprzednikiem b, lub rownowaznie, ze b jest nastepnikiem a.

Liniowo uporzadkowane zbiory nazywaé bedziemy {fancuchami. Skonczony tan-
cuch o n+1 elementach oznaczymy symbolem C,, i nazwiemy tancuchem dtugoscin.
Jesli w P istnieje tancuch najdtuzszy i ma on dtugos¢ n < oo, to powiemy, ze zbioér
P jest dtugosci n, albo ogdélniej, ze P ma skonczong diugosé. Jedli natomiast kazde
dwa elementy podzbioru ) C P sg nieporéwnywalne, to () nazywamy antylancu-
chem. Jedli () C P jest skonczonym antylancuchem o m elementach, to powiemy, ze
Q ma szerokos¢ m. Jedli w P istnieje antytancuch o najwiekszej liczbie elementéw i

ma on szerokos¢ m < oo, to powiemy, ze P ma szerokosé m, albo ogolniej, ze P ma
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skoniczong szerokosé. Jesli P nie ma skonczonej dtugosci (szerokosci) to powiemy, ze

P ma nieskonczong dlugo$é (szerokosé). Bezposrednio z tych okreslefi otrzymujemy

Stwierdzenie 1.1.1. fancuchy to dokladnie zbiory uporzqdkowane szerokosci 1, a

antytancuchy to dokiadnie zbiory uporzgdkowane diugosci 0.

Jedli < jest relacja porzadkujaca zbior P, to relacja < zdefiniowana nastepujaco:
a =X b & b < aréwniez porzadkuje ten zbior. Zbioér P uporzadkowany przez relacje
= oznacza¢ bedziemy przez P i nazywa¢ bedziemy zbiorem dualnym do P.

Kolejne pojecia zwigzane ze zbiorami uporzadkowanymi, to warunek minimalno-
Sci i warunek maksymalnosci. Niech P bedzie zbiorem uporzadkowanym. Wowczas
P spetia warunek minimalnosci jesli kazdy jego niepusty podzbiér ma element mi-
nimalny, analogicznie P spelnia warunek maksymalnos$ci jesli kazdy jego niepusty

podzbiér ma element maksymalny. Znany jest nastepujacy rezultat:

Twierdzenie 1.1.2. Niech P bedzie zbiorem uporzgdkowanym.

(1) P spelnia warunek minimalnosci (maksymalnos$ci) wtedy i tylko wtedy, gdy P°P
spetnia warunek maksymalnosci (minimalnosci).

(2) P spelnia warunek minimalnosci wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy Scisle malejgcy
ciqg jego elementow jest skonczony.

(3) P spetnia warunek maksymalnosci wtedy 1 tylko wtedy, gdy kazdy $cisle rosngcy
ciqg jego elementow jest skoriczony.

(4) P spelnia warunek maksymalnosci i minimalnosci wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy

tancuch w P jest skornczony.

DowOD. Punkt (1) wynika wprost z definicji zbioru P°P. Punkty (2) i (3) sa wyka-
zane w Twierdzeniu 1.13 w [Ro08]. Punkt (4) jest bezposrednia konsekwencja (2) i
(3). O

W rozprawie wykorzystane beda ponizsze konstrukcje zbioréw uporzadkowanych:

Przyktad 1.1.3. Niech [ bedzie niepustym zbiorem i niech {P; : i € I} bedzie
rodzina zbiorow uporzadkowanych.
(a) Zbior [[;c; P uporzadkowany ,po wspoétrzednych”, czyli przez relacje: (a;) <
(b;), jesli a; < b; dla dowolnego i € I, jest zbiorem uporzadkowanym. Nazywaé
go bedziemy iloczynem prostym zbiorow P;.
(b) Zbiér W;er P, = User Py, w ktérym zbiory P; sa roztaczne, kazdy ze swoim po-
rzadkiem, a miedzy elementami réznych sktadnikéw nie ma zadnej relacji, jest

zbiorem uporzadkowanym. Bedziemy go nazywaé sumgq roztgczng zbiorow P;.
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Kazdy antylancuch jest postaci W;erP;, gdzie P; sa zbiorami jednoelemento-

wymi.

Przyktad 1.1.4. Niech dany bedzie cigg zbioréw uporzadkowanych P, dla n € N.

(a) Niech 0 < s < oo. Jedli dla kazdego n < s zbiér P, spelia warunek mini-

malnosci (maksymalnosci), to réwniez zbiory [ _, P, i WS _, P, spetniaja ten
warunek.

(b) Jesli kazdy zbiér P, spetnia warunek minimalnosci (maksymalnosci), to suma
roztaczna 32 (P, tez spelnia ten warunek.

(c) Inaczej jest dla iloczynu prostego [10 P,.: Jesli P, nie jest antylaicuchem dla
zadnego n € N, to [[>2, P, nie spelnia ani warunku maksymalnosci, ani wa-
runku minimalnosci. Dla przyktadu, dla dowolnego n € N wezmy jako P, kopie
taiicucha C7 = {0,1}. Wowczas w nieskoniczonym iloczynie prostym zbioréw
P, dostajemy nieskonczony, $cisle rosnacy tancuch elementow:

(0,0,0,0,...) < (1,0,0,0,...) < (1,1,0,0,...) < (1,1,1,0...) < ... Podobnie
mozna pokazac, ze zbiér [[)7 , P,, gdzie dla kazdego n mamy P,, = C}, zawiera
nieskonczony, Scisle malejacy tancuch elementéw. Powyzszy iloczyn prosty nie

spelnia wiec ani warunku minimalnosci, ani maksymalnosci.

Niech Py, P, beda zbiorami uporzadkowanymi i niech ¢ bedzie odwzorowaniem z
P, do P,. Powiemy, ze ¢ zachowugje porzqdek, jesli dla dowolnych a, b € P, nieréwnos¢
a < b pociaga za soba nieréwnos$¢ ¢(a) < ¢(b). Jezeli przeksztatcenie ¢ zachowuje
porzadek i jest roznowartosciowe, to powiemy, ze ¢ jest zanurzeniem zachowujgcym
porzqdek.

Gdy ¢ spelia warunek: a < b < ¢(a) < ¢(b), to ¢ nazwiemy przeksztalceniem
scisle zachowujgcym porzqdek. Latwo pokazac, ze przeksztatcenie Scisle zachowujace
porzadek jest roznowarto$ciowe.

Zbiory uporzadkowane P; i P, nazwiemy izomorficznymi, gdy istnieje suriekcja
v : P — P, $cidle zachowujaca porzadek.

Izomorfizm zbioréw uporzadkowanych P; i Py nazywaé bedziemy antyizomor-
fizmem zbiorow P; i P, a izomorfizm zbioréw uporzadkowanych P i PP nazywaé
bedziemy antyautomorfizmem zbioru P.

W pracy tej bedziemy zajmowaé sie czesto zbiorami skonczonymi. W zwigzku z

tym odnotujmy nastepujacy rezultat:

Twierdzenie 1.1.5. Niech P bedzie zbiorem uporzgdkowanym. Nastepujgce warunki

sq rownowazne:
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(1) P jest skonczony.
(2) Kazdy laricuch i kaZdy antylaricuch w P jest skonczony.

(3) P ma skonczong dlugosé i skoriczong szerokosé.

DowOD. Oczywiste sa implikacje (1) = (3) 1 (3) = (2). Zalezno$¢ (2) = (1) mozna

wykazaé metodami uzytymi w dowodzie Twierdzenia 1.14. w [Ro08]. O

1.2 Kraty

Waznym rodzajem zbioréw uporzadkowanych sa kraty, ktore mozna opisa¢ rowniez

jako struktury algebraiczne.

Definicja 1.2.1. Krata w sensie porzqdkéw to uporzadkowany zbiér (L, <), w kté-
rym kazdy dwuelementowy podzbiér ma oba kresy: gérny i dolny.

Krata w sensie algebraicznym to struktura algebraiczna (L,A,V), w ktérej dwuargu-
mentowe dziatania V i A sg taczne, przemienne, idempotentne, oraz dla dowolnych

elementéw a, b, c € L spetniajg nastepujace réwnodci:
aN(aVb)=a i aV(aAb)=a.

Pojecia krat w sensie algebraicznym i porzadkowym sg rownowazne. Rzeczy-
wiscie, jesli mamy krate, dang jako strukture algebraicznag z wymienionymi wyzej
aksjomatami, to zadajac porzadek poprzez warunek: z < y < x Vy = y otrzymamy
krate w sensie porzadku. Odwrotnie, jesli w kracie w sensie porzadku, zdefiniujemy:
xVy = sup(x,y) oraz x Ay = inf(x,y), to dostaniemy krate w sensie algebraicznym.
To pozwala stosowaé¢ do krat wszystkie fakty dotyczace zbiorow uporzadkowanych,
oraz pojecia i rezultaty specyficzne dla struktur algebraicznych.

Niech Lq, Ly beda kratami, oraz ¢ bedzie odwzorowaniem z L; w Lo. Jesli ¢
zachowuje wszystkie kresy dolne, tj. ¢(a A b) = ¢(a) A ¢(b) dla dowolnych a,b € Ly,
to ¢ nazywaé bedziemy A-homomorfizmem. Analogicznie mozemy zdefiniowaé V-
homomorfizm. Przeksztatcenie ¢ : L; — Lo, ktore jest jednoczesnie A-homomorfizmem
i V-homomorfizmem nazwiemy krétko homomorfizmem krat. Pojecia te mozna roz-
patrywa¢ na poziomie odwzorowan zbiorow uporzadkowanych ¢ : P, — Ps, je-
sli przyjmiemy, ze odpowiednie réwnosci sa spetnione dla wszystkich par elemen-
tow z Pp, dla ktérych istnieja odpowiednie kresy. Oczywiscie A-homomorfizm i V-
homomorfizm zbioréw uporzadkowanych sa przeksztatceniami zachowujacymi po-

rzadek.
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Przyktadem algebraicznego podejécia do krat jest np. rozwazanie tozsamosci w
kratach. Z tego obszaru potrzebny nam bedzie nastepujacy rezultat (zob. [CD73,
16.7])

Twierdzenie 1.2.2. Jesli jaka$ tozsamosc jest speiniona we wszystkich kratach
skonczonych, to jest spetniona we wszystkich kratach, czyli jest trywialna z punk-

tu widzenia teorit krat.

Bedziemy tez stosowaé inne pojecia i rezultaty z teorii krat. Mozna je znalez¢é
na przyktad w [Ro08, CD73]. Przypomnimy tylko niektére, wazniejsze z punktu
widzenia tej rozprawy.

Jedli (L, <) jest krata oraz a,b € L, to a A b = inf(a,b) nazywamy iloczynem
elementéw a i b, a a V b = sup(a,b) nazywamy suma elementéw a i b. Jesli kazdy
podzbiér kraty L ma kres goérny i kres dolny, to L nazwiemy kratq zupetng. W
szczegolnosci kazda krata skonczona jest zupeka.

Podkrata kraty L nazywaé bedziemy niepusty podzbiér M C L, ktéry jest krata
ze wzgledu na te same operacje sumy i iloczynu co krata L. Dalej w pracy pojawia
sie tez podzbiory krat bedace ze wzgledu na porzadek pochodzacy z L kratami,
ale nie bedace podkratami w L. Krate nazwiemy nierozkladalng, jesli nie jest ona
iloczynem prostym dwoch swoich podkrat.

Oczywiscie wszystkie tancuchy sa kratami, ale zaden antytancuch szerokosci co
najmniej 2 nie jest krata. Zbiér uporzadkowany P, w ktérym istnieja elementy:
najmniejszy i najwiekszy, oraz wszystkie pozostate elementy tworza antytancuch
szeroko$ci n oznaczaé¢ bedziemy przez M,,. Jest to krata wysokosci 2 i szerokosci n.

Zauwazmy, ze jesli L jest krata, to zbior L jest takze krata. Krate LP bedziemy
nazywac kratq dualng do kraty L.

W kratach wyrézniamy pewne, przydatne elementy. Element najwickszy kraty L
nazwiemy jednoscia kraty L i oznaczymy przez (2. Dualnie, najmniejszy element w
kracie oznaczymy symbolem w i nazwiemy zerem kraty L. Oczywiscie takie elementy
w kracie nie zawsze istnieja. Krate z zerem i jednoscia nazywamy krata ograniczona.
Przyktadami krat ograniczonych sa wszystkie kraty zupetne. W dowolnej kracie L
nastepniki w bedziemy nazywac atomams, a poprzedniki €2 nazwiemy koatomams.

Jesli a < b € L, to przyjmiemy
la,b] ={c€ L:a<c<b}.

Zbior ten, z porzadkiem indukowanym z L, nazywamy przedziatem o koncach a,b.

Oczywiscie [a, b] jest podkrata kraty L.
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Element a ograniczonej kraty L nazwiemy dopetnieniem elementu b € L, jesli
aNb=woraz a Vb= Q. Mowimy, ze L jest kratq z dopetnieniami, gdy kazdy jej

element ma dopetnienie.

W literaturze szczegdlne miejsce zajmuja kraty Boole’a, kraty modularne i kraty
rozdzielne. Krate L nazywamy modularng, gdy dla dowolnych elementow a, b, c € L
takich, ze ¢ < a, speliony jest warunek: a A (bV ¢) = (a A D) V c. Krate L nazy-
wamy rozdzielng, gdy dla dowolnych elementéw a, b, ¢ € L spelniona jest rownosé
aN(bVec)=(aNb)V (aAc). Kazda krata rozdzielna jest modularna. Ograniczona
krate rozdzielna z dopelieniami nazywamy kratg (algebrg) Boole’a. Zauwazmy, ze
jesli krata L jest modularna (rozdzielna, Boole’a), to krata dualna L° réwniez jest
modularna (odpowiednio rozdzielna, Boole’a). Podobnie, jesli {L; : i € I} jest ro-
dzina krat modularnych (rozdzielnych, Boole’a), to iloczyn prosty tych krat [T;c; L;
jest réwniez krata modularna (rozdzielna, Boolea). Kazda podkrata kraty modular-
nej (rozdzielnej) jest modularna (rozdzielna), ale podkrata kraty Boole’a nie musi
by¢ kratg Boole’a.

Przyktadami krat rozdzielnych nie bedacych kratami Boole’a sg tancuchy o co
najmniej 3 elementach. Kazda krata M, gdzie n > 3 jest krata modularna, krata z

dopeieniami, ale nie jest krata rozdzielng.

Skonczone zbiory uporzadkowane, a zwtaszcza kraty, wygodnie jest ilustrowaé
za pomoca diagramoéw Hassego. Tu i dalej bedziemy si¢ do nich odwotywac.

Krata modularng, ale nie rozdzielng o najmniejszej liczbie elementéw jest krata
M3 zwana diamentem (Rysunek 1.1). Wiadomo ([Ro08], Twierdzenie 4.7]), ze krata
modularna L jest rozdzielna wtedy i tylko wtedy, gdy nie ma podkraty izomorficznej
z Mj3. 7 kolei kratg niemodularng o najmniejszej liczbie elementéw jest krata ozna-
czona symbolem Nj (Rysunek 1.1), zwana pigciobokiem. Wiadomo ([Ro08], Twier-
dzenie 4.7), ze krata L jest modularna wtedy i tylko wtedy, gdy nie ma podkraty
izomorficznej z kratg Ns.

Podamy teraz kilka przyktadéow krat przydatnych w dalszej czesci rozprawy.

Przyktad 1.2.3. Jesli X jest dowolnym zbiorem, to zbiér P(X) wszystkich jego
podzbioréow, uporzadkowany przez inkluzje, jest kratg. Jest to krata zupelna i krata
Boole’a. Mozna pokazaé, ze kazda skonczona krata Boole’a jest izomorficzna z kra-
ta P(X) dla pewnego skoniczonego zbioru X. Dlatego tez liczba elementéw kazdej

skonczonej kraty Boole’a jest potega dwojki. Krate Boole’a majacg 2" elementow
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Ms N

Rysunek 1.1: Kraty M5 i Nj

oznacza¢ bedziemy symbolem Ban.

Niech V' bedzie niezerowsg przestrzenia liniowa nad ciatem K. Wéwczas krate sta-
nowi rodzina Sub (V') wszystkich podprzestrzeni liniowych przestrzeni V' uporzadko-
wana przez inkluzje. Dzialaniami w tej kracie sa: suma algebraiczna podprzestrzeni
i czes¢ wspolna podprzestrzeni. Jest to krata modularna i zupetna, z dopetnieniami.
Jesli V' jest jednowymiarowa, to Sub(V') = C} = Bs. Jedli wymiar V' jest co najmnie;
2, to Sub(V') nie jest rozdzielna, a wiec nie jest podkrata w P(V'). Jednak inkluzja
Sub(V') € P(V) jest A-homomorfizmem.

Przyktad 1.2.4. Niech P, = U,enC, bedzie sumg roztaczng tancuchéw C,. Do
zbioru P; dotaczamy element najmniejszy w i najwiekszy €2, otrzymujac zbiér upo-
rzadkowany L;. Wowczas P nie jest krata, ale L; jest krata z dopelieniami, ktéra
jednak nie jest modularna. W P; i w L; kazdy tancuch ma skonczong dlugosé, ale

ani P, ani L, nie ma skonczonej dtugosci.

Przyktad 1.2.5. Wezmy zbior Ly, = {M, : n € N}. Porzadek w Ly zadajemy
nastepujaco:

1) Dla kazdego n porzadek w M,, pozostawiamy bez zmian;

2) Dla dowolnego n, kazdy element z M, jest w relacji < z kazdym elementem w
M, dla dowolnego k > 1.

Wowcezas Lo jest krata modularna, ale nie rozdzielng. Nie jest to tez krata z dopel-
nieniami. Kazdy antytancuch w L, ma skonczona szerokos¢, ale Lo nie jest krata

skonczonej szerokosci.

Przyktady 1.2.4 1 1.2.5 pokazuja, ze Twierdzenie 1.1.5 nie moze by¢ wzmocnio-
ne w przypadku zbioréw uporzadkowanych, a nawet w przypadku wszystkich krat.

Jednak w kratach spetiajacych pewne szczegdlne zatozenia mozna to osiagnac.
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Twierdzenie 1.2.6. Niech L bedzie kratg modularng, w ktorej istnieje skonczony
tancuch maksymalny. Wowczas wszystkie tancuchy w L sq skonczone i wszystkie

tancuchy maksymalne majg te samq diugosc.
Sformutujemy teraz pewne znane wtasnosci krat rozdzielnych.

Stwierdzenie 1.2.7. Niech L bedzie kratg rozdzielng i ograniczong.
(1) Jesli L jest skoriczonej dtugosci, to L jest skonczona.
(2) Kazdy element kraty L ma co najwyzej jedno dopelnienie.

(3) Jesli a,b, b € L, gdzie b jest dopelnieniem b w L, to
aNb=w&aNb =a.

(4) Jesli L jest kratqg Boole’a, to dla dowolnych a < b € L krata [a,b] C L jest
rowniez kratg Boole’a. Przy tym, jesli x € |a,b] oraz x' jest dopelnieniem x w

L, to dopetnieniem x w kracie [a,b] jest element (' Ab) V a.

DowoOD. Dla przyktadu wykazemy punkt (3). Jesli aAb =w, toa =aAQ =aA(bV
b') = (aAb)V(aNb') = aAl'. Odwrotnie, jesli anl = a, to anb = a AV Ab = aNw = w.
U

Majac na uwadze punkt (1) powyzszego twierdzenia zauwazmy, ze nieskonczone
tancuchy sg przyktadami krat rozdzielnych, w ktérych skonczona szerokosé nie impli-
kuje skonczonej dtugosci. W przypadku dowolnej kraty Boole’a zalezno$¢ pomiedzy

dhugoscia, a szerokoscia tej kraty jest prosta.

Twierdzenie 1.2.8. Niech B bedzie skonczong kratqg Boole’a. Wowczas istnieje

liczba n € N taka, Ze:

(1) B ma 2" elementiow;

(2) B jest dlugosci n;

(3) B ma szerokosé S(n), gdzie S : N — N jest dobrze znanqg funkcjq wyznaczong
przez Spernera ([Bi67), str. 99).

Korzystajac ze Stwierdzenia 1.2.7 (3) tatwo wykazaé, ze w dowolnej kracie Bo-
ole’a nieréwnosé a < b pocigga za sobg V' < d/. Z tego faktu i jednoznaczno$ci
dopeien wynika, ze w dowolnej kracie Boole’a warunek minimalnosci jest réwno-
wazny z warunkiem maksymalnosci. W oparciu o te informacje oraz Twierdzenia

1.1.21 1.2.8 tatwo udowodni¢ ponizszy fakt.

Stwierdzenie 1.2.9. Niech B bedzie kratg Boole’a. Nastepujgce warunki sq rowno-

wazne:
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(1) Krata B spelnia warunek minimalnosci;
(2) Krata B spelnia warunek maksymalnosci;

(3) B jest kratq skoriczong.

Potrzebne nam bedzie dalej nastepujace kryterium na bycie przez krate krata

Boole’a:

Twierdzenie 1.2.10 ([Bi67], Twierdzenie 11.17). Jesli kazdy element a ograniczo-
nej kraty L ma dokladnie jedno dopelnienie a' i jesli przyporzgdkowanie a — a

jest antyautomorfizmem kraty L, to L jest algebrg Boole’a.

DowoOD.(Rézny od dowodu zamieszczonego w [Bi67])
Niech L bedzie jak w zalozeniach twierdzenia.

Krok 1. Pokazemy, ze w L spetniony jest warunek:
Jesli a < b, to (@' Ab)Va=b. (1.2.1)

Niech wiec a < b1 niech ¢ = @’ Ab. Wowcezas ¢ Aa = w. Skoro o’ Ab= (aVI), to
w=(aVU)A(a Ab) = ((aVV)Nd')Nb. Zauwazmy, ze (aVI)ANad = (' ANb)' Nd' =
[(a' AD)Va] = (cVa). Podstawiajac otrzymany wynik do réwnania poprzedniego
mamy w = (¢ V a) Ab. Z faktu a < b wynika, ze cVa = (a’ Ab)Va<bVa=Dh
Stad (¢Va) Vb= Vvb=Q. Zatem (cV a)" jest dopelnieniem b, czyli (¢Va) =V.
Ostatecznie b = (V') = ((cVa)') =cVa=(ad ANb)Va.

Z automorfizmu kraty L i warunku (1.2.1) mamy nastepujacy fakt:

Jedlia < b, to (aVb)Ab=a. (1.2.2)
Krok 2. Pokazemy teraz, ze dla dowolnych z, vy, z € L spelniony jest warunek:
JeSiz Ay=xANzorazxVy=zxVz toy ==z (1.2.3)

Przypusémy, ze tAy = aixzVy =b. Stad y = aVy = bAy. Niech g = b’V (a' Ax).
Kolejno z warunkéw (1.2.1) i (1.2.2) mamy
gVy=btV(dAz)V(aVy =tVaVy=bVb=1Q,
ghy=UW'V(dANx)AbANy=d Nz Ahy=d Na =w.
Zatem y = ¢'. Poniewaz g zalezy jedynie od wyboru z, to dla kazdego z € L takiego,
zexANz=aizxVz=>0bmamy ¢ = z. 7 jednoznacznosci dopelieni mamy y = z.
Krok 3. Zadna z krat Ms i N5 (zob. Rysunek 1.1) nie spetnia warunku (1.2.3),
zatem nie wystepuja one jako podkraty w kracie L. Stad wynika, ze L jest krata

rozdzielna. Jest wiec kratg Boole’a, poniewaz ma dopeknienia. 0
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1.3 Algebry

W catej rozprawie K bedzie ciatem. Wymiar przestrzeni liniowej V' nad ciatem K
bedziemy oznaczaé symbolem Dimg (V) lub Dim(V'), a przestrzen liniowa rozpieta
nad K przez zbiér S oznaczymy przez Ling(S) lub Lin(S). Jesli S ={a;...,a,} to
zapiszemy Lin(S) = Lin(ay, ..., a,).

W paragrafie tym przypomnimy wazniejsze definicje i twierdzenia teorii algebr.
Podamy réwniez przyktady algebr, ktore beda miaty zastosowanie w dalszej czesci
rozprawy. Zawarte tu informacje beda dostosowane do potrzeb algebr nad ciatami.
Czesé stwierdzen pojawi sie wiec wraz z dowodami, ktére sg adaptacjami dowodow

stwierdzen pochodzacych z teorii pierscieni ([He68, Ladl, La99]).

Algebrg nad ciatem K, K-algebrg, lub krotko algebrg nazywamy pierscien taczny
(A, +,-) majacy jednoczesénie strukture przestrzeni liniowej nad K z tym samym
dodawaniem, przy czym dla dowolnego A € K oraz dla dowolnych x,y € A spetniony

jest warunek:
Azy) = (Ax)y = z(\y). (1.3.1)

W sytuacji, gdy nie prowadzi to do zadnych nieporozumien, bedziemy przyjmo-
waé, ze algebra ma dang wlasno$¢, jesli ma te wlasnosé jako pierscien. Bedziemy
wtedy uzywaé pojeé i oznaczen z teorii pierscieni. W tym sensie rozumiemy np. al-
gebry z jedynka. Jezeli algebra A posiada jedynke, to zapiszemy ja symbolem 14,
lub w skrocie 1, jesli bedzie wiadomo, o jaka algebre chodzi.

Przez AP bedziemy oznaczac¢ algebre z ta sama co A liniowa struktura nad K,
lecz z odwrotnym mnozeniem, powiedzmy *. Zatem w A’ mamy a *x b = ba dla
a,b € A. Przez wymiar algebry A bedziemy rozumie¢ jej wymiar jako przestrzeni
liniowej nad K, czyli Dim(A).

Prostymi przyktadami algebr sa przestrzenie liniowe z zerowym mnozeniem. Inng
powszechnie znana algebra jest zbiér M, (K) wszystkich macierzy kwadratowych
ustalonego stopnia n € N o wyrazach z K ze standardowymi operacjami. Przy uzyciu
tych samych dzialan macierzowych, dla dowolnej algebry A i dowolnego n > 1
mozemy otrzymacé algebre macierzy stopnia n o wspétczynnikach z A, oznaczang
przez M, (A).

Homomorfizmy algebr sa to homomorfizmy pierécieni, ktore sg jednoczesnie prze-
ksztatceniami liniowymi. Je$li A jest algebra, to naturalne jest definiowanie w A

ideatéw jednostronnych, dwustronnych, podalgebr itp. Wymagamy, aby wszystkie
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te struktury spetniaty odpowiednie warunki pierscieniowe i byly podprzestrzeniami
liniowymi. Na przyktad ideatem lewostronnym algebry A jest ideat lewostronny pier-
Scienia A, ktéry jest rowniez podprzestrzenig w A. Moze sie zdarzy¢, ze dla danej
algebry A istnieja idealy (a wiec i ideaty jednostronne) A jako pierécienia, ktére nie

sg ideatami A jako algebry.

Przyktad 1.3.1. Niech K bedzie cialem nieskonczonym i A niezerowa K-algebra z
zerowym mnozeniem. Niech 0 # v bedzie dowolnym elementem w A.

Jedli charakterystyka K jest réwna zero, to dla dowolnego n € N, niech I, =
{m2™ : m € Z}. Jesli K ma charakterystyke p > 0 to, poniewaz K jest ciatem
nieskonczonym, w K istnieje nieskonczony cigg elementéw xq, xo, ... liniowo nieza-
leznych nad prostym podciatem F C K. W tym przypadku, dla dowolnego n € N
niech I, = Ling(z,, Tp11, .. .)0.

W obu przypadkach zbiory I,, to idealy pierscienia A nie bedgce nawet jedno-
stronnymi ideatami algebry A. Ideatami jednostronnymi algebry A sa bowiem tylko
K-podprzestrzenie w A. Jesli wiec A = K, to idealami jednostronnymi w algebrze
A sa tylko 01 A.

Dla dowolnej algebry A i jej ideatu I, pierscien ilorazowy A/I ma naturalna
strukture przestrzeni liniowej, czyli jest algebra, ktéra nazywaé bedziemy algebrg
ilorazowg.

Jedli I jest ideatem lewostronnym (prawostronnym, dwustronnym) algebry A, to
napiszemy I <; A (I <, A, I Q A). Zbiér wszystkich ideatéw lewostronnych (prawo-
stronnych, dwustronnych) algebry A oznaczaé¢ bedziemy przez J3;(A) (J,.(A), T(A)).

Wiadomo, ze

Stwierdzenie 1.3.2. Zbiory J,(A), J,(A) oraz I(A), uporzedkowane przez relacje
zawierania sq¢ kratami modularnymi v zupelnymi. Sq to bowiem podkraty w kracie

podprzestrzeni Sub(A). Kraty te sq kratami ograniczonymi. Dla kazdej z nich w = 0
i = A. Ponadto, 3,(A?) = TJ,(A) i J,(A%?) = T, (A).

7 ostatniego zdania powyzszego stwierdzenia wynika, ze czesto wystarczy rozwa-

zac tylko ideaty lewostronne, a wyniki stosowa¢ réwniez do ideatéw prawostronnych.

Standardowo, jesli Vi i V5 sg podprzestrzeniami w przestrzeni liniowej V' oraz
Vi NVy = 0, to sume tych podprzestrzeni nazywamy suma prosta i oznaczymy ja
przez Vi @ Va. Niech teraz A i B beda algebrami. WeZmy przestrzen liniowag A x B.

W naturalny sposob jest ona sumg prostg podprzestrzeni liniowych A = A x 0 oraz

25



B =0x B, czyli Ax B=A® B. Rozszerzmy mnozenia w A i w B do mnozenia
w A @ B przyjmujac ab = ba = 0 dla dowolnych a € A, b € B. Wéwczas dostajemy
algebre zwang sumgq prostq algebr A i B, ktora oznaczamy nadal przez A & B. W
tej sytuacji A i B sg ideatami w algebrze A @ B.

Jedli algebre A da sie zapisaé jako sume prostg jej idealéw I i J, to dostaniemy
rozktad A na sume prostg algebr A = I & J w sensie poprzedniego okreslenia.

Niech B, C' beda niepustymi podzbiorami algebry A i co najmniej jeden z nich
nie jest jednoelementowy. Wéwczas przez BC oznaczymy podprzestrzen w A gene-
rowang przez wszystkie iloczyny bc gdzie b € B, ¢ € C. Jedli co najmniej jeden z
tych zbiorow jest podprzestrzenig w A, to wida¢, ze podprzestrzen BC dana jest
wzorem

BC:{ZbiciiTLEN, biEB, CiEC}.

i=1
Jesli B i C sg podalgebrami w A, to BC' nie musi by¢ podalgebra. Jesli natomiast
B jest ideatem lewostronnym (C' jest idealem prawostronnym) algebry A, to ich
iloczyn BC' jest tez ideatem lewostronnym (prawostronnym) w A. Jesli wiec B i C
sg idealami w A, to oczywiscie BC tez jest idealem w A, oraz BC' C BN C.

Poniewaz mnozenie w A jest taczne, to zdefiniowane wyzej mnozenie podzbiorow
A jest rowniez taczne. Wobec tego, iloczyn ten mozna rozszerzy¢ na dowolng liczbe
n € N czynnikéw, bez ustalania rozstawienia nawiaséw. Przyjmujemy, ze B! = B.
Iloczyn n > 0 czynnikéw, z ktorych kazdy jest réwny B, bedziemy zapisywadé jako
B".

Podzbiér B algebry A nazywamy nilpotentnym, jesli B™ = 0 dla pewnego n > 1.
Jesli ponadton > 21 B"1 # 0, to powiemy, ze B ma stopien nilpotentnosci n. Wia-
domo, ze jesli I C A jest jednostronnym idealem nilpotentnym, to ideal generowany
przez I w A jest réwniez nilpotentny, tego samego stopnia nilpotentnosci. Algebry
bez niezerowych ideatéw nilpotentnych nazywamy péipierwszymi. Algebre A nazwie-
my pierwszq, jesli dla dowolnych jej niezerowych ideatow I, J mamy [I.J # 0.

Bedziemy teraz chcieli wyr6zni¢ pewne elementy algebr posiadajace wazne wita-

snosci. Przez centrum algebry A bedziemy rozumieli zbior
Z(A)={a€ A:VbeA, ab=ba}.

Element a € Z(A) nazywaé bedziemy elementem centralnym. Jesli wszystkie ele-
menty w A sg centralne, to A jest algebra przemienng. Jest widoczne, ze pierécien z
jedynka jest K-algebrag wtedy i tylko wtedy, gdy zadany jest homomorfizm ciata K
w Z(A) przeprowadzajacy 1k na 14.
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Waznym rodzajem elementow w algebrach sg idempotenty. Element e € A na-
zwiemy elementem idempotentnym (lub krocej idempotentem), jesli spetnia warunek
e = e%. Oczywidcie 0 i 1 sg idempotentami w A. Wszystkie idempotenty rézne od 0
nazywaé bedziemy idempotentami nietrywialnymi. Element a algebry A nazywamy
nilpotentnym (stopnia 1) jesli a = 0. Natomiast element a € A nazywamy nilpo-
tentnym (stopnia n > 1) jesli a® = 0 oraz a"! # 0. Elementami nilpotentnymi sa
elementy ideatow nilpotentnych, ale nie tylko one. Element a € A, dla ktérego istnie-
je niezerowe b € A takie, ze ab = 0 (ba = 0) nazwiemy lewostronnym (odpowiednio
prawostronnym) dzielnikiem zera. Jesli a € A jest lewostronnym lub prawostron-
nym dzielnikiem zera, to powiemy krotko, ze a jest dzielnikiem zera. Algebre bez
niezerowych dzielnikéw zera nazwiemy dziedzing.

Jesli A jest algebra z jedynka, to element a € A, dla ktérego istnieje b € A takie,
ze ab = 1 (ba = 1) nazwiemy elementem prawostronnie odwracalnym (odpowied-
nio lewostronnie odwracalnym). Element jednocze$nie lewostronnie i prawostronnie
odwracalny nazwiemy elementem odwracalnym. Zbior wszystkich elementéw jedno-
czes$nie lewostronnie i prawostronnie odwracalnych oznaczaé¢ bedziemy przez U(A).
Jesli A =U(A)U{0}, to algebre A nazwiemy algebrq z dzieleniem.

Ideal lewostronny I algebry A nazwiemy maksymalnym (minimalnym), jesli jest
koatomem (odpowiednio atomem) w kracie J;(A). Analogicznie ideal prawostronny
J algebry A nazwiemy idealem maksymalnym (minimalnym), jesli jest koatomem
(odpowiednio atomem) w kracie J,(A). Prawostronny ideal J <, A nazwiemy regu-
larnym, jesli istnieje element a € A taki, ze zr—ax € J dla wszystkich x € A. Jednym
z najwazniejszych ideatow w algebrze A jest ideal bedacy przecieciem wszystkich ide-
atow prawostronnych maksymalnych, bedacych jednoczesnie ideatami regularnymi.
Ideal ten jest znany jako radykal Jacobsona lub krétko radykat algebry A i ozna-
czany jest zwykle symbolem J(A). Rézne charakteryzacje radykatu Czytelnik moze
znalezé np. w [He68]. Dla nas wazne beda nastepujace informacje: dla dowolnej al-
gebry A, jej radykal jest ideatem A jako algebry, zawiera wszystkie jednostronne
ideaty nilpotentne, oraz J(I) = I N J(A) dla dowolnego ideatu I <1 A. Ponadto, jesli
A jest algebra z jedynka, to dla dowolnego ideatu I << A mamy 1+ 1 C U(A) wtedy
i tylko wtedy, gdy I C J(A).

Szczegblne miejsce w tej pracy zajmuja algebry zwane algebrami lokalnymi. Jezeli
algebra A ma jedynke, oraz A/.J(A) jest algebra z dzieleniem, to A nazywamy algebrg
lokalng. Wiadomo ([La91]), ze algebra A z jedynka jest lokalna wtedy i tylko wtedy,
gdy A\U(A) = J(A), albo inaczej, wtedy i tylko wtedy, gdy A ma dokladnie jeden

ideal lewostronny (prawostronny) maksymalny.
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W niniejszej rozprawie wazne miejsce zajmujg algebry wielomianéw o wspot-
czynnikach z K, a czasem z dowolnej algebry A. Niech S bedzie dowolnym zbiorem,
a X = {zs : s € S} rodzing zmiennych indeksowana elementami zbioru S. Alge-
bre wielomianéw nieprzemiennych zmiennych z,, dla s € S, o wspotczynnikach z
A oznaczymy przez A{X} lub A{z, : s € S}; a jesli zmienne beda przemienne, to
zapiszemy A[X] lub Afzs:s € 5).

Waznym uogolnieniem algebr wielomianéw nad ciatem K sa algebry potgrupowe.
Niech S bedzie ustalona poétgrupa. Przez K[S] oznaczymy zbior wszystkich elemen-
téw postaci Y0 kis; dla k; € Kis; € Sin > 1. Zbiér K[S] jest w naturalny
sposob przestrzenig liniowg nad K i S C K[S]. Mnozenie w K[S] definiujemy roz-
szerzajac mnozenie w S przy pomocy dwuliniowosci. Wéwezas zbior K[S] staje sie
K-algebra. Jesli potgrupa S posiada element zerowy Og, to KOg jest ideatem w alge-
brze K[S]. Wtedy przez Ky[S] oznaczamy $ciggnietq algebre polgrupowg, tj. algebre
Ko[S] = K[S]/KO0g, w ktérej cata podprzestrzen KOs ,Sciagamy” do zera algebry
Ko[S]. W przypadku, gdy S jest monoidem, algebre K[S]| nazywamy algebrg mono-
idowq, a Ky[S] Sciggnietq algebrg monoidowg.

Waznym przyktadem potgrup z zerem, ktore bedg istotnie wykorzystane w roz-

prawie sg ilorazy Reesa. Przypomnijmy ich definicje.

Definicja 1.3.3. Niech S bedzie dowolna potgrupa i niech I C S bedzie idealem w
S, czyli takim podzbiorem, ze IS C I oraz ST C I. Wezmy zbior S/I = (S\T)U{0}

i zadajmy na nim mnozenie w nastepujacy sposob:

st, jeshi st ¢ I
sot=4 0, jeslistel
0, jeslis=0lubt=0
dla s,t € S/I. Wowezas zbiér S/I z powyzszym mnozeniem jest potgrupa nazy-

wang ilorazem Reesa.

Jesli S jest grupa, to algebre K[S] nazywamy algebrq grupowq. Pozostale fak-
ty wykorzystywane w niniejszej pracy, a dotyczace potgrup i algebr potgrupowych

mozna znalezé¢ w [Ok91].

1.4 Warunki skonczonosci

W literaturze pierscienie, w ktérych zbiér lewostronnych ideatéw z porzadkiem wy-

znaczonym przez inkluzje, spelnia warunek minimalnosci znane sa pod nazwsg pier-
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Scieni lewostronnie artinowskich. Analogicznie definiuje sie pierscienie prawostron-
nie artinowskie. Podobnie, przy uzyciu krat J;(A) oraz J,(A), okresla sie algebry
lewostronnie i algebry prawostronnie artinowskie. Waznymi przyktadami algebr ar-
tinowskich sg algebry skonczenie wymiarowe.

Oczywiscie kazda algebra lewostronnie (prawostronnie) artinowska jako pierscien
jest lewostronnie (prawostronnie) artinowska jako algebra. Z Przyktadu 1.3.1 wynika,
ze implikacja odwrotna nie musi by¢ prawdziwa, nawet gdy algebra ma wymiar
1 i tylko dwa idealy. Sytuacja jest prosta, jesli algebra A ma jedynke, bo wtedy
K C A w naturalny sposéb jako podalgebra. Wowczas wszystkie jednostronne ideaty
pierscieniowe w A sa jednostronnymi ideatami A jako algebry, oczywiscie z tej samej
strony. Podamy teraz twierdzenie, znane w nieco stabszej wersji dla pierécieni, ktore

pozwala wykorzystywac zalety algebr z jedynka.

Twierdzenie 1.4.1. Niech A bedzie K-algebrg. Na sumie prostej przestrzeni linio-

wych A' = A® K zadajmy mnozenie okreslone wzorem:
(a1, k1)(ag, k2) = (a1as + arky + krag, kiks),

gdzie ay,as € A oraz ki, ko € K. Wowczas A* jest algebrq z jedynkq 140 = (0,1). Przy

naturalnym utozsamieniu A i K z odpowiednimi podprzestrzeniami w A, spetnione

sq nastepujgce warunki:

(1) A jest idealem w A', A'JA =K, J(A') = J(A) oraz (A")P = (AP)!;

(2) Kazdy lewostronny (prawostronny) ideal algebry A jest ideatem lewostronnym
(prawostronnym) Al jako piericienia;

(3) Jesli I jest ideatem jednostronnym w Al, oraz I € A to istnieje element a € A
taki, ze I = (INA) & K(1+ a);

(4) Jesli I C J sq ideatami lewostronnymi (prawostronnymi) w A takimi, ze I € A
orazINA=JNA, tol =J;

(5) A jest algebrg lewostronnie (prawostronnie) artinowskq wtedy i tylko wtedy, gdy

Al jest pierscieniem lewostronnie (prawostronnie) artinowskim.

DowOD. Mozna tatwo sprawdzié, ze zadane w sformutowaniu dowodzonego twier-
dzenia mnozenie przeksztatca A' w K-algebre z jedynka réwna (0, 1).

Dowody punktéw (1) i (2) wynikaja z bezposrednich wyliczen.

(3) Niech x € I\ A. Poniewaz I jest podprzestrzenia w A, to mozemy przyjac
r = 1+a dla pewnego a € A. Pokazemy, ze I = (I N A)+K(1+ a). Wezmy dowolny
y € I\ A. Mozemy go zapisa¢ w postaci y = A1 + b, dla pewnych A € Kib € A.
Oczywiscie y =y — Ax + A\x oraz y — Ax € I N A, co konczy dowdd.
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(4) Z konstrukcji A' wynika, ze A jest zaréwno lewostronnym jak i prawostron-
nym ideatem maksymalnym w A'. Wobec tego, z zalozenia wynika, ze I + A =
J+ A= Al Stad I = J, poniewaz kraty jednostronnych idealéw w A' sa modular-
ne. Mozna tez otrzymaé (4) jako prosta konsekwencje (3).

(5) Poniewaz A' jest algebra z jedynka, to A! jest artinowska jako pierscien
wtedy i tylko wtedy, gdy jest artinowska jako algebra. Teraz teza (5) tatwo wynika
z (4). O

O algebrach artinowskich znanych jest duzo nietrywialnych faktow. Wiele dowo-
dow tych faktéw jest przeprowadzanych tylko dla pierscieni artinowskich. Ich alge-
browe wersje mozna uzyska¢ albo przez adaptacje pierscieniowych dowodéw, albo
korzystajac z rezultatéw o pierscieniach zastosowanych do algebr z jedynka, dota-
czong jak w Twierdzeniu 1.4.1. Przytoczymy teraz kilka rezultatow, ktore mozna

uzyskaé na tej drodze.

Twierdzenie 1.4.2 (Wedderburn-Artin). Dla dowolnej nietrywialnej, pétpierwszej

algebry A rownowazne sq warunki:

(1) A jest lewostronnie artinowska.

(2) A jest prawostronnie artinowska.

(3) A ma jedynke i kazdy ideal lewostronny w A jest generowany przez element
idempotentny.

(4) A ma jedynke i kaidy ideal prawostronny w A jest generowany przez element
idempotentny.

(5) A jest izomorficzna z algebrg postaci
M, (D1) ® M,,(D2) @ ... & M,_(Ds), (1.4.1)
gdzie Dy, i € {1,...,s} sq algebrami z dzieleniem, 0 # n; € N.

DowOD. Rozpatrzmy A jako ideat w Al. Jedli A jest np. lewostronnie artinowska,
to z Twierdzenia 1.4.1(5) wynika, ze A' jest piercieniem lewostronnie artinowskim.
Ponadto z pétpierwszosci A wynika, ze Al jest tez algebra polpierwsza. Pierécieniowa
wersja dowodzonego wlasnie twierdzenia daje réwnowazno$¢ warunkéw (1) i (5)
dla A, a warunek (5) przenosi si¢ na idealy. To pozwala tatwo zakonczyé dowdd
rownowaznosci warunkéw (1) i (5) dla algebry A.

Réwnowaznosé warunkéw (2) i (5) wynika z pierwszej czesci dowodu zastosowane;
do algebry A°P.

Warunki (3), (4) i (5) dotycza pierscieni z jedynka. Ich réwnowazno$é mozna

wiec dowodzi¢ jak dla pierscieni. O
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Algebry, ktore spetniajg warunki powyzszego twierdzenia nazywane sg algebrami
potprostymsi i stanowia one wazng klase algebr.

7 Twierdzenia 1.4.1 i wlasnosci radykatu Jacobsona wynika kolejny wazny fakt.

Twierdzenie 1.4.3 (Wedderburn-Artin). Jesli A jest lewostronnie (prawostronnie)
artinowskq algebrg, to J(A) jest ideatem nilpotentnym. Jesli A # J(A), to A/J(A)
jest algebrqg polprostq.

DowOD. Niech algebra A bedzie lewostronnie artinowska. Jesli A ma jedynke, to A
jest lewostronnie artinowska jako pierscien i teza wynika z odpowiedniego twierdze-
nia dla pierscieni lewostronnie artinowskich. Jeéli A nie ma jedynki, to z zalozenia
i z Twierdzenia 1.4.1 wynika, ze A' jest tez algebra lewostronnie artinowska, wiec
7 pierwszej czesci dowodu mamy, ze J(A') jest ideatem nilpotentnym. Korzystajac
ponownie z Twierdzenia 1.4.1 mamy J(A') = J(A), stad J(A) jest nilpotentny. Te-
raz dokonczenie dowodu dla algebr lewostronnie artinowskich wynika z Twierdzenia
1.4.2.

Dowdd dla algebr prawostronnie artinowskich mozna uzyska¢ wykorzystujac al-
gebre A% i fakt, ze J(A) = J(AP). O

Jako konsekwencje otrzymujemy dla algebr fakt, ktory w przypadku pierscienio-

wym wykazywany jest zwykle przy zatozeniu istnienia jedynki.

Whniosek 1.4.4 (Hopkins). Jesli algebra A jest lewostronnie (prawostronnie) arti-
nowska, to krata J;(A) (3,(A)) jest skonczonej dlugosci. Jesli ponadto A jest nilpo-

tentna, to A jest skonczenie wymiarowa.

DoOwOD. Zalézmy, ze A jest algebrg lewostronnie artinowska. Niech na razie A
ma jedynke. Wtedy A jest lewostronnie artinowska jako pierscien i teza wynika z
twierdzenia Hopkinsa dla pierscieni lewostronnie artinowskich.

Jesli A nie ma jedynki, to z zalozenia i z Twierdzenia 1.4.1 wynika, ze A' jest
tez algebrg lewostronnie artinowska, wiec z pierwszej czesci dowodu mamy, iz krata
J,(A") ma skonczona dtugo$¢. Poniewaz A jest koatomem w J;(A') i krata J;(A)
jest identyczna z przedziatem [w, A] w J;(A'), to z modularnosci kraty J;(A') oraz
Twierdzenia 1.2.6 wynika, ze krata J;(A) ma skonczong dtugos$é, o 1 mniejsza niz
T (A1),

Teze dla nilpotentnych algebr lewostronnie artinowskich mozna bez trudu uzy-

ska¢ przez indukcje ze wzgledu na stopien nilpotentnosci algebry A.
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Twierdzenie dla przypadku algebr prawostronnie artinowskich mozna otrzymac

stosujac rozumowania jak wyzej do algebry A. U

Korzystajac z bezposredniego sprawdzenia, albo z rezultatéw przytoczonych wy-

zej otrzymujemy nastepujacy opis algebr wymiaru 1 i 2.

Przyktad 1.4.5 (Algebry wymiaru co najwyzej 2). Niech A oznacza algebre.

(a) Jedli Dim(A) = 1, to albo A ~ K, albo A% = 0.

(b) Jesli Dim(A) = 21 A jest przemienna, to albo A jest cialem; albo A ~ K& K;
albo A ~ K[z]/(z?); albo A ~ zK[x]/(2%); albo w A istnieje baza {e, z}, dla
ktérej mnozenie jest zadane przez e? = e oraz x? = ex = we = 0; albo A? = 0.

(c) Jesli Dim(A) =21 A nie jest algebrg przemienna, to w A istnieje baza {e, x},

2

dla ktérej mnozenie w A jest zadane przez e? = e,2? = 0 i albo ex = x oraz

xe = 0; albo ex = 0 oraz xe = .

Rozszerzajac pojecie algebr artinowskich algebre A nazwiemy pdlprymarng, gdy
jej radykal J jest nilpotentny, a algebra ilorazowa A/.J jest algebra polprosta. Zatem
algebra potprymarna nie jest nilpotentna. W szczegdlnym przypadku, gdy A jest pot-
prymarna i lokalna, to algebre A nazwiemy catkowicie prymarng. Wiele przyktadow
takich algebr pojawi sie dalej w tekscie.

Mozna tatwo sprawdzié¢, ze jeéli algebra A jest potprymarna, to A! jest tez algebra
potprymarna. Okazuje sie, ze szereg rezultatéw uzyskanych poczatkowo dla algebr
skonczenie wymiarowych mozna wykazaé¢ dla algebr pétprymarnych. Miedzy innymi

mamy:

Twierdzenie 1.4.6. Niech A bedzie algebrg polprymarng z radykatem J.

(1) Jesli A jest algebrg z 1, to kazdy element a € A jest albo dzielnikiem zera z obu
stron, albo jest elementem odwracalnym.

(2) Jesli 0 # a € A nie jest elementem nilpotentnym, ale (a* —a)™ = 0 dla pewnego
n > 1, to istnieje idempotent e € Lin(a,a?,...) taki, ze a™ = a"e.

(3) Jeslia € A ia?—a € J, to istnieje idempotent e € A taki, ze a — e € J, czyli
idempotent a + J € A/J moze byc¢ podniesiony do idempotenta e € A.

(4) Jesli I C A jest jednostronnym ideatem, to albo jest on nilpotentny, albo zawiera

nietrywialny element idempotentny.

DowOD. Punkt (1) udowodnimy w kilku krokach.
(a) Najpierw udowodnimy, ze jesli a € A nie jest prawostronnym (lewostronnym)
dzielnikiem zera, to a jest elementem lewostronnie (odpowiednio prawostronnie)

odwracalnym.
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Zalézmy wiec, ze a € A nie jest prawostronnym dzielnikiem zera. Rozpatrzmy
cigg idealéw lewostronnych Aa O Aa? D Aa® D .... Z charakteryzacji pierscieni
doskonalych, w tym potprymarnych, danej przez H. Bassa ([La91], §23) wiemy, ze
Aa™ = Aa™Y dla pewnego n € N. Stad, dla pewnego b € A mamy ba™*Y = a”,
czyli tez (ba—1)a™ = 0. Stad i z zatozenia o @ mamy ba = 1. Zatem a jest elementem
lewostronnie odwracalnym. Analogicznie jak wyzej, ale rozpatrujac prawostronne
idealy gltowne, mozemy pokazac, ze jesli nie jest lewostronnym dzielnikiem zera, to
a jest elementem prawostronnie odwracalnym.

(b) Pokazemy, ze kazdy lewostronny (prawostronny) dzielnik zera jest tez pra-
wostronnym (odpowiednio lewostronnym) dzielnikiem zera.

Zatozmy, ze a € A jest lewostronnym dzielnikiem zera, ale nie jest prawostron-
nym dzielnikiem zera. Wéwczas ar = 0 dla pewnego 0 # x € A, ponadto z (a)
wiemy, ze ba = 1 dla pewnego 0 # b € A. Ale wtedy =z = (ba)r = b(ax) = 0,
co daje sprzecznos¢. Analogicznie pokazujemy, ze kazdy prawostronny dzielnik zera
musi by¢ lewostronnym dzielnikiem zera.

(c) Laczac (a) i (b) otrzymujemy, ze jesli a nie jest dzielnikiem zera, to jest
elementem odwracalnym.

(2) Niech a € A nie bedzie elementem nilpotentnym, ale (a* — a)” = 0 dla
pewnego n > 1. Wtedy mozemy przepisa¢ ten warunek w postaci a” = a" f(a) dla
pewnego wielomianu f(x) € K[z]. Stad przez indukcje, dla dowolnego k > 1 mamy

a™ = a"** f(a)*. W szczegdlnoéei a® = a®" f(a)™. Polézmy e = a" f(a)”. Wtedy

e = a”f(a)" = a™f(a)"f(a)" = a"f(a)" =,

czyli e jest idempotentem. Poniewaz a nie jest elementem nilpotentnym i a” = a™

67
to e # 0. Wida¢ réwniez z konstrukeji, ze e € Lin(a, a?,...).

(3) Jedli a € J, to wystarczy przyja¢ e = 0. Niech wiec dalej a € A bedzie
takim elementem, ze a ¢ J, ale a®> — a € J. Wobec tego tatwo zobaczyé, ze a
nie jest elementem nilpotentnym. Istnieje tez n > 1, takie ze (a* — a)" = 0. Jedli
n = 1, to wystarczy przyja¢ e = a. Niech wiec dalej bedzie n > 1. Skoro a nie jest
elementem nilpotentnym, to wezmy f(a) i e jak w dowodzie punktu (2). Mamy wiec
a® = a®"f(a)" oraz e = a"f(a)". Niech = oznacza przystawanie modulo J w A.
Poniewaz J jest idealem, wiec z zatozenia wynika, ze a = a* dla dowolnego k > 1.

Wobec tego

a=a" = a*f(a)" = a"f(a)" = e,

czyli a = e.
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(4). Niech I C A bedzie ideatem jednostronnym. Jesli I C J(A), to I jest nilpo-
tentny, poniewaz A jest algebra pélprymarna. Jesli natomiast I Z J(A), to w péipro-
stej algebrze A/J(A) mamy niezerowy ideat jednostronny (I + J(A))/J(A). Wobec
Twierdzenia 1.4.2 zawiera on niezerowy element idempotentny, obraz pewnego ele-
mentu a € I. Teraz widaé, ze a nie jest elementem nilpotentnym, ale a*> —a € J(A)

jest elementem nilpotentnym. Teza wynika wiec z punktu (2). O
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ROZDZIAL 2

Anihilatory

2.1 Kraty anihilatorow

Definicja 2.1.1. Niech A bedzie algebrg i S C A niepustym podzbiorem. Lewo-

stronnym anihilatorem S w A nazywamy zbior:
14(S) =1(5) ={a € A:aS =0}.
Analogicznie, prawostronny anihilator S w A, to zbidr:
ra(S)=r1(S)={a€ A:Sa=0}.
Podamy teraz pewne, wynikajace wprost z definicji, wlasnosci anihilatoréw.

Stwierdzenie 2.1.2. Niech A bedzie algebrg i niech S, T bedg podzbiorami A. Niech
1 bedzie dowolnym zbiorem i niech S;, dla dowolnego i € I, bedzie podzbiorem algebry
A. Wowczas:

(1) Jesli SC T, tol(S) DUT) ir(S)Dr(T);

2) 1(5) =1(r(1(5))) i x(S) = 1“(1 r(S)
3) Jesli 1(x(S)) = 1(r(T)
4) Jesli r(1(S)) = r(I(T)
5) WUier 5i) = NMier 1Si) i 1(Uier Si) = Mier r(S3);
6)
7)

esli S; sq podprzestrzeniami A, to1(X;e1S;) = Nier 1(Si) 11(2ierSi) = Nierr(S:);
esli S <A, tol(S)<Air(S) <A

o~ o~ o~ o~ o~ o~

J
J
W niniejszej rozprawie interesowal nas bedzie zbiér wszystkich lewostronnych

anihilatoréw w algebrze A, ktory oznaczaé bedziemy symbolem 20;(A). Bedziemy
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taz rozpatrywacé zbior ,.(A), czyli zbiér wszystkich prawostronnych anihilatoréw w

algebrze A.

Uwzgledniajac tacznosé mnozenia w algebrze A zauwazmy, ze kazdy lewostron-
ny anihilator w A jest lewostronnym idealem w pierécieniu A i podobnie, kazdy
prawostronny anihilator w A jest prawostronnym idealem w pierscieniu A. Wobec
wzoru (1.3.1) kazdy lewostronny anihilator i kazdy prawostronny anihilator w A jest

podprzestrzenig nad K, a wiec ideatem jednostronnym algebry A. To powoduje, ze

20,(A) € J,(A) oraz A,.(A) C J,.(A).

Niech I = 1(S) i J = I(T') beda lewostronnymi anihilatorami w algebrze A.
Wowczas ze Stwierdzenia 2.1.2 wynika, ze zbiér INJ =1(S)NIT) =1(SUT) jest
lewostronnym ideatem i lewostronnym anihilatorem w A. Natomiast zbior I + J
jest lewostronnym ideatem, ale nie musi by¢ lewostronnym anihilatorem. Jednakze

zbiory 20;(A) i A,.(A) maja strukture kratowa.
Twierdzenie 2.1.3. Dla dowolnej algebry A mamy
A (A) =A.(AP) @ A.(A) = A, (AP). (2.1.1)

Zbior A;(A) z porzadkiem zadanym przez inkluzje jest kratq zupelng z operacjami
zadanymi dla dowolnej rodziny anihilatoréw lewostronnych {1, : t € T} przez waru-

nek:

/\ I, = ﬂ I, oraz \/ I =10x(U L) =1(x(X L)) (2.1.2)

teT teT teT teT teT
Zbior A,.(A) z porzgdkiem zadanym przez inkluzje jest kratq zupelng z operacjami
zadanymi dla dowolnej rodziny anihilatoréw prawostronnych {I, : t € T} przez wa-

runek:

NL=L oraz \/L=r1U(UL)=r1(Z L)). (2.1.3)

teT teT teT teT teT

DowOD. Réwnosei (2.1.1) wynikaja bezposrednio z definicji anihilatoréw i z okre-
Slenia algebry A°.

Whprost ze Stwierdzenia 2.1.2 (5) wynikaja wzory na kres dolny w zbiorach le-
wostronnych i prawostronnych anihilatoréw. Z punktéw (1) i (2) Stwierdzenia 2.1.2
wynika, ze dla kazdego podzbioru S algebry A zbiér 1(r(S)) (analogicznie r(1(.5)))
jest najmniejszym lewostronnym (odpowiednio prawostronnym) anihilatorem za-
wierajacym S. Oczywiscie 1(r(Uier It)) = 1(r(Xier It)). W ten sposéb wykazaliSmy
stusznosé wzoréw (2.1.2) i (2.1.3). O]
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Z faktu, ze I+J nie musi by¢ lewostronnym anihilatorem, dla I, J € 20;(A), wyni-
ka ze krata lewostronnych anihilatoréw algebry A nie musi by¢ podkrata kraty lewo-
stronnych idealow algebry A. Podobnie, krata prawostronnych anihilatoréw algebry
A nie musi by¢ podkrata kraty prawostronnych ideatéw w A. Wiele przyktadow al-
gebr o takich wlasnosciach pojawi sie w dalszej czesci rozprawy. Jednak naturalne za-
wierania krat anihilatoréw w kratach idealéw jednostronnych sa A-homomorfizmami
krat.

O lewostronnym (lub prawostronnym) anihilatorze I powiemy, ze jest wlasciwy
jesli I # 011 # A. Jesli A jest algebra z jedynka, to w kratach 2;(A) i A,.(A),
(podobnie jak w kratach jednostronnych ideatéw) mamy w = 01 Q = A. Gdy A
nie posiada jedynki, to 0 C 1(A) i 0 C r(A), ale 0 nie musi by¢ anihilatorem w A.
Sytuacja taka ma miejsce np. w dowolnej niezerowej algebrze z zerowym mnozeniem.

Zwroémy uwage na pewng wlasnosé krat anihilatorow, ktora wynika bezposred-
nio ze Stwierdzenia 2.1.2. Mianowicie, dla dowolnej algebry A, jesli kazdy element
kraty 4;(A) (A.(A)) jest idealem dwustronnym, to réowniez kazdy element kraty
2,.(A) (odpowiednio 2(;(A)) jest ideatem dwustronnym. Wiadomo, ze w przypadku
krat idealéw jednostronnych analogiczna sytuacja nie musi mie¢ miejsca.W Przy-
ktadzie 3.3.4 przedstawiona jest algebra lokalna i artinowska, w ktérej kazdy le-
wostronny ideat jest ideatem dwustronnym, ale nie kazdy prawostronny ideal jest
dwustronny.

Przedstawimy teraz wazna wtasnosé krat anihilatoréw (odnotowang jako Zadanie

25, §6, w [La99]), rozniaca je od krat ideatéw jednostronnych.

Twierdzenie 2.1.4. Dia dowolnej algebry A odwzorowanie A;(A) — A, (A) dane
przez I — 1(I) jest antyizomorfizmem krat zupeinych. Odwzorowanie odwrotne
dane jest przez J — 1(J) dla dowolnego prawostronnego anihilatora J € 2A,.(A).

Jest to wiec odpowiednio$c typu Galois.

DowObp. Niech ¢ bedzie odwzorowaniem z 20,(A) w 2,.(A) danym przez ¢(I) =
r(I) dla I € 2;(A). Niech tez ¢ bedzie odwzorowaniem z ,.(A) w 2, (A) danym
przez Y(J) = 1(J). Wéwczas, wobec Stwierdzenia 2.1.2 1 Twierdzenia 2.1.3 tatwo
zauwazyC, ze przeksztalcenia ¢ i ¢ sg antyizomorfizmami krat zupelych. Ponadto,
przeksztatcenie 1) o ¢ jest identycznoscia na zbiorze 2A;(A), a przeksztatcenie ¢ o 9

jest identycznoscia na zbiorze 2,.(A). Teza twierdzenia zostata uzasadniona. O

Jesli A jest algebrg caltkowicie prymarna, to oczywiscie jej radykat jest lewostron-
nym i prawostronnym anihilatorem w A. Bezposrednio z powyzszego twierdzenia

dostajemy nastepna obserwacje.
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Whniosek 2.1.5. Niech A bedzie algebrg catkowicie prymarng i niech J bedzie jej
radykatem. Wéwczas krata 24;(A) ma dokladnie jeden atom 1(J) i dokladnie jeden
koatom J. Ponadto zbior A;(A) \ {A,0} jest kratq postaci [1(J), J] C A;(A). Analo-
gicznie krata 2A,.(A) ma doktadnie jeden atom r(J) i doktadnie jeden koatom J. Zbior
A,.(A)\ {A, 0} jest kratg postaci [r(J), J] C A.(A).

W literaturze rozpatrywane sa algebry z jedynka, w ktérych kazdy lewostronny
ideal jest lewostronnym anihilatorem i kazdy prawostronny ideat jest prawostronnym
anihilatorem. Takie algebry znane sa jako ,dual” algebry (zob. [HN85] i referencje
tam). Algebry te nazywaé bedziemy krétko D-algebrami. Wiadomo (zob. Przyklad
3.3.4), ze w definicji D-algebr warunek jednostronny nie wystarcza. Wiadomo tez,
ze jesli A jest D-algebra, to algebra A/(J(A)) jest pdlprosta i idempotenty alge-
bry A/(J(A)) mozna podnies¢ do idempotentow w A ([HN85]). D-algebry sa wiec
podobne do algebr poétprymarnych. Jednak klasy te sa rézne (zob. Przyktad 2.2.11).

Whprost z definicji D-algebr wynika, ze we wszystkich D-algebrach kraty anihi-
latoréw sg modularne. Istnieje tez wiele algebr nie bedacych D-algebrami, ktérych
kraty anihilatoréw sa réwniez modularne (np. wszystkie algebry bez dzielnikow ze-
ra, nie bedace algebrami z dzieleniem). Od dawna ([Ke83, Ni78]) znane sa réwniez
algebry, w ktorych kraty anihilatorow nie sa modularne. Wiele przyktadéw takich
algebr mozna otrzymac¢ z konstrukcji podanych w Rozdziale 3 rozprawy.

W przypadku algebr z jedynka i artinowskich z obu stron, D-algebry sg znane
jako QF-algebry, czyli algebry quasi Frobeniusa. Wobec Twierdzenia 2.1.4 i Wniosku
1.4.4 kazda D-algebra jednostronnie artinowska jest juz QF-algebra. Oczywiscie w
dowolnej algebrze A z 1, dla dowolnego idempotenta e mamy Ae =1(1 —e) i eA =
r(1 —e). Z tego faktu oraz z Twierdzenia 1.4.2 wynika, ze klasa QF-algebr zawiera
wszystkie algebry potproste. Innym przyktadem QF-algebr sa algebry grupowe grup
skoniczonych (por. Zadanie 14, §15 w [La99]). Wspomnijmy jeszcze, ze klasa QF-
algebr ma wiele rownowaznych charakteryzacji (zob. [La99, CR62, DK94]).

Opiszemy teraz doktadniej wtasnosci krat anihilatoréw w algebrze A = M, (D),
gdzie D jest algebra z dzieleniem i n > 1. Krate ideatéw prawostronnych tej algebry
mozna opisaé uzywajac idempotentéw. Z drugiej strony, zgodnie z [vN60] (str. 66-67)
krata ideatow prawostronnych w algebrze A jest izomorficzna z krata D-podmodutéw
prawostronnego D-modutu D". Z tej charakteryzacji oraz faktu, ze A jest QF-algebra

tatwo dostajemy opis wlasnosci krat anihilatoréow tej algebry.

Twierdzenie 2.1.6. Niech D bedzie algebrq z dzieleniem, n > 1 i niech A = M, (D).

Wowczas:
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(1) Krata 24,(A) (A,.(A)) jest modularna, z dopelnieniami i ma dlugo$é n.
(2) Krata A;(A) (A.(A)) ma skoriczong szeroko$é wtedy i tylko wtedy, gdy D jest

cratem skonczonym.

2.2 Operacje na algebrach i anihilatory

W paragrafie tym przedstawimy wybrane zaleznosci pomiedzy kratami anihilatorow

i typowymi operacjami na algebrach.

Jesli A, B sa algebrami z jedynkami, to krata lewostronnych idealéw algebry
A @ B jest iloczynem prostym krat J;(A) i J,(B). Analogiczny rezultat jest praw-
dziwy dla krat ideatow prawostronnych. W przypadku krat anihilatorow mamy sil-

niejszy rezultat, poniewaz nie musimy zaktadac istnienia jedynek w algebrach.

Stwierdzenie 2.2.1. Niech A, B bedg algebrami. Wowczas dla dowolnych podzbio-
row S C A oraz T C B mamy lagp(S x T) = 14(S) x 15(T) oraz ragp(S x T) =
r4(S) x rp(T). Wobec tego

A(A® B) ~ A(A) x A(B) i (A B) ~A(A) x A(B).

DowOD. Niech S, T beda takie jak w zatozeniach stwierdzenia. Oczywiscie 14(.S) x
15(T) C lagp(S x T). Niech (s1,t1) € lagp(S x T). Wowczas (s1,t1)(s,t) = (0,0)
dla dowolnego elementu (s,t) € (S x T), co daje sy € 14(S) i t; € 15(T). Zatem
lagp(S x T) C 14(5) x 1p(T). Dowdd dla anihilator6w prawostronnych jest analo-
giczny. 0

W przypadku dowolnych podalgebr w algebrach zaleznos¢ krat anihilatoréow jest

duzo stabsza.

Twierdzenie 2.2.2 ([JK15a]). Niech A C B bedq algebrami, i niech u bedzie od-
wzorowaniem A;(A) w Ay (B) okreslonym dla kazdego I € A;(A) przez

p(l) = 1p(ra(l)).

Wowczas I C u(I) i I = AN p(l) dla kazdego I € A,(A). Ponadto, p jest zanurze-

niem zbiorow uporzgdkowanych.
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DowOD. Niech I,J € 2,(A) i I C J. Oczywiscie ra(l) 2 ra(J). Stad

p(l) =lp(ra(l)) S lp(ra(J)) = p(J).

Zatem p zachowuje porzadek. Ponadto,
I CANp(I) =1a(ra(l)) =1.

Stad p jest zanurzeniem zbioréw uporzadkowanych. Dodatkowo, przeksztatcenie 7
z 0)(B) w J;(A) okreslone dla kazdego J € 2;(B) przez 7(J) = J N A wyznacza

jednostronng odwrotnos¢ przeksztatcenia . 0

Whiosek 2.2.3. Niech A bedzie dowolng algebrg i X dowolnym zbiorem zmiennych.
Wowczas odwzorowania I — I[X] i I — I{X} sq zanurzeniami krat anihilato-
row A;(A) w A, (A[X]) i A (A) w A, (A[X]), oraz A (A) w A (A{X}) i A (A) w
&, (A{X}).

DowoOD. Niech na razie B = A[X]. Mozna tatwo sprawdzi¢, przy oznaczeniach jak
w twierdzeniu wyzej, ze u(I) = I[X] dla I € 2;(A). Oczywiscie I[X] N J[X] =
(I N J)[X], czyli pu zachowuje kresy dolne. Niech I,J € 2;(A) oraz I V J oznacza
kres gorny I i J w kracie 4;(A). Trzeba jeszcze pokazaé, ze 1p(rp(I[X] U J[X])) =
IV J)[X].

Niech S bedzie dowolnym podzbiorem A. Poniewaz S[X] D S, to rp(S[X]) C
rp(S) = (ra(9))[X]. Oczywiscie (ra(5))[X] C rp(S[X]), stad rp(S[X]) = (ra(5))[X].
Podobnie 15(S[X]) = (1a(95))[X].

Zatem dla I,J € 20(A) mamy lg(rg(I[X]U J[X])) = lg(rs((I + J)[X]))
I((ra(l + J))[X]) = (la(rall + J)))[X] = (I V J)[X], co dowodzi faktu, ze p za-

chowuje kresy gorne.

Dowdd w pozostatych przypadkach jest analogiczny. 0

Modyfikujac wniosek 2.4 z pracy [JK15a] otrzymujemy

Twierdzenie 2.2.4. Niech A bedzie algebrg i B = AS™! = S7YA jej klasycznym
pierscieniem utamkow, dla pewnego podzbioru Orego nie dzielnikow zera S C A.
Wowczas, przy oznaczeniach z Twierdzenia 2.2.2, przeksztalcenie p jest izomorfi-
zmem krat A;(A) i A)(B). Jesli wiec B jest D-algebrg, to A;(A) jest kratq modular-

ng.

DowOD. Z zatozen tatwo wynika, ze kazdy anihilator w B jest anihilatorem pewnego

podzbioru zawartego w A, co pozwala tatwo zakonczy¢ dowdd. O
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Z twierdzen Goldiego ([He68, La99]) otrzymujemy rezultat dla algebr potpierw-
szych.

Whniosek 2.2.5. Jesli A jest algebrg polpierwszq oraz lewostronnie i prawostronnie

Goldiego, to A;(A) i 2A,.(A) sg modularnymi kratami skoriczonej dlugosci.

Stosujac teraz twierdzenie Posnera ([He68]) o algebrach pierwszych z tozsamo-

Sciami otrzymujemy:

Whniosek 2.2.6. Jesli A jest algebrg pierwszq spetniajgcg nietrywialng tozsamosé

wielomianowq, to A;(A) i A.(A) sq kratami modularnymi skoriczonej dlugosci.
Zbadamy teraz pewne zaleznosci pomiedzy kratami anihilatoréw algebr A i A!.

Twierdzenie 2.2.7. Niech A bedzie algebrg nilpotentng. Wéwczas ;(AY) ma do-
kladnie jeden atom ' = 151(A) = 14(A) i dokladnie jeden koatom Q' = A, oraz
(W', Q] = 2,(A).

DowOD. Niech A" = 0, A"! # 0 dla pewnego n € N. Wowczas w kracie 24;(A)
element najmniejszy (czyli 14(A)) jest niezerowy, poniewaz 14(A) D A" 1. Z Twier-
dzenia 1.4.1 (1) wiemy, ze J(A') = J(A) = A. A wiec A' jest algebra catkowicie
prymarna i J(A') = A.

Z Wniosku 2.1.5 wiemy, ze 20;(A') ma doktadnie jeden koatom A i dokladnie
jeden atom 141 (A).

7 wlasnoéci radykatu mamy, ze a + 1 jest elementem odwracalnym w A!, dla
kazdego a € A. Stad kazdy element w A! postaci a + k&, dla a € A,0 # k € K,
jest odwracalny w A'. Stad dla dowolnego niepustego X C A' i X ¢ A, mamy
141(X) = ra1(X) = 0. Natomiast, jesli X C A1 X # {0}, to 1a(X) = 1a(X)
i analogicznie r41(X) = ra(X). Z tego tatwo wynika, ze 2;(A) jest identyczna z
odcinkiem [l41(A), A] w karcie 20;(A%). O

Oczywiscie stwierdzenie powyzsze ma swoj odpowiednik dla anihilatoréw prawo-
stronnych.

Zatem jesli algebra A jest nilpotentna, to wszystkie wlasciwe lewostronne (pra-
wostronne) anihilatory w A sa takze elementami kraty 24;(A) (odpowiednio 21,.(A)).
W przypadku, gdy A jest poétprymarna taka sytuacja jest niemozliwa.

Stwierdzenie 2.2.8. Niech A bedzie algebrg pélprymarng. Wéwczas w kracie 2;(A*)
istnieje wlasciwy lewostronny anihilator I taki, ze I ¢ A;(A). Analogicznie w kracie

2, (A1) istnieje wlasciwy prawostronny anihilator J taki, ze J ¢ A, (A).
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DowoOD. Skoro A jest pétprymarna, to z Twierdzenia 1.4.6 (4) w A istnieje nietry-
wialny idempotent e. Z punktu (3) Twierdzenia 1.4.1 mamy r41(e) = ra(e)+K(—e+
1) & Aoraz 1y(e) =la(e) + K(—e+1) € A. O

Podamy teraz przyklad algebry A oraz lewostronnego anihilatora I € 20 (A),
takiego ze I ¢ 2;(A').

Przyktad 2.2.9. Niech A bedzie algebra wymiaru 2 z baza {e, z}. Niech mnozenie
w bazie ma postaé: e = e, 22 = 0,ex = x,xe = 0 (zob. Przyklad 1.4.5). Zatem z €
14(A). Stad 2;(A) jest tanicuchem o dwdch elementach: Kz, A. Wowczas 141 (Kz) =
A, bo A jest ideatem maksymalnym w A'. Oczywiste jest, ze 141(A) = 14(A) +
K(—e + 1), zatem Kz ¢ 20,(A'). Zauwazmy dodatkowo, ze r41(A) = 01 14:(0) =
Al. Sprawdziliémy wiec, ze zaden anihilator lewostronny w A nie jest anihilatorem
lewostronnym w A

Latwo sprawdzi¢, ze wérod algebr wymiaru co najwyzej 2, wskazana algebra jest
jedyng taka, w ktorej istnieje ideat I € 20;(A), ale I ¢ 2;(AY).

Rozwazymy teraz zwigzki kraty lewostronnych anihilatorow algebry A z krata
lewostronnych anihilatoréw algebry B, gdzie B jest obrazem homomorficznym A.

Mamy nastepujaca, wzmocniong wersje znanej dla pierscieni obserwacji ([HS64]):

Lemat 2.2.10. Niech A bedzie algebrg i I =1(T) < A. Niech ¢ : A — A/ bedzie
homomorfizmem naturalnym. Niech tez ¢* oznacza branie przeciwobrazu traktowane
jako odwzorowanie J;(A/I) — T, (A). Wowczas ¢* jest faktycznie przeksztatceniem
A (A/T) w A (A) bedgcym A-homomorfizmem. Doktadniej, jesli J =14,1(4(S)) dla
pewnego podzbioru S C A, to ¢*(J) =14(ST).

DowOD. Niech I i J bedg takie, jak w zalozeniach lematu. Stad bezposrednio wy-
nika, ze ¢*(J) jest najwiekszym ideatem lewostronnym w A takim, ze ¢*(J)S C I.
Zatem ¢*(J)ST = 0, czyli ¢*(J) C 14(ST). Latwo pokaza¢, ze ¢*(J) D 14(ST).
Ostatecznie dostajemy ¢*(J) = 14(ST) € 2,(A).

Niech teraz Jy, Jo € 2,(A/I), stad Jy N Jy € A, (A/I). Oczywiscie ¢* jako od-
wzorowanie krat ideatéw lewostronnych zachowuje kresy dolne. To pociaga za so-
ba fakt, ze ¢* zachowuje kresy dolne lewostronnych anihilatoréw, a wiec jest A-

homomorfizmem krat. [

Podamy teraz przyktad ilustrujacy dwie wtasnosci krat anihilatoréw. Po pierwsze
obrazy homomorficzne anihilatoréw nie muszg by¢ anihilatorami, nawet jesli jadrem

homomorfizmu jest anihilator. Po drugie obrazem D-algebry nie musi by¢ D-algebra.
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Przyktad 2.2.11. Niech W = [0, 1] C Riniech T' = {t,, : @« € W} bedzie baza prze-
strzeni liniowej A nad ciatem K. Zdefiniujmy mnozenie na zbiorze 7' w nast¢pujacy

sposob:
P ta—i—ﬂ dlaa+ﬁ<1,
*F7V0  dlaa+p8>1.

Rozszerzmy to mnozenie, przy uzyciu dwuliniowosci, do mnozenia w A. Wowcezas A
jest przemienng algebrg nad K, z jedynka 4. Latwo sprawdzi¢, ze dowolny ideat w A
jest albo postaci I, = At,, albo postaci J, = Lin(tg : « < § < 1), gdzie a € W. Dla
porzadku przyjmijmy J; = 0. Stad dla dowolnego v € W mamy 1, = 1(J;_,) oraz
Jo =1(11_,). Zatem A jest D-algebra. Latwo sprawdzié, ze algebra ta jest lokalna,
ma dokladnie jeden ideal minimalny [;, kazdy element z J(A) = Jy jest nilpotentny,
ale A nie jest potprymarna. Zbadamy teraz obrazy homomorficzne A.

i) Oczywiscie A/Jy = Kty « K. Niech teraz 0 < o € W. Przeksztatcenie liniowe
¢+ A — AJJ, zadane na bazie T przez warunek ¢(tg) = tgo + Jo jest izomorfi-
zmem algebr. Wynika stad po pierwsze, ze algebra A/J, jest D-algebra, a po drugie
J(A)Jy) = [Ja, Al = Ti1(A), gdzie [Ja, A] € J,(A). Zatem dla dowolnego o € W
obrazem D-algebry jest D-algebra i 4;(A/J,) 2 [Ja, A] C A (A).

ii) Niech 0 < a € W. Wezmy teraz przeksztalcenie liniowe ¢ : A — A/,
zadane na bazie T przez ¢ (tg) = tgo + I,. Jest to epimorfizm algebr, ktérego jadrem
jest ideal K¢; = I;. Stad dla dowolnego o > 0 mamy A/I, = A/I;. Ograniczymy
si¢ zatem do badania algebry A/I;. Niech Jg, I5 i 5 oznaczaja odpowiednio obraz
idealu Jj, nastepnie obraz ideatu Ig i w koficu obraz elementu t3 w algebrze A/I.
Zauwazmy, ze dla dowolnego 5 € [0,1) w algebrze A/I; mamy I3 = 1({;_3). Ponadto,
przeciecie dowolnej liczby idealéw postaci I5 tez jest ideatem tej postaci. Stad mozna
wywnioskowad, ze jedynymi anihilatorami w algebrze A/I; sa obrazy ideatow I5. A
zatem A/I nie jest D-algebra (bo Jjs dla 8 < 1 nie sa anihilatorami w A/I; ). Skoro
I, € 2,(A), to mozemy odnotowaé, ze stwierdzenie odwrotne do Lematu 2.2.10 nie

jest prawdziwe.

Niech A bedzie algebra i I < A. Dobrze wiadomo, ze J;(A/I) jest izomorficzna
z podkrata w kracie idealéw lewostronnym algebry A, tj. 3;(A/I) <= [I, A] C J;(A).
Zatem, dla dowolnej algebry A i jej obrazu homomorficznego B, dtugosé¢ (szerokosé)
kraty J,(B) jest niewieksza niz dtugos¢ (szerokosé) kraty J;(A). Analogiczny rezultat
mamy dla krat idealow prawostronnych. Tymczasem kraty anihilatoréw nie maja
takich wtasnosci. Ponizej znajdziemy przykltad przemiennej algebry A i dwéch jej
obrazéw homomorficznych A/I, A/J takich, ze 20;(A/I) ma dlugo$¢ wicksza niz
dtugosé ;(A) i A;(A/J) ma szerokosé¢ wieksza niz szeroko$é ;(A).
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Przyktad 2.2.12. Niech A = K][z|. Zatem 2;(A) = A,.(A) jest tancuchem o dwoch
elementach. Niech I = Az" <A, gdzie n > 1. Wéwcezas tatwo zauwazy¢, ze A;(A/I) =
A,.(A/I) jest tancuchem o n 4 1 elementach.

Niech teraz J = Az?(x 4+ 1)? < A. Wowezas 20;(A/J) = A.(A/J) jest iloczynem

prostym tancuchow Cy x Cj.

2.3 Idempotenty i anihilatory

Poniewaz dla dowolnej algebry A mamy A <1 A! i A! jest algebra z jedynka to dalej,
dla dowolnego idempotenta e € A czesto zamiast {a — ae : a € A} bedziemy krétko
pisa¢ A(1 — e) i podobnie, zamiast {a — ea : a € A} bedziemy pisaé¢ (1 — e)A. Oba
te zbiory sg oczywiscie ideatami jednostronnymi w A.

Zwigzki anihilatoréw i idempotentéw sa interesujace. Moga one by¢ wykorzy-
stywane w wielu waznych twierdzeniach o algebrach. Wykazemy pewne tego typu

rezultaty, zwiazane z anihilatorami. Punktem wyjscia jest nastepujaca obserwacja:
Lemat 2.3.1. Niech e € A bedzie idempotentem. Wowczas

lle) ={a—ae:a€ A} oraz r(e) ={a—ea:ac€ A},
czylil(e) = A(1 —e) orazr(e) = (1 —e)A.

DowOD.
Niech e? = e € A. Oczywiscie dla kazdego a € A mamy a — ae € 1(e). Z drugiej
strony, jesli dla pewnego a € A spelnione jest rownanie ae = 0, to a = a — 0 =

a—ae € A(1 —e). Analogicznie dowodzimy, ze r(e) = (1 — e)A. O

7 powyzszego lematu wynika mozliwo$¢ zapisania rozktadu algebry wykorzystu-

jacego anihilatory.

Twierdzenie 2.3.2 (Rozktad Peirce’a). Niech A bedzie algebrg nad cialem K i
niech element e € A bedzie idempotentem. Wowcezas algebre A moZemy zapisaé w

postaci sumy prostej podalgebr
A=eAdr(e) = Ae d1(e) (2.3.1)

oraz

A=cAedelle)®r(e)ed (1(e) Nr(e)). (2.3.2)
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Wobec przyjetych wczesniej umow, wzory (2.3.1) i (2.3.2) mozemy przepisaé w po-
staci:

A=eAd(1—e)A=Aed A(l —e) oraz
A=chAedeA(l—e) P (1 —e)lAed (1 —e)A(1l —e).

Zauwazmy, ze eAe jest najwiekszg podalgebrag w A, dla ktorej e jest jedynka, a
mnozenie wewnatrz algebr el(e) i r(e)e jest zerowe. Jesli dodatkowo zatozymy, ze
idempotent e jest centralny, to el(e) = r(e)e = 0, oraz A jest suma prosta dwoch
ideatéw A = ede @ (l(e) Nr(e)) = Aed A(1 —e).

W przypadku algebr przemiennych mamy wiec nastepujaca, uzyteczna charak-
teryzacje D-algebr, QF-algebr i algebr potprymarnych:

Twierdzenie 2.3.3. Niech A bedzie algebrq przemienng z jedynkq.

(1) A jest D-algebrq wtedy i tylko wtedy, gdy jest sumgq prostq skoriczonej liczby
lokalnych D-algebr.

(2) A jest algebrg potprymarng wtedy i tylko wtedy, gdy jest sumg prostq skonczonej
liczby algebr catkowicie prymarnych.

(3) A jest QF-algebrg wtedy i tylko wtedy, gdy A jest sumq prostq skonczonej licz-
by lokalnych algebr artinowskich, z ktorych kazda ma dokiadnie jeden ideat

manimalny.

DowoOD. Niech A bedzie D-algebra i J jej radykatem. Z [HN85] i z przemiennosci
A wiemy, ze A/J =K; @ ... ®K, dla pewnego n € N i dla pewnych ciat K;, gdzie
1 <i<n Jeslin=1, to A jest lokalng algebra. Jesli n > 1, to niech e + J bedzie
jedynka ciata K;. Korzystajac z [HN85] mozemy zalozy¢, ze e jest idempotentem,
czyli A = Ae @ A(1 — e) jest suma prosta ideatéw. Réwniez J = Je @ J(1 — e). Stad
Ae jest algebra lokalng, oraz A(1—e)/J(1—e¢) ~ Ky ®...®K,. Dalej, rozumowanie
jak wyzej pozwala wykaza¢ przez indukcje, ze A = A1 & ... P A, gdzie A; sa
algebrami lokalnymi. Ze Stwierdzenia 2.2.1 wynika, ze sa to D-algebry. Z tego samego
stwierdzenia wynika tez, ze skonczony produkt D-algebr jest D-algebra. To konczy
dowd6d punktu (1).

Dowo6d w przypadku algebr potprymarnych jest analogiczny, przy wykorzystaniu
Twierdzenia 1.4.6(3).

Z punktéw (1) i (2) oraz faktu, ze kazda calkowicie prymarna QF-algebra ma

doktadnie jeden ideal minimalny wynika, ze jesli A jest QF-algebrg, to A jest sumag
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prosta skonczonej liczby lokalnych algebr artinowskich, z ktorych kazda ma doktad-
nie jeden ideal minimalny. Okazuje sig, ze stwierdzenie odwrotne tez jest prawdziwe

i zostato odnotowane jako Twierdzenie 15.27 w [La99]. O

Dalej przyjmijmy, ze algebra A ma zerowy lewostronny (prawostronny) anihila-
tor, jesli 14(A) = 0 (odpowiednio r4(A) = 0). Oczywiscie algebry z jedynka maja
zerowe oba anihilatory. Z Przyktadu 2.2.11, przy przyjetych w nim oznaczeniach wy-
nika, ze Jo/I; jest algebra z zerowym lewostronnym i prawostronnym anihilatorem,
w ktorej kazdy element jest nilpotentny, a wiec ta algebra nie ma jedynki. Pokaze-
my pézniej (Przyktad 2.4.8), ze nawet algebry skonczenie wymiarowe z zerowymi
anihilatorami nie musza mie¢ jedynki.

Z Lematu 2.3.1 wydaje sie wynikac, ze dla dowolnego idempotenta e € A idealy

jednostronne Ae i eA sg anihilatorami w A. Jednak nie zawsze tak jest.

Lemat 2.3.4. Dla algebry A réwnowazne sq warunki:
(1) A ma zerowy lewostronny anihilator;

(2) Ae =1(x(e)) dla pewnego idempotenta e € A;

(3) Ae =1(x(e)) dla kazdego idempotenta e € A.

DowOD. Oczywiscie (3) = (2). Poniewaz 0 jest idempotentem, to réwniez (1) = (2).

(2) = (1). Jedli idempotentem speliajacym (2) jest 0, to podpunkt (1) jest
oczywisty. Niech wiec 0 # e € A bedzie takim idempotentem, ze Ae = 1(r(e)). Wobec
Lematu 2.3.1 Ae =1((1 — e)A). Niech teraz x € 1(A). Wowczas dla dowolnego y € A
mamy z((1 —e)y) = 0, czyli © € Ae. Skoro ze = 0, to réwniez x € A(l —e). Z
Twierdzenia 2.3.2 otrzymujemy z = 0, stad 1(A) = 0.

(1) = (3). Niech e € A bedzie dowolnym idempotentem. Oczywiscie Ae C
1((1 — e)A). Przypusémy, ze Ae # 1((1 —e)A). Poniewaz A = Ae ® A(1 — e), wiec
istnieje element 0 # x € A(1 — e) taki, ze x € 1((1 — e)A). Zatem dla ustalonego
a € A takiego, ze x = a(l — e) i dla dowolnego y € A mamy a(l —e)(1 —e)y =
a(l —e)y = 0. Wobec dowolnosci y € A otrzymujemy 0 # x € 1(A), co przeczy

zatozeniu. 0

Oczywiscie prawostronna wersja powyzszego lematu jest rowniez prawdziwa.

Idempotenty maja tez szereg innych ciekawych i przydatnych wtasnosci. Dla

przyktadu mamy:

Lemat 2.3.5. Niech A bedzie algebrg i niech e, f € A bedg takimi idempotentami,
zeef = fe. Wowczas: ef ie+ f—ef tez sq idempotentami; Ae = Af wtedy 1 tylko
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wtedy, gdy e = f; Ae+ Af = Ale+ f —ef); AeNAf = Aef; AenN Af =0 wtedy i
tylko wtedy, gdy ef = 0.

DowOD. Z zalozenia, przez sprawdzenie dostajemy, ze ef i e + f — ef sg idempo-
tentami. Jesli Ae = Af, to e = af dla pewnego a € A. Zatem ef = af? = af = e.
Podobnie, be = f dla pewnego b € A, co daje fe = f. Z przemiennosci idempotentéw
e, [ dostajemy wiec, ze e = f. Rowniez przez bezposrednie sprawdzenie dostajemy

pozostate tezy lematu. 0

Twierdzenie 2.3.6. Niech A bedzie algebrg z zerowymi anihilatorami z obu stron i
niech E bedzie zbiorem wszystkich idempotentow centralnych w algebrze A. Wowczas
zbior E ma naturalng strukture kraty rozdzielnej i przyporzgdkowanie ¢ : e —
Ae jest zanurzeniem tej kraty w kraty J(A), A;(A) ¢ A,.(A). Przy tym, jesli A ma
jedynke, to E jest algebrg Boole’a.

DowoOD. Z lematu wyzej wynika, ze E jest kratg ze wzgledu na porzadek wyznaczony
przez relacje e < f < ef = e, a ¢ jest zanurzeniem tej kraty w krate J(A). Latwo
sprawdzié, ze E jest kratg rozdzielna.

Poniewaz 1(A) = 01 r(A) = 0, a elementy z E sa centralne, to z Lematu 2.3.4
i jego prawostronnej wersji wynika, ze ¢(E) C 20,(A) i ¢(E) C A.(A). Przy tym

¢(0) = w.
Jesli 1 € A, to widaé, ze E jest algebra Boole’a i ¢(1) = €2 oraz dopelieniem
o(e) jest ¢(1 — e) dla dowolnego e € E. O

Lemat 2.3.7. Niech e,a bedg elementami algebry A, gdzie e jest idempotentem.
Weimy f = e+ea(l —e). Wowczas f jest idempotentem takim, Ze ef = f i fe =e,
oraz A= Af @ A(1 — e). Ponadto, jesli e # f, to Ae # Af.

DowoOD. Fakt, ze f jest idempotentem, oraz ef = f i fe = e otrzymujemy przez
sprawdzenie. Latwo tez mozna zauwazy¢, ze Ae C Af + A(1 — e), a zatem A =
Ae+A(l—e) CAf+A(l—e), czyli A= Af + A(1 —e).

Niech teraz x € Af N A(1 — e). Wowcezas © = b(1 — e) = de + dea(l — e), dla
pewnych b,d € A. Mnozac prawostronnie powyzsze rownanie przez e otrzymujemy
de =01istad z = 0.

Jesli Ae = Af, to f € Af N Ae, zatem mozemy zapisaé [ = fe = e. Stad dla
e # f mamy Ae # Af. O

Jako skutek otrzymujemy ponizsze twierdzenie.
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Twierdzenie 2.3.8. Niech A bedzie algebrg takq, ze oba jej anihilatory sq zerowe i
krata 4;(A) jest rozdzielna. Wowczas:

(1) Kazdy idempotent w A jest centralny;

(2) Ponadto, jesli A jest pélprymarna, to ma jedynke i jest skonczong sumq prostq

algebr catkowricie prymarnych z rozdzielnymi kratami anthilatorow.

DowoOD. (1). Przypusémy, ze e € A nie jest centralnym idempotentem. Wowczas
dla pewnego a € A mamy albo ea(1 — e) # 0, albo (1 — e)ae # 0.

Niech na razie ea(l — e) # 0. Ktadac, jak w lemacie wyzej, f = e + ea(l — e)
dostajemy z tego lematu, ze Ae i Af to rézne dopelnienia anihilatora A(1 — e), ale
w kracie J;(A). Z zatozonego warunku 14(A) = 0 i z Lematu 2.3.4 wynika jednak,
ze Ae 1 Af sa réznymi dopelnieniami A(1 — e) w kracie 2;(A). Z Twierdzenia 1.2.7
wynika jednak, ze to jest niemozliwe w kracie rozdzielnej.

Dowdd pierwszej czesci twierdzenia w przypadku (1 — e)ae # 0 mozna przepro-
wadzié¢ zastepujac A przez A% i korzystajac z faktu, ze krata 20;(A%) = 2,.(A) jest
antyizomorficzna z 2;(A), a wiec réwniez rozdzielna. Ponadto, z zalozenia mamy
laor (AP) = 14(A) = 0.

(2). Niech teraz A bedzie algebra pétprymarna, oba jej anihilatory sa zerowe i
krata ;(A) jest rozdzielna. Pokazemy najpierw, ze A ma jedynke.

Niech J(A) = J. Skoro A/J jest algebra potprosta, to A/J ma jedynke e + J.
Wobec Twierdzenia 1.4.6 mozemy zalozy¢, ze e jest idempotentem w A. Z (1) wiemy,
ze kazdy idempotent w A jest centralny, stad e € Z(A). Z tego faktu i z rozktadu
Peirce’a A jest suma prosta idealow A = Ae & A(1 — e). Korzystajac z tego, ze
e + J jest jedynka w A/J tatwo pokazaé, ze A(1 —e) C J. Zatem A(l —e) =0
lub 0 # A(1 — e) jest lewostronnym idealem nilpotentnym o stopniu nilpotentnosci
n>1.Gdyby A(1 —e) # 0, to mielibySmy A(1 —e) U Ae C1((A(1 —e€))" 1), czyli
1((A(1 —e))" 1) = A. Pamigtajac, ze r(A) = 0 dostalibysmy (A(1 —e€))"~! =0, co
jest sprzeczne ze stopniem nilpotentnosci A(1 —e). Zatem A(1—e) = 0, i stad e jest
jedynka algebry A.

Teraz pokazemy, ze A jest skonczong sumg prosta algebr catkowicie prymarnych.
Skoro algebra A/J jest pétprosta, to z Twierdzenia 1.4.2 mamy, ze A/J jest suma
prosta m < oo algebr macierzy nad algebrami z dzieleniem. Wiadomo, ze takie
algebry macierzy sg nierozktadalne na nietrywialne sumy proste. Wobec centralnosci
idempotentéow w A i mozliwosci podnoszenia idempotentéw modulo J mamy, ze
A=A18Ad...0 A, jest sumg prostg m algebr nierozktadalnych na sumy proste.

Poniewaz kazdy ideal lewostronny algebry A;/J(A;) jest generowany przez idem-
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potent, to kazdy ideal lewostronny w A; nie zawarty w J(A4;) zawiera idempotent.
Gdyby e € A; byt rézny od 0 i 1, to e dawalby rozktad algebry A; na 2 sktadniki,
czyli rozktad A na m + 1 sktadnikéw, co to jest niemozliwe. Stad dla kazdego i ide-
at J(A;) jest jedynym lewostronnym ideatem maksymalnym w A; i algebra A; jest
algebra lokalng.

Dokonczenie dowodu jest juz proste. 0

Dalej w rozprawie pojawia sie przyktady algebr pétprymarnych, a nawet skon-
czenie wymiarowych, ktérych kraty anihilator6w nie sa rozdzielne (zob. Przyktad
4.2.8).

Twierdzenie 2.3.9. Niech A bedzie algebrg nad nieskonczonym ciatem K i takqg, Ze
1a(A) =14(A) = 0. Jesli krata A,(A) ma skoriczong szerokosé, to kazdy idempotent

w A jest centralny.

DowoOD. Przypusémy, ze mamy niecentralny idempotent e € A. Wowczas istnieje
element a € A taki, ze ea(1—e) # 01lub (1—e)ae # 0. Rozwazmy najpierw przypadek
ea(l —e) # 0. Dla kazdego A € K niech

ex=e+Xea(l—e) i I, = Ae,.

Latwo sprawdzié, ze ey jest idempotentem i, wobec Lematu 2.3.4, I, = 1((1 — ey)A).
Zatézmy teraz, ze Iy C I, dla pewnego A # p € K. Poniewaz ey € I, oraz
I, =1((1—e,)A), to

0=ex(l—e,)A=(A—plea(l —e)A.

Wobec zaltozonej zerowosci 14(A), mamy (A—u)ea(1—e) = 0. Poniewaz ea(1—e) # 0,
to A = p1. PokazaliSmy zatem, ze jesli A # u € K, to I, € I,. Przez analogie widad,
ze w tej sytuacji rowniez I, nie jest zawarte w Iy. W ten sposob skonstruowalismy
nieskoriczony antytancuch {7, : A\ € K} zawarty w 2(;(A). Wobec zatozonego 14(A) =
0 i Lematu 2.3.4 jest to antytancuch w kracie 24;(A).

Aby udowodni¢ twierdzenie w przypadku (1 — e)ae # 0 wystarczy zastosowaé
powyzsze obliczenia do elementu e € AP,

Zauwazmy dodatkowo, ze przy przyjetych oznaczeniach mamy jednak ey A =
e, A, dla dowolnych A, i € K. Rzeczywiscie: exA = r(A(1—ey)), e, A =1r(A(l—e,)).
Dla dowolnego b € A mamy zatem b(1 —e,)ey = b(1 — (e + pea(l—e)))(e+ Aea(1l —
e)) =ble+ dea(l —e) —e—Xea(l—e)) = 0. Stad eyA C e, A. Podobnie e, A C e)A.
Wobec tego ey A = e, A. O
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Przyktad 2.3.10. Niech A bedzie algebra z Przyktadu 2.2.9. Wéwezas kraty 24;(A)
oraz A.(A) maja po 2 elementy, a wiec sa kratami rozdzielnymi i maja szerokosé
1. Jednak A ma niecentralny element idempotentny e. W tej algebrze r(A) = 0,
ale 1(A) # 0. Tak wigc zalozenie zerowosci tylko jednego anihilatora algebry nie

wystarcza do wykazania Twierdzen 2.3.8 1 2.3.9.

Twierdzenie 2.3.11. Niech A bedzie algebrg potprymarng, z jedynkq, nad nieskori-
czonym ciatem K i niech krata A;(A) bedzie skoticzonej szerokosci. Wowczas

(1) A jest skoticzong sumq prostq algebr lokalnych,

(2) Krata 4;(A) jest skoniczonym iloczynem prostym krat, w ktérym kazdy czynnik

ma doktadnie jeden atom 1 dokladnie jeden koatom.

DowoOD. (1). Z Twierdzenia 2.3.9 wiemy, ze wszystkie idempotenty w A sa centralne.
Aby dokonczy¢ dowdd wystarczy powtdrzyé argumenty uzyte w czesci (2) dowodu
Twierdzenia 2.3.8.

(2). Z punktu (1) i ze Stwierdzenia 2.2.1 mamy 2;(A) = [I%, L;, gdzie L; =
2, (A;). Teraz juz jest oczywiste, ze J(A;) jest jedynym koatomem w L;, oraz l4,(J(4;))

jest jedynym atomem w L;. 0

Niech A bedzie algebra z jedynka. Algebra A jest nazywana skoriczong w sensie
Dedekinda, jesli dla dowolnych a,b € A z faktu ab = 1 wynika, ze ba = 1. Oczywiscie
jesli A nie jest skonczona w sensie Dedekinda oraz a,b € A sg takie, ze ab = 1
iba # 1, to 0 # ba jest idempotentem. W tej sytuacji a(l — ba) = 0. Gdyby
ba € Z(A), to mielibySmy a = ba®. Mnozac teraz z prawej przez b otrzymaliby$my
1 = ab = ba®*b = ba, co jest sprzeczne z zalozeniem. Zatem kazda algebra, ktéra
nie jest skonczona w sensie Dedekinda ma niecentralny idempotent. Z Twierdzen
2.3.812.3.9 wnioskujemy, ze jesli A jest K-algebra z 1 oraz 2;(A) jest rozdzielna lub
20;(A) ma skonczona szerokos¢, a K jest nieskonczone, to A jest skonczona w sensie
Dedekinda.

Prawdziwy jest ogdlniejszy rezultat. Wiadomo ([La91], Przyklad 21.26), ze alge-
bra, ktora nie jest skonczona w sensie Dedekinda posiada nieskonczony cigg niezero-
wych, parami ortogonalnych idempotentéw (tj. ef = 0 dla dowolnych idempotentow
e, f nalezacych do tego ciagu). Metodami podobnymi do zawartych w [La91] (Przy-

ktad 21.26, Twierdzenie 23.20) mozna udowodni¢ ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 2.3.12. Niech A bedzie algebrq z jedynkq i krata ;(A) spelnia waru-
nek maksymalnosci, lub warunek minimalnosci, lub ma skonczong szerokosc. Wow-

czas A jest skoriczona w sensie Dedekinda.
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2.4 Istnienie jedynki i anihilatory

Przedyskutujemy teraz pewne warunki wystarczajace na to, aby algebra A miata
jedynke. Skorzystamy w tym celu z pojecia jednostronnych jedynek. Element e € A
jest nazywany lewostronng (prawostronng) jedynkq, jesli ea = a (ae = a) dla dowol-
nego a € A. Oczywidcie jedynka jest zawsze lewostronng i prawostronng jedynka.
7. drugiej strony, jesli algebra ma lewostronng i prawostronng jedynke, to obie sg

identyczne i sg jedynka algebry.

Stwierdzenie 2.4.1. Niech A bedzie algebrg potprymarng. Wowczas jesli A ma
prawostronng jedynke, to krata A;(A) jest podkratq kraty A;(AY). Analogicznie jesli
A ma lewostronng jedynke, to krata A, (A) jest podkratq kraty 2A,.(AY).

DowOD. Jesli X C A oraz e, jest jedynkg prawostronng algebry A, to z Twierdze-
nia 1.4.1(3) mamy r41(X) = ra(X) + K(—e, + 1). Latwo sprawdzi¢, ze jesli Ji, J
sa podprzestrzeniami w A' takimi, ze J;.JJo = 0, to przynajmniej jedna z podprze-
strzeni Jy, Jy jest zawarta w A. Zatem 141 (ra: (X)) C A. Korzystajac dodatkowo ze
Stwierdzenia 2.1.2 (1) mamy 141 (r41(X)) C Lai(ra(X))NA =14(ra(X)). Oczywiscie
La(ra(X)) C Lyu(ra (X)) istad A;(A) C A (AY).

Niech teraz Iy, I € 20 (A). Oczywiscie I1 N I jest kresem dolnym I, I w kracie
2;(AY). Podstawiajac I,+1, do powyzszych rozwazan otrzymujemy 141 (r a1 (11 + I3)) =
la(ra(ly + I3)). Stad juz wynika, ze krata 2;(A) jest podkrata kraty 2A;(A!).

Dowod stwierdzenia dla anihilatoréw prawostronnych przebiega analogicznie. [J

Oczywiste jest, ze jesli algebra A ma jedynke, to spelione sa warunki:
i) A ma niezerowy idempotent;
ii) A% = A;
iii) 1(A) = r(A) = 0, czyli A ma zerowe anihilatory z obu stron.
Przedyskutujemy teraz, ktore z powyzszych warunkow, ewentualnie przy jakichs
dodatkowych zatozeniach, powoduja, ze A ma jedynke.

Bezposrednio z definicji jednostronnych jedynek wynika ponizszy fakt.

Stwierdzenie 2.4.2. Jesli A ma prawostronng jedynke, to 14(A) = 0. Analogicznie,
jesli A ma lewostronng jedynke, to ra(A) = 0.

Wsréd algebr wymienionych w Przyktadzie 1.4.5, algebry z punktu (c) nie maja
jedynki, ale majg jednostronna jedynke. Ponadto dla kazdej z nich mamy A? = A.

Zatem warunki i) oraz ii) nie implikuja istnienia w algebrze jedynki. Sprawdzimy

51



teraz jak warunek 1(A) = r(A) = 0 wplywa na istnienie jedynki w A.

Dla algebr poétprymarnych mamy ponizszy rezultat (por. [He68, Twierdzenie
1.4.3]).

Twierdzenie 2.4.3. Niech A bedzie algebrg polprymarng @ J jej radykatem. Row-
nowazne ¢ warunki:

(1) Algebra A ma lewostronng jedynke;

(2) Kazdy obraz homomorficzny algebry A ma zerowy prawostronny anihilator;

(3) Dla dowolnego k > 1 algebra A/J* ma zerowy prawostronny anihilator.

DowoOD. (1) = (2). Niech e bedzie lewostronng jedynka w A, oraz niech [ < A
bedzie dowolnym idealem. Woéwczas oczywiscie e + I jest lewostronng jedynka w
A/I. Zatem, ze Stwierdzenia 2.4.2 r4,;((A/I)) = 0.

Oczywiscie (2) = (3).

(3) = (1). Niech J™ = 0 dla pewnego n > 1. Z zalozenia wynika, ze J # A
i algebra A/J ma jedynke. Niech e € A bedzie takim elementem, ze e + J jest
jedynka w A/J = A/J'. Wobec Twierdzenia 1.4.6 (3) mozemy przyjac, ze e jest
idempotentem. Zatézmy, ze dla k > 1 wiemy juz, ze e + J* jest lewostronng jedynka
w A/J*F. Tak wige (1 —e)A C J*. Ponadto, z wyboru e wiemy, ze A(1 —e¢) C J. Tak
wiec

A(l—e)(1 —e)A C JHL.

Zalozenie o zerowosci prawostronnego anihilatora A/J*! daje wiec, ze (1 —e)(1 —
e)A C JH1 Zatem dla ey = e +e — €2 = e mamy (1 — epy1)A C JFL czyli
e+ J*1 jest lewostronng jedynka dla A/J¥+1. Podstawiajac teraz k = n dostajemy,
ze e, = e jest lewostronna jedynka modulo J" = 0, czyli e jest lewostronng jedynka
w A. OJ

Whniosek 2.4.4. Niech K bedzie nieskonczonym ciatem. Jesli nietrywialna K-algebra

A jest lewostronnie artinowska jako pierscien, to A posiada lewostronng jedynke.

DowOD. Przypusémy, ze r(A) # 0. Wowczas kazda podprzestrzeni, a nawet pod-
grupa grupy addytywnej w r(A) jest lewostronnym idealem w A. Z Przyktadu 1.3.1
i lewostronnej artinowskosci A wynika, ze to jest niemozliwe. Zatem musi by¢, ze
r(A) = 0. Podobna obserwacja dotyczy réwniez dowolnego obrazu homomorficznego

algebry A. Zatem z twierdzenia wyzej wynika, ze A ma lewostronng jedynke. [
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Twierdzenie 2.4.5. Niech A bedzie algebrg potprymarng @ J jej radykatem. Row-
nowazne $q warunki:

(1) Algebra A ma jedynke;

(2) Kazdy obraz homomorficzny algebry A ma zerowe anihilatory;

(3) Dla dowolnego k > 1 algebra A/J* ma zerowe anihilatory.

DowOD. Jesli A ma lewostronng jedynke e i prawostronng jedynke f, to wowczas
e =ef = f1ijest to jedynka algebry A. Teraz dowodzony rezultat jest bezposrednig
konsekwencjg Twierdzenia 2.4.3 i jego analogicznej wersji dla algebr z prawostronna

jedynka. ([l

Whniosek 2.4.6. Niech A bedzie algebrg polprymarng i J jej radykatem. Jesli1(A) =
r(A) =014 J2=0, to A ma jedynke.

DowOD. Zauwazmy, ze A/J jako algebra poétprosta ma jedynke, a wiec oba jej
anihilatory sa zerowe. Skoro A/J? = A, to teza wynika bezposrednio z Twierdzenia
2.4.5. O

Stwierdzenie 2.4.7. Niech A bedzie algebrg nad ciatem K takq, ze Dimg(A) < 3
oraz 1(A) =1(A) = 0. Wowczas A ma jedynke.

DowoOD. Niech A bedzie algebra taka, ze 1(A) = r(A) = 0 i Dimg(A) < 2. Wowczas
A jest pewna algebra z Przykltadu 1.4.5 i jak tatwo zauwazy¢ A ma jedynke.

Niech dalej Dimg(A) = 3. Zauwazmy, ze A nie moze by¢ nilpotentna, bo wtedy
mielibysmy 1(A) # 01 r(A) # 0. Wiemy, ze wszystkie algebry pdlproste maja je-
dynki, zatem jesli A jest potprosta, to twierdzenie jest prawdziwe. Niech wiec dalej
A#Ji0#JC A, gdzie J oznacza radykal algebry A. Jesli J? = 0, to teza wy-
nika z Wniosku 2.4.6. Pozostal wiec do rozpatrzenia przypadek, gdy Dimg(J) = 2 i
J? # 0. Dowdd stwierdzenia dla takiej algebry A przeprowadzimy w kilku punktach.

a) Niech wigc e = €? bedzie przeciwobrazem jedynki z A/.J. Poniewaz Dimg/(J) =
2 i Dimg(J?) = 1, to istnieja x,y € J takie, ze xy # 0. Stad z,y ¢ J2 Ponadto, y
mozemy zapisa¢ w postaci y = kz + a, dla pewnego a € J2,0 # k € K. Mamy wicc
0 # xy = ka?, czyli 0 # 22 € J? i baze A stanowig e, x, 22

b) Zauwazmy, ze ex® # 0, bo w przeciwnym razie mielibyémy Az? = 0, co jest
sprzeczne 7z r(A) = 0. Zatem ex? = kz? dla pewnego 0 # k € K. Stad k2? = ex? =
e(ex?) = e(kx?) = k(ex?®) = k?22, co daje k = 1 i dalej ex? = 22. Podobnie mozna

pokazaé, ze x%e = 2.
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c) Skoro ex € J, to mozemy zapisa¢ ex = kjx + koz?, dla pewnych ki, ko € K.
Pomnézmy ostatnig réwnosé przez x z prawej strony otrzymujac ex? = k22, Skoro
ex? = 2% to mamy k; = 1. Zatem ex = x + kox?, czyli ex = e(x + koa?) =
ex + koex? = ex + kox?. Wobec tego ks = 0 i ostatecznie ez = z. Analogicznie
mozna pokazaé, ze re = x.

d) Podsumowujac wyniki z b) i ¢) mozemy odnotowac, ze e jest jedynka w alge-
brze A. O

Okazuje sie, ze juz w algebrach wymiaru 4, warunek 1(A) = r(A) = 0 nie gwa-

rantuje istnienia w A nawet jednostronnej jedynki.

Przyktad 2.4.8. Niech A bedzie algebrg wymiaru 4 nad cialem K, ktorej baze
stanowig elementy x,y, z,t. Niech ponadto tabelka mnozenia elementéw bazy ma

nastepujaca postac:

X'y z t
x| 0 0 0 x
ylz 0 0 0
z|0 0 0 z
t10 v z t

Latwo sprawdzi¢, ze mnozenie w A jest tgczne. Bezposrednio z tabelki dziatania
mozemy zauwazy¢, ze radykat J = Lin(z, y, z) ma stopien nilpotentnosci 3, a ¢ jest
idempotentem w A. Ponadto A = A2 Oczywiscie 1(A) C 1(t) = Ky, ale yz # 0,
wiec 1(A) = 0. Podobnie mozna pokazaé, ze r(A) = 0. Wobec tego A ma zerowe
anihilatory z obu stron.

Skoro w dowolnej algebrze jedynka lewostronna (prawostronna) jest idempoten-
tem, to zbadajmy idempotenty w A. Latwo sprawdzié, ze {kix + koy — k1koz + ¢ :
ki,ks € K} jest zbiorem wszystkich niezerowych idempotentéw w A. Jednakze
(ki + koy — kikoz + t)x = koz # x 1 y(k1x + koy — k1kez +t) = k12 # vy, czy-

li w A nie ma ani lewostronnej, ani prawostronnej jedynki.

Uwaga 2.4.9. Przyktad wyzej jest inspirowany praca [RRB09]. Praca ta zawiera
liste algebr nad ciatem liczb zespolonych o wymiarze co najwyzej 4. Ponadto dla
kazdej wymienionej tam algebry A wskazany jest wymiar 1(A) i r(A). Miedzy innymi,
opisana jest algebra A wymiaru 3 oznaczona symbolem Asi!  dla ktérej autorzy
btednie podali, ze 1(A) = r(A) = 0. Mozna sprawdzié, ze przy przyjetej tam notacji
element e; — ey € 1(A) i e; —eg € 1(A).
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7 rozktadu Peirce’a tatwo wynika inne, znane kryterium na istnienie jedynki w

algebrze.

Lemat 2.4.10. Niech I bedzie ideatem algebry A. Jesli I jako algebra ma jedynke, to
jest ona centralnym idempotentem w A. Poza tym, istnieje doktadnie jeden ideat J
w A taki, Ze A =1 J. Ponadto, A ma jedynke (prawostronng jedynke, lewostronng
jedynke) wtedy i tylko wtedy, gdy J ~ A/I ma tego samego typu jedynke.

Z powyzszego lematu i Stwierdzenia 2.2.1 tatwo dostajemy kolejne twierdzenie.

Twierdzenie 2.4.11. Niech I bedzie ideatem algebry A. Jesli I jako algebra ma
jedynke, to A, (A) =A, (1) x A, (A/I) oraz A (A) =2A (I) x A, (A/I).

7 powyzszego twierdzenia dostajemy rezultat silniejszy niz Stwierdzenie 2.4.1.

Whiosek 2.4.12. Niech A bedzie algebrq z jedynkq. Wowczas 2, (A') = A, (A) x Cy
oraz A, (AY) =2 (A) x C;.

Jedli S jest dowolnym monoidem, to jego jedynka jest oczywiscie jedynka algebry
monoidowej KI[S]. Istnieja jednak algebry poétgrupowe z jedynka dla pdélgrup nie
bedacych monoidami.

Przyktad 2.4.13. Niech n > 11 E, = {e;; : 1 < i,7 < n} bedzie zbiorem je-
dynek macierzowych z dotgczonym zerem, ktore tu oznaczymy przez 6. Zbior E, z
naturalnym mnozeniem macierzowym jest potgrupa bez jedynki.

Wezmy algebre potgrupowa A = K[E,,|. Przestrzen K6 jest ideatem w A i algebra
z jedynka 0, oraz A/(K0) = Ko[E,] ~ M,,(K) jest algebra z jedynka. Z Lematu 2.4.10
wynika wiec, ze A jest algebra z jedynka.
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ROZDZIAE 3

Reprezentacje anihilatorowe krat

Dalej w rozprawie bedziemy zaktadaé, ze algebry maja jedynke, podalgebry zawie-
raja te jedynke i homomorfizmy algebr przeprowadzaja jedynke na jedynke. Jesli
czasem bedzie konieczno$é¢ zmiany tych warunkow, to ten fakt bedzie wyraznie od-

notowany.

3.1 Kraty Boole’a

Mozna poda¢ wiele przyktadoéw algebr, ktorych kraty anihilatoréw maja dopetnienia,

a czesto sa nawet kratami Boole’a. W przypadku kraty By mamy:

Przyktad 3.1.1. a) Dla dowolnej algebry A krata By zanurza sie w 2(,(A) i w 2 (A)
np. jako {0, A}.

b) Krata By = A (A) = A (A) dla algebry A, wtedy i tylko wtedy, gdy A jest
dziedzinag.

Przyktad 3.1.2. Niech n > 1 i niech A bedzie suma prosta n dziedzin. Ze Stwier-
dzenia 2.2.1 1 z poprzedniego przyktadu wynika, ze 2;(A) = A,.(A) ~ Byn. Ponadto,
A jest D-algebrg wtedy i tylko wtedy, gdy jej sktadniki proste sg algebrami z dzie-
leniem.

Mozna rozszerzy¢ ten przyktad do przypadku nieskonczonych algebr Boole’a.
Niech X bedzie dowolnym zbiorem nieskoniczonym i niech A = K¥ bedzie zbiorem
wszystkich funkcji przeksztatcajacych X w K, ze standardowymi dziataniami doda-
wania i mnozenia funkcji. Woéwczas A jest algebra przemienna i mozna sprawdzic¢, ze

20;(A) ~ P(X), poniewaz kazdy anihilator w A sklada sie z funkcji zerujacych sie na
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pewnym podzbiorze zbioru X. Jednak, poniewaz X jest zbiorem nieskonczonym, to
A nie jest D-algebra. Ideatem, ale nie anihilatorem w A, jest bowiem zbior funkcji,

z ktoérych kazda jest réwna zeru dla prawie wszystkich x € X.

Poniewaz rozpatrujemy tylko algebry z jedynka, to mozna tatwo sprawdzi¢, ze
w dowolnej algebrze A, lewostronny ideal I <; A jest dopelnieniem w kracie J;(A)
wtedy i tylko wtedy, gdy I = Ae dla pewnego idempotenta e € A (zob. Zadanie
7, §1 w [La91]). Wobec Lematu 2.3.4 i Twierdzenia 2.3.2 taki ideal lewostronny
I jest réwniez dopelnieniem w kracie 2;(A). Jednak nie tylko takie anihilatory sa

dopetnieniami w 2(;(A).

Przyktad 3.1.3. Niech A = Klzy,...,2,)/(ziz; : 1 < i # j < n), dla pewnego
n > 1. Woéwczas A nie ma idempotentow réznych od 0 i 1, ale krata 24;(A) ~ Ban,
poniewaz jest izomorficzna z algebra Boole’a podzbioréw zbioru {1,2,...,n}. Tak
wiec kazdy element w 20;(A) jest dopelieniem w tej kracie, choé¢ zaden wlasciwy
anihilator nie jest generowany przez element idempotentny, a wiec nie jest dopelnie-
niem w kracie J;(A).

Niech teraz S C A bedzie zbiorem wielomianow o niezerowych wyrazach wolnych.
Woéwezas mozemy rozpatrzeé lokalizacje B = AS™!. Wiadomo ([AM69], strona 38),
ze B jest algebrg lokalng. Algebra ta nie ma idempotentéw réznych od 0 i 1. Z
Twierdzenia 2.2.4 i z pierwszej czesci przyktadu wynika jednak, ze 20;(B) ~ 20;(A) ~
Ban.

Z postaci dopelien w kracie J;(A) i Twierdzenia 1.4.2 wynika, ze A jest algebra
péltprosta wtedy 1 tylko wtedy, gdy 2;(A) = J;(A) jest modularng krata z dopelnie-
niami. Wobec Twierdzenia 2.3.8 jest to dodatkowo krata rozdzielna, czyli algebra

Boole’a wtedy i tylko wtedy, gdy A jest skonczona sumg prosta algebr z dzieleniem.

W przypadku reprezentacji krat Boole’a przez kraty anihilatoréw algebr potpry-
marnych mamy nastepujacy fakt:

Twierdzenie 3.1.4. Niech A bedzie algebrg polprymarng. Wowcezas réwnowazne sq
warunki:

(1) Krata 24;(A) (A,.(A)) jest skoriczong algebrq Boole’a;

(2) Krata 24;(A) (A.(A)) jest algebrg Boole’a;

(3) A jest skoriczong sumq prostq algebr z dzieleniem.

DowOD. Wobec Twierdzenia 2.1.4 dowdd wystarczy przeprowadzié tylko dla anihi-

latoréw lewostronnych.
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Oczywiscie (1) = (2), a implikacja (3) = (1) wynika z Przyktadu 3.1.2.

(2) = (3). Niech ;(A) bedzie algebra Boole’a. Wowczas z Twierdzenia 2.3.8
wynika, ze A jest skoniczong sumg prosta algebr catkowicie prymarnych. Jesli jednym
z tych sktadnikéw jest algebra, ktéra oznaczymy przez B, to 2;(B) jest réwniez
algebra Boole’a. Z Wniosku 2.1.5 wynika teraz, ze J(B) = 0. Zatem B jest algebra

z dzieleniem, a wiec A jest skoriczona sumg prosta algebr z dzieleniem. 0

W powyzszym twierdzeniu mamy mocne ograniczenie algebr tylko do algebr
potprymarnych. W Przyktadzie 3.1.3 mamy algebre A, ktéra nie jest potprymarna,

ale jej krata anihilatoréw jest skonczona algebra Boole’a.

3.2 Algebry zredukowane

Przypomnijmy, ze algebre nazywamy zredukowang jesli nie ma niezerowych elemen-
tow nilpotentnych. W opisie wielu warunkéw anihilatorowych dla algebr, w tym dla
algebr wielomianéw, szczegblnie wazna role spetniaja algebry zredukowane (zob. np.
[Ar74, RCh97, Hi02, KN77]). W tym paragrafie pokazemy, ze nie jest przypadkiem,
iz w przyktadach wyzej i w Twierdzeniu 3.1.4 algebry z kratami Boole’a anihilatoréw

sg algebrami zredukowanymi.

Lemat 3.2.1. Niech A bedzie algebrq zredukowang. Dla kazZdego niepustego podzbioru
X C A mamy 1(X) = r(X).

DowoOD. Niech A bedzie algebra zredukowang, niech x bedzie dowolnym elementem
algebry A i niech y € 1(z). Stad (zy)? = zyry = 0, a skoro A jest zredukowana,
to zy = 0. Zatem y € r(z) i wobec dowolnosci y mamy 1(z) C r(z). Analogicznie
mozna pokazaé, ze r(x) C 1(x). Dla kazdego elementu = € A mamy wiec 1(z) = r(x).

Ze Stwierdzenia 2.1.2 otrzymujemy teze dla dowolnego podzbioru X C A. 0

Niech A bedzie algebra zredukowana. W zwiazku z powyzszym lematem, jesli
X C A, to zbiér I(X) = r(X) oznaczymy dalej przez X*. Przy tym oznaczeniu, jesli
I jest anihilatorem w A, to ze Stwierdzenia 2.1.2 mamy (/*)* = I. Ponadto, kres
gérny anihilatoréw I, .J mozna zapisa¢ nastepujaco I V.J = (U J)*)* = (I*NJ*)*.
7 powyzszego lematu wynika réwniez, ze w algebrze zredukowanej kazdy anihilator
jest idealem dwustronnym. Skoro 2(;(A) = 2A,.(A), to krate anihilatoréw oznaczymy
przez A(A).

Twierdzenie 3.2.2. Niech A bedzie algebrg zredukowang. Wowczas krata A(A) jest
algebrg Boole’a.
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DowOD. Niech A bedzie algebra zredukowang. Zaczniemy od pokazania, ze kazdy
element [ kraty 2A(A) ma dokladnie jedno dopehienie, ktérym jest I*.

Niech x € I A I* = I N I*. Wéwezas 22 = 0, co w algebrze zredukowanej daje
x = 0. Ponadto I V I* = (I* N (I*)*)* = 0* = A. Stad I* jest dopelnieniem I w
2A(A). Niech rowniez J bedzie dopetieniem I w A(A). Wtedy oczywiscie I NJ = 0.
Wobec tego IJ C INJ = 0, czyli J C I*. Z drugiej strony tatwo zauwazy¢, ze
I*J<(I + J) = 0. Jednak (I + J)* = 0, czyli I*J* = 0. Stad I* C (J*)* = J i
ostatecznie J = I*.

Teza dowodzonego twierdzenia wynika teraz z réwnosci 2A(A) = 2A;(A) = A,.(A),

odpowiedniosci Galois i Twierdzenia 1.2.10. 0

Algebr zredukowanych jest duzo. Podalgebry i sumy proste algebr zredukowa-
nych sg zredukowane, ale nie kazdy obraz homomorficzny algebry zredukowanej jest

zredukowany. Mamy jednak:

Twierdzenie 3.2.3. Niech A bedzie algebrq zredukowanqg. Jesli I jest anihilatorem
w A, to algebra A/I jest zredukowana oraz A(A/I) = [I, A] C A(A).

DowOD. Niech I = S*, dla pewnego S C A, i niech 22 € I. Dla dowolnego s € S
mamy z2s = 0, a stad 2%s? = 0.

Wiadomo (zob. [Kr96], Lemat 1.2), ze dla dowolnych elementéw ay, . .. a, w alge-
brze zredukowanej i dowolnej permutacji o, jesli ajas - - - a, = 0, t0 ag(1)Ao(2) * * * Go(n) =
0. Zatem mozemy zapisa¢ 0 = x2s*> = (xs5)?, co daje s = 0. Wobec dowolnosci s € S,
mamy x € S* = I. PokazaliSmy, ze A/I jest algebra zredukowana.

Z Lematu 2.2.10 wiemy, ze przeciwobraz kazdego anihilatora w algebrze A/ jest
anihilatorem w algebrze A zawierajacym I. Wystarczy wiec tylko wykazaé, ze obraz
kazdego anihilatora w A zawierajacego I jest anihilatorem w A/I.

Niech I C JiJ € A(A). Niech réwniez X <1 A bedzie takim ideatem, ze (J/I)* =
X/I w algebrze A/I. Ze wspomnianego Lematu 2.2.10 mamy X € 2A(A). Zatem
rozwazania wystarczy przeprowadzi¢ w kracie 2A(A).

Wobec Twierdzenia 3.2.2 krata A(A) jest algebra Boole’a i z punktu (4) Stwier-
dzenia 1.2.7 ideal J jest dopelnieniem J*V I w kracie Boole’a [I, A] C 2((A). Zatem
J(J*VI)CJN(J*VI)=1. Stad J*VIC X. Jesli X € J*V I, to ze Stwierdzenia
1.2.7 (3) dostajemy X N J # I. Stad istnieje v € X NJ ix ¢ [. Skoro JX C I,
to 22 € I. Zatem w algebrze A/I mamy x> + [ = I. Poniewaz algebra A/I jest
zredukowana, to x € I i mamy sprzeczno$é. W A mamy wiec réwnosé X = (J*V I),
a w algebrze A/I mamy (J/I)* = (J*VI)/I.
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W analogiczny spos6b mozna wykazaé, ze w algebrze A/I anihilator zbioru (J*V
I)/1 jest rowny J/I. Stad J/I € A(A/I), co konczy dowdd twierdzenia. O

Wiadomo (zob. [Ar74, Hi02]), ze dla dowolnej zredukowanej algebry A prze-
ksztalcenie p z 2;(A) w A (Alx]), rozwazane w Twierdzeniu 2.2.2 i we Wniosku
2.2.3, jest bijekcja. Zatem jesli A jest algebra zredukowana, to 2A(A) = 2A(A[x]). To
ostatnie stwierdzenie mozna uogélni¢ na wielomiany dowolnej iloéci przemiennych i
nieprzemiennych zmiennych.

Takie rozszerzenie jest szczegdlnym przypadkiem ogélniejszego rezultatu. Zeby
go sformutowaé¢ przypomnijmy kilka pojec¢ i faktow.

Monoid M nazywamy wu.p.-monoidem ([Ok91]) jesli dla dowolnych dwdch niepu-
stych, skonczonych podzbioréw P, Q) C M istnieje element g € M, z jednoznacznym
zapisem w postaci g = pq, gdzie p € P i g € ). Mozna pokazac, ze jesli A jest alge-
bra i X jest niepustym zbiorem zmiennych, to algebra wielomianéw A{X} (A[X])
jest algebra monoidowa A[M], gdzie M jest monoidem (ze wzgledu na mnozenie)
generowanym przez podzbior X w A{X} (A[X]). W obu przypadkach M jest u.p.-
monoidem. Zeby to uzasadni¢, mozna skorzystaé¢ z faktu, ze w obu przypadkach
monoid M daje sie liniowo uporzadkowaé¢ w ten sposob, ze mnozenie w nim zacho-

wuje nieréwnosci. Takie liniowo uporzadkowane monoidy sa u.p.-monoidami (zob.

§10 w [Ok91]).

Rozszerzajac Stwierdzenie 1.1 w [Li05] mozemy napisac:

Twierdzenie 3.2.4. Niech A bedzie algebrg zredukowang i M dowolnym u.p.-monoidem.
Wowezas algebra monoidowa A[M] jest zredukowana i ma krate anihilatoréw natu-

ralnie izomorficzng z kratg anthilatoréw algebry A.

DowoOD. Zgodnie z [Li05] mozemy udowodnié, ze dla dowolnych elementéw o =
aigr + ...+ angn, B = bihy + ... byph,, € A[M], z faktu af = 0 wynika a;b; = 0, dla
wszystkich ¢, j. Teraz tatwo zauwazy¢, ze A[M] jest algebra zredukowana i kazdy
anihilator w A[M] jest postaci I[M], gdzie I jest anihilatorem w A. Teraz dowod

mozna dokonczy¢ uzywajac argumentéw takich, jak w dowodzie Wniosku 2.2.3. [J

Kratowy opis anihilatoréw w algebrach zredukowanych pozwala na rozszerzenie

wyniku z [CS74], a takze na podanie jego uproszczonego dowodu.

Twierdzenie 3.2.5. Niech A bedzie algebrg zredukowang. Nastepujgce warunki sq
rownowazne:

(1) Krata 2A(A) spelnia warunek maksymalnosci;
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(2) Krata 2A(A) spelnia warunek minimalnosci;
(3) Krata 2A(A) jest skonczona;

(4) A jest podalgebrg w skoticzonej sumie prostej dziedzin.

DowOD. Z Twierdzenia 3.2.2 wiemy, ze 2A(A) jest algebra Boole’a. Wobec Stwier-
dzenia 1.2.9 warunki (1), (2) i (3) dowodzonego twierdzenia sa wigc réwnowazne.

(3) = (4). Niech krata 21(A) bedzie skoniczona. Niech tez I € 2A(A) bedzie
koatomem tej kraty i niech a,b € A beda takie, ze ab € I. Oznaczmy przez J ideal
(I U{b})*. Wowczas [*a C J. Jeslib ¢ I, to J = 01istad [*a = 0, czyli a € I.
Pokazali$my, ze algebra A/I jest dziedzina.

Niech Iy, ..., I, beda wszystkimi koatomami w kracie 2((A). Poniewaz krata ani-
hilatoréw jest skoniczona algebra Boole’a, to N;_; I = 0. Zatem istnieje zanurzenie
Aw A/l & ...® A/I,. Z wyboru idealéw I}, wynika, ze ilorazy te sa dziedzinami.

(4) = (3). Niech A bedzie podalgebra w B = A1 &...® A, gdzie Ay sa dziedzi-
nami. Z Przykladu 3.1.2 wynika, ze krata 24(B) jest skoniczona. Z Twierdzenia 2.2.2

otrzymujemy wiec, ze krata 2A(A) jest tez skonczona. O

Latwo wskazaé¢ przyktad algebry zredukowanej, z 1, ktorej krata anihilatoréw jest
nieskoniczona algebra Boole’a. Taka algebra jest chociazby algebra A = Klxz; : ¢ €
N]/(@;x; : i # j) (por. [La99], Zadanie 19, §11). Mamy bowiem 20;(A) = 2A,.(A) ~ 2N,
Mozna sprawdzi¢, ze algebra A jest zredukowana i nie ma wtasciwych idempotentéw,
podobnie jak ta z Przyktadu 3.1.3.

3.3 Dalsze przyktady krat

W tym paragrafie wskazemy kolejne przyktady algebr, w ktorych kraty anihilatoréw
majag szczegbdlng postac. Istotne miejsce zajma tu algebry, w ktérych kraty anihila-

torow sa tancuchami.

W przypadku kraty Cy mamy C'; ~ By i mozna korzysta¢ z wynikéw poprzednich
paragraféw. W przypadku kraty Cy mamy, ze Cs jest podkrata w A, (A) i w 2A (A)
dla dowolnej algebry A, ktéra nie jest dziedzing. Jesli bowiem w algebrze A mamy
elementy a, b # 0 takie, ze ab = 0, to Cy ~ {0,1(b), A} C A;(A)1Cy ~{0,r(a), A} C
A.(A).

Dla tancuchéw dowolnej skonczonej dtugo$ci mamy:
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Przyktad 3.3.1. (a) Niech B bedzie dowolna algebra z dzieleniem, n > 1 i niech
A = Blx]/(z"). Wowczas A jest algebra catkowicie prymarna i J;(A) = 2A;(A) =
A,.(A) =7,(A) ~ C,. Wobec tego A jest QF-algebra.

(b) Ustalmy r,n > 2 i, jak wyzej, niech B bedzie algebra z dzieleniem. Niech
A= B{zy,...,x.}/I", gdzie I jest ideatem w A generowanym przez z, . .. z,. Wow-
czas tatwo sprawdzié, ze A jest algebra catkowicie prymarng i 24;(A) = A,.(A) =
{A I, I%,...,I" = 0} ~ C,. Algebra A nie jest jednak D-algebra, a wiec i QF-

algebra, bo np. Ax; nie jest lewostronnym anihilatorem w A.
Bezposrednio z definicji algebr catkowicie prymarnych wynika ponizszy fakt:

Stwierdzenie 3.3.2. Jesli A jest algebrg calkowicie prymarng z radykatem J(A) #
0, takim, ze J(A)? =0, to A (A) = A, (A) = {A, J(A),0} = Cs.

Okazuje sig, ze krata Cy moze by¢ kratg anihilatoréw nawet dla algebr, ktore nie

sg poOtprymarne.

Przyktad 3.3.3. Niech n > 2 oraz A = K{xy,...,z,}/(z3).

Latwo zauwazy¢, ze 1(x1) = Azy ir(zy) = 1A, Stad 1(x14) = Az i r(Axy) =
1 A.

Pokazemy teraz, ze kazdy wtasciwy lewostronny anihilator w algebrze A zawiera
sic w ideale I generowanym przez zmienne xi,...,x,. Niech zatem 0 # y € 1(2) i
z # 0. Element y mozemy zapisa¢ w postaci y = k + yy, gdzie k € K i y; # 0, jest
suma jednomianéw o dodatnich stopniach. Jesli k£ = 0, to y € 1. Zatézmy zatem, ze
k # 0. W tej sytuacji z € I. Niech s oznacza najmniejszy ze stopni jednomianow
wystepujacych w wielomianie z. Zapiszmy z w postaci z = 21 + 29, gdzie z; oznacza
sume jednomianéw stopnia s, a zo sume jednomianéw stopni wyzszych niz s. Zatem
mamy 0 = (k+v1)(z1+22) = kz1+t, gdzie t jest suma jednomianéw stopni wyzszych
niz s. Stad k = 0, co jest sprzeczne z zalozeniem. A to oznacza, ze kazdy wtasciwy
lewostronny anihilator w algebrze A zawiera sie w 1.

Niech teraz S bedzie niepustym podzbiorem A i {0} # S ¢ z;A. Wowczas
istnieje wielomian 0 # v € S taki, ze v ¢ x;A. Pokazemy, ze 1(v) =1(S) = 0.

Niech w € A bedzie wielomianem postaci w = X" ;;x;, dla pewnych «; € K, i
niech wv = 0. Zatem 0 = (X7, a;x;)v = X' oyz;0. Z konstrukeji algebry A mamy,
ze dla kazdego ¢ > 1 element x; nie jest dzielnikiem zera. Stad dla kazdego ¢ > 1
mamy z;v # 0. Ponadto, skoro v ¢ 21 A, to z1v # 0. Stad dla kazdego i € {1,...,n}
wspotezynniki «; = 0, co implikuje w = 0. PokazaliSmy, ze nie istnieje wielomian

stopnia 1 nalezacy do 1(v).
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Zatozmy teraz, ze istnieje wielomian w stopnia s > 1 taki, ze wv = 0. Skoro
w € I, to w zapiszemy w postaci w = X' z;w;, gdzie w; sa albo zerami, albo
wielomianami stopnia mniejszego niz s. Zatem 0 = (X7, z,w;)v = X z;wv. Stad
dla kazdego ¢ mamy x;w;v = 0. Latwo zauwazy¢, ze dla kazdego ¢ mamy w;v = 0,
gdzie stopien wielomianu w; < s. Z zasady indukcji wzgledem stopnia wielomianu
w dostajemy, ze istnieje wielomian stopnia pierwszego nalezacy do 1(v), co daje
sprzecznosé. Stad 1(v) =1(5) = 0.

Podsumowujac dostajemy, ze Cy = 24;(A) = 2A,.(A). Zauwazmy, ze algebra A ma
nieskoriczony wymiar nad K . Ciggi A D Az, D Az2 D ...,oraz A D xsA D 22A D ...
sg nieskonczonymi, zstepujacymi ciggami idealéw jednostronnych w A. Stad A nie
jest D-algebra, nie jest ani lewostronnie, ani prawostronnie artinowska, czyli nie jest
potprymarna.

Juz wiele razy zwracaliSmy uwage na to, ze wtasnosci krat ideatow znacznie
roznig sie od wtasnosci krat anihilatoréw. Teraz podamy kolejng réznice. Z odpo-
wiedniodci Galois krat anihilatoréw wynika, ze dla dowolnej algebry A kraty 20;(A) i
2. (A) maja te sama liczbe elementéw. Jednakze kraty J;(A) i J,(A) moga by¢ réznej
mocy. Ponizej znajdziemy przyktad takiej algebry. Co wiecej, jest to tez przyktad
algebry, w ktorej kazdy lewostronny ideat jest lewostronnym anihilatorem, ale nie

kazdy prawostronny ideal jest prawostronnym anihilatorem.

Przyktad 3.3.4 (zob. [HK14] i Przyktad 3.17 z [BBT90]). Niech L = K(z) bedzie
cialem funkcji wymiernych zmiennej x o wspotezynnikach z ciata K, niech n > 2 i
niech o oznacza K-endomorfizm na L taki, ze o(z) = 2". Wéwcezas o(L) # L. Niech
L[y, o] bedzie pierscieniem sko$nych wielomianéw zmiennej y o wspotezynnikach w
L z endomorfizmem 0. Wezmy A = Lly, o]/(y?). Wéwczas mozna sprawdzi¢, jak w

[HK14], ze algebra A jest lokalna, lewostronnie artinowska, oraz
3(A) = 3(A) = A (A) = A (A) = {A, J(A),0} ~ .

Jednakze krata J,(A) jest nieskonczona, poniewaz zawiera zbiér wszystkich pod-
przestrzeni nad nieskoficzonym cialem o(IL) zawartych w Ly, gdzie 7 = y + (y?).
Zatem J,(A) # A,.(A). Jednak J,.(A) jest krata dtugosci n+ 1, a wiec A jest algebra

prawostronnie artinowska.

3.4 Konstrukcja nieprzemienna

W przypadku dowolnej kraty L wskazanie algebry A, dla ktorej L = 2(;,(A), lub
przynajmniej L jest podkrata 2;(A) czesto sprawiato duze trudnosci. Pokazemy
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jednak, zgodnie z [JK15a, §3], ze kazdy zbiér uporzadkowany moze by¢ zanurzony z
zachowaniem porzadku w krate anihilatoréw pewnej algebry catkowicie prymarne;j.
W przypadku krat zanurzenie to okaze si¢ zanurzeniem kratowym, a w przypadku
krat zupelnych prawie izomorfizmem. Wszystkie rozwazania w tym paragrafie prze-
prowadzone beda dla krat anihilatoréw lewostronnych, jednakze z uwagi na wzor
(2.1.1), otrzymane tu rezultaty maja swoje odpowiedniki w kratach anihilatoréw

prawostronnych.

Zaczniemy od przyktadu, ktory jest nieznaczng modyfikacja Przyktadu 3.1 z
[JK15al.

Przyktad 3.4.1. Niech P bedzie dowolnym zbiorem uporzadkowanym i M(P) be-
dzie wolnym monoidem ze zbiorem wolnych generatoréw P. W monoidzie M(P)
wezmy ideatl [ generowany przez wszystkie iloczyny zyz, gdzie x,y,z € P, oraz
przez wszystkie iloczyny xy, gdzie z,y € P i x < y. Niech P = M(P)/I bedzie
ilorazowym monoidem Reesa (zob. Definicja 1.3.3). Oczywiscie P C P w naturalny
sposob i P? = {0} U {zy : 7,y € P, * £ y}. Ponadto, P = {1} U P U P2 Dla
nas nastepujaca jednoznaczno$é zapisu elementéw w P bedzie bardzo istotna: jesli
L1, T2, y1, 42 € P\ {1} sa takie, ze 2129 = y1y2 # 0, to 21 = y1 1 22 = .

Niech teraz K(P) = Ko[P] bedzie $ciagnigta algebra monoidowa. Tak wiec P C
K(P) i K(P) ma naturalng gradacj¢ dang przez:

K(P)=KaVaV? (3.4.1)

gdzie naturalna baza V moze by¢ utozsamiona z P oraz naturalna baza V? moze
by¢ utozsamiona z P?\ {0}.

Latwo sprawdzi¢, ze J = V @ V? jest radykatem algebry K(P). Zauwazmy, ze
J? = 0. Cialem reszt tej algebry jest A/J = K i algebra K(P) jest calkowicie
prymarna. Zgodnie z Wnioskiem 2.1.5 krata 2(;(IK(P)) ma dokladnie jeden koatom
J i doktadnie jeden atom 1(J).

Twierdzenie 3.4.2. Niech P bedzie dowolnym zbiorem uporzgdkowanym 1 niech
K(P) bedzie algebrg skonstruowang w Przykladzie 3.4.1. Wowczas odwzorowanie ¢ :
P — Ai(K(P)) dane wzorem ¢(x) = lgpy(x) dla x € P jest przeksztatceniem Scisle
zachowujgcym porzqdek. Przeksztalcenie ¢ zachowuje tez wszystkie istniejgce w P

kresy gorne i dolne.

DowoOD. Oznaczmy algebre K(P) przez A. Zauwazmy, ze dla kazdego x € P C V C
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A mamy

V2C p(z) =lu(z) =V, ® V2 (3.4.2)

gdzie V, C V jest podprzestrzenia rozpieta przez wszystkie elementy y € P takie,
ze y < x. W szezegdlnosci x € ¢(z). Stad tatwo juz zauwazyd, ze ¢ jest zanurzeniem
zbioréw uporzadkowanych. Ponadto, jesli 14(z) < 14(y) w karacie 2(;(A), to zy = 0, i
stad x < y. To konczy dowod faktu, ze ¢ jest przeksztatceniem Scisle zachowujacym
porzadek.

Analogicznie jak dla lewostronnych anihilatoréw mozemy zapisac:
& - rA(I) =V & V27

gdzie .,V C V jest podprzestrzenig rozpicta przez wszystkie elementy y € P takie,
ze x < Y.

Jesli Z, W C P sg skonczonymi podzbiorami takimi, ze 37, ; a;;2;w; = 0 gdzie 2; €
Z,wj € W,a;; € K, to z jednoznacznosci zapisu elementéw w P mamy «;;z;w; = 0
dla kazdej pary i,j. Stad, jesli a = >;a;w; € V, gdzie a; # 0 dla kazdego j,
to 1(a) = N;l(w;). Analogiczne, jedli b = >, ayz; € V, gdzie oy # 0 dla kazdego
i, to r(b) = N, (). Z powyzszego wynika, ze dla dowolnego zbioru J*> C X C
J anihilatory 1(X),r(X) sa cze$cia wspdlna anihilatoréw pewnych elementéw z P.
Doktadniej mozemy zapisa¢, ze 1(X) = By @ V2 ir(X) = By ® V? gdzie By i B, sa
podprzestrzeniami w V' rozpietymi przez pewne elementy z P.

Zatozmy teraz, ze dla pewnego podzbioru S C P istnieje kres gorny t = \/.S € P.
Polagenny, 7 ¢(t) = Vaes 6(s), cavli 1(t) = 1(1(S,es1(5)).

Niech z € P iz € r(X,e5l(s)). Wowcezas, w szczegdlnosei sz = 0 dla kazdego
s € Sistad s < z dla wszystkich s € S. Todajet =V S < z. Stadtz=01ir(t) 2
H(Sacs 1(s)). Oczywiscio 1(t) =, V & V2 C r(Soegl(s)) i stad 1(t) = r(Soes1(s)).
Zatem 1(r(t)) = 1(r(Xseql(s))), a biorac pod uwage prosta obserwacje, ze 1(r(t)) =
1(t), otrzymujemy 1(t) = 1(r(X,esl(s))). Wykazalidmy, ze ¢ zachowuje istnicjace
kresy gorne.

Pozostato pokazac, ze ¢ zachowuje istniejace kresy dolne. Niech zatem dla pew-
nego podzbioru S C P istnieje element ¢ = AS € P. Pokazemy, ze ¢(q) = Ases @(5).
Zauwazmy, ze Nees @(5) = Neesl(s) = Naesl(s) = Nues(Vs & V?) = V/\S eV =
1(AS) = ¢(q), co koniczy dowdd. O

Zauwazmy, ze jesli L jest krata, to w powyzszym twierdzeniu odwzorowanie ¢

jest kratowym zanurzeniem. Mamy zatem
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Whniosek 3.4.3. Kazda krata L zanurza sie w krate lewostronnych anihilatorow
algebry K(L).

Pamietajac, ze krata 2;(K(P)) ma doktadnie jeden atom 1(.J) i doktadnie jeden

koatom J mozemy powiedzie¢ wiecej:

Stwierdzenie 3.4.4. Niech L bedzie kratg zupetng. Wowczas L jest izomorficzna z
przedziatem [1(J), J] C 24,(K(L)).

DowOD. Niech L bedzie kratg zupelna, z elementem najmniejszym w i elemen-
tem najwickszym ). Niech ¢ bedzie przeksztalceniem L — 24;(K(L)) zadanym
w Twierdzeniu 3.4.2 przez ¢(v) = lg)(z) dla @ € L. Zgodnie ze wzorem (3.4.2)
mozemy zapisa¢ ¢p(w) = V,, + V2, oraz ¢(Q) = Vo + V2 = V + V2 Zauwazmy, ze
1(J) = V,, + V2 Skoro ¢ jest zanurzeniem zachowujacym wszystkie kresy, to aby
udowodni¢ stwierdzenie wystarczy pokazaé, ze ¢ jest suriekcja.

Niech wiec I € 2;(K(L)) oraz V, + V2 C I C V + V2 Z dowodu Twierdzenia
3.4.2 wiemy, ze I = Ayeql(ps), dla pewnej rodziny elementéw p, € P. Skoro dla kaz-
dego s € S mamy 1(ps) = &(ps), to I = Ayes @(ps). Z zupelmosci kraty L wiemy, ze
w L istnieje Ayeg ps, a zatem ¢(AsesPs) = Nses @(ps) = 1. Stad kazdy lewostronny
anihilator w [1(.J), J] C 2;(K(L)) jest obrazem pewnego elementu z kraty L. Stwier-

dzenie zostalo udowodnione. O

Kraty idealow jednostronnych dowolnej algebry sa modularne, wiec spetniaja
dobrze znana tozsamosé: a A (bV (a Ac)) = (a Ab) V (a A c). Z drugiej strony, jako
skutek Wniosku 3.4.3 otrzymujemy:

Twierdzenie 3.4.5 ([JK15a]). Nie istnieje nietrywialna, kratowa tozsamosé spel-

niona we wszystkich kratach anihilatorow algebr lokalnych.

DowOD. Niech f = g bedzie nietrywialng tozsamoscig spelniong przez wszystkie
kraty anihilatoréw algebr lokalnych. Niech L bedzie krata wolna o przeliczalnym
zbiorze wolnych generatoréw. Z Przyktadu 3.4.1 wiemy, ze algebra K(L) jest lokalna.

Z zalozenia mamy wiec, ze tozsamosé f = g jest spelniona w kracie 20;(K(L)).
Zatem tozsamosé ta jest rowniez spetniona w kazdej podkracie kraty anihilatoréw

algebry K(L), czyli z Wniosku 3.4.3 réwniez w kracie L, co jest niemozliwe. O

Niech P bedzie zbiorem uporzadkowanym i |P| > 1. Wtedy skonstruowana w
Przyktadzie 3.4.1 algebra K(P) jest nieprzemienna. Jednak spelnia ona tozsamosé

(xy — yx)? = 0. Mamy réwniez nastepujacy fakt:
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Twierdzenie 3.4.6 ([JK15b]). Jesli P jest zbiorem uporzadkowanym, to kazdy le-

wostronny i kazdy prawostronny anihilator w algebrze K(P) jest ideatem w K(P).

DowOD. Oznaczmy algebre K(P) przez A. Ze wzoru (3.4.2) wynika, ze dla kazdego
niepustego podzbioru X # {0} i X C V @& V? mamy V? C 1(X). Zauwazmy, ze
I(X)A CUX)+V? azatem [(X)A C1(X). Jesli X € V@V, to X zawiera element
odwracalny i 1(X) = 0. Stad kazdy lewostronny anihilator w A jest prawostronnym
ideatem, a wiec ideatem. Z tego faktu i ze Stwierdzenia 2.1.2 wynika, ze kazdy

prawostronny anihilator w A jest takze ideatem w A. U

Whiosek 3.4.7 ([JK15b]). Niech L bedzie kratqg. Wowczas odwzorowanie ¢ : L —
0, (K(L)) dane przez ¢p(x) = l(z) jest A-zanurzeniem kraty L w IJ(K(L)).

DowoOD. Dla dowolnej algebry A kresy dolne w kratach 20;(A) 1 J(A) sa zadane tym

samym wzorem. Teza wynika wiec z powyzszego twierdzenia i Wniosku 3.4.3. [

Zanurzenie kraty anihilatorow lewostronnych dowolnej algebry w jej krate lewo-
stronnych ideatéw nie jest na og6ét homomorfizmem krat, poniewaz kraty idealéw
jednostronnych sg modularne, a kraty anihilatoréw nie musza by¢ modularne. Na-
wet jesli krata lewostronnych anihilatoréw algebry A jest modularna, to naturalne
zanurzenie kraty 2A;(A) w krate J;(A) (jako zbioréw uporzadkowanych) nie musi
by¢ homomorfizmem krat. W Przyktadzie 3.1.3 wskazaliSmy przemienna, lokalng i
zredukowana algebre B, w ktorej krata 2;(B) jest algebra Boole’a, a wiec krata
modularna. Latwo zauwazy¢, ze naturalne odwzorowanie z 2;(B) w J;(B) nie za-

chowuje kresow gérnych, czyli nie jest homomorfizmem krat.
Na koniec tego paragrafu przejdziemy jeszcze do algebr bez jedynki.

W Przyktadzie 3.4.1 dla danego zbioru uporzadkowanego P konstruowana al-
gebra miata jedynke. Jesli we wspomnianym przyktadzie zastapimy monoid wolny
M (P) przez polgrupe wolna ze zbiorem wolnych generatoréw P, to dalsza czesé
podanej tam konstrukeji doprowadzi do powstania Sciagnietej algebry potgrupowe;j,
ktora bedzie algebra nilpotentna, a wiec algebra bez jedynki. Oznaczmy te algebre
przez Kg(P). Nietrudno sprawdzié¢, ze jesli do algebry Kg(P) dotaczymy jedynke
tak, jak w Twierdzeniu 1.4.1, to otrzymamy algebre izomorficzna z algebra K(P).
Ze Stwierdzenia 3.4.4 oraz z Twierdzenia 2.2.7 otrzymujemy, ze jesli L jest kra-
ta zupetng, to L jest izomorficzna z krata lewostronnych anihilatorow nilpotentnej

algebry Kg(L). Mozemy wiec odnotowaé
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Twierdzenie 3.4.8. Kazda krata zupetna jest izomorficzna z kratg lewostronnych

anthilatorow pewnej algebry nilpotentnej stopnia nilpotentnosci 3.

W powyzszym twierdzeniu stopien nilpotentnosci algebry nie moze by¢ obnizo-
ny, poniewaz krata anihilatorow dowolnej, niezerowej algebry nilpotentnej stopnia

nilpotentnosci 2 jest tancuchem Cf.

3.5 Algebry przemienne

W tym paragrafie pokazemy, ze dowolny zbiér uporzadkowany mozna zanurzy¢ w
krate anihilatoréw pewnej algebry przemiennej. Poniewaz do algebr przemiennych
nie da si¢ bezposrednio przenies¢ konstrukeji przedstawionej w Przyktadzie 3.4.1,
to niezbedne jest podanie nowej. W rzeczywistosci owa ,nowa” konstrukcja bedzie
istotng modyfikacjg poprzedniej.

Wprawdzie wiekszosé rezultatéw tutaj przedstawionych pochodzi z [JK15b], ale

zostaly one zaprezentowane w inny, bardziej czytelny sposob.

W tym paragrafie wszystkie algebry beda przemienne. 7Z umowy tej wynika,
ze jeSli A jest algebra, to 1(X) = r(X) dla kazdego podzbioru X C A, a wiec
;(A) = 2A,.(A). Poniewaz te same wlasnosci anihilatoréw wystepowaty w algebrach
zredukowanych, to przyjmiemy tamte oznaczenia, a mianowicie: 1(X) = r(X) = X*
12,(A) =2A.(A) =2A(A). W przypadku, gdy X = {z} zamiast {x}* zapiszemy (z)*.

Zauwazmy, ze z Twierdzenia 2.1.4 wynika, ze odwzorowanie
0: X — X* (3.5.1)

jest antyautomorfizmem kraty 2A(A). Zatem tylko kraty, dla ktorych istnieje anty-
automorfizm moga by¢ kratami anihilatorow w algebrach przemiennych.

Ponadto, z Twierdzenia 2.3.3 i Stwierdzenia 2.2.1 wynika ponizszy rezultat.

Stwierdzenie 3.5.1. Niech A bedzie algebrg pétprymarng. Krata 2A(A) jest nieroz-
ktadalna wtedy i tylko wtedy, gdy A jest algebrq lokalng.

Ponizszy przyktad bedzie odgrywal kluczowa role dla tego paragrafu. Przedsta-
wiona tu konstrukcja jest modyfikacja Przyktadu 2.1 z [JK15b].

Przyktad 3.5.2. Niech P bedzie dowolnym zbiorem uporzadkowanym, X = {z, :
p € P}, Y ={y, : p € P} beda zbiorami roztagcznymi i niech 7' = X U Y. Niech

M.(T) bedzie wolnym, przemiennym monoidem ze zbiorem wolnych generatoréow 7.

69



Rozwazmy w M.(T') ideal I generowany przez wszystkie iloczyny dtugosci trzy,
tj. {abc : a,b,c € T} 1 przez wszystkie elementy zbioru {z,y, : p,q € P oraz p > ¢}.
Niech teraz T = M.(T)/I bedzie monoidem Reesa. Oczywiscie T C T w sposob
naturalny. Mamy réwniez 7% = {0} U {z,z, : p,q € P} U{yy, : p,q € P} U {z,y, :
p,q € P oraz p % q}. Ponadto, T = {1} UT UT?

Zauwazmy, ze z konstrukeji T wynika pewna forma jednoznacznosci zapisu ele-

mentéw w 7. Dla dowolnych ¢, ts,t3,t4 € T mamy:

Jesli tth = t3t4 7é O, to tl = tg 1 tg = t4 lub tl = t4 i tg = t3. (352)

Niech teraz K((P)) = Ko[7] bedzie Sciagnieta algebra monoidowa. Biorac pod
uwage przeksztalcenie P — X, dane przez p — x,, mozemy utozsamic zbior P
ze zbiorem X i zapisa¢ P C K((P)). Zauwazmy, ze algebra K((P)) ma naturalna
gradacje dang przez:

K(P) =Ko W o W? (3.5.3)

gdzie naturalng baze W stanowi zbiér T oraz baze W? stanowi zbiér T2\ {0}.

Nietrudno sprawdzi¢, ze J = W @ W? jest radykatem algebry K((P)). Oczywiscie
J? = 0. Cialem reszt tej algebry jest A/J = K i algebra K((P)) jest calkowicie
prymarna. Zgodnie z Wnioskiem 2.1.5 krata (K ((P))) ma doktadnie jeden koatom
J i doktadnie jeden atom, ktérym jak tatwo sprawdzié, jest J* = J? = W2,

Przy powyzszych oznaczeniach mamy:

Twierdzenie 3.5.3. Niech P bedzie zbiorem uporzqdkowanym @ niech ¥ : P —
A(K(P)) bedzie dane przez (p) = (z,)* dla p € P. Wowczas 1 jest przeksztalce-
niem scisle zachowujgcym porzqdek. Ponadto, 1 zachowuje wszystkie istniejgce w P

kresy gorne i dolne.

DowoOD.

Zauwazmy, ze dla kazdego elementu p € P mamy
W2 Co(p) = ()" = W, & W?,
gdzie W, C W jest podprzestrzenig rozpieta przez elementy {y, € Y : ¢ € P oraz ¢ <
p}. Latwo zauwazy¢, ze p < q wtedy i tylko wtedy, gdy (x,)* = W, & W? C
W, ® W? = (z,)*. W szczegblnosci y, € ¥(p). Zatem 1) jest przeksztalceniem $cidle
zachowujacym porzadek.

Niech teraz, dla dowolnego p € P, zbiér ,WW C W bedzie podprzestrzenia rozpicta

przez wszystkie elementy {z, : ¢ € P oraz p < ¢}. Zauwazmy, ze

(yp)" =, W & w2,
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Aby udowodnié¢, ze ¢ zachowuje istniejace kresy potrzebujemy kilku obserwacji.
Pokazemy najpierw, ze w A(K((P))) najwigksze znaczenie maja anihilatory ele-
mentow z T Niech Z, U C T beda skonczonymi podzbiorami takimi, ze 3, ; ajziu; =
0 gdzie z; € Z,u; € U,0 # a;; € K. Wowcezas z liniowe] niezaleznosci odpowiednich
elementéw otrzymujemy, ze Z NU = (), i nastepnie a;;z;u; = 0 dla kazdej pary ¢, j.

Stad mamy:
Jedli r = Z%Zi € W oraz «; # 0 dla kazdego i, to (r)* = ﬂ(zl)* (3.5.4)
Zatem dla kazdego J> C R C J mamy R* = B @ W?2, gdzie B jest podprzestrzenig

rozpi¢ta przez pewne elementy z T. Mozemy powiedzie¢ wigcej:
Jesli R C Lin(X) 4+ W?, to R* C Lin(Y) + W2 (3.5.5)

I odwrotnie

Jesli R C Lin(Y) + W?, to R* C Lin(X) + W2 (3.5.6)

Zatozmy teraz, ze dla pewnego S C P istnieje VS € P. Chcemy pokazaé, ze
V(VS) = Vies h(s) = (Zses ¥(s))7)"

Poniewaz 3 ,cgt(s) C Lin(Y) + W2, to (X,es?(s))* C Lin(X) + W?2. Niech
zatem x; € (X,eq(s))* dla pewnego i € P. W szczegdlnosci z;ys = 0 dla kazdego
s € S, azatem ¢ > s dla wszystkich s € S. Stad i >V S. Zatem

(X 0(s)* Cys W W2

ses
Oczywiscie (> 4cg¥(8))* 2\/s W@ W2 i mamy réwnosé (3 .cqt(s))* =\/s WaeWw?
Latwo zauwazy¢, ze (VSW@WQ)* = (x\/s)*. W konsekwencji 1) zachowuje wszystkie
istniejace w P kresy gérne.

Pokazemy teraz, ze ¢ zachowuje istniejace iloczyny. Niech wiec zbior S C P,
bedzie taki, ze istnieje AS € P. Pokazemy, ze ¥(AS) = Ases ¥(s). Zauwazmy, ze
Ases ¥(5) = Nses(@s)" = Nees(@5)" = Noes(Ws © W?) = W/\S O W? = ($AS)* =
P(AS), co konezy dowdd. O

7 powyzszego twierdzenia, podobnie jak w sytuacji nieprzemiennej, mamy:

Whiosek 3.5.4. Jesl L jest kratg, to przeksztatcenie v z powyzszego twierdzenia jest
kratowym zanurzeniem L w krate anihilatoréw algebry K((L)). Zatem kaZda krata za-

nurza sie w krate anihilatorow pewnej przemiennej, catkowicie prymarnej K-algebry.

Z konstrukcji algebry K((P)) wynika tez inne zanurzenie.
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Twierdzenie 3.5.5. Niech P bedzie zbiorem uporzqgdkowanym i niech ¢ : P —
A(K(P)) bedzie dane przez ¥(p) = (y,)* dla wszystkich p € P. Wéwczas v jest

zanurzeniem odwracajgcym porzqdek 1 zamienia role kresow dolnych z gornymi.

DowoOD. Niech przeksztalcenie ¢ bedzie takie jak w Twierdzeniu 3.5.3, czyli ¢ (p) =
(x,)*. Ponadto, niech przeksztatcenie § bedzie okreslone wzorem (3.5.1). Wéwczas
ztozenie przeksztalcen § o1 = 1) jest zanurzeniem odwracajacym porzadek i zamie-

niajacym rolami wszystkie istniejace w P kresy gorne i dolne. 0

W przypadku, gdy L jest krata zupelng krate anihilatoréw algebry K((L)) daje

sie tatwo opisac.

Twierdzenie 3.5.6. Niech L bedzie kratg zupeing. Wowczas

(1) Krata A(K((L))) jest kratq z dokladnie jednym atomem J? z dokladnie jednym
koatomem J oraz A(K(L)) \ {K(L)),0,J, J*} jest sumq rozlgczng krat L i
Ler.

(2) Dla kazdego elementu I kraty A(K(L))) istnieje element a € K(L)) taki, ze
I =(a)".

Dowob.

(1) Trzeba tylko sprawdzi¢, ze 2A(K((L)) \ {K((L)),0,J, J*} jest suma roztaczna
krat L 1 L°?. Niech J> C Z C J oraz Z ¢ Lin(X) 4+ W? i jednoczesnie Z ¢
Lin(Y) + W?. Majac na uwadze wzor (3.5.4) latwo sprawdzié¢, ze wéwczas Z* = W2,
Niech dalej Z bedzie zbiorem takim, ze W2 C Z C W oraz Z C Lin(X) + W? lub
Z C Lin(Y) 4+ W?. Ze wzoréw (3.5.5) i (3.5.6) wynika, ze musimy rozpatrze¢ jedynie
anihilatory nalezace do Lin(X) + W? lub Lin(Y) + W2

Niech wige I € A(K((L)) oraz J*> C I C Lin(Y) + W?2. We wzoru (3.5.4) wiemy,
ze I jest przecigciem anihilatorow elementéw z 7. Stad istnieje zbior U,cq x5 dla
pewnego S C P taki, ze I = N,eq(zs)*. Z faktu, ze L jest zupelna i z Twierdzenia
3.5.3 mamy, ze I = A,es¥(s) = ¥(AS). Stad I jest obrazem pewnego elementu z P
przy przeksztatceniu .

Podobnie, korzystajac z Twierdzenia 3.5.5 mozna pokaza¢, ze anihilator I &
2A(K((L)) taki, ze J> C I C Lin(X) + W? jest obrazem pewnego elementu z P przy
przeksztatceniu 1. Teraz tatwo dokoriczyé¢ dowéd punktu (1).

(2) Niech p € L. Dowdéd wynika z (1) oraz z faktu, ze A = (0)*,0 = (1)*,J =
(zpzp)*, J? = (2 + yp)". O
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W ciggu ostatnich lat ukazalo sie wiele prac po$wieconych badaniu wzajemnego
wplywu pomiedzy algebraicznymi wtasnosciami przemiennego pierscienia R i wia-
sno$ciami pewnych graféw zwiazanych z pierscieniem R (zob. [Well, AL99, Bal4,
Mu02]). Miedzy innymi badaniom zostal poddany graf (a takze jego zwiazki z kra-
ta anihilatoréw) zwany Scisnietym grafem dzielnikéw zera (compressed zero-divisor

graph).

Definicja 3.5.7 ([Mu02]). Niech dany bedzie pierscien R i zbior jego niezerowych
dzielnikéw zera A(R). Elementy 7, s € A(R) sg réwnowazne jesli (r)* = (s)*. Klase
réwnowaznosci elementu r oznaczymy przez [r]. Scinietym grafem dzielnikéw zera
nazywamy graf ['(R), ktérego zbiér wierzchotkéw sktada sie z klas réwnowaznosci

{[r] : € A(R)} i rbzne klasy [r] i [s] sa polaczone w ['(R), o ile rs =0 w R.

7 Twierdzenia 3.5.6 wynika, ze dla skoniczonej kraty L, Scisniety graf dzielnikow
zera I'(IK((L))) jest bardzo mocno zwiazany z krata A(K((L))). W szczegdlnosci tatwo
zauwazy¢, ze |I'(K((L)))| = |[A(K(L))| — 2. Wiele innych wtasnosci wspomnianego
grafu wynika bezposrednio z wlasnosci kraty 2A(K((L))).
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ROZDZIAL 4

Algebry skonczenie wymiarowe

W tym rozdziale wszystkie algebry beda skonczenie wymiarowe, z jedynka. Bedziemy

taz zwraca¢ wigksza uwage na przypadek, gdy K jest ciatem nieskonczonym.

4.1 Pewne skutki przyjetych ograniczen

Przyjete wyzej ograniczenia i fakt, ze anihilatory sa podprzestrzeniami dajg w szcze-

gblnosci nastepujacy wynik:

Stwierdzenie 4.1.1. Niech Dim(A) = n < oo. Wowczas kraty J,(A) oraz J3,(A)
majg ditugosé ograniczong przez n. A jest wiec algebrq lewostronnie i prawostronnie
artinowskq. Kraty anihilatorow w A rowniez majg dtugosé ograniczong prze n, jako

podzbiory uporzgdkowane krat idealow jednostronnych.

Bedziemy wiec mogli stosowa¢ do rozwazanych w tym rozdziale algebr wszyst-
kie rezultaty o algebrach artinowskich z wczesniejszych rozdziatéw. Miedzy innymi,
algebry lokalne bedg wiec catkowicie prymarne. Celem tego paragrafu jest zwroce-
nie uwagi na wyniki, ktére przy przyjetych ograniczeniach mozna wzmocni¢. Jako
szczegolny przypadek twierdzenia Artina-Wedderburna, a faktycznie jako jego weze-

Sniejsza wersje mamy:
Twierdzenie 4.1.2 (Wedderburn). Niech A bedzie algebrq pétpierwszq. Wowczas
A M, (D)@ M,,(Ds) @ ... M,_(Dy), (4.1.1)

gdzie Dy, ..., Dy sq (oczywiscie skonczenie wymiarowymsi) algebrami z dzieleniem.
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Jesli wiec K jest ciatem algebraicznie domknietym, to:
A= M, (K)o M,,(K)®...® M, (K). (4.1.2)

Okazuje sie, ze w przypadku algebr skonczenie wymiarowych kraty jednostron-
nych idealéw i anihilatorow maja pewne, specyficzne wtasnosci. Miedzy innymi zna-

ne sg ponizsze fakty.

Stwierdzenie 4.1.3. Niech A bedzie algebrqg. Wowczas:

(1) Jesli kazdy element kraty 3,(A) (J,(A)) jest idealem dwustronnym, to réw-
niez kazdy element kraty J3,(A) (odpowiednio J,(A)) jest ideatem dwustronnym
(zob. [Co82]).

(2) Kraty 3,(A) i 3,.(A) sq antyizomorficzne, wtedy i tylko wtedy, gdy A jest QF-
algebrg (zob. [DK94|, Twierdzenie 9.3.8).

Ze Stwierdzen 4.1.1 i 1.2.7 wiemy, ze dla skonczenie wymiarowej algebry A,
jesli krata J;(A) (A;(A)) jest rozdzielna, to jest skoficzona. Analogiczny rezultat
mamy dla krat J,(A) i A,.(A). Zgodnie z [Pi82, Zadanie 4, §2.2] mozna pokazaé, ze
jesli A jest algebra nad nieskonczonym ciatem K, to krata idealéw lewostronnych
(prawostronnych) w A jest rozdzielna, wtedy i tylko wtedy, gdy jest skonczona. Z
tej obserwacji oraz w oparciu o wiadomosci z [Be72, §9.2] tatwo mozna udowodnié

ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 4.1.4. Niech A bedzie algebrg nad nieskonczonym ciatem K i niech
L=7,(A) lub L =73,(A). Jesli krata L jest skoriczona, to:
1) 3i(A) = 3.(4);

(
(2) Krata L jest iloczynem prostym tancuchow;
(3) A jest QF-algebrg.

7 powyzszego twierdzenia wynika miedzy innymi, ze w klasie algebr skonczenie
wymiarowych nie istnieje odpowiednik Przyktadu 3.3.4, tj. nie istnieje algebra w
ktorej krata lewostronnych ideatow jest skonczona, a krata prawostronnych ideatéw
jest nieskonczona. Co wiecej, jesli krata lewostronnych ideatow ma n elementow, to

krata prawostronnych idealéw ma tez n elementow.

Oczywiscie w klasie algebr skonczenie wymiarowych wszystkie D-algebry to QF-
algebry. Szczegélnym rodzajem () F-algebr rozwazanych w literaturze sg algebry
Frobeniusa. Przypomnimy ich okreslenie, poniewaz spelniaja one pewien bardzo

mocny warunek anihilatorowy. Algebre A nazywamy algebrg Frobeniusa, jesli A jest
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QF-algebra oraz Dim(r(I)) + Dim(/) = Dim(A), czyli tez Dim(1(J)) + Dim(J) =
Dim(A) dla wszystkich I € 3,(A),J € J,.(A).

Wiadomo, ze algebry grupowe grup skonczonych i algebry poétproste sg algebrami
Frobeniusa, ale nie kazda () F-algebra jest algebra Frobeniusa (zob. [La99, CR62]).

4.2 Ro6znorodnosé krat anihilatorow

Pomimo wielu réznych wtasnosci charakterystycznych tylko dla algebr skonczenie
wymiarowych, odrozniajacych je od algebr potprymarnych i artinowskich, kraty ani-
hilatoréw tych algebr moga by¢ do$é dowolne.

Przyjrzyjmy si¢ najpierw konstrukeji algebr podanej w Przyktadzie 3.4.1 w przy-
padku, gdy zbiér P jest skonczony.

Twierdzenie 4.2.1. Niech P bedzie zbiorem uporzgdkowanym i |P| = m < oo.
Niech K(P) bedzie algebrg skonstruowang w Przykladzie 3.4.1. Wowczas K(P) jest
skonczenie wymiarowa 1 oszacowanie jej wymiary ma postac:

m(m + 1)

1
i 2

< Dim(K(P)) < 1+ m?. (4.2.1)

DowOb. Niech |P| = m < co. Przy oznaczeniach ze wzoru (3.4.1), mamy

m(m — 1)

Dim(V) =m oraz < Dim(V?) < m(m —1). (4.2.2)

Stad K(P) jest skonczenie wymiarowa i

m(m+ 1)

1
* 2

< Dim(K(P)) < 1+ m?.
Pierwsza nierownos¢ moze by¢ udowodniona indukcyjnie ze wzgledu na m. Druga
nier6wnos¢ jest konsekwencja wzoréw (4.2.2) i (3.4.1) . O

Réwniez przemienna algebra K((P)) z Przyktadu 3.5.2 konstruowana dla skon-

czonego zbioru P jest skonczenie wymiarowa.

Twierdzenie 4.2.2. Niech P bedzie dowolnym zbiorem wuporzgdkowanym, gdzie
|P| = m < oo i niech K((P)) bedzie algebrg z Przyktadu 3.5.2. Wowczas

< Dim(K((P) < 1+ 2m + 2m>.
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DowOD. Zgodnie ze wzorem (3.5.3), mamy

2
Dim(W) = 2m i Sm;m < Dim(W2) < 2m?. (4.2.3)
Stad
3m? +m , )
1+2m+ — < Dim(K((P))) < 1+ 2m + 2m~. (4.2.4)

Pierwsza nier6wnos¢ mozna sprawdzi¢ poprzez indukcje ze wzgledu na m. Druga

nieréwnos¢ wynika ze wzoréw (4.2.3) i (3.5.3). O

Podsumowujac powyzsze rozwazania i rezultaty otrzymane w Rozdziale 3 roz-
prawy mozemy napisa¢ ponizszy wniosek. W pierwszej czesci wniosku izomorfizm
oznacza izomorfizm zbioréw uporzadkowanych, w drugiej czesci mamy izomorfizm

kratowy.

Whniosek 4.2.3.

(1) Niech P bedzie skoticzonym zbiorem uporzgdkowanym i niech |P| > 2. Wow-
czas zbior P jest izomorficzny z podzbiorem kraty lewostronnych anihilatorow
skoniczenie wymiarowej, nieprzemiennej algebry K(P) i P jest izomorficzny
z podzbiorem kraty anihilatorow skoriczenie wymiarowej, przemiennej algebry
K(P).

(2) Niech L bedzie skoriczong kratq i |L| > 2. Wéwczas krata L jest izomorficzna
z podkratg kraty lewostronnych anihilatorow skonczenie wymiarowej, nieprze-
miennej algebry lokalnej K(L) i krata L jest izomorficzna z podkratg kraty

anihilatorow skonczenie wymiarowej, przemiennej algebry lokalnej K((L)).

7 powyzszych rozwazan wynika, ze mozna udowodni¢ fakt silniejszy niz Twier-
dzenie 3.4.5.

Twierdzenie 4.2.4 ([JK15b]). Nie istnieje nietrywialna, kratowa toZsamosé spel-
niona we wszystkich kratach anihilatorow przemiennych, skonczenie wymiarowych

algebr lokalnych.

DowOD. Oczywiscie, jesli jakas tozsamos$é jest spelniona w kracie L, to jest ona
rowniez spetniona w kazdej podkracie kraty L. Zalézmy wiec, ze jaka$ nietrywialna
tozsamosé kratowa jest spelniona w kratach anihilatoréow wszystkich przemiennych,
skonczenie wymiarowych algebr lokalnych. Zatem tozsamos$é¢ ta jest spelniona w
kazdej podkracie kraty anihilatorow dowolnej skonczenie wymiarowej, przemienne;j
algebry lokalnej. Z Wniosku 4.2.3 wiemy wiec, ze wszystkie kraty skoniczone speliaja

te tozsamosé. Zatem z Twierdzenia 1.2.2 wynika, ze wszystkie kraty muszg spetiac
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te tozsamoscé, co jest niemozliwe, poniewaz krata wolna o przeliczalnie wielu wolnych

generatorach nie spetnia zadnej nietrywialnej tozsamosci. 0

Zwroémy uwage, na jeszeze jedng konsekwencje przeprowadzonych obserwacji. W
literaturze pojawiaja si¢ prace dotyczace badania krat anihilatoréw poétgrup (zob.
[No06]), a takze prace dotyczace zanurzania krat w kraty anihilatoréw (skoniczonych)
pétgrup z zerem (zob. np. [Za99]). Z rezultatéw wykazanych w tym paragrafie i w
Rozdziale 3 wynika wzmocnienie wynikow dotyczacych potgrup. Mianowicie, jesli P
jest zbiorem uporzadkowanym, to w oparciu o konstrukcje z Przyktadu 3.4.1 mozna
pokazaé, ze P jest zanurzalny, z zachowaniem porzadku i istniejacych kresow, w
krate lewostronnych anihilatoréw monoidu P. Tak wiec skoficzonoéé P daje zanu-
rzenie P w krate anihilatorow lewostronnych monoidu skonczonego. Przy tym, jesli
L jest krata, to dostajemy zanurzenie kratowe. Mozna zatem udowodni¢ ponizsze

twierdzenie.

Twierdzenie 4.2.5. Dla dowolnego skoniczonego zbioru uporzgdkowanego P istnieje
monoid P z zerem taki, ze P zanurza sie w krate lewostronnych anihilatoréw tego

monoidu.

Jesli ciato K jest skonczone, to oczywiscie kazda skonczenie wymiarowa algebra
musi mie¢ skonczone kraty lewostronnych i prawostronnych anihilatoréw. Okazuje
sie, ze dla nieskonczonego ciata K istniejg K-algebry skonczenie wymiarowe, ktérych
kraty anihilatorow sa nieskonczone. Taka sytuacja ma miejsce nawet w przypadku
algebr bardzo matego wymiaru. Majac na uwadze Stwierdzenie 2.2.1 dalej rozpa-

trzymy tylko algebry, ktérych kraty anihilatoréw sa nierozktadalne.

Przyktad 4.2.6. (a) Z Przyktadu 1.4.5 wynika, ze istnieja tylko 3 K-algebry z
jedynka wymiaru co najwyzej 2, ktorych nie da si¢ zapisa¢ w postaci sumy proste;j
innych algebr. Sa to: ciato K, ciato IF (takie, ze Dimg (F) = 2) oraz algebra K[z]/(x?).
Kazda z tych algebr jest przemienna, wiec kraty lewostronnych i prawostronnych
anihilatorow sg rowne. Latwo zauwazy¢, ze kraty anihilatoréw cial K i F majg postaé
lanicucha Cf, a krata anihilatoréw algebry K[x]/(x?) jest taicuchem C.

(b) Mozna sprawdzi¢, ze kazda przemienna algebra wymiaru 3, ktérej nie da
sie zapisa¢ w postaci sumy prostej innych algebr, jest izomorficzna albo z algebra
Kl[x]/(2%), albo z algebra K[z, y]/(x?, 2y, y?). Latwo sprawdzi¢, ze kraty anihilatorow
tych algebr, to odpowiednio C5 i Cs.

Krata anihilatoréw nieprzemiennej algebry wymiaru 3 moze by¢ nieskonczona.
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Przyktad 4.2.7. Niech A bedzie algebrg macierzy goérnotrojkatnych stopnia 2 nad
nieskonczonym cialem K. Poniewaz algebra A ma niecentralny idempotent, to zgod-
nie z Twierdzeniem 2.3.9 jej krata lewostronnych (wiec i prawostronnych) anihila-
toréw jest nieskoniczona. Wyznaczymy teraz wszystkie elementy kraty 2A;(A).
Upraszczajac standardowa notacje, niech ey = e i e;3 = a. Kazdy element

algebry A mozna wéwczas jednoznacznie zapisaé w postaci:
ae+ B(1 —e) +va, gdzie A (3,7 €K

Oczywiscie wszystkie elementy algebry, dla ktorych wspotezynniki av # 0 i jed-
noczesnie 3 # 0, sa odwracalne w A. Stad dowolny niezerowy I € 2;(A) r6zny od
A, spetnia I C Lin(e,a) lub I C Lin(1 — e, a).

Zauwazmy, ze dla dowolnego elementu 0 # z € Lin(1 — e,a) mamy l(r(z)) =
I(Lin(e, a)) = Lin(1 — e, a). Zatem Lin(1 — e,a) € A;(A) i jest jednoczesnie atomem

i koatomem tej kraty.

Przejdzmy teraz do podprzestrzeni Lin(e,a). Oczywiscie e = €2 i ea(1 — e)
a # 0. Tak jak w dowodzie Twierdzenia 2.3.9, dla kazdego A € K niech e, =
e+ Xea(l —e) = e+ Aa i niech I, = Aey. Stad I, = (1 —e,) i mamy w A
nieskonczony antytancuch lewostronnych anihilatoréw. Latwo zauwazy¢, ze I, =
Lin(ey) i Lin(e,a) = Ae + Aa. Zatem dla dowolnych A,y € K takich, ze A # pu
mamy

LyvI,=1x(I,+1,)) =1r(Ae + Aa)) =1(0) = A,
p I
ioczywiscie I\ANI,=1yNI,=0.

Z powyzszego wynika réwniez, ze Lin(e, a) nie jest lewostronnym anihilatorem w

A. Przyjmujac oznaczenie I = Lin(1 — e, a), mozemy podaé¢ diagram kraty 2;(A).

Dodajmy jeszcze, ze A nie jest QF-algebra, bo np. Lin(e,a) < A, ale Lin(e, a) ¢
A (A).

Chcielibysmy takze wiedzie¢, czy istniejg lokalne algebry skonczenie wymiarowe,

ktorych kraty anihilatorow sa nieskonczone. Okazuje sie, ze taka algebre, nawet z
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dodatkowym warunkiem przemiennosci, mozna znalezé¢ juz wérod algebr wymiaru
4.

Przyklad 4.2.8. Niech K bedzie ciatem nieskoriczonym i niech A = K[z, y]/(2?, y?).
Wowcezas Dim(A) = 4, algebra A jest przemienng algebra lokalna, oraz ideat J =
(z,y) < A jest jej radykalem. Zgodnie z Wnioskiem 2.1.5 krata 2(A) ma dokladnie
jeden atom (J)* = J? = Ary = Kzy i doktadnie jeden koatom J. Latwo sprawdzic,
ze dla dowolnego A € K mamy A(x + Ay) = (z — Ay)*. Stad rodzina ideatéw postaci
Iy = A(x + )\y), dla wszystkich A € K, jest nieskonczona rodzing lewostronnych
anihilatorow w A.

Nietrudno zauwazy¢, ze oprocz anihilatoréw {I,}, A i 0 krata A(A) zawiera
jeszcze jeden element, Ay = (y)*. Zatem diagram kraty 2A(A) ma postac:

A

0
Odnotujmy, ze A jest QF-algebra, co wynika z punktu (3) Twierdzenia 2.3.3.

Fakt, Zze nie zawsze obraz anihilatora musi by¢ anihilatorem, nawet gdy jadrem
homomorfizmu jest anihilator, uzasadnialiSmy w Przyktadzie 2.2.11 odnoszac sie¢ do
podanej tam algebry nieskonczenie wymiarowej. Okazuje sie, ze wlasnosé te maja tez
kraty anihilatoréw algebr skonczenie wymiarowych. Zauwazmy, ze jesli A jest algebra
7z Przykladu 4.2.8 oraz za I potozymy J?, to krata A(A/I) = Cs, a elementami
tej kraty sa A/I,J/1,0. Stad obrazy Ay, I, € 2A(A) nie sa anihilatorami w A/I.
Zauwazmy ponadto, ze A/I nie jest QF-algebra, zatem réwniez w przypadku algebr

skonczenie wymiarowych obrazem QF-algebry nie musi by¢ QF-algebra.

4.3 Skonczone kraty anihilatorow

W tym paragrafie wszystkie kraty beda skonczone. Z Wniosku 4.2.3 wiemy, ze kazda
skoniczona krata L da si¢ zanurzy¢ w kraty lewostronnych anihilatorow skonczenie
wymiarowych algebr typu K(L) i K((L)). Chociaz konstrukcje powyzszych algebr

sa uniwersalne (tj. moga by¢ stosowane do kazdej kraty), to w wielu przypadkach
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wymiar konstruowanych algebr jest dos¢ duzy. W tym paragrafie podejmiemy probe
minimalizacji wymiaru algebr z zadana podkrata anihilatoréw. Jednocze$nie wska-
zemy pewne warunki jakie musi spetnia¢ krata, aby mogta by¢ izomorficzna z kartg

anihilatoréw pewnej algebry.

Okazuje sie, ze w przypadku dowolnej skonczonej kraty L konstrukcje z Przykta-
du 3.4.1 mozna zmodyfikowa¢, otrzymujac algebre wielomianéw o mniejszej liczbie

zmiennych, czyli algebre o mniejszym wymiarze liniowym.

Niech L bedzie kratg skonczona. Jesli |L| = 2, to niech K(L) = K. Jesli |L| > 2,
to niech K(L) = K(P), gdzie P = L\ {Q,w}. Niech przeksztatcenie ¢ : P —
2;,(K(L)) = 2,(K(P)) bedzie zadane, jak w Twierdzeniu 3.4.2, przez ¢(x) = lgry(2)
dla xz € P.

Przy przyjetych oznaczeniach mamy nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 4.3.1. Niech L bedzie kratg skoriczong. Wowczas:
(1) Przeksztalcenie ¢ moze byé rozszerzone, i to w sposéb jednoznaczny, do krato-
wego zanurzenia ® : L — A (K(L)).

(2) Przeksztalcenie ® jest izomorfizmem kraty L z przedzialem [®(w), ®(2)] C
A,(K(L))-

DowOD. Jedli |L| = 2, to K(L) = K i musimy mie¢ ®(w) =0, &(2) = K. W tym
przypadku teza jest oczywista. Niech dalej |L| > 2 i niech P = L\ {Q,w}.

(1) Skoro K(L) = K(P), to z Twierdzenia 3.4.2 wiemy, ze ¢ réwne ® ograni-
czonemu do P C L jest zanurzeniem i zachowuje wszystkie istniejace w P kresy.
Pozostato rozszerzy¢ ¢ na w i €.

Jedli P ma element najmniejszy, powiedzmy z, to przy oznaczeniach dowodu
Twierdzenia 3.4.2, mamy ¢(x) = V, + V2, zatem VZ ¢ 2,(K(L)). Jesli P nie ma
elementu najmniejszego, to V2 =1(V), lecz V2 ¢ ¢(P).

Jesli P ma element najwiekszy, powiedzmy y, to ¢(y) = V + V2. Jesli P nie ma
elementu najwickszego, to V + V2 & ¢(P), lecz V + V2 =1(V?).

Zatem ¢ mozna rozszerzy¢ do kratowego homomorfizmu L — 24;(K(L)) jedynie

w nastepujacy sposob:

0, jezeli P ma element najmniejszy,

D(w) = {

V2, w przeciwnym przypadku,
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oraz
D(Q) = { A, jezeli P ma element najwiekszy,

V + V2% w przeciwnym przypadku.

Latwo teraz sprawdzi¢, ze ® zachowuje wszystkie sumy i iloczyny, czyli jest
homomorfizmem krat.

(2) Trzeba wykazaé, ze ® jest przeksztalceniem ,na” przedzial [®(w), ®(Q)].
Oczywiscie V + V2 nalezy do obrazu ®(L) i jesli V2 € 2;(K(L)), to réwniez nalezy
do obrazu ®(L). Niech wiec I € ;(K(L)) i V2 C I C V + V2. Metodami uzytymi
w dowodzie Stwierdzenia 3.4.4 mozna pokaza¢, ze kazdy lewostronny anihilator w
[@(w), P(Q)] C A (K(L)) jest obrazem pewnego elementu z kraty L. Stad ® jest
izomorfizmem L i [®(w), O(£2)]. O

Bezposrednio z rozwazan przeprowadzonych w powyzszym dowodzie wynika, ze

pewne kraty sa karatami anihilatoréw algebr skonczenie wymiarowych.

Whiosek 4.3.2. Niech L bedzie kratq skoriczong takq, ze zbior P = L\ {Q,w} jest
kratg. Wowczas ® jest izomorfizmem kraty L i A (K(L)).

Jesli krata L ma wiecej niz jeden atom, to dodajmy do L element o’ < w. Jesli L
ma tylko jeden atom, to niech w’ = w. Podobnie, jesli L ma wigcej niz jeden koatom,
to dodajmy do L element ' > €. Jesli L ma tylko jeden koatom, to niech ' = Q.
Wezmy teraz L = L U {«’, '}, Mozemy zatem napisac:

Whiosek 4.3.3. Dia kazdej kraty L mamy ,(K(L)) ~ L. Sted |2,(K(L))| < |L|+2.

Oczywiste jest, ze jesli L jest krata skonczona, to algebra K(L) jest skonczenie
wymiarowa i Dim(K(L)) > Dim(K(L).) Podamy teraz oszacowania wymiaru algebry
K(L).

Twierdzenie 4.3.4. Niech L bedzie kratg i |L| = n < oo. Wéwczas

(n—2)(n—1)

5 < Dim(K(L)) < 1+ (n — 2)°.

1+

DowOD. Jesli L jest krata i |L| = n, to z definicji i standardowych oznaczeii mamy
K(L) = K(P). Wzér (4.2.1) dla m = n — 2 jednoznacznie wyznacza oszacowania

wymiaru algebry K(L). O

Latwo policzyé, ze:

=20 1§ i (R (M) = 1+ (0 — 2)2

Dim(K(C,_1)) = 1 + > ;
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stad oszacowania z twierdzenia wyzej, a wiec i z Twierdzenia 4.2.1, nie moga by¢

wzmocnione.

Okazuje sie, ze wiekszo$¢ krat skoniczonych daje sie tatwo zanurzy¢ w kraty anihi-
latorow algebr wymiaru mniejszego niz algebry z Twierdzenia 4.3.1, czy przemienne
algebry z Twierdzenia 3.5.3. Pokazemy to na przyktadzie krat o mozliwie najmniej-
szej liczbie elementow.

Zauwazmy, ze Dim(K(C})) = 11 jak tatwo policzy¢ Dim(K((C}))) = 12. Podobnie
Dim(K(Cy)) = 2, a Dim(K((Cy))) = 22. Widzimy zatem, ze nawet dla bardzo matych
krat wymiary algebr K((L)) sa bardzo duze. Okazuje sig, ze w przypadku gdy L = C4
lub L = C algebra K(L) jest przemienna. Zgodnie ze Stwierdzeniem 4.1.1 nie istnieje
algebra wymiaru mniejszego, ktorej krata anihilatorow zawierataby L jako podkrate.

PrzejdZzmy teraz do kraty C3, Mamy Dim(K(C3)) = 4, a zgodnie z Przyktadem
3.3.1 algebra A = K|x]/(2*) ma krate anihilator6w izomorficzna z C3 i Dim(A) = 3.
Co wiecej, tatwo sie przekonaé, ze rowniez dla dowolnego tancucha C,,, gdzie n > 3
wymiar algebry K(C,,) jest wiekszy niz wymiar algebry K[z]/(z").

PrzejdZzmy do krat, ktore nie sa tancuchami. Istnieja cztery kraty nierozktadalne

o pieciu elementach (rysunek ponizej).

Q Q Q
w w w w
L, Ly, L. Ns

Kazda z powyzszych krat moze by¢ zanurzona w krate anihilatoréw algebry
lokalnej K(L), ktorej wymiar jest wiekszy niz 5. Z drugiej strony, kraty L,, Ly i L.
moga by¢ zanurzone w 20;(A), gdzie A jest algebra lokalna wymiaru 4, opisana w
Przyktadzie 4.2.8. Kraty L,, L, mozemy zanurzy¢ w iloczyn prosty krat Cy x Cf,
zatem sa one zanurzalne w 20;(A), gdzie Dim(A) = 3, ale algebra A nie jest lokalna.
Ponadto, kraty L,, L, moga by¢ zanurzone w krate Boole’a Bg, stad réwniez w 2(;(A)
gdzie A = K®. Zgodnie z Przyktadem 4.2.7 krata L. moze by¢ zanurzona w 20;(A),
gdzie A jest algebrg macierzy gornotrojkatnych wymiaru 2 x 2 nad K.

Oczywiscie najbardziej interesujaca krata z powyzszego rysunku jest niemodu-
larna krata Nj. Zgodnie z Wnioskiem 2.1.5 i Stwierdzeniem 4.1.1 jesli krata Ny jest
podkrata w kracie 20;(A), dla pewnej algebry lokalnej A, to Dim(A) > 5. Z Twier-
dzenia 4.3.1 mamy K(N5) = K{z,y, z}/(2% 2y, y?, 2%, D), gdzie D = {abc : a,b,c €

84



{z,y,2}}. Algebra ta ma wymiar 9. Trudno jest poda¢ minimalny wymiar algebry,
ktorej krata anihilatoréw nie bylaby modularna. Jednakze mozna troche zmodyfi-
kowa¢ algebre K(N5) uzyskujac algebre wymiaru 7, ktérej krata anihilatoréw za-
wiera podkrate N5. Taka algebra jest algebra B = K{z,y,2}/(2? vy, y?, 2% 22 —
zx,yz — zy, D), gdzie D jest zdefiniowane jak powyzej. Nietrudno sprawdzié, ze
J(B)%, J(B),1(x),1(y),1(z) tworza niemodularng podkrate w 20;(B).

Majac dang krate L czasem chcieliby$my wiedzie¢, nie tylko w jaka krate ani-
hilatoréw krata L jest zanurzalna, ale takze, czy L jest kratg anihilatoréw jakiejs
algebry skonczenie wymiarowej. Musimy pamicta¢, ze jesli L ma dtugos¢ n, to ze
Stwierdzenia 4.1.1 wynika, ze wymiar szukanej algebry jest réwny co najmniej n.
Zauwazmy, ze jesli L jest krata Boole’a dtugosci n, to z Przyktadu 3.1.2 wiemy, ze
L jest kratg anihilatoréw pewnej n wymiarowej algebry, tj. algebry bedacej sumg
prosta n kopi ciata K. Rowniez dla tancucha o dtugosci n tatwo wskazac algebre
wymiaru n, ktorej krata anihilatorow jest izomorficzna z C,,. Zgodnie z Przyktadem
3.3.1 moze to by¢ algebra K[z]/(z"). Zwrdéémy jeszcze uwage, ze punkt (b) Przykla-

rt—1
r—1

du 3.3.1 wskazuje algebre A o dowolnie duzym wymiarze (Dimg(A) = > )i
kracie anihilatoréw izomorficznej z C,,.

W przypadku dowolnej kraty pomocne bedzie ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 4.3.5. Niech L bedzie kratq skonczong. Krata L = 24;(A) dla pewnej
algebry A nad nieskoriczonym ciatem K wtedy i tylko wtedy, gdy L jest skonczonym
tloczynem prostym krat nierozkladalnych, z ktorych kazda ma doktadnie jeden atom

i doktadnie jeden koatom.

DowOD. Niech L = 2,(A) dla pewnej algebry A nad nieskonczonym ciatem K.
Woéwczas z Twierdzenia 2.3.11 wynika, ze A = @;_; A;, gdzie kazda algebra A;
jest lokalna. Zatem ze Stwierdzenia 2.2.1 mamy L = [][/_, L;, gdzie L; = 20,(4;).
Teraz wystarczy zastosowa¢ Wniosek 2.1.5 by otrzymac, ze L jest iloczynem prostym
krat nierozktadalnych, z ktérych kazda ma doktadnie jeden atom i doktadnie jeden
koatom.

Odwrotnie, niech teraz L = [];_; L;, gdzie kazda krata L, ma dokladnie jeden
atom i doktadnie jeden koatom. Jesli przyjmiemy A; = K(L;), to z Wniosku 4.3.2

mamy L; = A;(A;). Zatem ze Stwierdzenia 2.2.1 L = ;(P;_; A;). O

W powyzszym twierdzeniu nie da si¢ pomingé¢ zatozenia o nieskonczonosci ciata
K. Dla przyktadu niech K bedzie ciatem o dwoch elementach. Wéwcezas zgodnie z

wiadomosciami ze strony 38 krata lewostronnych anihilatoréw algebry Ms(K) jest
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izomorficzna z krata Ms, a jak tatwo zauwazy¢ krata M; nie jest ani kratg rozkta-
dalng, ani nie ma doktadnie jednego atomu.
Dla krat rozdzielnych mozemy poda¢ dodatkowe kryterium na bycie krata lewo-

stronnych anihilatorow pewnej algebry.

Twierdzenie 4.3.6. Niech L bedzie skoriczong kratq rozdzielng. Krata L = 2,(A)
dla pewnej algebry A wtedy i tylko wtedy, gdy L jest skonczonym iloczynem prostym

krat rozdzielnych, z ktorych kazda ma doktadnie jeden atom i doktadnie jeden koatom.

DowOD. Przy wykorzystaniu Twierdzenia 2.3.8, dowdd jest analogiczny do dowodu
Twierdzenia 4.3.5. [

Dobrze wiadomo, ze dla dowolnego n € N krata Boole’a By. jest izomorficzna
z krata (By)". Z powyzszego twierdzenia, lub z Twierdzenia 3.1.4 wynika, ze krata
Boole’a Ban jest kratg anihilatorow skonczenie wymiarowej algebry A wtedy i tylko
wtedy, gdy A jest sumg prosta n algebr z dzieleniem, skonczenie wymiarowych nad
K.
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Oznaczenia i skréty

| X| moc zbioru X,
P(X)  zbiér wszystkich podzbioréw zbioru X,
XYY suma roztaczna zbioréow X i Y
fog  zlozenie przeksztalcen f i g, czyli (fog)(z) = f(g9(x)),
w element najmniejszy (zero) kraty,
Q element najwiekszy (jedynka) kraty,
Lep krata dualna do kraty L,
krata Boole’a o 2™ elementach,
tanicuch o n + 1 elementach,

Bon
Cn
M, krata dlugosci 2 o n + 2 elementach,
) izomorfizm,

K cialo bazowe,

A°P algebra dualna do algebry A,

Z(A)  centrum algebry A,

U(A)  zbiér elementéw odwracalnych w A,
A@® B suma prosta przestrzeni (algebr) A i B,
I <A I jest idealem dwustronnym algebry A,
I < A I jest idealem lewostronnym algebry A,

I <, A I jest idealem prawostronnym algebry A,

1(S) lewostronny anihilator zbioru .S,

r(.S) prawostronny anihilator zbioru S,

14(S)  lewostronny anihilator zbioru S w algebrze A,
ra(S)  prawostronny anihilator zbioru S w algebrze A,
J;(A)  krata lewostronnych idealéw algebry A,

J,.(A)  krata prawostronnych idealéw algebry A,

J(A)  krata idealéw algebry A,

A)  krata lewostronnych anihilatoréw algebry A,

A)  krata prawostronnych anihilatoréw algebry A,

Dim(V) wymiar nad K przestrzeni V,

Lin(S) przestrzen liniowa nad K rozpieta przez elementy zbioru S,

tj. to jest,
por. poréwnayj,
zob. zobacz.

87



88



Bibliografia

[AL99] D. F. Anderson, P. S. Livingston, The zero-divisor graph of a commutative ring,
J. Algebra 217 (2) (1999), 434-447.

[Ar74] E.P. Armendariz, A note on extensions of Baer and P.P.-rings, J. Austral. Math.
Soc. 18 (1974), 470-473.

[AM69] M. F. Atiyah, I. G. MacDonald, Introduction to commutative algebra, Addison-
Wesley Publishing Co., Reading, Mass.-London-Don Mills, 1969.

[Bald] A. Badawi, On the annihilator graph of a commutative ring, Comm. Algebra 42
(1) (2014), 108-121.

[Be72] E. A. Behrens, Ring theory, Academic Press, New York, 1972.

[BBT90] Ch. Bessenrodt, H. H. Brungs, G. Torner, Right chain rings, Part 1, Schriften-
reihe des Fachbereichs Mathematik, Universitat Duisburg, 1990.

[BGT15] G.F. Birkenmeier, M. Ghirati, A. Taherifar, When is a sum of annihilator ideals
an annihilator ideal?, Comm. Algebra 43 (7) (2015), 2690-2702.

[Bi67] G. Birkhoff, Lattice Theory, 3rd edition, American Mathematical Society, 1967.

[B153] R. L. Blair, Ideal lattices and the structure of rings, Trans. Amer. Math. Soc. 75
(1953), 136-153.

[Bou80] N. Bourbaki, Elementy Historii Matematyki, PWN, Warszawa, 1980.

[CS74] W. H. Cornish, P. N. Stewart, Rings with no nilpotent elements and with the
mazximum condition on annihilators, Canad. Math. Bull. 17 (1974), 35-38.

[Co82] R. C. Courter, Finite dimensional right duo algebras are duo, Proc. Amer. Math.
Soc. 84 (2) (1982), 157-161.

[CD73] P. Crawley, R. P. Dilworth, Algebraic theory of lattices, Prentice-Hall, Englewood
Cliffs, NJ, 1973.

89



[CR62] C. W. Curtis, I. Reiner, Representation theory of finite groups and associative
algebras, Wiley & Sons, New York, 1962.

[DK94] Yu. A. Drozd, V. V. Kirichenko, Finite Dimensional Algebras, Springer-Verlag,
Berlin, 1994.

[Fa99] C. Faith, Rings and things and a fine array of twentieth century associative algebra,
Surveys of the American Math. Soc., 65, Providence, 1999.

[Fi83] M. Ya. Finkel’shtein, Rings in which annihilators form a sublattice of the lattice
of ideals, Siberian Math. J. 24 (6) (1983), 955-960.

[HN85] C. R. Hajarnavis, N. C. Norton, On dual rings and their modules, J. Algebra 93
(2) (1985), 253-266.

[He68] I. N. Herstein, Noncommutative Rings, Mathematical Association of America,
1968.

[HS64] I. N. Herstein, L. Small, Nil rings satisfying certain chain conditions, Canad. J.
Math. 16 (1964), 771-776.

[Hi02] Y. Hirano, On annihilator ideals of a polynomial ring over a noncommutative ring,
J. Pure Appl. Algebra 168 (2002), 45—52.

[HK14] M. Hryniewicka, J. Krempa, On rings with finite number of orbits, Publ. Mat. 58
(1) (2014), 233-249.

[JK72] M. Jaegermann, J. Krempa, Rings in which ideals are annihilators, Fund. Math.
76 (2) (1972), 95-107.

[JK15a] M. Jastrzebska, J. Krempa, On lattices of annihilators, Contemp. Math. 634
(2015), 189-196.

[JK15b] —, —, Lattices of annihilators in commutative algebras over fields, Demonstr.
Math. 48 (4) (2015), 545-552.

[JM69] B. Jonsson, G. Monk, Representation of primary Arguesian lattices, Pacific J.
Math. 30 (1969), 95-139.

[Ke83] J. W. Kerr, Very long chains of annihilator ideals, Israel J. Math. 46 (3) (1983),
197-204.

[Kr96] J. Krempa, Some examples of reduced rings, Algebra Colloq. 3 (4) (1996), 289-300.

90



[KN77] J. Krempa, D. Niewieczerzal, Rings in which Annihilators are ideals and their

[La91]

[La99)]

[Li05]

application to semi-group rings, Bull. Acad. Polon. Sci. Math. 25 (9) (1977), 851—
856.

T. Y. Lam, A first course in noncommutative rings, Springer-Verlag, New York,
1991.

—, Lectures on modules and rings, Springer-Verlag, New York, 1999.

Z. K. Liu, Armendariz rings relative to a monoid, Comm. Algebra 33 (3) (2005),
649-661.

[MM15] G. Marks, R. Mazurek, Rings with linearly ordered right annihilators, London

Math. Soc., (to appear).

[Mu02] S. B. Mulay, Cycles and symmetries of zero-divisors, Comm Algebra 30 (7) (2002),

[Ni78]

[NoO6]

[Ok91]

[PP80)]

[Pig2]

Pil4]

[PTS0]

3533--3558.

D. Niewieczerzal, Some examples of rings with annihilators conditions, Bull. Acad.
Polon. Sci. Math. 26 (1) (1978), 1-5.

B. N. Novikov, On quasi-Frobenius semigroup algebras, in Groups, Rings and Gro-

up Rings, Chapman & Hall/CRC, Boca Raton, FL, 2006, 287-291.
J. Okninski, Semigroup algebras, Marcel Dekker Inc., New York, 1991.

P. P. Palfy, P. Pudlak, Congruence lattices of finite algebras and intervals in sub-
group lattices of finite groups, Algebra Universalis 11 (1980), 22—27.

R. S. Pierce, Associative algebras, Springer-Verlag, New York-Berlin, 1982.

K. Piéro, The subalgebra lattice of a finite algebra, Cent. Eur. J. Math. 12 (7)
(2014), 1052-1108.

P. Pudlak, J. Tuma, FEvery finite lattice can be embedded in the lattice of all equ-
ivalences over a finite set, Algebra Universalis 10 (1980), 74—095.

[RRB09] I. S. Rakhimov, I. M. Rikhsiboev, W. Basri, Complete lists of low dimensional

complex associative algebras, arXiv:0910.0932v2[math.RA], 2009.

[RCh97] M. B. Rege, S. Chhawchharia, Armendariz rings, Proc. Japan Acad. Ser. A Math.

[Ro08]

[SY11]

Sci. 73 (1) (1997), 14-17.
S. Roman, Lattices and ordered sets, Springer, New York, 2008.

A. Skowronski, K. Yamagata, Frobenius Algebras. 1. Basic Representation Theory,
European Mathematical Society, Ziirich, 2011.

91



[vN36] J. von Neumann, On regular rings, Proc. Nat. Acad. Sei. U. S. A. 22 (1936)
707-713.

[vN60] J. von Neumann, Continuous Geometry, Princeton University Press, 1960.

[Well] D. Weber, Zero-divisor graphs and lattices of finite commutative rings, Rose-
Hulman Undergrad. Math J. 12 (1) (2011), 57-70.

[Za99] R. R. Zapatrin, Representation of finite lattices by annihilators of completely 0-
simple semigroups, Semigroup Forum 59 (1) (1999), 121-125.

92



