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Streszczenie

Teoria sladoéw stanowi wazny model semantyki systemow wspotbieznych. W
pracy badane sa zwiazki miedzy jezykami stow i jezykami sladow, przede
wszystkim rozpoznawalnymi i bezgwiazdkowymi.

Wiadomo, ze iteracyjnie spojne jezyki stow indukuja rozpoznawalne jezyki
sladow. W pierwszej czesci rozprawy przedstawiono kilka nowych wynikow o
tych jezykach, z ktorych najwazniejszym jest fakt, ze kazdy iteracyjnie spojny
jezyk stow ma skonczony stopienn rozproszenia. Podano tez przyktad poka-
zujacy, ze klasa ta, w odroznieniu od jej odpowiednika $ladowego, nie jest
zamknieta wzgledem réznicy teoriomnogosciowe;j.

Glowna czeéé rozprawy poswiecona jest badaniu bezgwiazdkowych jezykow
stow 1 ich zwigzkow z bezgwiazdkowymi jezykami §ladow. Podstawowym na-
rzedziem tej czesci pracy jest operacja bezgwiazdkowej gwiazdki i uzyskana z
jej pomoca nowa charakteryzacja bezgwiazdkowych jezykéw stow. Pozwolita
ona upro$ci¢ i uzupemhié¢ dowody juz istniejacych twierdzen o bezgwiazdko-
wych jezykach sladow (aperiodycznosé i definiowalnosé w logice 1-go rzedu),
oraz pokazac¢ nowe, z ktorych najwazniejszymi sa: twierdzenie, ze jezyk sladow
jest bezgwiazdkowy wtedy i tylko wtedy gdy jego splaszczenie jest bezgwiazd-
kowe, twierdzenie, ze leksykograficzne bezgwiazdkowe jezyki stow indukuja
wszystkie bezgwiazdkowe jezyki $ladow oraz twierdzenie, ze bezgwiazdkowa
gwiazdka, wraz z suma i ztozeniem, wystarcza do zbudowania wszystkich bez-
gwiazdkowych jezykow Sladow.

!Praca wspotinansowana przez Ministerstwo Nauki i Szkolnictwa Wyzszego z grantu
promotorskiego N206 023 31/3744 oraz stypendium INNOREG nr Z/2.04/11/2.6/7/05.



Regular languages inducing recognizable
and star-free trace languages?
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Abstract

Trace theory is commonly regarded as one of the most important model of
concurrency. This thesis deals with relations between word languages and
trace languages, mainly the recognizable and star-free ones.

It is known that star-connected word languages induce recognizable trace
languages. In the first part of the thesis, several new facts about star-connected
word languages are presented. The most important result asserts that a star-
connected word language has a finite rank. Moreover, it is shown that the
class of star-free word languages is not closed under complement, unlike its
trace-counterpart.

The main part deals with star-free word languages and their relations to
star-free trace languages. The basic tools are: a new operation, named star-
free star, and a new characterization of star-free word languages, obtained
with the star-free star. It has allowed to simplify and supply the proofs of the
most important results in this area (aperiodicity and 1-order definable). Also
new results have been proved; the main ones are: flattenings of a star-free
trace languages are star-free, lexicographic star-free word languages induce
star-free trace languages, and the class of trace languages built form atoms
using product, union and star-free star is equal to the class of star-free trace
languages.

2This PhD thesis has been partially supported by Ministry of Science and Higher Educa-
tion of Poland, grant N206023 31/3744 and Scholarship INNOREG nr Z/2.04/11/2.6/7/05.
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Rozdziat 1

Wstep

Tematyka rozprawy na tle historycznym

Klasyczna teoria jezykéw formalnych, zwana tez lingwistyka matematyczng, to
teoria monoidéw wolnych skoriczenie generowanych. Narodzita sie ona w latach
50-tych z potrzeby formalnego opisu zachowania programéw komputerowych,
w tamtych czasach gléwnie sekwencyjnych.t

Rozwoj technik komputerowych — pojawienie si¢ maszyn wieloprocesorowych
i program6éw wspotbieznych — zrodzit potrzebe matematycznych modeli sys-
temow wspotbieznych, z ktorych najwazniejszym (i najpopularniejszym) sa
dzi§ sieci Petriego (1962). Jako model opisu zachowan tych sieci, Mazurkie-
wicz zaproponowal w [20] w roku 1977 Slady (¢races), czyli elementy mono-
idu ilorazowego — nazwanego monoidem sladéow (trace monoid) — otrzymanego
jako iloraz monoidu wolnego przez kongruencje, oparta na relacji niezaleznosci
(wspotbieznosei) akeji systemu obliczeniowego.

Monoidy $ladéw znalazty zastosowanie nie tylko praktyczne. Ich niezwykle
ciekawe, czesto zaskakujace, wlasno$ci matematyczne i szereg probleméw, cze-
sto bardzo trudnych, wywotaly duze zainteresowanie ich teoria, dzi§ znang jako
teoria $ladow (trace theory). Teoria ta, dobrze juz opisana i ustabilizowana,
jest nadal aktualna i stale rozwijana. Szerokie spektrum teorii sladéw przed-
stawiono w ksiazkach ,Combinatorics on Traces” Diekerta ([5], 1990) i pracy
zbiorowej ,Book of Traces” (|7], 1995) oraz w ,Handbook of Formal Languages”,
vol. 3, chapter 8 (6], 1997).

Jednym z glownych dzialéw klasycznej teorii jezykdéw formalnych jest teoria
jezykow regularnych, z podstawowym twierdzeniem Kleene’go méwiacym, ze w
monoidach wolnych skorniczenie generowanych klasy jezykow rozpoznawanych
przez automaty skoriczone i jezykow definiowanych przez wyrazenia racjonalne
sa rowne. W monoidach $ladow klasa jezykow rozpoznawalnych jest wtasciwg
podklasa klasy jezykow racjonalnych.

Jezyki rozpoznawalne sa bardzo wazne z praktycznego punktu widzenia,
gdyz opisuja one zachowania systeméw wspotbieznych o skoiiczonej liczbie

'Wazng motywacja, szczegélnie prac Noama Chomsky’ego, byty réwniez badania struk-
tury jezykéw naturalnych.
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stanow. 7 drugiej strony, wyrazenia racjonalne prosto opisuja, jak jezyk jest
zbudowany, czego nie mozna powiedzie¢ o automatach, ktore jedynie opisuja
jak jezyk budowac.

Stad jednym z centralnych tematéow teorii §ladow sa jezyki racjonalne, roz-
poznawalne i zwigzki miedzy nimi. Znanym wynikiem jest sposob opisu roz-
poznawalnych jezykow $ladéw za pomocg tzw. wyrazen iteracyjnie spojnych.
Rozdzial 4 rozprawy poswiecony jest iteracyjnie spojnym jezykom stow, ktore
w odréznieniu od ich sladowych odpowiednikéw nie byly dotychczas badane.

Jezyki bezgwiazdkowe, czyli jezyki opisane przez wyrazenia podobne do wyra-
zen racjonalnych, ale z dopetnieniem zastepujacym gwiazdke, odgrywaja wazna
role w teorii jezykow stow. Najwazniejsze wyniki to twierdzenie Schiitzenber-
gera ([34], 1965) o aperiodycznosci i twierdzenie McNaughtona i Paperta ([22],
1971) o definiowalnosci w logice 1-go rzedu. Wyniki te przenosza sie na bez-
gwiazdkowe jezyki §ladow, jednak ich dowody dla $ladéw sa znacznie bardziej
skomplikowane. Tym zagadnieniom poS$wiecony jest rozdzial 6. Podstawo-
wym narzedziem jest tu operacja bezgwiazdkowej gwiazdki, wprowadzona w
[26], ktora okazala sie bardzo skuteczna w dowodach. Pozwolila ona uproscic
i uzupelni¢ dowody juz istniejacych twierdzen o bezgwiazdkowych jezykach
sladow, oraz pokaza¢ nowe, z ktérych najwazniejszym sa twierdzenie, ze bez-
gwiazdkowa gwiazdka (wraz z suma i zlozeniem) wystarcza do zbudowania
wszystkich bezgwiazdkowych jezykow sladow.

Zawarto$¢ rozprawy, najwazniejsze wyniki

Rozprawa sklada sie z siedmiu rozdzialéw. Niniejszy rozdzial wstepny za-
wiera og6lne omoéwienie pracy i streszczenie jej wynikéw. W rozdzialach 2
i 3 przedstawiam podstawowe pojecia i fakty, wykorzystywane w pracy, do-
tyczace monoidow, w szczegolnosci wolnych (rozdziat 2) i monoidow sladow
(rozdzial 3). Zasadnicza czeS¢ rozprawy stanowia rozdzialy 4-6, prace konczy
podsumowanie.

Rozdzial 4 poswiecony jest jezykom stow indukujacym rozpoznawalne jezyki
sladow. Doktadniej badam dwie klasy takich jezykow — jezyki iteracyjnie
spojne i jezyki o skoficzonym stopniu rozproszenia. Gléownym wynikiem tego
rozdzialu jest

Twierdzenie 4.15. Kazdy jezyk iteracyjnie spojny
ma skonczony stopien rozproszenia,

oraz intuicyjnie nieoczekiwany przyktad 4.19, pokazujacy, ze klasa iteracyjnie
spojnych jezykow stow nie jest zamknieta wzgledem roznicy teoriomnogoscio-
wej. Fakt ten zaskakuje, gdyz wiadomo, ze klasa iteracyjnie spéjnych jezykow
sladow jest zamknieta wzgledem podstawowych operacji teoriomnogosciowych.

Tematem rozdzialow 5 i 6 sa jezyki bezgwiazdkowe. Podzbiér dowolnego mo-
noidu M nazywamy bezgwiazdkowym, jesli mozna go zbudowaé z atomow (()
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i {m} dla m € M) za pomoca operacji sumy mnogosciowej, ztozenia i dopet-
nienia.

W rozdziale 5 omawiam bezgwiazdkowe jezyki stow. Przypominam najwaz-
niejsze definicje i fakty, takie jak twierdzenie Schiitzenbergera (1965, jezyk
stow jest bezgwiazdkowy wtw jest on aperiodyczny) i twierdzenie McNaugh-
tona i Paperta (1971, jezyk stow jest bezgwiazdkowy wtw jest on definiowalny
w logice 1-go rzedu).

W tym rozdziale przedstawiam gtéwny pomyst i podstawowe narzedzie calej
rozprawy — operacje bezgwiazdkowej gwiazdki. Jest to klasyczna gwiazdka Kle-
ene’go, ale stosowana jedynie, gdy wynik tej operacji jest jezykiem bezgwiazd-
kowym, i nieokreslona w przeciwnym przypadku. Okazuje sie, ze operacja ta
moze skutecznie zastapi¢ operacje dopetnienia w konstrukceji bezgwiazdkowych
jezykow stow:

Twierdzenie 5.19. Jezyk stow jest bezgwiazdkowy wtw
jest on konstruowalny z atomoéw za pomoca operacji
sumy mnogosciowej, ztozenia i bezgwiazdkowej gwiazdki.

Dowdd tej charakteryzacji wykorzystuje twierdzenie Schiitzenbergera oraz kla-
syczna konstrukcje McNaughtona i Yamady ([21], 1960) wyrazen regularnych
dla jezykow rozpoznawalnych przez automaty skonczone.

Site i skutecznos¢ tej operacji w petni pokazuje rozdzial 6 o bezgwiazdkowych
jezykach sladow. Podstawowym wynikiem tego rozdzialu, dalej intensywnie
stosowanym w dowodach, jest lemat o domknieciu ztozenia domknietych jezy-
kéow bezgwiazdkowych:

Lemat 6.7. Domkniecie zlozenia domknietych jezykow
bezgwiazdkowych jest jezykiem bezgwiazdkowym.

Jego dowod w istotny sposob wykorzystuje udowodniona w poprzednim roz-
dziale charakteryzacje bezgwiazdkowych jezykow stow za pomocy bezgwiazd-
kowej gwiazdki.

Whioskiem z lematu 6.7 jest twierdzenie o sptaszczeniu dla bezgwiazdko-
wych jezykow Sladow, istotnie wykorzystywane w kolejnych dowodach:

Whiosek 6.11. Jezyk sladow jest bezgwiazdkowy wtw
jego splaszczenie jest bezgwiazdkowym jezykiem stow.

Lemat 6.7 pozwolit tez znacznie uprosci¢ dowodd znanego twierdzenia Guaiany,
Restivo i Salemi ([14], 1992) o aperiodycznosci bezgwiazdkowych jezykow §la-
dow.

Jezyki leksykograficzne, czyli zbiory stow leksykograficznie minimalnych w
swoich §ladach, odgrywaja wazng role w teorii rozpoznawalnych jezykow sla-
dow. Wiadomo, ze klasa jezykow indukowanych przez regularne jezyki leksy-
kograficzne to doktadnie klasa rozpoznawalnych jezykow sladow. Analogiczne
twierdzenie zachodzi réwniez dla jezykéw bezgwiazdkowych w dowolnym mo-
noidzie $ladow:
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Twierdzenie 6.34 4+ Twierdzenie 6.35.
Jezyk sladow jest bezgwiazdkowy
wtw
jego leksykograficzna reprezentacja jest bezgwiazdkowym jezykiem stow
wtw
jest on definiowalny w logice 1-go rzedu.

Dowod tego faktu w przypadku monoidéw przechodnio-zorientowanych (pierw-
sza rownowaznosé, twierdzenie 6.29) wykorzystuje metody teorii automatow i
rozumowania kombinatoryczne. Dowod ogolny, dla dowolnych monoidéw sla-
dow (twierdzenie 6.35), poprowadzony zostal z wykorzystaniem technik logiki
1-go rzedu dla sladow (Ebinger i Muscholl [10], 1996), klasycznego twierdzenia
McNaughtona i Paperta (1971) i wezesniej uzyskanych wynikow rozprawy.

Podsumowujac wyzej omoéwione wyniki, mozemy sformutowaé ogolna wszech-
stronng charakteryzacje podzbioréow bezgwiazdkowych w dowolnych mono-
idach sladow:

T jest bezgwiazdkowy
wtw
T jest bezgwiazdkowy
wtw
Lex(T) jest bezgwiazdkowy
wtw
T jest aperiodyczny
wtw
T jest definiowalny w logice 1-go rzedu.

Teraz, wykorzystujac powyzsza charakteryzacje, pokazuje, ze twierdzenie 5.19
(dla monoidow wolnych) jest prawdziwe w dowolnym monoidzie §ladow:

Twierdzenie 6.39. Jezyk sladow jest bezgwiazdkowy
wtw
jest on konstruowalny z atoméw za pomocg operacji
sumy mnogosciowej, zlozenia i bezgwiazdkowej gwiazdki.

W ostatnim rozdziale formutuje kilka probleméw otwartych, bezposrednio zwia-
zanych z tematyka pracy i uzyskanymi wynikami.

Wiekszos¢é wynikow niniejszej rozprawy zostala opublikowana w pracach [19,
26, 27, 28, 35].

Podziekowania

Serdecznie dziekuje mojemu promotorowi Edwardowi Ochmanskiemu, za na-
ukowa opieke, pomoc i poswiecony czas, Barbarze Klunder za wspotprace i
cenne wskazéwki oraz pozostatym kolezankom i kolegom z Torunia.



Rozdzial 2

Wprowadzenie — podstawowe
pojecia 1 fakty

Na poczatku przypomnijmy podstawowe pojecia - monoid, kongruencja, mor-
fizm, podzbiér racjonalny i rozpoznawalny, problem decyzyjny. Za zbior liczb
naturalnych przyjmujemy zbior {0, 1,2,...} i oznaczamy przez N.

2.1 Zbiory i operacje na zbiorach

Zbiory bedziemy oznacza¢ wielkimi literami X, Y, ..., a ich elementy matymi
xr € X. Zawieranie zbioréw bedziemy oznacza¢ przez C, a wlasciwe zawiera-
nie symbolem C. Niech X, Y beda dwoma podzbiorami ustalonego zbioru Z.
Zbior {x € Z | x € XV € Y} nazywamy suma zbioréw X i Y i oznaczamy
przez X UY. Zbior {x € Z | x € X Ax € Y} nazywamy czeScia wspdlng lub
iloczynem zbioréw X, Y i oznaczamy przez X NY. Zbior {z € X |z ¢ Y}
nazywamy réznica zbioréw X i Y i oznaczamy przez X \ Y, a dopelnienie
zbioru X, zbior {z € Z | x ¢ X} oznaczamy przez X'. Zbiory jednoele-
mentowe {r} nazywamy singletonami. Zbiorem potegowym zbioru X
nazywamy zbior {Y | Y C X} podzbioréw X i oznaczamy przez 2-X.

Niech X bedzie zbiorem. Relacja binarng na zbiorze X nazywamy pod-
zbior R C X x X. Dwa elementy x,y € X sa w relacji R, jesli (z,y) € R,
co tradycyjnie zapisujemy xRy. Relacja R jest relacja r6wnowazno$ci, jesli
jest:

e zwrotna — dowolny element x € X jest w relacji z soba, xRz,
e symetryczna — dla dowolnych z,y € X jesli xRy, to yRx,
e przechodnia - dla dowolnych z,vy, 2z € X jesli xRy oraz yRz, to xRz.

Jesli R jest relacja réwnowaznosci na zbiorze X, to zbiory [z]p = {y €
X | xRy} nazywamy klasami abstrakcji relacji R. Kazde dwie klasy abstrak-
cji sa roztaczne lub rowne. Jedli relacja R bedzie ustalona, to przewaznie indeks
R bedziemy pomija¢. Zbior klas abstrakcji nazywamy zbiorem ilorazowym
i oznaczamy przez X/R. Indeksem relacji rownowaznosci R nazywamy liczbe
klas abstrakcji tej relacji.
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Niech X bedzie rodzing zbiorow. Moéwimy, ze X jest algebra Boole’a,
jesli jest zamknieta na sume zbioréw, dopetnienie i cze$¢ wspolng.

2.2 Grafy

Grafem niezorientowanym G nazywamy pare (V, E), gdzie V jest skoriczo-
nym zbiorem wierzchotkow, a F C {{z,y} | z,y,€ V} zbiorem krawedzi
grafu G.

Grafem zorientowanym G nazywamy pare (V, E), gdzie V jest skoriczo-
nym zbiorem wierzchotkéw, a £ C V x V zbiorem krawedzi grafu G.

Przyktad 2.1 (Graf niezorientowany). Niech G = (V| E), gdzie zbior
wierzchotkow jest rowny V= {pi,p2,ps3,ps,ps5} oraz zbiér krawedzi E =

{{p1,p2}, {p1. 05}, {p2, 05}, {p25 3}, {p3,pa}, {Ps,ps}}. Rysunek 2.1 ilustruje
graf G.

P1

P2

P3 P4
Rysunek 2.1: Graf niezorientowany

Przyktlad 2.2 (Graf zorientowany). Niech G| = (V, E}), gdzie zbior wierz-
chotkow to V' = {p1,pe,ps,ps,ps} oraz zbior krawedzi to £ =; {(p1,p2),
(P2, p1), (P1,05), (P2,P3), (P5,D5), (P4, P3), (Ps5,P4), (P3,P3)}. Rysunek 2.2 ilu-
struje graf G;.

D1

Pz Ps

Rysunek 2.2: Graf zorientowany

Niech G = (V, E) bedzie grafem niezorientowanym (zorientowanym). Sciezka
o poczatku w wierzchotku w € V' i konncu w v € V' w grafie nazywamy cigg kra-
wedzi {w,v1 },{v1, v}, ..., {n_2,Vn_1}, {vn_1,v} (odpowiednio (w,vy), (vy, vq),

.y (Up—2,v5-1), (Uy_1,v)). Cyklem nazywamy Sciezke, w ktorej w = v
(wierzchotek poczatkowy jest rowny koncowemu).
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2.3 Monoidy

W tym podrozdziale podane zostana podstawowe definicje monoidu i morfizmu
monoidéw z przyktadami.

Definicja 2.3. Monoidem nazywamy pare (M, -), gdzie M jest zbiorem oraz
-2 M x M — M binarng operacja ztozenia, ktora:

e jest taczna:
(Va:,y,zeM) (.Ty)Z:QT(yZ>,

e posiada element neutralny 1,; € M, zwany jedynka:

(VQIEM)ZL’lM:x:l]WI

Przyktlad 2.4. Przyktadem monoidu jest zbior liczb naturalnych z dodawa-
niem, wowczas 0 jest elementem neutralnym lub N z mnozeniem, wtedy 1 jest
elementem neutralnym. Podobnie zbior liczb catkowitych Z. W szczegdlnosci,
kazda grupa jest monoidem.

Przyklad 2.5. Niech X bedzie zbiorem. Zbiér potegowy 2% z sumg zbio-
row i zbiorem pustym jako elementem neutralnym jest monoidem. Jesli za
dziatanie przyjmiemy iloczyn zbioréw, to elementem neutralnym bedzie X.

Definicja 2.6. Monoidem potegowym monoidu (M, -) nazywamy monoid
P(M> = (2JW’ ')7 gdZie

o 2M jest zbiorem potegowym,

e operacja - jest rozszerzeniem operacji zlozenia z monoidu M do operacji
na podzbiorach: X - Y ={zx-y|z e X AyeY}

e clementem neutralnym jest singleton {1,,}.

Operacja potegowania zbioru X C M jest okreslona nastepujaco: X9 =
{1y}, X = XX™ dla n > 1. Operacja iteracji (domkniecie Kleene'go)
na podzbiorze X C M, nazywana dalej operacja gwiazdki lub gwiazdka, jest
okreslona nastepujaco:

X =Jxm

neN

Podzbiér P C M nazywamy podmonoidem monoidu (M, -), oile 1, € P
oraz dla dowolnych elementéw z,y € P, ztozenie x -y € P.

Podzbior G C M nazywamy zbiorem generatoréw monoidu M o ile
G* = M. Monoid M jest skoniczenie generowany, jeéli posiada skonczony zbior
generatorow.

Definicja 2.7. Niech (M,-) i (N,e) beda monoidami. Funkcje ¢: M — N
nazywamy morfizmem monoidéw wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja ¢

e zachowuje dzialanie: (Vz,y € M) ¢(z-y) = p(z) @ ¢(y),
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e zachowuje element neutralny: ¢(1y) = 1y.

Przyklad 2.8. WeZzmy monoidy liczb naturalnych N oraz liczb catkowitych Z
z operacja dodawania. Wlozenie ¢: N — 7Z, gdzie p(n) = n jest morfizmem
monoidow.

Jesli p: M — N, to przeciwobraz morficzny zbioru Y C N oznaczmy ¢ (V) =
{m e M | p(m) € Y}.

Morfizm monoidéow ¢: M — N jest izomorfizmem o ile istnieje morfizm
: N — M taki, ze 1pop = idy oraz po1) = idy. Odwzorowanie 1) nazywamy
morfizmem odwrotnym do ¢. Jesli z monoidu M do N istnieje izomorfizm, to
moéwimy, ze M 1 N sa izomorficzne.

Przyktad 2.9. Niech X bedzie ustalonym zbiorem. Woéwczas z monoidu
(2%,U) do monoidu (2%,N) istnieje morfizm ¢ : 2¥ — 2% okreslony jako
e(Y)=X\Y dlaY C X. Odwzorowanie ¢ zachowuje element neutralny
(@) = X oraz dzialanie p(Y U Z) = X\ (YUZ) = (X\Y)N(X\Z) =
o(Y)Np(Z), gdzie Y, Z C X, jest wiec morfizmem, a nawet izomorfizmem.

2.4 Monoidy wolne

Szczegbdlng role odgrywa klasa monoidéw wolnych. Niech A bedzie alfabetem.
Elementy alfabetu nazywamy literami. Skoticzone ciagi liter nazywamy sto-
wami. Cigg dtugosci 0 nazywamy stowem pustym i oznaczmy przez €. Zbior
wszystkich stow nad alfabetem A oznaczymy przez A*. Podzbiory A* bedziemy
nazywaé jezykami stow. Zbior stow niepustych, czyli jezyk A*\{e}, oznaczac
bedziemy przez AT.

Okreslmy na zbiorze A* operacje ztozenia -: A* x A* — A* w nastepujacy
sposob. Niech u = (ay,...,a,) € A*iv = (by,...,b,) € A*, gdzie a;,b; € A,
n,m > 0. Wowczas u-v = (ay,...,a,) (by,...,bp) = (a1,...,an,b1,...,bp).
Ztozenie - jest laczne i stowo puste € jest jego elementem neutralnym, czyli
(A*,-) jest monoidem, zwanym monoidem wolnym nad alfabetem A.

Ogolniej, monoid M jest wolny wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje alfabet A
taki, ze M jest izomorficzny z A*. Oznacza to tyle, ze w monoidzie M istnieje
zbiér generatorow G taki, ze dowolny element rézny od jedynki ma doktadnie
jeden rozklad na elementy ze zbioru G, tzn. istnieje zbior generatorow G
bedacy kodem.

Kategoryjna definicja monoidu wolnego jest nastepujaca. Monoid (M, )
jest monoidem wolnym wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje podzbior G i funkcja
i G — M takie, ze dla dowolnego monoidu N i funkcji A : G — N istnieje
dokladnie jeden morfizm X : M — N taki, ze A = \u, czyli ponizszy diagram
jest przemienny.

G —H v
X b
N

10
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W zapisie stéw bedziemy pomija¢ nawiasy i przecinki. Zamiast zapisu
(ay,a9,...,a,), gdzie a; € A, n > 1, bedzie stosowany zapis ajas . .. a,. Sym-
bol operacji - rowniez bedzie pomijany, czyli zamiast v - v, gdzie u,v € A*,
bedzie pisane uv. Dlugos$é slowa u € A*, czyli dlugo$¢ ciagu, bedziemy
oznaczaé przez |ul, przez |ul,, gdzie a € A, oznaczaé liczbe wystapien litery a
w stowie u, a przez Alph(u) zbior liter wystepujacych w stowie w.

W dalszej czesci ograniczymy sie do monoidéw wolnych nad skoriczonymi
alfabetami. Bedziemy uzywaé nastepujacej terminologii. Niech A bedzie alfa-
betem. Stowo x € A* jest podslowem stowa w € A*, jesli jest jego podcia-
giem, segmentem, jesli istnieja stowa u, v € A* takie, ze w = uxv, prefiksem,
jesli x jest segmentem w oraz u = ¢, sufiksem, gdy x bedzie segmentem w
oraz v = €.

Przyktad 2.10. Niech A = {a} bedzie alfabetem jednoliterowym i A* =
{a" | n € N}, przyjmujemy, ze a® = ¢. Woéwczas A* z dzialaniem skladnia
jest izomorficzny z monoidem (N, +). Funkcja dtugosci stowa p(a™) = n jest
izomorfizmem tych monoidow.

2.5 Kongruencje i monoidy ilorazowe

Niech (M, ) bedzie monoidem. Relacja rownowaznosci ~C M x M jest kon-
gruencja o ile jest zgodna z dzialaniem monoidowym

Ve,y,u,v € M) zRuANyRv=>2 -y u-v.

Jesli relacja = jest kongruencja, to na zbiorze ilorazowym M/, dzialanie
M/ X M~ — M/, gdzie [2]~ - [y]~ = [ - y]~, jest poprawnie okreslone.
Indeks =~ bedzie przewaznie pomijany, gdy kongruencja = bedzie ustalona.
Zbior ilorazowy z tak okreslonym zlozeniem oraz jedynka [1/]~ tworzy mo-
noid, ktory nazywamy monoidem ilorazowym M przez kongruencje ~.

Niech M bedzie monoidem, a M/~ monoidem ilorazowym. Morfizmem
kanonicznym nazywamy morfizm | |: M — M/~, ktory kazdemu elementowi
m € M przyporzadkowuje jego klase abstrakeji [m] € M/~. Odwrotnie, kazdy
morfizm ¢: M — N z monoidu M do monoidu N wyznacza kongruencje
~C M x M:

Ty = () = 0y).

Niech ~C M x M bedzie relacja binarna na monoidzie M. Kongruencja ge-
nerowang przez ~ nazywamy najmniejsza kongruencje zawierajgca ~. Kon-
strukcja kongruencji jest nastepujaca. Najpierw okres§lamy relacje ~C M x M:

T~y < (Ju,v,p,g € M) x=upv Ny =uqu A (p~qVq~p).
Zwrotne i przechodnie domkniecie ~* relacji = jest szukana kongruencja. Przez

M/, gdzie ~ jest relacja binarna na monoidzie M, bedziemy rozumieli monoid
ilorazowy M przez kongruencje generowang przez ~.

11
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2.5.1 Dzialania na podzbiorach monoidu

Niech ~C M x M bedzie kongruencja w monoidzie M. Rozszerzmy morfizm
kanoniczny [ |: M — M/~ na zbiér potegowy 2M. Morfizm [ ]: 2M — 2M/~
przyporzadkowuje podzbiorowi X C M podzbior

[X] = {{m] | m e X} € M/x.

Wowcezas mowimy, ze podzbior X C M indukuje zbior [X]| C M/ ..
Splaszczeniem nazywamy odwzorowanie |J : 2Y/~ — 2M okreslone dla,
Y C M/~ nastepujaco

Uy ={meM|[mley}

Kolejna istotna operacja jest domknigcie C1 : 2 — 2M. Zamiast pisac
Cl(X), bedziemy uzywaé tradycyjnego zapisu X,

X={meM|[me[X]}=JX].

Mowimy, ze zbior X jest domkniety, jesli jest rowny swojemu domknieciu,
X=X

2.5.2 Przedstawienia rOwnaniowe

Niech A bedzie alfabetem i niech E = {u; ~ vy, ..., u, ~ v,} bedzie skoficzona
relacja w A*. Przedstawieniem réwnaniowym monoidu ilorazowego A*/.
nazywamy pare (A; E). Przy opisywaniu relacji F, zamiast symbolu ~, be-
dziemy uzywac¢ symbolu réwnosci =.

Przyktad 2.11. Niech M = (a,b;ab = ba = €). Monoid M jest izomorficzny
z monoidem (Z,+) liczb catkowitych z dodawaniem. Dwa elementy monoidu
wolnego sg rownowazne wtedy i tylko wtedy, gdy roznice liczby wystapien liter
a i b sy rowne.

Przyklad 2.12 (Pierwszy raz o monoidach §ladéw). Monoidy sladow
mozna zadaé¢ przedstawieniem réwnaniowym. Wowcezas zbior E, to rownania
postaci ab = ba, gdzie a,b € A. Najprostszy monoid sladow, to (a, b; ab = ba).
Wowczas dla dowolnego stowa w € A*, jego klasa abstrakcji wyglada nastepu-
jaco

[w] ={ve A [ |ve = |wla Alvlo = |wl}-

2.6 Podzbiory racjonalne

Wyrazenia regularne i jezyki przez nie definiowane to pojecia doskonale znane
z klasycznej teorii jezykow formalnych. Uogdlnienia tych poje¢ dla dowolnych
monoidow nazywamy wyrazeniami i zbiorami racjonalnymi.

Definicja 2.13. Niech (M, -) bedzie monoidem. Klasa zbioréw racjonal-
nych Rat(M) to najmniejsza rodzina podzbioréw monoidu M spelniajaca
nastepujace warunki

12
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e zbior pusty O € Rat(M) i dla kazdego m € M, singleton {m} € Rat(M),

e jesli X,Y C M sa racjonalne, to ich suma X UY € Rat(M), ztozenie
X Y € Rat(M) oraz gwiazdka X* € Rat(M) sa zbiorami racjonalnymi.

Definicja 2.14. Zbiorem wyrazen racjonalnych REX (M) nad monoidem
M nazywamy najmniejszy zbior stow nad alfabetem MU{U, -, (,),*,0} taki, ze:

e ) € REX (M) — symbol zbioru pustego jest wyrazeniem racjonalnym,
e dla kazdego elementu m € M, stowo (m) € REX (M),

e jedli stowa R, S € REX (M) sa wyrazeniami racjonalnymi, to stowa (RU
S), (R-S) oraz (R)* sa wyrazeniami racjonalnymi.

Kazde wyrazenie racjonalne jednoznacznie wyznacza zbiér racjonalny. Jesli
R € REX (M) jest wyrazeniem racjonalnym, to przez L(R) oznaczamy zbior
wyznaczony przez wyrazenie R. Jesli R = (), to L(0) = 0, jesli R = m, gdzie
m € M, to L(m) = {m}. Jesi R = (RiURy), to L(R;URy) = L(Ry)UL(Ry),
gdy R = (Ry - Ry), to L(Ry - Ry) = L(Ry) - L(Ry), a gdy R = (R}), to
L(R;) = (L(Ry))*. Dla przejrzystosci zapisu wrazen racjonalnych, bedziemy
pomijaé¢ zbedne nawiasy przyjmujac jednoczesnie, ze gwiazdka ma najwyzszy
priorytet, a skltadanie wyzszy od sumy. Czesto bedziemy opuszczaé symbol
sktadania.

Przyktad 2.15. Niech A = {a, b} bedzie alfabetem i A* monoidem wolnym.
Wezmy jezyk L C A* wszystkich stow parzystej dtugosci nad alfabetem A.
Jezyk L jest racjonalny, a wyrazenie go wyznaczajace jest postaci (aa U ab U
ba U bb)*.

Dla dowolnego zbioru racjonalnego Z C M istnieje nieskonczenie wiele wyrazen
racjonalnych R € REX (M) takich, ze L(R) = Z.

Przyktad 2.16. Niech A = {a,b} bedzie alfabetem. Wyrazenie racjonalne
(a Ub)* wyznacza caly monoid A*, podobnie wyrazenie (a*b*)*.

Niech A bedzie skoniczonym alfabetem. Tradycyjnie dla monoidéw wolnych A*
przyjmuje sie w bazie definicji, ze singletony liter (a nie wszystkich stow) sa
zbiorami racjonalnymi. Oczywiscie jest to rownowazna definicja, gdyz A* jest
generowany przez alfabet A. Wyrazenia racjonalne nad monoidem wolnym A*
nazywa¢ bedziemy wyrazeniami regularnymi.

2.6.1 Wlasnosci zbioréw racjonalnych

Dla dowolnego monoidu M, wprost z definicji klasy zbioréw racjonalnych
Rat(M) wynika, ze singletony i zbiér pusty sa zbiorami racjonalnymi oraz
klasa ta jest zamknieta na zlozenie, sume oraz operacje gwiazdki. Ponadto
dla dowolnych dwoch monoidow M i N oraz dowolnego morfizmu monoidow
¢ : M — N, jesli zbior X € Rat(M) jest racjonalny w monoidzie M, to jego
obraz morficzny ¢(X) C N jest racjonalny w monoidzie N.

13
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Stwierdzenie 2.17. Monoid M jest zbiorem racjonalnym wtedy i tylko wtedy,
gdy jest skoriczenie generowany.

Dowdd. Jesli monoid jest skonczenie generowany i zbior G = {mq,...,m,}
jest zbiorem generatorow, to M = (m; U...Um,)*, wiec jest racjonalny.

Teraz pokazemy, ze jesli istnieje wyrazenie racjonalne definiujgce monoid
M, to jest on skonczenie generowany. Niech R € REX (M) bedzie wyrazeniem
racjonalnym. Niech X C M bedzie zbiorem elementéw z M wystepujacych
w wyrazeniu R.

Najpierw pokazemy, ze zbior L(R) C X*. Przeprowadzmy indukcje struk-
turalng. Dla wyrazeni prostych (), m, gdzie m € M, zawieranie jest oczywi-
ste. Przypusémy, ze dla wyrazeii Ry i Ry zachodza implikacje L(R;) C X7,
L(Ry) C X3, gdzie X, X, sa zbiorami elementow z M wystepujacych w wyra-
zeniach R; i Ry odpowiednio. Jesli R = Ry U Ry, to X = X; U X5 oraz
L(R) = L(R) UL(R2) C X{UX; C X* Jesli R= R1Ry, to X = X; UX,
oraz L(R) = L(Ry)L(R2) C X;7X5 C X*. Jesli R = R;, to X = Xj i stad
L(R) = L(Ry)* C (X*)* = X*. Ponadto z indukcji wynika, ze zbior X jest
zbiorem skonczonym.

Jesli istnieje wyrazenie racjonalne R € REX (M) definiujace M, to monoid
M = L(R) zawarty jest w zbiorze X*, gdzie X C M to zbiér elementow z M
wystepujacych w wyrazeniu R. Poniewaz X* C M i X jest skonczony, to
M = X*, a wiec M jest skoniczenie generowany. O]

Istniejg monoidy, w ktorych klasa zbioréw racjonalnych nie jest zamknieta
wzgledem roznicy, czesci wspolnej, dopelnienia oraz przeciwobrazu morficz-
nego. Pokazuja to ponizsze przyktady.

Przyklad 2.18 (Cze$é wspdlna i réznica wyprowadzaja poza Rat).
Niech M = (a,b,c;ab = ba,bc = cb). Zbiory X = [a]*[bc]*, Y = [ab]*[c]* €
Rat(M) sa racjonalne, ale ich czes¢ wspolna X NY = {[a"b"c"]|n > 0} nie jest
zbiorem racjonalnym, co zostanie pokazane w podrozdziale 2.7.3.

Stosujac prawa de Morgana X NY = (X' UY’') otrzymujemy, ze co
najmniej jedno z dopelnien wyprowadza poza klase zbioréw racjonalnych.
Zbiory X' = [a]*[bc]"([b][b]" U [c][c]") U (la] U [b] U [c])*[ca]([a] U [c])" 1 ¥ =
([o][o]" U la][a]")]ab]*[c]" U ([a] U [b] U [c])*[ca](la] U [c])* sa racjonalne, wiec
X'UY' € Rat(M), stad (X' UY’) ¢ Rat(M). Zatem dopekienie i roznica,
wyprowadzaja z Rat(M) (bo (X' UY") =M\ (X" UY")).

Przyklad 2.19 (Nieracjonalny przeciwobraz morficzny). Niech A =
{a,b} i M = (a,b;ab = ba). Niech ¢ : A* — M bedzie morfizmem monoidow
takim, ze p(a) = [a] 1 p(b) = [b]. Wowczas przeciwobraz racjonalnego zbioru
(ab)* jest rowny ¢ '((ab)*) = {w € A* | |w|, = |w|y} i nie jest to zbior
racjonalny, co zostanie pokazane w podrozdziale 2.7.3.
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2.7 Podzbiory rozpoznawalne

Zbiory rozpoznawalne mozna definiowa¢ na kilka réwnowaznych sposobéw.
Pierwotna definicja, od ktérej pochodzi nazwa tych podzbioréw, wykorzystuje
pojecie automatu, inne wykorzystuja pojecia ilorazu lewostronnego badz mo-
noidu syntaktycznego.

Definicja 2.20. Automatem monoidowym nazywamy piatke
A = <MaQ757q07F>a

gdzie M jest monoidem, () jest skoniczonym zbiorem stanéw, 6 C Q) x M x Q)
jest relacja przejscia taka, ze dla dowolnych ¢, p,r € QQ oraz m,n € M, zachodzi
(q,1ar,p) € 6 wtedy i tylko wtedy, gdy p = ¢ oraz jesli (¢, m,p) € di (p,n,r) €
d, to (¢g,mn,r) € 0, stan gy € @ jest wyr6znionym stanem poczatkowym, a
F C @ jest podzbiorem stanéw koricowych.

Automat nazywamy deterministycznym, jesli {((¢,m),p)|(q, m,p) € 6} jest
funkcja (czesciowa), czyli jesli (¢,m,p) € i (q,m,p’) € §, to p = p'. Rozwaza-
jac automaty deterministyczne bedziemy pisa¢ d(q, m) = p zamiast (¢, m,p) €
0. Automat nazywamy skoniczonym o ile ma skonczony zbior standw.

Moéwimy, ze automat A rozpoznaje (akceptuje) zbior L(A) = {m €
M| (3¢ € F) (qo,m,q) € 6}. Minimalnym automatem deterministycznym,
w skrocie m.d.a., nazywamy automat deterministyczny A, ktérego moc zbioru
stan6ow jest najmniejsza sposroéd wszystkich deterministycznych automatow
rozpoznajacych jezyk L(A).

W przypadku monoidéw wolnych, automaty czesto bedziemy przedstawiaé
jako etykietowane grafy zorientowane. Niech A = (A* Q, d, qo, F') bedzie auto-
matem. Zbior stanéw () odpowiada zbiorowi wierzchotkow, krawedz ze stanu
p € Q do stanu ¢ € @ istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje litera a € A
taka, ze (p,a,q) € §. Wowczas etykieta krawedzi jest podzbior liter spelnia-
jacych powyzszy warunek. Stan poczatkowy oznaczamy zewnetrzng strzatka
do niego prowadzaca, stany koncowe wyrozniamy podwéjnym kotkiem. Stowo
jest akceptowane przez automat A, jesli istnieje $ciezka od stanu poczatko-
wego do stanu koncowego taka, ze kolejne litery stowa naleza do zbioru etykiet
kolejnych krawedzi.

Definicja 2.21 (Zbiér rozpoznawalny). Podzbior X C M monoidu M jest
rozpoznawalny wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje skoriczony deterministyczny
automat monoidowy akceptujacy X. Klase zbioréw rozpoznawalnych monoidu
M oznaczamy przez Rec(M).

Mozna pokazac, ze jesli zbior X jest akceptowany przez niedeterministyczny
skoniczony automat, to istnieje skoniczony deterministyczny automat rozpozna-

jacy X.

Przyktad 2.22. Niech A = {a,b} bedzie dwuliterowym alfabetem. Jezyk
L = (ab)* C A* jest zbiorem rozpoznawalnym i deterministyczny automat
A= (A" {q,p},6,q,{q}), gdzie 6(¢,a) = pid(p,b) = q, akceptuje L. Rysunek
2.3 przedstawia automat jako graf.
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a
o>
b

Rysunek 2.3: Skonczony automat rozpoznajacy jezyk (ab)*

2.7.1 Ilorazy lewostronne

Definicja 2.23. Niech M bedzie monoidem, X C M podzbiorem oraz m € M
elementem monoidu. Ilorazem lewostronnym X przez m nazywamy zbior

m X ={neM|mneX}

Zbiér wszystkich ilorazéw lewostronnych zbioru X C M oznaczamy przez
LQ(X) = {m™'X | m € M}. Lewostronna relacja syntaktycznag wyz-
naczong przez zbior X C M nazywamy relacje LSx C M x M:

LSx ={(m,n)e M x M | m'X =n"'X}.

Zauwazmy, ze indeks LSx jest doktadnie rowny mocy LQ(X). Latwo spraw-
dzi¢, ze lewostronna relacja syntaktyczna jest relacja réwnowaznosci, ale nie
jest kongruencja.

Przyktad 2.24. Niech A = {a,b}. Wezmy jezyk L = {aa,ba} C A*. Tlorazy
lewostronne a='L i b~'L sg sobie rowne i skladaja sie z jednego elementu
a, stad (a,b) € LSp. Oczywiscie (a,a) € LSy, ale juz (aa,ab) ¢ LSy, bo
(aa)™'L = {e}, a (ab)"'L = (). Stad LSy, nie jest kongruencja.

Relacja LSx jest prawa kongruencja, to znaczy, ze dla dowolnych elementow
m,n € M jesli (m,n) € LSx, to dla kazdego v € M zachodzi (mv,nv) € LSx.

Stwierdzenie 2.25. Zbior jest rozpoznawalny wtedy i tylko wtedy, gdy ma
skonczong liczbe ilorazow lewostronnych.

Dowaod. Niech M bedzie monoidem, X C M jego rozpoznawalnym podzbio-
rem oraz A skoficzonym deterministycznym automatem akceptujacym X. Za-
uwazmy, ze jesli A = (M, Q, 0, qo, F) jest automatem, todlam € M, m 'L(A) =
L(A"), gdzie A = (Q, M, 0,0(q0,m), F'). Zatem jesli §(qo,m) = d(qo,n), to
m~L(A) = n"'L(A). Stad liczba ilorazow lewostronnych jest nie wieksza niz
ilog¢ stanéw w automacie A, a wiec skoriczona.

Przypusémy, ze zbiér X ma skoriczong liczbe ilorazéw lewostronnych. Wow-
czas istnieje skonczony automat A = (M, Q, 8, qo, F), gdzie Q = {m™'X | m €
My, qo=1y"'X=X,F={m X |me X}oraz §(m1X,n) = §(X,mn) =
(mn)~1X. O
Przyktad 2.26. Niech A = {a,b} oraz L = {a"b" | n > 0} C A* bedzie
jezykiem stow. Jezyk L nie jest rozpoznawalny, poniewaz dla dowolnego n € N,
stowo 0™ € (a™)"'L wtedy i tylko wtedy, gdy m = n. Stad dla m # n
mamy (a™) 'L # (a") 'L, a wiec jezyk L ma nieskoriczenie wiele ilorazow
lewostronnych. Ze stwierdzenia 2.25 wynika, ze L nie jest rozpoznawalny.
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2.7.2 Ilorazy wewnetrzne

Definicja 2.27. Niech M bedzie monoidem i X C M jego podzbiorem. Ilora-
zem syntaktycznym (lub wewnetrznym) zbioru X przez element m € M
nazywamy zbior

X//m={(x,y) € M x M | amy € X}.

Relacja syntaktyczna wyznaczona przez podzbior X nazywamy relacje
SYxy C M x M:

SYx ={(m,n) e M x M | X//m = X//n},
roéwnowaznie
SYx ={(m,n)e M xM | (Vx,ye M) zmy € X & axny € X}.

Stwierdzenie 2.28. Niech M bedzie monoidem + X C M jego podzbiorem.
Wowczas relacja syntaktyczna SYx wyznaczona przez podzbior X C M jest
kongruencjq.

Dowdd. Symetrycznosé, zwrotnos$é i przechodnios$é wynikaja wprost z definicji.
Pokazemy, ze jesli (m,n), (m/,n') € SYx, to (mm/,nn’) € SYx. Dla dowolnych
z,y € X zachodzi zmy € X < zny € X. W szczegbdlnosci zm(m'y) € X <
zn(m'y) € X. Poniewaz (m/,n') € SYx, to (zn)m’'y € X & (zn)n'y € X.
Otrzymalismy, ze dla dowolnych z,y € M zachodzi réwnowaznosé xmm'y €
X & ann'y € X, czyli (mm/,nn') € SYx. O

Monoidem syntaktycznym wyznaczonym przez podzbior X C M nazy-
wamy monoid ilorazowy M/gy .

Stwierdzenie 2.29. Niech M bedzie monoidem oraz X C M podzbiorem.
Monoid syntaktyczny zbioru X jest skonczony wtedy @ tylko wtedy, gdy X ma
skoniczong liczbe ilorazow lewostronnych.

Dowaod. Niech X ma skoriczong liczbe ilorazéw wewnetrznych. Zauwazmy, ze
{1}xm™'X = X//mn{1}x M. Stad, jesli X//m = X//m',tom™' X =m' ' X.
Zatem liczba roznych ilorazow lewostronnych jest nie wieksza niz liczba réznych
ilorazow wewnetrznych.

Niech X € M ma skoriczona liczbe k ilorazéw lewostronnych. Pokazemy,
ze liczba ilorazow wewnetrznych jest rowniez skoniczona. Zauwazmy, ze

X/fm = |J{x} x (am)'X
zeM
oraz jesli 71X = 2/7'X, to (zm)"'X = (2'/m)'X. Stad X//m = {[z] x
(zm)'X | 2 € M}, gdzie [z] = {2/ € M | 27'X = 2/"'X}. Liczba r6s-
nych zbiorow [z] jest rowna liczbie ilorazow lewostronnych, czyli rowna k. Za-
tem liczba réznych ilorazéw wewnetrznych nie jest wieksza od liczby wszyst-
kich funkcji z k-elementowego zbioru wszystkich klas {[z| | x € M} do k-
elementowego zbioru ilorazow lewostronnych {m™'X | m € M}, poniewaz
kazdy element m € M wyznacza jedna funkcje [z] — (zm)~'X. Stad réznych
ilorazow wewnetrznych jest nie wiecej niz k*. O]
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Whiosek 2.30. Zbior jest rozpoznawalny wtedy i tylko wtedy, gdy jego monoid
syntaktyczny jest skonczony.

2.7.3 Wlasnosci zbioréw rozpoznawalnych

Stwierdzenie 2.31. Niech M bedzie dowolnym monoidem. Wowczas zbior M
i zbior pusty O sq rozpoznawalne.

Dowdd. Zauwazmy, ze dla dowolnego m € M mamy m~*M = M oraz m~() =
(), wiec zbiory M i () majg po jednym ilorazie lewostronnym, stad sg rozpozna-
walne. O

Stwierdzenie 2.32. W dowolnym monoidzie M klasa zbiorow rozpoznawal-
nych Rec(M) zamknieta jest na dziatanie sumy, réznicy, dopelnienia i czesci
wspolney.

Dowdd. Niech X,Y € Rec(M) i niech k = [{z7'X | 2 € M}| oraz | =
Hy 'Y | y € M}|. Zauwazmy, ze dla dowolnego x € M zachodzi z~'(X U
V)= (z'X)U (@ 'Y), z7(XNY) = (z'X)N(z7'Y) oraz 271 (X \ V) =
(x71X)\ (z7'Y). Stad liczba ilorazoéw lewostronnych zbiorow X UY, X NY
i X\ 'Y jest skoniczona i jest nie wieksza niz kl. Stad i ze stwierdzenia 2.31
wynika, ze dopelnienie X' = M \ X jest rozpoznawalne. O

Twierdzenie 2.33 (Twierdzenie o splaszczeniu). Niech M bedzie mono-
idem, ~C M x M kongruencjq na M oraz M/~ monoidem ilorazowym wy-
znaczonym przez =~. Niech X C M/~ bedzie podzbiorem monoidu ilorazowego.
Wowczas

X € Rec(M/~) <= | J X € Rec(M).

Dowad. Korzystajac ze stwierdzenia 2.25 wystarczy pokazad, ze liczba ilorazow
lewostronnych zbiorow X i |J X jest jednakowa.

Niech a = [m]ipg=[n|dlaa,f € M/~ im,n € M. Zauwazmy, ze zacho-
dza rownosci o' X = [m N (J X)], 871X = [n" (U X)] oraz rownowaznosé

i (UX)] = (U X)) = m (X)) =2 (U X):
Stad
o' X =X = m N (JX)=n"(JX),
wiec X i JX maja te sama liczbe ilorazow lewostronnych. O

Poniewaz kazdy morfizm monoidéw wyznacza kongruencje, otrzymujemy wnio-
sek:

Whniosek 2.34. Niech M ¢ N bedg monoidami, a @: M — N morfizmem
monoidéw. JesliY € Rec(N), to o= (Y) € Rec(M).

Klasa zbiorow rozpoznawalnych w dowolnym monoidzie nie jest zamknieta na
ztozenie 1 operacje gwiazdki. Dla dowolnego monoidu nie kazdy singleton jest
zbiorem rozpoznawalnym i klasa ta nie zawsze jest zamknieta na morficzne
obrazy.
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Przyktad 2.35 (Nierozpoznawalny singleton). Niech M = (a,b; ab = ¢€).
Zbiory [a] C Rec(M) i [b] € Rec(M) sa zbiorami rozpoznawalnymi, natomiast
ich ztozenie, ktore jest singletonem, [a][b] = [ab] = {a™V™ | n > 0} nie jest
rozpoznawalne, na mocy z przyktadu 2.26 i twierdzenia 2.33.

Przyklad 2.36 (Gwiazdka wyprowadza poza Rec). Niech M = (a, b;ab =
ba). Nietrudno sprawdzi¢, ze jezyk [ab] C M jest rozpoznawalny. Natomiast
jezyk T' = [ab]* wobec twierdzenia 2.33 1 przyktadu 2.26 nie jest rozpoznawalny.

Zauwazmy, ze jezyki w przykladach 2.35 i 2.36 sa racjonalne. Przyktady te
pokazuja, ze istnieja jezyki racjonalne, ktore nie sa rozpoznawalne.

Szczegbdlnymi monoidami sa monoidy wolne skonczenie generowane. Dla nich
zachodzi twierdzenie Kleene’go ([17]).

Twierdzenie 2.37 (Twierdzenie Kleene’go). Niech A bedzie skoriczonym
alfabetem oraz L C A* jezykiem stow nad A. Wiowczas

L € Rat(A*) <= L € Rec(A").

Poniewaz w skoniczenie generowanych monoidach wolnych klasy jezykow racjo-
nalnych i jezykow rozpoznawalnych sa réwne, to w tych monoidach uzywamy
dla nich wspolnej nazwy — klasa jezyké6w regularnych i oznaczamy przez
Reg(A*), gdzie A jest skonczonym alfabetem.

Przyktad 2.38. Niech A = {a,b} i L = a*b*. Jezyk L jest racjonalny, bo jest
zdefiniowany przez wyrazenie racjonalne i jest rozpoznawalny (rysunek 2.4).

Rysunek 2.4: Automat rozpoznajacy jezyk a*b*.

Dla dowolnych monoidéw zachodzi stabsze twierdzenie.

Twierdzenie 2.39. Monoid M jest skoriczenie generowany wtedy i tylko wte-
dy, gdy Rec(M) C Rat(M).

Dowdd. (=) Niech {my,...,my} bedzie zbiorem generatorow M. Niech A =
{ai,...,ax} i p: A* — M bedzie morfizmem, gdzie ¢(a;) = g; dlai=1,... k.
Niech Y € Rec(M). Poniewaz przeciwobrazy morficzne nie wyprowadzaja
poza klase zbioréw rozpoznawalnych i w A* zachodzi twierdzenie Kleene’go, to
¢ 1Y) € Rec(A*) = Rat(A*). Morfizmy nie wyprowadzaja z klasy zbiorow
racjonalnych, wiec Y = p(p~1(Y)) € Rat(M).

(«<=)Wiemy, ze dla dowolnego monoidu M € Rec(M). Z zatozenia M €
Rat(M). Korzystajac ze stwierdzenia 2.17 otrzymujemy, ze M jest skoriczenie
generowany. O
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Niech A bedzie skoriczonym alfabetem. Klasa jezykow regularnych Reg(A*)
ma dobre wlasnosci klas jezykéw rozpoznawalnych i racjonalnych — jest zam-
knieta na operacje teoriomnogosciowe sumy, czesci wspolnej, réznicy i dopel-
nienia, na operacje algebraiczne ztozenia i gwiazdki oraz na morficzne obrazy
i przeciwobrazy.

Przyktad 2.40 (Przyktad 2.18 cd.). Niech M = (a,b, c;ab = ba, ac = ca).
Korzystajac z twierdzenia Kleene’go pokazemy, ze zbior Z = {[a"b"c"||n > 0}
z przyktadu 2.18 nie jest racjonalny. Niech ¢ : M — {a,c}* bedzie morfi-
zmem monoidow takim, ze ¢([a]) = a, ¢([b]) = €1 ¢([c]) = ¢. Z przyktadu
2.26 wynika, ze obraz morficzny p(Z) ¢ Reg. Poniewaz morfizmy zachowuja
racjonalnosé, to Z ¢ Rat(M).

Przyktad 2.41 (Przyklad 2.19 cd.). Niech A = {a,b} i M = (a,b;ab =
ba). Do pokazania, ze przeciwobraz morficzny nie zachowuje racjonalnosci
wystarczy pokazaé, ze jezyk L ={w € A | |w|, = |w|p} ¢ Reg(A*). Poniewaz
LNa*t* ={a™" | n > 0} ¢ Reg(A*), to rowniez L ¢ Reg(A*).

2.8 Problemy decyzyjne

Problemy decyzyjne maja nastepujaca postac:

Dziedzina: klasa obiektow, ktore chcemy zbadac,
Pytanie: pytanie o wlasnos¢ obiektu.

Nieformalnie moéwimy, ze problem decyzyjny jest rozstrzygalny, jesli istnieje
algorytm, ktory zawsze odpowiada czy obiekt (nalezacy do dziedziny) posiada
dana wlasnosé, czy nie.

Formalne opisanie kiedy problem decyzyjny jest rozstrzygalny, wymaga
sprecyzowania pojecia ,algorytm”, jak réwniez sprecyzowania, w jaki sposob
maja by¢ opisane obiekty, ktore chcemy bada¢. W tym podrozdziale przedsta-
wiona zostanie jedynie ogdlna idea wykorzystujaca pojecie maszyny Turinga,
pominiete zostang techniczne szczegoly.

2.8.1 Maszyna Turinga i problem stopu

W literaturze mozna znalez¢ wiele rownowaznych definicji maszyny Turinga,
ponizsza z przyktadami pochodzi z [33].

Definicja 2.42. Maszyng Turinga nazywamy trojke (S, Ar, F'), gdzie:
1. Zbiory S'i Ar sa roztaczne, zbior S jest zbiorem stanéw, Ap alfabetem.

2. Element sq € S jest stanem poczatkowym, # € As znacznikiem ogra-
niczenia, a podzbior S; C S zbiorem stanéw koncowych. Zbiér A =
Ar \ {#} jest niepusty, a element o € A jest wyrdézniony.

3. Zbior F jest zbiorem produkcji nastepujacej postaci:
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(i
(ii

) sia — s;b (nadpisanie),
)

(iii) s;a# — asjo# (przesunigcie w prawo i rozszerzenie),
)
)

siac — as;c (przesuniecie w prawo),

(iv) cs;a — s;jca (przesuniecie w lewo),

(v) #s;a — #sjoa (przesuniecie w lewo i rozszerzenie),

gdzie s;,s; € S oraz a,b,c € A, przy czym dla kazdych s;,s; € Sia € A, zbior
F zawiera oba typy produkeji (iii) i (ii) dla dowolnego ¢ (odpowiednio (v) i (iv)
dla dowolnego ¢) lub nie zawiera zadnej produkeji (iii) i (ii) (odpowiednio (v)
i (iv)). Ponadto dla ustalonych s; € S'ia € A, stowo s;a nie jest jednoczesnie
podstowem lewych stron dwoch produkeji z typow (i), (ii) i (v).

Moéwimy, ze stowo sw, gdzie s € S i w € A*, jest martwe wtedy i tylko
wtedy, gdy w nie zaczyna sie na litere a € A taka, ze sa jest podstowem
lewej strony produkcji z F. Nieformalnie, zbiér I’ wyznacza relacje przejscia
=C #ASAH# x #A*SA*#, gdzie Hwsiv# = H#w'sv'#, gdy w' powstaje
z w i v powstaje z v, po zastosowaniu jednej z produkcji do podstow w i v
w stanie s; do sy. Zwrotne i przechodnie domkniecie relacji = oznaczamy
przez =*. Jezyk akceptowany przez maszyne Turinga TM definiowany jest
nastepujaco:

L(TM) = {w € A%|#sow# =" #wisywe#, gdzie s; € Sy, wy, wy € A*

oraz sywe# jest martwe}.

Problem decyzyjny jest rozstrzygalny, jesli istnieje maszyna Turinga taka, ze
majgc dany obiekt opisany skonczonym stowem, zawsze zatrzyma sie w sta-
nie akceptujacym s*, gdy dany obiekt posiada badana wlasno$é¢ oraz zawsze
zatrzyma sie w stanie s, gdy obiekt tej wlasnosci nie posiada.

Opisujac poprawny algorytm pokazujemy, ze problem decyzyjny jest roz-
strzygalny. Aby udowodni¢, ze dany problem jest nierozstrzygalny, trzeba
pokazaé, ze nie istnieje maszyna Turinga rozstrzygajaca dany problem. Naj-
czesciej pokazuje sie to posrednio, sprowadzajac jakis problem, o ktorym juz
wiadomo, ze jest nierozstrzygalny, do problemu aktualnie badanego.

Przykltad 2.43. Jednym z najbardziej znanych i wykorzystywanych proble-
mow nierozstrzygalnych jest problem stopu dla maszyny Turinga

,Czy dana maszyna Turinga majaca na wejsSciu dane slowo, zatrzyma sie?”

Niech TM bedzie maszyna Turinga. W alfabecie maszyny zakodujmy jej alfa-
bet bez symbolu #, zbiér stanéw, symbol — i dodatkowy symbol separujacy.
Przez stowo wrys bedziemy oznacza¢ stowo powstate z zapisania kolejno zako-
dowanych produkcji, oddzielonych zakodowanym symbolem separujgcym. Be-
dziemy mowic¢, ze maszyna Turinga jest samotestujaca, jesli majac na wejsciu
stowo wryy, zatrzyma sie.

Przypu$émy, ze istnieje maszyna Turinga TM,, ktéra majac na wejsciu
stowo wrys zatrzymuje sie w stanie s™, gdy maszyna TM jest samotestujaca,
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oraz w stanie s~, gdy TM nie jest samotestujaca. Nietrudno przerobi¢ maszyne
TMg na maszyne TM;y, ktéra nie zatrzymuje si¢ na stowie wyys, jesli TM jest
samotestujaca i zatrzymuje siec w stanie s—, gdy TM nie jest samotestujaca.
Zauwazmy, ze TM; zatrzymuje sie na wry, wtedy i tylko wtedy, gdy TM;
nie zatrzymuje sie na wryy,. Sprzecznosé. Stad problem samotestowania jest
nierozstrzygalny.

Problem stopu za dane bierze dowolng maszyne Turinga i dowolne stowo.
Problem samotestowania jest wiec szczegdlnym przypadkiem problemu stopu.
Poniewaz problem samotestowania jest nierozstrzygalny, wiec problem stopu
jest réwniez nierozstrzygalny.

Dla danej maszyny TM mozna skonstruowa¢ maszyne TM;, ktéra akcep-
tuje doktadnie te stowa, na ktorych maszyna TM zatrzymuje sie. Dla takiej
maszyny Turinga TM; mozna skonstruowa¢ gramatyke kontekstowa G gene-
rujaca jezyk L(TM;). Wowczas stowo w € L(TM;) wtedy i tylko wtedy, gdy
TM; zatrzymuje sie, gdy na wejsciu ma stowo w. Problem nalezenia stowa do
jezyka generowanego przez dang gramatyke kontekstowa jest wiec nierozstrzy-
galny.

Brakujace konstrukcje i szczegoty techniczne mozna znalez¢ miedzy innymi
w [33] 1 [16].

2.8.2 Problem odpowiedniosci Posta

Definicja 2.44. Problemem odpowiednio$ci Posta nazywamy czworke
PCP = (A,n, X,Y),

gdzie A jest alfabetem, n > 1 oraz

X:(Ilax%"'v:pn)v Y:(y17y27"'7yn)

sa n-kami niepustych stow nad alfabetem A. Rozwigzaniem problemu odpo-
wiedniodci Posta nazywamy niepusty skoniczony ciag indeksow (iy, .. ., i) taki,
ze

Tiy o Tiy = Yiy - Yig-

Przyklad 2.45. Rozwigzaniem problemu odpowiedniosci Posta
({a,b},3, (a®, b, ab?), (a*b, ba, b))

jest ciag (1,2,1,3)
a’b*a’ab® = a®bbaa’bh.
Twierdzenie 2.46. Problem ,Czy dany problem odpowiedniosci Posta posiada

rozwigzanie?” jest nierozstrzygalny.

Dowo6d wykorzystuje nierozstrzygalnosé problemu nalezenia do jezyka gene-
rowanego przez kontekstowa gramatyke. Dla ustalonej gramatyki kontekstowe]
G i danego stowa konstruuje sie problem odpowiedniosci Posta, ktory posiada
rozwiazanie wtedy i tylko wtedy, gdy stowo nalezy do jezyka L(G).
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Rozdzial 3
Monoidy Sladow

Pierwszy raz czesciowo przemienne monoidy wolne wprowadzili Cartier i Foata
w [2] w 1969 roku. Jednak slady jako modele opisujace zachowania systemow
wspotbieznych, zostaly wprowadzone przez Mazurkiewicza w [20] w roku 1977.

Alfabetem wspoéltbieznym nazywamy pare (A, I), gdzie A jest skoriczo-
nym alfabetem oraz I C A X A antyzwrotng i symetryczng relacja na alfabecie
A, zwang relacja niezalezno$ci lub niezalezno$cia. Jesli przyjmiemy, ze
litery reprezentuja akcje systemu wspotbieznego, to niezaleznosé opisuje, ktore
z akcji moga by¢ wykonywane wspotbieznie. Dopetnienie relacji niezaleznosci
D = A x A\ I nazywamy relacja zaleznosci lub zalezno$cia.

Niech (A, ) bedzie alfabetem wspoéltbieznym. Monoidem $ladéw na-
zywamy monoid ilorazowy monoidu wolnego A* przez kongruencje genero-
wana przez relacje niezaleznosci I C A x A i oznaczamy przez A*/I. Jesli
E = {ab = ba | alb}, to para (A; E) jest przedstawieniem réwnaniowym mono-
idu sladow A*/I. Elementy monoidu $ladow, czyli klasy abstrakecji kongruencji
generowanej przez niezalezno$¢, nazywamy §ladami, a podzbiory monoidu $la-
déw nazywamy jezykami sladéw. Slad stowa w € A* (§lad indukowany przez
stowo w) bedziemy oznaczaé przez [w]; lub [w], gdy relacja niezaleznosci bedzie
ustalona.

W dowolnym monoidzie sladow A*/I kazdy §lad zawiera skonczona liczbe
stow réwnej dtugosci. Dlugoscia §ladu o € A*/I nazywamy wspo6lng dtugosé
jego elementow tzn. jesli a = [w], to dlugosé sladu |a| = |w|. Przez Alph(«)
oznaczamy podzbior Alph(w) C A*, gdzie w € A* i a = [w].

Przyktad 3.1. Niech A*/I bedzie monoidem §ladow, gdzie A = {a,b} oraz
alb. Wowczas dla dowolnego w € A*, [w] = {v € A* | |w|, = [v]aA|lw]p = |V}

Alfabet wspolbiezny (A, I) mozna opisa¢ grafem nazywanym grafem zalez-
nosci. Graf zaleznosci jest grafem nieskierowanym, zbiorem jego wierzchotkow
jest alfabet A, a dwie litery a,b € A tworza krawedz wtedy i tylko wtedy, gdy
aDb, gdzie D = A x A\ I jest relacjg zaleznosci. Graf zaleznosci zwyczajowo
bedziemy oznaczaé¢ para (A, D). Dla przejrzystosci, w grafie nie zaznaczamy
zaleznosci elementow samych z soba.
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Przyktad 3.2. Niech (A, I) bedzie alfabetem wspoétbieznym, gdzie A = {a, b, ¢}
oraz alc, czyli aDb oraz bDc. Graf zaleznosci dla (A, I) to:

(A,D):a—b—c.

Moéwimy, ze podalfabety B,C' C A sa niezalezne i oznaczmy, BIC, gdy dla
kazdego b € B oraz ¢ € C zachodzi blc.

Ponizszy lemat opisuje istotna wtasnosé sladoéw. Jego dowodd mozna znalezé
miedzy innymi w [6].

Lemat 3.3 (Levi). Niech o, 3,v,5 € A*/I bedg sladami. Wdéwcezas ponizsze
zdania sq rownowazne

1. af =70

2. Istniejg Slady on, an, B, B2 € A*/I takie, ze o = ayan, = (1, 7 =
1B, 0 = aBy oraz Alph(an)l Alph(3,).

3.1 Grafy sladow

Niech (A, I) bedzie alfabetem wspétbieznym, D = A x A\ [ relacja zaleznosci
iw=a...a, € A" slowem. Grafem $ladu stowa w nazywamy tréjke
(V,E,}), gdzie

o V ={xy,...,2,} jest skonczonym zbiorem pozycji w stowie w — zbiorem
wierzchotkéw w grafie,

o \: V — A funkcja etykietujaca, gdzie (Vi) A(z;) = a;,

e £ CV xV zbiorem krawedzi, gdzie (z;,z;) € E wtedy i tylko wtedy,
gdy i < j oraz (A(x;), A(x;)) € D.

Stowa w,v € A* sa rownowazne wtedy i tylko wtedy, gdy ich grafy sladow sa
izomorficzne. Graf §ladu o« € A*/I, nazywamy graf izomorficzny z grafem
pewnego stowa w € A* indukujacego slad a.

Z definicji wynika, ze graf sladu jest acykliczny, a zwrotne i przechodnie
domkniecie relacji F jest czeSciowym porzadkiem na zbiorze V.

Przyktad 3.4. Niech A = {a,b, c,d, e} bedzie alfabetem z grafem zaleznosci

4Dy N
O
|

qa— D

d

Graf sladu [dabcaec] przedstawia rysunek 3.1.
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~— 1
C

N

Rysunek 3.1: Graf sladu [dabcaec]

3.2 Rozpoznawalne jezyki sladow

Niech (A, I) bedzie alfabetem wspotbieznym oraz A*/I monoidem $ladow.
Rozpoznawalne i racjonalne klasy jezykow $ladow bedziemy oznaczaé¢ Rec(A*/1)
i Rat(A*/I) odpowiednio.

Ponizsze twierdzenie jest szczegdlnym przypadkiem twierdzenia 2.33:

Twierdzenie 3.5 (Twierdzenie o splaszczeniu dla §ladéw). Niech (A, 1)
bedzie alfabetem wspotbieznym, oraz T C A*/1 jezykiem Sladow. Wiwczas

T € Rec(A*/I) <= | T € Reg(A").

Niech [ |: A* — A*/I bedzie morfizmem kanonicznym. Niech L C A*
bedzie jezykiem stow i [L] = {[w] | w € L} C A*/I indukowanym jezykiem
sladow przez L. Jeli L jest jezykiem regularnym, to [L] jest racjonalnym
jezykiem $ladow. Jezyk sladow T' C A*/I jest racjonalny wtedy i tylko wte-
dy, gdy istnieje indukujacy go regularny jezyk stow, tzn. taki L C A*, ze
[L] = T. Przyktad 2.36 pokazuje, ze racjonalny jezyk sladéw nie musi by¢
rozpoznawalny. Dla regularnego jezyka stow (ab)* indukowany jezyk sladow
[ab]* oczywiscie jest racjonalny, ale nie jest rozpoznawalny.

Jezyk stow L = |J[L] = {w € A* | (Jv € L)[v] = [w]} nazywamy domknie-
ciem jezyka L (wzgledem I). Twierdzenie 3.5 mozna sformutowaé¢ z punktu
widzenia jezykow stow:

Twierdzenie 3.6. Niech (A, I) bedzie alfabetem wspotbieznym oraz L C A*
jezykiem stow. Wowczas

[L] € Rec(A*/I) <= L € Reg(A*).

Rozpoznawalne jezyki sladow sa indukowane przez domkniete jezyki regu-
larne, przy czym doktadnie jednemu rozpoznawalnemu jezykowi sladéw, odpo-
wiada jeden domkniety regularny jezyk stow.

Klasa jezykow rozpoznawalnych w dowolnym monoidzie jest zamknieta na
sume zbiorow, czes¢ wspolna, roéznice oraz na przeciwobrazy morficzne. Po-
niewaz kazdy §lad zawiera skonczong liczbe elementéw, to z twierdzenia o
splaszczeniu wynika, ze w monoidach sladow kazdy singleton jest rozpozna-
walny. Przyktad 2.36 pokazuje, ze juz w najprostszym nietrywialnym monoi-
dzie §ladéw, operacja gwiazdki nie zachowuje rozpoznawalnosci. Zauwazmy,
ze w przykladzie 2.35 monoid M nie jest monoidem $ladow.
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Twierdzenie 3.7. Niech (A, 1) bedzie alfabetem wspotbieznym. Niech T,S €
Rec(A* /1) bedg rozpoznawalnymi jezykami Sladow. Wowcezas zlozenie TS €
Rec(A*/1) jest jezykiem rozpoznawalnym.

Dowdd, wykorzystujacy lemat 4.10, bedzie podany w rozdziale 4.

3.3 Problemy decyzyjne w monoidach $§ladéw

Rozwazane problemy decyzyjne w monoidach sladéw beda nastepujacej po-
staci:

Dane: alfabet wspolbiezny (A, I), wyrazenie racjonalne
R e REX(A*/I)
Pytanie: pytanie o wtasnoéé¢ jezyka sladow definiowanego
przez wyrazenie racjonalne

Stosujac indukcje strukturalna tatwo pokazaé, ze
nastepujace problemy sa rozstrzygalne:

1. Czy dany s$lad m € M nalezy do jezyka sladow L(R)?
2. Czy L(R) =07
3. Czy L(R) =¢?

4. Czy L(R) jest skonczony?
W pracy [1] Berstel udowodnit nastepujace fakty:

Twierdzenie 3.8 (Berstel). Niech (A,I) bedzie alfabetem wspotbieznym i
M = A*/I monoidem Sladéw. Dla danych wyrazen racjonalnych R,S €
REX(A*/I), nastepujgce problemy sq nierozstrzygalne:

L(S) = 0¢
—M?
L(S)?

4. Czy L(R) € Rec(A*/1)?

1. Czy L(R) N

2. Czy L(R

(R) N
(R)
3. Czy L(R)
(R)

Dowod 1 tatwo wynika z nierozstrzygalnosci problemu odpowiedniosci Posta
PCP. Pozostate dowody sg bardziej skomplikowane, ale réwniez wykorzystuja
nierozstrzygalnosé¢ problemu odpowiedniosci Posta.

W [32| Sakarovitch rozwazyl, kiedy problem 4 jest rozstrzygalny i uzyskal
twierdzenie

Twierdzenie 3.9 (Sakarovitch). Problem ,,Czy dany racjonalny jezyk Sladow
T jest rozpoznawalny w monoidzie Sladéw A*/1 27 jest rozstrzygalny wtedy i
tylko wtedy, gdy relacja niezaleznosci I jest przechodnia.
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Rozwazane sg rowniez problemy, w ktorych danymi sg zbiory rozpoznawalne.
Zbior rozpoznawalny moze by¢ podany na kilka sposobéw — automatem mo-
noidowym, domknietym jezykiem regularnym lub specjalnym wyrazeniem ra-
cjonalnym, o ktéorym bedzie mowa w nastepnym rozdziale.

Wsrod otwartych probleméw dla monoidéow $ladéw dotyczacych rozstrzygalno-
Sci, problemem gwiazdki jest jednym z najciekawszych i najtrudniejszych.
Problem ten postawili Clerbout i Latteux w [3, 4] w roku 1985.

Problem gwiazdki: Czy dla danego monoidu sladow M i jezyka rozpozna-
walnego T' C M, jezyk T™* jest rozpoznawany?

Dziwnos¢ problemu gwiazdki pokazuje przyktad monoidu $ladéw, w ktérym
jest on rozstrzygalny (Gastin, Ochmanski, Petit, Rozoy [11]) podczas gdy pro-
blem rozpoznawalnogci jest w nim nierozstrzygalny (Gibons, Rytter [12]). Jest
to monoid:

(A,D): a c
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Rozdzial 4
Iteracyjnie spojne jezyki stow

Iteracyjnie spojne jezyki sladow, zdefiniowane i badane w |24|, odgrywaja duza
role w teorii rozpoznawalnych jezykow sladéw. Pojecie to, w zupetnie natu-
ralny sposéb, przenosi sie na jezyki stow. Dobre zbadanie tej klasy jezykow
stow wydaje sie wazne, gdyz sa to jezyki indukujace rozpoznawalne jezyki
sladow, co oznacza, ze ich wspotbiezna implementacja moze by¢ realizowana
przez systemy o skonczonej liczbie stanow.

Niech (A, I) bedzie ustalonym alfabetem wspotbieznym i A*/I monoidem
sladow. Wowcezas morfizm kanoniczny []: A* — A*/I dowolnemu stowu w €
A* przyporzadkowuje jego $lad [w]. Okreslmy odwzorowanie []: 24" — 24/1
przyporzadkowujace jezykom stow L C A* jezyki sladow [L] C A*/I. Ob-
raz []: 247 — 2471 czyli odwzorowanie []: 2% 22A*/1, przyporzadko-
wuje klasom jezykow stow odpowiednie klasy jezykow Sladéw. Dla dowolnego
L € Reg(A"), jezyk sladow [L] € Rat(A*/I). Z przykladu 2.36 wiadomo, ze
jesli I # 0, to istniejg jezyki regularne L C A* takie, ze indukowane jezyki
sladow [L] ¢ Rec(A*/I). Stad zawieranie Rec(A*/I) C [Reg(A*)] jest wia-
sciwe. Klase jezykéw regularnych indukujacych rozpoznawalne jezyki sladow
oznaczmy przez InvRec(A*/I) lub przez InvRec, gdy alfabet wspdltbiezny be-
dzie ustalony .

Definicja 4.1. Niech (A, I') bedzie alfabetem wspotbieznym oraz D = Ax A\ I
relacja zaleznosci.

e Stowo w € A* jest sp6jne wtedy i tylko wtedy, gdy graf zaleznosci
obciety do Alph(w) jest spojny.

o Jezyk stow L C A* jest spojny wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie jego
stowa sa spojne.

e Slad [w] € A*/I jest spojny wtedy i tylko wtedy, gdy stowo w jest
spOjne.

o Jezyk sladow T C A*/I jest spOjny wtedy i tyko wtedy, gdy wszystkie
jego slady sa spojne.

Ponizsze stwierdzenie zostalo udowodnione przez Ochmanskiego w [24]
oraz, w og6lniejszym przypadki tzw. potprzemiennosci, przez Clerbout i Lat-
teuxa w [4].
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Stwierdzenie 4.2. Niech (A, 1) bedzie alfabetem wspotbieznym i M = A*/1
monoidem Sladow. Jesli jezyk sladow T C M jest rozpoznawalny i spojny, to
jezyk Sladow T™ jest rozpoznawalny.

Definicja 4.3. Niech (A, I) bedzie alfabetem wspotbieznym. Wyrazenie rac-
jonalne R € REX(A*/I) nad alfabetem A jest spojne wtedy i tylko wtedy,
gdy jezyk L(R) jest spojny.

Stwierdzenie 4.4. Problem ,,Czy jezyk L(R) definiowany przez dane wyraze-
nie racjonalne R € REX(A*), przy danym alfabecie wspotbieznym (A, I), jest
jezykiem spojnym?” jest rozstrzygalny.

Dowdd. Niech ALPH(R) = {Alph(w) | [w] € L(R)} bedzie zbiorem wszyst-
kich podzbioréw alfabetu bedacych alfabetami elementoéw z jezyka L(R). Po-
niewaz alfabet A z zalozenia jest skoriczony, to ALPH(R) jest skorniczony dla
dowolnego R € REX(A*). Jezyk L(R) jest spojny wtedy tylko i wtedy, gdy
kazdy element zbioru ALPH(R) jest alfabetem spojnym.

Testowanie czy podalfabet A; C A jest spojny sprowadza sie do testowania,
czy graf zaleznosci (Ay, DN Ay x Ap) jest grafem spojnym. Stad problem, czy
przy ustalonym alfabecie wspotbieznym dany podzbior alfabetu jest spojny,
jest rozstrzygalny.

Poniewaz zbior ALPH (R) jest skoriczony, to wystarczy pokazac, jak skon-
struowa¢ ALPH(R).

Niech R € REX(A).

Baza. Jedli R = () to ALPH(R) = 0 i L(R) jest spojny. Jesli R = m
dla m € M, to ALPH(R) = {Alph(w)}, gdzie [w] = m. W szczegdlnym
przypadku, gdy R = [¢], to ALPH(R) = {0}.

Rekurencja. Mamy do rozwazenia 3 przypadki:

e Niech R = Ry U Ry. Wowczas ALPH(R) = ALPH(R,) U ALPH(R,).

e Niech R = Ry Ry. Wowezas ALPH(R) = {A,UAs|A, € ALPH(R,), A; €
ALPH(Ry)} (jesli co najmniej jeden z ALPH (R;) i ALPH(R5) jest pu-
sty, to ALPH(R) = 0).

o Jesli R = (R,)*, to ALPH(R) = ALPH(R*FHEIN G (9.

Przejdzmy do wyrazen i jezykow iteracyjnie spojnych i ich wlasnosci.
Definicja 4.5. Niech (A, I) bedzie alfabetem wspotbieznym.

e Wyrazenie racjonalne (nad A) jest iteracyjnie spojne (wzgledem I)
wtedy i tylko wtedy, gdy wyrazenia pod kazda gwiazdka sg spdjne. For-
malnie — kazde wyrazenie atomowe (), e, a € A) jest iteracyjnie spojne.
Jesli wyrazenia R i S sa iteracyjnie spojne, to (R U S), (RS) sa itera-
cyjnie spojne. Jesli ponadto R jest spojne, to R* jest iteracyjnie spojne.
Klasa iteracyjnie sp6jnych wyrazen racjonalnych jest najmniejsza klasa
spelniajaca te warunki.
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o Jezyk stow L C A* jest iteracyjnie spojny (wzgledem I) wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje iteracyjnie spojne wyrazenie R takie, ze L = L(R).
Klase iteracyjnie spojnych jezykow stow (nad A wzgledem I) bedziemy
oznaczac przez StarConr(A).

o Jezyk sladow T' C A*/I jest iteracyjnie spojny wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieje iteracyjnie spojne wyrazenie R takie, ze T = [L(R)]. Row-
nowaznie, istnieje iteracyjnie spojny jezyk stow L C A* indukujacy jezyk
T, T =[L]

Stwierdzenie 4.6. Niech alfabet wspotbiezny (A, I) i wyrazenie racjonalne
R nad A bedqg danymi. Wowczas problem ,,Czy wyrazenie R jest iteracyjnie
spogne?” jest problemem rozstrzygalnym.

Dowdd. Indukcja strukturalna, z wykorzystaniem stwierdzenia 4.4
O

Iteracyjnie spojne jezyki stow indukuja cata klase Rec(A*/I) rozpoznawalnych
jezykow sladow. Dowod ponizszego twierdzenia znajduje sie w [24] i [25].

Twierdzenie 4.7. Niech (A, I) bedzie alfabetem wspétbieznym. Wiowczas za-
chodzi réwnosé Rec(A*/I) = [StarConi(A)]. Réwnowaznie, jezyk Sladow
T C A*/1 jest rozpoznawalny wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje iteracyjnie spdjny
jezyk stow L C A* indukujgcy T (T = [L]).

Przyklad 4.8. Dowolny jezyk regularny jest definiowany przez nieskonczenie
wiele wyrazen regularnych. W szczegdlnosci, nie wszystkie wyrazenia definiu-
jace iteracyjnie spojne jezyki sg iteracyjnie spojne. Na przyktad:

(aub)* = (a"b")"
(@Ub)*d = (a"Ubb*a)*bb"*.

Wyrazenia po lewej stronie sg iteracyjnie spojne, a po prawej nie sa, jesli alb.

4.1 Relacje miedzy klasami StarCon i InvRec.

Hashiguchi w [15] wprowadzil pojecie stopnia rozproszenia jezyka stow wzgle-
dem relacji niezaleznosci oraz udowodnit, ze kazdy jezyk regularny o skoniczo-
nym stopniu indukuje rozpoznawalny jezyk sladow.

Definicja 4.9 (Stopien rozproszenia). Niech (A, I') bedzie alfabetem wspol-
bieznym. Niech L C A* bedzie jezykiem stow oraz u,v € A* takimi stowami,
ze [uv] € [L]. Mowimy, ze rankr ;(u,v) < n (dla n € N) gdy istnieje takie
stowo w € L, ze

W = VoULV] - . . UpVp, Up ... Uy € [u], vouy ...V, € [V]

oraz (vi,u;) € I dlai < j.
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Okre$lmy czeSciowa funkcje rankr r: A* x A* --» N w nastepujacy sposob:

min{n € N | rankg ;(u,v) <n} gdy [w] € [L]
rankr r(u,v) = ¢ ’ :

nieokreslone w przeciwnym wypadku
Stopniem rozproszenia jezyka L C A* (wzgledem ) nazywamy liczbe (o ile
istnieje) lub nieskonczonosé:

max{ranky ;(u,v) | [uv] € [L]} gdy zbiér jest ograniczony

Rank;(L) = {

o0 w przeciwnym wypadku

W pierwszym przypadku mowimy, ze Rank;(L) jest skoniczony i bedziemy pi-
sa¢ Rank;(L) < oo, w drugim, ze Rank;(L) jest nieskoriczony. Indeksy L oraz
I zazwyczaj beda pomijane, gdy nie bedzie to prowadzi¢ do nieporozumien.

Klase jezykéw regularnych nad alfabetem A o skonczonym rzedzie wzgle-
dem [ bedziemy oznaczaé przez FinRanki(A),

FinRank(A) = {L € Reg(A") | Rank;(L) < co}.

Ponizszy lemat jest znany jest jako lemat Hashiguchiego. Jego dowdd
mozna znalez¢é w [15] (oryginal) i [25] (prostszy).

Lemat 4.10 (Hashiguchi). Niech (A, I) bedzie alfabetem wspdtbieznym oraz
L C A* jezykiem stow. Jesli stopieni Rank;(L) jest skoriczony, to jezyk L
indukugje rozpoznawalny jezyk sladéw ([L] € Rec(A*/I)).

Teraz mozemy poda¢ dowod twierdzenia 3.7 o zlozeniu rozpoznawalnych jezy-
kow gladow.

Dowdd twierdzenia 3.7. Niech K = |JT i L = |JS. Pokazemy, ze jezyk slow
KL ma skonczony stopiefi rozproszenia, a wiec z lematu 4.10, indukowany
jezyk §ladow [K L] = T'S jest rozpoznawalny.

Nich wv € KL, gdzie u,v € A*. Z definicji zbiorow K i L, istnieja stowa
z,y € A* takie, ze x € K, y € L oraz [uv] = [zy]. Z lematu Levi’ego 3.3
istniejg stowa u/, v, u”, 0" € A* takie, ze

[u] =[], [v] = W), [2] = [w'o], [y] = [u"0"],

oraz u”Iv'. Poniewaz K i L sa domkniete, to v'v” € K i v'v" € L. Stad

u'v'u"v" € KL oraz stopieni rozproszenia K L jest co najwyzej 2.

m
7 lematu Hashiguchi’ego otrzymujemy nastepujacy wniosek.

Whiosek 4.11. Klasa rozpoznawalnych jezykow Sladow Rec jest réwna klasie
idukowanej przez klase jezykow o skoriczonym stopniu rozproszenia,

Rec = [FinRank].
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Dowdd. Zawieranie z prawa na lewo O wynika wprost z lematu Hashiguchiego.

Pokazemy zawieranie w druga strone. Niech jezyk sladow T' C A*/I bedzie
rozpoznawalny. Stad jego splaszczenie | JT C A* jest regularne. Poniewaz
stopieni rozproszenia domknietego jezyka jest zawsze rowny 1, wiec |JT €
FinRank. W szczegolnosci T jest indukowane przez swoje splaszczenie, wiec
T € [FinRank]. O

Odwrocenie lematu Hashiguchi’ego nie jest prawdziwe, co obrazuje ponizszy
przyktad.

Przyktad 4.12. Niech A = {a,b} oraz alb. Jezyk stow L = (ab)*(a* U b*)
indukuje rozpoznawalny jezyk §ladow [L] = A*/I, ale stopien rozproszenia
Rankr(L) = oo, bo rank(a™, ") = n dla dowolnego n € N.

Stwierdzenie 4.13. Klasa jezykow stow FinRank jest wlasciwg podklasg
klasy InvRec.
FinRank C InvRec

Dowadd. Zawieranie wynika z lematu Hashiguchi’ego, a przyktad 4.12 pokazuje,
ze zawieranie jest wlasciwe. O

Teraz przypatrzmy sie umiejscowieniu klasy jezykow $ladow StarCon wzgle-
dem klasy FinRank. Prostym wnioskiem z definicji jest fakt, ze ztozenie i
suma jezykoéw o skonczonym stopniu rozproszenia Rank daja nam znéw je-
zyki o skoriczonym Rank. Natomiast operacja gwiazdki zachowuje sie réznie
na roznych jezykach, np. dla alb, jesli L = ab, to Rank(L) = 1, ale juz
Rank(L*) = oco. Jesli wezmiemy jezyk z przykladu 4.12, L = (ab)*(a* U b*),
to Rank(L) = oo, ale Rank(L*) = 1. Zauwazmy jednak, ze w obu przykla-
dach wystapity jezyki niespéjne. Pokazemy, ze dla jezykow spodjnych gwiazdka
zachowuje skonczony stopien rozproszenia Rank.

Lemat 4.14. Niech L, K C A* bedq jezykami stow o skornczonym stopniu
rozproszenia i niech Rank(L) = n oraz Rank(K) = m. Woéwczas

1. Rank(L U K) < max(n,m),
2. Rank(LK) <n+m,
3. Jesli L jest jezykiem spdjnym, to Rank(L*) < (n+ 1)|A| + 1.

Dowdd. Punkty 1i 2 wynikaja z definicji stopnia rozproszenia. Trudniejszy do
udowodnienia jest punkt 3.

Niech L bedzie jezykiem spojnym oraz [uv] € [L*]. Wowczas istnieje stowo
w € L* takie, ze [w] = [uv] oraz

(a) w = vougvy .. . URVE

(b) [ug ... ux] = [u]

(C) UZ'IUJ' dla i < j
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(d) Niech w =z ...z, dla pewnych zy,... 25 € L.

w=lw| m | u |

w 2’ X1 X2 T ‘

Segmenty u;, v;, x; bedziemy nazywaé u-segmentami, v-segmentami i L-seg-
mentami odpowiednio. Poniewaz Rank(L) = n, to mozemy zatozy¢, ze liczba
u-segmentéw w kazdym x; nie przekracza n.

Pokazemy, ze liczba L-segmentéw, zawierajacych obydwa rodzaje segmen-
tow, u-segmentow i v-segmentow, (takie segmenty bedziemy nazywaé 2-kolo-
rowymi) nie jest wieksza od |A|, mocy alfabetu A.

Oznaczmy przez u(z;) oraz v(z;) podslowa z; sktadajace si¢ z u- i v-
segmentow odpowiednio. Niech x; € L bedzie 2-kolorowym L-segmentem.
Poniewaz L jest z zalozenia jezykiem spdjnym, to x; jest stowem spojnym,
wiec istnieja litery a; w u(z;) oraz b; w v(x;), ktore sa zalezne, czyli a;Db;.
Niech z;, x; bedg 2-kolorowymi i réznymi segmentami, przypusémy, ze i < j.
Woéwcezas na mocy punktu (c) istnieja litery a;, b; w z; oraz a;, b; w z; takie,
ze a;Db;, a;Db; oraz b;la;. Stad litery a;, a; sa rézne, a; # a;. Poniewaz A
zawiera |A| roznych liter, to liczba 2-kolorowych segmentow w slowie w nie
przekracza |A.

Niech z; i x; beda dwoma kolejnymi 2-kolorowymi segmentami w stowie w.

Stad wszystkie poSrednie segmenty x;;1,...,2;-1 sa l-kolorowe. Rozwazmy
zlozenie zy292324, gdzie 21 = xy ... x;, 2 jest ztozeniem wszystkich u-segmen-
tow wystepujacych w 11, ..., x;_1 zachowujacym kolejnos¢, z3 jest zdefinio-

wane jak 2y, ale dla v-segmentéw oraz z4 = x;...75. Slowo 21202324 ZnéW
nalezy do jezyka L* i jest rownowazne w. W ten sposob dostaliémy co najwyzej
jeden u-segment miedzy x; a x;.

Zrobmy powyzsze przestawienie miedzy kazdymi dwoma 2- kolorowymi seg-
mentami w stowie w oraz przed pierwszym i po ostatnim. Skonstruowali$my
w ten sposob stowo w' € L* takie, ze [w]| = [w'] = [uv] z co najwyzej |A| od-
dzielnymi 2-kolorowymi segmentami, co najwyzej jednym u-segmentem miedzy
kazda kolejng para 2-kolorowych segmentéw oraz z co najwyzej jednym u-seg-
mentem przed pierwszym i po ostatnim 2-kolorowym.

w=|u, v| 2kol | u; v| 2kol | .| 2kol |u v

Teraz wystarczy zauwazy¢, ze liczba u-segmentéw w dowolnym 2-kolorowym
segmencie jest ograniczona przez Rank(L) = n. Stad calkowita liczba oddziel-
nych u-segmentéw w w’ nie przekracza n|A| + |A|+ 1= (n + 1)|A| + L

W ten sposob udowodnilismy, ze jesli [uv] € [L*], to istnieje w’ € L* takie,
ze uv € [w'] oraz liczba u-segmentoéw w stowie w’ nie przekracza (n+1)|A| + 1.
Stad Rank(L*) < (n+1)|A| + 1. O

Jako wniosek z powyzszego lematu otrzymujemy zawieranie klas
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Twierdzenie 4.15. Kazdy jezyk iteracyjnie spojny ma skonczony stopien roz-
proszenia, czyli StarCon C FinRank.

Dowadd. Indukcja strukturalna ze wzgledu na racjonalne wyrazenie iteracyj-
nie spojne. Dla jezykow atomowych stwierdzenie jest prawdziwe, bo stopien
rozproszenia skoriczonego jezyka jest skoriczony. W kroku indukcyjnym wyko-
rzystuje sie punkty 1, 211 3 z lematu 4.14. O

Nastepujacy przyktad pokazuje, ze inkluzja z powyzszego twierdzenia jest wta-
sciwa.
Przyktad 4.16. Niech L = (ab U ba U aa U bb)* z alb. Stopien rozprosze-

nia Rank(L) = 1 < oo, poniewaz L = J[L] jest domkniety, ale L nie jest
iteracyjnie spojny, co pokazata Klunder w [18].

Podsumujmy uzyskane wyniki.

Twierdzenie 4.17. Klasa StarCon jest wta$ciwg podklasq klasy FinRank,
StarCon C FinRank.

Dowadd. Twierdzenie wynika wprost z twierdzenia 4.15 i przyktadu 4.16. [

Twierdzenie 4.18. Klasa jezykow reqularnych Reg z jej podklasami InvRec,
FinRank 1 StarCon tworzy Scisle malejgcq hierarchie

Reg D InvRec D FinRank D StarCon.

4.2 Wlasnosci boolowskie klasy StarCon

Mowimy, ze rodzina zbioréw jest algebra Boole’a o ile jest zamknieta na teo-
riomnogosciowe dziatania sumy, iloczynu oraz roznicy. Klasa Reg jezykow re-
gularnych tworzy algebre Boole’a. W monoidach §ladéw inne wilasnosci maja
klasy jezykow racjonalnych i rozpoznawalnych. Klasa racjonalnych jezykow
sladoéw Rat, indukowana przez klase Reg, nie jest algebra Boole’a, natomiast
klasa rozpoznawalnych jezykow §ladow Rec jest.

Powstaje pytanie, czy ktoras z klas InvRec, FinRank, StarCon tworzy alge-
bre Boole’a?

Kazda z klas jezykow stow InvRec, FinRank, StarCon indukuje klase rozpo-
znawalnych jezykow sladéw Rec, Rec = [InvRec| = [FinRank]| = [StarCon).
Poniewaz kazda z tych klas zawiera caly monoid wolny A* oraz jest zamknieta
na sume, wystarczy sprawdzi¢, czy sa zamkniete na dopetnienie.

Ponizszy przykltad pokazuje, ze zadna z klas InvRec, FinRank, StarCon nie
jest algebra Boole’a.

Przyktad 4.19. Niech A = {a, b} oraz alb. Oczywiscie jezyk L = (ab)* jest
spoza klasy InvRec, gdyz |J[L] N a*b* = {a™™ | n € N} ¢ Reg. Jednakze
dopetnienie L

A\ L=>baUb)*U(aUb)*aU (aUb)aa(aUb)* U (aUb)*bb(aUb)"
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jest jezykiem iteracyjnie spojnym. Korzystajac z twierdzenia 4.18, otrzymu-
jemy, ze zadna z klas InvRec, FinRank, StarCon nie jest zamknieta na do-
pelnienie.

Rozwazmy kolejne pytanie, czy ktoras z klas InvRec, FinRank, StarCon jest
zamknieta na iloczyn zbioréw?

Ponizszy przyktad pokazuje, ze klasa InvRec nie jest zamknieta na iloczyn.

Przyktad 4.20. Niech A = {a,b} oraz alb. Niech L = (ab)*(a* U b*) oraz
K = (a* Ub*)(ab)*. Poniewaz [L] = [K] = A*/I € Rec, oba jezyki sa w klasie
InvRec. Jednak czes¢ wspolna LN K = (ab)* Ua* Ub* jest poza klasa InvRec,
bo [L N K] ¢ Rec.

Jezyki L i K z powyzszego przyktadu nie maja skoniczonego stopnia rozpro-
szenia. Nastepny przyktad jest ogoélniejszy. Pokazuje, ze przeciecie jezykow z
klasy F'inRank nie tylko moze wyprowadzi¢ poza klase FinRank, ale nawet z
klasy InvRec.

Przyklad 4.21. Niech A = {a,b} oraz alb. Wezmy jezyki L = a*(ab)*b*
oraz K = b*(ab)*a*. Mozna pokazaé, ze Rank(L) = Rank(K) = 2. Czest
wspolna L N K = (ab)* U a* U b* jest poza klasa InvRec, wiec rowniez poza
klasg FinRank.

Klunder pokazata w 18], ze jezyki L i K z powyzszego przykladu nie sg ite-
racyjnie spojne. W zwiagzku z tym, problem przeciecia dla jezykow iteracyjnie
spojnych pozostaje otwarty.

4.3 Problemy decyzyjne

Przypomnijmy S$cistg hierarchie podklas klasy jezykow regularnych Reg:
Reg D InvRec D FinRank D StarCon.
Rozwazmy nastepujace problemy decyzyjne:

Problem 1. Czy L € Reg nalezy do InvRec?
Problem 2. Czy L € Reg nalezy do FinRank?
Problem 3. Czy L € Reg nalezy do StarCon?

Problem 1 jest rownowazny klasycznemu problemowi decyzyjnemu
Czy T € Rat jest rozpoznawalny?

Berstel w [1] pokazal, ze problem ten jest nierozstrzygalny. Problem 2 jest
otwartym problemem postawionym w pracy [29].

Trzeci problem jest po raz pierwszy postawiony w pracy [19]. W wersji dla
jezykow sladow ,Czy T € Rat nalezy do [StarCon]?” jest nierozstrzygalny,
bo [StarCon] = Rec, a Problem 1 jest nierozstrzygalny. Problem 3 mozna
sformutowa¢ nastepujaco
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,Czy dla danego jezyka regularnego i relacji niezalezno$ci istnieje iteracyjnie
spojne wyrazenie racjonalne definiujace dany jezyk?”

Rozstrzygalnosé¢ dla wyrazen racjonalnych, (czy dane wyrazenie jest iteracyj-
nie spojne) nie jest rozwiazaniem problemu dla jezykow stow. Podobnie, w
[18] Klunder opisata automatowa charakteryzacje iteracyjnie spojnych jezykow
stow. Jednak przedstawiona konstrukcja automatu oparta jest na istnieniu ite-
racyjnie spojnego wyrazenia racjonalnego. Wobec tego, Problem 3 pozostaje
nadal otwarty.
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Rozdzial 5
Bezgwiazdkowe jezyki stow

Kolejnag interesujaca klasa podzbioréw monoidéw jest klasa podzbioréw bez-
gwiazdkowych. W monoidach wolnych klasa ta ma szczeg6lne wtasnosci, opi-
sane twierdzeniami Schiitzenbergera i McNaughtona, Paperta. W monoidach
sladow zachodzg analogiczne twierdzenia, ktére zostang podane w nastepnym
rozdziale wraz z nowymi dowodami. W tym rozdziale zostanie zdefiniowana
nowa operacja — bezgwiazdkowa gwiazdka — i przy jej uzyciu przedstawiona
zostanie nowa charakteryzacja bezgwiazdkowych jezykow stow.

Definicja 5.1. Niech M bedzie monoidem. Klasa SF (M) bezgwiazdko-
wych podzbioréw M nazywamy najmniejsza klase podzbiorow M spetnia-
jaca warunki:

e e SE(M), {m}e SF(M) dlam e M,

o Jesli XY € SF(M), to XUY, XY, X' € SF(M).

Podobnie jak wyrazenia racjonalne, definiujemy wyrazenia bezgwiazdkowe.

Definicja 5.2. Zbiorem wyrazen bezgwiazdkowych SFEX (M) nad mo-
noidem M nazywamy najmniejszy zbior stow nad alfabetem M U{U, -, (,),,0}
taki, ze

e ) € SFEX(M) — symbol zbioru pustego jest wyrazeniem bezgwiazdko-
wym,

e dla kazdego elementu m € M, stowo (m) € SFEX(M),

o jesli stowa XY € SFEX(M) sa wyrazeniami bezgwiazdkowymi, to
(XUY), (X -Y) oraz (X) sa wyrazeniami bezgwiazdkowymi.

Przyklad 5.3. Kazdy monoid M jest zbiorem bezgwiazdkowym, poniewaz
M=1.

Poniewaz klasa SF(M) jest zamknieta na sume zbiorow i dopelnienie, to
jest rowniez zamknieta na operacje iloczynu i réznicy zbioréw.
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Przyktad 5.4. Niech A bedzie skoficzonym alfabetem i B C A podalfabetem
A. Wowcezas zbior B* € SF(A*) jest bezgwiazdkowy:

B = (0'(A\ B)0').

Przyktad 5.5. Niech A = {a,b} bedzie alfabetem. Wowczas jezyk L = (ab)*
jest bezgwiazdkowy, bo L = (bl U V'a U aald’ U 0'bbD')'.

W monoidach, w ktorych ztozenie zachowuje rozpoznawalnosé, np. monoidach
wolnych i monoidach §ladéow, jezyki bezgwiazdkowe sa rozpoznawalne.

5.1 Twierdzenie Schiitzenbergera

Z twierdzenia Kleene'go wynika, ze w monoidzie wolnym kazdy jezyk bez-
gwiazdkowy jest regularny. Klasa jezykoéw bezgwiazdkowych w monoidzie wol-
nym ma szczegblne wlasnoscei, o czym mowi twierdzenie Schiitzenbergera. Do
przedstawienia tego twierdzenia potrzebne nam beda pojecie monoidu i pod-
zbioru aperiodycznego.

Definicja 5.6. Monoid M nazywamy monoidem aperiodycznym, jesli jest
skoniczony oraz istnieje liczba naturalna n € N taka, ze dla dowolnego ele-
mentu m € M, zachodzi m™ = m™™!. Najmniejsze takie n bedziemy nazywac
indeksem monoidu M i oznaczaé przez i(M).

Definicja 5.7. Niech M bedzie monoidem, X C M jego podzbiorem i My
monoidem syntaktycznym zbioru X. Mowimy, ze zbiér X jest aperiodyczny,
jesli monoid syntaktyczny My jest aperiodyczny.

Roéwnowaznie: Zbior X jest aperiodyczny jesli X jest rozpoznawalny oraz

(3n e N)(Vz,y,2 € M) 2y"z € X <= ay" 2 € X

Klase aperiodycznych podzbioréw monoidu M bedziemy oznaczaé przez AP(M).

Przyklad 5.8. Niech M = a* bedzie monoidem wolnym nad alfabetem jed-
noliterowym. Wowcezas jezyk L = (aa)* nie jest aperiodyczny, poniewaz dla
dowolnej liczby naturalnej n € N, stowo a™ € (aa)* wtedy i tylko wtedy, gdy
a"™ ¢ (aa)*. Monoid syntaktyczny My jezyka L ma dwa elementy — [¢], [a]
i dziatanie okreslone jest nastepujaco

:

9 S
a | a

M|

Zauwazmy, ze monoid M; w powyzszym przykladzie jest izomorficzny z grupa
Zo. bLatwo pokazac, ze nie jest to mozliwe w monoidzie aperiodycznym, mia-
nowicie monoidy aperiodyczne nie zawieraja podgrup nietrywialnych.

Stwierdzenie 5.9. Niech M bedzie monoidem aperiodycznym o indeksie i( M) =
n. Jedynym podmonoidem monoidu M bedgcym grupq jest podmonoid try-

wialny {1p}.
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Dowdd. Przypusémy, ze m~" jest odwrotnoscia elementu m € M, wiec (m™!)"
jest odwrotnoscia elementy m™. Ale wtedy m = (m=1)"-m™-m = (m~1)"m" =
L O
Przyktad 5.10. Wezmy jezyk L = (ab)* z przykladu 5.5. Monoid syntak-
tyczny opisuje ponizsza tabela

Hs‘a‘b‘ab‘ba‘o
ellelalblab|bal|0
a | 0]lab| 0| a0
b | b|ba|O0]b]|O0]O0O
ab|lab| a | 0 [ab] 0|0
ba | ba| O | b | 0 |ba]|O
0OfO0]0]0]0]0]O0
Stad a®> = a® = 0, V> = b® = 0, (ab)? = (ab)® = ab, (ba)?> = (ba)® = ba,
g2 =% = ¢, 02 = 03 = 0. Poniewaz dla kazdego elementu z monoidu,

jego kwadrat jest rowny sze$cianowi, to zbior L jest aperiodyczny i indeks
i(Mp) = 2.

Stwierdzenie 5.11. Niech M bedzie dowolnym monoidem. Zbior rozpozna-
walny X € Rec(M) jest aperiodyczny wtedy i tylko wtedy, gdy

(In)(Vz € Mx)(Vm >n) 2™ = z".

Dowdd. =: 7 zalozenia dla dowolnego x € My, 2" = 2" = gza™tl = .. =

x™, gdzie m > n.
«: Oczywiste. O]

Teraz mozemy sformutowa¢ twierdzenie Schiitzenberger z |34].

Twierdzenie 5.12 (Schiitzenberger). Niech A bedzie skoriczonym alfabe-
tem. Jezyk L C A* jest bezqwiazdkowy wtedy i tylko wtedy, gdy jest aperio-
dyczny.

Pelny dowdd twierdzenia zostanie podany w nastepnym rozdziale. Tutaj po-
kazemy, ze kazdy jezyk bezgwiazdkowy jest aperiodyczny. Dowdd pochodzi z
pracy [30].

Stwierdzenie 5.13. Niech A bedzie skoriczonym alfabetem. Jesli jezyk L C A*
jest bezgqwiazdkowy, to jest aperiodyczny.

Dowdd. Indukcja strukturalna na wyrazeniach bezgwiazdkowych. Dla L = ()
i L = ¢, indeks (M) = 0, dla liter z alfabetu a € A, indeks i(a) = 2.
Przypusémy, ze monoidy ilorazowe zbioréw L, K C A* maja skonczone indeksy.
Oczywiscie i(MpUMp) < max(i(My),i(Mg)) oraz i(Mp,) = i(My). Pozostaje
pokazac, ze i(Mpk) < i(Mp) + i(Mg). Przypusémy, ze wo"w € LK i n =
i(Myp) + i(Mg). Ponadto mozemy zalozy¢, ze n > 0, poniewaz w przypadku
n =0, zbior LK = () lub LK = &, czyli jest aperiodyczny. Jesli n > 0, to
istnieje rozklad v = rs oraz n = h + k + 1 takie, ze wvr € L oraz sv*w € K.
Wowezas h > i(Mp) lub k > i(My), czyli uwv"'r € L lub sv*™lw € K, stad
wo"w € LK. Dowod, ze jesli wv"Hw € LK, to wv"w € LK przebiega
podobnie, wiec i(Mgr) = n. O
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Prostym wnioskiem z twierdzenia Schiitzenbergera jest fakt, ze jezyk (aa)*
z przyktadu 5.8 nie jest bezgwiazdkowy.

5.2 Jezyki bezgwiazdkowe a automaty

W monoidach wolnych istnieje charakteryzacja jezykow bezgwiazdkowych za
pomocg automatow. Charakteryzacja wynika z twierdzenie Schiitzenbergera i
oméwiona zastanie w tym podrozdziale.

Niech A bedzie skoriczonym alfabetem i A = (A, Q, 4, qo, F) skoficzonym
automatem. Ciag q1a1qs . . . ¢u_10,_1q, Nazywamy Sciezka w automacie A, jesli
(Giy @iy qiy1) € 0, dlai =1,...,n — 1. Petla nazywamy Sciezke qia; . .. a,_1Gn,
gdzie ¢; = q,,. Petle nazywamy nietrywialna, jesli ¢1a1 . . . an_1¢, = qrugu®qi,
gdzie ¢ # ¢;, a prosta w przeciwnym wypadku. Mo6wimy, ze automat jest
aperiodyczny, jesli wszystkie jego petle sa proste.

Przyktady automatu z petlami prosta i nietrywialng przedstawia rysunek
5.1

a
b e ep
AN
a

Rysunek 5.1: Petla gbq jest prosta, qapaq jest nietrywialna

Niech L C A* bedzie jezykiem stow i ~C A* x A* relacja syntaktyczna
jezyka L.

Lemat 5.14. Jesli L C A* jest regularnym i nieaperiodycznym jezykiem stow,
to istnieje stowo w € A* takie, ze dla kazdego n > 0 zachodzi w™ fw™ .

Dowdd. Przypusémy, ze dla kazdego w € A*
(3n) w" ~ w" . (5.1)

7 kazdej klasy abstrakcji kongruencji syntaktycznej wybierzmy po jednym re-
prezentancie. Poniewaz jezyk L jest regularny, to ich liczba jest skonczona.
Niech wq, ..., w, bedy ich reprezentantami oraz ny,...,n, liczbami spetnia-
jacymi warunek (5.1) dla wy, ..., w; odpowiednio. Wowcezas dla dowolnego
i=1,...,kiu; ~w; zachodzi u" =~ u"*'. Wéwczas ze stwierdzenia 5.11 dla
n = max{ny,...,n;} i dowolnego w € A*, mamy w" ~ w"™'. Stad jezyk L
jest aperiodyczny. Sprzecznosc. ]

Ponizsze twierdzenie daje charakteryzacje automatow akceptujacych jezyki
bezgwiazdkowe.

Twierdzenie 5.15. Niech A bedzie skonczonym alfabetem i L C A* reqular-
nym jezykiem stow. Wowczas nastepujgce zdania sq rownowazne:
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1. Jezyk L jest bezquiazdkowy.

2. Jezyk L jest aperiodyczny.

3. Minimalny deterministyczny automat akceptujgcy L jest aperiodyczny.
4. Istnieje aperiodyczny automal akceptujgcy L.

Dowdd. Roéwnowaznosé 1 < 2 jest dokladnie twierdzeniem Schiitzenbergera
5.12.

2 = 3: Niech A = (A,Q,0,q, F') bedzie m.d.a. akceptujacy jezyk L.
Przypusémy, ze A nie jest aperiodyczny. Niech quwpw*~1q bedzie nietrywialna
petla w A. Niech Ay, = (4,Q,6,q0,q). Poniewaz A jest minimalny, to
jezyk L(Ag/q) jest niepusty. Niech A, = (A,Q,d,¢,F) 1 A, = (A, Q,6,p, F).
Poniewaz automat A jest minimalny i p # ¢, to L(A,) # L(A,). Stad zachodzi
co najmniej jeden z przypadkow:

(a) istnieje z € L(A,) takie, ze z ¢ L(A,),
(b) istnieje z € L(A,) takie, ze z ¢ L(A,).

Wezmy stowo & € L(Ay, /). Poniewaz automat A jest deterministyczny, to dla
dowolnej liczby naturalnej ¢ zachodzi jeden z przypadkow:

(a) 2w’z € Lizw* Tz ¢ L, stad w* Awht;
(b) 2wz ¢ L i zw* 1z € L, stad w* fw 1

Ze stwierdzenia 5.11 wynika, ze jezyk L nie jest aperiodyczny.

3 = 4: Oczywiste.

4 = 2: Przypusémy, ze automat A jest aperiodycznym i jezyk L = L(A) C
A* nie jest aperiodyczny. Woéwcezas, z lematu 5.14, istnieje stowo w € A* ta-
kie, ze dla kazdego n € N zachodzi w" Aw"™. Stad dla dowolnego n, stowo
w™ jest segmentem pewnego stowa z L, tzn. (Vn)(Jz,z € A*) zw™z € L (bo
w przeciwnym wypadku w" ~ w"). Stad w automacie A = (A, Q,d, g, F)
akceptujacym L istnieje petla postaci quw'q, poniewaz kazde stowo z L zawie-
rajace segment w” dla n > |@Q| musi przej$¢ przez taka petle. Z zalozenia w
automacie A wystepuja tylko petle proste. Niech n > |@Q| i niech zw"z € L.
Wowcezas obliczenie zw™z musi przejs¢ przez petle qugq, wiec petne obliczenie
jest postaci gorgw'qwqu’qjzqs. Stad rowniez stowo zw™'z € L (o jedno
przejscie quq wiecej). Podobnie, jesli zw"™z € L, to zw"z € L (o jedno
przejscie qwq mniej). Stad w™ ~ w"!. Sprzecznosé. ]

Powyzsze twierdzenie, ale bez zdania 4, zostalo udowodnione w [22|. Z
wykorzystaniem lematu 5.14 dostajemy dowdd implikacji 4 = 2. W punkcie 4
nie ma ograniczen na automat — moze by¢ niedeterministyczny.

Przyktad 5.16. Na rysunku 5.2 przedstawiony jest minimalnym determini-
stycznym automat akceptujacy jezyk L = (ab)*. Automat ma tylko jedng petle
qapbq i jest to petla prosta. W kolejny sposob pokazalismy, ze jezyk (ab)* jest
bezgwiazdkowy.
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b
o/\op
A

a

Rysunek 5.2: M.d.a. dla jezyka (ab)*

Przyktad 5.17. Niech A = {a,b}. M.d.adla jezyka L = (abaUb)* przedstawia
rysunek 5.3. Stan ¢ jest stanem poczatkowym i jedynym koncowym. Poniewaz
petla gabpabq jest nietrywialna, jezyk L nie jest aperiodyczny, wiec nie jest
bezgwiazdkowy.

a
/—~.p
bl Ib
q&—v.
a
Rysunek 5.3: M.d.a. dla (aba U b)*

5.3 Bezgwiazdkowa gwiazdka

Wiemy, ze klasyczne wyrazenia regularne wyprowadzaja poza klase jezykow
bezgwiazdkowych (twierdzenie 5.12 i przyklad 5.8). Operacja wyprowadzajaca
jest gwiazdka Kleene'go. Zastepujac klasyczna gwiazdke pewnym jej ograni-
czeniem, nazwanym gwiazdka bezgwiazdkowa, mozemy opisywaé jezyki bez-
gwiazdkowe przy pomocy klasycznych wyrazen regularnych (cho¢ nie wszyst-
kich). Uzyskujemy w ten sposob nowa charakteryzacje bezgwiazdkowych je-
zykow stow i sladow, co bedzie tematem pozostalej czesci rozprawy.

Definicja 5.18. Niech M bedzie monoidem i X C M podzbiorem.
e Operacje * bezgwiazdkowej gwiazdki definiujemy w nastepujacy spo-
sob:

P X*, gdy X* jest bezgwiazdkowy,
nieokreslone w przeciwnym przypadku

e Wyrazenie racjonalne zbudowane z uzyciem operacji sumy, ztozenia i
bezgwiazdkowej gwiazdki nazywaé¢ bedziemy SFS-wyrazeniami.

Klasa SFS(M) jest najmniejsza klasa podzbioréw monoidu M zbudowana z
atomoéw za pomoca operacji sumy, zlozenia i bezgwiazdkowej gwiazdki; ele-
menty klasy SFS(M) nazywamy SFS-jezykami.

Zauwazmy, ze zgodnie z definicja, SF'S-wyrazenia sa klasycznymi wyraze-
niami racjonalnymi, w ktorych gwiazdki sg zwyktymi gwiazdkami Kleene’go,
tyle ze dajacymi w wyniku jezyki bezgwiazdkowe. W zwiazku z tym w dalszej
czesci rozprawy bezgwiazdkowa gwiazdka bedzie oznaczana zwyklym symbo-
lem .

42



Jezyki regularne indukujace rozpoznawalne i bezgwiazdkowe jezyki sladéw

Pokazemy, ze bezgwiazdkowa gwiazdka potrafi w pelni zastapi¢ operacje
dopelnienia w opisie jezykow bezgwiazdkowych. Tym samym, uzyskamy nowa
charakteryzacje jezykéw bezgwiazdkowych, bardzo pomocnag w dalszych roz-
wazaniach.

Twierdzenie 5.19. W monoidach wolnych skoriczenie generowanych zachodzi
rownosé klas SF = SF'S.

Dowdd. Zawieranie SF' DO SF'S wynika wprost z definicji.

Pokazemy zawieranie SF° C SF'S. Niech A bedzie skoficzonym alfabetem.
WeZzmy minimalny deterministyczny automat A = (A, Q, d, ¢1, F) akceptujacy
bezgwiazdkowy jezyk L C A*. Z twierdzenia 5.15 wynika, ze w automacie A
nie ma cykli nietrywialnych. Ponumerujmy stany automatu kolejnymi liczbami
naturalnymi od 1 do n, gdzie n jest liczba stanéw automatu A. Niech 1 bedzie
numerem stanu poczatkowego.

Pokazemy, ze wyrazenie regularne konstruowane dla automatu A przy po-
mocy konstrukcji McNaughtona i Yamady z [21] i opisanej w [16], jest SF'S-
wyrazeniem. Przypomnijmy te konstrukcje.

Przez Rg?) oznaczmy wyrazenie regularne definiujace jezyk stow w, ktore
sa etykietami takich $ciezek w automacie A ze stanu ¢ do stanu j, ze wszystkie
posrednie stany w $ciezkach maja numery nie wieksze niz k. Konstrukcja wy-
razen Rg“) jest indukcyjna, zaczynamy od k = 0. W tym przypadku rozwazane
Sciezki nie przechodza przez zaden poSredni stan, tzn. sa dtugosci 0 lub 1. W
zaleznosci od i oraz j otrzymujemy dwa przypadki:

1. Jedlii # j, to
R(O) _CL1+...—|—CLZ,

(Y

gdzie aq,...,aq; € A sa etykietami tukéw w automacie A ze stanu i do
stanu 7. W szczegdlnosci, gdy takie tuki nie istnieja,
RY = .

ij
2. Jedlii =7, to
Rg?):al—l—...—i—al—i—a,

gdzie ay,...,a; € A sa etykietami petelek w automacie ze stanu i do i.
W szczegolnosci, gdy nie ma takich petelek, to

RV =¢.

i1

Przypusémy, ze dla ustalonego k& mamy skonstruowane wszystkie wyrazenia
Rg?_l). Wowczas dla dowolnych 4, j € {1,... n} zachodzi nastepujacy wzor

k k—1 k—1 k—1)\% k—1
RY = RV + RV (RGBT (5.2)
Wyrazenie regularne wyznaczajace jezyk L uzyskane z tej konstrukcji jest po-
staci |
rR=JRY. (5.3)
jEF
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Zauwazmy, ze jesli wyrazenia Rg?) sg SFS-wyrazeniami, to rOwniez wyrazenie
R jest SF'S. Pokazemy indukcyjnie, ze kazde wyrazenie Rz(f), dla dowolnego
1,7 oraz k sa SF'S.

W przypadku dla k£ = 0 konstruowane wyrazenia oczywiscie sg SF'S, bo
nie wystepuje w nich zadna gwiazdka.

Zalozmy, ze wyrazenia R;fl), dla dowolnych i oraz j, sa SF'S. Pokazemy,
ze dla dowolnych ¢ oraz j wyrazenia Rg?) sa SF'S. Zauwazmy, ze we wzorze
(k)
ij
R,ﬁ*l). Aby udowodnié, ze dowolne wyrazenie Rgf) jest SE'S, wystarczy po-

kaza¢, ze jezyk L(R,(jjl))* jest bezgwiazdkowy.

na wyrazenie R;.’, gdy k > 0, gwiazdki wystepuja jedynie nad wyrazeniami

Do dowodu faktu, ze jezyk L(R,gi_l))* jest bezgwiazdkowy wykorzystamy
automat A. Skonstruujemy automat akceptujacy jezyk L((lf{}ﬁ’z_l))*)7 ktory
nie posiada nietrywialnych cykli. Z twierdzenia 5.15, istnienie takiego auto-
matu dowodzi bezgwiazdkowosci akceptowanego jezyka. Skonstruowany w ten
sposob automat nie musi by¢ jednak minimalny.

Dla dowolnego 0 < k < n zdefiniujmy nastepujacy automat

A= (A {1, KY, O K, (KD,

gdzie funkcja przejscia 0 jest obcieciem funkcji 6 automatu A do zbioru
1,..., k. Innymi stowy, automat A, powstaje z automatu A przez usunie-
cie stanéw o numerze wickszym od k oraz przez usuniecie wszystkich tukow
do nich prowadzacych. Zauwazmy, ze taki automat akceptuje jezyk, ktory jest
zbiorem stow w bedacych etykietami $ciezek ze stanu k& do k£ przechodzacych
przez stany o numerze nie wiekszym od k. Stan k£ moze powtarza¢ sie dowolnie
wiele razy, wiec akceptowany jezyk jest dokladnie jezykiem definiowany przez
wyrazenie (R,(C]Z*l))*. Ponadto automat A;, nie ma nietrywialnych cykli, bo jest
fragmentem automatu 4, a ten nie ma cykli nietrywialnych.

Zatem ze wzoru (5.2) wyrazenie REJI.C) jest SF'S, co konczy dowod induk-
cyjny.

Wobec powyzszego i ze wzoru (5.3), R jest SFS-wyrazeniami. O
Przyktad 5.20. Niech A = {a,b} i L C A* bedzie jezykiem akceptowanym
przez automat z rysunku 5.4.

o
a \@/ b
of

Rysunek 5.4: Automat akceptujacy L

Kolejne tabelki przedstawiaja uzyskane podczas konstrukeji jezyki L(Rfj) z
automatu (k w lewym gornym rogu, ¢ numer wiersza, j numer kolumny).
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of1] 2 [ 3 J[1]i] 2 [ 3 |
1le| a 0 1|e a 0
210 |aue| b 210 |aUe]| b
3a 0 bUe 3l1la| aa |bUe

(2[1] 2 | 3 |

11 el aa* aa*b

2010 a a*b

31 alaaa* | eUbUaaa™d

Uzyskane w tej konstrukeji wyrazenie SF'S dla jezyka L = L(R) jest postaci
R = Rﬁ) = e Uaa*b(bU aaa*b)*a. Zauwazmy, ze L = (aa*bb*a)*; wyrazenie
otrzymane jako wynik algorytmu McNaughtona i Yamady nie jest na ogot
najprostszym SFS-wyrazeniem dla danego jezyka.

5.4 Logika pierwszego rzedu w monoidach
wolnych

Niech A* bedzie monoidem wolnym i w = a; .. .a, stowem dlugosci n. Mode-
lem stowa w nazywamy trojke w = (V, <, \), gdzie V = {1,...,n} jest zbiorem
pozycji w stowie w, <C V x V jest naturalnym liniowym porzadkiem na V'
oraz A: V — A jest funkcja etykietujaca A(i) = a;.

W formutach pierwszego rzedu uzywamy zmiennych z,v, ... odpowiadaja-
cych pozycjom w stowie. Formuty budowane sa z formul atomowych

r=y, x <y, \Mz)=adlaae€ A

przy uzyciu alternatywy V, koniunkcji A, negacji —, implikacji — i réwnowaz-
no$ci < oraz kwantyfikatoréw egzystencjalnego 3 i ogblnego V.

Zapis (x4, ...,T,) oznacza, ze w formule ¢ wystepuje n zmiennych wol-
nych (niezwiazanych z kwantyfikatorami) x4, ..., z,. Formute nazywamy zda-
niem, gdy nie wystepuja w niej zmienne wolne. Jesli zdanie ¢ jest spelnione w
modelu w stowa w, to piszemy w = 1. Jezykiem definiowanym przez zdanie
¥ nazywamy jezyk L(¢) = {w € A* | w E ¢}. Klase jezykow definiowalnych
w logice pierwszego rzedu w monoidzie A* oznaczamy przez FO(A").

Przyklad 5.21. Formutla pierwszego rzedu
Sx,y) =z <yAN-Fz(x <2ANz2=<y)
opisuje relacje bezposredniego nastepnika pozycji w stowie.
Przyktad 5.22. Niech A = {a,b,c} i L jezykiem akceptowanym przez auto-
mat A z rysunku 5.5.
Jezyk L mozna opisa¢ za pomocg formuly pierwszego rzedu
e1 + —JzFy(S(z,y) AXz) =aAAy) =b) A
Ve(Mz) = b — Jy(S(z,y) A Ay) = a))
AJz(=3yS(z,y) A A(z) = a).
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Rysunek 5.5: Skonczony automat A

Jezyk L jest bezgwiazdkowy, wyrazenie bezgwiazdkowe jest
L= (0"abd" U 0'bb0" U 0'bcd’ UGbUD ).

W ksiazce [22| podane zostalo nastepujace powiazanie miedzy bezgwiazdko-
wymi jezykami stow a jezykami stow definiowalnymi w logice pierwszego rzedu.

Twierdzenie 5.23 (McNaughton, Papert 1971). Niech A bedzie skoriczo-
nym alfabetem. Jezyk stow L C A* jest bezqwiazdkowy wtedy i tylko wtedy, gdy
jest definiowalny w logice pirerwszego rzedu.

SF(A*) = FO(A).
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Rozdzial 6
Bezgwiazdkowe jezyki sladow

W tym rozdziale zostana przedstawione znane wyniki dotyczace bezgwiazdko-
wych jezykow §ladow wraz z nowymi dowodami. Ponadto zostana opisane nowe
charakteryzacje — leksykograficzna oraz wykorzystujaca pojecie bezgwiazdko-
wej gwiazdki.

Przypomnijmy, ze dla ustalonego monoidu M, klasa zbioréw bezgwiazd-
kowych SF(M) jest najmniejsza rodzina zbioréw, do ktorej naleza singletony
i zbior pusty, zamknieta na operacje sumy, ztozenia i dopelnienia.

6.1 Aperiodyczne jezyki sladéw

Schiitzenberger [34] udowodnil rownosé klas jezykow aperiodycznych i jezykow
bezgwiazdkowych w monoidach wolnych. W pracy [14] Guaiana, Restivo i Sa-
lemi pokazali, ze réwniez w monoidach $ladow te klasy sa sobie réwne. Ponizsze
twierdzenie wraz dowodem zostalo przedstawione w pracach [14] oraz [13].

Twierdzenie 6.1 (Guaiana, Restivo, Salemi). Niech A*/I bedzie mono-
idem Sladow. Jezyk Sladow T C A*/1 jest bezqwiazdkowy wtedy i tylko wtedy,
gdy T jest aperiodyczny.

Dowdd twierdzenia Schiitzenbergera, ze kazdy aperiodyczny jezyk stow jest
bezgwiazdkowy jest skomplikowany, ale bez trudu mozna go uogo6lni¢ dla jezy-
kow sladow, co zauwazyli autorzy artykutu [14]. Dowod bedzie przedstawiony
w dalszej czesci rozprawy. Guaiana, Restivo i Salemi dowodza wersje $la-
dowa stwierdzenia 5.13 pokazujac, ze indeks monoidu bezgwiazdkowego jezyka
sladow jest zawsze skoniczony. Dowod przeprowadzony ta metoda jest diugi
i kombinatorycznie skomplikowany. Dowdd przedstawiony w tym rozdziale,
wykorzystujacy pojecie bezgwiazdkowe] gwiazdki, jest znacznie prostszy.

6.1.1 Aperiodyczny —> bezgwiazdkowy

Ponizszy dowod stwierdzenia 6.2 pochodzi z pracy [30], gdzie byl przedsta-
wiony dla jezykow stow. Niewielka modyfikacja, wprowadzona rowniez w [13],
pozwolita uogolnié¢ go dla jezykow sladow.

47



Krystyna Stawikowska

Stwierdzenie 6.2. Niech A*/I bedzie monoidem Sladow. Jesli jezyk Sladow
T C A*/I jest aperiodyczny, to T jest bezgwiazdkowy.

Do udowodnienia powyzszego stwierdzenia potrzebne sa nastepujace pomoc-
nicze lematy.

Lemat 6.3. Niech M bedzie monoidem aperiodycznym. Wowczas dla dowol-
nego q € M, jesli ¢ = pqr, gdzie p,r € M, to q = pq = qr. Wtasnosé te
nazwigymy ,prawem czesctoweqgo skracania’.

Dowdd. Niech n = i(M). Poniewaz ¢ = pqr, to zachodzi ciag réwnosci g =
p(pgr)r = ... = p"qr™. Ponadto z aperiodycznosci M, mamy p" = p"™! oraz
r® = "1 Stad otrzymujemy ¢ = p"tlqr™ = pq oraz q = p"qr"*tt = qr. O

Lemat 6.4. Niech M bedzie monoidem aperiodycznym, m € M dowolnym
ustalonym elementem monoidu oraz J ={r € M | m ¢ MrM}. Wiwczas

m=mMnNMm\ J.

Dowdd. Niech K = mMNOMm\J. Oczywisciem € K, bom-1yy =m = 1,-m,
czylim € mM N Mm oraz m = 1y -m -1y € MmM, stad m & J.

Niech n € K. Wowczas istnieja p,q € M takie, ze n = mp = gm oraz
u,v € M takie, ze m = unv. Stad m = ugmo i korzystajac z prawa czesciowego
skracania otrzymujemy cigg rownosci m = ugm = un =ump =mp =n. [

Lemat 6.5. Niech N = A*/I bedzie monoidem Sladéw, M monoidem aperio-
dycznym, a ¢ : A*/I — M morfizmem monoidéw. Wowczas dla dowolnego
m € M\ {1y} przeciwobraz elementu m

o ' (m)=U-NNN-V\N-W_-N, (6.1)

gdzie

v=UUJ U ¢'m-]

a€A neM\mM
ne([a])emM

v=lJ U [-¢'m)

a€A neM\Mm
p((a))neMm

W= {la [acArm¢ Mp(la)M}U (| {lae™ ()] | n € M A

Am € M([al)nM 0 Mng((b)) M\ Mo([a])ne([b]) M}

Dowdd. (C) : Niech o € p~'(m) oraz 3 € A*/I bedzie sladem najkrotszej
dtugoscei takim, ze o = 7 dla pewnego v € A*/I oraz mM = o(F)M. Gdyby
B = [g], to z faktu, ze mM = M, wynikaloby istnienie elementu p € M
spelniajacego réwnos¢ mp = 1. Korzystajac z prawa czeSciowego skracania
mlyp = mly otrzymujemy, ze m = 1y, co jest sprzeczne z zatozeniem. Stad
6] > 1.
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Niech 8 = §-[a], gdzie 6 € A*/I oraz a € A (rozklad nie jest jednoznaczny).
Niech n = ¢(6). Wowczas np([a])M = mM oraz n ¢ mM, z wyboru (3. Stad
a € U - N. Analogicznie, « € N - V — wybieramy sufiks najkrotszej dtugosci
spelniajacy analogiczne warunki.

Ponadto o ¢ N - W - N z definicji zbioru W. Stad zachodzi zawieranie C
w (6.1).

(D) : Przypusémy, ze « nalezy do prawej strony réwnania (6.1) i niech
n = ¢(a). Poniewaz « € UN i a € NV, ton € mM in € Mm. Aby
udowodnié, ze m = n, to z lematu 6.4 wystarczy pokazac, ze m € MnM.

PrzeprowadZzmy dowo6d przez sprzeczno$é. Przypus$émy, ze istnieje m €
MmM. Woéwcezas a = (30 gdzie 7 jest §ladem najkrotszej dlugosci takim, ze
m ¢ Mep(y)M. Oczywiscie v # [g]. Jesli v = [a] dlaa € A, to vy € W —
sprzecznos¢ z zalozeniem o« ¢ NWN.

Przypusémy teraz, ze istnieje rozklad sladu v = [a]y[b], gdzie a,b € A.
Wowcezas m € Mo([a])e(y1)M oraz m € Mo(vy1)p([b]))M, bo v mialo by¢
najkrotszej diugosci. Stad v € W — sprzecznosé i koniec dowodu drugiej
inkluzji. O

Dowdd stwierdzenia 6.2. Niech N = A*/I. Niech M bedzie monoidem ape-
riodycznym oraz odwzorowanie ¢: A*/I — M bedzie morfizmem monoidéw.
Pokazemy indukcyjnie, ze przeciwobraz morficzny ¢~!(m) dla dowolnego ele-
mentu m € M jest bezgwiazdkowy. W szczegolnosci, przeciwobraz morfizmu
kanonicznego z monoidu $sladéw do monoidu syntaktycznego jezyka T, ktory
z zalozenia jest aperiodyczny, bedzie mial te wlasnosé. Poniewaz z zaltoze-
nia monoid syntaktyczny jest skonczony (bo T rozpoznawalny), to rowniez
zbior {p(a) | a € T} jest skoniczony, wiec T' bedzie mozna przedstawic¢ jako
skonficzong sume bezgwiazdkowych przeciwobrazow.

Do udowodnienia, ze przeciwobraz kazdego elementu z M jest bezgwiazd-
kowy przeprowadzimy indukcje malejaca ze wzgledu na moc r(m) zbioru MmM ,
gdzie m € M.

Zauwazmy, ze r(m) ma maksymalna wartos¢, gdy m = 1), jest to doktad-
nie moc monoidu M. Co wiecej, z prawa czeSciowego skracania otrzymujemy,
ze jeslimn = mlyn = 1), tom = n = 1), wiec r osigga maksymalng wartos¢
jedynie w 1.

Rozwazmy przypadek, gdy m = 1,,. Wowezas

0 '(1y)=N\N-W-N,

gdzie W jest zbiorem $ladow liter a € A takich, ze ¢([a]) # 1),. Wystarczy
sprawdzié¢ tylko litery, bo z prawa czeSciowego skracania dla p(af) = 1 mamy
ola) = p(B) = 1. Tak wiec dla przeciwobrazu 1, znalezliSmy wyrazenie
bezgwiazdkowe.

Niech m € M \ {1y}. Zalozmy, ze dla elementéw n € M, dla ktorych
r(n) > r(m) przeciwobrazy p~'(n) sa bezgwiazdkowe. Z rownosci (6.1) otrzy-
mujemy

o' (m)=U-NAN-V\N-W-N,
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gdzie U, V i W jak w lemacie 6.5. Pokazemy, ze zbiory te sa bezgwiazdkowe,
wykorzystujac zatozenie indukcyjne.

Niech n € M oraz a € A beda takie, ze np([a])M = mM oraz n ¢ mM.
Wowczas MnM O MmM, wiec r(n) > r(m). Przypusémy, ze r(n) = r(m).
Wowczas n € MmM, bo M jest skonczony. Stad n = umv dla u,v € M.
Poniewaz m € np([a])M, otrzymujemy, ze m = np dla pewnego p € M.
Stad n = unpv i korzystajac z prawa czesciowego skracania dostajemy n =
npv = mu, co przeczy zalozeniu, ze n ¢ mM. Stad r(n) > r(m) i korzystajac
z zalozenia indukcyjnego otrzymujemy, ze ¢~ 1(n) jest bezgwiazdkowy, a wiec
rowniez U jest bezgwiazdkowy jako skoriczona suma zbioréw postaci ¢~ (n)[al.

Analogicznie dowodzimy, ze V jest bezgwiazdkowy.

Do zakonczenia dowodu pozostato pokazac¢, ze W jest bezgwiazdkowy. Roz-
wazmy n € M oraz a,b € A takie, ze m € My([a])nM N Mnep([b])M oraz m ¢
Mo([a))np([b]) M. Znéw r(n) > r(m). Przypusémy, ze r(n) = r(m). Wowczas
n = umv oraz m = r¢([a])ns = pnp([b])t dla p,r,u,v,s,t € M. Dalej, n =
ure([a))nsv daje n = ure([a])n i m = pure([a])ne([b])t, co przeczy zalozeniu.
Stad r(n) > r(m) i wykorzystujac zalozenie indukcyjne otrzymujemy, ze W
jest bezgwiazdkowy jako skoficzona suma zbiréw bezgwiazdkowych, co konczy
dowdd stwierdzenia 6.2. O

6.1.2 Lemat o domknieciu zlozenia

Lemat przedstawiony w tym podrozdziale, bedzie czesto wykorzystywany w
dalszej czesci rozprawy. Jego dowdd w istotny sposob wykorzystuje charakte-
ryzacje jezykow bezgwiazdkowych za pomoca bezgwiazdkowej gwiazdki (twier-
dzenie 5.19).

Ponizszy przyktad pokazuje, ze dla jezykéw bezgwiazdkowych lemat Ha-
shiguchi’ego o stopniach rozproszenia nie zachodzi.

Przyktad 6.6. Niech A = {a,b, ¢} i relacja zaleznosci okreslona nastepujaco:
(A,D): a—c—b.

Wezmy jezyk bezgwiazdkowy L = (abcbac)*. Poniewaz L jest opisany wyraze-
niem iteracyjnie spojnym, to ze stwierdzenia 4.15 wynika, ze L ma skoriczony
stopieni rozproszenia. Jednak domkniecie L = ((abU ba)c(ab U ba)c)* nie jest
jezykiem bezgwiazdkowym.

Poniewaz w dla bezgwiazdkowych jezykéw stow nie ma odpowiednika le-
matu Hashiguchi’ego, ponizszy lemat dowodzimy w sposéb bardziej ztozony
niz dla jezykéw rozpoznawalnych.

Lemat 6.7. Jesli K,L C A* sq domknietymi jezykami bezgwiazdkowymsi, to
KL jest jezykiem bezqwiazdkowym.

Dowdd. Niech A = {a' | a € A} i A” = {d" | a € A} beda roznie poko-
lorowanymi (wiec roztacznymi) kopiami alfabetu A, oznaczmy C' = A" + A”.
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Okreslmy relacje niezaleznosci I C C' x C jako najmniejszg relacje niezalez-
nosci w C' taka, ze jesli alb, to a’'Icb". 7 domknietosci jezykoéw K i L wynika,
ze

KL = h(K'T"),

gdzie K’ 1 L” sa roznie pokolorowanymi kopiami jezykow K i L, morfizm
h: C — A jest morfizmem zmywajacym kolory, tzn. h(a’) = h(a") = a, lewe
domkniecie jest wzgledem I, a prawe wzgledem I¢.

Zdefiniujmy podstawienia f', f” : A — 297 f'(a) = A™d A" i f"(a) =
A*a” A™ kolorujace litery alfabetu A i otaczajace je stowami przeciwnego ko-
loru.

Do dokoficzenia dowodu musimy udowodni¢ dwa postulaty.

Postulat 6.8. Jesli X C A* jest bezqwiazdkowy, to f'(X), f"(X) C C* sq
jezykami bezqwiazdkowyms.

Dowdd. Zbudujemy automat dla f'(X), przerabiajac minimalny, determinis-
tyczny automat dla X, ktory nie ma petli nietrywialnych (bo X jest SF).

Kolorujac etykiety hukow ( — na a—/>) dostajemy automat dla X’ (nadal
bez petli nietrywialnych). Dotaczajac do kazdego stanu petelki etykietowane
wszystkimi literami o” dla a € A, otrzymujemy automat dla f’(X). Nie ma
on petli nietrywialnych (bo nie mial ich automat dla X’), wiec f'(X) jest
bezgwiazdkowy. Analogicznie (zamieniajac primowanie z bisowaniem) poka-
zujemy, ze f”(X) jest bezgwiazdkowy. Koniec dowodu postulatu 6.8 [J

Teraz zauwazmy, ze zawsze a’ Dcb”, gdy aDb, wiec

KL = f(K)n f"(L)\ | crv'crac.

aDb

Wobec postulatu 6.8 jezyk K’L" jest SF, bo klasa SF jest zamknieta wzgledem
operacji boolowskich.

Pokazalismy, ze K'L" jest bezgwiazdkowy. Teraz pokazemy, ze po zmyciu
koloréw pozostanie bezgwiazdkowy.

Postulat 6.9. Jesli X C C* \ |, p, C*V"C*a'C* jest bezgwiazdkowy, to h(X)
tez jest bezqwiazdkowy.

Dowdd. Indukcja strukturalna na SFS-wyrazeniach.

Dla atomoéw stwierdzenie jet oczywiste.
Zalozenie indukcyjne: Jesli Y, Z C C*\|J,p, C*b"C*a’C* sa bezgwiazdkowe
i h(Y),h(Z) sa bezgwiazdkowe.
Krok indukcyjny:

Jesli X =Y UZ, to z zalozenia indukcyjnego Y, Z C C*\ |, p, C*V'C*a’'C*
oraz bezgwiazdkowe, wiec h(X) = h(Y) U h(Z) jest bezgwiazdkowy.

Jesli X =Y Z, to z zalozenia indukcyjnego Y, Z C C* \ |, p, C*V"C*a’'C*
oraz bezgwiazdkowe, wiec h(X) = h(Y)h(Z) jest bezgwiazdkowy.

o1



Krystyna Stawikowska

Aby pokazaé, ze h(Y™*) jest bezgwiazdkowy zauwazmy, ze co najwyzej jedna
litera z liter o', a” moze wystapi¢ w Alph(Y'), bo aDa, wiec a” nie moze wy-
stapi¢ przed o’ w Y*. Zatem h(Y™) jest izomorficzng kopia Y*, wiec jest
bezgwiazdkowy. Koniec dowodu postulatu 6.9 []

Teraz zauwazajac, ze jezyk K'L" spelnia zatozenia postulatu 6.9, wnioskujemy,
ze h(K'L") jest bezgwiazdkowy. Co, wobec rownosci KL = h(K'L"), koticzy
dowod lematu 6.7. O

6.1.3 Bezgwiazdkowy <= aperiodyczny

Twierdzenie 6.10. Niech A*/I bedzie monoidem $ladéw i niech T C A*/I
jezykiem sladow. Nastepujgce zdanie s¢ rownowazne:

1. T jest bezqwiazdkowy w A*/1.
2. UT jest bezqwiazdkowy w A*.
3. UT jest aperiodyczny w A*.
4. T jest aperiodyczny w A* /1.

Dowdd. Implikacje 1 = 2 dowodzimy indukcja strukturalng na SF-wyraze-
niach. Dla jezykéw atomowych implikacja jest oczywista. Przypusémy, ze dla
bezgwiazdkowych jezykow sladow X 1Y, jezyki stow (J X i (Y sa bezgwiazd-
kowe. Rozwazmy trzy przypadki

a) JeSi T =XUY,to T =UJXUY)=UJXUUY jest bezgwiazdkowy.

b) Jesli T = XY, to UT = UXY) = UXUY jest bezgwiazdkowy z
lematu 6.7

c) JesiT =X toUT =U X' = (UX)".

Implikacja 2 = 3 wynika wprost z twierdzenia Schiitzenbergera.

Implikacja 3 = 4 wynika z definicji sptaszczenia i monoidu syntaktycznego.
Monoidy syntaktyczne jezyka sladow i jego splaszczenia sg réwne.

Implikacja 4 = 1 to stwierdzenie 6.2. [

Zauwazmy, ze rownowazno$¢ 1 < 4 to doktadnie twierdzenie 6.1 Guaiany,
Restivo i Salemi. Przypomnijmy, ze odpowiednik réwnowaznosci 1 < 2 zacho-
dzi dla jezykéw rozpoznawalnych, a jej dowod jest bardzo prosty. Natomiast
dowod dla jezykow bezgwiazdkowych jest ztozony i korzysta z kilku nietrywial-
nych faktow, kolejno twierdzenia 5.19, lematu 6.7 i stwierdzenia 6.2.
Rownowaznosé 1 < 2 w twierdzeniu 6.10 bedzie czesto wykorzystywana w
dalszej czesci rozprawy, dlatego wyrdézniamy ja jako oddzielny wniosek.

Whniosek 6.11. Niech (A, 1) bedzie alfabetem wspotbieinym i T jezykiem Sla-
dow. Wowczas zachodzi rownowaznosé

T € SF(A*/I) < | JT € SF(A).
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Przyktad 6.12. Niech A = {a, b} oraz alb. Niech T' C A*/I bedzie jezykiem
sladow definiowanym wyrazeniem bezgwiazdkowym [ab](/. Wowczas |JT =
0'abd U Q'bald) C A*.

Jezyk T jest rowniez definiowany wyrazeniem (0'[a]@’ U @'[b]0") 1 réwniez
jego splaszczenie T = (0'al/ U O'b0')".

6.2 Monoidy Sladow z przechodnia orientacja

Niech (A, I') bedzie alfabetem wspoétbieznym i < liniowym porzadkiem na alfa-
becie A. Trojke (A, <, I) nazywamy uporzadkowanym alfabetem wspél-
bieznym. W monoidzie wolnym definiujemy porzadek leksykograficzny. Stowo
puste ¢ jest mniejsze od kazdego niepustego stowa v € AT — & < v. Niepuste
stowo u € AT jest mniejsze w porzadku leksykograficznym od stowa v € AT,
jesli

(Ja,b € A)(Fuy, vy € A)u=auy Av=buy A(a<bVa=bAu <uvy).

Niech A*/I bedzie monoidem $ladéw. Leksykograficzna reprezentacja
sladu a € A*/I nazywamy slowo Lex(a) = min{w | w € a} € A* naj-
mniejsze stowo w porzadku leksykograficznym ze §ladu . Leksykograficznag
reprezentacja jezyka §ladéw 7' C A*/I nazywamy zbior stow Lex(T) =
{Lex(a) | o € T}, czyli zbior najmniejszych w porzadku leksykograficznym
reprezentantow Sladow z jezyka T. Zbior Lex(A*/I) bedziemy oznaczaé przez
LEX. Dla wygody, jesli stowo w € LEX, to bedziemy mowié, ze w jest leksy-
kograficzne, podobnie, jesli L C LEX, to bedziemy méwic¢, ze L jest jezykiem
leksykograficznym.

Niech (A, <,I) bedzie uporzadkowanym alfabetem wspotbieznym, niech
T C A*/I bedzie jezykiem sladow i L C A* jezykiem slow. Nastepujace
rownosci wynikaja wprost z powyzszych definicji i definicji operacji domkniecia.

Lex(T) = | JTNLEX (6.2)
Lex(T) = | JT. (6.3)
LNLEX = L. (6.4)

Ponizsze twierdzenie 7 [24] pokazuje znaczenie leksykograficznej reprezentacji
w badaniu rozpoznawalnosci jezykow $ladow.

Twierdzenie 6.13 (Ochmaniski). Niech (A, <, ) bedzie alfabetem wspdtbiez-
nym i M = A*/I monoidem Sladow. Jezyk sladow T C M jest rozpoznawalny
wtedy i tylko wtedy, gdy jego leksykograficzna reprezentacja Lex(T) C A* jest
jezykiem reqularnym,

T € Rec(M) <= Lex(T) € Reg(A"),

réwnowaznie — domkniecie jezyka stow L C A* jest jezykiem regqularnym wtedy
1 tylko wtedy, gdy L N LEX jest reqularny,

L € Reg(A*) <= LN LEX € Reg(A*).
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Powstaje pytanie, jakie kryterium ma spetnia¢ jezyk bezgwiazdkowy, zeby in-
dukowal bezgwiazdkowy jezyk sladow. Problem, czy jezyk sladow indukowany
przez bezgwiazdkowy jezyk stow jest bezgwiazdkowy, zbadali Muscholl i Pe-
tersen w [23]. W polaczeniu z wnioskiem 6.11 ich wynik mozna sformutowaé
nastepujaco.

Twierdzenie 6.14 (Muscholl, Petersen). Niech (A,I) bedzie alfabetem
wspotbieznym z przechodniq relacjq zaleznosci D = A x A\ I oraz niech
L C A* bedzie bezqwiazdkowym jezykiem stow. Wowczas jezyk sladow [L] jest
bezguriazdkowy lub nie jest rozpoznawalny.

Musholl i Petersen pokazali, ze zalozenie przechodniodci jest konieczne.
Przyktad 6.15. Niech A = {a,b, c} oraz
(A,D): a—c—0.

Jest to najprostszy przyktad alfabetu wspotbieznego z nieprzechodnia relacja
zaleznosci. Wezmy jezyk L = (abcbac)*. Jezyk ten jest bezgwiazdkowy (bo
m.d.a. dla L nie ma cykli nietrywialnych), ale jego domkniecie L = ((ab U
ba)c(abUba)c)* jest jezykiem regularnym i nie jest bezgwiazdkowym (przeciecie
z bezgwiazdkowym jezykiem (abc)* nie daje nam jezyka bezgwiazdkowego —
LN (abc)* = (abcabe)* ¢ SF(A¥)).

6.2.1 Leksykograficzne jezyki bezgwiazdkowe

Ustalmy uporzadkowany alfabet wspoétbiezny (A, <,I). Najpierw zauwazmy,
ze jezyk LE X stow leksykograficznie pierwszych jest bezgwiazdkowy, poniewaz

A*\LEX = | J A*bI;aA*, gdzie I, = {c € A | alc}.
2
Przez analogie do twierdzenia 6.13, powstaja pytania:

Czy jezyk sladow T € A* jest bezgwiazdkowy wtedy i tylko wtedy, gdy leksy-
kograficzna reprezentacja Lex(T') jest bezgwiazdkowa?

T € SF(A*/I) <7 = Lex(T) € SF(A").

Czy domkniecie jezyka stow L jest bezgwiazdkowe wtedy i tylko wtedy, gdy
cze$¢ wspolna jego domkniecia z LEX jest bezgwiazdkowa?

L e SF(A*) «?= LNLEX € SF(A").

Majac wniosek 6.11 wiemy, ze powyzsze pytania sa rOwnowazne. Ponadto
twierdzenie 6.14 z wykorzystaniem twierdzenia 6.13 daje pozytywna odpo-
wiedz w przypadku przechodniej relacji zaleznosci. Jednak przyktad 6.15 nie
jest kontrprzyktadem, gdyz jezyk L z tego przyktadu nie jest zawarty w LEX.

Zauwazmy dodatkowo, ze implikacje = sa prawdziwe dla dowolnego al-
fabetu wspotbieznego. Sformutujmy pytanie o odwrotng implikacje w wygod-
niejszej postaci.
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Czy jesli L C A* jest bezgwiazdkowy i zawarty w LEX, to domkniecie L jest
rowniez jezykiem bezgwiazdkowym?

LeSFALCLEX =?=LeSF

W tym podrozdziale odpowiemy na to pytanie przy pewnym dodatkowym
zalozeniu o strukturze porzadku na alfabecie wspo6tbieznym.

Definicja 6.16. Zorientowany alfabet wspotbiezny (A, <, ) jest przechod-
nio-zorientowany, gdy relacja < NI, czyli mniejszy i niezalezny, jest prze-
chodnia.

Od tego momentu zaktadamy, ze rozwazane w tym podrozdziale alfabety wspot-
biezne maja przechodnia orientacje.

Stwierdzenie 6.17. Jesli zorientowany alfabet wspotbiezny (A, <,I) jest prze-
chodnio-zorientowany, to

LEX ={w e A" | (Va,b € A)(Vu,v € A") w = uabv = aDbV a < b}.

Dowdd. Zawieranie C jest oczywiste.

Pokazemy zawieranie DO. Przypusémy, ze w ¢ LEX. Wowczas istnieja
a,b € A oraz stowa u,v,x € A* takie, ze w = ubrav, a < b oraz albx. Niech
br bedzie najkrotszym segmentem stowa w dla ustalonego a i u. Jesli = jest
stowem pustym, to w nie nalezy do prawej strony rownosci. Zatézmy, ze x # €.
Przypusémy, ze x = cy, gdzie c € Aiy € A*. Wowcezas cla, ¢ < a (bo bx jest
najkrotsze dla a) oraz alb, a<b. Z przechodniej orientacji alfabetu wynika, ze
clb oraz ¢ < b. Stad w nie nalezy do prawej strony rownosci. O]

Powyzsze stwierdzenie nie jest prawdziwe, gdy alfabet nie ma przechodnie]
orientacji. Doktadniej, warunek w = wabv € LEX = aDbV a < b jest
konieczny, ale nie wystarczajacy w ogélnym przypadku.

Przyktad 6.18. Niech A = {a,b,c}, a < b < c oraz

P S

(A,D):a b ¢

Poniewaz —alc, zorientowany alfabet (A, <, I) nie ma przechodniej orientacji.
Rozwazmy stowo cab. Zauwazmy, ze kazda sasiednia para spetlnia warunek
opisany w stwierdzeniu, ale to stowo nie jest leksykograficznie pierwsze. Lek-
sykograficznie pierwszym stowem réwnowaznym z cab jest bca.

Wprowadzmy pomocnicze pojecia leksykograficznego produktu, leksykograficz-
nego dopelnienia i jezykow LSF'. Pojecia te beda pomocne przy dowodzie, ze
pytanie, czy domkniecie leksykograficznego bezgwiazdkowego jezyka stow jest
bezgwiazdkowe, ma pozytywna odpowiedZz w monoidéw $ladéw z przechodnia
relacja niezaleznosci.
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Definicja 6.19. Niech K, L C LEX beda leksykograficznymi jezykami stow.
Leksykograficznym produktem nazywamy operacje o okreslona nastepu-
jaco:
KL dy KL C LEX
e {1 oy KL

nieokreslone,  w przeciwnym wypadku.

Dopelnieniem leksykograficznym jezyka K, oznaczanym K", nazywamy
dopelnienie do podzbioru LEX,

K"=LEX\ K.

Definicja 6.20. Jezyki zbudowane ze zbioru pustego, stowa pustego i liter z
alfabetu przy uzyciu operacji sumy zbiorow U, produktu leksykograficznego o
oraz dopelnienia leksykograficznego ” nazywamy LS F-jezykami. Klase LSF-
jezykéw oznaczamy przez LSF.

Wyrazenie zbudowane z atomoéw przy uzyciu symboli tych operacji nazy-
wamy LSF-wyrazeniami. Oczywiscie jezyk stow L jest LSEF wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje LS F-wyrazenie definiujace L.

Lemat 6.21. Jesli jezyk stow L C A* jest LSF, to jego domkniecie L jest
bezgwiazdkowe.

Dowdd. Indukcja strukturalna ze wzgledu na wyrazenia LSF.
Baza indukcji. Dla atoméw lemat jest oczywisty.
Zalozenie indukcyjne. Niech X,Y € LSF oraz X,Y sa bezgwiazdkowe
Krok indukcyjny. Przypusémy, ze L = X UY. Wowezas L = X UY =
X UY, czyli z zatozenia indukcyjnego domkniecie L jest bezgwiazdkowe.
Przypusémy, ze L = X oY. Woéwczas L = XY = X -Y. 7 lematu 6.7,
domkniecie ztozenia domknietych jezykéw bezgwiazdkowych jest bezgwiazd-
kowe.
Jesli L = X", to X" = 7/, gdy X jest zawarte w LEX.

AT

=
£
|

<

LEX| | X X"

]

Wprost z definicji i bezgwiazdkowosci LE X wynika, ze kazdy LSF-jezyk jest
bezgwiazdkowy i zawarty w LEX. W nastepnym podrozdziale pokazemy, ze
w alfabetach z przechodnia orientacja zachodzi tez twierdzenie odwrotne, tzn.
kazdy jezyk bezgwiazdkowy zawarty w LEX jest LSF-jezykiem.
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6.2.2 Automaty dla LEX-6w

Podstawowym narzedziem w tym podrozdziale beda automaty. Z ich pomoca

pokazemy twierdzenie o leksykograficznej charakteryzacji bezgwiazdkowych je-

zykow Sladow w monoidach nad przechodnio-zorientowanymi alfabetami.
Ponizsza wlasnos¢ wynika wprost z definicji stow leksykograficznych.

Wtlasno$é 6.22. Niech (A, <,I) bedzie dowolnym zorientowanym alfabetem
wspotbieznym. Wowczas dowolny segment stowa leksykograficznego jest row-
niez stowem leksykograficznym.

(Vw € LEX)(Vu,v,z € A") w =uvz = v € LEX.

Wtasnosé 6.22 oraz stwierdzenie 6.17 umozliwiaja w przypadku przechodnio-
zorientowanego alfabetu wspotbieznego, nastepujaca konstrukcje minimalnego
automatu deterministycznego dla LEX.

Konstrukcja:

Na wejsciu mamy dany zorientowany alfabet wspotbiezny (aq < ... < an; D),
D = Ax A\I jest relacja zaleznosci. Konstrukcja jest indukcyjna. Dla utatwie-
nia zapisu, zbiorem standéw bedg kolejne liczby naturalne. W konstruowanych
automatach wszystkie stany sa stanami koricowymi (nie sa to automaty zu-
pelne), w zwiazku z tym w ich opisie bedziemy pomija¢ wyrdznianie stanow
konicowych.

Na poczatku budujemy automat A, dla LEX gdzie alfabet sktada sie z
pierwszej litery w uporzadkowanym alfabecie:

A= ALEX(al;D) = ({Ch}, {1},51, 1)> gdzie 51(17611) = 1.
Majac skonstruowany automat
An = ALEX<CL1 <...< Qp; D) = ({alu s 7an}7 Qnu 5717 Q1>7

dlan <m, |Q,| ={1,...,k}, w kolejnych krokach zbudujemy automat

An+1 - ALEX(al <...<ap < Ap+1; -D) - ({ala e oy O, an—l—l}a Qn-i—lu 6n+17 1)
1. Niech i € {1,...,k} bedzie najmniejszym stanem spelniajacym warunek
(Vo € {ay,...,a,}) (i,2) € dom(0,,) = xDay, 1 (6.5)

czyli wszystkie wychodzace tuki ze stanu ¢ sg etykietowane literami zalez-
nymi z a,1. Jesli taki stan nie istnieje, to dodajemy nowy stan ¢ = k+1,

Qn+1 = Qn U {Z}

2. Funkcje przejscia 0,11 jest rozszerzeniem funkcji 0, 0,(J, any1) = @ dla
kazdego j € Q41 (Do stanu i z kazdego stanu prowadzimy tuk etykieto-
wany litera a,.1.)
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3. Jesli « = k + 1, tzn. w punkcie 1 doszedt nowy stan, to dla liter z €

{ai,...,a,} takich, ze x < a4 oraz xDayq, okreslamy funkcje §, na
parze (k4 1,z) w nastepujacy sposob. Znajdujemy najmniejsze j takie,
ze

Vy € {a1,...,a,}) (4,y) € dom(6,) = = <y VyDzx.

Wowcezas 0,41(k+ 1,2) = j. (Znajdujemy najmniejszy stan j, z ktorego
wszystkie wychodzace tuki sg etykietowane literami wiekszymi lub zalez-
nymi z x i dodajemy tuk ze stanu k + 1 do stanu j etykietowany litera

Ponizszy przyktad dobrze ilustruje wszystkie kroki konstrukc;ji.

Przyktad 6.23. Dla wspotbhieznego alfabetu

(A,D):a/b?c d
~—

z porzadkiem a < b < ¢ < d, w kolejnych krokach otrzymujemy automaty z
rysunku 6.1.

BCO ac. aC-Dc GCQDC
N
b c b c b . Dd
b
d
C C be
Rysunek 6.1: Kolejne kroki konstrukcji automatu dla LEX

Stwierdzenie 6.24. Niech (A, <,I) bedzie przechodnio zorientowanym alfa-
betem oraz Appx = (A, Q,9,q0). Wiowezas dla dowolnej litery a € A istnieje
doktadnie jeden stan q, € Q taki, zZe jesli dla stanu p € Q, (p,a) € dom(d),
to 0(p,a) = qu. (Wszystkie tuki etykietowane literq a, wskazujq na doktadnie
jeden stan q,.)

(Va € A)(3q. € Q)(Vp € Q) (p,a) € dom(d) = (p, a) = qa.
Dowdd. Bezposrednio z konstrukeji. ]

Niech Arpx = (A, Q,, qo) bedzie automatem dla LEX i niech, p,r € Q
beda stanami tego automatu (niekoniecznie roznymi). Przez L(p,r) oznaczmy
jezyk akceptowany przez automat (A, Q,d, p, {r}), tzn. jezyk Sciezek w auto-
macie Apgx ze stanu p (stan poczatkowy) do stanu r (stan koncowy).

Lemat 6.25. Niech (A, <, ) bedzie przechodnio-zorientowanym alfabetem oraz
Arpx = (A,Q,0,q). Wiwczas

(Vp,r € Q) L(p,7) € LSF.
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Dowdd. Przez ,LEX gdzie v € A oznaczmy podzbior stow LEX zaczyna-
jacych sie na litere z, a przez LE X, podzbior LEX stow koriczacych sie na
x.

Najpierw pokazemy, ze dla kazdej litery x € A jezyki ,LEX i LEX,
sa LSF jezykami. Niech a1 < ... < a,, bedzie wejSciowym porzadkiem na
alfabecie A. Dowdd jest indukcyjny ze wzgledu na pozycje litery w alfabecie.
Baza indukcji. Zauwazmy, ze ,,LEX = aLEX, podobnie LEX, =
LEXa,,. Oba jezykisa LSF, gdyz LEX = ()", a te zlozenia nie wyprowadzaja
poza LEX.

Zalozenie indukcyjne. Przypusémy, ze dlan < m jezyki,, LEX i LEX,
sa LSF dla1l <i<n.

Krok indukcyjny. Pokazemy, ze ,, ,LEX i LEX,
dzenia 6.17 wynika, ze dla z € A

m—+1—i

sa LSF. Ze stwier-

m—n

LEX = 2(LEX \ | J,LEX) = «(| J ,LEX)"
ylx ylx
y<z y<x

oraz
LEX, = (LEX\ | JLEX.)x = (| LEX.)"x.

zlx zlx
zZ2>T z>T

Zauwazmy, ze we wzorze dla ., LEX i LEX,, _, wystepuja jedynie te zbiory
yLEX1LEX,, ktore z zalozenia indukcyjnego sg LSF'. Stad réwniez ,, . LEX
iLEX, _ saLSF.

Ze stwierdzenia 6.24 wiemy, ze istnieje doktadnie jeden stan, na ktéry wska-
zuja krawedzie o tej samej etykiecie. Stad dla dowolnego stanu r € @)

L(qo,7) = U LEX,(Ue, gdy r = qp).

—r

Niech L(r) oznacza jezyk akceptowany przez automat (A, @, d,r). Zauwazmy,
ze

L(r) = | «LEX(Ue, gdy r = o),
r—s

wiec dla dowolnego r € @ jezyk L(r) jest LSF.
Zauwazmy teraz, ze dla dowolnych p,r € @) zachodzi

L(p,r) = L(qo, p) N L(r).

Operacja iloczynu zbioréw leksykograficznych nie wyprowadza poza klase LSF',
wiec L(p,r) € LSF. O

Lemat 6.26. Niech (A, <,I) bedzie zorientowanym alfabetem wspotbieznym,
Arpx = (A,Q,0,q) deterministycznym automatem akceptujgcym LEX ta-
kim, Ze jezyki L(p,r) s¢ LSF dla dowolnych p,r € Q oraz Z bezqwiazdkowym
jezykiem stow. Wowczas dla dowolnych p,r € Q, jezyk Z N L(p,r) jest LSF.
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Dowdd. Indukcja strukturalna.

Baza indukcji. Przypu$émy, ze Z jest jezykiem atomowym. Wowcezas Z N
L(p,r)=Z,gdy Z C L(p,r) lub ZN L(p,r) = ) w przeciwnym wypadku. W
obu przypadkach zbior Z N L(p,r) z definicji nalezy do LSF.

Zalozenie indukcyjne. Przypusémy, ze jezyki X, Y sa bezgwiazdkowe i dla
dowolnych p,r € @ jezyki (X N L(p,7)),(Y N L(p,r)) nalezg do klasy LSF.
Krok indukcyjny. Niech jezyk Z bedzie jezykiem bezgwiazdkowym zbudo-
wanym z X i Y.

e Jesi Z = XUY,to ZNL(p,r) = (XUY)NL(p,r) = (X N L(p,r)) U
(Y N L(p,7)). Z zalozenia indukcyjnego Z € LSF.

o Jesli Z = XY, to réwniez XY C LEX. Wowczas Z N L(p,r) =
Uyeo(X N L(p,q))(Y N L(g,7)). Z zalozenia indukcyjnego otrzymujemy,
ze Z N L(p,r) € LSF.

o Niech Z = X'. Wowezas X = (X\LEX)U(XNLEX). Stad ZNL(p,r) =
LEX\ (XNL(p,r)). Poniewaz z zalozenia indukcyjnego (X N L(p,r)) €
LSF,to ZNL(p,r) = (XNL(p,r))" € LSF.

]

Lemat 6.27. Niech (A, <, 1) bedzie zorientowanym alfabetem wspdtbieznym
oraz A = (A, Q, 9, qo) automatem akceptujgcym LEX. Jesli kazdy jezyk L(p,r)
jest LSF oraz jezyk Z C A* jest bezqwiazdkowy i zawarty w LEX, to Z jest
LSF-jezykiem.

Dowdd. Zauwazmy, ze LEX = |, o L(p,7) oraz Z = ZNLEX = ZN
Upreo L) = Upreo 2 N L(p, 7). Z powyzszego lematu otrzymujemy, ze Z
jest LSF. O

Z lematow 6.25 1 6.27 wynika

Whniosek 6.28. W alfabetach przechodnio-zorientowanych kazdy jezyk bez-
gwiazdkowy 1 zawarty w LEX jest LSF-jezykiem.

Teraz uwzgledniajac lemat 6.21, uzyskujemy

Twierdzenie 6.29. Niech (A, <,I) bedzie przechodnio-zorientowanym alfa-
betem wspdtbieznym. Jesli jezyk L jest bezqwiazdkowy i L C LEX, to jego
domkniecie L jest jezykiem bezgqwiazdkowym.

Twierdzenie 6.29 w potaczeniu w wnioskiem 6.11 pozwala stwierdzi¢, ze bez-
gwiazdkowy odpowiednik twierdzenia 6.13, czyli twierdzenie o leksykograficz-
nej charakteryzacji bezgwiazdkowych jezykow sladow, zachodzi dla alfabetow
przechodnio-zorientowanych. W nastepnym podrozdziale pokazemy, ze impli-
kacja
Le LEXANL e SF=LeSF,

a zatem twierdzenie o leksykograficznej charakteryzacji, zachodzi dla dowol-
nego zorientowanego alfabetu wspotbieznego (A, <, ). Jednak dowod nie be-
dzie kombinatoryczny i bedzie wykorzystywaé logiczna charakteryzacje jezy-
kow bezgwiazdkowych w monoidach sladow.
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Przyktad 6.30. Niech A = {a,b, c} bedzie alfabetem z zaleznoScia
(A,D): a—b—c.

Wezmy leksykograficzny jezyk bezgwiazdkowy L = (cba)™ C A*. Ponizsze
wyrazenie bezgwiazdkowe definiuje L

' N@a\b(aaUbbUccUabU caUbe)l.

Indukowany przez L jezyk sladow [cba]™ jest opisany przez ponizsze wyrazenie

[0 N @ [a] \ ([ca)d U Blac] U B ([aa) U [bb] U [cc] U [ab] U [be])D).

6.3 Logiczna charakteryzacja bezgwiazdkowych
jezykow Sladow

W tym rozdziale zostana pokazane dwie charakteryzacje bezgwiazdkowych je-
zykow §ladow — logiczna i leksykograficzna. Uzywane tutaj pojecie modelu
sladu zaproponowal Thomas [36], oznaczenia i terminologia pochodza z [6].

Niech (A, I) bedzie alfabetem wspotbieznym. Logicznym modelem dla
sladu a € A*/I jest jego graf §ladu a = (V, E,\). W tym rozdziale slady
bedziemy identyfikowaé¢ z ich grafami. Formuly w logice pierwszego rzedu dla
sladéw zbudowane sa ze zmiennych x, y, . . . podstawianych za wierzchotki grafu
sladu (elementy zbioru V'), formut atomowych

r=y, (v,y) € E, M(z)=adlaa€ A

przy pomocy V, A, -, — i <> oraz kwantyfikatorow 31 V. Jesli model sladu
a graf o = (V, E, \) spelnia zdanie 1, to piszemy « | 9. Jezykiem $ladow
definiowanym przez zdanie ¢ nazywamy jezyk L(¢) = {a € A*/I | a = ¢}.
Klase jezykow definiowalnych w logice pierwszego rzedu w monoidzie A*/I
oznaczamy przez FO(A*/I).

7 definicji grafu §ladu, graf jest acykliczny. Zauwazmy, ze relacja E nie
zawsze jest porzadkiem. Porzadkiem jest przechodnie domkniecie £ — relacja
E*. Relacje ET mozna wyrazi¢ w logice pierwszego rzedu formula przy uzyciu
co najwyzej |A| — 2 dodatkowych zmiennych

(v,y) € EF = (z,y) € EV
vV B@a..3a (ma) € EA N (zia,%) € EA(u,y) € E).
k<|A|-2 1<i<k

W przypadku stow, relacja E = E* jest liniowym porzadkiem na zbiorze V i
oznaczamy ja symbolem <.

Twierdzenie 6.31 (Ebinger, Muscholl 1993). Niech (A, 1) bedzie alfabe-
tem wspotbieznym i T C A*/I jezykiem Sladow. Nastepujqce zdania sq¢ réwno-
wazne:
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1. T € FO(A*/I),
2. UT € FO(AY),
3. Lex(T) € FO(A*).

Dowdd. Ponizszy dowod pochodzi z [9], jest rowniez opisany w [6].

1=2:Niech T'= L(¢p) C A*/I, gdzie ¢ jest zdaniem w logice pierwszego
rzedu. Niech o = (V, E,\) bedzie sladem grafem §ladu a i w € A* stowem
reprezentujacym c«. Istnieje bijekcja miedzy zbiorem pozycji w stowie w oraz
wierzchotkami grafu sladu «, przy czym w grafie ladu (z,y) € E wtedy i
tylko wtedy, gdy z < y oraz (A(x),A(y)) € D w slowie w. Zamieniajac kazda
atomowa formute (z,y) € F koniunkcja pierwszego rzedu

<y A (Ax),Ay)) € D,

otrzymujemy zdanie pierwszego rzedu QZ takie, ze a =1 wtedy i tylko wtedy,
gdy w = @Z Stad zdanie {bv definiuje jezyk |JT, co dowodzi implikacji T €
FO(A*/I) = T € FO(A*).

2 = 3 : Poniewaz zbior LEX jest jezykiem stow pierwszego rzedu, wiec
jesi UT € FO, to Lex(T) = T N LEX jest rowniez jezykiem pierwszego
rzedu.

3 = 1: Niech a = (V, E, \) bedzie modelem sladu o oraz w = x;...x, =
Lex(a) € A* jego leksykograficznym reprezentantem. Kazdy wierzchotek
x € V odpowiada pewnemu z; ze zbioru pozycji stowa w i kazda pozycja x;
odpowiada wierzchotkowi x z V. Niech lex(x,y) oznacza, ze x; odpowiadajace
w w wierzchotkowi z, jest w slowie w przed x; odpowiadajacemu wierzchol-
kowi y oraz i < j. Taka sytuacja zdarza sie, gdy (x,y) € E™, czyli w grafie
Sladu istnieje éciezka z wierzchotka = do y lub gdy istnieje minimalny indeks
k, taki, ze 1 < k < j oraz x; odpowiada pewnemu wierzchotkowi z € V ta-
kiemu, ze (z,y) € E*, czyli istnieje $ciezka z z do y, przy czym jesli dodatkowo
(AMx),A(2)) € I, to Mx) < A(z). Stad otrzymujemy nastepujaca formute na
lex(x,y):

lex(z,y) = (r,y) € EYV Iz (M) < A2) A (A=), \2)) el
N=lex(z,z) A (z,y) € EY).

Poniewaz alfabet jest skoniczony, wystarczy przeprowadzi¢ rekurencje p razy,
gdzie p jest dlugoscia najdtuzszej sciezki bez cykli w grafie niezaleznosci (A, I)
(w takim, gdzie krawedzie tacza litery niezalezne). Powyzsza formula jest wiec
formuta pierwszego rzedu.

Niech ¢ bedzie zdaniem pierwszego rzedu. W formule ¢ zastapmy kazda
formute atomowa postaci x < y przez powyzsza formute na lex(x, y). Oznaczmy
te nowa formule @, jest ona 1-go rzedu, bo lex(z,y) jest 1-go rzedu. Z kon-
strukeji tej wynika, ze dla w € LEX zachodzi réwnowaznosé:

w = ¢ wtedy i tylko wtedy, gdy [w] E @,

62



Jezyki regularne indukujace rozpoznawalne i bezgwiazdkowe jezyki sladéw

w szczegodlnosei dla kazdego elementu jezyka leksykograficznego L C LEX.
Stad, jesli L jest definiowane zdaniem pierwszego rzedu v, to jezyk sladow [L]
jest definiowany przez zdanie 1, wiec jest jezykiem $ladow 1-go rzedu.

O

Przyktad 6.32. Niech A = {a,b} i alb. Niech L = a*b = (I’'b0")'b jest

definiowany zdaniem pierwszego rzedu:
Y=VaVy (r <y— ANz)=a) NIz \(z) =0. (6.6)

Zauwazmy, ze dla grafow $ladow z monoidu A*/I zachodzi ET = E i (x,y) €
E wtw MNx) = My) A —(y,x) € E oraz

lex(r,y) = (Mz) = aAA(y) =b)V (\(z) = Ay) A (2,y) € B).

Jesli do zdania (6.6) podstawimy formute lex(x,y) w miejsce = < y, to dosta-
niemy zdanie pierwszego rzedu v definiujace indukowany jezyk sladow [a*b]:

U= Vo Vy (Mz) =aAAy) =b)
VIANx) =ANy) A (z,y) € E) = Az) =a) ANz A(2) =b.

Przyktad 6.33. Niech A = {a,b, ¢} bedzie alfabetem z zaleznoScia
(A,D): a—b—c.

Wowcezas w grafie sladu o = (V, E, \) wierzcholki z,y € V tworza krawedz
(z,y) € E wtedy i tylko wtedy, gdy A(z)DA(y), tzn. gdy A(z) = A(y) lub
A(z) = blub A(y) = b. Dodatkowo 7z definicji grafu sladu wynika, ze graf a jest
acykliczny i relacja E7T jest czeSciowym porzadkiem na V. Woéwczas formula
na relacje E jest nastepujaca

(r,y) e BT = (v,y) € EVI2((r,2) € EN(z,y) € E)
= (r,y) e EV(AMz)=aAAy) =cA
Az(A(z) =bA(x,2) € EN(2,y) € E))
Formuta na relacje lex C V' x V jest nastepujaca

lex(x,y) = (z,y) € BTV (ANz)=aAAy)=cA—(y,z) € E)

Wezmy L = (cba)™ C A* z przyktadu 6.30. Jest to bezgwiazdkowy i leksyko-
graficzny jezyk stow definiowany ponizszym zdaniem ¢

o = Ve(-Jz (z<2z) = Az)=cA-Jz (z<2) = ANz)=aA
Ay(x <yA-Fz (x <zAz<y) —
— (2A(2) = Aly) A =(A(z) = a A A(y) = b) A
A=(A(@) = bAAY) = ) A=(Az) = c A Ay) = a))))

Zamieniajac w formule ¢ relacje <C V xV nalex C V x V otrzymamy zdanie
¢ definiujace indukowany jezyk sladow [cba]*.
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Teraz, taczac twierdzenie 6.31 z charakteryzacja bezgwiazdkowych jezy-
kow stow (twierdzenie 5.19) i wezesniej uzyskanymi wynikami (wniosek 6.11),
mozemy calkiem prosto udowodni¢ twierdzenie o definiowalnosci bezgwiazd-
kowych jezykow sladow w logice 1-go rzedu.

Twierdzenie 6.34. Niech (A, I) bedzie alfabetem wspotbieznym i T C A*/I

jezykiem sladow. Wowcezas T jest bezguiazdkowy wtedy i tylko wtedy, gdy jest
definiowalny w logice pirerwszeqo rzedu.

SF(A*/I) = FO(A*/I).

Dowdd. Niech T C A*/I bedzie jezykiem $ladow. Z wniosku 6.11 mamy row-
nowaznos¢

T € SF(A*/I) <= | JT € SF(4").
Dalej, z twierdzenia 5.23
T € SF(A) < | JT € FO(A").
Korzystajac z twierdzenia 6.31 dostajemy
T € FO(A*) <= T € FO(A*/1).
O

Powyzsze twierdzenie zostalo sformutowane w [10], prawie bez dowodu.
Obszerny, lecz nadal niepelny szkic dowodu zostal przedstawiony w [6]. Pro-
stota tutaj zademonstrowanego dowodu uzyskana zostalta dzieki zastosowaniu,
wczedniej nieznanej, charakteryzacji bezgwiazdkowych jezykow sladow za po-
moca bezgwiazdkowej gwiazdki (twierdzenie 5.19).

Twierdzenie 6.35. Niech (A, I, <) bedzie uporzqdkowanym alfabetem wspdt-
bieznym 1 L C A* jezykiem stow. Wowczas zachodzqg réwnowaznosci:

LCLEX AL € SF(A*) <= L € SF(4%), (6.7)
LCLEXAL¢ESF(A*) <= [L] € SF(A*/I) (6.8)

Dowdd. Rownowazno$¢ (6.7) wynika wprost z twierdzenia 6.31 oraz twierdze-
nia 5.23. Rownowaznos¢ (6.8) wynika z pierwszej i wniosku 6.11. O

Zauwazmy, ze w poprzednim podrozdziale powyzsze twierdzenie zostato udo-
wodnione dla alfabetéw wspotbieznych z przechodnia orientacja. Dowod byt
kombinatoryczny i nie wykorzystywal narzedzi logicznych. Znalezienie podob-
nego dowodu, bez uzycia aparatu logiki, wydaje sie interesujacym wyzwaniem.
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6.4 Bezgwiazdkowa gwiazdka w monoidach
Sladow

W rozdziale 5 zostata zdefiniowana operacja bezgwiazdkowej gwiazdki, zbio-
ry SE'S oraz zostalo pokazane, ze w monoidach wolnych klasy jezykow SF
i SF'S sa sobie réwne. W dowolnym monoidzie zachodzi zawieranie SF'S C
SF, jednak ponizszy przyktad pokazuje, ze nie w kazdym monoidzie zachodzi
zawieranie w druga strone.

Przyklad 6.36. Niech M = (Z, +) bedzie monoidem liczb calkowitych z ope-
racja dodawania. Pokazemy, ze w tym monoidzie zawieranie SF'S C SF jest
wlasciwe.

Najpierw stosujac indukcje strukturalng na wyrazeniach bezgwiazdkowych
pokazemy, ze zbior X C Z jest bezgwiazdkowy wtedy i tylko wtedy, gdy X
lub jego dopelnienie X’ jest zbiorem skorniczonym.

Baza indukcji. Kazdy zbior wyznaczony przez wyrazenie atomowe (zbior
pusty, i singleton liczby) jest skoriczony.

Zalozenie indukcyjne. Przypusémy, ze zbiory U i V sg bezgwiazdkowe oraz
oba sa skoriczone lub jeden ze zbioréw jest skonczony i drugi ma skorniczone
dopetnienie lub obydwa maja skonczone dopetnienia.

e Jesli X = U UV, to latwo zauwazy¢, ze jeden ze zbiorow X lub X’ jest
skoniczony.

e Jesli UiV sagskonczone, to zbior X = U+V jest réwniez skoriczony. Jesli
oba zbiory maja skoriczone dopetnienia, to X = U4V jest rowne calemu
zbiorowi Z. Jedli jeden ze zbioréw jest skonczony, a moc dopelnienia
drugiego jest skoniczona i wynosi n > 0, to wynik dodawania zbioréow
jest zbiorem pustym lub moc jego dopelnienia jest nie wieksza niz n.

e Jesli X = U’ rownowaznosé jest oczywista.

Rozwazmy teraz wyrazenia SF'S. Zauwazmy, ze zbior X*, gdzie X jest skon-
czony, jest zbiorem bezgwiazdkowym wtedy i tylko wtedy, gdy X* jest zbiorem
skoniczonym i wowczas X = () lub X = {0} lub X* = Z (X zawiera zbior liczb
wzglednie pierwszych, przy czym co najmniej jedna para liczb jest r6znych zna-
kow). Stad klasa zbiorow SF'S jest najmniejsza klasa zbiorow zbudowanych z
1, —1, 0§ oraz Z przy uzyciu operacji + i U. Stad w monoidzie liczb catkowi-
tych z dodawaniem zbiory SF'S sa skoniczone lub rowne Z. Zbior Z \ {0} jest
zbiorem bezgwiazdkowym, ale nie nalezy do klasy SF'S.

Jednak monoid liczb catkowitych nie jest monoidem §ladéw. Nasuwa sie pyta-
nie, czy w monoidach $ladow zachodzi réwnosé klas SF i SFS?

Niech (A, I, <) bedzie uporzadkowanym alfabetem wspo6tbieznym. Przypom-
nijmy, ze dla jezykow stow zachodzi nastepujaca wlasnosé

LeSF(A)ANLC LEX = L € SF(A%). (6.9)
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oraz rownowaznos¢ dla jezyka sladow T'C A* /1
T € SF(A*/I) <= | JT € SF(A). (6.10)

Lemat 6.37. Niech (A, I, <) bedzie uporzqdkowanym alfabetem wspdtbieznym.
Wowczas dla dowolnego jezyka stow L C A* zachodzi implikacja

L€ SFS(A* )AL C LEX = [L] € SFS(A*/I).

Dowdd. Indukcja strukturalna po SF'S-wrazeniach.

Dla wyrazen atomowych — oczywiste.
Zalozenie indukcyjne. Implikacja zachodzi dla X, Y C A*
Krok indukcyjny. Niech L € SFS(A*)i L C LEX.

1. Niech L = X UY. Z zalozenia indukcyjnego jezyki sladow [X],[Y] €
SFS(A*/T). Stad [L] = [X]U[Y] € SFS(A*/I).

2. Niech L = XY. Z zalozenia indukeyjnego, [X|, [Y] € SFS(A*/I). Stad
[L] = [X][Y] € SFS(A*/I).

3. Niech L = X*, gdzie X € SFS(A*), X* € SF(A) = SFS(A*) i X*
LEX. 7 implikacji (6.9) mamy, ze X* € SF(A), wiec Lex([X]*) = X*
LEX € SF(A). Z rownowaznosci 6.10 mamy [Z] = [X]|* € SF(A*
oraz z zalozenia indukcyjnego [X] € SFS(A*/I). Stad [Z] = [X]*
SES(A*/I).

m=2IN

]

Lemat 6.38. Niech (A, I, <) bedzie uporzgdkowanym alfabetem wspotbieznym.
Niech T C A*/I bedzie jezykiem sladow. Wowczas zachodzi implikacja

|JT € SFS(A*) = T € SFS(A"/I).

Dowdd. Niech T C (A*/I) bedzie jezykiem sladow takim, ze | JT € SFS(A*) =

SF(A*). Stad Lex(T) = UT N LEX € SF(A*). Z twierdzenia 5.19 mamy

Lex(T) € SFS(A*). Zlematu 6.37 otrzymujemy, ze T' = [Lex(T)] € SFS(A*/I).
[

Twierdzenie 6.39. Niech (A, I, <) bedzie uporzgdkowanym alfabetem wspot-
bieznym. Wowczas dla dowolnego jezyka Sladow T € A*/1 zachodzg nastepu-
jagce implikacje
TeSFA)I) = |JT eSF(AY)
T 4
T eSFS(A)I) « |JT e SFS(AY)

Zatem powyzsze cztery warunki s¢ rownowazne.

Dowdd. Implikacja = wynika 7z réwnowaznosci (6.10). Implikacja |} wynika
z twierdzenia 5.19. Implikacja <= wynika z lematu 6.38. Implikacja f} wynika
wprost z definicji jezykow SF'S. O]
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6.5 Problemy decyzyjne dla jezykéw
bezgwiazdkowych

Dla jezykow bezgwiazdkowych nasuwajg sie nastepujace pytania

Pytanie 1. Czy problem bezgwiazdkowodci jezyka racjonalnego jest rozstrzy-
galny?

W monoidach wolnych odpowiedZ na powyzsze pytanie jest pozytywna —
wystarczy zbadaé, czy minimalny deterministyczny automat jest aperiodyczny.
W monoidéow sladéw problem ten jest nierozstrzygalny. W [23] udowodnione
zostalo nastepujace twierdzenie

Twierdzenie 6.40. Niech (A, I) bedzie monoidem Sladéw. Problem ,,Czy ra-
cjonalny jezyk Sladow jest bezqwiazdkowy?” jest rozstrzygalny wtedy i tylko
wtedy, gdy relacja I jest przechodnia.

Wiemy, ze problem bezgwiazdkowosci jezyka rozpoznawalnego jest, wobec
twierdzenia 3.5 1 wniosku 6.11, rozstrzygalny.
Kolejne pytanie jest problemem otwartym, podobnym do problemu gwiazdki.

Pytanie 2. Czy w dowolnym monoidzie sladéw problem ,Czy dla danego bez-
gwiazdkowego jezyka Sladow T, jezyk T™ jest bezgwiazdkowy” jest rozstrzy-
galny?
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Rozdzial 7

Podsumowanie

Podsumowujac najwazniejsze wyniki pracy, mozemy wszechstronnie scharakte-
ryzowac klase podzbiorow bezgwiazdkowych w dowolnych monoidach $ladow:

T jest bezgwiazdkowy
wtw
UT jest bezgwiazdkowy
wtw
Lex(T) jest bezgwiazdkowy
wtw
T jest aperiodyczny
wtw
T jest definiowalny w logice 1-go rzedu
wtw
T mozna zbudowaé z atomow za pomoca operacji
sumy, ztozenia i bezgwiazdkowej gwiazdki

Doktadniej wyniki rozprawy zostaly omoéwione w rozdziale wstepnym. Tutaj
chciatabym zasygnalizowaé¢ mozliwe kierunki badan, zainspirowane uzyskanymi
wynikami oraz sformutowaé kilka probleméw z nimi zwiazanych.

Jak wiemy, ze roznica jezykow iteracyjnie spojnych nie zawsze jest itera-
cyjnie spojna (przyktad 4.19).

Problem 1. Czy klasa iteracyjnie spojnych jezykow stow jest zamknieta wzgle-
dem iloczynu zbiorow?

Ostatnio Klunder [18] pokazala egzystencjalna charakteryzacje jezykow itera-
cyjnie spojnych za pomoca automatow. Ciagle jednak nie wiemy, jak spraw-
dzac, czy taki automat istnieje.

Problem 2. Czy iteracyjna spojnosé¢ jezykow regularnych jest rozstrzygalna?

Wiemy, ze istnieja monoidy, w ktorych bezgwiazdkowa gwiazdka jest stab-
sza od dopelnienia (przyktad 6.36).

Problem 3. Zbada¢ dokltadniej klase monoidow, w ktorych bezgwiazdkowa
gwiazdka (wraz z suma i ztozeniem) potrafi zbudowaé¢ dowolny podzbior bez-
gwiazdkowy.
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Przypomnijmy réwnowazne warunki, charakteryzujace bezgwiazdkowe je-
zyki sladow (lewa kolumna) i zauwazmy, ze analogiczne warunki charakteryzuja
rozpoznawalne jezyki sladow (prawa kolumna).

(1bg) T jest bezgwiazdkowy (1rp) T jest rozpoznawalny
(2bg) UT jest bezgwiazdkowy (2rp) UT jest rozpoznawalny

(3bg) Lex(T) jest bezgwiazdkowy (3rp) Lex(T) jest rozpoznawalny

Implikacje (1rp)=(2rp)=-(3rp) sa prawie oczywiste, a implikacja (3rp)=-(1rp)
jest trudna, ale mozna ja pokaza¢ kombinatorycznie, bez uzycia technik lo-
giki (Ochmanski [24, 25]). W przypadku bezgwiazdkowym jedynie implikacja
(2bg)=-(3bg) jest prosta, juz (1bg)=-(2bg) jest trudna kombinatorycznie, na-
tomiast implikacja (3bg)=-(1bg) wymagala uzycia technik logiki 1-go rzedu.

Problem 4. Czy (i jak) mozna udowodni¢ implikacje (3bg)=-(1bg) metodami
czysto kombinatorycznymi, bez logiki?

Definicja bezgwiazdkowej gwiazdki ma nature semantyczna (czy gwiazdka
jest bezgwiazdkowa czy nie, zalezy od wyniku jej dzialania). Podobna opera-
cje ,rozpoznawalnej gwiazdki” mozna opisa¢ syntaktycznie (tzn. zaleznie od
argumentu pod gwiazdka) jako tzw. ,spojna gwiazdke” (jak w rozdziale 4).

Problem 5. Opisa¢ syntaktycznie operacje bezgwiazdkowej gwiazdki.

Wiemy, ze w monoidach $§ladéw nierozstrzygalne sa problemy rozpozna-
walnosci jezyka racjonalnego (Berstel [1]) i bezgwiazdkowosci jezyka racjo-
nalnego (Muscholl i Petersen [23|). Chyba najstynniejszym (i najstarszym,
Clerbout/Latteux [4] z 1985) otwartym problemem teorii sladow jest problem
rozpoznawalnoéci gwiazdki: Czy rozpoznawalnosé jezyka sladow T™ jest roz-
strzygalna dla rozpoznawalnych 717

Problem 6 (Problem bezgwiazdkowosci gwiazdki). Czy bezgwiazdko-
wosé jezyka §ladow T jest rozstrzygalna dla bezgwiazdkowych T°7
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