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Streszczenie

Teoria ±ladów stanowi wa»ny model semantyki systemów wspóªbie»nych. W
pracy badane s¡ zwi¡zki mi¦dzy j¦zykami sªów i j¦zykami ±ladów, przede
wszystkim rozpoznawalnymi i bezgwiazdkowymi.

Wiadomo, »e iteracyjnie spójne j¦zyki sªów indukuj¡ rozpoznawalne j¦zyki
±ladów. W pierwszej cz¦±ci rozprawy przedstawiono kilka nowych wyników o
tych j¦zykach, z których najwa»niejszym jest fakt, »e ka»dy iteracyjnie spójny
j¦zyk sªów ma sko«czony stopie« rozproszenia. Podano te» przykªad poka-
zuj¡cy, »e klasa ta, w odró»nieniu od jej odpowiednika ±ladowego, nie jest
zamkni¦ta wzgl¦dem ró»nicy teoriomnogo±ciowej.

Gªówna cz¦±¢ rozprawy po±wi¦cona jest badaniu bezgwiazdkowych j¦zyków
sªów i ich zwi¡zków z bezgwiazdkowymi j¦zykami ±ladów. Podstawowym na-
rz¦dziem tej cz¦±ci pracy jest operacja bezgwiazdkowej gwiazdki i uzyskana z
jej pomoc¡ nowa charakteryzacja bezgwiazdkowych j¦zyków sªów. Pozwoliªa
ona upro±ci¢ i uzupeªni¢ dowody ju» istniej¡cych twierdze« o bezgwiazdko-
wych j¦zykach ±ladów (aperiodyczno±¢ i de�niowalno±¢ w logice 1-go rz¦du),
oraz pokaza¢ nowe, z których najwa»niejszymi s¡: twierdzenie, »e j¦zyk ±ladów
jest bezgwiazdkowy wtedy i tylko wtedy gdy jego spªaszczenie jest bezgwiazd-
kowe, twierdzenie, »e leksykogra�czne bezgwiazdkowe j¦zyki sªów indukuj¡
wszystkie bezgwiazdkowe j¦zyki ±ladów oraz twierdzenie, »e bezgwiazdkowa
gwiazdka, wraz z sum¡ i zªo»eniem, wystarcza do zbudowania wszystkich bez-
gwiazdkowych j¦zyków ±ladów.

1Praca wspóª�nansowana przez Ministerstwo Nauki i Szkolnictwa Wy»szego z grantu
promotorskiego N206 023 31/3744 oraz stypendium INNOREG nr Z/2.04/II/2.6/7/05.



Regular languages inducing recognizable
and star-free trace languages2
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Abstract

Trace theory is commonly regarded as one of the most important model of
concurrency. This thesis deals with relations between word languages and
trace languages, mainly the recognizable and star-free ones.

It is known that star-connected word languages induce recognizable trace
languages. In the �rst part of the thesis, several new facts about star-connected
word languages are presented. The most important result asserts that a star-
connected word language has a �nite rank. Moreover, it is shown that the
class of star-free word languages is not closed under complement, unlike its
trace-counterpart.

The main part deals with star-free word languages and their relations to
star-free trace languages. The basic tools are: a new operation, named star-
free star, and a new characterization of star-free word languages, obtained
with the star-free star. It has allowed to simplify and supply the proofs of the
most important results in this area (aperiodicity and 1-order de�nable). Also
new results have been proved; the main ones are: �attenings of a star-free
trace languages are star-free, lexicographic star-free word languages induce
star-free trace languages, and the class of trace languages built form atoms
using product, union and star-free star is equal to the class of star-free trace
languages.

2This PhD thesis has been partially supported by Ministry of Science and Higher Educa-
tion of Poland, grant N206023 31/3744 and Scholarship INNOREG nr Z/2.04/II/2.6/7/05.
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Rozdziaª 1

Wst¦p

Tematyka rozprawy na tle historycznym

Klasyczna teoria j¦zyków formalnych, zwana te» lingwistyk¡ matematyczn¡, to
teoria monoidów wolnych sko«czenie generowanych. Narodziªa si¦ ona w latach
50-tych z potrzeby formalnego opisu zachowania programów komputerowych,
w tamtych czasach gªównie sekwencyjnych.1

Rozwój technik komputerowych � pojawienie si¦ maszyn wieloprocesorowych
i programów wspóªbie»nych � zrodziª potrzeb¦ matematycznych modeli sys-
temów wspóªbie»nych, z których najwa»niejszym (i najpopularniejszym) s¡
dzi± sieci Petriego (1962). Jako model opisu zachowa« tych sieci, Mazurkie-
wicz zaproponowaª w [20] w roku 1977 ±lady (traces), czyli elementy mono-
idu ilorazowego � nazwanego monoidem ±ladów (trace monoid) � otrzymanego
jako iloraz monoidu wolnego przez kongruencj¦, opart¡ na relacji niezale»no±ci
(wspóªbie»no±ci) akcji systemu obliczeniowego.

Monoidy ±ladów znalazªy zastosowanie nie tylko praktyczne. Ich niezwykle
ciekawe, cz¦sto zaskakuj¡ce, wªasno±ci matematyczne i szereg problemów, cz¦-
sto bardzo trudnych, wywoªaªy du»e zainteresowanie ich teori¡, dzi± znan¡ jako
teoria ±ladów (trace theory). Teoria ta, dobrze ju» opisana i ustabilizowana,
jest nadal aktualna i stale rozwijana. Szerokie spektrum teorii ±ladów przed-
stawiono w ksi¡»kach �Combinatorics on Traces� Diekerta ([5], 1990) i pracy
zbiorowej �Book of Traces� ([7], 1995) oraz w �Handbook of Formal Languages�,
vol. 3, chapter 8 ([6], 1997).

Jednym z gªównych dziaªów klasycznej teorii j¦zyków formalnych jest teoria
j¦zyków regularnych, z podstawowym twierdzeniem Kleene'go mówi¡cym, »e w
monoidach wolnych sko«czenie generowanych klasy j¦zyków rozpoznawanych
przez automaty sko«czone i j¦zyków de�niowanych przez wyra»enia racjonalne
s¡ równe. W monoidach ±ladów klasa j¦zyków rozpoznawalnych jest wªa±ciw¡
podklas¡ klasy j¦zyków racjonalnych.

J¦zyki rozpoznawalne s¡ bardzo wa»ne z praktycznego punktu widzenia,
gdy» opisuj¡ one zachowania systemów wspóªbie»nych o sko«czonej liczbie

1Wa»n¡ motywacj¡, szczególnie prac Noama Chomsky'ego, byªy równie» badania struk-
tury j¦zyków naturalnych.
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stanów. Z drugiej strony, wyra»enia racjonalne prosto opisuj¡, jak j¦zyk jest
zbudowany, czego nie mo»na powiedzie¢ o automatach, które jedynie opisuj¡
jak j¦zyk budowa¢.

St¡d jednym z centralnych tematów teorii ±ladów s¡ j¦zyki racjonalne, roz-
poznawalne i zwi¡zki mi¦dzy nimi. Znanym wynikiem jest sposób opisu roz-
poznawalnych j¦zyków ±ladów za pomoc¡ tzw. wyra»e« iteracyjnie spójnych.
Rozdziaª 4 rozprawy po±wi¦cony jest iteracyjnie spójnym j¦zykom sªów, które
w odró»nieniu od ich ±ladowych odpowiedników nie byªy dotychczas badane.

J¦zyki bezgwiazdkowe, czyli j¦zyki opisane przez wyra»enia podobne do wyra-
»e« racjonalnych, ale z dopeªnieniem zast¦puj¡cym gwiazdk¦, odgrywaj¡ wa»n¡
rol¦ w teorii j¦zyków sªów. Najwa»niejsze wyniki to twierdzenie Schützenber-
gera ([34], 1965) o aperiodyczno±ci i twierdzenie McNaughtona i Paperta ([22],
1971) o de�niowalno±ci w logice 1-go rz¦du. Wyniki te przenosz¡ si¦ na bez-
gwiazdkowe j¦zyki ±ladów, jednak ich dowody dla ±ladów s¡ znacznie bardziej
skomplikowane. Tym zagadnieniom po±wi¦cony jest rozdziaª 6. Podstawo-
wym narz¦dziem jest tu operacja bezgwiazdkowej gwiazdki, wprowadzona w
[26], która okazaªa si¦ bardzo skuteczna w dowodach. Pozwoliªa ona upro±ci¢
i uzupeªni¢ dowody ju» istniej¡cych twierdze« o bezgwiazdkowych j¦zykach
±ladów, oraz pokaza¢ nowe, z których najwa»niejszym s¡ twierdzenie, »e bez-
gwiazdkowa gwiazdka (wraz z sum¡ i zªo»eniem) wystarcza do zbudowania
wszystkich bezgwiazdkowych j¦zyków ±ladów.

Zawarto±¢ rozprawy, najwa»niejsze wyniki

Rozprawa skªada si¦ z siedmiu rozdziaªów. Niniejszy rozdziaª wst¦pny za-
wiera ogólne omówienie pracy i streszczenie jej wyników. W rozdziaªach 2
i 3 przedstawiam podstawowe poj¦cia i fakty, wykorzystywane w pracy, do-
tycz¡ce monoidów, w szczególno±ci wolnych (rozdziaª 2) i monoidów ±ladów
(rozdziaª 3). Zasadnicz¡ cz¦±¢ rozprawy stanowi¡ rozdziaªy 4-6, prac¦ ko«czy
podsumowanie.

Rozdziaª 4 po±wi¦cony jest j¦zykom sªów indukuj¡cym rozpoznawalne j¦zyki
±ladów. Dokªadniej badam dwie klasy takich j¦zyków � j¦zyki iteracyjnie
spójne i j¦zyki o sko«czonym stopniu rozproszenia. Gªównym wynikiem tego
rozdziaªu jest

Twierdzenie 4.15. Ka»dy j¦zyk iteracyjnie spójny
ma sko«czony stopie« rozproszenia,

oraz intuicyjnie nieoczekiwany przykªad 4.19, pokazuj¡cy, »e klasa iteracyjnie
spójnych j¦zyków sªów nie jest zamkni¦ta wzgl¦dem ró»nicy teoriomnogo±cio-
wej. Fakt ten zaskakuje, gdy» wiadomo, »e klasa iteracyjnie spójnych j¦zyków
±ladów jest zamkni¦ta wzgl¦dem podstawowych operacji teoriomnogo±ciowych.

Tematem rozdziaªów 5 i 6 s¡ j¦zyki bezgwiazdkowe. Podzbiór dowolnego mo-
noidu M nazywamy bezgwiazdkowym, je±li mo»na go zbudowa¢ z atomów (∅
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i {m} dla m ∈ M) za pomoc¡ operacji sumy mnogo±ciowej, zªo»enia i dopeª-
nienia.

W rozdziale 5 omawiam bezgwiazdkowe j¦zyki sªów. Przypominam najwa»-
niejsze de�nicje i fakty, takie jak twierdzenie Schützenbergera (1965, j¦zyk
sªów jest bezgwiazdkowy wtw jest on aperiodyczny) i twierdzenie McNaugh-
tona i Paperta (1971, j¦zyk sªów jest bezgwiazdkowy wtw jest on de�niowalny
w logice 1-go rz¦du).

W tym rozdziale przedstawiam gªówny pomysª i podstawowe narz¦dzie caªej
rozprawy � operacj¦ bezgwiazdkowej gwiazdki. Jest to klasyczna gwiazdka Kle-
ene'go, ale stosowana jedynie, gdy wynik tej operacji jest j¦zykiem bezgwiazd-
kowym, i nieokre±lona w przeciwnym przypadku. Okazuje si¦, »e operacja ta
mo»e skutecznie zast¡pi¢ operacj¦ dopeªnienia w konstrukcji bezgwiazdkowych
j¦zyków sªów:

Twierdzenie 5.19. J¦zyk sªów jest bezgwiazdkowy wtw
jest on konstruowalny z atomów za pomoc¡ operacji

sumy mnogo±ciowej, zªo»enia i bezgwiazdkowej gwiazdki.

Dowód tej charakteryzacji wykorzystuje twierdzenie Schützenbergera oraz kla-
syczn¡ konstrukcj¦ McNaughtona i Yamady ([21], 1960) wyra»e« regularnych
dla j¦zyków rozpoznawalnych przez automaty sko«czone.

Siª¦ i skuteczno±¢ tej operacji w peªni pokazuje rozdziaª 6 o bezgwiazdkowych
j¦zykach ±ladów. Podstawowym wynikiem tego rozdziaªu, dalej intensywnie
stosowanym w dowodach, jest lemat o domkni¦ciu zªo»enia domkni¦tych j¦zy-
ków bezgwiazdkowych:

Lemat 6.7. Domkni¦cie zªo»enia domkni¦tych j¦zyków
bezgwiazdkowych jest j¦zykiem bezgwiazdkowym.

Jego dowód w istotny sposób wykorzystuje udowodnion¡ w poprzednim roz-
dziale charakteryzacj¦ bezgwiazdkowych j¦zyków sªów za pomoc¡ bezgwiazd-
kowej gwiazdki.

Wnioskiem z lematu 6.7 jest twierdzenie o spªaszczeniu dla bezgwiazdko-
wych j¦zyków ±ladów, istotnie wykorzystywane w kolejnych dowodach:

Wniosek 6.11. J¦zyk ±ladów jest bezgwiazdkowy wtw
jego spªaszczenie jest bezgwiazdkowym j¦zykiem sªów.

Lemat 6.7 pozwoliª te» znacznie upro±ci¢ dowód znanego twierdzenia Guaiany,
Restivo i Salemi ([14], 1992) o aperiodyczno±ci bezgwiazdkowych j¦zyków ±la-
dów.

J¦zyki leksykogra�czne, czyli zbiory sªów leksykogra�cznie minimalnych w
swoich ±ladach, odgrywaj¡ wa»n¡ rol¦ w teorii rozpoznawalnych j¦zyków ±la-
dów. Wiadomo, »e klasa j¦zyków indukowanych przez regularne j¦zyki leksy-
kogra�czne to dokªadnie klasa rozpoznawalnych j¦zyków ±ladów. Analogiczne
twierdzenie zachodzi równie» dla j¦zyków bezgwiazdkowych w dowolnym mo-
noidzie ±ladów:

5
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Twierdzenie 6.34 + Twierdzenie 6.35.
J¦zyk ±ladów jest bezgwiazdkowy

wtw
jego leksykogra�czna reprezentacja jest bezgwiazdkowym j¦zykiem sªów

wtw
jest on de�niowalny w logice 1-go rz¦du.

Dowód tego faktu w przypadku monoidów przechodnio-zorientowanych (pierw-
sza równowa»no±¢, twierdzenie 6.29) wykorzystuje metody teorii automatów i
rozumowania kombinatoryczne. Dowód ogólny, dla dowolnych monoidów ±la-
dów (twierdzenie 6.35), poprowadzony zostaª z wykorzystaniem technik logiki
1-go rz¦du dla ±ladów (Ebinger i Muscholl [10], 1996), klasycznego twierdzenia
McNaughtona i Paperta (1971) i wcze±niej uzyskanych wyników rozprawy.

Podsumowuj¡c wy»ej omówione wyniki, mo»emy sformuªowa¢ ogóln¡ wszech-
stronn¡ charakteryzacj¦ podzbiorów bezgwiazdkowych w dowolnych mono-
idach ±ladów:

T jest bezgwiazdkowy
wtw⋃

T jest bezgwiazdkowy
wtw

Lex(T ) jest bezgwiazdkowy
wtw

T jest aperiodyczny
wtw

T jest de�niowalny w logice 1-go rz¦du.

Teraz, wykorzystuj¡c powy»sz¡ charakteryzacj¦, pokazuj¦, »e twierdzenie 5.19
(dla monoidów wolnych) jest prawdziwe w dowolnym monoidzie ±ladów:

Twierdzenie 6.39. J¦zyk ±ladów jest bezgwiazdkowy
wtw

jest on konstruowalny z atomów za pomoc¡ operacji
sumy mnogo±ciowej, zªo»enia i bezgwiazdkowej gwiazdki.

W ostatnim rozdziale formuªuj¦ kilka problemów otwartych, bezpo±rednio zwi¡-
zanych z tematyk¡ pracy i uzyskanymi wynikami.

Wi¦kszo±¢ wyników niniejszej rozprawy zostaªa opublikowana w pracach [19,
26, 27, 28, 35].

Podzi¦kowania

Serdecznie dzi¦kuj¦ mojemu promotorowi Edwardowi Ochma«skiemu, za na-
ukow¡ opiek¦, pomoc i po±wi¦cony czas, Barbarze Klunder za wspóªprac¦ i
cenne wskazówki oraz pozostaªym kole»ankom i kolegom z Torunia.
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Rozdziaª 2

Wprowadzenie � podstawowe

poj¦cia i fakty

Na pocz¡tku przypomnijmy podstawowe poj¦cia - monoid, kongruencja, mor-
�zm, podzbiór racjonalny i rozpoznawalny, problem decyzyjny. Za zbiór liczb
naturalnych przyjmujemy zbiór {0, 1, 2, . . .} i oznaczamy przez N.

2.1 Zbiory i operacje na zbiorach

Zbiory b¦dziemy oznacza¢ wielkimi literami X, Y , . . ., a ich elementy maªymi
x ∈ X. Zawieranie zbiorów b¦dziemy oznacza¢ przez ⊆, a wªa±ciwe zawiera-
nie symbolem ⊂. Niech X, Y b¦d¡ dwoma podzbiorami ustalonego zbioru Z.
Zbiór {x ∈ Z | x ∈ X ∨x ∈ Y } nazywamy sum¡ zbiorów X i Y i oznaczamy
przez X ∪Y . Zbiór {x ∈ Z | x ∈ X ∧x ∈ Y } nazywamy cz¦±ci¡ wspóln¡ lub
iloczynem zbiorów X, Y i oznaczamy przez X ∩ Y . Zbiór {x ∈ X | x /∈ Y }
nazywamy ró»nic¡ zbiorów X i Y i oznaczamy przez X \ Y , a dopeªnienie
zbioru X, zbiór {x ∈ Z | x /∈ X} oznaczamy przez X ′. Zbiory jednoele-
mentowe {x} nazywamy singletonami. Zbiorem pot¦gowym zbioru X
nazywamy zbiór {Y | Y ⊆ X} podzbiorów X i oznaczamy przez 2X .

Niech X b¦dzie zbiorem. Relacj¡ binarn¡ na zbiorze X nazywamy pod-
zbiór R ⊆ X × X. Dwa elementy x, y ∈ X s¡ w relacji R, je±li (x, y) ∈ R,
co tradycyjnie zapisujemy xRy. Relacja R jest relacj¡ równowa»no±ci, je±li
jest:

• zwrotna � dowolny element x ∈ X jest w relacji z sob¡, xRx,

• symetryczna � dla dowolnych x, y ∈ X je±li xRy, to yRx,

• przechodnia � dla dowolnych x, y, z ∈ X je±li xRy oraz yRz, to xRz.

Je±li R jest relacj¡ równowa»no±ci na zbiorze X, to zbiory [x]R = {y ∈
X | xRy} nazywamy klasami abstrakcji relacji R. Ka»de dwie klasy abstrak-
cji s¡ rozª¡czne lub równe. Je±li relacja R b¦dzie ustalona, to przewa»nie indeks
R b¦dziemy pomija¢. Zbiór klas abstrakcji nazywamy zbiorem ilorazowym
i oznaczamy przez X/R. Indeksem relacji równowa»no±ci R nazywamy liczb¦
klas abstrakcji tej relacji.
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Niech X b¦dzie rodzin¡ zbiorów. Mówimy, »e X jest algebr¡ Boole'a,
je±li jest zamkni¦ta na sum¦ zbiorów, dopeªnienie i cz¦±¢ wspóln¡.

2.2 Grafy

Grafem niezorientowanym G nazywamy par¦ (V,E), gdzie V jest sko«czo-
nym zbiorem wierzchoªków, a E ⊆ {{x, y} | x, y,∈ V } zbiorem kraw¦dzi
grafu G.

Grafem zorientowanym G nazywamy par¦ (V,E), gdzie V jest sko«czo-
nym zbiorem wierzchoªków, a E ⊆ V × V zbiorem kraw¦dzi grafu G.

Przykªad 2.1 (Graf niezorientowany). Niech G = (V,E), gdzie zbiór
wierzchoªków jest równy V = {p1, p2, p3, p4, p5} oraz zbiór kraw¦dzi E =
{{p1, p2}, {p1, p5}, {p2, p5}, {p2, p3}, {p3, p4}, {p4, p5}}. Rysunek 2.1 ilustruje
graf G.

Rysunek 2.1: Graf niezorientowany

Przykªad 2.2 (Graf zorientowany). Niech G1 = (V,E1), gdzie zbiór wierz-
choªków to V = {p1, p2, p3, p4, p5} oraz zbiór kraw¦dzi to E =1 {(p1, p2),
(p2, p1), (p1, p5), (p2, p3), (p5, p5), (p4, p3), (p5, p4), (p3, p3)}. Rysunek 2.2 ilu-
struje graf G1.

Rysunek 2.2: Graf zorientowany

Niech G = (V,E) b¦dzie grafem niezorientowanym (zorientowanym). �cie»k¡
o pocz¡tku w wierzchoªku w ∈ V i ko«cu w v ∈ V w gra�e nazywamy ci¡g kra-
w¦dzi {w, v1}, {v1, v2}, . . . , {vn−2, vn−1}, {vn−1, v} (odpowiednio (w, v1), (v1, v2),
. . . , (vn−2, vn−1), (vn−1, v)). Cyklem nazywamy ±cie»k¦, w której w = v
(wierzchoªek pocz¡tkowy jest równy ko«cowemu).
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2.3 Monoidy

W tym podrozdziale podane zostan¡ podstawowe de�nicje monoidu i mor�zmu
monoidów z przykªadami.

De�nicja 2.3. Monoidem nazywamy par¦ (M, ·), gdzieM jest zbiorem oraz
· : M ×M →M binarn¡ operacj¡ zªo»enia, która:

• jest ª¡czna:
(∀x, y, z ∈M) (x · y) · z = x · (y · z),

• posiada element neutralny 1M ∈M , zwany jedynk¡:

(∀x ∈M) x · 1M = x = 1M · x.

Przykªad 2.4. Przykªadem monoidu jest zbiór liczb naturalnych z dodawa-
niem, wówczas 0 jest elementem neutralnym lub N z mno»eniem, wtedy 1 jest
elementem neutralnym. Podobnie zbiór liczb caªkowitych Z. W szczególno±ci,
ka»da grupa jest monoidem.

Przykªad 2.5. Niech X b¦dzie zbiorem. Zbiór pot¦gowy 2X z sum¡ zbio-
rów i zbiorem pustym jako elementem neutralnym jest monoidem. Je±li za
dziaªanie przyjmiemy iloczyn zbiorów, to elementem neutralnym b¦dzie X.

De�nicja 2.6. Monoidem pot¦gowym monoidu (M, ·) nazywamy monoid
P (M) = (2M , ·), gdzie

• 2M jest zbiorem pot¦gowym,

• operacja · jest rozszerzeniem operacji zªo»enia z monoidu M do operacji
na podzbiorach: X · Y = {x · y | x ∈ X ∧ y ∈ Y }

• elementem neutralnym jest singleton {1M}.

Operacja pot¦gowania zbioru X ⊆ M jest okre±lona nast¦puj¡co: X0 =
{1M}, Xn+1 = XXn dla n ≥ 1. Operacja iteracji (domkni¦cie Kleene'go)
na podzbiorze X ⊆M , nazywana dalej operacj¡ gwiazdki lub gwiazdk¡, jest
okre±lona nast¦puj¡co:

X∗ =
⋃
n∈N

Xn.

Podzbiór P ⊆M nazywamy podmonoidem monoidu (M, ·), o ile 1M ∈ P
oraz dla dowolnych elementów x, y ∈ P , zªo»enie x · y ∈ P .

Podzbiór G ⊆ M nazywamy zbiorem generatorów monoidu M o ile
G∗ = M . MonoidM jest sko«czenie generowany, je±li posiada sko«czony zbiór
generatorów.

De�nicja 2.7. Niech (M, ·) i (N, •) b¦d¡ monoidami. Funkcj¦ ϕ : M → N
nazywamy mor�zmem monoidów wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja ϕ

• zachowuje dziaªanie: (∀x, y ∈M) ϕ(x · y) = ϕ(x) • ϕ(y),

9



Krystyna Stawikowska

• zachowuje element neutralny: ϕ(1M) = 1N .

Przykªad 2.8. We¹my monoidy liczb naturalnych N oraz liczb caªkowitych Z
z operacj¡ dodawania. Wªo»enie ϕ : N → Z, gdzie ϕ(n) = n jest mor�zmem
monoidów.

Je±li ϕ : M → N , to przeciwobraz mor�czny zbioru Y ⊆ N oznaczmy ϕ−1(Y ) =
{m ∈M | ϕ(m) ∈ Y }.

Mor�zm monoidów ϕ : M → N jest izomor�zmem o ile istnieje mor�zm
ψ : N →M taki, »e ψ◦ϕ = idM oraz ϕ◦ψ = idN . Odwzorowanie ψ nazywamy
mor�zmem odwrotnym do ϕ. Je±li z monoidu M do N istnieje izomor�zm, to
mówimy, »e M i N s¡ izomor�czne.

Przykªad 2.9. Niech X b¦dzie ustalonym zbiorem. Wówczas z monoidu
(2X ,∪) do monoidu (2X ,∩) istnieje mor�zm ϕ : 2X → 2X okre±lony jako
ϕ(Y ) = X \ Y dla Y ⊆ X. Odwzorowanie ϕ zachowuje element neutralny
ϕ(∅) = X oraz dziaªanie ϕ(Y ∪ Z) = X \ (Y ∪ Z) = (X \ Y ) ∩ (X \ Z) =
ϕ(Y ) ∩ ϕ(Z), gdzie Y, Z ⊆ X, jest wi¦c mor�zmem, a nawet izomor�zmem.

2.4 Monoidy wolne

Szczególn¡ rol¦ odgrywa klasa monoidów wolnych. Niech A b¦dzie alfabetem.
Elementy alfabetu nazywamy literami. Sko«czone ci¡gi liter nazywamy sªo-
wami. Ci¡g dªugo±ci 0 nazywamy sªowem pustym i oznaczmy przez ε. Zbiór
wszystkich sªów nad alfabetem A oznaczymy przez A∗. Podzbiory A∗ b¦dziemy
nazywa¢ j¦zykami sªów. Zbiór sªów niepustych, czyli j¦zyk A∗\{ε}, oznacza¢
b¦dziemy przez A+.

Okre±lmy na zbiorze A∗ operacj¦ zªo»enia · : A∗ × A∗ → A∗ w nast¦puj¡cy
sposób. Niech u = (a1, . . . , an) ∈ A∗ i v = (b1, . . . , bm) ∈ A∗, gdzie ai, bj ∈ A,
n,m ≥ 0. Wówczas u · v = (a1, . . . , an) · (b1, . . . , bm) = (a1, . . . , an, b1, . . . , bm).
Zªo»enie · jest ª¡czne i sªowo puste ε jest jego elementem neutralnym, czyli
(A∗, ·) jest monoidem, zwanym monoidem wolnym nad alfabetem A.

Ogólniej, monoid M jest wolny wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje alfabet A
taki, »e M jest izomor�czny z A∗. Oznacza to tyle, »e w monoidzie M istnieje
zbiór generatorów G taki, »e dowolny element ró»ny od jedynki ma dokªadnie
jeden rozkªad na elementy ze zbioru G, tzn. istnieje zbiór generatorów G
b¦d¡cy kodem.

Kategoryjna de�nicja monoidu wolnego jest nast¦puj¡ca. Monoid (M, ·)
jest monoidem wolnym wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje podzbiór G i funkcja
µ : G → M takie, »e dla dowolnego monoidu N i funkcji λ : G → N istnieje
dokªadnie jeden mor�zm λ : M → N taki, »e λ = λµ, czyli poni»szy diagram
jest przemienny.

G -Mµ

?
N

λ

Z
Z

Z
Z

Z
Z~

λ
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W zapisie sªów b¦dziemy pomija¢ nawiasy i przecinki. Zamiast zapisu
(a1, a2, . . . , an), gdzie ai ∈ A, n ≥ 1, b¦dzie stosowany zapis a1a2 . . . an. Sym-
bol operacji · równie» b¦dzie pomijany, czyli zamiast u · v, gdzie u, v ∈ A∗,
b¦dzie pisane uv. Dªugo±¢ sªowa u ∈ A∗, czyli dªugo±¢ ci¡gu, b¦dziemy
oznacza¢ przez |u|, przez |u|a, gdzie a ∈ A, oznacza¢ liczb¦ wyst¡pie« litery a
w sªowie u, a przez Alph(u) zbiór liter wyst¦puj¡cych w sªowie u.

W dalszej cz¦±ci ograniczymy si¦ do monoidów wolnych nad sko«czonymi
alfabetami. B¦dziemy u»ywa¢ nast¦puj¡cej terminologii. Niech A b¦dzie alfa-
betem. Sªowo x ∈ A∗ jest podsªowem sªowa w ∈ A∗, je±li jest jego podci¡-
giem, segmentem, je±li istniej¡ sªowa u, v ∈ A∗ takie, »e w = uxv, pre�ksem,
je±li x jest segmentem w oraz u = ε, su�ksem, gdy x b¦dzie segmentem w
oraz v = ε.

Przykªad 2.10. Niech A = {a} b¦dzie alfabetem jednoliterowym i A∗ =
{an | n ∈ N}, przyjmujemy, »e a0 = ε. Wówczas A∗ z dziaªaniem skªadnia
jest izomor�czny z monoidem (N,+). Funkcja dªugo±ci sªowa ϕ(an) = n jest
izomor�zmem tych monoidów.

2.5 Kongruencje i monoidy ilorazowe

Niech (M, ·) b¦dzie monoidem. Relacja równowa»no±ci ≈⊆M ×M jest kon-
gruencj¡ o ile jest zgodna z dziaªaniem monoidowym

(∀x, y, u, v ∈M) x ≈ u ∧ y ≈ v ⇒ x · y ≈ u · v.

Je±li relacja ≈ jest kongruencj¡, to na zbiorze ilorazowym M/≈ dziaªanie
· : M/≈ ×M/≈ → M/≈, gdzie [x]≈ · [y]≈ = [x · y]≈, jest poprawnie okre±lone.
Indeks ≈ b¦dzie przewa»nie pomijany, gdy kongruencja ≈ b¦dzie ustalona.
Zbiór ilorazowy z tak okre±lonym zªo»eniem oraz jedynk¡ [1M ]≈ tworzy mo-
noid, który nazywamy monoidem ilorazowym M przez kongruencj¦ ≈.

Niech M b¦dzie monoidem, a M/≈ monoidem ilorazowym. Mor�zmem
kanonicznym nazywamy mor�zm [ ] : M →M/≈, który ka»demu elementowi
m ∈M przyporz¡dkowuje jego klas¦ abstrakcji [m] ∈M/≈. Odwrotnie, ka»dy
mor�zm ϕ : M → N z monoidu M do monoidu N wyznacza kongruencj¦
≈⊆M ×M :

x ≈ y ⇐⇒ ϕ(x) = ϕ(y).

Niech ∼⊆M ×M b¦dzie relacj¡ binarn¡ na monoidzie M . Kongruencj¡ ge-
nerowan¡ przez ∼ nazywamy najmniejsz¡ kongruencj¦ zawieraj¡c¡ ∼. Kon-
strukcja kongruencji jest nast¦puj¡ca. Najpierw okre±lamy relacj¦ ≈⊆M×M :

x ≈ y ⇐⇒ (∃u, v, p, q ∈M) x = upv ∧ y = uqv ∧ (p ∼ q ∨ q ∼ p).

Zwrotne i przechodnie domkni¦cie≈∗ relacji≈ jest szukan¡ kongruencj¡. Przez
M/∼, gdzie∼ jest relacj¡ binarn¡ na monoidzieM , b¦dziemy rozumieli monoid
ilorazowy M przez kongruencj¦ generowan¡ przez ∼.
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2.5.1 Dziaªania na podzbiorach monoidu

Niech ≈⊆ M ×M b¦dzie kongruencj¡ w monoidzie M . Rozszerzmy mor�zm
kanoniczny [ ] : M → M/≈ na zbiór pot¦gowy 2M . Mor�zm [ ] : 2M → 2M/≈

przyporz¡dkowuje podzbiorowi X ⊆M podzbiór

[X] = {[m] | m ∈ X} ⊆M/≈.

Wówczas mówimy, »e podzbiór X ⊆M indukuje zbiór [X] ⊆M/≈.
Spªaszczeniem nazywamy odwzorowanie

⋃
: 2M/≈ → 2M okre±lone dla

Y ⊆M/≈ nast¦puj¡co ⋃
Y = {m ∈M | [m] ∈ Y }.

Kolejn¡ istotn¡ operacj¡ jest domkni¦cie Cl : 2M → 2M . Zamiast pisa¢
Cl(X), b¦dziemy u»ywa¢ tradycyjnego zapisu X,

X = {m ∈M | [m] ∈ [X]} =
⋃

[X].

Mówimy, »e zbiór X jest domkni¦ty, je±li jest równy swojemu domkni¦ciu,
X = X.

2.5.2 Przedstawienia równaniowe

Niech A b¦dzie alfabetem i niech E = {u1 ∼ v1, . . . , un ∼ vn} b¦dzie sko«czon¡
relacj¡ w A∗. Przedstawieniem równaniowym monoidu ilorazowego A∗/∼
nazywamy par¦ 〈A;E〉. Przy opisywaniu relacji E, zamiast symbolu ∼, b¦-
dziemy u»ywa¢ symbolu równo±ci =.

Przykªad 2.11. Niech M = 〈a, b; ab = ba = ε〉. Monoid M jest izomor�czny
z monoidem (Z,+) liczb caªkowitych z dodawaniem. Dwa elementy monoidu
wolnego s¡ równowa»ne wtedy i tylko wtedy, gdy ró»nice liczby wyst¡pie« liter
a i b s¡ równe.

Przykªad 2.12 (Pierwszy raz o monoidach ±ladów). Monoidy ±ladów
mo»na zada¢ przedstawieniem równaniowym. Wówczas zbiór E, to równania
postaci ab = ba, gdzie a, b ∈ A. Najprostszy monoid ±ladów, to 〈a, b; ab = ba〉.
Wówczas dla dowolnego sªowa w ∈ A∗, jego klasa abstrakcji wygl¡da nast¦pu-
j¡co

[w] = {v ∈ A∗ | |v|a = |w|a ∧ |v|b = |w|b}.

2.6 Podzbiory racjonalne

Wyra»enia regularne i j¦zyki przez nie de�niowane to poj¦cia doskonale znane
z klasycznej teorii j¦zyków formalnych. Uogólnienia tych poj¦¢ dla dowolnych
monoidów nazywamy wyra»eniami i zbiorami racjonalnymi.

De�nicja 2.13. Niech (M, ·) b¦dzie monoidem. Klasa zbiorów racjonal-
nych Rat(M) to najmniejsza rodzina podzbiorów monoidu M speªniaj¡ca
nast¦puj¡ce warunki
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• zbiór pusty ∅ ∈ Rat(M) i dla ka»dego m ∈M , singleton {m} ∈ Rat(M),

• je±li X, Y ⊆ M s¡ racjonalne, to ich suma X ∪ Y ∈ Rat(M), zªo»enie
X ·Y ∈ Rat(M) oraz gwiazdka X∗ ∈ Rat(M) s¡ zbiorami racjonalnymi.

De�nicja 2.14. Zbiorem wyra»e« racjonalnych REX(M) nad monoidem
M nazywamy najmniejszy zbiór sªów nad alfabetemM∪{∪, ·, (, ),∗ , ∅} taki, »e:

• ∅ ∈ REX(M) � symbol zbioru pustego jest wyra»eniem racjonalnym,

• dla ka»dego elementu m ∈M , sªowo (m) ∈ REX(M),

• je±li sªowa R,S ∈ REX(M) s¡ wyra»eniami racjonalnymi, to sªowa (R∪
S), (R · S) oraz (R)∗ s¡ wyra»eniami racjonalnymi.

Ka»de wyra»enie racjonalne jednoznacznie wyznacza zbiór racjonalny. Je±li
R ∈ REX(M) jest wyra»eniem racjonalnym, to przez L(R) oznaczamy zbiór
wyznaczony przez wyra»enie R. Je±li R = ∅, to L(∅) = ∅, je±li R = m, gdzie
m ∈M , to L(m) = {m}. Je±li R = (R1∪R2), to L(R1∪R2) = L(R1)∪L(R2),
gdy R = (R1 · R2), to L(R1 · R2) = L(R1) · L(R2), a gdy R = (R∗

1), to
L(R∗

1) = (L(R1))
∗. Dla przejrzysto±ci zapisu wra»e« racjonalnych, b¦dziemy

pomija¢ zb¦dne nawiasy przyjmuj¡c jednocze±nie, »e gwiazdka ma najwy»szy
priorytet, a skªadanie wy»szy od sumy. Cz¦sto b¦dziemy opuszcza¢ symbol
skªadania.

Przykªad 2.15. Niech A = {a, b} b¦dzie alfabetem i A∗ monoidem wolnym.
We¹my j¦zyk L ⊆ A∗ wszystkich sªów parzystej dªugo±ci nad alfabetem A.
J¦zyk L jest racjonalny, a wyra»enie go wyznaczaj¡ce jest postaci (aa ∪ ab ∪
ba ∪ bb)∗.

Dla dowolnego zbioru racjonalnego Z ⊆M istnieje niesko«czenie wiele wyra»e«
racjonalnych R ∈ REX(M) takich, »e L(R) = Z.

Przykªad 2.16. Niech A = {a, b} b¦dzie alfabetem. Wyra»enie racjonalne
(a ∪ b)∗ wyznacza caªy monoid A∗, podobnie wyra»enie (a∗b∗)∗.

Niech A b¦dzie sko«czonym alfabetem. Tradycyjnie dla monoidów wolnych A∗

przyjmuje si¦ w bazie de�nicji, »e singletony liter (a nie wszystkich sªów) s¡
zbiorami racjonalnymi. Oczywi±cie jest to równowa»na de�nicja, gdy» A∗ jest
generowany przez alfabet A. Wyra»enia racjonalne nad monoidem wolnym A∗

nazywa¢ b¦dziemy wyra»eniami regularnymi.

2.6.1 Wªasno±ci zbiorów racjonalnych

Dla dowolnego monoidu M , wprost z de�nicji klasy zbiorów racjonalnych
Rat(M) wynika, »e singletony i zbiór pusty s¡ zbiorami racjonalnymi oraz
klasa ta jest zamkni¦ta na zªo»enie, sum¦ oraz operacj¦ gwiazdki. Ponadto
dla dowolnych dwóch monoidów M i N oraz dowolnego mor�zmu monoidów
ϕ : M → N , je±li zbiór X ∈ Rat(M) jest racjonalny w monoidzie M , to jego
obraz mor�czny ϕ(X) ⊆ N jest racjonalny w monoidzie N .
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Stwierdzenie 2.17. Monoid M jest zbiorem racjonalnym wtedy i tylko wtedy,
gdy jest sko«czenie generowany.

Dowód. Je±li monoid jest sko«czenie generowany i zbiór G = {m1, . . . ,mn}
jest zbiorem generatorów, to M = (m1 ∪ . . . ∪mn)∗, wi¦c jest racjonalny.

Teraz poka»emy, »e je±li istnieje wyra»enie racjonalne de�niuj¡ce monoid
M , to jest on sko«czenie generowany. Niech R ∈ REX(M) b¦dzie wyra»eniem
racjonalnym. Niech X ⊆ M b¦dzie zbiorem elementów z M wyst¦puj¡cych
w wyra»eniu R.

Najpierw poka»emy, »e zbiór L(R) ⊆ X∗. Przeprowad¹my indukcj¦ struk-
turaln¡. Dla wyra»e« prostych ∅, m, gdzie m ∈ M , zawieranie jest oczywi-
ste. Przypu±¢my, »e dla wyra»e« R1 i R2 zachodz¡ implikacje L(R1) ⊆ X∗

1 ,
L(R2) ⊆ X∗

2 , gdzie X1, X2 s¡ zbiorami elementów zM wyst¦puj¡cych w wyra-
»eniach R1 i R2 odpowiednio. Je±li R = R1 ∪ R2, to X = X1 ∪ X2 oraz
L(R) = L(R1) ∪ L(R2) ⊆ X∗

1 ∪ X∗
2 ⊆ X∗. Je±li R = R1R2, to X = X1 ∪ X2

oraz L(R) = L(R1)L(R2) ⊆ X∗
1X

∗
2 ⊆ X∗. Je±li R = R∗

1, to X = X1 i st¡d
L(R) = L(R1)

∗ ⊆ (X∗)∗ = X∗. Ponadto z indukcji wynika, »e zbiór X jest
zbiorem sko«czonym.

Je±li istnieje wyra»enie racjonalne R ∈ REX(M) de�niuj¡ceM , to monoid
M = L(R) zawarty jest w zbiorze X∗, gdzie X ⊆ M to zbiór elementów z M
wyst¦puj¡cych w wyra»eniu R. Poniewa» X∗ ⊆ M i X jest sko«czony, to
M = X∗, a wi¦c M jest sko«czenie generowany.

Istniej¡ monoidy, w których klasa zbiorów racjonalnych nie jest zamkni¦ta
wzgl¦dem ró»nicy, cz¦±ci wspólnej, dopeªnienia oraz przeciwobrazu mor�cz-
nego. Pokazuj¡ to poni»sze przykªady.

Przykªad 2.18 (Cz¦±¢ wspólna i ró»nica wyprowadzaj¡ poza Rat).
Niech M = 〈a, b, c; ab = ba, bc = cb〉. Zbiory X = [a]∗[bc]∗, Y = [ab]∗[c]∗ ∈
Rat(M) s¡ racjonalne, ale ich cz¦±¢ wspólna X ∩Y = {[anbncn]|n ≥ 0} nie jest
zbiorem racjonalnym, co zostanie pokazane w podrozdziale 2.7.3.

Stosuj¡c prawa de Morgana X ∩ Y = (X ′ ∪ Y ′)′ otrzymujemy, »e co
najmniej jedno z dopeªnie« wyprowadza poza klas¦ zbiorów racjonalnych.
Zbiory X ′ = [a]∗[bc]∗([b][b]∗ ∪ [c][c]∗) ∪ ([a] ∪ [b] ∪ [c])∗[ca]([a] ∪ [c])∗ i Y ′ =
([b][b]∗ ∪ [a][a]∗)[ab]∗[c]∗ ∪ ([a] ∪ [b] ∪ [c])∗[ca]([a] ∪ [c])∗ s¡ racjonalne, wi¦c
X ′ ∪ Y ′ ∈ Rat(M), st¡d (X ′ ∪ Y ′)′ /∈ Rat(M). Zatem dopeªnienie i ró»nica,
wyprowadzaj¡ z Rat(M) (bo (X ′ ∪ Y ′)′ = M \ (X ′ ∪ Y ′)).

Przykªad 2.19 (Nieracjonalny przeciwobraz mor�czny). Niech A =
{a, b} i M = 〈a, b; ab = ba〉. Niech ϕ : A∗ → M b¦dzie mor�zmem monoidów
takim, »e ϕ(a) = [a] i ϕ(b) = [b]. Wówczas przeciwobraz racjonalnego zbioru
(ab)∗ jest równy ϕ−1((ab)∗) = {w ∈ A∗ | |w|a = |w|b} i nie jest to zbiór
racjonalny, co zostanie pokazane w podrozdziale 2.7.3.
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2.7 Podzbiory rozpoznawalne

Zbiory rozpoznawalne mo»na de�niowa¢ na kilka równowa»nych sposobów.
Pierwotna de�nicja, od której pochodzi nazwa tych podzbiorów, wykorzystuje
poj¦cie automatu, inne wykorzystuj¡ poj¦cia ilorazu lewostronnego b¡d¹ mo-
noidu syntaktycznego.

De�nicja 2.20. Automatem monoidowym nazywamy pi¡tk¦

A = 〈M,Q, δ, q0, F 〉,

gdzie M jest monoidem, Q jest sko«czonym zbiorem stanów, δ ⊆ Q×M ×Q
jest relacj¡ przej±cia tak¡, »e dla dowolnych q, p, r ∈ Q orazm,n ∈M , zachodzi
(q, 1M , p) ∈ δ wtedy i tylko wtedy, gdy p = q oraz je±li (q,m, p) ∈ δ i (p, n, r) ∈
δ, to (q,mn, r) ∈ δ, stan q0 ∈ Q jest wyró»nionym stanem pocz¡tkowym, a
F ⊆ Q jest podzbiorem stanów ko«cowych.

Automat nazywamy deterministycznym, je±li {((q,m), p)|(q,m, p) ∈ δ} jest
funkcj¡ (cz¦±ciow¡), czyli je±li (q,m, p) ∈ δ i (q,m, p′) ∈ δ, to p = p′. Rozwa»a-
j¡c automaty deterministyczne b¦dziemy pisa¢ δ(q,m) = p zamiast (q,m, p) ∈
δ. Automat nazywamy sko«czonym o ile ma sko«czony zbiór stanów.

Mówimy, »e automat A rozpoznaje (akceptuje) zbiór L(A) = {m ∈
M | (∃q ∈ F ) (q0,m, q) ∈ δ}. Minimalnym automatem deterministycznym,
w skrócie m.d.a., nazywamy automat deterministyczny A, którego moc zbioru
stanów jest najmniejsza spo±ród wszystkich deterministycznych automatów
rozpoznaj¡cych j¦zyk L(A).

W przypadku monoidów wolnych, automaty cz¦sto b¦dziemy przedstawia¢
jako etykietowane grafy zorientowane. Niech A = 〈A∗, Q, δ, q0, F 〉 b¦dzie auto-
matem. Zbiór stanów Q odpowiada zbiorowi wierzchoªków, kraw¦d¹ ze stanu
p ∈ Q do stanu q ∈ Q istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje litera a ∈ A
taka, »e (p, a, q) ∈ δ. Wówczas etykiet¡ kraw¦dzi jest podzbiór liter speªnia-
j¡cych powy»szy warunek. Stan pocz¡tkowy oznaczamy zewn¦trzn¡ strzaªk¡
do niego prowadz¡c¡, stany ko«cowe wyrózniamy podwójnym kóªkiem. Sªowo
jest akceptowane przez automat A, je±li istnieje ±cie»ka od stanu pocz¡tko-
wego do stanu ko«cowego taka, »e kolejne litery sªowa nale»¡ do zbioru etykiet
kolejnych kraw¦dzi.

De�nicja 2.21 (Zbiór rozpoznawalny). Podzbiór X ⊆M monoiduM jest
rozpoznawalny wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje sko«czony deterministyczny
automat monoidowy akceptuj¡cy X. Klas¦ zbiorów rozpoznawalnych monoidu
M oznaczamy przez Rec(M).

Mo»na pokaza¢, »e je±li zbiór X jest akceptowany przez niedeterministyczny
sko«czony automat, to istnieje sko«czony deterministyczny automat rozpozna-
j¡cy X.

Przykªad 2.22. Niech A = {a, b} b¦dzie dwuliterowym alfabetem. J¦zyk
L = (ab)∗ ⊆ A∗ jest zbiorem rozpoznawalnym i deterministyczny automat
A = 〈A∗, {q, p}, δ, q, {q}〉, gdzie δ(q, a) = p i δ(p, b) = q, akceptuje L. Rysunek
2.3 przedstawia automat jako graf.
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Rysunek 2.3: Sko«czony automat rozpoznaj¡cy j¦zyk (ab)∗

2.7.1 Ilorazy lewostronne

De�nicja 2.23. NiechM b¦dzie monoidem, X ⊆M podzbiorem oraz m ∈M
elementem monoidu. Ilorazem lewostronnym X przez m nazywamy zbiór

m−1X = {n ∈M | mn ∈ X}.

Zbiór wszystkich ilorazów lewostronnych zbioru X ⊆ M oznaczamy przez
LQ(X) = {m−1X | m ∈ M}. Lewostronn¡ relacj¡ syntaktyczn¡ wyz-
naczon¡ przez zbiór X ⊆M nazywamy relacj¦ LSX ⊆M ×M :

LSX = {(m,n) ∈M ×M | m−1X = n−1X}.

Zauwa»my, »e indeks LSX jest dokªadnie równy mocy LQ(X). �atwo spraw-
dzi¢, »e lewostronna relacja syntaktyczna jest relacj¡ równowa»no±ci, ale nie
jest kongruencj¡.

Przykªad 2.24. Niech A = {a, b}. We¹my j¦zyk L = {aa, ba} ⊆ A∗. Ilorazy
lewostronne a−1L i b−1L s¡ sobie równe i skªadaj¡ si¦ z jednego elementu
a, st¡d (a, b) ∈ LSL. Oczywi±cie (a, a) ∈ LSL, ale ju» (aa, ab) /∈ LSL, bo
(aa)−1L = {ε}, a (ab)−1L = ∅. St¡d LSL nie jest kongruencj¡.

Relacja LSX jest praw¡ kongruencj¡, to znaczy, »e dla dowolnych elementów
m,n ∈M je±li (m,n) ∈ LSX , to dla ka»dego v ∈M zachodzi (mv, nv) ∈ LSX .

Stwierdzenie 2.25. Zbiór jest rozpoznawalny wtedy i tylko wtedy, gdy ma
sko«czon¡ liczb¦ ilorazów lewostronnych.

Dowód. Niech M b¦dzie monoidem, X ⊆ M jego rozpoznawalnym podzbio-
rem oraz A sko«czonym deterministycznym automatem akceptuj¡cym X. Za-
uwa»my, »e je±liA = 〈M,Q, δ, q0, F 〉 jest automatem, to dlam ∈M ,m−1L(A) =
L(A′), gdzie A′ = 〈Q,M, δ, δ(q0,m), F 〉. Zatem je±li δ(q0,m) = δ(q0, n), to
m−1L(A) = n−1L(A). St¡d liczba ilorazów lewostronnych jest nie wi¦ksza ni»
ilo±¢ stanów w automacie A, a wi¦c sko«czona.

Przypu±¢my, »e zbiórX ma sko«czon¡ liczb¦ ilorazów lewostronnych. Wów-
czas istnieje sko«czony automat A = 〈M,Q, δ, q0, F 〉, gdzie Q = {m−1X | m ∈
M}, q0 = 1M

−1X = X, F = {m−1X | m ∈ X} oraz δ(m−1X,n) = δ(X,mn) =
(mn)−1X.

Przykªad 2.26. Niech A = {a, b} oraz L = {anbn | n ≥ 0} ⊆ A∗ b¦dzie
j¦zykiem sªów. J¦zyk L nie jest rozpoznawalny, poniewa» dla dowolnego n ∈ N,
sªowo bm ∈ (an)−1L wtedy i tylko wtedy, gdy m = n. St¡d dla m 6= n
mamy (am)−1L 6= (an)−1L, a wi¦c j¦zyk L ma niesko«czenie wiele ilorazów
lewostronnych. Ze stwierdzenia 2.25 wynika, »e L nie jest rozpoznawalny.
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2.7.2 Ilorazy wewn¦trzne

De�nicja 2.27. NiechM b¦dzie monoidem i X ⊆M jego podzbiorem. Ilora-
zem syntaktycznym (lub wewn¦trznym) zbioru X przez element m ∈ M
nazywamy zbiór

X//m = {(x, y) ∈M ×M | xmy ∈ X}.

Relacj¡ syntaktyczn¡ wyznaczon¡ przez podzbiór X nazywamy relacj¦
SYX ⊆M ×M :

SYX = {(m,n) ∈M ×M | X//m = X//n},

równowa»nie

SYX = {(m,n) ∈M ×M | (∀x, y ∈M) xmy ∈ X ⇔ xny ∈ X}.

Stwierdzenie 2.28. Niech M b¦dzie monoidem i X ⊆ M jego podzbiorem.
Wówczas relacja syntaktyczna SYX wyznaczona przez podzbiór X ⊆ M jest
kongruencj¡.

Dowód. Symetryczno±¢, zwrotno±¢ i przechodnio±¢ wynikaj¡ wprost z de�nicji.
Poka»emy, »e je±li (m,n), (m′, n′) ∈ SYX , to (mm′, nn′) ∈ SYX . Dla dowolnych
x, y ∈ X zachodzi xmy ∈ X ⇔ xny ∈ X. W szczególno±ci xm(m′y) ∈ X ⇔
xn(m′y) ∈ X. Poniewa» (m′, n′) ∈ SYX , to (xn)m′y ∈ X ⇔ (xn)n′y ∈ X.
Otrzymali±my, »e dla dowolnych x, y ∈ M zachodzi równowa»no±¢ xmm′y ∈
X ⇔ xnn′y ∈ X, czyli (mm′, nn′) ∈ SYX .

Monoidem syntaktycznym wyznaczonym przez podzbiór X ⊆ M nazy-
wamy monoid ilorazowy M/SYX

.

Stwierdzenie 2.29. Niech M b¦dzie monoidem oraz X ⊆ M podzbiorem.
Monoid syntaktyczny zbioru X jest sko«czony wtedy i tylko wtedy, gdy X ma
sko«czon¡ liczb¦ ilorazów lewostronnych.

Dowód. Niech X ma sko«czon¡ liczb¦ ilorazów wewn¦trznych. Zauwa»my, »e
{1}×m−1X = X//m∩{1}×M . St¡d, je±liX//m = X//m′, tom−1X = m′−1X.
Zatem liczba ró»nych ilorazów lewostronnych jest nie wi¦ksza ni» liczba ró»nych
ilorazów wewn¦trznych.

Niech X ⊆ M ma sko«czon¡ liczb¦ k ilorazów lewostronnych. Poka»emy,
»e liczba ilorazów wewn¦trznych jest równie» sko«czona. Zauwa»my, »e

X//m =
⋃

x∈M

{x} × (xm)−1X

oraz je±li x−1X = x′−1X, to (xm)−1X = (x′m)−1X. St¡d X//m = {[x] ×
(xm)−1X | x ∈ M}, gdzie [x] = {x′ ∈ M | x−1X = x′−1X}. Liczba ró»-
nych zbiorów [x] jest równa liczbie ilorazów lewostronnych, czyli równa k. Za-
tem liczba ró»nych ilorazów wewn¦trznych nie jest wi¦ksza od liczby wszyst-
kich funkcji z k-elementowego zbioru wszystkich klas {[x] | x ∈ M} do k-
elementowego zbioru ilorazów lewostronnych {m−1X | m ∈ M}, poniewa»
ka»dy element m ∈M wyznacza jedn¡ funkcj¦ [x] → (xm)−1X. St¡d ró»nych
ilorazów wewn¦trznych jest nie wi¦cej ni» kk.

17



Krystyna Stawikowska

Wniosek 2.30. Zbiór jest rozpoznawalny wtedy i tylko wtedy, gdy jego monoid
syntaktyczny jest sko«czony.

2.7.3 Wªasno±ci zbiorów rozpoznawalnych

Stwierdzenie 2.31. Niech M b¦dzie dowolnym monoidem. Wówczas zbiór M
i zbiór pusty ∅ s¡ rozpoznawalne.

Dowód. Zauwa»my, »e dla dowolnego m ∈M mamy m−1M = M oraz m−1∅ =
∅, wi¦c zbiory M i ∅ maj¡ po jednym ilorazie lewostronnym, st¡d s¡ rozpozna-
walne.

Stwierdzenie 2.32. W dowolnym monoidzie M klasa zbiorów rozpoznawal-
nych Rec(M) zamkni¦ta jest na dziaªanie sumy, ró»nicy, dopeªnienia i cz¦±ci
wspólnej.

Dowód. Niech X,Y ∈ Rec(M) i niech k = |{x−1X | x ∈ M}| oraz l =
|{y−1Y | y ∈ M}|. Zauwa»my, »e dla dowolnego x ∈ M zachodzi x−1(X ∪
Y ) = (x−1X) ∪ (x−1Y ), x−1(X ∩ Y ) = (x−1X) ∩ (x−1Y ) oraz x−1(X \ Y ) =
(x−1X) \ (x−1Y ). St¡d liczba ilorazów lewostronnych zbiorów X ∪ Y , X ∩ Y
i X \ Y jest sko«czona i jest nie wi¦ksza ni» kl. St¡d i ze stwierdzenia 2.31
wynika, »e dopeªnienie X ′ = M \X jest rozpoznawalne.

Twierdzenie 2.33 (Twierdzenie o spªaszczeniu). Niech M b¦dzie mono-
idem, ≈⊆ M ×M kongruencj¡ na M oraz M/≈ monoidem ilorazowym wy-
znaczonym przez ≈. Niech X ⊆M/≈ b¦dzie podzbiorem monoidu ilorazowego.
Wówczas

X ∈ Rec(M/≈) ⇐⇒
⋃

X ∈ Rec(M).

Dowód. Korzystaj¡c ze stwierdzenia 2.25 wystarczy pokaza¢, »e liczba ilorazów
lewostronnych zbiorów X i

⋃
X jest jednakowa.

Niech α = [m] i β = [n] dla α, β ∈M/≈ i m,n ∈M . Zauwa»my, »e zacho-
dz¡ równo±ci α−1X = [m−1(

⋃
X)], β−1X = [n−1(

⋃
X)] oraz równowa»no±¢

[m−1(
⋃

X)] = [n−1(
⋃

X)] ⇐⇒ m−1(
⋃

X) = n−1(
⋃

X).

St¡d
α−1X = β−1X ⇐⇒ m−1(

⋃
X) = n−1(

⋃
X),

wi¦c X i
⋃
X maj¡ t¦ sam¡ liczb¦ ilorazów lewostronnych.

Poniewa» ka»dy mor�zm monoidów wyznacza kongruencj¦, otrzymujemy wnio-
sek:

Wniosek 2.34. Niech M i N b¦d¡ monoidami, a ϕ : M → N mor�zmem
monoidów. Je±li Y ∈ Rec(N), to ϕ−1(Y ) ∈ Rec(M).

Klasa zbiorów rozpoznawalnych w dowolnym monoidzie nie jest zamkni¦ta na
zªo»enie i operacj¦ gwiazdki. Dla dowolnego monoidu nie ka»dy singleton jest
zbiorem rozpoznawalnym i klasa ta nie zawsze jest zamkni¦ta na mor�czne
obrazy.

18



J¦zyki regularne indukuj¡ce rozpoznawalne i bezgwiazdkowe j¦zyki ±ladów

Przykªad 2.35 (Nierozpoznawalny singleton). Niech M = 〈a, b; ab = ε〉.
Zbiory [a] ⊆ Rec(M) i [b] ⊆ Rec(M) s¡ zbiorami rozpoznawalnymi, natomiast
ich zªo»enie, które jest singletonem, [a][b] = [ab] = {anbn | n ≥ 0} nie jest
rozpoznawalne, na mocy z przykªadu 2.26 i twierdzenia 2.33.

Przykªad 2.36 (Gwiazdka wyprowadza poza Rec). NiechM = 〈a, b; ab =
ba〉. Nietrudno sprawdzi¢, »e j¦zyk [ab] ⊆ M jest rozpoznawalny. Natomiast
j¦zyk T = [ab]∗ wobec twierdzenia 2.33 i przykªadu 2.26 nie jest rozpoznawalny.

Zauwa»my, »e j¦zyki w przykªadach 2.35 i 2.36 s¡ racjonalne. Przykªady te
pokazuj¡, »e istniej¡ j¦zyki racjonalne, które nie s¡ rozpoznawalne.

Szczególnymi monoidami s¡ monoidy wolne sko«czenie generowane. Dla nich
zachodzi twierdzenie Kleene'go ([17]).

Twierdzenie 2.37 (Twierdzenie Kleene'go). Niech A b¦dzie sko«czonym
alfabetem oraz L ⊆ A∗ j¦zykiem sªów nad A. Wówczas

L ∈ Rat(A∗) ⇐⇒ L ∈ Rec(A∗).

Poniewa» w sko«czenie generowanych monoidach wolnych klasy j¦zyków racjo-
nalnych i j¦zyków rozpoznawalnych s¡ równe, to w tych monoidach u»ywamy
dla nich wspólnej nazwy � klasa j¦zyków regularnych i oznaczamy przez
Reg(A∗), gdzie A jest sko«czonym alfabetem.

Przykªad 2.38. Niech A = {a, b} i L = a∗b∗. J¦zyk L jest racjonalny, bo jest
zde�niowany przez wyra»enie racjonalne i jest rozpoznawalny (rysunek 2.4).

Rysunek 2.4: Automat rozpoznaj¡cy j¦zyk a∗b∗.

Dla dowolnych monoidów zachodzi sªabsze twierdzenie.

Twierdzenie 2.39. Monoid M jest sko«czenie generowany wtedy i tylko wte-
dy, gdy Rec(M) ⊆ Rat(M).

Dowód. (=⇒) Niech {m1, . . . ,mk} b¦dzie zbiorem generatorówM . Niech A =
{a1, . . . , ak} i ϕ : A∗ →M b¦dzie mor�zmem, gdzie ϕ(ai) = gi dla i = 1, . . . , k.
Niech Y ∈ Rec(M). Poniewa» przeciwobrazy mor�czne nie wyprowadzaj¡
poza klas¦ zbiorów rozpoznawalnych i w A∗ zachodzi twierdzenie Kleene'go, to
ϕ−1(Y ) ∈ Rec(A∗) = Rat(A∗). Mor�zmy nie wyprowadzaj¡ z klasy zbiorów
racjonalnych, wi¦c Y = ϕ(ϕ−1(Y )) ∈ Rat(M).

(⇐=)Wiemy, »e dla dowolnego monoidu M ∈ Rec(M). Z zaªo»enia M ∈
Rat(M). Korzystaj¡c ze stwierdzenia 2.17 otrzymujemy, »e M jest sko«czenie
generowany.
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Niech A b¦dzie sko«czonym alfabetem. Klasa j¦zyków regularnych Reg(A∗)
ma dobre wªasno±ci klas j¦zyków rozpoznawalnych i racjonalnych � jest zam-
kni¦ta na operacje teoriomnogo±ciowe sumy, cz¦±ci wspólnej, ró»nicy i dopeª-
nienia, na operacje algebraiczne zªo»enia i gwiazdki oraz na mor�czne obrazy
i przeciwobrazy.

Przykªad 2.40 (Przykªad 2.18 cd.). Niech M = 〈a, b, c; ab = ba, ac = ca〉.
Korzystaj¡c z twierdzenia Kleene'go poka»emy, »e zbiór Z = {[anbncn]|n ≥ 0}
z przykªadu 2.18 nie jest racjonalny. Niech ϕ : M → {a, c}∗ b¦dzie mor�-
zmem monoidów takim, »e ϕ([a]) = a, ϕ([b]) = ε i ϕ([c]) = c. Z przykªadu
2.26 wynika, »e obraz mor�czny ϕ(Z) /∈ Reg. Poniewa» mor�zmy zachowuj¡
racjonalno±¢, to Z /∈ Rat(M).

Przykªad 2.41 (Przykªad 2.19 cd.). Niech A = {a, b} i M = 〈a, b; ab =
ba〉. Do pokazania, »e przeciwobraz mor�czny nie zachowuje racjonalno±ci
wystarczy pokaza¢, »e j¦zyk L = {w ∈ A | |w|a = |w|b} /∈ Reg(A∗). Poniewa»
L ∩ a∗b∗ = {anbn | n ≥ 0} /∈ Reg(A∗), to równie» L /∈ Reg(A∗).

2.8 Problemy decyzyjne

Problemy decyzyjne maj¡ nast¦puj¡c¡ posta¢:

Dziedzina: klasa obiektów, które chcemy zbada¢,
Pytanie: pytanie o wªasno±¢ obiektu.

Nieformalnie mówimy, »e problem decyzyjny jest rozstrzygalny, je±li istnieje
algorytm, który zawsze odpowiada czy obiekt (nale»¡cy do dziedziny) posiada
dan¡ wªasno±¢, czy nie.

Formalne opisanie kiedy problem decyzyjny jest rozstrzygalny, wymaga
sprecyzowania poj¦cia �algorytm�, jak równie» sprecyzowania, w jaki sposób
maj¡ by¢ opisane obiekty, które chcemy bada¢. W tym podrozdziale przedsta-
wiona zostanie jedynie ogólna idea wykorzystuj¡ca poj¦cie maszyny Turinga,
pomini¦te zostan¡ techniczne szczegóªy.

2.8.1 Maszyna Turinga i problem stopu

W literaturze mo»na znale¹¢ wiele równowa»nych de�nicji maszyny Turinga,
poni»sza z przykªadami pochodzi z [33].

De�nicja 2.42. Maszyn¡ Turinga nazywamy trójk¦ (S,AT , F ), gdzie:

1. Zbiory S i AT s¡ rozª¡czne, zbiór S jest zbiorem stanów, AT alfabetem.

2. Element s0 ∈ S jest stanem pocz¡tkowym, # ∈ AT znacznikiem ogra-
niczenia, a podzbiór S1 ⊆ S zbiorem stanów ko«cowych. Zbiór A =
AT \ {#} jest niepusty, a element o ∈ A jest wyró»niony.

3. Zbiór F jest zbiorem produkcji nast¦puj¡cej postaci:
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(i) sia→ sjb (nadpisanie),

(ii) siac→ asjc (przesuni¦cie w prawo),

(iii) sia# → asjo# (przesuni¦cie w prawo i rozszerzenie),

(iv) csia→ sjca (przesuni¦cie w lewo),

(v) #sia→ #sjoa (przesuni¦cie w lewo i rozszerzenie),

gdzie si, sj ∈ S oraz a, b, c ∈ A, przy czym dla ka»dych si, sj ∈ S i a ∈ A, zbiór
F zawiera oba typy produkcji (iii) i (ii) dla dowolnego c (odpowiednio (v) i (iv)
dla dowolnego c) lub nie zawiera »adnej produkcji (iii) i (ii) (odpowiednio (v)
i (iv)). Ponadto dla ustalonych si ∈ S i a ∈ A, sªowo sia nie jest jednocze±nie
podsªowem lewych stron dwóch produkcji z typów (i), (iii) i (v).

Mówimy, »e sªowo sw, gdzie s ∈ S i w ∈ A∗, jest martwe wtedy i tylko
wtedy, gdy w nie zaczyna si¦ na liter¦ a ∈ A tak¡, »e sa jest podsªowem
lewej strony produkcji z F . Nieformalnie, zbiór F wyznacza relacj¦ przej±cia
⇒⊆ #A∗SA∗# × #A∗SA∗#, gdzie #ws1v# ⇒ #w′s2v

′#, gdy w′ powstaje
z w i v′ powstaje z v, po zastosowaniu jednej z produkcji do podsªów w i v
w stanie s1 do s2. Zwrotne i przechodnie domkni¦cie relacji ⇒ oznaczamy
przez ⇒∗. J¦zyk akceptowany przez maszyn¦ Turinga TM de�niowany jest
nast¦puj¡co:

L(TM) = {w ∈ A∗|#s0w# ⇒∗ #w1s1w2#, gdzie s1 ∈ S1, w1, w2 ∈ A∗

oraz s1w2# jest martwe}.

Problem decyzyjny jest rozstrzygalny, je±li istnieje maszyna Turinga taka, »e
maj¡c dany obiekt opisany sko«czonym sªowem, zawsze zatrzyma si¦ w sta-
nie akceptuj¡cym s+, gdy dany obiekt posiada badan¡ wªasno±¢ oraz zawsze
zatrzyma si¦ w stanie s−, gdy obiekt tej wªasno±ci nie posiada.

Opisuj¡c poprawny algorytm pokazujemy, »e problem decyzyjny jest roz-
strzygalny. Aby udowodni¢, »e dany problem jest nierozstrzygalny, trzeba
pokaza¢, »e nie istnieje maszyna Turinga rozstrzygaj¡ca dany problem. Naj-
cz¦±ciej pokazuje si¦ to po±rednio, sprowadzaj¡c jaki± problem, o którym ju»
wiadomo, »e jest nierozstrzygalny, do problemu aktualnie badanego.

Przykªad 2.43. Jednym z najbardziej znanych i wykorzystywanych proble-
mów nierozstrzygalnych jest problem stopu dla maszyny Turinga

�Czy dana maszyna Turinga maj¡ca na wej±ciu dane sªowo, zatrzyma si¦?�

Niech TM b¦dzie maszyn¡ Turinga. W alfabecie maszyny zakodujmy jej alfa-
bet bez symbolu #, zbiór stanów, symbol → i dodatkowy symbol separuj¡cy.
Przez sªowo wTM b¦dziemy oznacza¢ sªowo powstaªe z zapisania kolejno zako-
dowanych produkcji, oddzielonych zakodowanym symbolem separuj¡cym. B¦-
dziemy mówi¢, »e maszyna Turinga jest samotestuj¡ca, je±li maj¡c na wej±ciu
sªowo wTM , zatrzyma si¦.

Przypu±¢my, »e istnieje maszyna Turinga TM0, która maj¡c na wej±ciu
sªowo wTM zatrzymuje si¦ w stanie s+, gdy maszyna TM jest samotestuj¡ca,
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oraz w stanie s−, gdy TM nie jest samotestuj¡ca. Nietrudno przerobi¢ maszyn¦
TM0 na maszyn¦ TM1, która nie zatrzymuje si¦ na sªowie wTM , je±li TM jest
samotestuj¡ca i zatrzymuje si¦ w stanie s−, gdy TM nie jest samotestuj¡ca.
Zauwa»my, »e TM1 zatrzymuje si¦ na wTM1 wtedy i tylko wtedy, gdy TM1

nie zatrzymuje si¦ na wTM1 . Sprzeczno±¢. St¡d problem samotestowania jest
nierozstrzygalny.

Problem stopu za dane bierze dowoln¡ maszyn¦ Turinga i dowolne sªowo.
Problem samotestowania jest wi¦c szczególnym przypadkiem problemu stopu.
Poniewa» problem samotestowania jest nierozstrzygalny, wi¦c problem stopu
jest równie» nierozstrzygalny.

Dla danej maszyny TM mo»na skonstruowa¢ maszyn¦ TM1, która akcep-
tuje dokªadnie te sªowa, na których maszyna TM zatrzymuje si¦. Dla takiej
maszyny Turinga TM1 mo»na skonstruowa¢ gramatyk¦ kontekstow¡ G gene-
ruj¡c¡ j¦zyk L(TM1). Wówczas sªowo w ∈ L(TM1) wtedy i tylko wtedy, gdy
TM1 zatrzymuje si¦, gdy na wej±ciu ma sªowo w. Problem nale»enia sªowa do
j¦zyka generowanego przez dan¡ gramatyk¦ kontekstow¡ jest wi¦c nierozstrzy-
galny.

Brakuj¡ce konstrukcje i szczegóªy techniczne mo»na znale¹¢ mi¦dzy innymi
w [33] i [16].

2.8.2 Problem odpowiednio±ci Posta

De�nicja 2.44. Problemem odpowiednio±ci Posta nazywamy czwórk¦

PCP = (A, n,X, Y ),

gdzie A jest alfabetem, n ≥ 1 oraz

X = (x1, x2, . . . , xn), Y = (y1, y2, . . . , yn)

s¡ n-kami niepustych sªów nad alfabetem A. Rozwi¡zaniem problemu odpo-
wiednio±ci Posta nazywamy niepusty sko«czony ci¡g indeksów (i1, . . . , ik) taki,
»e

xi1 . . . xik = yi1 . . . yik .

Przykªad 2.45. Rozwi¡zaniem problemu odpowiednio±ci Posta

({a, b}, 3, (a2, b2, ab2), (a2b, ba, b))

jest ci¡g (1, 2, 1, 3)
a2b2a2ab2 = a2bbaa2bb.

Twierdzenie 2.46. Problem �Czy dany problem odpowiednio±ci Posta posiada
rozwi¡zanie?� jest nierozstrzygalny.

Dowód wykorzystuje nierozstrzygalno±¢ problemu nale»enia do j¦zyka gene-
rowanego przez kontekstow¡ gramatyk¦. Dla ustalonej gramatyki kontekstowej
G i danego sªowa konstruuje si¦ problem odpowiednio±ci Posta, który posiada
rozwi¡zanie wtedy i tylko wtedy, gdy sªowo nale»y do j¦zyka L(G).
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Rozdziaª 3

Monoidy ±ladów

Pierwszy raz cz¦±ciowo przemienne monoidy wolne wprowadzili Cartier i Foata
w [2] w 1969 roku. Jednak ±lady jako modele opisuj¡ce zachowania systemów
wspóªbie»nych, zostaªy wprowadzone przez Mazurkiewicza w [20] w roku 1977.

Alfabetem wspóªbie»nym nazywamy par¦ (A, I), gdzie A jest sko«czo-
nym alfabetem oraz I ⊆ A×A antyzwrotn¡ i symetryczn¡ relacj¡ na alfabecie
A, zwan¡ relacj¡ niezale»no±ci lub niezale»no±ci¡. Je±li przyjmiemy, »e
litery reprezentuj¡ akcje systemu wspóªbie»nego, to niezale»no±¢ opisuje, które
z akcji mog¡ by¢ wykonywane wspóªbie»nie. Dopeªnienie relacji niezale»no±ci
D = A× A \ I nazywamy relacj¡ zale»no±ci lub zale»no±ci¡.

Niech (A, I) b¦dzie alfabetem wspóªbie»nym. Monoidem ±ladów na-
zywamy monoid ilorazowy monoidu wolnego A∗ przez kongruencj¦ genero-
wan¡ przez relacj¦ niezale»no±ci I ⊆ A × A i oznaczamy przez A∗/I. Je±li
E = {ab = ba | aIb}, to para 〈A;E〉 jest przedstawieniem równaniowym mono-
idu ±ladów A∗/I. Elementy monoidu ±ladów, czyli klasy abstrakcji kongruencji
generowanej przez niezale»no±¢, nazywamy ±ladami, a podzbiory monoidu ±la-
dów nazywamy j¦zykami ±ladów. �lad sªowa w ∈ A∗ (±lad indukowany przez
sªowo w) b¦dziemy oznacza¢ przez [w]I lub [w], gdy relacja niezale»no±ci b¦dzie
ustalona.

W dowolnym monoidzie ±ladów A∗/I ka»dy ±lad zawiera sko«czon¡ liczb¦
sªów równej dªugo±ci. Dªugo±ci¡ ±ladu α ∈ A∗/I nazywamy wspóln¡ dªugo±¢
jego elementów tzn. je±li α = [w], to dªugo±¢ ±ladu |α| = |w|. Przez Alph(α)
oznaczamy podzbiór Alph(w) ⊆ A∗, gdzie w ∈ A∗ i α = [w].

Przykªad 3.1. Niech A∗/I b¦dzie monoidem ±ladów, gdzie A = {a, b} oraz
aIb. Wówczas dla dowolnego w ∈ A∗, [w] = {v ∈ A∗ | |w|a = |v|a∧|w|b = |v|b}.

Alfabet wspóªbie»ny (A, I) mo»na opisa¢ grafem nazywanym grafem zale»-
no±ci. Graf zale»no±ci jest grafem nieskierowanym, zbiorem jego wierzchoªków
jest alfabet A, a dwie litery a, b ∈ A tworz¡ kraw¦d¹ wtedy i tylko wtedy, gdy
aDb, gdzie D = A× A \ I jest relacj¡ zale»no±ci. Graf zale»no±ci zwyczajowo
b¦dziemy oznacza¢ par¡ (A,D). Dla przejrzysto±ci, w gra�e nie zaznaczamy
zale»no±ci elementów samych z sob¡.
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Przykªad 3.2. Niech (A, I) b¦dzie alfabetem wspóªbie»nym, gdzieA = {a, b, c}
oraz aIc, czyli aDb oraz bDc. Graf zale»no±ci dla (A, I) to:

(A,D): a � b � c.

Mówimy, »e podalfabety B,C ⊆ A s¡ niezale»ne i oznaczmy, BIC, gdy dla
ka»dego b ∈ B oraz c ∈ C zachodzi bIc.

Poni»szy lemat opisuje istotn¡ wªasno±¢ ±ladów. Jego dowód mo»na znale¹¢
mi¦dzy innymi w [6].

Lemat 3.3 (Levi). Niech α, β, γ, δ ∈ A∗/I b¦d¡ ±ladami. Wówczas poni»sze
zdania s¡ równowa»ne

1. αβ = γδ

2. Istniej¡ ±lady α1, α2, β1, β2 ∈ A∗/I takie, »e α = α1α2, β = β1β2, γ =
α1β1, δ = α2β2 oraz Alph(α1)IAlph(β2).

3.1 Grafy ±ladów

Niech (A, I) b¦dzie alfabetem wspóªbie»nym, D = A×A \ I relacj¡ zale»no±ci
i w = a1 . . . an ∈ A∗ sªowem. Grafem ±ladu sªowa w nazywamy trójk¦
(V,E, λ), gdzie

• V = {x1, . . . , xn} jest sko«czonym zbiorem pozycji w sªowie w � zbiorem
wierzchoªków w gra�e,

• λ : V → A funkcj¡ etykietuj¡c¡, gdzie (∀i) λ(xi) = ai,

• E ⊆ V × V zbiorem kraw¦dzi, gdzie (xi, xj) ∈ E wtedy i tylko wtedy,
gdy i < j oraz (λ(xi), λ(xj)) ∈ D.

Sªowa w, v ∈ A∗ s¡ równowa»ne wtedy i tylko wtedy, gdy ich grafy ±ladów s¡
izomor�czne. Graf ±ladu α ∈ A∗/I, nazywamy graf izomor�czny z grafem
pewnego sªowa w ∈ A∗ indukuj¡cego ±lad α.

Z de�nicji wynika, »e graf ±ladu jest acykliczny, a zwrotne i przechodnie
domkni¦cie relacji E jest cz¦±ciowym porz¡dkiem na zbiorze V .

Przykªad 3.4. Niech A = {a, b, c, d, e} b¦dzie alfabetem z grafem zale»no±ci

Graf ±ladu [dabcaec] przedstawia rysunek 3.1.
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Rysunek 3.1: Graf ±ladu [dabcaec]

3.2 Rozpoznawalne j¦zyki ±ladów

Niech (A, I) b¦dzie alfabetem wspóªbie»nym oraz A∗/I monoidem ±ladów.
Rozpoznawalne i racjonalne klasy j¦zyków ±ladów b¦dziemy oznacza¢Rec(A∗/I)
i Rat(A∗/I) odpowiednio.

Poni»sze twierdzenie jest szczególnym przypadkiem twierdzenia 2.33:

Twierdzenie 3.5 (Twierdzenie o spªaszczeniu dla ±ladów). Niech (A, I)
b¦dzie alfabetem wspóªbie»nym, oraz T ⊆ A∗/I j¦zykiem ±ladów. Wówczas

T ∈ Rec(A∗/I) ⇐⇒
⋃

T ∈ Reg(A∗).

Niech [ ] : A∗ → A∗/I b¦dzie mor�zmem kanonicznym. Niech L ⊆ A∗

b¦dzie j¦zykiem sªów i [L] = {[w] | w ∈ L} ⊆ A∗/I indukowanym j¦zykiem
±ladów przez L. Je±li L jest j¦zykiem regularnym, to [L] jest racjonalnym
j¦zykiem ±ladów. J¦zyk ±ladów T ⊆ A∗/I jest racjonalny wtedy i tylko wte-
dy, gdy istnieje indukuj¡cy go regularny j¦zyk sªów, tzn. taki L ⊆ A∗, »e
[L] = T . Przykªad 2.36 pokazuje, »e racjonalny j¦zyk ±ladów nie musi by¢
rozpoznawalny. Dla regularnego j¦zyka sªów (ab)∗ indukowany j¦zyk ±ladów
[ab]∗ oczywi±cie jest racjonalny, ale nie jest rozpoznawalny.

J¦zyk sªów L =
⋃

[L] = {w ∈ A∗ | (∃v ∈ L)[v] = [w]} nazywamy domkni¦-
ciem j¦zyka L (wzgl¦dem I). Twierdzenie 3.5 mo»na sformuªowa¢ z punktu
widzenia j¦zyków sªów:

Twierdzenie 3.6. Niech (A, I) b¦dzie alfabetem wspóªbie»nym oraz L ⊆ A∗

j¦zykiem sªów. Wówczas

[L] ∈ Rec(A∗/I) ⇐⇒ L ∈ Reg(A∗).

Rozpoznawalne j¦zyki ±ladów s¡ indukowane przez domkni¦te j¦zyki regu-
larne, przy czym dokªadnie jednemu rozpoznawalnemu j¦zykowi ±ladów, odpo-
wiada jeden domkni¦ty regularny j¦zyk sªów.

Klasa j¦zyków rozpoznawalnych w dowolnym monoidzie jest zamkni¦ta na
sum¦ zbiorów, cz¦±¢ wspóln¡, ró»nic¦ oraz na przeciwobrazy mor�czne. Po-
niewa» ka»dy ±lad zawiera sko«czon¡ liczb¦ elementów, to z twierdzenia o
spªaszczeniu wynika, »e w monoidach ±ladów ka»dy singleton jest rozpozna-
walny. Przykªad 2.36 pokazuje, »e ju» w najprostszym nietrywialnym monoi-
dzie ±ladów, operacja gwiazdki nie zachowuje rozpoznawalno±ci. Zauwa»my,
»e w przykªadzie 2.35 monoid M nie jest monoidem ±ladów.
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Twierdzenie 3.7. Niech (A, I) b¦dzie alfabetem wspóªbie»nym. Niech T, S ∈
Rec(A∗/I) b¦d¡ rozpoznawalnymi j¦zykami ±ladów. Wówczas zªo»enie TS ∈
Rec(A∗/I) jest j¦zykiem rozpoznawalnym.

Dowód, wykorzystuj¡cy lemat 4.10, b¦dzie podany w rozdziale 4.

3.3 Problemy decyzyjne w monoidach ±ladów

Rozwa»ane problemy decyzyjne w monoidach ±ladów b¦d¡ nast¦puj¡cej po-
staci:

Dane: alfabet wspóªbie»ny (A, I), wyra»enie racjonalne
R ∈ REX(A∗/I)

Pytanie: pytanie o wªasno±¢ j¦zyka ±ladów de�niowanego
przez wyra»enie racjonalne

Stosuj¡c indukcj¦ strukturaln¡ ªatwo pokaza¢, »e
nast¦puj¡ce problemy s¡ rozstrzygalne:

1. Czy dany ±lad m ∈M nale»y do j¦zyka ±ladów L(R)?

2. Czy L(R) = ∅?

3. Czy L(R) = ε?

4. Czy L(R) jest sko«czony?

W pracy [1] Berstel udowodniª nast¦puj¡ce fakty:

Twierdzenie 3.8 (Berstel). Niech (A, I) b¦dzie alfabetem wspóªbie»nym i
M = A∗/I monoidem ±ladów. Dla danych wyra»e« racjonalnych R,S ∈
REX(A∗/I), nast¦puj¡ce problemy s¡ nierozstrzygalne:

1. Czy L(R) ∩ L(S) = ∅?

2. Czy L(R) = M?

3. Czy L(R) = L(S)?

4. Czy L(R) ∈ Rec(A∗/I)?

Dowód 1 ªatwo wynika z nierozstrzygalno±ci problemu odpowiednio±ci Posta
PCP. Pozostaªe dowody s¡ bardziej skomplikowane, ale równie» wykorzystuj¡
nierozstrzygalno±¢ problemu odpowiednio±ci Posta.

W [32] Sakarovitch rozwa»yª, kiedy problem 4 jest rozstrzygalny i uzyskaª
twierdzenie

Twierdzenie 3.9 (Sakarovitch). Problem �Czy dany racjonalny j¦zyk ±ladów
T jest rozpoznawalny w monoidzie ±ladów A∗/I ?� jest rozstrzygalny wtedy i
tylko wtedy, gdy relacja niezale»no±ci I jest przechodnia.
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Rozwa»ane s¡ równie» problemy, w których danymi s¡ zbiory rozpoznawalne.
Zbiór rozpoznawalny mo»e by¢ podany na kilka sposobów � automatem mo-
noidowym, domkni¦tym j¦zykiem regularnym lub specjalnym wyra»eniem ra-
cjonalnym, o którym b¦dzie mowa w nast¦pnym rozdziale.

W±ród otwartych problemów dla monoidów ±ladów dotycz¡cych rozstrzygalno-
±ci, problemem gwiazdki jest jednym z najciekawszych i najtrudniejszych.
Problem ten postawili Clerbout i Latteux w [3, 4] w roku 1985.

Problem gwiazdki: Czy dla danego monoidu ±ladów M i j¦zyka rozpozna-
walnego T ⊆M , j¦zyk T ∗ jest rozpoznawany?

Dziwno±¢ problemu gwiazdki pokazuje przykªad monoidu ±ladów, w którym
jest on rozstrzygalny (Gastin, Ochma«ski, Petit, Rozoy [11]) podczas gdy pro-
blem rozpoznawalno±ci jest w nim nierozstrzygalny (Gibons, Rytter [12]). Jest
to monoid:

(A,D) : a c
b
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Rozdziaª 4

Iteracyjnie spójne j¦zyki sªów

Iteracyjnie spójne j¦zyki ±ladów, zde�niowane i badane w [24], odgrywaj¡ du»¡
rol¦ w teorii rozpoznawalnych j¦zyków ±ladów. Poj¦cie to, w zupeªnie natu-
ralny sposób, przenosi si¦ na j¦zyki sªów. Dobre zbadanie tej klasy j¦zyków
sªów wydaje si¦ wa»ne, gdy» s¡ to j¦zyki indukuj¡ce rozpoznawalne j¦zyki
±ladów, co oznacza, »e ich wspóªbie»na implementacja mo»e by¢ realizowana
przez systemy o sko«czonej liczbie stanów.

Niech (A, I) b¦dzie ustalonym alfabetem wspóªbie»nym i A∗/I monoidem
±ladów. Wówczas mor�zm kanoniczny [ ] : A∗ → A∗/I dowolnemu sªowu w ∈
A∗ przyporz¡dkowuje jego ±lad [w]. Okre±lmy odwzorowanie [ ] : 2A∗ → 2A∗/I

przyporz¡dkowuj¡ce j¦zykom sªów L ⊆ A∗ j¦zyki ±ladów [L] ⊆ A∗/I. Ob-
raz [ ] : 2A∗ → 2A∗/I , czyli odwzorowanie [ ] : 22A∗ → 22A∗/I

, przyporz¡dko-
wuje klasom j¦zyków sªów odpowiednie klasy j¦zyków ±ladów. Dla dowolnego
L ∈ Reg(A∗), j¦zyk ±ladów [L] ∈ Rat(A∗/I). Z przykªadu 2.36 wiadomo, »e
je±li I 6= ∅, to istniej¡ j¦zyki regularne L ⊆ A∗ takie, »e indukowane j¦zyki
±ladów [L] /∈ Rec(A∗/I). St¡d zawieranie Rec(A∗/I) ⊂ [Reg(A∗)] jest wªa-
±ciwe. Klas¦ j¦zyków regularnych indukuj¡cych rozpoznawalne j¦zyki ±ladów
oznaczmy przez InvRec(A∗/I) lub przez InvRec, gdy alfabet wspóªbie»ny b¦-
dzie ustalony .

De�nicja 4.1. Niech (A, I) b¦dzie alfabetem wspóªbie»nym orazD = A×A\I
relacj¡ zale»no±ci.

• Sªowo w ∈ A∗ jest spójne wtedy i tylko wtedy, gdy graf zale»no±ci
obci¦ty do Alph(w) jest spójny.

• J¦zyk sªów L ⊆ A∗ jest spójny wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie jego
sªowa s¡ spójne.

• �lad [w] ∈ A∗/I jest spójny wtedy i tylko wtedy, gdy sªowo w jest
spójne.

• J¦zyk ±ladów T ⊆ A∗/I jest spójny wtedy i tyko wtedy, gdy wszystkie
jego ±lady s¡ spójne.

Poni»sze stwierdzenie zostaªo udowodnione przez Ochma«skiego w [24]
oraz, w ogólniejszym przypadki tzw. póªprzemienno±ci, przez Clerbout i Lat-
teuxa w [4].
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Stwierdzenie 4.2. Niech (A, I) b¦dzie alfabetem wspóªbie»nym i M = A∗/I
monoidem ±ladów. Je±li j¦zyk ±ladów T ⊆ M jest rozpoznawalny i spójny, to
j¦zyk ±ladów T ∗ jest rozpoznawalny.

De�nicja 4.3. Niech (A, I) b¦dzie alfabetem wspóªbie»nym. Wyra»enie rac-
jonalne R ∈ REX(A∗/I) nad alfabetem A jest spójne wtedy i tylko wtedy,
gdy j¦zyk L(R) jest spójny.

Stwierdzenie 4.4. Problem �Czy j¦zyk L(R) de�niowany przez dane wyra»e-
nie racjonalne R ∈ REX(A∗), przy danym alfabecie wspóªbie»nym (A, I), jest
j¦zykiem spójnym?� jest rozstrzygalny.

Dowód. Niech ALPH(R) = {Alph(w) | [w] ∈ L(R)} b¦dzie zbiorem wszyst-
kich podzbiorów alfabetu b¦d¡cych alfabetami elementów z j¦zyka L(R). Po-
niewa» alfabet A z zaªo»enia jest sko«czony, to ALPH(R) jest sko«czony dla
dowolnego R ∈ REX(A∗). J¦zyk L(R) jest spójny wtedy tylko i wtedy, gdy
ka»dy element zbioru ALPH(R) jest alfabetem spójnym.

Testowanie czy podalfabet A1 ⊆ A jest spójny sprowadza si¦ do testowania,
czy graf zale»no±ci (A1, D ∩A1×A1) jest grafem spójnym. St¡d problem, czy
przy ustalonym alfabecie wspóªbie»nym dany podzbiór alfabetu jest spójny,
jest rozstrzygalny.

Poniewa» zbiór ALPH(R) jest sko«czony, to wystarczy pokaza¢, jak skon-
struowa¢ ALPH(R).

Niech R ∈ REX(A).
Baza. Je±li R = ∅ to ALPH(R) = ∅ i L(R) jest spójny. Je±li R = m
dla m ∈ M , to ALPH(R) = {Alph(w)}, gdzie [w] = m. W szczególnym
przypadku, gdy R = [ε], to ALPH(R) = {∅}.
Rekurencja. Mamy do rozwa»enia 3 przypadki:

• Niech R = R1 ∪R2. Wówczas ALPH(R) = ALPH(R1) ∪ ALPH(R2).

• NiechR = R1R2. WówczasALPH(R) = {A1∪A2|A1 ∈ ALPH(R1), A2 ∈
ALPH(R2)} (je±li co najmniej jeden z ALPH(R1) i ALPH(R2) jest pu-
sty, to ALPH(R) = ∅).

• Je±li R = (R1)
∗, to ALPH(R) = ALPH(R

|ALPH(R1)|
1 ) ∪ {∅}.

Przejd¹my do wyra»e« i j¦zyków iteracyjnie spójnych i ich wªasno±ci.

De�nicja 4.5. Niech (A, I) b¦dzie alfabetem wspóªbie»nym.

• Wyra»enie racjonalne (nad A) jest iteracyjnie spójne (wzgl¦dem I)
wtedy i tylko wtedy, gdy wyra»enia pod ka»d¡ gwiazdk¡ s¡ spójne. For-
malnie � ka»de wyra»enie atomowe (∅, ε, a ∈ A) jest iteracyjnie spójne.
Je±li wyra»enia R i S s¡ iteracyjnie spójne, to (R ∪ S), (RS) s¡ itera-
cyjnie spójne. Je±li ponadto R jest spójne, to R∗ jest iteracyjnie spójne.
Klasa iteracyjnie spójnych wyra»e« racjonalnych jest najmniejsz¡ klas¡
speªniaj¡c¡ te warunki.
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• J¦zyk sªów L ⊆ A∗ jest iteracyjnie spójny (wzgl¦dem I) wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje iteracyjnie spójne wyra»enie R takie, »e L = L(R).
Klas¦ iteracyjnie spójnych j¦zyków sªów (nad A wzgl¦dem I) b¦dziemy
oznacza¢ przez StarConI(A).

• J¦zyk ±ladów T ⊆ A∗/I jest iteracyjnie spójny wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieje iteracyjnie spójne wyra»enie R takie, »e T = [L(R)]. Rów-
nowa»nie, istnieje iteracyjnie spójny j¦zyk sªów L ⊆ A∗ indukuj¡cy j¦zyk
T ; T = [L].

Stwierdzenie 4.6. Niech alfabet wspóªbie»ny (A, I) i wyra»enie racjonalne
R nad A b¦d¡ danymi. Wówczas problem �Czy wyra»enie R jest iteracyjnie
spójne?� jest problemem rozstrzygalnym.

Dowód. Indukcja strukturalna, z wykorzystaniem stwierdzenia 4.4

Iteracyjnie spójne j¦zyki sªów indukuj¡ caª¡ klas¦ Rec(A∗/I) rozpoznawalnych
j¦zyków ±ladów. Dowód poni»szego twierdzenia znajduje si¦ w [24] i [25].

Twierdzenie 4.7. Niech (A, I) b¦dzie alfabetem wspóªbie»nym. Wówczas za-
chodzi równo±¢ Rec(A∗/I) = [StarConI(A)]. Równowa»nie, j¦zyk ±ladów
T ⊆ A∗/I jest rozpoznawalny wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje iteracyjnie spójny
j¦zyk sªów L ⊆ A∗ indukuj¡cy T (T = [L]).

Przykªad 4.8. Dowolny j¦zyk regularny jest de�niowany przez niesko«czenie
wiele wyra»e« regularnych. W szczególno±ci, nie wszystkie wyra»enia de�niu-
j¡ce iteracyjnie spójne j¦zyki s¡ iteracyjnie spójne. Na przykªad:

(a ∪ b)∗ = (a∗b∗)∗

(a ∪ b)∗b = (a∗ ∪ bb∗a)∗bb∗.

Wyra»enia po lewej stronie s¡ iteracyjnie spójne, a po prawej nie s¡, je±li aIb.

4.1 Relacje mi¦dzy klasami StarCon i InvRec.

Hashiguchi w [15] wprowadziª poj¦cie stopnia rozproszenia j¦zyka sªów wzgl¦-
dem relacji niezale»no±ci oraz udowodniª, »e ka»dy j¦zyk regularny o sko«czo-
nym stopniu indukuje rozpoznawalny j¦zyk ±ladów.

De�nicja 4.9 (Stopie« rozproszenia). Niech (A, I) b¦dzie alfabetem wspóª-
bie»nym. Niech L ⊆ A∗ b¦dzie j¦zykiem sªów oraz u, v ∈ A∗ takimi sªowami,
»e [uv] ∈ [L]. Mówimy, »e rankL,I(u, v) ≤ n (dla n ∈ N) gdy istnieje takie
sªowo w ∈ L, »e

w = v0u1v1 . . . unvn, u1 . . . un ∈ [u], v0v1 . . . vn ∈ [v]

oraz (vi, uj) ∈ I dla i < j.
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Okre±lmy cz¦±ciow¡ funkcj¦ rankL,I : A∗ × A∗ 99K N w nast¦puj¡cy sposób:

rankL,I(u, v) =

{
min{n ∈ N | rankL,I(u, v) ≤ n} gdy [uv] ∈ [L]

nieokre±lone w przeciwnym wypadku

Stopniem rozproszenia j¦zyka L ⊆ A∗ (wzgl¦dem I) nazywamy liczb¦ (o ile
istnieje) lub niesko«czono±¢:

RankI(L) =

{
max{rankL,I(u, v) | [uv] ∈ [L]} gdy zbiór jest ograniczony

∞ w przeciwnym wypadku

W pierwszym przypadku mówimy, »e RankI(L) jest sko«czony i b¦dziemy pi-
sa¢ RankI(L) <∞, w drugim, »e RankI(L) jest niesko«czony. Indeksy L oraz
I zazwyczaj b¦d¡ pomijane, gdy nie b¦dzie to prowadzi¢ do nieporozumie«.

Klas¦ j¦zyków regularnych nad alfabetem A o sko«czonym rz¦dzie wzgl¦-
dem I b¦dziemy oznacza¢ przez FinRankI(A),

FinRankI(A) = {L ∈ Reg(A∗) | RankI(L) <∞}.

Poni»szy lemat jest znany jest jako lemat Hashiguchiego. Jego dowód
mo»na znale¹¢ w [15] (oryginaª) i [25] (prostszy).

Lemat 4.10 (Hashiguchi). Niech (A, I) b¦dzie alfabetem wspóªbie»nym oraz
L ⊆ A∗ j¦zykiem sªów. Je±li stopie« RankI(L) jest sko«czony, to j¦zyk L
indukuje rozpoznawalny j¦zyk ±ladów ([L] ∈ Rec(A∗/I)).

Teraz mo»emy poda¢ dowód twierdzenia 3.7 o zªo»eniu rozpoznawalnych j¦zy-
ków ±ladów.

Dowód twierdzenia 3.7. Niech K =
⋃
T i L =

⋃
S. Poka»emy, »e j¦zyk sªów

KL ma sko«czony stopie« rozproszenia, a wi¦c z lematu 4.10, indukowany
j¦zyk ±ladów [KL] = TS jest rozpoznawalny.

Nich uv ∈ KL, gdzie u, v ∈ A∗. Z de�nicji zbiorów K i L, istniej¡ sªowa
x, y ∈ A∗ takie, »e x ∈ K, y ∈ L oraz [uv] = [xy]. Z lematu Levi'ego 3.3
istniej¡ sªowa u′, v′, u′′, v′′ ∈ A∗ takie, »e

[u] = [u′u′′], [v] = [v′v′′], [x] = [u′v′], [y] = [u′′v′′],

oraz u′′Iv′. Poniewa» K i L s¡ domkni¦te, to u′u′′ ∈ K i v′v′′ ∈ L. St¡d
u′v′u′′v′′ ∈ KL oraz stopie« rozproszenia KL jest co najwy»ej 2.

Z lematu Hashiguchi'ego otrzymujemy nast¦puj¡cy wniosek.

Wniosek 4.11. Klasa rozpoznawalnych j¦zyków ±ladów Rec jest równa klasie
indukowanej przez klas¦ j¦zyków o sko«czonym stopniu rozproszenia,

Rec = [FinRank].

31



Krystyna Stawikowska

Dowód. Zawieranie z prawa na lewo ⊇ wynika wprost z lematu Hashiguchiego.
Poka»emy zawieranie w drug¡ stron¦. Niech j¦zyk ±ladów T ⊆ A∗/I b¦dzie

rozpoznawalny. St¡d jego spªaszczenie
⋃
T ⊆ A∗ jest regularne. Poniewa»

stopie« rozproszenia domkni¦tego j¦zyka jest zawsze równy 1, wi¦c
⋃
T ∈

FinRank. W szczególno±ci T jest indukowane przez swoje spªaszczenie, wi¦c
T ∈ [FinRank].

Odwrócenie lematu Hashiguchi'ego nie jest prawdziwe, co obrazuje poni»szy
przykªad.

Przykªad 4.12. Niech A = {a, b} oraz aIb. J¦zyk sªów L = (ab)∗(a∗ ∪ b∗)
indukuje rozpoznawalny j¦zyk ±ladów [L] = A∗/I, ale stopie« rozproszenia
RankI(L) = ∞, bo rank(an, bn) = n dla dowolnego n ∈ N.

Stwierdzenie 4.13. Klasa j¦zyków sªów FinRank jest wªa±ciw¡ podklas¡
klasy InvRec.

FinRank ⊂ InvRec

Dowód. Zawieranie wynika z lematu Hashiguchi'ego, a przykªad 4.12 pokazuje,
»e zawieranie jest wªa±ciwe.

Teraz przypatrzmy si¦ umiejscowieniu klasy j¦zyków ±ladów StarCon wzgl¦-
dem klasy FinRank. Prostym wnioskiem z de�nicji jest fakt, »e zªo»enie i
suma j¦zyków o sko«czonym stopniu rozproszenia Rank daj¡ nam znów j¦-
zyki o sko«czonym Rank. Natomiast operacja gwiazdki zachowuje si¦ ró»nie
na ró»nych j¦zykach, np. dla aIb, je±li L = ab, to Rank(L) = 1, ale ju»
Rank(L∗) = ∞. Je±li we¹miemy j¦zyk z przykªadu 4.12, L = (ab)∗(a∗ ∪ b∗),
to Rank(L) = ∞, ale Rank(L∗) = 1. Zauwa»my jednak, »e w obu przykªa-
dach wyst¡piªy j¦zyki niespójne. Poka»emy, »e dla j¦zyków spójnych gwiazdka
zachowuje sko«czony stopie« rozproszenia Rank.

Lemat 4.14. Niech L,K ⊆ A∗ b¦d¡ j¦zykami sªów o sko«czonym stopniu
rozproszenia i niech Rank(L) = n oraz Rank(K) = m. Wówczas

1. Rank(L ∪K) ≤ max(n,m),

2. Rank(LK) ≤ n+m,

3. Je±li L jest j¦zykiem spójnym, to Rank(L∗) ≤ (n+ 1)|A|+ 1.

Dowód. Punkty 1 i 2 wynikaj¡ z de�nicji stopnia rozproszenia. Trudniejszy do
udowodnienia jest punkt 3.

Niech L b¦dzie j¦zykiem spójnym oraz [uv] ∈ [L∗]. Wówczas istnieje sªowo
w ∈ L∗ takie, »e [w] = [uv] oraz

(a) w = v0u1v1 . . . ukvk

(b) [u1 . . . uk] = [u]

(c) viIuj dla i < j.
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(d) Niech w = x1 . . . xs, dla pewnych x1, . . . , xs ∈ L.

w

w =

= v0 u1 v1 uk vk

x1 x2 xs

Segmenty ui, vi, xi b¦dziemy nazywa¢ u-segmentami, v-segmentami i L-seg-
mentami odpowiednio. Poniewa» Rank(L) = n, to mo»emy zaªo»y¢, »e liczba
u-segmentów w ka»dym xi nie przekracza n.

Poka»emy, »e liczba L-segmentów, zawieraj¡cych obydwa rodzaje segmen-
tów, u-segmentów i v-segmentów, (takie segmenty b¦dziemy nazywa¢ 2-kolo-
rowymi) nie jest wi¦ksza od |A|, mocy alfabetu A.

Oznaczmy przez u(xi) oraz v(xi) podsªowa xi skªadaj¡ce si¦ z u- i v-
segmentów odpowiednio. Niech xi ∈ L b¦dzie 2-kolorowym L-segmentem.
Poniewa» L jest z zaªo»enia j¦zykiem spójnym, to xi jest sªowem spójnym,
wi¦c istniej¡ litery ai w u(xi) oraz bi w v(xi), które s¡ zale»ne, czyli aiDbi.
Niech xi, xj b¦d¡ 2-kolorowymi i ró»nymi segmentami, przypu±¢my, »e i < j.
Wówczas na mocy punktu (c) istniej¡ litery ai, bi w xi oraz aj, bj w xj takie,
»e aiDbi, ajDbj oraz biIaj. St¡d litery ai, aj s¡ ró»ne, ai 6= aj. Poniewa» A
zawiera |A| ró»nych liter, to liczba 2-kolorowych segmentów w sªowie w nie
przekracza |A|.

Niech xi i xj b¦d¡ dwoma kolejnymi 2-kolorowymi segmentami w sªowie w.
St¡d wszystkie po±rednie segmenty xi+1, . . . , xj−1 s¡ 1-kolorowe. Rozwa»my
zªo»enie z1z2z3z4, gdzie z1 = x1 . . . xi, z2 jest zªo»eniem wszystkich u-segmen-
tów wyst¦puj¡cych w xi+1, . . . , xj−1 zachowuj¡cym kolejno±¢, z3 jest zde�nio-
wane jak z2, ale dla v-segmentów oraz z4 = xj . . . xs. Sªowo z1z2z3z4 znów
nale»y do j¦zyka L∗ i jest równowa»ne w. W ten sposób dostali±my co najwy»ej
jeden u-segment mi¦dzy xi a xj.

Zróbmy powy»sze przestawienie mi¦dzy ka»dymi dwoma 2- kolorowymi seg-
mentami w sªowie w oraz przed pierwszym i po ostatnim. Skonstruowali±my
w ten sposób sªowo w′ ∈ L∗ takie, »e [w] = [w′] = [uv] z co najwy»ej |A| od-
dzielnymi 2-kolorowymi segmentami, co najwy»ej jednym u-segmentem mi¦dzy
ka»d¡ kolejn¡ par¡ 2-kolorowych segmentów oraz z co najwy»ej jednym u-seg-
mentem przed pierwszym i po ostatnim 2-kolorowym.

w′ = u v u2-kol v 2-kol . . . 2-kol u v

Teraz wystarczy zauwa»y¢, »e liczba u-segmentów w dowolnym 2-kolorowym
segmencie jest ograniczona przez Rank(L) = n. St¡d caªkowita liczba oddziel-
nych u-segmentów w w′ nie przekracza n|A|+ |A|+ 1 = (n+ 1)|A|+ 1.

W ten sposób udowodnili±my, »e je±li [uv] ∈ [L∗], to istnieje w′ ∈ L∗ takie,
»e uv ∈ [w′] oraz liczba u-segmentów w sªowie w′ nie przekracza (n+1)|A|+1.
St¡d Rank(L∗) ≤ (n+ 1)|A|+ 1.

Jako wniosek z powy»szego lematu otrzymujemy zawieranie klas
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Twierdzenie 4.15. Ka»dy j¦zyk iteracyjnie spójny ma sko«czony stopie« roz-
proszenia, czyli StarCon ⊆ FinRank.

Dowód. Indukcja strukturalna ze wzgl¦du na racjonalne wyra»enie iteracyj-
nie spójne. Dla j¦zyków atomowych stwierdzenie jest prawdziwe, bo stopie«
rozproszenia sko«czonego j¦zyka jest sko«czony. W kroku indukcyjnym wyko-
rzystuje si¦ punkty 1, 2 i 3 z lematu 4.14.

Nast¦puj¡cy przykªad pokazuje, »e inkluzja z powy»szego twierdzenia jest wªa-
±ciwa.

Przykªad 4.16. Niech L = (ab ∪ ba ∪ aa ∪ bb)∗ z aIb. Stopie« rozprosze-
nia Rank(L) = 1 < ∞, poniewa» L =

⋃
[L] jest domkni¦ty, ale L nie jest

iteracyjnie spójny, co pokazaªa Klunder w [18].

Podsumujmy uzyskane wyniki.

Twierdzenie 4.17. Klasa StarCon jest wªa±ciw¡ podklas¡ klasy FinRank,
StarCon ⊂ FinRank.

Dowód. Twierdzenie wynika wprost z twierdzenia 4.15 i przykªadu 4.16.

Twierdzenie 4.18. Klasa j¦zyków regularnych Reg z jej podklasami InvRec,
FinRank i StarCon tworzy ±ci±le malej¡c¡ hierarchi¦

Reg ⊃ InvRec ⊃ FinRank ⊃ StarCon.

4.2 Wªasno±ci boolowskie klasy StarCon

Mówimy, »e rodzina zbiorów jest algebr¡ Boole'a o ile jest zamkni¦ta na teo-
riomnogo±ciowe dziaªania sumy, iloczynu oraz ró»nicy. Klasa Reg j¦zyków re-
gularnych tworzy algebr¦ Boole'a. W monoidach ±ladów inne wªasno±ci maj¡
klasy j¦zyków racjonalnych i rozpoznawalnych. Klasa racjonalnych j¦zyków
±ladów Rat, indukowana przez klas¦ Reg, nie jest algebr¡ Boole'a, natomiast
klasa rozpoznawalnych j¦zyków ±ladów Rec jest.

Powstaje pytanie, czy która± z klas InvRec, FinRank, StarCon tworzy alge-
br¦ Boole'a?

Ka»da z klas j¦zyków sªów InvRec, FinRank, StarCon indukuje klas¦ rozpo-
znawalnych j¦zyków ±ladów Rec, Rec = [InvRec] = [FinRank] = [StarCon].
Poniewa» ka»da z tych klas zawiera caªy monoid wolny A∗ oraz jest zamkni¦ta
na sum¦, wystarczy sprawdzi¢, czy s¡ zamkni¦te na dopeªnienie.

Poni»szy przykªad pokazuje, »e »adna z klas InvRec, FinRank, StarCon nie
jest algebr¡ Boole'a.

Przykªad 4.19. Niech A = {a, b} oraz aIb. Oczywi±cie j¦zyk L = (ab)∗ jest
spoza klasy InvRec, gdy»

⋃
[L] ∩ a∗b∗ = {anbn | n ∈ N} /∈ Reg. Jednak»e

dopeªnienie L

A∗ \ L = b(a ∪ b)∗ ∪ (a ∪ b)∗a ∪ (a ∪ b)∗aa(a ∪ b)∗ ∪ (a ∪ b)∗bb(a ∪ b)∗
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jest j¦zykiem iteracyjnie spójnym. Korzystaj¡c z twierdzenia 4.18, otrzymu-
jemy, »e »adna z klas InvRec, FinRank, StarCon nie jest zamkni¦ta na do-
peªnienie.

Rozwa»my kolejne pytanie, czy która± z klas InvRec, FinRank, StarCon jest
zamkni¦ta na iloczyn zbiorów?

Poni»szy przykªad pokazuje, »e klasa InvRec nie jest zamkni¦ta na iloczyn.

Przykªad 4.20. Niech A = {a, b} oraz aIb. Niech L = (ab)∗(a∗ ∪ b∗) oraz
K = (a∗ ∪ b∗)(ab)∗. Poniewa» [L] = [K] = A∗/I ∈ Rec, oba j¦zyki s¡ w klasie
InvRec. Jednak cz¦±¢ wspólna L∩K = (ab)∗∪a∗∪ b∗ jest poza klas¡ InvRec,
bo [L ∩K] /∈ Rec.

J¦zyki L i K z powy»szego przykªadu nie maj¡ sko«czonego stopnia rozpro-
szenia. Nast¦pny przykªad jest ogólniejszy. Pokazuje, »e przeci¦cie j¦zyków z
klasy FinRank nie tylko mo»e wyprowadzi¢ poza klas¦ FinRank, ale nawet z
klasy InvRec.

Przykªad 4.21. Niech A = {a, b} oraz aIb. We¹my j¦zyki L = a∗(ab)∗b∗

oraz K = b∗(ab)∗a∗. Mo»na pokaza¢, »e Rank(L) = Rank(K) = 2. Cz¦±¢
wspólna L ∩ K = (ab)∗ ∪ a∗ ∪ b∗ jest poza klas¡ InvRec, wi¦c równie» poza
klas¡ FinRank.

Klunder pokazaªa w [18], »e j¦zyki L i K z powy»szego przykªadu nie s¡ ite-
racyjnie spójne. W zwi¡zku z tym, problem przeci¦cia dla j¦zyków iteracyjnie
spójnych pozostaje otwarty.

4.3 Problemy decyzyjne

Przypomnijmy ±cisª¡ hierarchi¦ podklas klasy j¦zyków regularnych Reg:

Reg ⊃ InvRec ⊃ FinRank ⊃ StarCon.

Rozwa»my nast¦puj¡ce problemy decyzyjne:

Problem 1. Czy L ∈ Reg nale»y do InvRec?
Problem 2. Czy L ∈ Reg nale»y do FinRank?
Problem 3. Czy L ∈ Reg nale»y do StarCon?

Problem 1 jest równowa»ny klasycznemu problemowi decyzyjnemu

Czy T ∈ Rat jest rozpoznawalny?

Berstel w [1] pokazaª, »e problem ten jest nierozstrzygalny. Problem 2 jest
otwartym problemem postawionym w pracy [29].

Trzeci problem jest po raz pierwszy postawiony w pracy [19]. W wersji dla
j¦zyków ±ladów �Czy T ∈ Rat nale»y do [StarCon]?� jest nierozstrzygalny,
bo [StarCon] = Rec, a Problem 1 jest nierozstrzygalny. Problem 3 mo»na
sformuªowa¢ nast¦puj¡co
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�Czy dla danego j¦zyka regularnego i relacji niezale»no±ci istnieje iteracyjnie
spójne wyra»enie racjonalne de�niuj¡ce dany j¦zyk?�

Rozstrzygalno±¢ dla wyra»e« racjonalnych, (czy dane wyra»enie jest iteracyj-
nie spójne) nie jest rozwi¡zaniem problemu dla j¦zyków sªów. Podobnie, w
[18] Klunder opisaªa automatow¡ charakteryzacj¦ iteracyjnie spójnych j¦zyków
sªów. Jednak przedstawiona konstrukcja automatu oparta jest na istnieniu ite-
racyjnie spójnego wyra»enia racjonalnego. Wobec tego, Problem 3 pozostaje
nadal otwarty.
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Rozdziaª 5

Bezgwiazdkowe j¦zyki sªów

Kolejn¡ interesuj¡c¡ klas¡ podzbiorów monoidów jest klasa podzbiorów bez-
gwiazdkowych. W monoidach wolnych klasa ta ma szczególne wªasno±ci, opi-
sane twierdzeniami Schützenbergera i McNaughtona, Paperta. W monoidach
±ladów zachodz¡ analogiczne twierdzenia, które zostan¡ podane w nast¦pnym
rozdziale wraz z nowymi dowodami. W tym rozdziale zostanie zde�niowana
nowa operacja � bezgwiazdkowa gwiazdka � i przy jej u»yciu przedstawiona
zostanie nowa charakteryzacja bezgwiazdkowych j¦zyków sªów.

De�nicja 5.1. Niech M b¦dzie monoidem. Klas¡ SF (M) bezgwiazdko-
wych podzbiorów M nazywamy najmniejsz¡ klas¦ podzbiorów M speªnia-
j¡c¡ warunki:

• ∅ ∈ SF (M) , {m} ∈ SF (M) dla m ∈M ,

• Je±li X, Y ∈ SF (M), to X ∪ Y,XY,X ′ ∈ SF (M).

Podobnie jak wyra»enia racjonalne, de�niujemy wyra»enia bezgwiazdkowe.

De�nicja 5.2. Zbiorem wyra»e« bezgwiazdkowych SFEX(M) nad mo-
noidemM nazywamy najmniejszy zbiór sªów nad alfabetemM ∪{∪, ·, (, ),′ , ∅}
taki, »e

• ∅ ∈ SFEX(M) � symbol zbioru pustego jest wyra»eniem bezgwiazdko-
wym,

• dla ka»dego elementu m ∈M , sªowo (m) ∈ SFEX(M),

• je±li sªowa X, Y ∈ SFEX(M) s¡ wyra»eniami bezgwiazdkowymi, to
(X ∪ Y ), (X · Y ) oraz (X)′ s¡ wyra»eniami bezgwiazdkowymi.

Przykªad 5.3. Ka»dy monoid M jest zbiorem bezgwiazdkowym, poniewa»
M = ∅′.

Poniewa» klasa SF (M) jest zamkni¦ta na sum¦ zbiorów i dopeªnienie, to
jest równie» zamkni¦ta na operacje iloczynu i ró»nicy zbiorów.
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Przykªad 5.4. Niech A b¦dzie sko«czonym alfabetem i B ⊆ A podalfabetem
A. Wówczas zbiór B∗ ∈ SF (A∗) jest bezgwiazdkowy:

B∗ = (∅′(A \B)∅′)′.

Przykªad 5.5. Niech A = {a, b} b¦dzie alfabetem. Wówczas j¦zyk L = (ab)∗

jest bezgwiazdkowy, bo L = (b∅′ ∪ ∅′a ∪ ∅′aa∅′ ∪ ∅′bb∅′)′.

W monoidach, w których zªo»enie zachowuje rozpoznawalno±¢, np. monoidach
wolnych i monoidach ±ladów, j¦zyki bezgwiazdkowe s¡ rozpoznawalne.

5.1 Twierdzenie Schützenbergera

Z twierdzenia Kleene'go wynika, »e w monoidzie wolnym ka»dy j¦zyk bez-
gwiazdkowy jest regularny. Klasa j¦zyków bezgwiazdkowych w monoidzie wol-
nym ma szczególne wªasno±ci, o czym mówi twierdzenie Schützenbergera. Do
przedstawienia tego twierdzenia potrzebne nam b¦d¡ poj¦cie monoidu i pod-
zbioru aperiodycznego.

De�nicja 5.6. MonoidM nazywamymonoidem aperiodycznym, je±li jest
sko«czony oraz istnieje liczba naturalna n ∈ N taka, »e dla dowolnego ele-
mentu m ∈ M , zachodzi mn = mn+1. Najmniejsze takie n b¦dziemy nazywa¢
indeksem monoidu M i oznacza¢ przez i(M).

De�nicja 5.7. Niech M b¦dzie monoidem, X ⊆ M jego podzbiorem i MX

monoidem syntaktycznym zbioru X. Mówimy, »e zbiór X jest aperiodyczny,
je±li monoid syntaktyczny MX jest aperiodyczny.
Równowa»nie: Zbiór X jest aperiodyczny je±li X jest rozpoznawalny oraz

(∃n ∈ N)(∀x, y, z ∈M) xynz ∈ X ⇐⇒ xyn+1z ∈ X

Klas¦ aperiodycznych podzbiorów monoiduM b¦dziemy oznacza¢ przezAP (M).

Przykªad 5.8. Niech M = a∗ b¦dzie monoidem wolnym nad alfabetem jed-
noliterowym. Wówczas j¦zyk L = (aa)∗ nie jest aperiodyczny, poniewa» dla
dowolnej liczby naturalnej n ∈ N, sªowo an ∈ (aa)∗ wtedy i tylko wtedy, gdy
an+1 /∈ (aa)∗. Monoid syntaktyczny ML j¦zyka L ma dwa elementy � [ε], [a]
i dziaªanie okre±lone jest nast¦puj¡co

· ε a

ε ε a
a a ε

Zauwa»my, »e monoidML w powy»szym przykªadzie jest izomor�czny z grup¡
Z2. �atwo pokaza¢, »e nie jest to mo»liwe w monoidzie aperiodycznym, mia-
nowicie monoidy aperiodyczne nie zawieraj¡ podgrup nietrywialnych.

Stwierdzenie 5.9. NiechM b¦dzie monoidem aperiodycznym o indeksie i(M) =
n. Jedynym podmonoidem monoidu M b¦d¡cym grup¡ jest podmonoid try-
wialny {1M}.
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Dowód. Przypu±¢my, »e m−1 jest odwrotno±ci¡ elementu m ∈M , wi¦c (m−1)n

jest odwrotno±ci¡ elementymn. Ale wtedym = (m−1)n·mn·m = (m−1)n·mn =
1M .

Przykªad 5.10. We¹my j¦zyk L = (ab)∗ z przykªadu 5.5. Monoid syntak-
tyczny opisuje poni»sza tabela

· ε a b ab ba 0

ε ε a b ab ba 0
a a 0 ab 0 a 0
b b ba 0 b 0 0
ab ab a 0 ab 0 0
ba ba 0 b 0 ba 0
0 0 0 0 0 0 0

St¡d a2 = a3 = 0, b2 = b3 = 0, (ab)2 = (ab)3 = ab, (ba)2 = (ba)3 = ba,
ε2 = ε3 = ε, 02 = 03 = 0. Poniewa» dla ka»dego elementu z monoidu,
jego kwadrat jest równy sze±cianowi, to zbiór L jest aperiodyczny i indeks
i(ML) = 2.

Stwierdzenie 5.11. Niech M b¦dzie dowolnym monoidem. Zbiór rozpozna-
walny X ∈ Rec(M) jest aperiodyczny wtedy i tylko wtedy, gdy

(∃n)(∀x ∈MX)(∀m ≥ n) xm = xn.

Dowód. ⇒: Z zaªo»enia dla dowolnego x ∈ MX , xn = xn+1 = xxxn+1 = . . . =
xm, gdzie m ≥ n.

⇐: Oczywiste.

Teraz mo»emy sformuªowa¢ twierdzenie Schützenberger z [34].

Twierdzenie 5.12 (Schützenberger). Niech A b¦dzie sko«czonym alfabe-
tem. J¦zyk L ⊆ A∗ jest bezgwiazdkowy wtedy i tylko wtedy, gdy jest aperio-
dyczny.

Peªny dowód twierdzenia zostanie podany w nast¦pnym rozdziale. Tutaj po-
ka»emy, »e ka»dy j¦zyk bezgwiazdkowy jest aperiodyczny. Dowód pochodzi z
pracy [30].

Stwierdzenie 5.13. Niech A b¦dzie sko«czonym alfabetem. Je±li j¦zyk L ⊆ A∗

jest bezgwiazdkowy, to jest aperiodyczny.

Dowód. Indukcja strukturalna na wyra»eniach bezgwiazdkowych. Dla L = ∅
i L = ε, indeks i(ML) = 0, dla liter z alfabetu a ∈ A, indeks i(a) = 2.
Przypu±¢my, »e monoidy ilorazowe zbiorów L,K ⊆ A∗ maj¡ sko«czone indeksy.
Oczywi±cie i(ML∪MK) ≤ max(i(ML), i(MK)) oraz i(ML′) = i(ML). Pozostaje
pokaza¢, »e i(MLK) ≤ i(ML) + i(MK). Przypu±¢my, »e uvnw ∈ LK i n =
i(ML) + i(MK). Ponadto mo»emy zaªo»y¢, »e n > 0, poniewa» w przypadku
n = 0, zbiór LK = ∅ lub LK = ε, czyli jest aperiodyczny. Je±li n > 0, to
istnieje rozkªad v = rs oraz n = h+ k + 1 takie, »e uvhr ∈ L oraz svkw ∈ K.
Wówczas h ≥ i(ML) lub k ≥ i(MK), czyli uvh+1r ∈ L lub svk+1w ∈ K, st¡d
uvn+1w ∈ LK. Dowód, »e je±li uvn+1w ∈ LK, to uvnw ∈ LK przebiega
podobnie, wi¦c i(MKL) = n.
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Prostym wnioskiem z twierdzenia Schützenbergera jest fakt, »e j¦zyk (aa)∗

z przykªadu 5.8 nie jest bezgwiazdkowy.

5.2 J¦zyki bezgwiazdkowe a automaty

W monoidach wolnych istnieje charakteryzacja j¦zyków bezgwiazdkowych za
pomoc¡ automatów. Charakteryzacja wynika z twierdzenie Schützenbergera i
omówiona zastanie w tym podrozdziale.

Niech A b¦dzie sko«czonym alfabetem i A = 〈A,Q, δ, q0, F 〉 sko«czonym
automatem. Ci¡g q1a1q2 . . . qn−1an−1qn nazywamy ±cie»k¡ w automacie A, je±li
(qi, ai, qi+1) ∈ δ, dla i = 1, . . . , n − 1. P¦tl¡ nazywamy ±cie»k¦ q1a1 . . . an−1qn,
gdzie q1 = qn. P¦tl¦ nazywamy nietrywialn¡, je±li q1a1 . . . an−1qn = q1uqiu

kq1,
gdzie q1 6= qi, a prost¡ w przeciwnym wypadku. Mówimy, »e automat jest
aperiodyczny, je±li wszystkie jego p¦tle s¡ proste.

Przykªady automatu z p¦tlami prost¡ i nietrywialn¡ przedstawia rysunek
5.1

Rysunek 5.1: P¦tla qbq jest prosta, qapaq jest nietrywialna

Niech L ⊆ A∗ b¦dzie j¦zykiem sªów i ≈⊆ A∗ × A∗ relacj¡ syntaktyczn¡
j¦zyka L.

Lemat 5.14. Je±li L ⊆ A∗ jest regularnym i nieaperiodycznym j¦zykiem sªów,
to istnieje sªowo w ∈ A∗ takie, »e dla ka»dego n ≥ 0 zachodzi wn 6 ≈wn+1.

Dowód. Przypu±¢my, »e dla ka»dego w ∈ A∗

(∃n) wn ≈ wn+1. (5.1)

Z ka»dej klasy abstrakcji kongruencji syntaktycznej wybierzmy po jednym re-
prezentancie. Poniewa» j¦zyk L jest regularny, to ich liczba jest sko«czona.
Niech w1, . . . , wk b¦d¡ ich reprezentantami oraz n1, . . . , nk liczbami speªnia-
j¡cymi warunek (5.1) dla w1, . . . , wk odpowiednio. Wówczas dla dowolnego
i = 1, . . . , k i ui ≈ wi zachodzi u

ni
i ≈ uni+1

i . Wówczas ze stwierdzenia 5.11 dla
n = max{n1, . . . , nk} i dowolnego w ∈ A∗, mamy wn ≈ wn+1. St¡d j¦zyk L
jest aperiodyczny. Sprzeczno±¢.

Poni»sze twierdzenie daje charakteryzacj¦ automatów akceptuj¡cych j¦zyki
bezgwiazdkowe.

Twierdzenie 5.15. Niech A b¦dzie sko«czonym alfabetem i L ⊆ A∗ regular-
nym j¦zykiem sªów. Wówczas nast¦puj¡ce zdania s¡ równowa»ne:

40



J¦zyki regularne indukuj¡ce rozpoznawalne i bezgwiazdkowe j¦zyki ±ladów

1. J¦zyk L jest bezgwiazdkowy.

2. J¦zyk L jest aperiodyczny.

3. Minimalny deterministyczny automat akceptuj¡cy L jest aperiodyczny.

4. Istnieje aperiodyczny automat akceptuj¡cy L.

Dowód. Równowa»no±¢ 1 ⇔ 2 jest dokªadnie twierdzeniem Schützenbergera
5.12.

2 ⇒ 3: Niech A = 〈A,Q, δ, q0, F 〉 b¦dzie m.d.a. akceptuj¡cy j¦zyk L.
Przypu±¢my, »e A nie jest aperiodyczny. Niech qwpwk−1q b¦dzie nietrywialn¡
p¦tl¡ w A. Niech Aq0/q = 〈A,Q, δ, q0, q〉. Poniewa» A jest minimalny, to
j¦zyk L(Aq0/q) jest niepusty. Niech Aq = 〈A,Q, δ, q, F 〉 i Ap = 〈A,Q, δ, p, F 〉.
Poniewa» automat A jest minimalny i p 6= q, to L(Aq) 6= L(Ap). St¡d zachodzi
co najmniej jeden z przypadków:

(a) istnieje z ∈ L(Aq) takie, »e z /∈ L(Ap),

(b) istnieje z ∈ L(Ap) takie, »e z /∈ L(Aq).

We¹my sªowo x ∈ L(Aq0/q). Poniewa» automat A jest deterministyczny, to dla
dowolnej liczby naturalnej i zachodzi jeden z przypadków:

(a) xwikz ∈ L i xwik+1z /∈ L, st¡d wik 6 ≈wik+1;

(b) xwikz /∈ L i xwik+1z ∈ L, st¡d wik 6 ≈wik+1;

Ze stwierdzenia 5.11 wynika, »e j¦zyk L nie jest aperiodyczny.
3 ⇒ 4: Oczywiste.
4 ⇒ 2: Przypu±¢my, »e automat A jest aperiodycznym i j¦zyk L = L(A) ⊆

A∗ nie jest aperiodyczny. Wówczas, z lematu 5.14, istnieje sªowo w ∈ A∗ ta-
kie, »e dla ka»dego n ∈ N zachodzi wn 6 ≈wn+1. St¡d dla dowolnego n, sªowo
wn jest segmentem pewnego sªowa z L, tzn. (∀n)(∃x, z ∈ A∗) xwnz ∈ L (bo
w przeciwnym wypadku wn ≈ wn+1). St¡d w automacie A = 〈A,Q, δ, q0, F 〉
akceptuj¡cym L istnieje p¦tla postaci qwiq, poniewa» ka»de sªowo z L zawie-
raj¡ce segment wn dla n ≥ |Q| musi przej±¢ przez tak¡ p¦tl¦. Z zaªo»enia w
automacie A wyst¦puj¡ tylko p¦tle proste. Niech n ≥ |Q| i niech xwnz ∈ L.
Wówczas obliczenie xwnz musi przej±¢ przez p¦tl¦ qwq, wi¦c peªne obliczenie
jest postaci q0xqiwiqwqwjqjzqf . St¡d równie» sªowo xwn+1z ∈ L (o jedno
przej±cie qwq wi¦cej). Podobnie, je±li xwn+1z ∈ L, to xwnz ∈ L (o jedno
przej±cie qwq mniej). St¡d wn ≈ wn+1. Sprzeczno±¢.

Powy»sze twierdzenie, ale bez zdania 4, zostaªo udowodnione w [22]. Z
wykorzystaniem lematu 5.14 dostajemy dowód implikacji 4 ⇒ 2. W punkcie 4
nie ma ogranicze« na automat � mo»e by¢ niedeterministyczny.

Przykªad 5.16. Na rysunku 5.2 przedstawiony jest minimalnym determini-
stycznym automat akceptuj¡cy j¦zyk L = (ab)∗. Automat ma tylko jedn¡ p¦tl¦
qapbq i jest to p¦tla prosta. W kolejny sposób pokazali±my, »e j¦zyk (ab)∗ jest
bezgwiazdkowy.
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Rysunek 5.2: M.d.a. dla j¦zyka (ab)∗

Przykªad 5.17. Niech A = {a, b}. M.d.a dla j¦zyka L = (aba∪b)∗ przedstawia
rysunek 5.3. Stan q jest stanem pocz¡tkowym i jedynym ko«cowym. Poniewa»
p¦tla qabpabq jest nietrywialna, j¦zyk L nie jest aperiodyczny, wi¦c nie jest
bezgwiazdkowy.

Rysunek 5.3: M.d.a. dla (aba ∪ b)∗

5.3 Bezgwiazdkowa gwiazdka

Wiemy, »e klasyczne wyra»enia regularne wyprowadzaj¡ poza klas¦ j¦zyków
bezgwiazdkowych (twierdzenie 5.12 i przykªad 5.8). Operacj¡ wyprowadzaj¡c¡
jest gwiazdka Kleene'go. Zast¦puj¡c klasyczn¡ gwiazdk¦ pewnym jej ograni-
czeniem, nazwanym gwiazdk¡ bezgwiazdkow¡, mo»emy opisywa¢ j¦zyki bez-
gwiazdkowe przy pomocy klasycznych wyra»e« regularnych (cho¢ nie wszyst-
kich). Uzyskujemy w ten sposób now¡ charakteryzacj¦ bezgwiazdkowych j¦-
zyków sªów i ±ladów, co b¦dzie tematem pozostaªej cz¦±ci rozprawy.

De�nicja 5.18. Niech M b¦dzie monoidem i X ⊆M podzbiorem.

• Operacj¦ × bezgwiazdkowej gwiazdki de�niujemy w nast¦puj¡cy spo-
sób:

X× =

{
X∗, gdy X∗ jest bezgwiazdkowy,

nieokre±lone w przeciwnym przypadku
.

• Wyra»enie racjonalne zbudowane z u»yciem operacji sumy, zªo»enia i
bezgwiazdkowej gwiazdki nazywa¢ b¦dziemy SFS-wyra»eniami.

Klasa SFS(M) jest najmniejsz¡ klas¡ podzbiorów monoidu M zbudowan¡ z
atomów za pomoc¡ operacji sumy, zªo»enia i bezgwiazdkowej gwiazdki; ele-
menty klasy SFS(M) nazywamy SFS-j¦zykami.

Zauwa»my, »e zgodnie z de�nicj¡, SFS-wyra»enia s¡ klasycznymi wyra»e-
niami racjonalnymi, w których gwiazdki s¡ zwykªymi gwiazdkami Kleene'go,
tyle »e daj¡cymi w wyniku j¦zyki bezgwiazdkowe. W zwi¡zku z tym w dalszej
cz¦±ci rozprawy bezgwiazdkowa gwiazdka b¦dzie oznaczana zwykªym symbo-
lem ∗.
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Poka»emy, »e bezgwiazdkowa gwiazdka potra� w peªni zast¡pi¢ operacj¦
dopeªnienia w opisie j¦zyków bezgwiazdkowych. Tym samym, uzyskamy now¡
charakteryzacj¦ j¦zyków bezgwiazdkowych, bardzo pomocn¡ w dalszych roz-
wa»aniach.

Twierdzenie 5.19. W monoidach wolnych sko«czenie generowanych zachodzi
równo±¢ klas SF = SFS.

Dowód. Zawieranie SF ⊇ SFS wynika wprost z de�nicji.
Poka»emy zawieranie SF ⊆ SFS. Niech A b¦dzie sko«czonym alfabetem.

We¹my minimalny deterministyczny automat A = 〈A,Q, δ, q1, F 〉 akceptuj¡cy
bezgwiazdkowy j¦zyk L ⊆ A∗. Z twierdzenia 5.15 wynika, »e w automacie A
nie ma cykli nietrywialnych. Ponumerujmy stany automatu kolejnymi liczbami
naturalnymi od 1 do n, gdzie n jest liczb¡ stanów automatu A. Niech 1 b¦dzie
numerem stanu pocz¡tkowego.

Poka»emy, »e wyra»enie regularne konstruowane dla automatu A przy po-
mocy konstrukcji McNaughtona i Yamady z [21] i opisanej w [16], jest SFS-
wyra»eniem. Przypomnijmy t¦ konstrukcj¦.

Przez R(k)
ij oznaczmy wyra»enie regularne de�niuj¡ce j¦zyk sªów w, które

s¡ etykietami takich ±cie»ek w automacie A ze stanu i do stanu j, »e wszystkie
po±rednie stany w ±cie»kach maj¡ numery nie wi¦ksze ni» k. Konstrukcja wy-
ra»e« R(k)

ij jest indukcyjna, zaczynamy od k = 0. W tym przypadku rozwa»ane
±cie»ki nie przechodz¡ przez »aden po±redni stan, tzn. s¡ dªugo±ci 0 lub 1. W
zale»no±ci od i oraz j otrzymujemy dwa przypadki:

1. Je±li i 6= j, to
R

(0)
ij = a1 + . . .+ al,

gdzie a1, . . . , al ∈ A s¡ etykietami ªuków w automacie A ze stanu i do
stanu j. W szczególno±ci, gdy takie ªuki nie istniej¡,

R
(0)
ij = ∅.

2. Je±li i = j, to
R

(0)
ii = a1 + . . .+ al + ε,

gdzie a1, . . . , al ∈ A s¡ etykietami p¦telek w automacie ze stanu i do i.
W szczególno±ci, gdy nie ma takich p¦telek, to

R
(0)
ii = ε.

Przypu±¢my, »e dla ustalonego k mamy skonstruowane wszystkie wyra»enia
R

(k−1)
ij . Wówczas dla dowolnych i, j ∈ {1, . . . , n} zachodzi nast¦puj¡cy wzór

R
(k)
ij = R

(k−1)
ij +R

(k−1)
ik · (R(k−1)

kk )∗ ·R(k−1)
kj . (5.2)

Wyra»enie regularne wyznaczaj¡ce j¦zyk L uzyskane z tej konstrukcji jest po-
staci

R =
⋃
j∈F

R
(n)
1j . (5.3)
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Zauwa»my, »e je±li wyra»enia R(n)
1j s¡ SFS-wyra»eniami, to równie» wyra»enie

R jest SFS. Poka»emy indukcyjnie, »e ka»de wyra»enie R(k)
ij , dla dowolnego

i, j oraz k s¡ SFS.
W przypadku dla k = 0 konstruowane wyra»enia oczywi±cie s¡ SFS, bo

nie wyst¦puje w nich »adna gwiazdka.
Zaªó»my, »e wyra»enia R(k−1)

ij , dla dowolnych i oraz j, s¡ SFS. Poka»emy,

»e dla dowolnych i oraz j wyra»enia R(k)
ij s¡ SFS. Zauwa»my, »e we wzorze

na wyra»enie R(k)
ij , gdy k > 0, gwiazdki wyst¦puj¡ jedynie nad wyra»eniami

R
(k−1)
kk . Aby udowodni¢, »e dowolne wyra»enie R(k)

ij jest SFS, wystarczy po-

kaza¢, »e j¦zyk L(R
(k−1)
kk )∗ jest bezgwiazdkowy.

Do dowodu faktu, »e j¦zyk L(R
(k−1)
kk )∗ jest bezgwiazdkowy wykorzystamy

automat A. Skonstruujemy automat akceptuj¡cy j¦zyk L((R
(k−1)
kk )∗), który

nie posiada nietrywialnych cykli. Z twierdzenia 5.15, istnienie takiego auto-
matu dowodzi bezgwiazdkowo±ci akceptowanego j¦zyka. Skonstruowany w ten
sposób automat nie musi by¢ jednak minimalny.

Dla dowolnego 0 < k ≤ n zde�niujmy nast¦puj¡cy automat

Ak = 〈A, {1, . . . , k}, δk, k, {k}〉,
gdzie funkcja przej±cia δk jest obci¦ciem funkcji δ automatu A do zbioru
1, . . . , k. Innymi sªowy, automat Ak powstaje z automatu A przez usuni¦-
cie stanów o numerze wi¦kszym od k oraz przez usuni¦cie wszystkich ªuków
do nich prowadz¡cych. Zauwa»my, »e taki automat akceptuje j¦zyk, który jest
zbiorem sªów w b¦d¡cych etykietami ±cie»ek ze stanu k do k przechodz¡cych
przez stany o numerze nie wi¦kszym od k. Stan k mo»e powtarza¢ si¦ dowolnie
wiele razy, wi¦c akceptowany j¦zyk jest dokªadnie j¦zykiem de�niowany przez
wyra»enie (R

(k−1)
kk )∗. Ponadto automat Ak nie ma nietrywialnych cykli, bo jest

fragmentem automatu A, a ten nie ma cykli nietrywialnych.
Zatem ze wzoru (5.2) wyra»enie R(k)

ij jest SFS, co ko«czy dowód induk-
cyjny.

Wobec powy»szego i ze wzoru (5.3), R jest SFS-wyra»eniami.

Przykªad 5.20. Niech A = {a, b} i L ⊆ A∗ b¦dzie j¦zykiem akceptowanym
przez automat z rysunku 5.4.

Rysunek 5.4: Automat akceptuj¡cy L

Kolejne tabelki przedstawiaj¡ uzyskane podczas konstrukcji j¦zyki L(Rk
ij) z

automatu (k w lewym górnym rogu, i numer wiersza, j numer kolumny).
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0 1 2 3

1 ε a ∅
2 ∅ a ∪ ε b
3 a ∅ b ∪ ε

1 1 2 3

1 ε a ∅
2 ∅ a ∪ ε b
3 a aa b ∪ ε

2 1 2 3

1 ε aa∗ aa∗b
2 ∅ a∗ a∗b
3 a aaa∗ ε ∪ b ∪ aaa∗b

Uzyskane w tej konstrukcji wyra»enie SFS dla j¦zyka L = L(R) jest postaci
R = R

(3)
11 = ε ∪ aa∗b(b ∪ aaa∗b)∗a. Zauwa»my, »e L = (aa∗bb∗a)∗; wyra»enie

otrzymane jako wynik algorytmu McNaughtona i Yamady nie jest na ogóª
najprostszym SFS-wyra»eniem dla danego j¦zyka.

5.4 Logika pierwszego rz¦du w monoidach

wolnych

Niech A∗ b¦dzie monoidem wolnym i w = a1 . . . an sªowem dªugo±ci n. Mode-
lem sªowa w nazywamy trójk¦ w = (V,≺, λ), gdzie V = {1, . . . , n} jest zbiorem
pozycji w sªowie w, ≺⊆ V × V jest naturalnym liniowym porz¡dkiem na V
oraz λ : V → A jest funkcj¡ etykietuj¡c¡ λ(i) = ai.

W formuªach pierwszego rz¦du u»ywamy zmiennych x, y, . . . odpowiadaj¡-
cych pozycjom w sªowie. Formuªy budowane s¡ z formuª atomowych

x = y, x ≺ y, λ(x) = a dla a ∈ A

przy u»yciu alternatywy ∨, koniunkcji ∧, negacji ¬, implikacji → i równowa»-
no±ci ↔ oraz kwanty�katorów egzystencjalnego ∃ i ogólnego ∀.

Zapis ϕ(x1, . . . , xn) oznacza, »e w formule ϕ wyst¦puje n zmiennych wol-
nych (niezwi¡zanych z kwanty�katorami) x1, . . . , xn. Formuª¦ nazywamy zda-
niem, gdy nie wyst¦puj¡ w niej zmienne wolne. Je±li zdanie ψ jest speªnione w
modelu w sªowa w, to piszemy w |= ψ. J¦zykiem de�niowanym przez zdanie
ψ nazywamy j¦zyk L(ψ) = {w ∈ A∗ | w |= ψ}. Klas¦ j¦zyków de�niowalnych
w logice pierwszego rz¦du w monoidzie A∗ oznaczamy przez FO(A∗).

Przykªad 5.21. Formuªa pierwszego rz¦du

S(x, y) = x ≺ y ∧ ¬∃z(x ≺ z ∧ z ≺ y)

opisuje relacj¦ bezpo±redniego nast¦pnika pozycji w sªowie.

Przykªad 5.22. Niech A = {a, b, c} i L j¦zykiem akceptowanym przez auto-
mat A z rysunku 5.5.
J¦zyk L mo»na opisa¢ za pomoc¡ formuªy pierwszego rz¦du

ϕ1 : ¬∃x∃y(S(x, y) ∧ λ(x) = a ∧ λ(y) = b) ∧
∀x(λ(x) = b→ ∃y(S(x, y) ∧ λ(y) = a))

∧∃x(¬∃yS(x, y) ∧ λ(x) = a).
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Rysunek 5.5: Sko«czony automat A

J¦zyk L jest bezgwiazdkowy, wyra»enie bezgwiazdkowe jest

L = (∅′ab∅′ ∪ ∅′bb∅′ ∪ ∅′bc∅′ ∪ ∅′b ∪ ∅′c)′.

W ksi¡»ce [22] podane zostaªo nast¦puj¡ce powi¡zanie mi¦dzy bezgwiazdko-
wymi j¦zykami sªów a j¦zykami sªów de�niowalnymi w logice pierwszego rz¦du.

Twierdzenie 5.23 (McNaughton, Papert 1971). Niech A b¦dzie sko«czo-
nym alfabetem. J¦zyk sªów L ⊆ A∗ jest bezgwiazdkowy wtedy i tylko wtedy, gdy
jest de�niowalny w logice pierwszego rz¦du.

SF (A∗) = FO(A∗).
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Rozdziaª 6

Bezgwiazdkowe j¦zyki ±ladów

W tym rozdziale zostan¡ przedstawione znane wyniki dotycz¡ce bezgwiazdko-
wych j¦zyków ±ladów wraz z nowymi dowodami. Ponadto zostan¡ opisane nowe
charakteryzacje � leksykogra�czna oraz wykorzystuj¡ca poj¦cie bezgwiazdko-
wej gwiazdki.

Przypomnijmy, »e dla ustalonego monoidu M , klasa zbiorów bezgwiazd-
kowych SF (M) jest najmniejsz¡ rodzin¡ zbiorów, do której nale»¡ singletony
i zbiór pusty, zamkni¦ta na operacje sumy, zªo»enia i dopeªnienia.

6.1 Aperiodyczne j¦zyki ±ladów

Schützenberger [34] udowodniª równo±¢ klas j¦zyków aperiodycznych i j¦zyków
bezgwiazdkowych w monoidach wolnych. W pracy [14] Guaiana, Restivo i Sa-
lemi pokazali, »e równie» w monoidach ±ladów te klasy s¡ sobie równe. Poni»sze
twierdzenie wraz dowodem zostaªo przedstawione w pracach [14] oraz [13].

Twierdzenie 6.1 (Guaiana, Restivo, Salemi). Niech A∗/I b¦dzie mono-
idem ±ladów. J¦zyk ±ladów T ⊆ A∗/I jest bezgwiazdkowy wtedy i tylko wtedy,
gdy T jest aperiodyczny.

Dowód twierdzenia Schützenbergera, »e ka»dy aperiodyczny j¦zyk sªów jest
bezgwiazdkowy jest skomplikowany, ale bez trudu mo»na go uogólni¢ dla j¦zy-
ków ±ladów, co zauwa»yli autorzy artykuªu [14]. Dowód b¦dzie przedstawiony
w dalszej cz¦±ci rozprawy. Guaiana, Restivo i Salemi dowodz¡ wersj¦ ±la-
dow¡ stwierdzenia 5.13 pokazuj¡c, »e indeks monoidu bezgwiazdkowego j¦zyka
±ladów jest zawsze sko«czony. Dowód przeprowadzony t¡ metod¡ jest dªugi
i kombinatorycznie skomplikowany. Dowód przedstawiony w tym rozdziale,
wykorzystuj¡cy poj¦cie bezgwiazdkowej gwiazdki, jest znacznie prostszy.

6.1.1 Aperiodyczny =⇒ bezgwiazdkowy

Poni»szy dowód stwierdzenia 6.2 pochodzi z pracy [30], gdzie byª przedsta-
wiony dla j¦zyków sªów. Niewielka mody�kacja, wprowadzona równie» w [13],
pozwoliªa uogólni¢ go dla j¦zyków ±ladów.
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Stwierdzenie 6.2. Niech A∗/I b¦dzie monoidem ±ladów. Je±li j¦zyk ±ladów
T ⊆ A∗/I jest aperiodyczny, to T jest bezgwiazdkowy.

Do udowodnienia powy»szego stwierdzenia potrzebne s¡ nast¦puj¡ce pomoc-
nicze lematy.

Lemat 6.3. Niech M b¦dzie monoidem aperiodycznym. Wówczas dla dowol-
nego q ∈ M , je±li q = pqr, gdzie p, r ∈ M , to q = pq = qr. Wªasno±¢ t¦
nazwijmy �prawem cz¦±ciowego skracania�.

Dowód. Niech n = i(M). Poniewa» q = pqr, to zachodzi ci¡g równo±ci q =
p(pqr)r = . . . = pnqrn. Ponadto z aperiodyczno±ci M , mamy pn = pn+1 oraz
rn = rn+1. St¡d otrzymujemy q = pn+1qrn = pq oraz q = pnqrn+1 = qr.

Lemat 6.4. Niech M b¦dzie monoidem aperiodycznym, m ∈ M dowolnym
ustalonym elementem monoidu oraz J = {r ∈M | m /∈MrM}. Wówczas

m = mM ∩Mm \ J.

Dowód. NiechK = mM∩Mm\J . Oczywi±ciem ∈ K, bom·1M = m = 1M ·m,
czyli m ∈ mM ∩Mm oraz m = 1M ·m · 1M ∈MmM , st¡d m /∈ J .

Niech n ∈ K. Wówczas istniej¡ p, q ∈ M takie, »e n = mp = qm oraz
u, v ∈M takie, »em = unv. St¡dm = uqmv i korzystaj¡c z prawa cz¦±ciowego
skracania otrzymujemy ci¡g równo±ci m = uqm = un = ump = mp = n.

Lemat 6.5. Niech N = A∗/I b¦dzie monoidem ±ladów, M monoidem aperio-
dycznym, a ϕ : A∗/I → M mor�zmem monoidów. Wówczas dla dowolnego
m ∈M \ {1M} przeciwobraz elementu m

ϕ−1(m) = U ·N ∩N · V \N ·W ·N, (6.1)

gdzie

U =
⋃
a∈A

⋃
n∈M\mM

nϕ([a])∈mM

ϕ−1(n) · [a],

V =
⋃
a∈A

⋃
n∈M\Mm

ϕ([a])n∈Mm

[a] · ϕ−1(n),

W = {[a] | a ∈ A ∧m /∈Mϕ([a])M} ∪
⋃

a,b∈A

{[a]ϕ−1(n)[b] | n ∈M ∧

∧m ∈Mϕ([a])nM ∩Mnϕ([b])M \Mϕ([a])nϕ([b])M}.

Dowód. (⊆) : Niech α ∈ ϕ−1(m) oraz β ∈ A∗/I b¦dzie ±ladem najkrótszej
dªugo±ci takim, »e α = βγ dla pewnego γ ∈ A∗/I oraz mM = ϕ(β)M . Gdyby
β = [ε], to z faktu, »e mM = M , wynikaªoby istnienie elementu p ∈ M
speªniaj¡cego równo±¢ mp = 1. Korzystaj¡c z prawa cz¦±ciowego skracania
m1Mp = m1M otrzymujemy, »e m = 1M , co jest sprzeczne z zaªo»eniem. St¡d
|β| ≥ 1.
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Niech β = δ ·[a], gdzie δ ∈ A∗/I oraz a ∈ A (rozkªad nie jest jednoznaczny).
Niech n = ϕ(δ). Wówczas nϕ([a])M = mM oraz n /∈ mM , z wyboru β. St¡d
α ∈ U · N . Analogicznie, α ∈ N · V � wybieramy su�ks najkrótszej dªugo±ci
speªniaj¡cy analogiczne warunki.

Ponadto α /∈ N ·W · N z de�nicji zbioru W . St¡d zachodzi zawieranie ⊆
w (6.1).

(⊇) : Przypu±¢my, »e α nale»y do prawej strony równania (6.1) i niech
n = ϕ(α). Poniewa» α ∈ UN i α ∈ NV , to n ∈ mM i n ∈ Mm. Aby
udowodni¢, »e m = n, to z lematu 6.4 wystarczy pokaza¢, »e m ∈MnM .

Przeprowad¹my dowód przez sprzeczno±¢. Przypu±¢my, »e istnieje m ∈
MmM . Wówczas α = βγδ gdzie γ jest ±ladem najkrótszej dªugo±ci takim, »e
m /∈ Mϕ(γ)M . Oczywi±cie γ 6= [ε]. Je±li γ = [a] dla a ∈ A, to γ ∈ W �
sprzeczno±¢ z zaªo»eniem α /∈ NWN .

Przypu±¢my teraz, »e istnieje rozkªad ±ladu γ = [a]γ1[b], gdzie a, b ∈ A.
Wówczas m ∈ Mϕ([a])ϕ(γ1)M oraz m ∈ Mϕ(γ1)ϕ([b])M , bo γ miaªo by¢
najkrótszej dªugo±ci. St¡d γ ∈ W � sprzeczno±¢ i koniec dowodu drugiej
inkluzji.

Dowód stwierdzenia 6.2. Niech N = A∗/I. Niech M b¦dzie monoidem ape-
riodycznym oraz odwzorowanie ϕ : A∗/I → M b¦dzie mor�zmem monoidów.
Poka»emy indukcyjnie, »e przeciwobraz mor�czny ϕ−1(m) dla dowolnego ele-
mentu m ∈ M jest bezgwiazdkowy. W szczególno±ci, przeciwobraz mor�zmu
kanonicznego z monoidu ±ladów do monoidu syntaktycznego j¦zyka T , który
z zaªo»enia jest aperiodyczny, b¦dzie miaª t¦ wªasno±¢. Poniewa» z zaªo»e-
nia monoid syntaktyczny jest sko«czony (bo T rozpoznawalny), to równie»
zbiór {ϕ(α) | α ∈ T} jest sko«czony, wi¦c T b¦dzie mo»na przedstawi¢ jako
sko«czon¡ sum¦ bezgwiazdkowych przeciwobrazów.

Do udowodnienia, »e przeciwobraz ka»dego elementu z M jest bezgwiazd-
kowy przeprowadzimy indukcj¦ malej¡c¡ ze wzgl¦du na moc r(m) zbioruMmM ,
gdzie m ∈M .

Zauwa»my, »e r(m) ma maksymaln¡ warto±¢, gdy m = 1M , jest to dokªad-
nie moc monoidu M . Co wi¦cej, z prawa cz¦±ciowego skracania otrzymujemy,
»e je±limn = m1Mn = 1M , tom = n = 1M , wi¦c r osi¡ga maksymaln¡ warto±¢
jedynie w 1M .

Rozwa»my przypadek, gdy m = 1M . Wówczas

ϕ−1(1M) = N \N ·W ·N,

gdzie W jest zbiorem ±ladów liter a ∈ A takich, »e ϕ([a]) 6= 1M . Wystarczy
sprawdzi¢ tylko litery, bo z prawa cz¦±ciowego skracania dla ϕ(αβ) = 1 mamy
ϕ(α) = ϕ(β) = 1M . Tak wi¦c dla przeciwobrazu 1M znale¹li±my wyra»enie
bezgwiazdkowe.

Niech m ∈ M \ {1M}. Zaªó»my, »e dla elementów n ∈ M , dla których
r(n) > r(m) przeciwobrazy ϕ−1(n) s¡ bezgwiazdkowe. Z równo±ci (6.1) otrzy-
mujemy

ϕ−1(m) = U ·N ∩N · V \N ·W ·N,
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gdzie U , V i W jak w lemacie 6.5. Poka»emy, »e zbiory te s¡ bezgwiazdkowe,
wykorzystuj¡c zaªo»enie indukcyjne.

Niech n ∈ M oraz a ∈ A b¦d¡ takie, »e nϕ([a])M = mM oraz n /∈ mM .
Wówczas MnM ⊇ MmM , wi¦c r(n) ≥ r(m). Przypu±¢my, »e r(n) = r(m).
Wówczas n ∈ MmM , bo M jest sko«czony. St¡d n = umv dla u, v ∈ M .
Poniewa» m ∈ nϕ([a])M , otrzymujemy, »e m = np dla pewnego p ∈ M .
St¡d n = unpv i korzystaj¡c z prawa cz¦±ciowego skracania dostajemy n =
npv = mv, co przeczy zaªo»eniu, »e n /∈ mM . St¡d r(n) > r(m) i korzystaj¡c
z zaªo»enia indukcyjnego otrzymujemy, »e ϕ−1(n) jest bezgwiazdkowy, a wi¦c
równie» U jest bezgwiazdkowy jako sko«czona suma zbiorów postaci ϕ−1(n)[a].

Analogicznie dowodzimy, »e V jest bezgwiazdkowy.
Do zako«czenia dowodu pozostaªo pokaza¢, »eW jest bezgwiazdkowy. Roz-

wa»my n ∈M oraz a, b ∈ A takie, »e m ∈Mϕ([a])nM ∩Mnϕ([b])M oraz m /∈
Mϕ([a])nϕ([b])M . Znów r(n) ≥ r(m). Przypu±¢my, »e r(n) = r(m). Wówczas
n = umv oraz m = rϕ([a])ns = pnϕ([b])t dla p, r, u, v, s, t ∈ M . Dalej, n =
urϕ([a])nsv daje n = urϕ([a])n i m = purϕ([a])nϕ([b])t, co przeczy zaªo»eniu.
St¡d r(n) > r(m) i wykorzystuj¡c zaªo»enie indukcyjne otrzymujemy, »e W
jest bezgwiazdkowy jako sko«czona suma zbirów bezgwiazdkowych, co ko«czy
dowód stwierdzenia 6.2.

6.1.2 Lemat o domkni¦ciu zªo»enia

Lemat przedstawiony w tym podrozdziale, b¦dzie cz¦sto wykorzystywany w
dalszej cz¦±ci rozprawy. Jego dowód w istotny sposób wykorzystuje charakte-
ryzacj¦ j¦zyków bezgwiazdkowych za pomoc¡ bezgwiazdkowej gwiazdki (twier-
dzenie 5.19).

Poni»szy przykªad pokazuje, »e dla j¦zyków bezgwiazdkowych lemat Ha-
shiguchi'ego o stopniach rozproszenia nie zachodzi.

Przykªad 6.6. Niech A = {a, b, c} i relacja zale»no±ci okre±lona nast¦puj¡co:

(A,D) : a � c � b.

We¹my j¦zyk bezgwiazdkowy L = (abcbac)∗. Poniewa» L jest opisany wyra»e-
niem iteracyjnie spójnym, to ze stwierdzenia 4.15 wynika, »e L ma sko«czony
stopie« rozproszenia. Jednak domkni¦cie L = ((ab ∪ ba)c(ab ∪ ba)c)∗ nie jest
j¦zykiem bezgwiazdkowym.

Poniewa» w dla bezgwiazdkowych j¦zyków sªów nie ma odpowiednika le-
matu Hashiguchi'ego, poni»szy lemat dowodzimy w sposób bardziej zªo»ony
ni» dla j¦zyków rozpoznawalnych.

Lemat 6.7. Je±li K,L ⊆ A∗ s¡ domkni¦tymi j¦zykami bezgwiazdkowymi, to
KL jest j¦zykiem bezgwiazdkowym.

Dowód. Niech A′ = {a′ | a ∈ A} i A′′ = {a′′ | a ∈ A} b¦d¡ ró»nie poko-
lorowanymi (wi¦c rozª¡cznymi) kopiami alfabetu A, oznaczmy C = A′ + A′′.
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Okre±lmy relacj¦ niezale»no±ci IC ⊆ C × C jako najmniejsz¡ relacj¦ niezale»-
no±ci w C tak¡, »e je±li aIb, to a′ICb′′. Z domkni¦to±ci j¦zyków K i L wynika,
»e

KL = h(K ′L′′),

gdzie K ′ i L′′ s¡ ró»nie pokolorowanymi kopiami j¦zyków K i L, mor�zm
h : C → A jest mor�zmem zmywaj¡cym kolory, tzn. h(a′) = h(a′′) = a, lewe
domkni¦cie jest wzgl¦dem I, a prawe wzgl¦dem IC .

Zde�niujmy podstawienia f ′, f ′′ : A → 2C∗
, f ′(a) = A′′∗a′A′′∗ i f ′′(a) =

A′∗a′′A′∗ koloruj¡ce litery alfabetu A i otaczaj¡ce je sªowami przeciwnego ko-
loru.

Do doko«czenia dowodu musimy udowodni¢ dwa postulaty.

Postulat 6.8. Je±li X ⊆ A∗ jest bezgwiazdkowy, to f ′(X), f ′′(X) ⊆ C∗ s¡
j¦zykami bezgwiazdkowymi.

Dowód. Zbudujemy automat dla f ′(X), przerabiaj¡c minimalny, determinis-
tyczny automat dla X, który nie ma p¦tli nietrywialnych (bo X jest SF ).

Koloruj¡c etykiety ªuków (
a−−→ na

a′−−→) dostajemy automat dla X ′ (nadal
bez p¦tli nietrywialnych). Doª¡czaj¡c do ka»dego stanu p¦telki etykietowane
wszystkimi literami a′′ dla a ∈ A, otrzymujemy automat dla f ′(X). Nie ma
on p¦tli nietrywialnych (bo nie miaª ich automat dla X ′), wi¦c f ′(X) jest
bezgwiazdkowy. Analogicznie (zamieniaj¡c primowanie z bisowaniem) poka-
zujemy, »e f ′′(X) jest bezgwiazdkowy. Koniec dowodu postulatu 6.8 �

Teraz zauwa»my, »e zawsze a′DCb
′′, gdy aDb, wi¦c

K ′L′′ = f ′(K) ∩ f ′′(L) \
⋃
aDb

C∗b′′C∗a′C∗.

Wobec postulatu 6.8 j¦zykK ′L′′ jest SF , bo klasa SF jest zamkni¦ta wzgl¦dem
operacji boolowskich.

Pokazali±my, »e K ′L′′ jest bezgwiazdkowy. Teraz poka»emy, »e po zmyciu
kolorów pozostanie bezgwiazdkowy.

Postulat 6.9. Je±li X ⊆ C∗ \
⋃

aDbC
∗b′′C∗a′C∗ jest bezgwiazdkowy, to h(X)

te» jest bezgwiazdkowy.

Dowód. Indukcja strukturalna na SFS-wyra»eniach.
Dla atomów stwierdzenie jet oczywiste.

Zaªo»enie indukcyjne: Je±li Y, Z ⊆ C∗\
⋃

aDbC
∗b′′C∗a′C∗ s¡ bezgwiazdkowe

i h(Y ), h(Z) s¡ bezgwiazdkowe.
Krok indukcyjny:

Je±li X = Y ∪Z, to z zaªo»enia indukcyjnego Y, Z ⊆ C∗ \
⋃

aDbC
∗b′′C∗a′C∗

oraz bezgwiazdkowe, wi¦c h(X) = h(Y ) ∪ h(Z) jest bezgwiazdkowy.
Je±li X = Y Z, to z zaªo»enia indukcyjnego Y, Z ⊆ C∗ \

⋃
aDbC

∗b′′C∗a′C∗

oraz bezgwiazdkowe, wi¦c h(X) = h(Y )h(Z) jest bezgwiazdkowy.
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Aby pokaza¢, »e h(Y ∗) jest bezgwiazdkowy zauwa»my, »e co najwy»ej jedna
litera z liter a′, a′′ mo»e wyst¡pi¢ w Alph(Y ), bo aDa, wi¦c a′′ nie mo»e wy-
st¡pi¢ przed a′ w Y ∗. Zatem h(Y ∗) jest izomor�czn¡ kopi¡ Y ∗, wi¦c jest
bezgwiazdkowy. Koniec dowodu postulatu 6.9 �

Teraz zauwa»aj¡c, »e j¦zykK ′L′′ speªnia zaªo»enia postulatu 6.9, wnioskujemy,
»e h(K ′L′′) jest bezgwiazdkowy. Co, wobec równo±ci KL = h(K ′L′′), ko«czy
dowód lematu 6.7.

6.1.3 Bezgwiazdkowy ⇐⇒ aperiodyczny

Twierdzenie 6.10. Niech A∗/I b¦dzie monoidem ±ladów i niech T ⊆ A∗/I
j¦zykiem ±ladów. Nast¦puj¡ce zdanie s¡ równowa»ne:

1. T jest bezgwiazdkowy w A∗/I.

2.
⋃
T jest bezgwiazdkowy w A∗.

3.
⋃
T jest aperiodyczny w A∗.

4. T jest aperiodyczny w A∗/I.

Dowód. Implikacj¦ 1 ⇒ 2 dowodzimy indukcj¡ strukturaln¡ na SF -wyra»e-
niach. Dla j¦zyków atomowych implikacja jest oczywista. Przypu±¢my, »e dla
bezgwiazdkowych j¦zyków ±ladów X i Y , j¦zyki sªów

⋃
X i

⋃
Y s¡ bezgwiazd-

kowe. Rozwa»my trzy przypadki

a) Je±li T = X ∪Y , to
⋃
T =

⋃
(X ∪Y ) =

⋃
X ∪

⋃
Y jest bezgwiazdkowy.

b) Je±li T = XY , to
⋃
T =

⋃
(XY ) =

⋃
X

⋃
Y jest bezgwiazdkowy z

lematu 6.7

c) Je±li T = X ′, to
⋃
T =

⋃
X ′ = (

⋃
X)′.

Implikacja 2 ⇒ 3 wynika wprost z twierdzenia Schützenbergera.
Implikacja 3 ⇒ 4 wynika z de�nicji spªaszczenia i monoidu syntaktycznego.

Monoidy syntaktyczne j¦zyka ±ladów i jego spªaszczenia s¡ równe.
Implikacja 4 ⇒ 1 to stwierdzenie 6.2.

Zauwa»my, »e równowa»no±¢ 1 ⇔ 4 to dokªadnie twierdzenie 6.1 Guaiany,
Restivo i Salemi. Przypomnijmy, »e odpowiednik równowa»no±ci 1 ⇔ 2 zacho-
dzi dla j¦zyków rozpoznawalnych, a jej dowód jest bardzo prosty. Natomiast
dowód dla j¦zyków bezgwiazdkowych jest zªo»ony i korzysta z kilku nietrywial-
nych faktów, kolejno twierdzenia 5.19, lematu 6.7 i stwierdzenia 6.2.

Równowa»no±¢ 1 ⇔ 2 w twierdzeniu 6.10 b¦dzie cz¦sto wykorzystywana w
dalszej cz¦±ci rozprawy, dlatego wyró»niamy j¡ jako oddzielny wniosek.

Wniosek 6.11. Niech (A, I) b¦dzie alfabetem wspóªbie»nym i T j¦zykiem ±la-
dów. Wówczas zachodzi równowa»no±¢

T ∈ SF (A∗/I) ⇐⇒
⋃

T ∈ SF (A∗).
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Przykªad 6.12. Niech A = {a, b} oraz aIb. Niech T ⊆ A∗/I b¦dzie j¦zykiem
±ladów de�niowanym wyra»eniem bezgwiazdkowym [ab]∅′. Wówczas

⋃
T =

∅′ab∅′ ∪ ∅′ba∅′ ⊆ A∗.
J¦zyk T jest równie» de�niowany wyra»eniem (∅′[a]∅′ ∪ ∅′[b]∅′)′ i równie»

jego spªaszczenie
⋃
T = (∅′a∅′ ∪ ∅′b∅′)′.

6.2 Monoidy ±ladów z przechodni¡ orientacj¡

Niech (A, I) b¦dzie alfabetem wspóªbie»nym i < liniowym porz¡dkiem na alfa-
becie A. Trójk¦ (A,<, I) nazywamy uporz¡dkowanym alfabetem wspóª-
bie»nym. Wmonoidzie wolnym de�niujemy porz¡dek leksykogra�czny. Sªowo
puste ε jest mniejsze od ka»dego niepustego sªowa v ∈ A+ � ε < v. Niepuste
sªowo u ∈ A+ jest mniejsze w porz¡dku leksykogra�cznym od sªowa v ∈ A+,
je±li

(∃a, b ∈ A)(∃u1, v1 ∈ A∗) u = au1 ∧ v = bv1 ∧ (a < b ∨ a = b ∧ u1 < v1).

Niech A∗/I b¦dzie monoidem ±ladów. Leksykogra�czn¡ reprezentacj¡
±ladu α ∈ A∗/I nazywamy sªowo Lex(α) = min<{w | w ∈ α} ∈ A∗, naj-
mniejsze sªowo w porz¡dku leksykogra�cznym ze ±ladu α. Leksykogra�czn¡
reprezentacj¡ j¦zyka ±ladów T ⊆ A∗/I nazywamy zbiór sªów Lex(T ) =
{Lex(α) | α ∈ T}, czyli zbiór najmniejszych w porz¡dku leksykogra�cznym
reprezentantów ±ladów z j¦zyka T . Zbiór Lex(A∗/I) b¦dziemy oznacza¢ przez
LEX. Dla wygody, je±li sªowo w ∈ LEX, to b¦dziemy mówi¢, »e w jest leksy-
kogra�czne, podobnie, je±li L ⊆ LEX, to b¦dziemy mówi¢, »e L jest j¦zykiem
leksykogra�cznym.

Niech (A,<, I) b¦dzie uporz¡dkowanym alfabetem wspóªbie»nym, niech
T ⊆ A∗/I b¦dzie j¦zykiem ±ladów i L ⊆ A∗ j¦zykiem sªów. Nast¦puj¡ce
równo±ci wynikaj¡ wprost z powy»szych de�nicji i de�nicji operacji domkni¦cia.

Lex(T ) =
⋃

T ∩ LEX (6.2)

Lex(T ) =
⋃

T. (6.3)

L ∩ LEX = L. (6.4)

Poni»sze twierdzenie z [24] pokazuje znaczenie leksykogra�cznej reprezentacji
w badaniu rozpoznawalno±ci j¦zyków ±ladów.

Twierdzenie 6.13 (Ochma«ski). Niech (A,<, I) b¦dzie alfabetem wspóªbie»-
nym i M = A∗/I monoidem ±ladów. J¦zyk ±ladów T ⊆ M jest rozpoznawalny
wtedy i tylko wtedy, gdy jego leksykogra�czna reprezentacja Lex(T ) ⊆ A∗ jest
j¦zykiem regularnym,

T ∈ Rec(M) ⇐⇒ Lex(T ) ∈ Reg(A∗),

równowa»nie � domkni¦cie j¦zyka sªów L ⊆ A∗ jest j¦zykiem regularnym wtedy
i tylko wtedy, gdy L ∩ LEX jest regularny,

L ∈ Reg(A∗) ⇐⇒ L ∩ LEX ∈ Reg(A∗).
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Powstaje pytanie, jakie kryterium ma speªnia¢ j¦zyk bezgwiazdkowy, »eby in-
dukowaª bezgwiazdkowy j¦zyk ±ladów. Problem, czy j¦zyk ±ladów indukowany
przez bezgwiazdkowy j¦zyk sªów jest bezgwiazdkowy, zbadali Muscholl i Pe-
tersen w [23]. W poª¡czeniu z wnioskiem 6.11 ich wynik mo»na sformuªowa¢
nast¦puj¡co.

Twierdzenie 6.14 (Muscholl, Petersen). Niech (A, I) b¦dzie alfabetem
wspóªbie»nym z przechodni¡ relacj¡ zale»no±ci D = A × A \ I oraz niech
L ⊆ A∗ b¦dzie bezgwiazdkowym j¦zykiem sªów. Wówczas j¦zyk ±ladów [L] jest
bezgwiazdkowy lub nie jest rozpoznawalny.

Musholl i Petersen pokazali, »e zaªo»enie przechodnio±ci jest konieczne.

Przykªad 6.15. Niech A = {a, b, c} oraz

(A,D) : a � c � b.

Jest to najprostszy przykªad alfabetu wspóªbie»nego z nieprzechodni¡ relacj¡
zale»no±ci. We¹my j¦zyk L = (abcbac)∗. J¦zyk ten jest bezgwiazdkowy (bo
m.d.a. dla L nie ma cykli nietrywialnych), ale jego domkni¦cie L = ((ab ∪
ba)c(ab∪ba)c)∗ jest j¦zykiem regularnym i nie jest bezgwiazdkowym (przeci¦cie
z bezgwiazdkowym j¦zykiem (abc)∗ nie daje nam j¦zyka bezgwiazdkowego �
L ∩ (abc)∗ = (abcabc)∗ /∈ SF (A∗)).

6.2.1 Leksykogra�czne j¦zyki bezgwiazdkowe

Ustalmy uporz¡dkowany alfabet wspóªbie»ny (A,<, I). Najpierw zauwa»my,
»e j¦zyk LEX sªów leksykogra�cznie pierwszych jest bezgwiazdkowy, poniewa»

A∗ \ LEX =
⋃
aIb
a<b

A∗bI∗aaA
∗, gdzie Ia = {c ∈ A | aIc}.

Przez analogi¦ do twierdzenia 6.13, powstaj¡ pytania:

Czy j¦zyk ±ladów T ∈ A∗ jest bezgwiazdkowy wtedy i tylko wtedy, gdy leksy-
kogra�czna reprezentacja Lex(T ) jest bezgwiazdkowa?

T ∈ SF (A∗/I) ⇐? ⇒ Lex(T ) ∈ SF (A∗).

Czy domkni¦cie j¦zyka sªów L jest bezgwiazdkowe wtedy i tylko wtedy, gdy
cz¦±¢ wspólna jego domkni¦cia z LEX jest bezgwiazdkowa?

L ∈ SF (A∗) ⇐? ⇒ L ∩ LEX ∈ SF (A∗).

Maj¡c wniosek 6.11 wiemy, »e powy»sze pytania s¡ równowa»ne. Ponadto
twierdzenie 6.14 z wykorzystaniem twierdzenia 6.13 daje pozytywn¡ odpo-
wied¹ w przypadku przechodniej relacji zale»no±ci. Jednak przykªad 6.15 nie
jest kontrprzykªadem, gdy» j¦zyk L z tego przykªadu nie jest zawarty w LEX.

Zauwa»my dodatkowo, »e implikacje =⇒ s¡ prawdziwe dla dowolnego al-
fabetu wspóªbie»nego. Sformuªujmy pytanie o odwrotn¡ implikacj¦ w wygod-
niejszej postaci.
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Czy je±li L ⊆ A∗ jest bezgwiazdkowy i zawarty w LEX, to domkni¦cie L jest
równie» j¦zykiem bezgwiazdkowym?

L ∈ SF ∧ L ⊆ LEX =? ⇒ L ∈ SF

W tym podrozdziale odpowiemy na to pytanie przy pewnym dodatkowym
zaªo»eniu o strukturze porz¡dku na alfabecie wspóªbie»nym.

De�nicja 6.16. Zorientowany alfabet wspóªbie»ny (A,<, I) jest przechod-
nio-zorientowany, gdy relacja < ∩I, czyli mniejszy i niezale»ny, jest prze-
chodnia.

Od tego momentu zakªadamy, »e rozwa»ane w tym podrozdziale alfabety wspóª-
bie»ne maj¡ przechodni¡ orientacj¦.

Stwierdzenie 6.17. Je±li zorientowany alfabet wspóªbie»ny (A,<, I) jest prze-
chodnio-zorientowany, to

LEX = {w ∈ A∗ | (∀a, b ∈ A)(∀u, v ∈ A∗) w = uabv =⇒ aDb ∨ a < b}.

Dowód. Zawieranie ⊆ jest oczywiste.
Poka»emy zawieranie ⊇. Przypu±¢my, »e w /∈ LEX. Wówczas istniej¡

a, b ∈ A oraz sªowa u, v, x ∈ A∗ takie, »e w = ubxav, a < b oraz aIbx. Niech
bx b¦dzie najkrótszym segmentem sªowa w dla ustalonego a i u. Je±li x jest
sªowem pustym, to w nie nale»y do prawej strony równo±ci. Zaªó»my, »e x 6= ε.
Przypu±¢my, »e x = cy, gdzie c ∈ A i y ∈ A∗. Wówczas cIa, c < a (bo bx jest
najkrótsze dla a) oraz aIb, a<b. Z przechodniej orientacji alfabetu wynika, »e
cIb oraz c < b. St¡d w nie nale»y do prawej strony równo±ci.

Powy»sze stwierdzenie nie jest prawdziwe, gdy alfabet nie ma przechodniej
orientacji. Dokªadniej, warunek w = uabv ∈ LEX =⇒ aDb ∨ a < b jest
konieczny, ale nie wystarczaj¡cy w ogólnym przypadku.

Przykªad 6.18. Niech A = {a, b, c}, a < b < c oraz

(A,D) : a b c

Poniewa» ¬aIc, zorientowany alfabet (A,<, I) nie ma przechodniej orientacji.
Rozwa»my sªowo cab. Zauwa»my, »e ka»da s¡siednia para speªnia warunek
opisany w stwierdzeniu, ale to sªowo nie jest leksykogra�cznie pierwsze. Lek-
sykogra�cznie pierwszym sªowem równowa»nym z cab jest bca.

Wprowad¹my pomocnicze poj¦cia leksykogra�cznego produktu, leksykogra�cz-
nego dopeªnienia i j¦zyków LSF . Poj¦cia te b¦d¡ pomocne przy dowodzie, »e
pytanie, czy domkni¦cie leksykogra�cznego bezgwiazdkowego j¦zyka sªów jest
bezgwiazdkowe, ma pozytywn¡ odpowied¹ w monoidów ±ladów z przechodni¡
relacj¡ niezale»no±ci.
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De�nicja 6.19. Niech K,L ⊆ LEX b¦d¡ leksykogra�cznymi j¦zykami sªów.
Leksykogra�cznym produktem nazywamy operacj¦ ◦ okre±lon¡ nast¦pu-
j¡co:

K ◦ L =

{
KL, gdy KL ⊆ LEX

nieokre±lone, w przeciwnym wypadku.
.

Dopeªnieniem leksykogra�cznym j¦zyka K, oznaczanym K ′′, nazywamy
dopeªnienie do podzbioru LEX,

K ′′ = LEX \K.

De�nicja 6.20. J¦zyki zbudowane ze zbioru pustego, sªowa pustego i liter z
alfabetu przy u»yciu operacji sumy zbiorów ∪, produktu leksykogra�cznego ◦
oraz dopeªnienia leksykogra�cznego ′′ nazywamy LSF -j¦zykami. Klas¦ LSF -
j¦zyków oznaczamy przez LSF .

Wyra»enie zbudowane z atomów przy u»yciu symboli tych operacji nazy-
wamy LSF -wyra»eniami. Oczywi±cie j¦zyk sªów L jest LSF wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje LSF -wyra»enie de�niuj¡ce L.

Lemat 6.21. Je±li j¦zyk sªów L ⊆ A∗ jest LSF , to jego domkni¦cie L jest
bezgwiazdkowe.

Dowód. Indukcja strukturalna ze wzgl¦du na wyra»enia LSF .
Baza indukcji. Dla atomów lemat jest oczywisty.
Zaªo»enie indukcyjne. Niech X, Y ∈ LSF oraz X, Y s¡ bezgwiazdkowe
Krok indukcyjny. Przypu±¢my, »e L = X ∪ Y . Wówczas L = X ∪ Y =
X ∪ Y , czyli z zaªo»enia indukcyjnego domkni¦cie L jest bezgwiazdkowe.

Przypu±¢my, »e L = X ◦ Y . Wówczas L = XY = X · Y . Z lematu 6.7,
domkni¦cie zªo»enia domkni¦tych j¦zyków bezgwiazdkowych jest bezgwiazd-
kowe.

Je±li L = X ′′, to X ′′ = X
′
, gdy X jest zawarte w LEX.

A∗/I

LEX X X ′′
X X ′′ = X

′

Wprost z de�nicji i bezgwiazdkowo±ci LEX wynika, »e ka»dy LSF -j¦zyk jest
bezgwiazdkowy i zawarty w LEX. W nast¦pnym podrozdziale poka»emy, »e
w alfabetach z przechodni¡ orientacj¡ zachodzi te» twierdzenie odwrotne, tzn.
ka»dy j¦zyk bezgwiazdkowy zawarty w LEX jest LSF -j¦zykiem.
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6.2.2 Automaty dla LEX-ów

Podstawowym narz¦dziem w tym podrozdziale b¦d¡ automaty. Z ich pomoc¡
poka»emy twierdzenie o leksykogra�cznej charakteryzacji bezgwiazdkowych j¦-
zyków ±ladów w monoidach nad przechodnio-zorientowanymi alfabetami.

Poni»sza wªasno±¢ wynika wprost z de�nicji sªów leksykogra�cznych.

Wªasno±¢ 6.22. Niech (A,<, I) b¦dzie dowolnym zorientowanym alfabetem
wspóªbie»nym. Wówczas dowolny segment sªowa leksykogra�cznego jest rów-
nie» sªowem leksykogra�cznym.

(∀w ∈ LEX)(∀u, v, z ∈ A∗) w = uvz =⇒ v ∈ LEX.

Wªasno±¢ 6.22 oraz stwierdzenie 6.17 umo»liwiaj¡ w przypadku przechodnio-
zorientowanego alfabetu wspóªbie»nego, nast¦puj¡c¡ konstrukcj¦ minimalnego
automatu deterministycznego dla LEX.

Konstrukcja:

Na wej±ciu mamy dany zorientowany alfabet wspóªbie»ny (a1 < . . . < am;D),
D = A×A\I jest relacj¡ zale»no±ci. Konstrukcja jest indukcyjna. Dla uªatwie-
nia zapisu, zbiorem stanów b¦d¡ kolejne liczby naturalne. W konstruowanych
automatach wszystkie stany s¡ stanami ko«cowymi (nie s¡ to automaty zu-
peªne), w zwi¡zku z tym w ich opisie b¦dziemy pomija¢ wyró»nianie stanów
ko«cowych.

Na pocz¡tku budujemy automat A1 dla LEX gdzie alfabet skªada si¦ z
pierwszej litery w uporz¡dkowanym alfabecie:

A1 = ALEX(a1;D) = ({a1}, {1}, δ1, 1), gdzie δ1(1, a1) = 1.

Maj¡c skonstruowany automat

An = ALEX(a1 < . . . < an;D) = ({a1, . . . , an}, Qn, δn, q1),

dla n < m, |Qn| = {1, . . . , k}, w kolejnych krokach zbudujemy automat

An+1 = ALEX(a1 < . . . < an < an+1;D) = ({a1, . . . , an, an+1}, Qn+1, δn+1, 1).

1. Niech i ∈ {1, . . . , k} b¦dzie najmniejszym stanem speªniaj¡cym warunek

(∀x ∈ {a1, . . . , an}) (i, x) ∈ dom(δn) =⇒ xDan+1 (6.5)

czyli wszystkie wychodz¡ce ªuki ze stanu i s¡ etykietowane literami zale»-
nymi z an+1. Je±li taki stan nie istnieje, to dodajemy nowy stan i = k+1,
Qn+1 = Qn ∪ {i}.

2. Funkcj¦ przej±cia δn+1 jest rozszerzeniem funkcji δn, δn(j, an+1) = i dla
ka»dego j ∈ Qn+1 (Do stanu i z ka»dego stanu prowadzimy ªuk etykieto-
wany liter¡ an+1.)
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3. Je±li i = k + 1, tzn. w punkcie 1 doszedª nowy stan, to dla liter x ∈
{a1, . . . , an} takich, »e x < an+1 oraz xDan+1, okre±lamy funkcj¦ δn na
parze (k + 1, x) w nast¦puj¡cy sposób. Znajdujemy najmniejsze j takie,
»e

(∀y ∈ {a1, . . . , an}) (j, y) ∈ dom(δn) =⇒ x < y ∨ yDx.
Wówczas δn+1(k + 1, x) = j. (Znajdujemy najmniejszy stan j, z którego
wszystkie wychodz¡ce ªuki s¡ etykietowane literami wi¦kszymi lub zale»-
nymi z x i dodajemy ªuk ze stanu k + 1 do stanu j etykietowany liter¡
x.)

Poni»szy przykªad dobrze ilustruje wszystkie kroki konstrukcji.

Przykªad 6.23. Dla wspóªbie»nego alfabetu

(A,D) : a b c d

z porz¡dkiem a < b < c < d, w kolejnych krokach otrzymujemy automaty z
rysunku 6.1.

Rysunek 6.1: Kolejne kroki konstrukcji automatu dla LEX

Stwierdzenie 6.24. Niech (A,<, I) b¦dzie przechodnio zorientowanym alfa-
betem oraz ALEX = 〈A,Q, δ, q0〉. Wówczas dla dowolnej litery a ∈ A istnieje
dokªadnie jeden stan qa ∈ Q taki, »e je±li dla stanu p ∈ Q, (p, a) ∈ dom(δ),
to δ(p, a) = qa. (Wszystkie ªuki etykietowane liter¡ a, wskazuj¡ na dokªadnie
jeden stan qa.)

(∀a ∈ A)(∃qa ∈ Q)(∀p ∈ Q) (p, a) ∈ dom(δ) =⇒ δ(p, a) = qa.

Dowód. Bezpo±rednio z konstrukcji.

Niech ALEX = 〈A,Q, δ, q0〉 b¦dzie automatem dla LEX i niech, p, r ∈ Q
b¦d¡ stanami tego automatu (niekoniecznie ró»nymi). Przez L(p, r) oznaczmy
j¦zyk akceptowany przez automat 〈A,Q, δ, p, {r}〉, tzn. j¦zyk ±cie»ek w auto-
macie ALEX ze stanu p (stan pocz¡tkowy) do stanu r (stan ko«cowy).

Lemat 6.25. Niech (A,<, I) b¦dzie przechodnio-zorientowanym alfabetem oraz
ALEX = 〈A,Q, δ, q0〉. Wówczas

(∀p, r ∈ Q) L(p, r) ∈ LSF.
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Dowód. Przez xLEX gdzie x ∈ A oznaczmy podzbiór sªów LEX zaczyna-
j¡cych si¦ na liter¦ x, a przez LEXx podzbiór LEX sªów ko«cz¡cych si¦ na
x.

Najpierw poka»emy, »e dla ka»dej litery x ∈ A j¦zyki xLEX i LEXx

s¡ LSF j¦zykami. Niech a1 < . . . < am b¦dzie wej±ciowym porz¡dkiem na
alfabecie A. Dowód jest indukcyjny ze wzgl¦du na pozycje litery w alfabecie.
Baza indukcji. Zauwa»my, »e a1LEX = a1LEX, podobnie LEXam =
LEXam. Oba j¦zyki s¡ LSF , gdy» LEX = ∅′′, a te zªo»enia nie wyprowadzaj¡
poza LEX.
Zaªo»enie indukcyjne. Przypu±¢my, »e dla n < m j¦zyki ai

LEX i LEXam+1−i

s¡ LSF dla 1 ≤ i ≤ n.
Krok indukcyjny. Poka»emy, »e an+1LEX i LEXam−n s¡ LSF . Ze stwier-
dzenia 6.17 wynika, »e dla x ∈ A

xLEX = x(LEX \
⋃
yIx
y<x

yLEX) = x(
⋃
yIx
y<x

yLEX)′′

oraz
LEXx = (LEX \

⋃
zIx
z>x

LEXz)x = (
⋃
zIx
z>x

LEXz)
′′x.

Zauwa»my, »e we wzorze dla an+1LEX i LEXam−n wyst¦puj¡ jedynie te zbiory
yLEX i LEXz, które z zaªo»enia indukcyjnego s¡ LSF . St¡d równie» an+1LEX
i LEXam−n s¡ LSF .

Ze stwierdzenia 6.24 wiemy, »e istnieje dokªadnie jeden stan, na który wska-
zuj¡ kraw¦dzie o tej samej etykiecie. St¡d dla dowolnego stanu r ∈ Q

L(q0, r) =
⋃
a−−→r

LEXa(∪ε, gdy r = q0).

Niech L(r) oznacza j¦zyk akceptowany przez automat 〈A,Q, δ, r〉. Zauwa»my,
»e

L(r) =
⋃

r
a−−→

aLEX(∪ε, gdy r = q0),

wi¦c dla dowolnego r ∈ Q j¦zyk L(r) jest LSF .
Zauwa»my teraz, »e dla dowolnych p, r ∈ Q zachodzi

L(p, r) = L(q0, p) ∩ L(r).

Operacja iloczynu zbiorów leksykogra�cznych nie wyprowadza poza klas¦ LSF ,
wi¦c L(p, r) ∈ LSF .

Lemat 6.26. Niech (A,<, I) b¦dzie zorientowanym alfabetem wspóªbie»nym,
ALEX = 〈A,Q, δ, q0〉 deterministycznym automatem akceptuj¡cym LEX ta-
kim, »e j¦zyki L(p, r) s¡ LSF dla dowolnych p, r ∈ Q oraz Z bezgwiazdkowym
j¦zykiem sªów. Wówczas dla dowolnych p, r ∈ Q, j¦zyk Z ∩ L(p, r) jest LSF .
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Dowód. Indukcja strukturalna.
Baza indukcji. Przypu±¢my, »e Z jest j¦zykiem atomowym. Wówczas Z ∩
L(p, r) = Z, gdy Z ⊆ L(p, r) lub Z ∩ L(p, r) = ∅ w przeciwnym wypadku. W
obu przypadkach zbiór Z ∩ L(p, r) z de�nicji nale»y do LSF .
Zaªo»enie indukcyjne. Przypu±¢my, »e j¦zyki X, Y s¡ bezgwiazdkowe i dla
dowolnych p, r ∈ Q j¦zyki (X ∩ L(p, r)), (Y ∩ L(p, r)) nale»¡ do klasy LSF .
Krok indukcyjny. Niech j¦zyk Z b¦dzie j¦zykiem bezgwiazdkowym zbudo-
wanym z X i Y .

• Je±li Z = X ∪ Y , to Z ∩ L(p, r) = (X ∪ Y ) ∩ L(p, r) = (X ∩ L(p, r)) ∪
(Y ∩ L(p, r)). Z zaªo»enia indukcyjnego Z ∈ LSF .

• Je±li Z = XY , to równie» X, Y ⊆ LEX. Wówczas Z ∩ L(p, r) =⋃
q∈Q(X ∩ L(p, q))(Y ∩ L(q, r)). Z zaªo»enia indukcyjnego otrzymujemy,

»e Z ∩ L(p, r) ∈ LSF .

• Niech Z = X ′. WówczasX = (X\LEX)∪(X∩LEX). St¡d Z∩L(p, r) =
LEX \ (X ∩L(p, r)). Poniewa» z zaªo»enia indukcyjnego (X ∩L(p, r)) ∈
LSF , to Z ∩ L(p, r) = (X ∩ L(p, r))′′ ∈ LSF .

Lemat 6.27. Niech (A,<, I) b¦dzie zorientowanym alfabetem wspóªbie»nym
oraz A = 〈A,Q, δ, q0〉 automatem akceptuj¡cym LEX. Je±li ka»dy j¦zyk L(p, r)
jest LSF oraz j¦zyk Z ⊆ A∗ jest bezgwiazdkowy i zawarty w LEX, to Z jest
LSF -j¦zykiem.

Dowód. Zauwa»my, »e LEX =
⋃

p,r∈Q L(p, r) oraz Z = Z ∩ LEX = Z ∩⋃
p,r∈Q L(p, r) =

⋃
p,r∈Q Z ∩ L(p, r). Z powy»szego lematu otrzymujemy, »e Z

jest LSF .

Z lematów 6.25 i 6.27 wynika

Wniosek 6.28. W alfabetach przechodnio-zorientowanych ka»dy j¦zyk bez-
gwiazdkowy i zawarty w LEX jest LSF -j¦zykiem.

Teraz uwzgl¦dniaj¡c lemat 6.21, uzyskujemy

Twierdzenie 6.29. Niech (A,<, I) b¦dzie przechodnio-zorientowanym alfa-
betem wspóªbie»nym. Je±li j¦zyk L jest bezgwiazdkowy i L ⊆ LEX, to jego
domkni¦cie L jest j¦zykiem bezgwiazdkowym.

Twierdzenie 6.29 w poª¡czeniu w wnioskiem 6.11 pozwala stwierdzi¢, »e bez-
gwiazdkowy odpowiednik twierdzenia 6.13, czyli twierdzenie o leksykogra�cz-
nej charakteryzacji bezgwiazdkowych j¦zyków ±ladów, zachodzi dla alfabetów
przechodnio-zorientowanych. W nast¦pnym podrozdziale poka»emy, »e impli-
kacja

L ∈ LEX ∧ L ∈ SF =⇒ L ∈ SF,
a zatem twierdzenie o leksykogra�cznej charakteryzacji, zachodzi dla dowol-
nego zorientowanego alfabetu wspóªbie»nego (A,<, I). Jednak dowód nie b¦-
dzie kombinatoryczny i b¦dzie wykorzystywa¢ logiczn¡ charakteryzacj¦ j¦zy-
ków bezgwiazdkowych w monoidach ±ladów.
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Przykªad 6.30. Niech A = {a, b, c} b¦dzie alfabetem z zale»no±ci¡

(A,D) : a � b � c.

We¹my leksykogra�czny j¦zyk bezgwiazdkowy L = (cba)+ ⊆ A∗. Poni»sze
wyra»enie bezgwiazdkowe de�niuje L

c∅′ ∩ ∅′a \ ∅′(aa ∪ bb ∪ cc ∪ ab ∪ ca ∪ bc)∅′.

Indukowany przez L j¦zyk ±ladów [cba]+ jest opisany przez poni»sze wyra»enie

[c]∅′ ∩ ∅′[a] \ ([ca]∅′ ∪ ∅[ac] ∪ ∅′([aa] ∪ [bb] ∪ [cc] ∪ [ab] ∪ [bc])∅′).

6.3 Logiczna charakteryzacja bezgwiazdkowych

j¦zyków ±ladów

W tym rozdziale zostan¡ pokazane dwie charakteryzacje bezgwiazdkowych j¦-
zyków ±ladów � logiczna i leksykogra�czna. U»ywane tutaj poj¦cie modelu
±ladu zaproponowaª Thomas [36], oznaczenia i terminologia pochodz¡ z [6].

Niech (A, I) b¦dzie alfabetem wspóªbie»nym. Logicznym modelem dla
±ladu α ∈ A∗/I jest jego graf ±ladu α = (V,E, λ). W tym rozdziale ±lady
b¦dziemy identy�kowa¢ z ich grafami. Formuªy w logice pierwszego rz¦du dla
±ladów zbudowane s¡ ze zmiennych x, y, . . . podstawianych za wierzchoªki grafu
±ladu (elementy zbioru V ), formuª atomowych

x = y, (x, y) ∈ E, λ(x) = a dla a ∈ A

przy pomocy ∨, ∧, ¬, → i ↔ oraz kwanty�katorów ∃ i ∀. Je±li model ±ladu
α graf α = (V,E, λ) speªnia zdanie ψ, to piszemy α |= ψ. J¦zykiem ±ladów
de�niowanym przez zdanie ψ nazywamy j¦zyk L(ψ) = {α ∈ A∗/I | α |= ψ}.
Klas¦ j¦zyków de�niowalnych w logice pierwszego rz¦du w monoidzie A∗/I
oznaczamy przez FO(A∗/I).

Z de�nicji grafu ±ladu, graf jest acykliczny. Zauwa»my, »e relacja E nie
zawsze jest porz¡dkiem. Porz¡dkiem jest przechodnie domkni¦cie E � relacja
E+. Relacj¦ E+ mo»na wyrazi¢ w logice pierwszego rz¦du formuª¡ przy u»yciu
co najwy»ej |A| − 2 dodatkowych zmiennych

(x, y) ∈ E+ ≡ (x, y) ∈ E ∨
∨

∨
k≤|A|−2

(∃z1 . . . ∃zk (x, z1) ∈ E ∧
∧

1<i≤k

(zi−1, zi) ∈ E ∧ (xk, y) ∈ E).

W przypadku sªów, relacja E = E+ jest liniowym porz¡dkiem na zbiorze V i
oznaczamy j¡ symbolem ≺.

Twierdzenie 6.31 (Ebinger, Muscholl 1993). Niech (A, I) b¦dzie alfabe-
tem wspóªbie»nym i T ⊆ A∗/I j¦zykiem ±ladów. Nast¦puj¡ce zdania s¡ równo-
wa»ne:
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1. T ∈ FO(A∗/I),

2.
⋃
T ∈ FO(A∗),

3. Lex(T ) ∈ FO(A∗).

Dowód. Poni»szy dowód pochodzi z [9], jest równie» opisany w [6].
1 ⇒ 2 : Niech T = L(ψ) ⊆ A∗/I, gdzie ψ jest zdaniem w logice pierwszego

rz¦du. Niech α = (V,E, λ) b¦dzie ±ladem grafem ±ladu α i w ∈ A∗ sªowem
reprezentuj¡cym α. Istnieje bijekcja mi¦dzy zbiorem pozycji w sªowie w oraz
wierzchoªkami grafu ±ladu α, przy czym w gra�e ±ladu (x, y) ∈ E wtedy i
tylko wtedy, gdy x ≺ y oraz (λ(x), λ(y)) ∈ D w sªowie w. Zamieniaj¡c ka»d¡
atomow¡ formuª¦ (x, y) ∈ E koniunkcj¡ pierwszego rz¦du

x ≺ y ∧ (λ(x), λ(y)) ∈ D,

otrzymujemy zdanie pierwszego rz¦du ψ̃ takie, »e α |= ψ wtedy i tylko wtedy,
gdy w |= ψ̃. St¡d zdanie ψ̃ de�niuje j¦zyk

⋃
T , co dowodzi implikacji T ∈

FO(A∗/I) =⇒
⋃
T ∈ FO(A∗).

2 ⇒ 3 : Poniewa» zbiór LEX jest j¦zykiem sªów pierwszego rz¦du, wi¦c
je±li

⋃
T ∈ FO, to Lex(T ) =

⋃
T ∩ LEX jest równie» j¦zykiem pierwszego

rz¦du.
3 ⇒ 1 : Niech α = (V,E, λ) b¦dzie modelem ±ladu α oraz w = x1 . . . xn =

Lex(α) ∈ A∗ jego leksykogra�cznym reprezentantem. Ka»dy wierzchoªek
x ∈ V odpowiada pewnemu xi ze zbioru pozycji sªowa w i ka»da pozycja xi

odpowiada wierzchoªkowi x z V . Niech lex(x, y) oznacza, »e xi odpowiadaj¡ce
w w wierzchoªkowi x, jest w sªowie w przed xj odpowiadaj¡cemu wierzchoª-
kowi y oraz i < j. Taka sytuacja zdarza si¦, gdy (x, y) ∈ E+, czyli w gra�e
±ladu istnieje ±cie»ka z wierzchoªka x do y lub gdy istnieje minimalny indeks
k, taki, »e i < k ≤ j oraz xk odpowiada pewnemu wierzchoªkowi z ∈ V ta-
kiemu, »e (z, y) ∈ E∗, czyli istnieje ±cie»ka z z do y, przy czym je±li dodatkowo
(λ(x), λ(z)) ∈ I, to λ(x) < λ(z). St¡d otrzymujemy nast¦puj¡c¡ formuª¦ na
lex(x, y):

lex(x, y) ≡ (x, y) ∈ E+ ∨ ∃z (λ(x) < λ(z) ∧ (λ(x), λ(z)) ∈ I
∧¬lex(z, x) ∧ (z, y) ∈ E∗).

Poniewa» alfabet jest sko«czony, wystarczy przeprowadzi¢ rekurencj¦ p razy,
gdzie p jest dªugo±ci¡ najdªu»szej ±cie»ki bez cykli w gra�e niezale»no±ci (A, I)
(w takim, gdzie kraw¦dzie ª¡cz¡ litery niezale»ne). Powy»sza formuªa jest wi¦c
formuª¡ pierwszego rz¦du.

Niech ϕ b¦dzie zdaniem pierwszego rz¦du. W formule ϕ zast¡pmy ka»d¡
formuª¦ atomow¡ postaci x ≺ y przez powy»sz¡ formuª¦ na lex(x, y). Oznaczmy
t¦ now¡ formuª¦ ϕ̃, jest ona 1-go rz¦du, bo lex(x, y) jest 1-go rz¦du. Z kon-
strukcji tej wynika, »e dla w ∈ LEX zachodzi równowa»no±¢:

w |= ϕ wtedy i tylko wtedy, gdy [w] |= ϕ̃,
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w szczególno±ci dla ka»dego elementu j¦zyka leksykogra�cznego L ⊆ LEX.
St¡d, je±li L jest de�niowane zdaniem pierwszego rz¦du ψ, to j¦zyk ±ladów [L]

jest de�niowany przez zdanie ψ̃, wi¦c jest j¦zykiem ±ladów 1-go rz¦du.

Przykªad 6.32. Niech A = {a, b} i aIb. Niech L = a∗b = (∅′b∅′)′b jest
de�niowany zdaniem pierwszego rz¦du:

ψ = ∀x ∀y (x ≺ y → λ(x) = a) ∧ ∃z λ(z) = b. (6.6)

Zauwa»my, »e dla grafów ±ladów z monoidu A∗/I zachodzi E+ = E i (x, y) ∈
E wtw λ(x) = λ(y) ∧ ¬(y, x) ∈ E oraz

lex(x, y) ≡ (λ(x) = a ∧ λ(y) = b) ∨ (λ(x) = λ(y) ∧ (x, y) ∈ E).

Je±li do zdania (6.6) podstawimy formuª¦ lex(x, y) w miejsce x ≺ y, to dosta-
niemy zdanie pierwszego rz¦du ψ̃ de�niuj¡ce indukowany j¦zyk ±ladów [a∗b]:

ψ̃ ≡ ∀x ∀y ((λ(x) = a ∧ λ(y) = b)

∨(λ(x) = λ(y) ∧ (x, y) ∈ E) → λ(x) = a) ∧ ∃z λ(z) = b.

Przykªad 6.33. Niech A = {a, b, c} b¦dzie alfabetem z zale»no±ci¡

(A,D) : a � b � c.

Wówczas w gra�e ±ladu α = (V,E, λ) wierzchoªki x, y ∈ V tworz¡ kraw¦d¹
(x, y) ∈ E wtedy i tylko wtedy, gdy λ(x)Dλ(y), tzn. gdy λ(x) = λ(y) lub
λ(x) = b lub λ(y) = b. Dodatkowo z de�nicji grafu ±ladu wynika, »e graf α jest
acykliczny i relacja E+ jest cz¦±ciowym porz¡dkiem na V . Wówczas formuªa
na relacj¦ E+ jest nast¦puj¡ca

(x, y) ∈ E+ ≡ (x, y) ∈ E ∨ ∃z((x, z) ∈ E ∧ (z, y) ∈ E)

≡ (x, y) ∈ E ∨ (λ(x) = a ∧ λ(y) = c ∧
∧∃z(λ(z) = b ∧ (x, z) ∈ E ∧ (z, y) ∈ E))

Formuªa na relacj¦ lex ⊆ V × V jest nast¦puj¡ca

lex(x, y) ≡ (x, y) ∈ E+ ∨ (λ(x) = a ∧ λ(y) = c ∧ ¬(y, x) ∈ E+)

We¹my L = (cba)+ ⊆ A∗ z przykªadu 6.30. Jest to bezgwiazdkowy i leksyko-
gra�czny j¦zyk sªów de�niowany poni»szym zdaniem ϕ

ϕ ≡ ∀x(¬∃z (z ≺ x) → λ(x) = c ∧ ¬∃z (x ≺ z) → λ(x) = a ∧
∧∃y(x ≺ y ∧ ¬∃z (x ≺ z ∧ z ≺ y) →
→ (¬λ(x) = λ(y) ∧ ¬(λ(x) = a ∧ λ(y) = b) ∧
∧¬(λ(x) = b ∧ λ(y) = c) ∧ ¬(λ(x) = c ∧ λ(y) = a))))

Zamieniaj¡c w formule ϕ relacj¦ ≺⊆ V ×V na lex ⊆ V ×V otrzymamy zdanie
ϕ̃ de�niuj¡ce indukowany j¦zyk ±ladów [cba]∗.

63



Krystyna Stawikowska

Teraz, ª¡cz¡c twierdzenie 6.31 z charakteryzacj¡ bezgwiazdkowych j¦zy-
ków sªów (twierdzenie 5.19) i wcze±niej uzyskanymi wynikami (wniosek 6.11),
mo»emy caªkiem prosto udowodni¢ twierdzenie o de�niowalno±ci bezgwiazd-
kowych j¦zyków ±ladów w logice 1-go rz¦du.

Twierdzenie 6.34. Niech (A, I) b¦dzie alfabetem wspóªbie»nym i T ⊆ A∗/I
j¦zykiem ±ladów. Wówczas T jest bezgwiazdkowy wtedy i tylko wtedy, gdy jest
de�niowalny w logice pierwszego rz¦du.

SF (A∗/I) = FO(A∗/I).

Dowód. Niech T ⊆ A∗/I b¦dzie j¦zykiem ±ladów. Z wniosku 6.11 mamy rów-
nowa»no±¢

T ∈ SF (A∗/I) ⇐⇒
⋃

T ∈ SF (A∗).

Dalej, z twierdzenia 5.23⋃
T ∈ SF (A) ⇐⇒

⋃
T ∈ FO(A∗).

Korzystaj¡c z twierdzenia 6.31 dostajemy⋃
T ∈ FO(A∗) ⇐⇒ T ∈ FO(A∗/I).

Powy»sze twierdzenie zostaªo sformuªowane w [10], prawie bez dowodu.
Obszerny, lecz nadal niepeªny szkic dowodu zostaª przedstawiony w [6]. Pro-
stota tutaj zademonstrowanego dowodu uzyskana zostaªa dzi¦ki zastosowaniu,
wcze±niej nieznanej, charakteryzacji bezgwiazdkowych j¦zyków ±ladów za po-
moc¡ bezgwiazdkowej gwiazdki (twierdzenie 5.19).

Twierdzenie 6.35. Niech (A, I,<) b¦dzie uporz¡dkowanym alfabetem wspóª-
bie»nym i L ⊆ A∗ j¦zykiem sªów. Wówczas zachodz¡ równowa»no±ci:

L ⊆ LEX ∧ L ∈ SF (A∗) ⇐⇒ L ∈ SF (A∗), (6.7)

L ⊆ LEX ∧ L ∈ SF (A∗) ⇐⇒ [L] ∈ SF (A∗/I) (6.8)

Dowód. Równowa»no±¢ (6.7) wynika wprost z twierdzenia 6.31 oraz twierdze-
nia 5.23. Równowa»no±¢ (6.8) wynika z pierwszej i wniosku 6.11.

Zauwa»my, »e w poprzednim podrozdziale powy»sze twierdzenie zostaªo udo-
wodnione dla alfabetów wspóªbie»nych z przechodni¡ orientacj¡. Dowód byª
kombinatoryczny i nie wykorzystywaª narz¦dzi logicznych. Znalezienie podob-
nego dowodu, bez u»ycia aparatu logiki, wydaje si¦ interesuj¡cym wyzwaniem.
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6.4 Bezgwiazdkowa gwiazdka w monoidach

±ladów

W rozdziale 5 zostaªa zde�niowana operacja bezgwiazdkowej gwiazdki, zbio-
ry SFS oraz zostaªo pokazane, »e w monoidach wolnych klasy j¦zyków SF
i SFS s¡ sobie równe. W dowolnym monoidzie zachodzi zawieranie SFS ⊆
SF , jednak poni»szy przykªad pokazuje, »e nie w ka»dym monoidzie zachodzi
zawieranie w drug¡ stron¦.

Przykªad 6.36. Niech M = (Z,+) b¦dzie monoidem liczb caªkowitych z ope-
racj¡ dodawania. Poka»emy, »e w tym monoidzie zawieranie SFS ⊆ SF jest
wªa±ciwe.

Najpierw stosuj¡c indukcj¦ strukturaln¡ na wyra»eniach bezgwiazdkowych
poka»emy, »e zbiór X ⊆ Z jest bezgwiazdkowy wtedy i tylko wtedy, gdy X
lub jego dopeªnienie X ′ jest zbiorem sko«czonym.
Baza indukcji. Ka»dy zbiór wyznaczony przez wyra»enie atomowe (zbiór
pusty, i singleton liczby) jest sko«czony.
Zaªo»enie indukcyjne. Przypu±¢my, »e zbiory U i V s¡ bezgwiazdkowe oraz
oba s¡ sko«czone lub jeden ze zbiorów jest sko«czony i drugi ma sko«czone
dopeªnienie lub obydwa maj¡ sko«czone dopeªnienia.

• Je±li X = U ∪ V , to ªatwo zauwa»y¢, »e jeden ze zbiorów X lub X ′ jest
sko«czony.

• Je±li U i V s¡ sko«czone, to zbiórX = U+V jest równie» sko«czony. Je±li
oba zbiory maj¡ sko«czone dopeªnienia, to X = U+V jest równe caªemu
zbiorowi Z. Je±li jeden ze zbiorów jest sko«czony, a moc dopeªnienia
drugiego jest sko«czona i wynosi n ≥ 0, to wynik dodawania zbiorów
jest zbiorem pustym lub moc jego dopeªnienia jest nie wi¦ksza ni» n.

• Je±li X = U ′ równowa»no±¢ jest oczywista.

Rozwa»my teraz wyra»enia SFS. Zauwa»my, »e zbiór X∗, gdzie X jest sko«-
czony, jest zbiorem bezgwiazdkowym wtedy i tylko wtedy, gdy X∗ jest zbiorem
sko«czonym i wówczas X = ∅ lub X = {0} lub X∗ = Z (X zawiera zbiór liczb
wzgl¦dnie pierwszych, przy czym co najmniej jedna para liczb jest ró»nych zna-
ków). St¡d klasa zbiorów SFS jest najmniejsz¡ klas¡ zbiorów zbudowanych z
1, −1, ∅ oraz Z przy u»yciu operacji + i ∪. St¡d w monoidzie liczb caªkowi-
tych z dodawaniem zbiory SFS s¡ sko«czone lub równe Z. Zbiór Z \ {0} jest
zbiorem bezgwiazdkowym, ale nie nale»y do klasy SFS.

Jednak monoid liczb caªkowitych nie jest monoidem ±ladów. Nasuwa si¦ pyta-
nie, czy w monoidach ±ladów zachodzi równo±¢ klas SF i SFS?

Niech (A, I,<) b¦dzie uporz¡dkowanym alfabetem wspóªbie»nym. Przypom-
nijmy, »e dla j¦zyków sªów zachodzi nast¦puj¡ca wªasno±¢

L ∈ SF (A∗) ∧ L ⊆ LEX =⇒ L ∈ SF (A∗). (6.9)
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oraz równowa»no±¢ dla j¦zyka ±ladów T ⊆ A∗/I

T ∈ SF (A∗/I) ⇐⇒
⋃

T ∈ SF (A∗). (6.10)

Lemat 6.37. Niech (A, I,<) b¦dzie uporz¡dkowanym alfabetem wspóªbie»nym.
Wówczas dla dowolnego j¦zyka sªów L ⊆ A∗ zachodzi implikacja

L ∈ SFS(A∗) ∧ L ⊆ LEX =⇒ [L] ∈ SFS(A∗/I).

Dowód. Indukcja strukturalna po SFS-wra»eniach.
Dla wyra»e« atomowych � oczywiste.

Zaªo»enie indukcyjne. Implikacja zachodzi dla X, Y ⊆ A∗

Krok indukcyjny. Niech L ∈ SFS(A∗) i L ⊆ LEX.

1. Niech L = X ∪ Y . Z zaªo»enia indukcyjnego j¦zyki ±ladów [X], [Y ] ∈
SFS(A∗/I). St¡d [L] = [X] ∪ [Y ] ∈ SFS(A∗/I).

2. Niech L = XY . Z zaªo»enia indukcyjnego, [X], [Y ] ∈ SFS(A∗/I). St¡d
[L] = [X][Y ] ∈ SFS(A∗/I).

3. Niech L = X∗, gdzie X ∈ SFS(A∗), X∗ ∈ SF (A) = SFS(A∗) i X∗ ⊆
LEX. Z implikacji (6.9) mamy, »e X∗ ∈ SF (A), wi¦c Lex([X]∗) = X∗∩
LEX ∈ SF (A). Z równowa»no±ci 6.10 mamy [Z] = [X]∗ ∈ SF (A∗/I)
oraz z zaªo»enia indukcyjnego [X] ∈ SFS(A∗/I). St¡d [Z] = [X]∗ ∈
SFS(A∗/I).

Lemat 6.38. Niech (A, I,<) b¦dzie uporz¡dkowanym alfabetem wspóªbie»nym.
Niech T ⊆ A∗/I b¦dzie j¦zykiem ±ladów. Wówczas zachodzi implikacja⋃

T ∈ SFS(A∗) =⇒ T ∈ SFS(A∗/I).

Dowód. Niech T ⊆ (A∗/I) b¦dzie j¦zykiem ±ladów takim, »e
⋃
T ∈ SFS(A∗) =

SF (A∗). St¡d Lex(T ) =
⋃
T ∩ LEX ∈ SF (A∗). Z twierdzenia 5.19 mamy

Lex(T ) ∈ SFS(A∗). Z lematu 6.37 otrzymujemy, »e T = [Lex(T )] ∈ SFS(A∗/I).

Twierdzenie 6.39. Niech (A, I,<) b¦dzie uporz¡dkowanym alfabetem wspóª-
bie»nym. Wówczas dla dowolnego j¦zyka ±ladów T ∈ A∗/I zachodz¡ nast¦pu-
j¡ce implikacje

T ∈ SF (A∗/I) =⇒
⋃

T ∈ SF (A∗)

⇑ ⇓
T ∈ SFS(A∗/I) ⇐=

⋃
T ∈ SFS(A∗)

Zatem powy»sze cztery warunki s¡ równowa»ne.

Dowód. Implikacja =⇒ wynika z równowa»no±ci (6.10). Implikacja ⇓ wynika
z twierdzenia 5.19. Implikacja⇐= wynika z lematu 6.38. Implikacja ⇑ wynika
wprost z de�nicji j¦zyków SFS.
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6.5 Problemy decyzyjne dla j¦zyków

bezgwiazdkowych

Dla j¦zyków bezgwiazdkowych nasuwaj¡ si¦ nast¦puj¡ce pytania

Pytanie 1. Czy problem bezgwiazdkowo±ci j¦zyka racjonalnego jest rozstrzy-
galny?

W monoidach wolnych odpowied¹ na powy»sze pytanie jest pozytywna �
wystarczy zbada¢, czy minimalny deterministyczny automat jest aperiodyczny.
W monoidów ±ladów problem ten jest nierozstrzygalny. W [23] udowodnione
zostaªo nast¦puj¡ce twierdzenie

Twierdzenie 6.40. Niech (A, I) b¦dzie monoidem ±ladów. Problem �Czy ra-
cjonalny j¦zyk ±ladów jest bezgwiazdkowy?� jest rozstrzygalny wtedy i tylko
wtedy, gdy relacja I jest przechodnia.

Wiemy, »e problem bezgwiazdkowo±ci j¦zyka rozpoznawalnego jest, wobec
twierdzenia 3.5 i wniosku 6.11, rozstrzygalny.

Kolejne pytanie jest problemem otwartym, podobnym do problemu gwiazdki.

Pytanie 2. Czy w dowolnym monoidzie ±ladów problem �Czy dla danego bez-
gwiazdkowego j¦zyka ±ladów T , j¦zyk T ∗ jest bezgwiazdkowy� jest rozstrzy-
galny?
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Rozdziaª 7

Podsumowanie

Podsumowuj¡c najwa»niejsze wyniki pracy, mo»emy wszechstronnie scharakte-
ryzowa¢ klas¦ podzbiorów bezgwiazdkowych w dowolnych monoidach ±ladów:

T jest bezgwiazdkowy
wtw⋃

T jest bezgwiazdkowy
wtw

Lex(T ) jest bezgwiazdkowy
wtw

T jest aperiodyczny
wtw

T jest de�niowalny w logice 1-go rz¦du
wtw

T mo»na zbudowa¢ z atomów za pomoc¡ operacji
sumy, zªo»enia i bezgwiazdkowej gwiazdki

Dokªadniej wyniki rozprawy zostaªy omówione w rozdziale wst¦pnym. Tutaj
chciaªabym zasygnalizowa¢ mo»liwe kierunki bada«, zainspirowane uzyskanymi
wynikami oraz sformuªowa¢ kilka problemów z nimi zwi¡zanych.

Jak wiemy, »e ró»nica j¦zyków iteracyjnie spójnych nie zawsze jest itera-
cyjnie spójna (przykªad 4.19).

Problem 1. Czy klasa iteracyjnie spójnych j¦zyków sªów jest zamkni¦ta wzgl¦-
dem iloczynu zbiorów?

Ostatnio Klunder [18] pokazaªa egzystencjaln¡ charakteryzacj¦ j¦zyków itera-
cyjnie spójnych za pomoc¡ automatów. Ci¡gle jednak nie wiemy, jak spraw-
dza¢, czy taki automat istnieje.

Problem 2. Czy iteracyjna spójno±¢ j¦zyków regularnych jest rozstrzygalna?

Wiemy, »e istniej¡ monoidy, w których bezgwiazdkowa gwiazdka jest sªab-
sza od dopeªnienia (przykªad 6.36).

Problem 3. Zbada¢ dokªadniej klas¦ monoidów, w których bezgwiazdkowa
gwiazdka (wraz z sum¡ i zªo»eniem) potra� zbudowa¢ dowolny podzbiór bez-
gwiazdkowy.
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Przypomnijmy równowa»ne warunki, charakteryzuj¡ce bezgwiazdkowe j¦-
zyki ±ladów (lewa kolumna) i zauwa»my, »e analogiczne warunki charakteryzuj¡
rozpoznawalne j¦zyki ±ladów (prawa kolumna).

(1bg) T jest bezgwiazdkowy

(2bg)
⋃
T jest bezgwiazdkowy

(3bg) Lex(T ) jest bezgwiazdkowy

(1rp) T jest rozpoznawalny

(2rp)
⋃
T jest rozpoznawalny

(3rp) Lex(T ) jest rozpoznawalny

Implikacje (1rp)⇒(2rp)⇒(3rp) s¡ prawie oczywiste, a implikacja (3rp)⇒(1rp)
jest trudna, ale mo»na j¡ pokaza¢ kombinatorycznie, bez u»ycia technik lo-
giki (Ochma«ski [24, 25]). W przypadku bezgwiazdkowym jedynie implikacja
(2bg)⇒(3bg) jest prosta, ju» (1bg)⇒(2bg) jest trudna kombinatorycznie, na-
tomiast implikacja (3bg)⇒(1bg) wymagaªa u»ycia technik logiki 1-go rz¦du.

Problem 4. Czy (i jak) mo»na udowodni¢ implikacj¦ (3bg)⇒(1bg) metodami
czysto kombinatorycznymi, bez logiki?

De�nicja bezgwiazdkowej gwiazdki ma natur¦ semantyczn¡ (czy gwiazdka
jest bezgwiazdkowa czy nie, zale»y od wyniku jej dziaªania). Podobn¡ opera-
cj¦ �rozpoznawalnej gwiazdki� mo»na opisa¢ syntaktycznie (tzn. zale»nie od
argumentu pod gwiazdk¡) jako tzw. �spójn¡ gwiazdk¦� (jak w rozdziale 4).

Problem 5. Opisa¢ syntaktycznie operacj¦ bezgwiazdkowej gwiazdki.

Wiemy, »e w monoidach ±ladów nierozstrzygalne s¡ problemy rozpozna-
walno±ci j¦zyka racjonalnego (Berstel [1]) i bezgwiazdkowo±ci j¦zyka racjo-
nalnego (Muscholl i Petersen [23]). Chyba najsªynniejszym (i najstarszym,
Clerbout/Latteux [4] z 1985) otwartym problemem teorii ±ladów jest problem
rozpoznawalno±ci gwiazdki: Czy rozpoznawalno±¢ j¦zyka ±ladów T ∗ jest roz-
strzygalna dla rozpoznawalnych T?

Problem 6 (Problem bezgwiazdkowo±ci gwiazdki). Czy bezgwiazdko-
wo±¢ j¦zyka ±ladów T ∗ jest rozstrzygalna dla bezgwiazdkowych T?
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