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Wprowadzenie

Teoria procesów stochastycznych na fraktalach jest rozwijana od ponad czterdziestu lat.

Pierwszy zostaª skonstruowany ruch Browna na trójk¡cie Sierpi«skiego [8] oraz dywanie Sier-

pi«skiego [6], na bardziej ogólnych zagnie»d»onych fraktalach [51, 46, 26], jak równie» na

bardziej ogólnych przestrzeniach metrycznych [66]. W przypadku fraktali rozwa»ane procesy

mieszcz¡ si¦ w ramach dyfuzji na przestrzeniach stanów zwanymi d−zbiorami, a ponadto s¡

jednoznaczne z dokªadno±ci¡ do liniowej zmiany czasu [62, 7]. Odsyªamy do [5] dla prze-

gl¡du wyników, dotycz¡cych dyfuzji na d-zbiorach. W rozwa»anych przypadkach skonstru-

owany proces jest mocnym procesem Markowa na przestrzeni metrycznej (F, ρ, µ) z ci¡gªymi

trajektoriami i posiada g¦sto±¢ prawdopodobie«stw przej±cia, która speªnia oszacowanie sub-

gaussowskie:

Cg.1t
−d/dw exp

{
−Cg.2

(
ρ(x, y)t−1/dw

) dw
dJ−1

}
≤ g(t, x, y) ≤ Cg.3t

−d/dw exp

{
−Cg.4

(
ρ(x, y)t−1/dw

) dw
dJ−1

}
,

gdzie dw to tzw. wymiar bª¡dzenia F, staªa dJ to tzw. wspóªczynnik chemiczny F,

a Cg.1, ..., Cg.4 > 0 to pewne staªe.

Procesy dyfuzji na zbiorach nieregularnych staªy si¦ popularne w zwi¡zku z teori¡ nieregu-

larnych przepªywów, np. procesów, które ewoluuj¡ na krytycznych klastrach perkolacyjnych -

klastry te wykazuj¡ wysoki poziom samopodobie«stwa. Szerszy opis zjawisk �zycznych zwi¡-

zanych z tym tematem Czytelnik znajdzie w [30] a aspekt matematyczny jest szeroko opisany

w [5]. W tym kontek±cie rozwa»ano równie» nieci¡gªe procesy o warto±ciach w ogólnych

przestrzeniach metrycznych (wymagane aby mie¢ pewne warunki regularno±ci). Jak do tej

pory najlepiej przebadane s¡ procesy stabilne (niekoniecznie w przestrzeni Euklidesowej) zde-

�niowane niezale»nie w [14] i [18]. W przestrzeni Rd rozwa»amy procesy 2α−stabilne, gdzie

α ∈ (0, 1)−generatorem takiego procesu jest uªamkowy Laplasjan −(−∆)α. W terminologii
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�zycznej jest to hamiltonian ultra-relatywistyczny. Z matematycznego punktu widzenia, natu-

ralnym jest zrobi¢ krok dalej i rozwa»a¢ hamiltoniany relatywistyczne −(−c∆+m1/α)α +m,

m > 0, c > 0 które s¡ bardzo wa»nymi przybli»eniami ultra-relatywistycznej mechaniki

kwantowej. W szczególno±ci gdy α = 1
2 , Hamiltonian

√
−ℏc2∆+m2c4 (nazywany operato-

rem pierwiastkowym Kleina-Gordona lub hamiltonianem quasi-relatywistycznym) jest cz¦sto

u»ywany do opisania ruchu swobodnej cz¡steczki quasi-relatywistycznej. W tym przypadku m

jest mas¡ cz¡steczki, c jest pr¦dko±ci¡ ±wiatªa, a ℏ jest zredukowan¡ staª¡ Plancka. Operator

−L :=
√
−ℏc2∆+m2c4 −mc2 jest równie» nazywany operatorem energii kinetycznej. Teoria

ta byªa mocno pod wpªywem bada« nad stabilno±ci¡ relatywistycznej materii prowadzonych

przez Lieba i Seiringera [49]. W tej rozprawie doktorskiej proponujemy de�niowa¢ proces

relatywistyczny αdw−stabilny na zadanej przestrzeni metrycznej (F, ρ, µ), poprzez subordy-

nacj¦ Bochnera wzgl¦dem ruchu Browna na F . Ta klasyczna procedura, wprowadzona przez

Bochnera [11, 12] daje narz¦dzie do tworzenia nowych póªgrup (operatorów, procesów) z ju»

istniej¡cyh. Wi¦cej na temat subordynacji Czytelnik znajdzie w [9, 10, 63]. Równie» w roz-

dziale 1.3.1 omawiamy subordynatory bardziej szczegóªowo. Metoda subordynacji zostaªa

u»yta m.in. w pracy [23] - rozwa»ano w niej twierdzenie o ±ladzie dla procesów subordynowa-

nych na obszarach Ω ⊂ Rn o nieregularnym brzegu.

W tej pracy doktorskiej nie wymagamy, aby zbiór stanów procesu byª podzbiorem prze-

strzeni Euklidesowej, a nawet je±li jest, to wprowadzamy wªasn¡ metryk¦, która mo»e nie by¢

porównywalna z Euklidesow¡. Wychodz¡c od ruchu Browna na danym zbiorze nieregularnym

(zupeªnie abstrakcyjnym, niekoniecznie b¦d¡cym brzegiem dziedziny w Rn) poprzez subor-

dynacj¦ otrzymujemy proces na tej samej nieregularnej przestrzeni. Stabilne subordynatory

zostaªy wprowadzowne w zwi¡zku z [14], a my pracujemy m.in z blisko powi¡zanymi, jednak

bardziej skomplikowanymi, subordynatorami relatywistycznymi.

Równolegle do rozwa»a« stochastycznych wywodz¡cych si¦ gªównie z �zyki matematycz-

nej, istniaªo »ywe zainteresowanie teori¡ przestrzeni funkcji na zbiorach nieregularnych. Po-

cz¡tkowo teoria ta byªa rozwijana w przypadku zbiorów b¦d¡cymi podzbiorami Rn, wª¡czaj¡c

fraktale (wi¦cej [36, 71, 70] i literatura tam»e). W szczególno±ci na zbiorach tych byªy wpro-

wadzane i analizowane przestrzenie Biesowa. Przestrzenie te zostaªy naturalnie poª¡czone

z dyfuzjami na fraktalach, okazuje si¦ bowiem, »e dziedzina formy Dirichleta ruchu Browna
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to przestrze« Biesowa (zob. [37] dla trójk¡ta Sierpi«skiego, [59] dla d−zbiorów). Przestrzenie

funkcji na fraktalach, i ogólniej na przestrzeniach metrycznych byªy regularnie analizowane

(np. [33, 34, 47, 28]). Zwracamy uwag¦ równie» na dwie prace dotycz¡ce twierdze« o ±ladach:

[38] na trójk¡cie Sierpi«skiego i [32] na ogólnych fraktalach.

Gªówne wyniki doktoratu pochodz¡ z prac [1, 2, 3, 4] . W pracy [4] zajmujemy si¦ oszaco-

waniami g¦sto±ci przej±cia dla procesów relatywistycznych na d−zbiorach. W szczególno±ci,

oszacowania te zachodz¡ dla zbiorów fraktalnych. Kontynuuj¡c ten temat, w pracy [1] uzysku-

jemy oszacowania dla odbijanych procesów relatywistycznych na fraktalach. Wykazujemy, »e

g¦sto±¢ przej±cia w przypadku odbijanego αdw−stabilnego subordynowanego ruchu Browna

speªnia oszacowanie

OS.1pS(t, x, y) ≤ pMS (t, x, y) ≤ OS.2pS(t, x, y) dla t < LαMdw

OS.3L
−Md ≤ pMS (t, x, y) ≤ OS.4L

−Md dla t ≥ LαMdw ,

gdzie OS.1, OS.2, OS.3, OS.4, to pewne staªe a pS(·, ·, ·) to g¦sto±¢ procesu αdw−stabilnego.

Parametr L to czynnik skaluj¡cy fraktala. W przypadku relatywistycznego odbijanego

αdw− stabilnego procesu uzyskujemy oszacowanie postaci

1) istniej¡ staªe OR.1, OR.2 > 0 takie, »e dla t ≥ LMdw , x, y ∈ K⟨M⟩

OR.1L
−Md ≤ pMR (t, x, y) ≤ OR.2L

−Md.

2) istnieje staªa H1 taka, »e dla t < LMdw ,

pR(t, x, y) ≤ pMR (t, x, y) ≤ pR(t,H1x,H1y),

gdzie OR.1, OR.2, H1 to pewne staªe, a pR(·, ·, ·) to g¦sto±¢ relatywistycznego procesu αdw−

stabilnego.

Wªa±ciwo±ci subordynowanego procesu stabilnego na d−zbiorach, wª¡czaj¡c oszacowa-

nie g¦sto±ci przej±cia, byªy analizowane w [14, 65] przez Bogdana, Stósa i Sztonyka. Po-

st¦puj¡c podobnie jak w [14], w tej pracy udowadniamy dolne i górne szacowanie g¦sto-

±ci przej±cia relatywistycznego procesu stabilnego na d−zbiorach (Twierdzenia 2.2.1, 2.2.2),

nast¦pnie znajdujemy form¦ Dirichleta tego procesu (Twierdzenie 2.3.1). Wyniki powy»-

sze uzyskujemy, u»ywaj¡c jedynie subordynacji i kilku znanych wªa±ciwo±ci subordynatorów
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α−stabilnych. Zwracamy uwag¦, »e subordynatorowi α−stabilnemu (odpowiednio, relatywi-

stycznemu α−stabilnemu), α ∈ (0, 1), odpowiada proces αdw−stabilny (odp. relatywistyczny

αdw−stabilny).

Bardziej szczegóªowo, oznaczaj¡c przez pR(·, ·, ·) g¦sto±¢ przej±cia subordynowanego rela-

tywistycznego αdw−stabilnego procecu na d−zbiorze (F, ρ, µ), udowadniamy, »e

(1) dla t ≥ 1 i x, y ∈ F,

pR(t, x, y) ≍ C∗t
−d/dw exp

{
−C∗min

(
ρ(x, y),

(
ρ(x, y)t−1/dw

) dw
dw−1

)}
,

(2) dla t ∈ (0, 1), x, y ∈ F, ρ(x, y) ≥ 1

pR(t, x, y) ≍ C∗t exp {−C∗ρ(x, y)} ,

(3) dla t ∈ (0, 1), x, y ∈ F, ρ(x, y) < 1

pR(t, x, y) ≍ C∗min
(
tρ(x, y)−d−αdw , t−d/(αdw)

)
,

gdzie przez C∗ oznaczamy staªe, które mog¡ by¢ ró»ne w szacowaniu dolnym i górnym. Osza-

cowania te s¡ spójne z oszacowania dla realatywistycznego procesu w Rd z [18]. Jeszcze tylko

wspomnimy, »e w przypadku przestrzeni Euklidesowej, Rd, jest mo»liwe (zob. [44]) uzyskanie

oszacowa« górnego i dolnego z t¡ sam¡ staª¡ w wykªadniku pot¦gi we wzorze (2).

Drugim celem w tej pracy jest badanie tzw. caªkowej g¦sto±ci stanów (IDS) na fraktalach

i uzyskanie osobliwo±ci Lifschitza dla szerokiej klasy procesów podporz¡dkowanych - w tym

dla procesów relatywistycznych (poprzednie wyniki [42] nie pokrywaªy tego przypadku, nawet

na trójk¡cie Sierpi«skiego). Wyniki te zostaªy uzyskane w pracach [2, 3].

IDS to jeden z najwa»niejszych obiektów w mechanice kwantowej, przydatny w modelach,

w których analizujemy zachowanie/ruch cz¡steczki w pewnym losowym o±rodku na prze-

strzeni niesko«czonej. W naszym przypadku b¦dzie to nieograniczony fraktal zagnie»d»ony

oznaczany przez K⟨∞⟩. Sam ruch cz¡steczki modelujemy poprzez zwykªy proces Markowa

z generatorem H0, natomiast losowo±¢ modelujemy w ten sposób, »e dodajemy losowy poten-

cjaª V ω, niezale»ny od H0. W zwi¡zku z powy»szym, otrzymujemy losowy operator Schrödin-

gera Hω = H0 + V ω gdzie H0 opisuje energi¦ kinetyczn¡ cz¡steczki, a V ω jest losowym
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potencjaªem interpretowanym jako operator mno»enia. Ze wzgl¦du na fakt, »e proces odpo-

wiadaj¡cy operatorowi Hω dziaªa na przestrzeni nieograniczonej (K⟨∞⟩), to jego spektrum

zwykle nie jest dyskretne i w zwi¡zku z tym jest trudno taki operator bada¢. Obej±ciem tego

problemu jest obci¦cie operatora Hω do pewnych sympleksów ∆M ,M ∈ Z+, w ten sposób,

»e ∆M ↗ K⟨∞⟩ gdy M → ∞. Operator Hω
M odpowiadaj¡cy operatorowi Hω obci¦temu do

sympleksu ∆M ma ju» wªasno±ci, które mo»na ªatwiej analizowa¢. Operator taki generuje póª-

grup¦ operatorów zwartych, wi¦c jego spektrum jest dyskretne oraz wszystkie warto±ci wªasne

maj¡ sko«czon¡ krotno±¢. W rezultacie de�niujemy obiekt - miar¦ zwi¡zan¡ z warto±ciami

wªasnymi operatora Hω
M :

ΛHω
M

:=
1

|∆M |
Σ∞
i=1δ

λ
Hω
M

i

gdzie λ
Hω

M
i to warto±ci wªasne operatora Hω

M . S¡ to miary losowe. Nast¦pnie rozwa»amy ich

sªab¡ granic¦ gdy M → ∞. Je»eli granica istnieje, to nazywamy j¡ caªkow¡ g¦sto±ci¡ stanów

(ang. integraded density of states, w skrócie IDS) i b¦dziemy j¡ oznacza¢ przez Λ.

W tej pracy skupimy si¦ na dwóch przypadkach gdy losowy potencjaª V ω b¦dzie typu

Poissona lub Andersona (tzn. potencjaª kratowy, ang. alloy-type).

Dla dostatecznie regularnych fraktali (speªniaj¡cych tzw. wlasno±¢ dobrego etykietowa-

nia, zob. rozdziaª 3.2), szerokiej klasy procesów subordynowanych (speªniaj¡cych 1.3.4), oraz

odpowiedniej regularno±ci pro�lu potencjaªu, IDS istnieje tak w przypadku potencjaªów kra-

towych, jak i Poissonowskich. Po wykazaniu istnienia caªkowej g¦sto±ci stanów - co jednak

nie jest gªównym celem tej pracy - skupiamy si¦ na udowodnieniu, »e w tych przypadkach, po

niewielkim ograniczeniu dopuszczalnej klasy potencjaªów, zachodzi tzw. caªkowa osobliwo±¢

Lifschitza. Polega ona na tym, »e tempo zaniku IDS w okolicach zera jest w tym przypadku

jako±ciowo szybsze (wykªadnicze) ni» w przypadku nielosowym (zanik wielomianowy). Wªa-

sno±¢ ta zostaªa odkryta przez Lifschitza [50], a nast¦pnie wykazana w wielu przypadkach.

O ile dla ruchu Browna w przypadku nielosowego potencjaªu, mamy, »e Λ((0, λ]) ≍ λd/2 dla

maªych λ, to przy wprowadzeniu losowo±ci wielko±¢ ta zachowuje si¦ jak e−Cλ−d/2
. Za pomoc¡

ró»nych metod, istnienie osobliwo±ci Lifschitza zostaªo wykazane dla wielu klas procesów,

i tak, w [53] dla procesów Levy'ego w Rd, w [56] dla ruchu Browna na trójk¡cie Sierpi«skiego,

w [64] dla ruchu Browna na fraktalach, w [42] dla procesów podporz¡dkowanych (np. sta-

bilnych) na trójk¡cie Sierpi«skiego � w wymienionych pracach rozpatrywany byª potencjaª
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Poissonowski. Ponadto w pracach [68, 67] jest rozpatrywany pochªaniaj¡cy potencjaª Poisso-

nowski dla ruchu Browna w Rd oraz na przestrzeniach hiperbolicznych odpowiednio. Z kolei

w [43] udowodnione zostaªo istnienie osobliwo±ci Lifschitza dla procesów podporz¡dkowanych

z potencjaªem kratowym w Rd, a w pracy [16], jest opisana g¦sto±¢ stanów na kracie Zd. We

wszystkich tych pracach jest udowodnione, »e

−L̃1 ≤ lim inf
λ↘0

λ
d

αdw ln Λ([0, λ])

g(R̃1/λ)
;

lim sup
λ↘0

λ
d

αdw ln Λ([0, λ])

g(R̃2/λ)
≤ −L̃2, (0.0.1)

gdzie L̃1 i L̃2 to staªe dodatnie, a g jest pewn¡ funkcj¡, zale»n¡ od potencjaªu V ω.

W przypadku potencjaªu Poissonowskiego oraz niektórych potencjaªów kratowych, funkcja

g nie jest potrzebna, natomiast dla ogólnych potencjaªów kratowych g jest istotnym wkªadem

do asymptotyki Λ w okolicach zera. W doktoracie dowodzimy istnienie osobliwo±ci Lifschitza

dla procesów podporz¡dkowanych na fraktalach zagnie»d»onych (klasa procesów jest istotnie

szersza ni» w [43]) i dwóch typów potencjaªów: kratowego i Poissonowskiego. Otrzymujemy

zale»no±¢ (0.0.1), tak jak we wcze±niej rozpatrywanych przypadkach.

Rozprawa skªada si¦ z siedmiu rozdziaªów. Opiszemy pokrótce zawarto±¢ ka»dego z nich.

Rozdziaª pierwszy zawiera podstawowe de�nicje obiektów, z którymi b¦dziemy praco-

wa¢ przez caª¡ prac¦. W szczególno±ci podajemy de�nicje dyfuzji uªamkowych, d−zbiorów,

d−miar jak równie» de�nicje i wªasno±ci procesów subordynowanych. Omawiamy subordyna-

tory α−stabilne oraz relatywistyczne α−stabilne i odpowiadaj¡ce im procesy αdw−stabilne

oraz relatywistyczne αdw−stabilne.

W rozdziale drugim rozwa»amy relatywistyczny proces αdw−stabilny na przestrzeniach

metrycznych (F, ρ, µ) b¦d¡cych d−zbiorami. W szczególno±ci w twierdzeniu 2.2.1 poka-

zujemy oszacowanie g¦sto±ci wy»ej wymienonego procesu dla du»ych czasów podczas gdy

w twierdzeniu 2.2.2 pokazujemy oszacowanie g¦sto±ci dla maªych czasów. Okazuje si¦, »e

dla du»ych czasów i du»ych odlegªo±ci, relatywistyczny proces αdw−stabilny zachowuje si¦

podobnie (z dokªadno±ci¡ do staªych) do zwykªego ruchu Browna, a dla maªych czasów jego

zachowanie jest niemal takie samo jak procesu αdw−stabilnego. Rozdziaª ko«czymy twier-

dzeniem 2.3.1, w którym wyznaczamy dziedzin¦ formy Dirichleta relatywistycznego procesu
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αdw− stabilnego, a ponadto podajemy jej posta¢.

W rozdziale trzecim wprowadzamy de�nicj¦ nieograniczonych fraktali zagnie»d»onychK⟨∞⟩

wraz z ich podstawowymi wªasno±ciami. Ponadto opisujemy wªa±ciwo±¢ dobrego etykietowa-

nia (ang. good labeling property - GLP) fraktala, pochodz¡c¡ z [39]. Pokrótce, powiemy »e

dany nieograniczony zagnie»d»ony fraktal posiada GLP, o ile mo»na okre±li¢ ci¡gªe rzuto-

wanie z niego samego na ograniczony jego fragment, b¦d¡cy sympleksem fraktalnym. Na-

st¦pnie wprowadzamy ruch Browna na nieograniczonym fraktalu zagnie»d»onym, jak równie»

de�niujemy odbijany ruch Browna oraz subordynowany ruch Browna na fraktalu ograni-

czonym K⟨M⟩,M ∈ Z+. Na zako«czenie rozdziaªu podajemy szereg u»ytecznych lematów,

z których b¦dziemy korzysta¢ w nast¦pnych rozdziaªach (zwªaszcza w 5,6,7), a które dowodz¡

wªa±ciwo±ci procesów zde�niowanych w tym rozdziale.

Rozdziaª czwarty zawiera twierdzenia dotycz¡ce oszacowa« g¦sto±ci przej±cia dla procesów

zde�niowanych w rozdziale trzecim. Chodzi o procesy stabilne i relatywistyczne na fraktalach

ograniczonych, odbijane przy doj±ciu do brzegu. Twierdzenie 4.1.1 dotyczy oszacowania g¦sto-

±ci przej±cia subordynowanego procesu αdw−stabilnego i pokazuje ono, »e dla maªych czasów,

proces zachowuje si¦ tak samo jak zwykªy proces αdw−stabilny podczas gdy dla du»ych cza-

sów, g¦sto±¢ jest zbli»ona do g¦sto±ci rozkªadu jednostajnego na K⟨M⟩. Z kolei twierdzenie 4.2.1

dotyczy oszacowania g¦sto±ci przej±cia relatywistycznego procesu αdw−stabilnego. Równie»

i to twierdzenie pokazuje, »e dla maªych czasów proces zachowuje si¦ jak zwykªy proces re-

latywistyczny stabilny a dla du»ych czasów jego g¦sto±¢ jest zbli»ona do g¦sto±ci rozkªadu

jednostajnego na K⟨M⟩.

W rozdziaªach pi¡tym, szóstym i siódmym rozwa»amy temat caªkowej g¦sto±ci stanów

(IDS). I tak, w rozdziale pi¡tym, de�niujemy wszystkie niezb¦dne obiekty potrzebne do opisa-

nia IDSu. W szczególno±ci opisujemy losowe operatory Schrödingera, de�niujemy potencjaªy

z którymi b¦dziemy pracowa¢ (kratowy i Poissona), ich periodyzacj¦, jak równie» podajemy

zaªo»enia, przy których w nast¦pnych rozdziaªach udowodnimy istnienie osobliwo±ci Lifschitza

IDSu dla wymienionych potencjaªów. Wprowadzamy oznaczenia dotycz¡ce póªgrup i opera-

torów, przypominamy de�nicj¦ klasy Kato, póªgrup Feynmanna-Kaca i udowadniamy twier-

dzenia mówi¡ce o tym, »e przy naszych zaªo»eniach funkcje pro�lu dla potencjaªu kratowego

i Poissona nale»¡ do odpowiednich klas Kato, co pozawala na ±cisªe, poprawne stosowanie
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tych metod. Rozdziaª pi¡ty ko«czymymy sformuªowaniem twierdzenia o isnieniu IDSu dla

zadanych potencjaªów. Dowody niewiele ró»ni¡ si¦ od tych z [42, 54], wi¦c przedstawiamy je

tylko szkicowo w Dodatku.

Rozdziaª szósty zawiera dowód twierdzenia (twierdzenie 6.0.1) o wyst¦powaniu osobliwo±ci

Lifshitza dla IDSu w przypadku procesów subordynowanych z potencjaªem typu kratowego na

niesko«czonych fraktalach zagnie»d»onych. Na ten dowód skªada si¦ udowodnienie oszacowa«

górnych (twierdzenie 6.1.1) i dolnych (twierdzenie 6.2.1) odpowiedniej transformaty Laplace'a

miary granicznej a nast¦pnie skorzystanie z twierdze« Tauberowskich typu mieszanego.

Podobnie jak rozdziaª szósty, rozdziaª siódmy zawiera dowód twierdzenia (twierdzenie

7.0.1) o wyst¦powaniu osobliwo±ci Lifschitza dla IDSu w przypadku procesów subordyno-

wanych z potencjaªem typu Poissonowskiego na niesko«czonych fraktalach zagnie»d»onych.

Analogicznie, na dowód skªada si¦ udowodnienie oszacowa« górnych i dolnych transformaty

Laplace'a i skorzystanie z twierdze« Tauberowskich, tym razem, prostszych - typu eksponen-

cjalnego. Dla kompletno±ci tezy, w Dodatku zamieszczamy dowody lematów z rozdziaªu 3

(pochodz¡ce z pracy [2]), a tak»e dowody istnienia caªkowej g¦sto±ci stanów.

KONWENCJA DOTYCZ�CA STA�YCH. Staªe oznaczone ci, i = 1, 2, 3 . . . (c pisane maª¡

liter¡ z dolnym indeksem i ∈ Z+) b¦d¡ numerowane kolejno w ka»dej spójnej cz¦±ci do-

wodu/rozumowania. Pozostaªe staªe, raz ustalone, nie b¦d¡ zmienia¢ swojej warto±ci w caªej

pracy. Dla dwóch funkcji zde�niowanych na tej samej dziedzinie f ≍ g oznacza, »e istnieje

staªa C > 0 taka, »e 1
C f(·) ≤ g(·) ≤ Cf(·).
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Oznaczenia:

(F, ρ, µ) − przestrze« metryczna z metryk¡ ρ i miar¡ µ

Z = (Zt)t≥0 − ruch Browna na F

g − g¦sto±¢ przej±cia procesu Z

S = (St)t≥0 − subordynator

ϕ(λ) − wykªadnik Laplace'a subordynatora S

ηt − g¦sto±¢ subordynatora α-stabilnego, α ∈ (0, 1)

ηt,m − g¦sto±¢ subordynatora relatywistycznego α-stabilnego, α ∈ (0, 1)

X = (Xt)t≥0 − subordynowany ruch Browna

p − g¦sto±¢ przej±cia subordynowanego procesu X

pS − g¦sto±¢ przej±cia subordynowanego procesu stabilnego

pR − g¦sto±¢ przej±cia subordynowanego procesu relatywistycznego

N − liczba podobie«stw generuj¡cych fraktal

L − czynnik skaluj¡cy podobie«stw generuj¡cych fraktal

k − liczba istotnych punktów straªych

K⟨0⟩ − fraktal generowany przez zadan¡ rodzin¦ podobie«stw

K⟨M⟩ = LMK⟨0⟩,M ∈ Z+ − fraktal rozmiaru LM

K⟨∞⟩ =

∞∑
M=0

LMK⟨0⟩ − zagnie»d»ony fraktal nieograniczony

∆M ,M ∈ Z,M ≥ 0 − dowolny M−sympleks

V ⟨M⟩
m ,m ≤M − zbiór wierzchoªków wszystkich m−sympleksów w K⟨M⟩

k
⟨M⟩
0 = #V

⟨M⟩
0 − liczba wierzchoªków wszystkich 0−sympleksów w K⟨M⟩

V ⟨∞⟩
m − zbiór wierzchoªków wszystkich m−sympleksów w K⟨∞⟩

∆M (x), x ∈ K⟨∞⟩\V ⟨∞⟩
M − unikalny M−sympleks zawieraj¡cy x

∆M,i, 1 ≤ i ≤ N − zbiór wszystkich M−sympleksów w K⟨M+1⟩

dM ,M ∈ Z,M ≥ 0 − metryka grafowa rz¦du M
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d − wymiar Hausdor�a przestrzeni F lub fraktala K⟨0⟩

dw − wymiar bª¡dzenia przestrzeni F lub fraktala K⟨0⟩

dJ − wspóªczynnik chemiczny przestrzeni F lub fraktala K⟨0⟩

πM − rzutowanie z K⟨∞⟩ na K⟨M⟩

π∆M
− rzutowanie z K⟨∞⟩ na ∆M

ZM
t − odbijany ruch Browna na K⟨M⟩

gM − g¦sto±¢ odbijanego ruchu Browna ZM
t

XM
t − subordynowany odbijany ruch Browna na K⟨M⟩

pM − g¦sto±¢ subordynowanego odbijanego ruchu Browna XM
t

pMS − g¦sto±¢ αdw−stabilnego odbijanego ruchu Browna na K⟨M⟩

pMR − g¦sto±¢ relatywistycznego αdw−stabilnego odbijanego

ruchu Browna na K⟨M⟩

W (x, y) − funkcja pro�lu

V ω(x) − potencjaª o pro�lu W

V ω
M (x) − speriodyzowany potencjaª o pro�lu W

Λ − caªkowa g¦sto±¢ stanów

L(t) − transformata Laplace'a caªkowej g¦sto±ci stanów
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Rozdziaª 1

Dyfuzje uªamkowe i procesy

podporz¡dkowane

W tym rozdziale przedstawimy wst¦pne poj¦cia dotycz¡ce przestrzeni oraz procesów, któ-

rymi b¦dziemy si¦ zajmowa¢. W pó¹niejszych rozdziaªach b¦dziemy uszczegóªawia¢ te poj¦cia

w miar¦ potrzeb.

1.1. d-zbiór i d-miara

Za [5, 36] niech (F, ρ) b¦dzie zupeªn¡, lokalnie zwart¡ przestrzeni¡ metryczn¡ oraz niech

µ b¦dzie miar¡ Borelowsk¡ na on F .

De�nicja 1.1.1 Przyjmijmy d > 0. Dodatni¡ miar¦ Borelowsk¡ µ na F nazwiemy d-miar¡,

je±li istniej¡ staªe Cµ.1, Cµ.2 > 0 takie »e:

Cµ.1r
d ≤ µ(B(x, r)) ≤ Cµ.2r

d ∀x ∈ F, r ∈ (0,diamF ),

gdzie B(x, r) = {y ∈ F : ρ(x, y) < r} oznacza otwart¡ kul¦ w F w metryce ρ, o ±rodku x

i promieniu r.

De�nicja 1.1.2 Zbiór F z metryk¡ ρ nazwiemy d-zbiorem, je±li istnieje d-miara na (F, ρ),

której no±nikiem jest F .

Pokrótce opisuj¡c, mamy do czynienia z d−miar¡, je±li miara dowolnej kuli jest rz¦du jej

promienia podniesionego do pot¦gi d. Miara Lebesgue'a w Rd z metryk¡ Euklidesow¡ jest

d-miar¡. Ponadto wszystkie d−miary na ustalonym zbiorze F s¡ równowa»ne i wymiar Haus-

dor�a dowolnego d−zbioru wynosi d. Przykªadem d−zbiorów s¡ fraktale zagnie»d»one opisane

w rozdziale 3. Wi¦cej informacji o d−zbiorach i d−miarach Czytelnik znajdzie w [36].

15



1.2. Dyfuzje uªamkowe

Zakªadamy, »e dany jest d-zbiór F wraz z odpowiadaj¡c¡ mu d-miar¡ µ. Wprowad¹my

teraz de�nicj¦ dotycz¡c¡ procesu dyfuzji na d−zbiorach.

De�nicja 1.2.1 Proces Markowa na F (Zt,Px)x∈F,t≥0 nazwiemy dyfuzj¡ uªamkow¡ (ang.

fractional di�usion) je±li:

1. Z jest Fellerowskim procesem dyfuzji z przestrzeni¡ stanów F,

2. Z ma symetryczn¡, ci¡gª¡ g¦sto±¢ przej±cia g(·, ·, ·) wzgl¦dem d-miary µ, tak¡ »e:

Cg.1t
−d/dwe

−Cg.2

(
ρ(x,y)

t
1

dw

) dw
dJ−1

≤ g(t, x, y) ≤ Cg.3t
−d/dwe

−Cg.4

(
ρ(x,y)

t
1

dw

) dw
dJ−1

, (1.2.1)

t ∈ (0, (diamF )dw), x, y ∈ F, dla pewnych staªych Cg.1, ..., Cg.4 > 0 oraz dw, dJ > 1.

Staªa dw jest nazywana wymiarem bª¡dzenia (ang. the walk dimension) zbioru F i zale»y

tylko od geometrii F (zob. [59]), t.j. dla dowolnego d-zbioru F wszystkie uªamkowe dyfu-

zje na F maj¡ tak¡ sam¡ warto±¢ parametru dw (dowód w [59] dla przypadku podzbiorów

Rd, analogiczny dla bardziej ogólnych przestrzeni metrycznych, zob. [29]). W szczególno-

±ci dla F = Rd mamy dw = 2, a je±li F jest trójk¡tem Sierpi«skiego, to wtedy dw = ln 5
ln 2 .

Z kolei, parametr dJ > 1 to tzw. wymiar chemiczny (ang. chemical exponent) zbioru F .

Zazwyczaj dw ̸= dJ , ale czasami (np. trójk¡t Sierpi«skiego) zachodzi dw = dJ , zob. [45,

Twierdzenia 5.2, 5.5]. Dla przestrzeni Euklidesowej Rd mamy dJ = dw = 2.

Oczywi±cie klasyczny ruch Browna na Rd jest równie» dyfuzj¡ uªamkow¡, tak samo jak

ruch Browna na fraktalach opisany w sekcji 3.3.1, który speªnia powy»sz¡ de�nicj¦. Jako

kolejny przykªad mo»na poda¢ ruch Browna na torusie. Zako«czymy rozdziaª przypominaj¡c

de�nicj¦ póªgrupy dla procesu (Zt).

De�nicja 1.2.2 Niech dany b¦dzie proces dyfuzji (Zt,Px)x∈F,t≥0 na F z g¦sto±ci¡ przej±cia

g(·, ·, ·). Niech (Pt)t≥0 oznacza póªgrup¦ operatorów na L2(F, µ) zwi¡zan¡ z g(t, x, y) zadan¡

przez

L2(F, µ) ∋ f 7→ Ptf(x) =

∫
F
g(t, x, y)f(y)dµ(y).

Jest to mocno ci¡gªa póªgrupa operatorów symetrycznych na L2(F, µ), której generator b¦-

dziemy oznacza¢ przez L.
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1.3. Subordynacja i procesy podporz¡dkowane

1.3.1. Subordynatory

Subordynator S = (St,P)t≥0 to rosn¡cy jednowymiarowy proces Lévy'ego na [0,∞) taki,

»e S0 = 0 (wi¦cej w [10]). Niech ηt(ds) oznacza rozkªad St, wtedy transormat¦ Laplace'a

miary ηt mo»na zapisa¢ jako:∫ ∞

0
e−λsηt(ds) = e−tϕ(λ), λ > 0. (1.3.1)

Funkcj¦ ϕ : (0,∞) → R nazywamy wykªadnikiem Laplace'a procesu S. Jest on postaci

(wzór Lévy'ego-Chinczyna):

ϕ(λ) = aλ+

∫ ∞

0
(1− e−λx)ν(dx) (1.3.2)

gdzie a ∈ R jest tzw. wspóªczynnikiem dryfu (drift coe�cient) procesu S, a ν jest miar¡

Lévy'ego procesu S, tzn. ν jest miar¡ borelowsk¡, nieujemn¡, σ−sko«czon¡ na (0,∞), która

speªnia nast¦puj¡cy warunek: ∫ ∞

0
(1 ∧ x)ν(dx) <∞. (1.3.3)

W caªej naszej pracy b¦dziemy zakªadali, »e wykªadnik Laplace'a subordynatora speªnia za-

ªo»enie

(B) a) istniej¡ α ∈ (0, 1), i Cϕ.1, Cϕ.2, λ0 > 0 takie, »e

Cϕ.1λ
α ≤ ϕ(λ) ≤ Cϕ.2λ

α, λ ∈ (0, λ0], (1.3.4)

b) zachodzi

lim
λ→∞

ϕ(λ)

lnλ
= ∞. (1.3.5)

W [41, Lemat 2.1] zostaªo udowodnione, »e dla dowolnego γ, t0 > 0 istnieje staªa C(t0, γ)

taka, »e przy zaªo»eniu (B) zachodzi∫ ∞

0
u−γηt(du) ≤ C(t0, γ)t

− γ
α , t ≥ t0. (1.3.6)
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W szczególno±ci, mamy, »e dla ka»dego t0 > 0,

sup
t≥t0

∫ ∞

0
u−γηt(du) <∞.

Z drugiej strony, z (1.3.4) wynika (zob. [40, Lemat 2.2]) »e∫ ∞

1
ηt(u,∞)

du

u
<∞, t > 0. (1.3.7)

Jest to równowa»ne warunkowi:

dla ka»dego a > 1 i t > 0 mamy
∞∑

M=1

ηt
(
aM ,∞

)
<∞. (1.3.8)

Przykªad 1.3.1 (Subordynatory speªniaj¡ce warunek (B).) (1) Zwykªy dryf:

ϕ(λ) = bλ, b > 0.

(2) Subordynatory α-stabilne: ϕ(λ) = λα, α ∈ (0, 1).

(3) Subordynator relatywistyczny α-stabilny: ϕ(λ) = (λ +mα)α −m, α ∈ (0, 1), m > 0.

Mamy ϕ(λ) ≈ λ dla λ→ 0+, oraz ϕ(λ) ≈ λα dla λ→ ∞.

(4) Miks stabilnych subordynatorów: ϕ(λ) =
∑n

i=1 λ
αi , αi ∈ (0, 1), n ∈ Z+.

(5) α-stabilny subordynator z dryfem: ϕ(λ) = bλ+λα, α ∈ (0, 1), b > 0. W tym przypadku

mamy, ϕ(λ) ≈ λ dla λ→ 0+, oraz ϕ(λ) ≈ λα dla λ→ ∞.

(6) Subordynator typu mieszanego: ϕ(λ) = λα[ln(1 + λ)]β, α ∈ (0, 1), β ∈ (−α, 0) lub

β ∈ (0, 1− α), wtedy (1.3.4) oraz (1.3.5) s¡ speªnione.

Wi¦cej przykªadów subordynatorów oraz ich wªa±ciwo±ci mo»na znale¹¢ w [9, 10, 63].

De�niujemy now¡ póªgrup¦ operatorów:

T ϕ
t u :=

∫ ∞

0
Psu ηt(ds),

która jest mocno ci¡gª¡ póªgrup¡ na Lp(F, µ), p > 1. Powy»sze caªkowanie jest rozumiane

w sensie Bochnera i jest dobrze okre±lone przy naszych zaªo»eniach. Póªgrupa ta, nazywana

subordynowan¡ do (Pt), jej generator na L2(F, µ) b¦dzie oznaczany przez(Lϕ,D(Lϕ)). Je»eli

jest jasne, z jakim subordynatorem mamy do czynienia, b¦dziemy pisa¢ T ϕ
t = Tt. Zwracamy

uwage, »e mamy Lϕ = ϕ(−L).
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Je»eli Pt jest póªgrup¡ w L2(F, µ) procesu Markowa Z na F, z g¦sto±ciami przej±cia

g(t, x, y), t > 0, x, y ∈ F, wtedy T ϕ
t jest równie» póªgrup¡ pewnego procesu Markowa X

na F , nazywanego procesem subordynowanym do Z przez subordynator S. Jego prawdopodo-

bie«stwa przej±cia s¡ zadane przez

p(t, x,B) =

∫ ∞

0

∫
B
g(u, x, y)µ(dy)ηt(du), B ∈ B(F )

W naszej pracy dwa rodzaje subordynatorów b¦d¡ szczególnie istotne.

1.3.2. Subordynatory α−stabilne (skokowe)

De�nicja 1.3.1 Niech α ∈ (0, 1). Powiemy, »e subordynator S jest α-stabilny, je±li jego

wykªadnik Laplace'a jest postaci:

ϕ(λ) = λα, λ > 0. (1.3.9)

Caªkowanie przez cz¦±ci daje:

λα =
α

Γ(1− α)

∫ ∞

0
(1− e−λx)x−1−αdx.

Dla tego subordynatora miara Lévy'ego jest równa

ν(dx) = α/Γ(1− α)x−1−αdx,

i z warunku (1.3.3) wynika ograniczenie, »e α ∈ (0, 1). W tym przypadku, dla dowolnego

t > 0 miara ηt jest bezwgl¦dnie ci¡gªa wzgl¦dem miary Lebesgue'a. B¦dziemy u»ywa¢ tej

samej litery dla okre±lenia zarówno tej miary jak i jej g¦sto±ci, ηt(ds) = ηt(s)ds.

W poni»szym lemacie podamy najwa»niejsze wªasno±ci ηt.

Lemat 1.3.1 Niech ηt b¦dzie g¦sto±ci¡ subordynatora α−stabilnego, α ∈ (0, 1). Wtedy zacho-

dz¡ nast¦puj¡ce zale»no±ci.

(i) [skalowanie] dla dowolnych t, s > 0

ηt(s) = t−
1
α η1(t

− 1
α s). (1.3.10)

Istniej¡ staªe, A1, A2, a0, a1, a2, a3, u0 > 0, zale»ne tylko od α, takie, »e:
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(ii) [asymptotyczne zachowanie w 0+ (zob. [31, dowód Lematu 1])] poni»sza granica istnieje

oraz

lim
s→0+

η1(s)s
a1ea2s

− α
1−α

= A1. (1.3.11)

(iii) [asymptotyczne zachowanie w ∞ (zob. [13, p. 97])]

lim
s→∞

η1(s)s
1+α = A2. (1.3.12)

(iv) [oszacowanie górne(zob. [14, wzór 9])]

ηt(s) ≤ a0ts
−1−α s, t > 0. (1.3.13)

(v) [dokªadniejsze oszacowanie górne(zob. [14, wzór 14])]

ηt(s) ≤ a0ts
−1−αe−ts−α

s, t > 0. (1.3.14)

(vi) [oszacowanie dolne(zob. [14, wzór 10])]

ηt(u) ⩾ a3tu
−1−α dla t > 0, u > u0t

1/α. (1.3.15)

1.3.3. Subordynatory relatywistyczne α−stabilne

Zaczniemy od poni»szej de�nicji.

De�nicja 1.3.2 Niech α ∈ (0, 1) i m > 0. Subordynator S nazwiemy relatywistycznym

α−stabilnym z mas¡ m je±li jego wykªadnik Laplace'a jest postaci:

ϕ(λ) = (λ+m1/α)α −m, λ > 0. (1.3.16)

Znów, caªkowanie przez cz¦±ci daje:

(λ+m1/α)α −m =
α

Γ(1− α)

∫ ∞

0
(1− e−λx)e−m1/αxx−1−αdx,

i w tym przypadku miar¡ Lévy'ego b¦dzie

ν(dx) = α/Γ(1− α)e−m1/αxx−1−αdx.

Oznaczaj¡ c przez ηt,m(·) g¦sto±¢ subordynatora relatywistycznego α-stabilnego, otrzymujemy

(zob [61, p. 3]):

ηt,m(s) := e−m1/αs+mtηt(s), m > 0, s, t > 0. (1.3.17)
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W istocie, u»ywaj¡c (1.3.9) po przeliczeniu mamy, »e transformata Laplace'a ηt,m jest postaci

zadanej w (1.3.16):∫ ∞

0
e−λsηt,m(s)ds = emt

∫ ∞

0
e−(λ+m1/α)sηt(s)ds = e−t[(λ+m1/α)α−m].

1.3.4. Procesy podporz¡dkowane na d−zbiorze

Zaªó»my, »e (Zt,Px)x∈F,t≥0 jest fraktaln¡ dyfuzj¡ uªamkow¡ na (F, ρ, µ) i niech S b¦dzie

subordynatorem niezale»nym od Z. De�niujemy nowy proces X = (Xt)t≥0 jako:

Xt := ZSt , t ≥ 0. (1.3.18)

Proces X nazywamy podporz¡dkowanym (subordynowanym) ruchem Browna na F (via sub-

ordynator S). Proces X jest procesem Markowa, z trajektoriami càdlàg i g¦sto±ci¡ przej±cia

dan¡ przez wyra»enie:

p(t, x, y) =

∫ ∞

0
g(s, x, y)ηt(ds). (1.3.19)

Je»eli S = (St,P)t≥0 jest subordynatorem α−stabilnym, α ∈ (0, 1), to Xt zadane przez

(1.3.18) nazwiemy procesem β−stabilnym, gdzie β = αdw ∈ (0, dw). G¦sto±¢ przej±cia tego

procesu b¦dziemy oznacza¢ przez pS(·, ·, ·).

Je»eli natomiast S = (St,P)t≥0 jest relatywistycznym subordynatorem α−stabilnym, to

uzyskany proces nazwiemy relatywistycznym procesem β−stabilnym (z parametrem β = αdw).

Z (1.3.17) dostajemy, »e jego g¦sto±¢ przej±cia jest dana wzorem:

pR(t, x, y) = emt

∫ ∞

0
g(s, x, y)e−m1/αsηt(s)ds (1.3.20)

gdzie ηt(·) jest g¦sto±ci¡ zwykªego subordynatora α− stabilnego.
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Rozdziaª 2

Oszacowania g¦sto±ci przej±cia dla

procesu relatywistycznego na

d-zbiorach

W rozdziale tym b¦dziemy pracowa¢ na przestrzeni metrycznej z miar¡ (F, ρ, µ), jak

w rozdziale 1.1. Rozdziaª oparty jest na pracy [4].

2.1. Znane oszacowania dla procesu stabilnego na d-zbiorach

Zanim przejdziemy do oszacowa« dla procesu relatywistycznego, przytoczymy znane osza-

cowania dla procesów stabilnych. B¦dziemy ich u»ywa¢ dalej w tym rozdziale.

Wªa±ciwo±ci procesu αdw-stabilnych na d-zbiorach byªy badane m.in. w pracach [14, 65].

W szczególno±ci Autorzy uzyskali oszacowanie g¦sto±ci przej±cia ww. procesu, a mianowicie,

je±li na d−zbiorze F mamy zadan¡ uªamkow¡ dyfuzj¦, (Zt,Px)x∈F,t≥0, dla której dw = dJ , a

(Xt)t≥0 jest procesem subordynowanym przez subordynator α− stabilny, α ∈ (0, 1), to jego

g¦sto±¢ przej±cia speªnia warunek:

CS.1t
−d
αdw

( t
1

αdw

|x− y|

)d+αdw

∧ 1

 ≤ pS(t, x, y) ≤ CS.2t
−d
αdw

( t
1

αdw

|x− y|

)d+αdw

∧ 1

 , x, y ∈ F, t > 0,

(2.1.1)

dla pewnych staªych CS.1, CS.2 > 0. Zwracamy uwag¦, »e jest to proces αdw− stabilny na F

zgodnie z oznaczeniami Rozdziaªu 1.3.4.

W przypadku dw ̸= dJ powy»szy wzór pozostaje taki sam, a zmiany w dowodzie s¡

kosmetyczne (inne staªe).
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Analogiczny rezultat zostaª uzyskany równie» w [18], jednak»e konstrukcja procesu w tamtej

pracy jest inna. Autorzy wychodz¡ od zadania miary tzw. "intensywno±ci skoków" procesu,

nast¦pnie na podstawie tej miary identy�kuj¡ form¦ Dirichleta procesu, a w ko«cu wykazuj¡

istnienie g¦sto±ci przej±cia i uzyskuj¡ oszacowanie analogiczne do (2.1.1). Wi¦cej na temat

tego sposobu rozumowania w [18, 19]

2.2. Oszacowanie dla g¦sto±ci przej±cia relatywistycznego pro-

cesu αdw−stabilnego

Udowodnimy w nim twierdzenia dotycz¡ce oszacowania funkcji g¦sto±ci przej±cia relaty-

wistycznego procesu αdw−stabilnego na przestrzeni metrycznej (F, µ, ρ). Udowodnimy to

osobno dla przypadku, kiedy t ≥ 1 oraz t < 1. Zaczniemy od sytuacji gdy t ≥ 1. Uzyskane

oszacowania s¡ analogiczne do tych w Rd z [18], z odpowiednio dostosowanymi parametrami.

Twierdzenie 2.2.1 Niech (Xt) b¦dzie relatywistycznym procesem αdw-stabilnym na F, z funk-

cj¡ g¦sto±ci przej±cia p(·, ·, ·) zadan¡ przez (1.3.20). Niech t ≥ 1. Wtedy istniej¡ staªe

CR.i = CR.i(α) > 0, i = 1, ..., 4 takie, »e dla x, y ∈ F

CR.1t
− d

dw e
−CR.2 min

(
ρ(x,y)

dw
dJ ,

(
ρ(x,y)

t1/dw

) dw
dJ−1

)
≤ pR(t, x, y) ≤ CR.3t

− d
dw e

−CR.4 min

(
ρ(x,y)

dw
dJ ,

(
ρ(x,y)

t1/dw

) dw
dJ−1

)
.

(2.2.1)

Dowód.

Przypomnijmy, »e g(t, x, y) speªnia (1.2.1).

I. Oszacowanie dolne. Najpierw poka»emy, »e istniej¡ staªe CR.1(α), CR.2(α) > 0 takie,

»e dla dowolnych x, y ∈ F

pR(t, x, y) ≥ CR.1t
− d

dw e
−CR.2 min

(
ρ(x,y)

dw
dJ ,

(
ρ(x,y)

t1/dw

) dw
dJ−1

)
. (2.2.2)

Skoro

pR(t, x, y) = emt

∫ ∞

0
g(s, x, y)e−m1/αsηt(s)ds,

to u»ywaj¡c subgaussowskiego oszacowania na g, (1.2.1), i skalowania ηt, (1.3.10), dostajemy

pR(t, x, y) ≥ Cg.1e
mt

∫ ∞

0
s−d/dwe−Cg.2s

−1
dJ−1 ρ(x,y)

dw
dJ−1

e−m1/αst−
1
α η1(t

− 1
α s)ds.
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Podstawienie s = t
1
αu prowadzi do:

pR(t, x, y) ≥ Cg.1e
mt

∫ ∞

0
(t

1
αu)−d/dwe−Cg.2(t

1
α u)

−1
dJ−1 ρ(x,y)

dw
dJ−1

e−m1/αt
1
α uη1(u)du. (2.2.3)

Nast¦pnie, z (1.3.11) wynika istnienie δ(α) > 0 i c1 > 0 takich, »e dla dowolnego s ≤ δ(α)

zachodzi:

η1(s) ≥ c1s
−a1e−a2s

− α
1−α

. (2.2.4)

Zauwa»my równie», »e z (1.3.12) wynika istnienie staªych u0(α) > 0 i c2 > 0 takich, »e dla

dowolnego s ≥ u0(α) zachodzi:

η1(s) ≥ c2s
−1−α. (2.2.5)

Przypadek 1. Zaªó»my, »e ρ(x, y)
dw
dJ ≥ t, wtedy

min

(
ρ(x, y)

dw
dJ ,

(
ρ(x, y)

t1/dw

) dw
dJ−1

)
= ρ(x, y)

dw
dJ .

• Je±li t−
1
α ρ(x, y)

dw
dJ ≤ δ(α), to wtedy zaw¦»amy przedziaª caªkowania w (2.2.3) do przedziaªu

(12 t
− 1

α ρ(x, y)
dw
dJ , t−

1
α ρ(x, y)

dw
dJ ) i otrzymujemy:

pR(t, x, y) ≥ Cg.1e
mt

∫ t−
1
α ρ(x,y)

dw
dJ

1
2
t−

1
α ρ(x,y)

dw
dJ

(t
1
αu)−d/dwe−Cg.2(t

1
α u)

−1
dJ−1 ρ(x,y)

dw
dJ−1

e−m
1
α t

1
α uη1(u)du

≥ c3e
mtρ(x, y)

dw
dJ

(−d/dw)
e−c4ρ(x,y)

dw
dJ

∫ t−
1
α ρ(x,y)

dw
dJ

1
2
t−

1
α ρ(x,y)

dw
dJ

η1(u)du,

gdzie c3, c4−pewne staªe. Jako »e funkcje f1(s) = s−d/dw , f2(s) = e−m1/αt1/αs s¡ malej¡ce,

z kolei funkcja f3(s) = e−Cg.2s
−1

dJ−1 ρ(x,y)
dw

dJ−1
, s ∈ (0,∞) jest rosn¡ca. Korzystaj¡c z (2.2.4)

oraz zmieniaj¡c kolejno±¢ caªkowania dostajemy:

pR(t, x, y) ≥ c5e
mtρ(x, y)

dw
dJ

(−d/dw)
e−c4ρ(x,y)

dw
dJ (t−

1
α ρ(x, y)

dw
dJ )−a1+1e−a2t

1
1−α ρ(x,y)

dw
dJ

(− α
1−α )

dla pewnej staªej c5 > 0. Zwró¢my uwag¦, »e dla ρ(x, y)
dw
dJ ≥ t mamy

e−a2t
1

1−α ρ(x,y)
dw
dJ

(− α
1−α )

≥ e−a2ρ(x,y)
dw
dJ

( 1
1−α )

ρ(x,y)
dw
dJ

(− α
1−α )

= e−a2ρ(x,y)
dw
dJ ,
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a zatem

pR(t, x, y) ≥ c6t
−d/dw

(
td/dw+a1/α−1/αemt

)(
ρ(x, y)

dw
dJ

(−d/dw−a1+1)
e−a2ρ(x,y)

dw
dJ

)
.

�atwo pokaza¢, »e istniej¡ staªe c7, c8 > 0 niezale»ne od x, y, t (pami¦tajmy, »e

ρ(x, y)
dw
dJ ≥ t ≥ 1) takie »e

td/dw+a1(α)/α−1/αemt ≥ c7 i ρ(x, y)
dw
dJ

(−d/dw−a1(α)+1)
e−a2ρ(x,y)

dw
dJ ≥ c8e

−2a2ρ(x,y)
dw
dJ .

Tak si¦ dzieje, poniewa» dla p ∈ R, µ ∈ R+ mamy

inf
ξ≥1

ξpeµξ = c(p, µ) > 0. (2.2.6)

A zatem pokazali±my, »e istnieje c9 > 0, dla którego

pR(t, x, y) ≥ c8t
−d/dwe−c9ρ(x,y)

dw
dJ dla ρ(x, y)

dw
dJ ≥ t ≥ 1. (2.2.7)

• Z drugiej strony, je±li t−
1
α ρ(x, y)

dw
dJ > δ(α), wtedy równie» u0(α)

δ(α) t
− 1

α ρ(x, y)
dw
dJ > u0(α).

Teraz zaw¦»amy przedziaª caªkowania w (2.2.3) do przedziaªu(
u0(α)

δ(α)
t−

1
α ρ(x, y)

dw
dJ , 2

u0(α)

δ(α)
t−

1
α ρ(x, y)

dw
dJ

)
.

Podobnie jak poprzednio, daje to:

pR(t, x, y) ≥ Cg.1e
mt

∫ 2u0(α)
δ(α)

t−
1
α ρ(x,y)

dw
dJ

u0(α)
δ(α)

t−
1
α ρ(x,y)

dw
dJ

(t
1
αu)−d/dwe−Cg.2(t

1
α u)

−1
dJ−1 ρ(x,y)

dw
dJ−1

e−m1/αt
1
α uη1(u)du

≥ c10e
mtρ(x, y)

dw
dJ

(−d/dw)
e−c11ρ(x,y)

dw
dJ

∫ 2u0(α)
δ(α)

t−
1
α ρ(x,y)

dw
dJ

u0(α)
δ(α)

t−
1
α ρ(x,y)

dw
dJ

η1(u)du.

Z (2.2.5) wynika, »e

pR(t, x, y) ≥ c10e
mtρ(x, y)

dw
dJ

(−d/dw)
e−c11ρ(x,y)

dw
dJ (t−

1
α ρ(x, y)

dw
dJ )−α

= c10t
−d/dw

(
td/dw+1emt

)(
ρ(x, y)

dw
dJ

(−d/dw−α)
e−c11ρ(x,y)

dw
dJ

)
.

Bior¡c pod uwag¦ (2.2.6) dostajemy

pR(t, x, y) ≥ c10t
−d/dwe−c12ρ(x,y)

dw
dJ , (2.2.8)

czyli potrzebne oszacowanie.
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Przypadek 2. Zaªó»my, »e ρ(x, y)
dw
dJ < t, wtedy

min

(
ρ(x, y)

dw
dJ ,

(
ρ(x, y)

t1/dw

) dw
dJ−1

)
=

(
ρ(x, y)

t1/dw

) dw
dJ−1

.

�eby otrzyma¢ oszacowanie (2.2.2) wystarczy pokaza¢, »e istniej¡ staªe L1 = L1(α,m) > 0,

L2 = L2(α,m) > 0, L1 < L2 takie, »e∫ L2t

L1t
e−m1/αsηt(s)ds ≥ c1e

−mt, dla pewnego c1 = c1(m,α) > 0. (2.2.9)

Istotnie, w takiej sytuacji mieliby±my

pR(t, x, y) ≥ Cg.1e
mt

∫ L2t

L1t
s−d/dwe−Cg.2s

−1
dJ−1 ρ(x,y)

dw
dJ−1

e−m1/αsηt(s)ds

≥ c2e
mtt−d/dwe−c3t

−1
dJ−1 ρ(x,y)

dw
dJ−1

∫ L2t

L1t
e−m1/αsηt(s)ds

≥ c2t
−d/dwe−c4t

−1
dJ−1 ρ(x,y)

dw
dJ−1

.

Teraz poka»emy, jak znale¹¢ staªe L1 i L2. W tym celu b¦dziemy wielokrotnie korzysta¢

z tego, »e dla procesu α−stabilnego zachodzi ϕ(λ) = λα. Dla dowolnych 0 < L1 < L2 < ∞

mo»emy napisa¢

e−mt =

∫ ∞

0
e−m1/αsηt(s)ds

=

∫ L1t

0
e−m1/αsηt(s)ds+

∫ L2t

L1t
e−m1/αsηt(s)ds+

∫ ∞

L2t
e−m1/αsηt(s)ds. (2.2.10)

Zwró¢my uwag¦, »e∫ L1t

0
e−m1/αsηt(s)ds =

∫ L1t

0
ese−(m1/α+1)sηt(s)ds ≤ eL1te−t(m1/α+1)α .

Niech δ0(α) > 0 b¦dzie zde�niowane za pomoc¡ (m1/α + 1)α = m+ δ0(α). Ustalmy

L1 :=
1

2
δ0(α).

Zatem ∫ L1t

0
e−m1/αsηt(s)ds ≤ e−t(m+ 1

2
δ0(α)). (2.2.11)

Widzimy równie», »e dla dowolnych L2 > L1 zachodzi∫ ∞

L2t
e−m1/αsηt(s)ds ≤ e−m1/αL2t

∫ ∞

L2t
ηt(s)ds ≤ e−m1/αL2t. (2.2.12)
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Wstawiaj¡c (2.2.11) i (2.2.12) do (2.2.10) dostajemy:∫ L2t

L1t
e−m1/αsηt(s)ds ≥ e−mt − e−t(m+ 1

2
δ0(α)) − e−m1/αL2t

= e−mt(1− e−
1
2
δ0(α))t − e(m−m1/αL2)t).

Dla dowolnego L2 > m1−1/α funkcja t 7→ (1−e−
1
2
δ0(α))t−e(m−m1/αL2)t) jest rosn¡ca dla t ≥ 1,

st¡d te» ∫ L2t

L1t
e−m1/αsηt(s)ds ≥ e−mt(1− e−

1
2
δ0(α) − em−m1/αL2)

i »eby dosta¢ (2.2.9), wystarczy znale¹¢ takie L2 > max(L1,m
1−1/α) dla którego

1− e−
1
2
δ0(α) − em−m1/αL2 > 0.

Jest to równowa»ne warunkowi L2 >
m−ln(1−e−

1
2 δ0(α))

m1/α a zatem ostatecznie wybieramy

L2 := max(L1,m
1−1/α,

m− ln(1− e−
1
2
δ0(α))

m1/α
) + 1.

Oszacowanie (2.2.2) wynika z (2.2.7) oraz (2.2.8).

II. Oszacowanie górne.

Udowodnimy teraz, »e istniej¡ staªe CR.3 = CR.3(α,m), CR.4 = CR.4(α,m) > 0 takie, »e dla

dowolnych x, y ∈ F, t > 1 zachodzi

pR(t, x, y) ≤ CR.3t
− d

dw e
−CR.4 min

(
ρ(x,y)

dw
dJ ,

(
ρ(x,y)

t1/dw

) dw
dJ−1

)
. (2.2.13)

U»ywaj¡c (1.2.1) mo»emy zapisa¢, »e

pR(t, x, y) ≤ emt

∫ ∞

0
Cg.3s

−d/dwe−Cg.4s
−1

dJ−1 ρ(x,y)
dw

dJ−1
e−m1/αsηt(s)ds. (2.2.14)

Przypadek ρ(x, y)
dw
dJ ≥ t. Oznaczmy funkcj¦ podcaªkow¡ w (2.2.14) przez h(s) i rozwa»my

funkcj¦

f(s) = s−d/dwe−Cg.4s
−1

dJ−1 ρ(x,y)
dw

dJ−1
, s ∈ (0,∞),

tak, »eby h(s) = Cg.3f(s)e
−m1/αsηt(s). Mamy:

lim
s→0+

f(s) = lim
s→∞

f(s) = 0.
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Badaj¡c jej pochodn¡ mo»emy zauwa»y¢, »e funkcja f(s) jest rosn¡ca dla s ∈ (0, c1ρ(x, y)
dw),

i malej¡ca dla s ∈ (c1ρ(x, y)
dw ,∞), dla pewnej staªej c1 > 0. Ustalmy

c2 = max(2c1,m
1−1/α + 1).

Dzielimy caªk¦ (2.2.14) w nast¦puj¡cy sposób:

pR(t, x, y) ≤ emt

∫ c1ρ(x,y)
dw
dJ

0
h(s)ds+

∫ c2ρ(x,y)
dw
dJ

c1ρ(x,y)
dw
dJ

h(s)ds+

∫ ∞

c2ρ(x,y)
dw
dJ

h(s)ds

 .

Bior¡c pod uwag¦ monotoniczno±¢ funkcji s 7→ f(s), s 7→ s−d/dw , s 7→ e−Cg.4s
−1

dJ−1 ρ(x,y)
dw

dJ−1
,

pami¦taj¡c o (1.3.1) i korzystaj¡c z warunku ρ(x, y)
dw
dJ ≥ t, dostajemy:

∫ c1ρ(x,y)
dw
dJ

0
h(s)ds ≤ c3ρ(x, y)

dw
dJ

(−d/dw)
e−c4ρ(x,y)

dw
dJ

∫ c1ρ(x,y)
dw
dJ

0
e−m1/αsηt(s)ds

≤ c5t
−d/dwe−mte−c4ρ(x,y)

dw
dJ ;

∫ c2ρ(x,y)
dw
dJ

c1ρ(x,y)
dw
dJ

h(s)ds ≤ c3ρ(x, y)
dw
dJ

(−d/dw)
e−c6ρ(x,y)

dw
dJ

∫ c2ρ(x,y)
dw
dJ

c1ρ(x,y)
dw
dJ

e−m1/αsηt(s)ds

≤ c7t
−d/dwe−mte−c8ρ(x,y)

dw
dJ .

Ostatni¡ caªk¦ oszacujemy w ten sposób, pami¦taj¡c, »e
∫∞
0 ηt(s)ds = 1:∫ ∞

c2ρ(x,y)
dw
dJ

Cg.3s
−d/dwe−Cg.4s

−1
dJ−1 ρ(x,y)

dw
dJ−1

e−m1/αsηt(s)ds

≤ c9ρ(x, y)
dw
dJ

(−d/dw)
∫ ∞

c2ρ(x,y)
dw
dJ

e−m1/αsηt(s)ds

≤ c9t
−d/dwe−m1/α(m1−1/α+1)ρ(x,y)

dw
dJ

∫ ∞

c2ρ(x,y)
dw
dJ

ηt(s)ds

≤ c9t
−d/dwe−mρ(x,y)

dw
dJ e−m1/αρ(x,y)

dw
dJ

≤ c9t
−d/dwe−mte−m1/αρ(x,y)

dw
dJ

czyli otrzymujemy, »e dla ρ(x, y)
dw
dJ ≥ t oszacowanie (2.2.13) zachodzi.

Przypadek ρ(x, y)
dw
dJ < t. Na pocz¡tek zde�niujemy kolejne staªe:

k1 = (2m)−1/α
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k3 = 1/2 · α ·m1−1/α

k2 = min(1/2k3, k1)

k4 = 2max(k3,m
1−1/α).

dzi¦ki temu k2 ≤ k1, k2 ≤ k3t ≤ k4t. U»ywaj¡c funkcji h(s) zde�niowanej jak wy»ej (funkcja

podcaªkowa we wzorze 2.2.14), mo»emy napisa¢

pR(t, x, y) ≤ emt

(∫ k1

0
h(s)ds+

∫ k3t

k2

h(s)ds+

∫ k4t

k3t
h(s)ds+

∫ ∞

k4t
h(s)ds

)
. (2.2.15)

Zauwa»my, »e skoro ρ(x, y)
dw
dJ < t, to k4t

−1
dJ−1 ρ(x, y)

dw
dJ−1 = k4t

−1
dJ−1 ρ(x, y)

dw
dJ

· dJ
dJ−1 ≤ k4t.

Funkcja t 7→ e−Cg.4t
−1

dJ−1 ρ(x,y)
dw

dJ−1
jest niemalej¡ca, zatem mo»emy oszacowa¢ ostatni¡ caªk¦

w (2.2.15) nast¦puj¡co:∫ ∞

k4t
Cg.3s

−d/dwe−Cg.4s
−1

dJ−1 ρ(x,y)
dw

dJ−1
e−m1/αsηt(s)ds ≤ c1t

−d/dw

∫ ∞

k4t
e−1/2m1/αsηt(s)ds

≤ c1t
−d/dwe−mte−c2m1/αt

−1
dJ−1 ρ(x,y)

dw
dJ−1

∫ ∞

k4t
ηt(s)ds

≤ c1e
−mtt−d/dwe−c2m1/αt

−1
dJ−1 ρ(x,y)

dw
dJ−1

.

Poprzednia caªka:∫ k4t

k3t
Cg.3s

−d/dwe−Cg.4s
−1

dJ−1 ρ(x,y)
dw

dJ−1
e−m1/αsηt(s)ds ≤ c3t

−d/dwe−c4t
−1

dJ−1 ρ(x,y)
dw

dJ−1
∫ k4t

k3t
e−m1/αsηt(s)ds

≤ c3t
−d/dwe−c4t

−1
dJ−1 ρ(x,y)

dw
dJ−1

e−mt.

Dla caªki na przedziale [0, k1) u»ywamy (1.3.14) i dostajemy:∫ k1

0
h(s)ds ≤ c5e

−Cg.4(k1t)
−1

dJ−1 ρ(x,y)
dw

dJ−1
∫ k1

0
s−d/dwe−m1/αsts−1−αe−1/2ts−α

e−1/2ts−α
ds.

Funkcja s 7→ e−1/2ts−α
jest rosn¡ca, tak wi¦c otrzymujemy (pami¦taj¡c o de�nicji k1):∫ k1

0
h(s)ds ≤ c5e

−mtt−d/dwe−c6t
−1

dJ−1 ρ(x,y)
dw

dJ−1
∫ k1

0
s−d/dw−1−α · 1 · td/dw+1e−1/2ts−α

ds,

Z kolei dla funckji gs(t) = td/dw+1e−1/2ts−α
, t ≥ 1, zachodzi:

gs(1) = e−1/2s−α
, lim
t→∞

gs(t) = 0,

a ponadto g′s(t) = 0 ⇐⇒ t = c7s
α z pewn¡ staª¡ c7 > 0. Funkcja gs jest rosn¡ca na lewo

od tej warto±ci i malej¡ca na prawo od niej. Zatem je»eli c7sα < 1, to supt≥1 gs(t) = gs(1) =
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e−1/2s−α
, a z drugiej strony je±li c7sα ≥ 1, to supt≥1 gs(t) = gs(c7s

α) = c8s
αd/dw+α.

A zatem dla dowolnego t ≥ 1,∫ k1

0
s−d/dw−1−αtd/dw+1e−1/2ts−α

ds ≤
∫ min(c

−1/α
7 ,k1)

0
s−d/dw−1−αe−1/2s−α

ds

+

∫ k1

min(c
−1/α
7 ,k1)

c8s
−d/dw(1−α)−1ds =: U1 <∞.

Otrzymali±my ∫ k1

0
h(s)ds ≤ c9e

−mtt−d/dwe−c6t
−1

dJ−1 ρ(x,y)
dw

dJ−1
.

Na sam koniec oszacujemy caªk¦
∫ k3t
k2

h(s)ds. Oszacowanie to wymaga troch¦ dokªadniej-

szej analizy. Zaczniemy od tego, »e zachodzi:

lim
ϵ→0+

2ϵ

(1 + 3ϵ)1/α − 1
=

2

3
α >

1

2
α = m1/α−1k3,

zatem istnieje staªa ϵ0(α) > 0 taka, »e

2ϵ0(α)

(1 + 3ϵ0(α))1/α − 1
≥ m1/α−1k3. (2.2.16)

Dalej:

emt

∫ k3t

k2

h(s)ds ≤ c10t
−d/dwe−c11t

−1
dJ−1 ρ(x,y)

dw
dJ−1

∫ k3t

k2

td/dwemte−m1/αsηt(s)ds.

�eby udowodni¢ (2.2.13) wystarczy pokaza¢, »e

I0 :=

∫ k3t

k2

td/dwemte−m1/αsηt(s)ds ≤ CI.0,

dla pewnej staªej CI.0 > 0, niezale»nej od t ≥ 1. Najpierw wybierzmy staª¡ CI.1 > 0 tak¡, »e

dla t ≥ 1 zachodzi

td/dwemt ≤ CI.1e
(1+ϵ0(α))mt,

gdzie ϵ0(α) byªo zde�niowane w (2.2.16).

Zapiszmy wyra»enie e−m1/αs troch¦ inaczej, a mianowicie:

e−m1/αs = e−(1+3ϵ0(α))1/αm1/αse[(1+3ϵ0(α))1/α−1]m1/αs.

Jako, »e funkcja s 7→ e[(1+3ϵ0(α))1/α−1]m1/αs jest rosn¡ca, mamy

I0 ≤ CI.1e
(1+ϵ0(α))mte[(1+3ϵ0(α))1/α−1]m1/α(k3t)

∫ k3t

k2

e−(1+3ϵ0(α))1/αm1/αsηt(s)ds
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i korzystaj¡c (1.3.1) dostajemy:

I0 ≤ CI.1e
(1+ϵ0(α))mte[(1+3ϵ0(α))1/α−1]m1/α(k3t)e−t(1+3ϵ0(α))m

a zatem

I0 ≤ CI.1e
−2ϵ0(α)mte[(1+3ϵ0(α))1/α−1]m1/αk3t

i »eby zako«czy¢ dowód wystarczy pokaza¢ »e wykªadnik jest niedodatni, tzn.

2ϵ0(α)m ≥ [(1 + 3ϵ0(α))
1/α − 1]m1/αk3.

Jednak»e wynika to z (2.2.16). Udowodnili±my wªa±nie, »e zachodzi (2.2.13), tak wi¦c dowód

(2.2.1) jest kompletny. □

Teraz poka»emy oszacowania dla maªych czasów. W przypadku gdy ρ(x, y) < 1 wynik

jest podobny do oszacowania dla α−stabilnego procesu w [14]. Kiedy ρ(x, y) ≥ 1, wtedy

ograniczenie b¦dzie miaªo posta¢ wykªadnicz¡. �eby upro±ci¢ rachunki, za [14] wprowad¹my

oznaczenie dα = d+ αdw.

Twierdzenie 2.2.2 Niech (Xt) b¦dzie relatywistycznym procesem stabilnym na F, z funkcj¡

g¦sto±ci pR(·, ·, ·) zadan¡ przez (1.3.20). Niech t ∈ (0, 1). Wtedy istniej¡ staªe

CR.i = CR.i(α,m) > 0, i = 5, ..., 10 takie, »e:

(1) dla ρ(x, y) ≥ 1

CR.5te
−CR.6ρ(x,y)

dw
dJ ≤ pR(t, x, y) ≤ CR.7te

−CR.8ρ(x,y)
dw
dJ , (2.2.17)

(2) dla ρ(x, y) < 1

CR.9 min

(
t

ρ(x, y)dα
, t−d/(αdw)

)
≤ pR(t, x, y) ≤ CR.10 min

(
t

ρ(x, y)dα
, t−d/(αdw)

)
.

(2.2.18)

Dowód.

(1) Przypadek ρ(x, y) ≥ 1.

Oszacowanie dolne. Z (1.3.10) oraz (1.3.12), mamy, »e:

ηt(u) ⩾ a3tu
−1−α dla u > u0t

1/α
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gdzie u0 jest okre±lone w (2.2.5). Zatem dostajemy:

pR(t, x, y) ≥ Cg.1e
mt

∫ ∞

u0t1/α
s−d/dwe−Cg.2s

−1
dJ−1 ρ(x,y)

dw
dJ−1

e−m1/αsηt(s)ds

≥ c1t

∫ ∞

u0t1/α
s−d/dw−1−αe−Cg.2s

−1
dJ−1 ρ(x,y)

dw
dJ−1

e−m1/αsds.

Dla t ∈ (0, 1), ρ(x, y) ≥ 1 zachodzi u0t1/α < u0ρ(x, y)
dw
dJ , zatem

pR(t, x, y) ≥ c1t

∫ ∞

u0ρ(x,y)
dw
dJ

s−d/dw−1−αe−Cg.2s
−1

dJ−1 ρ(x,y)
dw

dJ−1
e−m1/αsds

≥ c1te
−Cg.2(u0ρ(x,y)

dw
dJ )

−1
dJ−1 ρ(x,y)

dw
dJ−1

∫ ∞

u0ρ(x,y)
dw
dJ

s−d/dw−1−αe−m1/αsds

≥ c2te
−c3ρ(x,y)

dw
dJ

∫ ∞

u0ρ(x,y)
dw
dJ

e−c4sds

= c5te
−c6ρ(x,y)

dw
dJ .

Oszacowanie górne. Korzystaj¡c z (1.3.14) mamy:

pR(t, x, y) ≤ c7t

∫ ∞

0
s−d/dw−1−αe−Cg.4s

−1
dJ−1 ρ(x,y)

dw
dJ−1

e−m1/αsds.

Funkcja s 7→ s−d/dw−1−αe−Cg.4s
−1

dJ−1 ρ(x,y)
dw

dJ−1
jest rosn¡ca dla s ∈ (0, c8ρ(x, y)

dw
dJ ), zatem:

pR(t, x, y) ≤ c7t

∫ c8ρ(x,y)
dw
dJ

0
s−d/dw−1−αe−Cg.4s

−1
dJ−1 ρ(x,y)

dw
dJ−1

ds+

∫ ∞

c8ρ(x,y)
dw
dJ

s−d/dw−1−αe−m1/αsds


≤ c9t

(
ρ(x, y)

dw
dJ

(−d/dw−α)
e−c′ρ(x,y)

dw
dJ + ρ(x, y)

dw
dJ

(−d/dw−1−α)
∫ ∞

c8ρ(x,y)
dw
dJ

e−m1/αsds

)

≤ c10te
−c11ρ(x,y)

dw
dJ

i dowód (2.2.17) jest zako«czony.

(2) Przypadek ρ(x, y) < 1.

Oszacowanie górne. Mamy

pR(t, x, y) = emt

∫ ∞

0
g(s, x, y)e−m1/αsηt(s)ds ≤ c1

∫ ∞

0
g(s, x, y)ηt(s)ds,
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czyli otrzymali±my g¦sto±¢ przej±cia procesu αdw−stabilnego, a zatem z twierdzenia (3.1) w

[14] dostajemy:

pR(t, x, y) ⩽ CR.10min(tρ(x, y)−dα , t−
d

αdw ).

Ograniczenie dolne. Zauwa»my, »e:

tρ(x, y)−dα ≤ t−
d

αdw ⇐⇒ t1/α ≤ ρ(x, y)dw .

• Je±li t1/α ≤ ρ(x, y)dw , to u0t1/α ≤ u0ρ(x, y)
dw i dalej

pR(t, x, y) ≥ emt

∫ 2u0ρ(x,y)dw

u0ρ(x,y)dw
Cg.1s

−d/dwe−Cg.2s
−1

dJ−1 ρ(x,y)
dw

dJ−1
e−m1/αsηt(s)ds

≥ c1ρ(x, y)
−d

∫ 2u0ρ(x,y)dw

u0ρ(x,y)dw
ts−1−αds

≥ c2tρ(x, y)
−dα .

• Je±li t1/α > ρ(x, y)dw , to

e−Cg.2s
−1

dJ−1 ρ(x,y)
dw

dJ−1
= e−Cg.2s

−1
dJ−1 (ρ(x,y)dw )

1
dJ−1

> e−Cg.2s
−1

dJ−1 (t1/α)
1

dJ−1
,

tak wi¦c

pR(t, x, y) ≥ emt

∫ 2u0t1/α

u0t1/α
Cg.1s

−d/dwe−Cg.2s
−1

dJ−1 (t1/α)
1

dJ−1
e−m1/αsηt(s)ds

≥ c3t
− d

αdw

∫ 2u0t1/α

u0t1/α
ts−1−αds

≥ c4t
− d

αdw

i dowód jest sko«czony. □

2.3. Forma Dirichleta dla procesów Markowa

Zarysujemy teraz temat form Dirichleta na podstawie [15]. Bardziej szczegóªowe informa-

cje w tym zakresie Czytelnik znajdzie w ksi¡»ce [27].

34



Niech p(t, x, y) b¦dzie g¦sto±ci¡ przej±cia symetrycznego procesu Markowa (Xt) na (F, ρ, µ),

gdzie (F, ρ, µ) jest dan¡ przestrzeni¡ metryczn¡ z miar¡ µ.

Dla f ∈ L2(F, µ) de�niujemy

Et(f, f) =
1

2t

∫
F

∫
F
(f(x)− f(y))2p(t, x, y)µ(dx)µ(dy) =

1

t
< Ttf − f, f >L2(F,µ) .

U»ywaj¡c reprezentacji spektralnej dostajemy, »e dla dowolnej funkcji f ∈ L2(F, µ) funkcja

t 7→ Et(f, f) jest nierosn¡ca dla t > 0, zatem mo»emy przyj¡¢:

E(f, f) = lim
t→0+

Et(f, f).

D(E) = {f ∈ L2(F, µ) : E(f, f) <∞}.

(E ,D(E)) nazywamy form¡ Dirichleta procesu (Xt). W szczególno±ci dla symetrycznego

αdw−stabilnego procesu na F, α ∈ (0, 1) (zobacz [65]),

D(Estab) = Lip(αdw2 , 2, 2, F ) =

{
f ∈ L2(F, µ) :

∫
F

∫
F

(f(x)− f(y))2

ρ(x, y)d+αdw
µ(dx)µ(dy) <∞

}
,

oraz

Estab(f, f) ≍
∫
F

∫
F

(f(x)− f(y))2

ρ(x, y)d++αdw
µ(dx)µ(dy).

2.3.1. Forma Dirichleta relatywistycznego procesu stabilnego

U»ywaj¡c oszacowa« na g¦sto±¢ przej±cia relatywistycznego procesu stabilnego, na (F, ρ, µ)

wyznaczymy teraz dziedzin¦ jego formy Dirichleta. Podamy te» jej posta¢.

Twierdzenie 2.3.1 Niech (E ,D(E)) b¦dzie form¡ Dirichleta procesu relatywistycznego α-

stabilnego na F, z funkcj¡ g¦sto±ci przej±cia pR(·, ·, ·) zadan¡ przez (1.3.20). Wtedy

D(E) = Lip(αdw2 , 2, 2, F )

oraz∫
F

∫
F
(f(x)− f(y))2J1(x, y)µ(dx)µ(dy) ≤ E(f, f) ≤

∫
F

∫
F
(f(x)− f(y))2J2(x, y)µ(dx)µ(dy)

gdzie

Ji(x, y) = Ki,1

(
ρ(x, y)−dα1{ρ(x,y)<1} + e−Ki,2ρ(x,y)

dw
dJ 1{ρ(x,y)≥1}

)
,

dla pewnych staªych Ki,1,Ki,2 > 0, i = 1, 2.
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Dowód. Najpierw zwró¢my uwag¦, »e

sup
t<1

1

2t

∫ ∫
ρ(x,y)≥1

(f(x)− f(y))2p(t, x, y)µ(dx)µ(dy) ≤ CD∥f∥2L2(F,µ),

zarówno dla procesu α−stabilnego jak i relatywistycznego α−stabilnego.

Istotnie, dla procesu relatywistycznego, poniewa» (f(x)− f(y))2 ≤ 2(f2(x) + f2(y)), to z

symetrii i twierdznia Fubiniego-Tonellego mamy, »e dla dowolnej funkcji f ∈ L2(F, µ) i t < 1,

na mocy oszacowa« (2.2.17) zachodzi

1

2t

∫ ∫
ρ(x,y)≥1

(f(x)− f(y))2p(t, x, y)µ(dx)µ(dy)

≤ 2CR.7

∫
F

∫
{y:ρ(x,y)≥1}

f2(x)e−CR.8ρ(x,y)
dw
dJ µ(dy)µ(dx)

= 2CR.7

∫
F
f2(x)

(∫
ρ(x,y)≥1

e−CR.8ρ(x,y)
dw
dJ µ(dy)

)
µ(dx).

Ze wzgl¦du na fakt, »e µ jest d-miar¡, mo»emy napisa¢:∫
ρ(x,y)≥1

e−CR.8ρ(x,y)
dw
dJ µ(dy) =

∞∑
n=0

∫
2n≤ρ(x,y)<2n+1

e−CR.8ρ(x,y)
dw
dJ µ(dy)

≤ c1

∞∑
n=0

e−CR.82
ndw/dJ 2dn <∞.

A zatem
1

2t

∫ ∫
ρ(x,y)≥1

(f(x)− f(y))2p(t, x, y)µ(dx)µ(dy) ≤ CD∥f∥2L2(F,µ).

W przypadku procesu α−stabilnego post¦pujemy podobnie, pami¦taj¡c o fakcie, »e w tym

przypadku oszacowanie (2.2.18) zachodzi równie» dla ρ(x, y) > 1.

Przypu±¢my teraz, »e f ∈ Lip(αdw/2, 2, 2, F ) = D(Estab). Dla procesu relatywistycznego

mamy (zakªadamy t < 1)

Et(f, f) =
1

2t

∫
F

∫
F
(f(x)− f(y))2p(t, x, y)µ(dx)µ(dy)

=
1

2t

(∫ ∫
ρ(x,y)<1

. . .+

∫ ∫
ρ(x,y)≥1

. . .

)

≤ 1

2t

∫ ∫
ρ(x,y)<1

(f(x)− f(y))2p(t, x, y)µ(dx)µ(dy) + CD∥f∥22

≤ Estab(f, f) + CD∥f∥22,

zatem f ∈ D(E). Zawieranie w drug¡ stron¦ dowodzimy podobnie.

36



Wzory na J1(·, ·), J2(·, ·) s¡ oczywist¡ konsekwencj¡ (2.2.17) oraz (2.2.18). Zaªó»my, »e

f ∈ D(E). Jak wy»ej, mo»emy zapisa¢

Et(f, f) =
1

2t

∫ ∫
ρ(x,y)<1

. . . µ(dx)µ(dy) +
1

2t

∫ ∫
ρ(x,y)≥1

. . . µ(dx)µ(dy)

=: E(1)
t (f, f) + E(2)

t (f, f).

Z lematu Fatou i twierdzenia o zbie»no±ci zmajoryzowanej dostajemy, »e:

1

CD

∫ ∫
ρ(x,y)≤1

(f(x)− f(y))2

ρ(x, y)dα
µ(dx)µ(dy) ≤ lim inf

t→0
E(1)
t (f, f)

≤ lim sup
t→0

E(1)
t (f, f)

≤ CD

∫ ∫
ρ(x,y)≤1

(f(x)− f(y))2

ρ(x, y)dα
µ(dx)µ(dy),

dla pewnej staªej CD > 0, a dla pozostaªej cz¦±ci E(2)
t mamy oczywiste oszacowania (pami¦-

taj¡c, »e t < 1)

CR.5

∫ ∫
ρ(x,y)≥1

(f(x)− f(y))2e−CR.6ρ(x,y)
dw
dJ µ(dx)µ(dy)

≤ E(2)
t (f, f)

≤ CR.7

∫ ∫
ρ(x,y)≥1

(f(x)− f(y))2e−CR.8ρ(x,y)
dw
dJ µ(dx)µ(dy).

Dowód jest zako«czony. □
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Rozdziaª 3

Nieograniczone fraktale zagnie»d»one

W tym rozdziale wprowadzimy szczególn¡ klas¦ d−zbiorów, tzw. fraktale zagnie»d»one

(ang. nested fractals) na pªaszczy¹nie. Reszta naszych wyników b¦dzie dotyczy¢ wªa±nie tych

zbiorów.

3.1. De�nicja

Ten podrozdziaª oparty jest na pracach [51, 57]. Rozwa»amy rodzin¦ podobie«stw Ψi :

R2 → R2 z t¡ sam¡ skal¡ podobie«stwa L > 1 oraz wspólnym przeksztaªceniem izometrycz-

nym U, tzn. Ψi(x) = (1/L)U(x) + νi, gdzie νi ∈ R2, i ∈ {1, ..., N}. B¦dziemy zakªada¢,

»e ν1 = 0. Wtedy istnieje jednoznacznie wyznaczony niepusty zwarty zbiór K⟨0⟩ taki, »e

K⟨0⟩ =
⋃N

i=1Ψi

(
K⟨0⟩). Zbiór ten nazywamy fraktalem generowanym przez ukªad (Ψi)

N
i=1.

Poniewa» L > 1, to ka»de podobie«stwo ma dokªadnie jeden punkt staªy. Istnieje zatem co

najwy»ej N punktów staªych przeksztaªce« Ψ1, ...,ΨN . Niech F0 b¦dzie zbiorem wszystkich

punktów staªych przeksztaªce« Ψ1, ...,ΨN .

De�nicja 3.1.1 (Istotne punkty staªe) Punkt staªy x ∈ F0 nazwiemy istotnym punktem

staªym, je±li istnieje inny punkt staªy y ∈ F0 i dwa ró»ne przeksztaªcenia Ψi, Ψj,

i, j ∈ {1, . . . , N}, takie, »e Ψi(x) = Ψj(y). Zbiór wszystkich istotnych punktów staªych prze-

ksztaªce« Ψ1, ...,ΨN b¦dziemy oznacza¢ przez V
⟨0⟩
0 . Liczb¦ istotnych punktów staªych b¦dziemy

oznacza¢ przez k, k = #V
⟨0⟩
0 .

Przykªad 3.1.1 Trójk¡t Sierpi«skiego (Rysunek 3.1) jest skonstruwoany za pomoc¡ 3 podo-

bie«stw

Ψ1(x, y) = (
x

2
,
y

2
), Ψ2(x, y) = (

x

2
,
y

2
) + (

1

2
,
1

2
), Ψ3(x, y) = (

x

2
,
y

2
) + (

1

4
,

√
3

4
)
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o skali podobie«stwa L = 2. Punkty staªe vi odpowiadaj¡ce Ψi, czyli wierzchoªki trójk¡ta, dla

i = 1, 2, 3 s¡ istotnymi punktami staªymi. Na przykªad wierzchoªek, v1 jest istotnym punktem

staªym, poniewa» Ψ3(v1) = Ψ1(v3) = w.

Rysunek 3.1: Istotne punkty staªe w trójk¡cie Sierpi«skiego.

De�nicja 3.1.2 (Fraktal zagnie»d»ony, ang. nested fractal) Fraktal K⟨0⟩ generowany przez

ukªad (Ψi)
N
i=1 nazywamy fraktalem zagnie»d»onym (ang. nested fractal, SNF) je±li nast¦puj¡ce

warunki s¡ speªnione.

1. #V
⟨0⟩
0 ≥ 2.

2. (Warunek zbioru otwartego) Istnieje zbiór otwarty U ⊂ R2 taki, »e dla i ̸= j mamy

Ψi(U) ∩Ψj(U) = ∅ and
⋃N

i=1Ψi(U) ⊆ U .

3. (Zagnie»d»anie) Ψi

(
K⟨0⟩) ∩Ψj

(
K⟨0⟩) = Ψi

(
V

⟨0⟩
0

)
∩Ψj

(
V

⟨0⟩
0

)
dla i ̸= j.

4. (Symetria) Dla x, y ∈ V
⟨0⟩
0 , niech Sx,y b¦dzie symetri¡ wzgl¦dem hiperpªaszczyzny syme-

tralnej odcinka [x, y]. Wtedy

∀i ∈ {1, ...,M} ∀x, y ∈ V
⟨0⟩
0 ∃j ∈ {1, ...,M} Sx,y

(
Ψi

(
V

⟨0⟩
0

))
= Ψj

(
V

⟨0⟩
0

)
. (3.1.1)

5. (Spójno±¢) Na zbiorze V
⟨0⟩
−1 :=

⋃
iΨi

(
V

⟨0⟩
0

)
de�niujemy struktur¦ grafu E−1 w nast¦pu-

j¡cy sposób:
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(x, y) ∈ E−1 wtedy i tylko wtedy je±li x, y ∈ Ψi

(
K⟨0⟩) dla pewnego i.

Wymagamy, »eby graf (V
⟨0⟩
−1 , E−1) byª spójny.

Niech K⟨0⟩ b¦dzie danym fraktalem zagnie»d»onym. De�niujemy

K⟨M⟩ = LMK⟨0⟩, M ∈ Z, (3.1.2)

oraz

K⟨∞⟩ =
∞⋃

M=0

K⟨M⟩. (3.1.3)

Zbiór K⟨∞⟩ nazwiemy nieograniczonym fraktalem zagnie»d»onym (ang. unbounded simple ne-

sted fractal, USNF) (wi¦cej [57]). Jego wymiar Hausdor�a wynosi d = lnN
lnL , a d−wymiarow¡

miar¦ Hausdor�a o no±niku K⟨∞⟩ b¦dziemy oznacza¢ przez µ. Bez straty ogólno±ci mo»emy

przyj¡¢, »e µ
(
K⟨0⟩) = 1.

Pozostaªe oznaczenia zbierzemy w poni»szej de�nicji.

De�nicja 3.1.3 Niech K⟨∞⟩ b¦dzie nieograniczonym fraktalem zagnie»d»onym danym wzorem

(3.1.3) oraz niech M ∈ Z. De�niujemy:

(1) M -sympleks: dowolny zbiór ∆ ⊂ K⟨∞⟩ postaci

∆ = K⟨M⟩ + ν∆, (3.1.4)

gdzie ν∆ =
∑J

j=M+1 L
jνij , dla pewnego J ≥M +1, νij ∈ {ν1, ..., νN}. Zbiór wszystkich

M−sympleksów oznaczamy przez T ⟨M⟩.

(2) Wierzchoªki K⟨M⟩:

V
⟨M⟩
M = V

(
K⟨M⟩

)
= LMV

⟨0⟩
0 .

(3) Wierzchoªki wszystkich 0-sympleksów wewn¡trz USNF:

V
⟨∞⟩
0 =

∞⋃
M=0

V
⟨M⟩
0 .

(4) Wierzchoªki wszystkich M -sympleksów wewn¡trz USNF:

V
⟨∞⟩
M = LMV

⟨∞⟩
0 .
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(5) Zbiór wszystkich M− sympleksów w K⟨M+1⟩:

∆M,i = K⟨M⟩ + LMνi dla 1 ≤ i ≤ N.

Dla danego M ∈ Z+, b¦dziemy potrzebowa¢ oszacowania na liczb¦ wierzchoªków wszystkich

0−sympleksów wewn¡trz K⟨M⟩, tzn. na moc zbioru V
⟨M⟩
0 . Oznaczmy t¦ liczb¦ przez k⟨M⟩

0 .

Istnieje staªa C0 > 1 taka, »e

LMd ≤ #V
⟨M⟩
0 = k

⟨M⟩
0 ≤ C0L

Md. (3.1.5)

Wprowadzimy jeszcze de�nicj¦ metryki grafowej (zob. [39]).

De�nicja 3.1.4 Dla M ∈ Z i x, y ∈ K⟨∞⟩ niech

dM (x, y) :=



0, je±li x = y;
1, je±li istnieje sympleks ∆M ∈ TM taki, »e x, y ∈ ∆M i x ̸= y;
n > 1, je±li nie istnieje sympleks ∆M ∈ TM taki, »e x, y ∈ ∆M i n jest

najmniejsz¡ liczb¡ dla której istniej¡ sympleksy ∆
(1)
M , ...,∆

(n)
M ∈ TM

takie, »e x ∈ ∆
(1)
M , y ∈ ∆

(n)
M i ∆

(i)
M ∩∆

(i+1)
M ̸= ∅ dla 1 ≤ i ≤ n− 1.

3.2. Dobre etykietowanie i rzutowania

W dalszej cz¦±ci pracy b¦dziemy potrzebowali procesu odbijanego na zwartym fraktalu.

�eby go zde�niowa¢, fraktal musi posiada¢ tzw. wªasno±¢ dobrego etykietowania (ang. good

labeling property - GLP) wprowadzon¡ w [39]. Je»eli ona zachodzi, to na nieograniczonym

fraktalu mo»na okre±li¢ ci¡gªe rzutowanie z niego samego na pojedynczy M− sympleks i za

jego pomoc¡ zde�niowa¢ proces odbijany na tym sympleksie. Okazuje si¦, »e nie wszystkie

fraktale maj¡ wªasno±¢ GLP, zale»y ona bowiem od geometrii fraktala. W pracy [39] zostaªo

pokazane m.in., »e GLP posiadaj¡ fraktale, które nie maj¡ nieistotnych punktów staªych, lub

gdy ich liczba jest liczb¡ pierwsz¡.

Formalna de�nicja przebiega nast¦puj¡co. Przypomnijmy, »e k jest liczb¡ istotnych punk-

tów staªych. Rozwa»amy zbiór etykiet A := {e1, e2, e3, ..., ek} i pewn¡ funkcj¦ lM : V
⟨∞⟩
M → A,

nazywan¡ etykietowaniem. Z [39, Wniosek 2.1] mamy, »e istnieje dokªadnie k ró»nych ob-

rotów wokóª ±rodka ci¦»ko±ci zbioru K⟨M⟩, zachowuj¡cych jego wierzchoªki. Oznaczmy je

{R1, ..., Rk} =: RM .
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De�nicja 3.2.1 Powiemy, »e fraktal K⟨∞⟩ posiada wªasno±¢ dobrego etykietowania ( Good

Labelling Property, GLP) je±li dla pewnego M ∈ Z istnieje funkcja lM : V
⟨∞⟩
M → A taka, »e:

(1) Obci¦cie ℓM do V
⟨M⟩
M jest bijekcj¡ na A.

(2) Dla ka»dego M -sympleksu ∆ postaci

∆ = K⟨M⟩ + ν∆,

gdzie ν∆ =
∑J

j=M+1 L
jνij , dla pewnego J ≥M + 1 i νij ∈ {ν1, ..., νN} (cf. Def. 3.1.3),

istnieje obrót R∆ ∈ RM taki, »e

ℓM (v) = ℓM (R∆ (v − ν∆)) , v ∈ V (∆M ) . (3.2.1)

Dla nieograniczonego fraktala K⟨∞⟩ posiadaj¡cego GLP de�niujemy funkcj¦ rzutowania

πM : K⟨∞⟩ → K⟨M⟩ w nast¦puj¡cy sposób:

πM (x) := R∆M
(x− ν∆M

) , x ∈ K⟨∞⟩, (3.2.2)

gdzie ∆M = K⟨M⟩+
∑J

j=M+1 L
jνij jestM -sympleksem zawieraj¡cym x postaci jak w de�nicji

(3.2.1). Je»eli fraktal ma GLP, to tak okre±lone przeksztaªcenie jest ci¡gªe.

Powy»sze rzutowanie, obci¦te do dowolnegoM -sympleksu ∆M jest bijekcj¡, a zatem funk-

cja odwrotna do tego obci¦cia, (πM |∆M
)−1 =: π̃∆M

, jest dobrze zde�niowana i zadana wzorem

π̃∆M
(x) = R−1

∆M
(x) + ν∆M

, x ∈ K⟨M⟩

gdzie ∆M = K⟨M⟩ + ν∆M
= K⟨M⟩ +

∑J
j=M+1 L

jνij . Mo»na zde�niowa¢ równie» rzutowanie z

K⟨∞⟩ na dowolny M−sympleks ∆M ∈ T ⟨M⟩. A mianowicie, de�niujemy π∆M
: K⟨∞⟩ → ∆M

w nast¦puj¡cy sposób

π∆M
(x) = π̃∆M

(πM (x)) . (3.2.3)

Oczywi±cie, πK⟨M⟩ = πM , poniewa» π̃K⟨M⟩ = Id .

Wi¦cej informacji dotycz¡cych GLP i rzutowa« mo»na znale¹¢ w [39, 40].

3.3. Procesy stochastyczne na nieograniczonych zagnie»d»onych

fraktalach

3.3.1. Ruch Browna

Na nieograniczonych zagnie»d»onych fraktalach mo»na zde�niowa¢ ruch Browna [48, 51].

Niech Z = (Zt,P
x)t≥0, x∈K⟨∞⟩ b¦dzie takim procesem na nieograniczonym fraktalu K⟨∞⟩,
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którego wymiar Hausdor�a wynosi d. Jest to Fellerowski, mocny proces Markowa z funkcj¡

g¦sto±ci przej±cia g(t, x, y) wzgl¦dem d-wymiarowej miary Hausdor�a µ na K⟨∞⟩. Funkcja ta

jest ci¡gªa na (0,∞)×K⟨∞⟩ ×K⟨∞⟩, a ponadto zachodzi wªasno±¢ skalowania

g(t, x, y) = Ldg(Ldwt, Lx, Ly), t > 0, x, y ∈ K⟨∞⟩,

oraz oszacowanie subgaussowskie (1.2.1) z ρ(x, y) = |x− y| :

Cg.1t
−d/dw exp

−Cg.2

(
|x− y|dw

t

) 1
dJ−1

 ≤ g(t, x, y)

≤ Cg.3t
−d/dw exp

−Cg.4

(
|x− y|dw

t

) 1
dJ−1

 , t > 0, x, y ∈ K⟨∞⟩, (3.3.1)

dla pewnych staªych Cg.1, Cg.2, Cg.3, Cg.4 > 0. Zwracamy uwag¦, »e jest to przykªad dyfuzji

uªamkowej z rozdziaªu 2.

3.3.2. Odbijany ruch Browna na K⟨M⟩

Niech Z = (Zt,P
x)t≥0, x∈K⟨∞⟩ b¦dzie ruchem Browna na USNF K⟨∞⟩, dla którego za-

chodzi GLP. Dla ustalonego M ∈ Z odbijanym ruchem Browna na K⟨M⟩ nazwiemy proces

stochastyczny zde�niowany w nast¦puj¡cy sposób (wi¦cej w [48])

ZM
t = πM (Zt), (3.3.2)

gdzie πM : K⟨∞⟩ → K⟨M⟩ jest rzutowaniem zde�niowanym za pomoc¡ wzoru (3.2.2).

G¦sto±¢ przej±cia tego procesu gM (t, x, y) : (0,∞) × K⟨∞⟩ × K⟨M⟩ → (0,∞) jest zadana

wzorami

gM (t, x, y) ≍


Σy′∈π−1

M (y)g(t, x, y
′) je±li y ∈ K⟨M⟩\V ⟨M⟩

M

Σy′∈π−1
M (y)g(t, x, y

′) · rank(y′) je±li y ∈ V
⟨M⟩
M ,

(3.3.3)

gdzie dla y0 ∈ V
⟨∞⟩
M , rank(y0) jest liczb¡ M−sympleksów stykaj¡cych si¦ w punkcie y0.

G¦sto±¢ przej±cia odbijanego ruchu Browna na K⟨M⟩ speªnia nast¦puj¡ce oszacowanie (Twier-

dzenie 3.1 w [55]):

O1(fO2(t, |x− y|) ∨ hO3(t,M)) ≤ gM (t, x, y) ≤ O4(fO5(t, |x− y|) ∨ hO6(t,M)), (3.3.4)
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gdzie O1, O2 . . .O6 pewne nieujemne staªe niezale»ne od M natomiast

fc(t, r) = t−
d

dw · e−c
(

r

t1/dw

) dw
dJ−1

hc(t,M) = L−dM

(
LM

t1/dw
∨ 1

)d− dw
dJ−1

· e−c
(

LM

t1/dw
∨1
) dw

dJ−1

.

Powy»sze oszacowanie mo»na zapisa¢ w wygodniejszy sposób, a mianowicie (Wniosek 3.1 w

[55]):

O1fO2(t, |x− y|) ≤ gM (t, x, y) ≤ O3fO4(t, |x− y|) je±li t < LMdw , x, y ∈ K⟨M⟩(3.3.5)

O5L
−Md ≤ gM (t, x, y) ≤ O6L

−Md je±li t ≥ LMdw , x, y ∈ K⟨M⟩.

3.3.3. Subordynowany odbijany ruch Browna

B¦dziemy równie» potrzebowa¢ procesów subordynowanych wzgl¦dem odbijanego ruchu

Browna na K⟨M⟩. Tak jak wcze±niej, b¦dziemy u»ywali subordynatorów α−stabilnych, α ∈

(0, 1), o g¦sto±ci speªniaj¡cej (1.3.1) oraz subordynatorów relatywistycznych α−stabilnych,

α ∈ (0, 1) dla których g¦sto±¢ jest dana przez (1.3.17)

Zaªó»my, »e (ZM
t ,Px)x∈K⟨M⟩,t≥0 jest odbijanym ruchem Browna na K⟨M⟩ i niech S b¦dzie

subordynatorem jak w (1.3.1), niezale»nym od Z. De�niujemy subordynowany odbijany ruch

Browna XM = (XM
t )t≥0 za pomoc¡

XM
t := ZM

St
, t ≥ 0.

Powy»szy proces jest procesem Markowa o trajektoriach càdlàg, którego g¦sto±¢ przej±cia jest

zadana przez:

pM (t, x, y) =

∫ ∞

0
gM (u, x, y)ηt(du), t > 0, x, y,∈ K⟨M⟩. (3.3.6)

Warte podkre±lenia, za [40, lematy 2.4,2.5], »e subordynacja i rzutowanie komutuj¡, tzn.

proces subrodynowany do odbijanego na K⟨M⟩ jest tym samym procesem co odbijany proces

subordynowany do procesu na K⟨∞⟩.

3.3.4. U»yteczne lematy

Podamy teraz seri¦ lematów dotycz¡cych prcoesów na fraktalach, które b¦d¡ niezb¦dne

do udowodnienia istnienia IDS. Ich dowody przenie±li±my do Dodatku.
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Lemat 3.3.1 [Lemat 2.1 w [2]]

Zachodzi:

(a) Dla ka»dego ustalonego t0 > 0 istnieje staªa O7 = O7(t0) taka, »e dla ka»dego t ≥ t0

mamy

sup
(x,y)∈K⟨∞⟩×K⟨∞⟩

p(t, x, y) ≤ O7t
− d

dwα .

Ponadto funkcja (t, x, y) 7→ p(t, x, y) jest ci¡gªa na (0,∞)×K⟨∞⟩ ×K⟨∞⟩.

(b) Dla ka»dego ustalonego t0 > 0 istnieje staªa O8 = O8(t0) > 0 taka, »e dla ka»dego t ≥ t0

i M ∈ Z+ mamy

sup
(x,y)∈K⟨M⟩×K⟨M⟩

pM (t, x, y) ≤ O8

(
t−

d
dwα ∨ L−dM

)
.

Ponadto funkcja (t, x, y) 7→ pM (t, x, y) jest ci¡gªa na (0,∞)×K⟨M⟩ ×K⟨M⟩.

Lemat 3.3.2 [Lemat 2.2 w [2]]

Dla ka»dego t > 0 i a > 1 zachodzi

∞∑
M=1

sup
x∈K⟨∞⟩

Px

[
sup
s≤t

|Xs − x| > aM
]
<∞.

Przypomnijmy, »e ∆M,i dla 1 ≤ i ≤ N oznacza M -sympleksy w K⟨M+1⟩ (De�nicja 3.1.3 (5)).

Lemat 3.3.3 [Lemat 2.3 w [2]] Zachodz¡ poni»sze wªasno±ci

(a) Dla

C(M, t) := sup
x,y∈K⟨M⟩

∑
y′∈π−1

M (y)

y′ /∈K⟨M+1⟩

p(t, x, y′), t > 0, M ∈ Z (3.3.7)

mamy
∞∑

M=1

C(M, t) <∞, t > 0;

w szczególno±ci, dla ka»dego t > 0, C(M, t) → 0 gdy M → ∞.

(b) Dla ka»dego t > 0 mamy

∞∑
M=1

1

µ
(
K⟨M⟩

) ∫
K⟨M⟩

|p(t, x, x)− pM (t, x, x)|µ(dx) <∞; (3.3.8)

w szczególno±ci

1

µ
(
K⟨M⟩

) ∫
K⟨M⟩

|p(t, x, x)− pM (t, x, x)|µ(dx) → 0, as M → ∞. (3.3.9)
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Niektóre z naszych wyników w nast¦pnych rozdziaªach b¦d¡ oparte na zastosowaniu miar

mostowych wzgl¦dem procesów subordynowanych. Oznaczmy przez Px,y
t , t > 0, x, y ∈ K⟨∞⟩,

rozkªad warunkowy wzgl¦dem Px procesu (Xs)s∈[0,t] przy danym Xt = y . Jest to miara na

D([0, t],K⟨∞⟩), która speªnia nast¦puj¡c¡ zale»no±¢: dla dowolnego 0 < s < t i A ∈ σ(Xu :

u ≤ s),

p(t, x, y)Px,y
t (A) = Ex[1Ap(t− s,Xs, y)]. (3.3.10)

Dokªadn¡ de�nicj¦ i wi¦cej informacji na temat wªasno±ci mostów Markowa skonstruowanych

dla ogólnych procesów Fellera mo»na znale¹¢ w [17]. Mo»emy rozwa»a¢ równie» miary mostowe

dla procesów odbijanych, tj. miary Px,y
M,t, M ∈ Z, t > 0, x, y ∈ K⟨M⟩ na D([0, t],K⟨M⟩). S¡

one wyznaczone poprzez relacj¦, dla ka»dego 0 ≤ s < t i A ∈ σ
(
XM

u : u ≤ s
)
mamy

pM (t, x, y)Px,y
M,t(A) = Ex

[
1ApM (t− s,XM

s , y)
]
. (3.3.11)

Warto±ci oczekiwane wzgl¦dem miar Px,y
t i Px,y

M,t b¦d¡ oznaczane odpowiednio przez Ex,y
t

i Ex,y
M,t.

Poni»sza to»samo±¢ ª¡czy miary mostowe dla procesu odbijanego i zwykªego. Jej dowód

jest konsekwencj¡ Twierdzenia 4.3 w [39] i jest analogiczny do dowodu [40, Lemat 2.6].

Lemat 3.3.4 Zachodzi poni»sze.

(a) Dla ka»dego t > 0, x, y ∈ K⟨∞⟩\V ⟨∞⟩
M , M ∈ Z+ i zbioru A ∈ B(D[0, t],K⟨M⟩) mamy

pM (t, πM (x), πM (y))P
πM (x),πM (y)
M,t (A) =

∑
y′∈π−1

M (πM (y))

p(t, x, y′)Px,y′

t

(
π−1
M (A)

)
.

(b) Konsekwentnie, dla dowolnego i = 1, 2, ..., N i x ∈ K⟨M⟩\V ⟨∞⟩
M , mamy

∑
x′∈π−1

M (x)

p(t, π∆M,i
(x), x′)P

π∆M,i
(x),x′

t

(
π−1
M (A)

)
=

∑
x′∈π−1

M (x)

p(t, x, x′)Px,x′

t

(
π−1
M (A)

)
gdzie ∆M,i to M -sympleksy zawarte w K⟨M+1⟩ za± π∆M,i

jest rzutowaniem na ∆M,i

danym przez (3.2.3).
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Rozdziaª 4

Oszacowania g¦sto±ci przej±cia dla

stabilnego i relatywistycznego procesu

odbijanego na fraktalach

W tym rozdziale b¦dziemy rozwa»a¢ procesy na fraktalach ograniczonych, odbijane przy

doj±ciu do brzegu. Oszacujemy g¦sto±¢ przej±cia odbijanego subordynowanego ruchu Browna,

dla subordynotorów α−stabilnych i relatywistycznych. Rozdziaª oparty jest na pracy [1].

4.1. Oszacowanie g¦sto±ci przej±cia dla odbijanego α-stabilnego
ruchu Browna.

Zaczniemy od oszacowania g¦sto±ci przej±cia w przypadku odbijanego αdw−stabilnego

ruchu Browna otrzymanego poprzez subordynacj¦ odbitego ruchu Browna na K⟨∞⟩. Zachodzi

poni»sze twierdzenie.

Twierdzenie 4.1.1 Niech M ∈ Z+ b¦dzie ustalone. Niech XM
t b¦dzie αdw-stabilnym odbi-

janym procesem na K⟨M⟩, z funkcj¡ g¦sto±ci przej±cia pMS (·, ·, ·) dan¡ przez (3.3.6). Wtedy

istniej¡ staªe OS.1, OS.2, OS.3, OS.4 niezale»ne od M takie, »e

OS.1pS(t, x, y) ≤ pMS (t, x, y) ≤ OS.2pS(t, x, y) dla t < LαMdw

OS.3L
−Md ≤ pMS (t, x, y) ≤ OS.4L

−Md dla t ≥ LαMdw .

Oznacza to, »e dla maªych czasów g¦sto±¢ procesu zachowuje si¦ tak samo g¦sto±¢ procesu

α−stabilnego, a dla du»ych czasów ulega homogenizacji i jest zbli»ona do g¦sto±ci rozkªadu
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jednostajnego na K⟨M⟩ (przypomnijmy, »e µ(K⟨M⟩) = LMd).

Dowód.

Przyjmijmy, »e

diamK⟨0⟩ =: c∗0, wtedy diamK⟨M⟩ = LMc∗0,

czyli dla x, y ∈ K⟨M⟩ zachodzi |x− y| ≤ c∗0L
M .

Zauwa»my, »e dla dowolnej staªej c > 0 funkcja fc(t, r) = t−
d

dw · e−c
(

r

t1/dw

) dw
dJ−1

jest malej¡ca

dla r > 0. Zatem dla dowolnego c > 0 mamy

fc(t, |x− y|) ≥ fc(t, c
∗
0L

M ).

Ponadto, dla dowolnych ustalonych staªych cs.1, cs.2, cs.3 > 0, cs.1 < cs.2 istniej¡ nowe staªe,

c1(cs.1, cs.2, cs.3) i c2(cs.1, cs.2, cs.3, c∗0) takie, »e dla dowolnego s ∈ [cs.1L
Mdw , cs.2L

Mdw ] i do-

wolnych x, y ∈ K⟨M⟩ zachodzi:

c1(cs.1, cs.2, cs.3, c
∗
0)L

−Md ≤ fcs.3(s, |x− y|) ≤ c2(cs.1, cs.2, cs.3)L
−Md. (4.1.1)

Dla s ≥ cs.1L
Mdw mamy bowiem:

fcs.3(s, |x− y|) ≤ (cs.1 · LMdw)−
d

dw · 1 = c
− d

dw
s.1 L−Md.

Z racji tego, »e funkcja x 7→ x−d/dw jest malej¡ca, a x 7→ e
−c
(

r

x1/dw

) dw
dJ−1

jest rosn¡ca

(dla x > 0) dostajemy, bior¡c pod uwag¦, »e cs.1LMdw ≤ s ≤ cs.2L
Mdw i |x− y| ≤ c∗0L

M

fcs.3(s, |x− y|) ≥ (cs.2L
Mdw)

−d
dw e

−cs.3

(
c∗0L

M

(cs.1L
Mdw )1/dw

) dw
dJ−1

= c
−d
dw
s.2 e

−cs.3

(
c∗0

c
1/dw
s.1

) dw
dJ−1

L−Md.

Teraz przejdziemy do dowodu twierdzenia.

PRZYPADEK 1. t ≥ LαMdw . Niech

OS.5 = (
O4

Cg.2
)
dJ−1

dw .

Korzystaj¡c z oszacowa« dla g¦sto±ci odbijanego ruchu Browna (3.3.5) mamy (pami¦taj¡c, »e

staªe Oi z tych oszacowa« nie zale»¡ od M):

pMS (t, x, y) =

∫ ∞

0
gM (s, x, y)ηt(ds)

50



≤ O3

∫ LMdw

0
fO4(s, |x− y|)ηt(s)ds+O6

∫ ∞

LMdw

L−Mdηt(s)ds

≤ O3

Cg.1

∫ ∞

0
g(s,OS.5|x− y|)ηt(s)ds+O6

∫ ∞

0
L−Mdηt(s)ds

≤ c3pS(t, OS.5 · x,OS.5 · y) +O6L
−Md

poniewa»
∫∞
0 ηt(s)ds = 1.

Skoro t ≥ LαMdw , to z oszacowa« dla g¦sto±ci stabilnej (2.1.1) otrzymujemy:

pS(t, OS.5 · x,OS.5 · y) ≤ c4 · t
−d
αdw ≤ c4 · L−Md

co implikuje, »e

pMS (t, x, y) ≤ c5 · L−Md.

By dosta¢ oszacowanie górne, u»ywamy (1.3.15). Istniej¡ staªe a3, u0 > 0, zale»ne od α i

takie, »e:

ηt(u) ⩾ a3tu
−1−α dla t > 0, u > u0t

1/α.

Bez straty ogólno±ci mo»emy przyj¡¢, »e u0 ≥ 1.

Poniewa» t ≥ LαMdw , to u0t1/α ≥ u0L
Mdw ≥ LMdw i korzystaj¡c z (3.3.5) dostajemy:

pMS (t, x, y) =

∫ ∞

0
gM (u, x, y)ηt(u)du ≥ O5

∫ ∞

u0t1/α
L−Mdηt(u)du

≥ O5a3L
−Md

∫ ∞

u0t1/α
tu−1−αdu = c6L

−Md

co ko«czy dowód dla t ≥ LαMdw .

PRZYPADEK 2. t < LαMdw . Zauwa»my najpierw, »e dla dowolnej staªej Ã > 0 istnieje

staªa C(Ã) > 0 taka, »e dla dowolnych t > 0 i x, y ∈ K⟨∞⟩

1

C(Ã)
pS(t, x, y) ≤ pS(t, Ãx, Ãy) ≤ C(Ã)pS(t, x, y). (4.1.2)

Niech

OS.6 = (
O2

Cg.4
)
dJ−1

dw .

Z (3.3.4) dostajemy:

pMS (t, x, y) =

∫ ∞

0
gM (s, x, y)ηt(s)ds
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≥ O1

∫ ∞

0
fO2(s, |x− y|)ηt(s)ds

≥ c1

∫ ∞

0
g(s,OS.6x,OS.6y)ηt(s)ds

= c1pS(t, OS.6x,OS.6y)

≥ C(OS.6)pS(t, x, y) (4.1.3)

a zatem musimy pokaza¢ oszacowanie górne, tj. »e zachodzi

pMS (t, x, y) ≤ c2pS(t, x, y), t > 0, x, y ∈ K⟨M⟩, gdzie c2 > 0 to pewna staªa niezale»na od M.

Korzystaj¡c z (3.3.5) dostajemy:

pMS (t, x, y) ≤ O3

∫ LMdw

0
fO4(s, |x− y|)ηt(s)ds+O6

∫ ∞

LMdw

L−Mdηt(s)ds

≤ O3

∫ ∞

0
fO4(s, |x− y|)ηt(s)ds+O6

∫ ∞

LMdw

L−Mdηt(s)ds

zatem, na mocy (1.3.19), (1.2.1) oraz rozumuj¡c analogicznie jak w (4.1.2) otrzymujemy, »e

pMS (t, x, y) ≤ c3pS(t, x, y) +O6

∫ ∞

LMdw

L−Mdηt(s)ds. (4.1.4)

Przywoªuj¡c (1.3.14) mamy, »e istnieje a0 > 0 takie, »e ηt(u) ≤ a0tu
−1−α, dla t, u > 0,

zatem:

I1 := O6

∫ ∞

LMdw

L−Mdηt(s)ds ≤ c4tL
−M(d+αdw) (4.1.5)

≤ c4L
−Md. (4.1.6)

W przypadku gdy t
1

αdw ≥ |x− y|, zachodzi

pS(t, x, y) ≥ c5t
−d
αdw ≥ c5L

−Md ≥ c6I1.

Natomiast je»eli t
1

αdw < |x− y|, to wtedy (poniewa» x, y ∈ K⟨M⟩, czyli |x− y| ≤ c∗0L
M ):

pS(t, x, y) ≥ c5 ·
t

|x− y|d+αdw
≥ c7tL

−M(d+αdw) ≥ c8I1,

dla pewnego c8 > 0 (które nie zale»y od t, x, y,M). Oznacza to, »e I1 ≤ c9pS(t, x, y).

Z (4.1.4) dostajemy, »e pMS (t, x, y) ≤ c10pS(t, x, y), co w poª¡czeniu z (4.1.3) daje

pMS (t, x, y) ≍ pS(t, x, y). Dowód jest zako«czony. □
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4.2. Oszacowanie g¦sto±ci przej±cia dla α-stabilnego relatywi-

stycznego odbijanego ruchu Browna

W tej cz¦±ci podamy i udowodnimy oszacowanie na g¦sto±¢ przej±cia dla odbijanego pro-

cesu Browna subordynowanego przez subordynator relatywistyczny, tj.

pMR (t, x, y) =

∫ ∞

0
gM (s, x, y)ηt,m(ds)

gdzie ηt,m jest zadane przez (1.3.17), dla m > 0, α ∈ (0, 1).

Twierdzenie 4.2.1 Niech Xt b¦dzie relatywistycznym αdw-stabilnym odbijanym procesem na

K⟨M⟩, z g¦sto±ci¡ przej±cia pMR (·, ·, ·). Wtedy

1) istniej¡ staªe OR.1, OR.2 > 0 takie, »e dla t ≥ LMdw , x, y ∈ K⟨M⟩

OR.1L
−Md ≤ pMR (t, x, y) ≤ OR.2L

−Md. (4.2.1)

2) istnieje staªa H1 taka, »e dla t < LMdw ,

pR(t, x, y) ≤ pMR (t, x, y) ≤ pR(t,H1x,H1y).

Staªe OR.1, OR.2, H1 nie zale»¡ od M .

Wykorzystuj¡c oszacowanie dla relatywistycznego procesu stabilnego na K⟨∞⟩, widzimy, »e dla

t < LMdw oszacowanie mo»na napisa¢ nast¦puj¡co: istniej¡ staªe OR.3, . . . OR.12 > 0 takie, »e

1) dla 1 ≤ t < LMdw , x, y ∈ K⟨M⟩

OR.3t
−d/dw exp

{
−OR.4min

(
|x− y|

dw
dJ ,
(
|x− y|t−

1
dw

) dw
dJ−1

)}
≤ pMR (t, x, y)

≤ OR.5t
−d/dw exp

{
−OR.6min

(
|x− y|

dw
dJ ,
(
|x− y|t−

1
dw

) dw
dJ−1

)}
, (4.2.2)

2) dla t ∈ (0, 1), |x− y| ≥ 1

OR.7te
−OR.8|x−y|

dw
dJ ≤ pMR (t, x, y) ≤ OR.9te

−OR.10|x−y|
dw
dJ , (4.2.3)

3) dla t ∈ (0, 1), |x− y| < 1

OR.11t
−d
αdw

( t
1

αdw

|x− y|

)d+αdw

∧ 1

 ≤ pMR (t, x, y) ≤ OR.12t
−d
αdw

( t
1

αdw

|x− y|

)d+αdw

∧ 1

 .

(4.2.4)
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Tak samo, jak dla procesu stabilnego otrzymujemy, »e dla maªych czasów g¦sto±¢ procesu

zachowuje si¦ jak g¦sto±¢ procesu relatywistycznego stabilnego, a dla du»ych czasów ulega

homogenizacji i jest zbli»ona do g¦sto±ci rozkªadu jednostajnego na K⟨M⟩.

Dowód. Niech

H0 := (
O4

Cg.2
)
dJ−1

dw , H1 :=

(
O4

Cg.4

) dJ−1

dw

. (4.2.5)

Te staªe b¦d¡ u»ywane w pó¹niejszej cz¦±ci dowodu, a staªa H1 wejdzie w skªad uzyskanych

oszacowa«.

PRZYPADEK 1. t ≥ LMdw . Korzystaj¡c z oszacowa« (3.3.5) oraz wzoru na g¦sto±¢ subor-

dynatora (1.3.17) dostajemy:

pMR (t, x, y) =

∫ ∞

0
gM (s, x, y)ηt,m(s)ds

≤ O3

∫ LMdw

0
fO4(s, |x− y|)ηt,m(s)ds+O6

∫ ∞

LMdw

L−Mdηt,m(s)ds

≤ O3

∫ ∞

0
fO4(s, |x− y|)ηt,m(s)ds+O6e

mt

∫ ∞

0
L−Mde−m

1
α sηt(s)ds

=: O3I2 +O6e
mtL−MdI3.

U»ywaj¡c (1.2.1) dostaniemy I2 ≤ pR(t,H0x,H0y), a skoro t ≥ LMdw ≥ 1, to z (2.2.1)

otrzymujemy

I2 ≤ c1L
−Md.

Caªka I3 jest transformat¡ Laplace'a g¦sto±ci ηt w punkcie m
1
α , st¡d

I3 = e−tϕS(m
1
α ) = e−mt.

Z powy»szych rachunków wynika, »e istnieje staªa uniwersalna b1 > 0 taka, »e

pMR (t, x, y) ≤ b1L
−Md, dla t ≥ LMdw , x, y ∈ K⟨M⟩. (4.2.6)

Oszacowanie górne zatem zachodzi.

Zajmiemy si¦ teraz oszacowaniem dolnym. W uzasadnieniu wzoru (2.2.9) pokazali±my, »e dla

dowolnego m > 0 istniej¡ staªe L1 = L1(m,α), L2 = L2(m,α) > 1, b2 = b2(m,α) takie, »e

∫ L2t

L1t
e−m1/αsηt(s)ds ≥ b2e

−mt, dla t > 0.
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Oczywi±cie zachodzi

pMR (t, x, y) =

∫ ∞

0
gM (s, x, y)ηt,m(s)ds

≥ emt

∫ L2t

L1t
gM (s, x, y)e−m

1
α sηt(s)ds

Rozwa»amy dwa przypadki: (1) LMdw ≤ L1t; (2) L1t < LMdw < L2t. Poniewa» nie znamy

jawnych warto±ci L1, L2 to mo»e si¦ zdarzy¢, »e tylko jeden z nich jest mo»liwy.

• Je±li LMdw ≤ L1t < L2t, to z (3.3.5) oraz (2.2.1):

pMR (t, x, y) ≥ O5L
−Mdemt

∫ L2t

L1t
e−m

1
α sηt(s)ds ≥ O5b2(m,α)L

−Md.

• Je±li L1t < LMdw ≤ L2t to bior¡c pod uwag¦, »e t ≥ LMdw , musi zachodzi¢ L1 < 1, zatem

z (3.3.5) oraz (2.2.1):

pMR (t, x, y) ≥ c2e
mt

(∫ LMdw

L1t
fO2(s, |x− y|)e−m1/αsηt(s)ds+

∫ L2t

LMdw

L−Mde−m1/αsηt(s)ds

)
,

ale je±li t ≥ LMdw i L1t < LMdw tj. L1t ∈ [L1L
Mdw , LMdw ] wtedy istnieje staªa L3(t) ∈ [L1, 1)

taka, »e L1t = L3L
Mdw . Korzystaj¡c zatem z (4.1.1) z cs.1 = L3(t), cs.2 = 1, cs.3 = O2

dostajemy:

fO2(s, |x− y|) ≥ e−O2(c∗0L3(t))
−dw
dJ−1

L−Md ≥ e−O2(c∗0L1)
−dw
dJ−1

L−Md

i dalej

pMR (t, x, y) ≥ c3e
mt

(∫ LMdw

L1t
L−Mde−m1/αsηt(s)ds+

∫ L2t

LMdw

L−Mde−m1/αsηt(s)ds

)

= c3L
−Mdemt

∫ L2t

L1t
e−m

1
α sηt(s)ds

≥ c3 · b2(m,α)L−Md

A zatem, pokazali±my, »e dla x, y ∈ K⟨M⟩

pMR (t, x, y) ≥ c4L
−Md,

tak wi¦c dla t ≥ LMdw dowód jest zako«czony.
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PRZYPADEK 2. t < LMdw . Na mocy wzoru (3.3.3) mamy:

pMR (t, x, y) =

∫ ∞

0
gM (s, x, y)ηt,m(s)ds

=

∫ ∞

0
Σy′∈π−1

M (y)g(s, x, y
′)ηt,m(s)ds

≥
∫ ∞

0
g(s, x, y)ηt,m(s)ds

= pR(t, x, y)

zatem »eby pokaza¢, »e oszacowanie górne (4.2.2) jest prawdziwe, wystarczy je±li poka»emy,

»e zachodzi ograniczenie górne:

pMR (t, x, y) ≤ c5 · pR(t,H1x,H1y),

dla pewnego c5 > 0 i wszystkich x, y ∈ K⟨M⟩, gdzie H1 byªo dane przez (4.2.5).

Przyjmijmy

K := 2m− 1
α
+1.

Zauwa»my, »e na mocy (4.1.1) mo»emy dostosowa¢ oszacowanie w (3.3.5) w taki sposób, »e

poziomem odci¦cia dla t b¦dzie KLMdw (K jest ju» ustalone) - ta zmiana wymaga tylko

dostosowania staªych, które b¦d¡ zale»e¢ od m,α. Dla uproszczenia zaªó»my, »e staªe (3.3.5)

s¡ wªa±ciwe dla tego poziomu odci¦cia.

Poniewa» dla s ≥ KLMdw zachodzi gM (s, x, y) ≤ c6L
−Md, z (3.3.5) i (4.1.1) otrzymujemy:

pMR (t, x, y) =

∫ ∞

0
gM (s, x, y)ηt,m(s)ds

≤ emt

∫ K·LMdw

0
gM (s, x, y)ηt,m(s)ds+ c6e

mt

∫ ∞

K·LMdw

L−Mde−m
1
α sηt(s)ds

≤ c7

∫ ∞

0
fO4(s, |x− y|)ηt,m(s)ds+ c6e

mt

∫ ∞

K·LMdw

L−Mde−m
1
α sηt(s)ds

≤ c8pR(t,H1x,H1y) + c6e
mt

∫ ∞

K·LMdw

L−Mde−m
1
α sηt(s)ds.

Niech

I4 := emt

∫ ∞

K·LMdw

L−Mde−m
1
α sηt(s)ds.

W zwi¡zku z u»ywanym ju» faktem (1.3.14), »e ηt(u) ≤ a0tu
−1−α, t, u > 0 zachodzi:

I4 ≤ a0L
−Mdemt

∫ ∞

K·LMdw

e−m
1
α sts−1−αds
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≤ a0L
−Md · t

(KLMdw)α+1
emt

∫ ∞

K·LMdw

e−m
1
α sds

= a0L
−Md · t

(m
1
αKLMdw)α+1

emte−2mLMdw

≤ c9L
−Md · t

(LMdw)α+1
e−mLMdw

.

Poniewa» t < LMdw , to mamy, »e t
(LMdw )α+1 ≤ 1, zatem

I4 ≤ c9L
−Mde−mLMdw

, (4.2.7)

a zatem zostaje do wykazania, »e dla pewnego c10 > 0 zachodzi

pR(t,H1x,H1y) ≥ c10L
−Mde−mLMdw

.

Przypomnijmy, »e |x− y| ≤ LMc∗0 i dJ > 1. Rozwa»amy trzy przypadki.

(1) Dla t ∈ [1, LMdw)

pR(t,H1x,H1y) ≥ c11t
− d

dw e
−CR.2

(
O4
Cg.4

) dJ−1
dJ |x−y|

dw
dJ

(4.2.8)

≥ c11L
−Mde

−CR.2

(
O4
Cg.4

) dJ−1
dJ (LM )

dw
dJ

.

Poka»emy teraz, »e pR(t,H1x,H1y) ≥ c∗I4 dla dowolnego M ≥ 0 i pewnej staªej c∗ > 0. W

tym celu, bez straty ogólno±ci, przyjmijmy we wzorach (4.2.7) i (4.2.8), c9 = c11 = 1, oraz dla

uªatwienia rachunków, niech c∗1 := CR.2

(
O4
Cg.4

) dJ−1

dJ . Znajdziemy teraz staª¡ c∗. Potrzebujemy

by dla wszystkich M :

L−Mde−c∗1(L
M )

dw
dJ ≥ c∗L−Mde−mLMdw

emLMdw−c∗1(L
M )

dw
dJ ≥ c∗.

Funkcja [1,∞) ∋ x 7→ M(x) := emxdw−c∗1(x)
dw
dJ jest ci¡gªa, M(x) > 0,M(1) = em−c∗1

a ponadto, skoro dJ > 1, to zachodzi limx→∞M(x) = ∞. A zatem wystarczy wybra¢

c∗ = min
x≥1

M(x) > 0.

• dla t ∈ (0, 1), H1|x− y| ≥ 1, mamy:

pR(t,H1x,H1y) ≥ c12te
−CR.6

(
O4
Cg.4

) dJ−1
dJ |x−y|

dw
dJ

57



≥ c12t · 1 · e
−CR.6

(
O4
Cg.4

) dJ−1
dJ (LM )

dw
dJ

≥ c13I4

dla M ≥ 0 (uzasadnienie analogiczne jak powy»ej).

• dla t ∈ (0, 1), H1|x− y| < 1, mamy:

pR(t,H1x,H1y) ≥ c14t((H1|x− y|)−d−αdw ∧ t
−d−αdw

αdw )

≥ c14t · 1 ≥ c15I4

co ko«czy dowód twierdzenia. □

58



Rozdziaª 5

Caªkowa g¦sto±¢ stanów

W kolejnych rozdziaªach tej pracy zajmiemy si¦ badaniem caªkowej g¦sto±ci stanów (ang.

Integrated Density of States, IDS) dla ewolucji na fraktalach. Rozwa»amy model ruchu cz¡-

steczki w o±rodku losowym na fraktalu niesko«czonym, modelowany przez zwykªy proces

Markowa z generatorem H0. Losowo±¢ imitujemy w ten sposób, »e dodajemy losowy poten-

cjaª V ω(·), niezale»ny od ruchu cz¡steczki. W zwi¡zku z powy»szym otrzymujemy losowy

operator Schrödingera Hω(·) = H0 + V ω(·) gdzie H0 opisuje energi¦ kinetyczn¡ cz¡steczki,

a V ω(·) jest losowym potencjaªem interpetowanym jako operator mno»enia. Ze wzgl¦du na

fakt, »e operator Hω dziaªa na przestrzeni nieograniczonej (K⟨∞⟩), nie mo»emy oczekiwa¢,

»e spektrum jego generatora b¦dzie dyskretne i w zwi¡zku z tym jest ono trudne do analizy.

Pewne jego wªasno±ci mo»na zwi¡za¢ z wªasno±ciami caªkowej g¦sto±ci stanów, której kon-

strukcja przebiega w sposób nast¦puj¡cy. Obcinamy operator Hω do pewnych sympleksów

∆M ,M ∈ Z+ w ten sposób, »e ∆M ↗ K⟨∞⟩ gdy M → ∞. Operator Hω
M odpowiadaj¡cy

operatorowi Hω obci¦temu do sympleksu ∆M z warunkami brzegowymi Dirichleta generuje

póªgrup¦ operatorów zwartych, zatem jego spektrum jest dyskretne - skªada si¦ z warto±ci

wªasnych o sko«czonej krotno±ci. W rezultacie mo»emy poprawnie zde�niowa¢ nast¦puj¡cy

obiekt - miar¦ losow¡ zwi¡zan¡ z warto±ciami wªasnymi operatora Hω
M :

Λω
M :=

1

µ(∆M )

∞∑
i=1

δ
λ
Hω
M

i

gdzie λ
Hω

M
i to warto±ci wªasne operatora Hω

M . Interesuje nas zachowanie graniczne tych miar

gdy M → ∞. Je»eli istnieje ich granica (w sensie sªabej zbie»no±ci - dopuszczamy przypadek

zdegenerowany), to nazywamy j¡ caªkow¡ g¦sto±ci¡ stanów i oznaczamy przez Λ. Najwa»niej-

sze s¡ te przypadki, gdy miara graniczna jest nielosowa.
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Je»eli pole losowe V ω(·) speªnia pewne warunki ergodyczno±ci, to mo»emy oczekiwa¢, »e

granica de�niuj¡ca IDS istnieje. Istnienie IDS zostaªo wykazane dla przypadku Rd i zwykªego

ruchu Browna o generatorzeH0 = −∆, o ile dodamy pewne dodatkowe zaªo»enia wymuszaj¡ce

odpowiedni¡ regularno±¢ potencjaªu V ω. Jest tak np. dla potencjaªów typu Poisonowskiego

(zob. [52]) i kratowego (zob. [41]). Dla procesu odpowiadaj¡cemu operatorowi H0 = (−∆)α,

tzw. uªamkowemu Laplasjanowi, istnienie IDS zostaªo udowodnione dla potencjaªu kratowego

(praca [43]), w przestrzeniach bardziej nas interesuj¡cych, tj. na fraktalach zagnie»d»onych,

istnienie IDS zostaªo równie» uzyskane dla ruchu Browna na trójk¡cie Sierpi«skiego z poten-

cjaªem Poisonowskim ([56]), dla procesów subordynowanych z potencjaªem Poissonowskim

([42]), procesów subordynowanych z potencjaªem typu kratowego ([54]). W ostatniej z tych

prac rozpatrywano szersz¡ klas¦ fraktali - niesko«czone fraktale zagnie»d»one z wªasno±ci¡

dobrego etykietowania, przy potencjale losowym typu kratowego. Dla subordynowanych ru-

chów Browna na ogólnych fraktalach z potencjaªem Poissonowskim, zob. [3]. We wszystkich

cytowanych pracach dowody zbie»no±ci miar Λω
M polegaj¡ na badaniu zbie»no±ci punktowej

ich transformat Laplace'a.

Drugim zagadnieniem jest uzyskanie osobliwo±ci typu Lifschitza dla caªkowej g¦sto±ci sta-

nów. Jest to zagadnienie dotycz¡ce zachowania g¦sto±ci stanów w okolicach zera. Okazuje si¦,

»e w przypadku losowych potencjaªów zanik miary Λ(·) w okolicach zera jest szybszy ni» w

przypadku potencjaªów nielosowych. Odkrycie tego zjawiska przypisuje sie Lifschitzowi i jest

ono powi¡zane z zachodzeniem wielkich odchyle«. W pracy ([42]) uzyskano zachodzenie oso-

bliwo±ci Lifschitza dla procesów subordynowanych na trójk¡cie Sierpi«skiego dla potencjaªów

Poisonowskich, ale przy dodatkowych zaªo»eniach dotycz¡cych subordynatora. W szczegól-

no±ci, tamto podej±cie wykluczaªo procesy relatywistyczne. Obecnie, u»ywaj¡c innych metod,

uzupeªnimy t¦ luk¦. W kolejnych rozdziaªach poka»emy wyst¦powanie osobliwo±ci Lifschitza

na K⟨∞⟩ równie» dla procesu relatywistycznego.

5.1. Losowe operatory Schrödingera

W dalszej cz¦±ci naszej pracy b¦dziemy zakªada¢, »e K⟨∞⟩ jest nieograniczonym frakta-

lem zagnie»d»onym z wªasno±ci¡ dobrego etykietowania (GLP, zob. rozdziaª 3.2). B¦dziemy

rozwa»a¢ subordynowany ruch Browna X na K⟨∞⟩ z wykªadnikiem Laplace'a ϕ, taki jak w
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rozdziale 1.3.1. Wska»emy najpierw z jakimi rodzajami potencjaªów b¦dziemy si¦ zajmowa¢,

a nast¦pnie podamy przy jakich zaªo»eniach istnieje IDS.

Przypomnijmy, »e V ⟨M⟩
0 oznacza zbiór wierzchoªków wszystkich 0-sympleksów wewn¡trz

K⟨M⟩ (ograniczonego fraktala wielko±ci LM ) i analogicznie V ⟨∞⟩
0 oznacza zbiór wierzchoªków

wszystkich 0-sympleksów wewn¡trz caªego K⟨∞⟩. B¦dziemy rozwa»a¢ nast¦puj¡ce typy po-

tencjaªów. Funkcja W pojawiaj¡ca si¦ w ich de�nicji nazywana b¦dzie funkcj¡ pro�lu.

De�nicja 5.1.1 (Potencjaª typu kratowego o pro�lu W) Niech W : K⟨∞⟩ × V
⟨∞⟩
0 →

[0,∞) b¦dzie funkcj¡ Borelowsk¡, i niech {ξv : v ∈ V
⟨∞⟩
0 } b¦dzie rodzin¡ i.i.d. niezdegenero-

wanych, nieujemnych zmiennych losowych na przestrzeni (Ω,M,Q). Wtedy pole losowe

V ω(x) :=
∑

v∈V ⟨∞⟩
0

ξv(ω) ·W (x, v), x ∈ K⟨∞⟩ (5.1.1)

nazwiemy potencjaªem typu kratowego (ang: alloy-type potential) na K⟨∞⟩.

De�nicja 5.1.2 (Speriodyzowany potencjaª typu kratowego o pro�lu W) Dla danego

M ∈ Z, de�niujemy

V ω
M (x) =

∑
v∈V ⟨M⟩

0

ξv(ω)
∑

v′∈π−1
M (v)

W (x, v′), x ∈ K⟨∞⟩, M ∈ Z+. (5.1.2)

Ta de�nicja jest oparta na wªa±ciwo±ci dobrego etykietowania (GLP) K⟨∞⟩, która umo»-

liwia nam zde�niowanie ci¡gªego rzutowania πM : K⟨∞⟩ → K⟨M⟩ (zob. rozdziaª 3.2). Za-

uwa»my, »e generalnie nie jest prawd¡, »e realizacje V ω
M s¡ okresowe wzgl¦dem πM , tj. istniej¡

funkcje pro�lu W takie, »e V ω
M (πM (x)) ̸= V ω

M (x), dla niektórych x ∈ K⟨∞⟩, patrz przykªad

5.1.3.

De�nicja 5.1.3 (Fraktalny potencjaª Poissonowski z funkcj¡ pro�lu W) Niech W :

K⟨∞⟩ × K⟨∞⟩ → [0,∞) b¦dzie funkcj¡ Borelowsk¡ i niech ρω b¦dzie losow¡ miar¡ licz¡c¡

odpowiadaj¡c¡ punktowemu procesowi Poissona na K⟨∞⟩ z intensywno±ci¡ νdµ, ν > 0, zde�-

niowan¡ na pewnej przestrzeni probabilistycznej (Ω,M,Q). Wtedy pole losowe

V ω(x) :=

∫
K⟨∞⟩

W (x, y)ρω(dy), (5.1.3)

b¦dzie nazwane fraktalnym potencjaªem Poissonowskim.
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De�nicja 5.1.4 (Speriodyzowany fraktalny potencjaª Poissonowski z funkcj¡ pro-

�lu W) Dla danego M ∈ Z,W, ρω, jak wy»ej de�niujemy

V ω
M (x) :=

∫
K⟨M⟩

∑
y′∈π−1

M (y)

W (x, y′)ρω(dy), M ∈ Z+. (5.1.4)

T¦ periodyzacj¦ mo»na opisa¢ nast¦puj¡co. W przypadku potencjaªu kratowego, rozwa-

»amy zmienne losowe ξv, v ∈ V
⟨M⟩
0 , a dla potencjaªu Poissona - chmur¦ Poissona ograniczon¡

do K⟨M⟩, rozszerzamy okresowo do K⟨∞⟩, a nast¦pnie doª¡czamy pro�l W.

We wszystkich rozwa»aniach b¦dziemy zakªada¢, »e subordynowany ruch Browna i rozwa-

»any potencjaª losowy s¡ niezale»ne.

5.1.1. Zaªo»enia dla potencjaªu kratowego

Punktem wyj±cia dla naszych rozwa»a« jest praca [54], w której udowodniono istnienie

IDS dla potencjaªu kratowego z ograniczonymi zmiennymi losowymi ξv i ograniczon¡ funkcj¡

pro�lu W . Przy takich zaªo»eniach potencjaª V ω(·) automatycznie nale»aª do klasy Kato

odpowiedniego procesu, co jest potrzebne dla poprawnego zde�niowania póªgrupy procesu

ewoluuj¡cego w o±rodku zaburzonym przez potencjaª.

Przypomnijmy, »e BM (x, 1) oznacza kul¦ jednostkow¡ w metryce grafowej dM � je±li

x /∈ V
⟨∞⟩
M , wtedy jest to pojedynczy M -sympleks ∆M (x); je±li x ∈ V

⟨∞⟩
M , to kula ta jest

sum¡ wszystkich M -sympleksów ª¡cz¡cych si¦ w punkcie x. B¦dziemy pracowali przy nast¦-

puj¡cych zaªo»eniach.

(Q) zmienne losowe ξv, v ∈ V
⟨∞⟩
0 s¡ i.i.d., niezdegenerowane oraz EQξv <∞,

(A0) W ≥ 0,W (·, v) ∈ Kloc dla ka»dego v ∈ V ⟨∞⟩ oraz istnieje ci¡g, {bv, v ∈ V ⟨∞⟩} taki, »e

Σibi <∞ oraz dla ka»dego M ∈ Z+, je»eli x ∈ K⟨M⟩ a v /∈ K⟨M+1⟩, to

W (x, v) ≤ bv.

Przy tych zaªo»eniach potencjaª V ω(·) jest prawie na pewno sko«czony i nale»y do odpowied-

niej klasy Kato dla procesu (de�nicja w 5.1.5).

62



(A1) (Funkcja pro�lu)

a)
∑∞

M=1 supx∈K⟨∞⟩
∑

v∈V ⟨∞⟩
0 \B⌊M/4⌋(x,1)

W (x, v) <∞;

b) dla odpowiednio du»ego M ∈ Z+,

∑
v′∈π−1

M (πM (v))

W
(
πM (x), v′

)
≤

∑
v′∈π−1

M (πM (v))

W
(
πM+1(x), v

′) , x ∈ K⟨∞⟩, v ∈ V
⟨∞⟩
0 .

(5.1.5)

Warunek, (A1.a) dotyczy tylko regularno±ci, wynika z niego w szczególno±ci, »e ka»da re-

alizacja losowego potencjaªu V ω(·) jest prawie wsz¦dzie sko«czona i lokalnie ograniczona.

Z kolei warunek (A1.b) jest strukturalnie wa»ny � oznacza on »e dla ka»dych ustalonych

x ∈ K⟨∞⟩, v ∈ V
⟨∞⟩,
0 wpªyw potencjaªu z π−1

M (πM (v)) na cz¡steczk¦ w b¦d¡c¡ w punkcie

πM (x) ∈ K⟨M⟩ jest po u±rednieniu mniejszy ni» wpªyw na cz¡st¦czk¦ b¦d¡c¡ w punkcie

πM+1(x). Przy zaªo»eniach (A1.a-b) mo»emy udowodni¢ istnienie IDS-u dla potencjaªu

typu kratowego na K⟨∞⟩.

Kolejny zestaw zaªo»e« b¦dzie potrzebny do udowodnienia, »e zachodzi osobliwo±¢ Li-

fschitza.

(A2) (Funkcja pro�lu o regularnym no±niku)

a) Istnieje M0 ∈ Z+ takie, »e

W (x, y) = 0 dla ka»dych x, y ∈ K⟨∞⟩, o ile dM0(x, y) > 1;

b) Istniej¡ m0 ∈ Z, A0 > 0 takie, »e

W (x, y) ≥ A0 dla ka»dego x, y ∈ K⟨∞⟩ gdzie dm0(x, y) ≤ 1; (5.1.6)

c) (Caªkowalno±¢ w L2) istnieje N2 > 0 takie, »e

sup
v∈V ∞

0

∫
K⟨∞⟩

W 2(x, v)µ(dx) =: N2 <∞.
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Przykªad 5.1.1 Dla x ∈ K⟨∞⟩, y ∈ V
⟨∞⟩
0 de�niujemy

W (x, y) =

{
1, gdy y jest wierzchoªkiem 0-sympleksu do którego nale»y x
0, wpp.

W pracy ([54]) rozwa»ane s¡ równie» przykªady:

Przykªad 5.1.2 Dla x ∈ K⟨∞⟩, y ∈ V
⟨∞⟩
0 niech f(x, y) = min{M ∈ N : ∃∆M x, y ∈ ∆M}.

De�niujemy

W (x, y) =

{
φ (f(x, y)) , x /∈ V

⟨∞⟩
0

0, x ∈ V
⟨∞⟩
0

gdzie φ : N → [0,∞) jest nierosn¡c¡ funkcj¡ oraz istnieje c > 1 takie, »e φ(m) ≤ N−cm dla

m ∈ N.

Przykªad 5.1.3 Niech K⟨∞⟩ b¦dzie nieograniczonym trójk¡tem Sierpi«skiego. Dla x ∈ K⟨∞⟩, y ∈

V
⟨∞⟩
0 niech f(x, y) = min{M ∈ N : ∃∆M x, y ∈ ∆M} i

W (x, y) = 4−f(x,y).

5.1.2. Zaªo»enia dla potencjaªu Poissonowskiego

W przypadku potencjaªu Poissonowskiego równie» b¦dziemy potrzebowa¢ pewnych zaªo-

»e« a»eby uzyska¢ jego odpowiedni¡ regularno±¢. Te zaªo»enia b¦d¡ bardzo podobne jak dla

potencjaªu kratowego, ale dla formalno±ci je wypiszmy.

(A0') W (·, y) ∈ KX
loc dla ka»dego y ∈ K⟨∞⟩ oraz istnieje funkcja h ∈ L1(K⟨∞⟩, µ) taka, »e dla

dowolnego M ∈ Z, je±li x ∈ K⟨M⟩ oraz y /∈ K⟨M+1⟩ to W (x, y) ≤ h(y).

Podobnie jak w przypadku potencjaªu kratowego, przy powy»szym zaªo»eniu, potencjaª Po-

issonowski nale»y do odpowiedniej klasy Kato.

Kolejne zaªo»enie, takie samo jak w przypadku potencjaªu kratowego b¦dzie potrzebne do

udowodnienia istnienia IDSu.

(A1') (Funkcja pro�lu)

a)
∑∞

M=1 supx∈K⟨∞⟩
∫
K⟨∞⟩\B⌊M/4⌋(x,1)

W (x, y)dµ(y) <∞;
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b) Dla odpowiednio du»ego M ∈ Z+,∑
y′∈π−1

M (πM (y))

W
(
πM (x), y′

)
≤

∑
y′∈π−1

M (πM (v))

W
(
πM+1(x), y

′) , x, y ∈ K⟨∞⟩.

Aby uzyska¢ osobliwo±¢ Lifschitza dla potencjaªu Poissona, uzupeªnimy zaªo»enia

te o (A2) - jak dla potencjaªu kratowego.

Przypominamy te», »e pracujemy przy zaªo»eniu (B) (zob. rozdziaª 1.3.1). W szczegól-

no±ci wykªadnik Laplace'a procesu subordynowanego speªnia (1.3.4): istniej¡ α ∈ (0, 1), i

Cϕ.1, Cϕ.2, λ0 > 0 takie, »e

Cϕ.1λ
α ≤ ϕ(λ) ≤ Cϕ.2λ

α, λ ∈ (0, λ0]. (5.1.7)

W pracy ([42]) dla uzyskania osobliwo±ci Lifschitza u»ywano mocniejszych zaªo»e«. A miano-

wicie, wymagano aby wykªadnik Laplace'a

ϕ(λ) = aλ+ ϕ1(λ) gdzie ϕ1(λ) =
∫ ∞

0
(1− e−λx)ν(dx)

speªniaª jeden z trzech poni»szych warunków:

(a) a > 0, ϕ1 ≡ 0 (lub równowa»nie ν ≡ 0; brak skoków)

(b) a > 0 oraz ϕ1 ̸= 0 speªnia warunek: istniej¡ α1, α2, β1, β2 ∈ (0, dw), ẽ1, ẽ2 ∈ (0, 1], ẽ3, ẽ4 ∈

[1,∞) i r′ > 0 takie, »e

ẽ1λ
α1/dw ≤ ϕ1(λr) ≤ ẽ3λ

β1/dwϕ1(r), λ ∈ (0, 1], r ∈ (0, r′]

ẽ2λ
α2/dw ≤ ϕ1(λr

′) ≤ ẽ4λ
β2/dw λ ≥ 1, r ≥ r′

(c) a = 0 oraz ϕ1 ̸= 0 speªnia powy»szy warunek z punktu (b).

Subordynowane relatywistyczne procesy stabilne nie speªniaj¡ tych zaªo»e«, speªniaj¡ nato-

miast (5.1.7). Dlatego osobliwo±¢ Lifschitza dla procesów relatywistycznych na fraktalach

nie zostaªa wcze±niej wykazana - w tym zakresie wyniki doktoratu rozszerzaj¡ wcze±niejsze

wyniki.
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5.1.3. Póªgrupy i generatory

Wprowadzimy teraz notacj¦ dla póªgrup L2− i generatorów rozwa»anych procesów.

(i) Dla ruchu Browna na K⟨∞⟩ : póªgrupa (Pt)t≥0, z generatorem −L.

(ii) Dla odbijanego ruchu Browna na K⟨M⟩, M ∈ Z : póªgrupa (PM
t )t≥0, z generatorem

−LM .

(iii) Dla subordynowanego ruchu Browna na K⟨∞⟩ : póªgrupa (Tt)t≥0, z generatorem ϕ(−L).

(iv) Dla odbijanego subordynowanego ruchu Browna na K⟨M⟩ : póªgrupa (TM
t )t≥0, z gene-

ratorem ϕ(−LM ).

Spektra operatorów −LM i ϕ(−LM ) s¡ dyskretne. Warto±ci wªasne operatora −LM speª-

niaj¡

0 = µM1 < µM2 ≤ µM3 ≤ . . .→ ∞

i posiadaj¡ wªasno±¢ skalowania

µMk = L−Mdw · µ1k k = 1, 2, 3 . . . . (5.1.8)

Warto±ci wªasne ϕ(−LM ) s¡ oznaczane λM1 < λM2 ≤ λM3 ≤ . . .→ ∞. Zachodzi

λM1 = 0, λMk = ϕ(µMk ) = ϕ(L−Mdw · µ1k) k = 2, 3, 4, . . . (5.1.9)

Póªgrupa odbijanego subordynowanego ruchu Browna na K⟨M⟩ ma zupeªny ukªad funkcji

wªasnych (ψM
k )k≥1 (gdzie ψ1 ≡ L−Md

2 ), zatem mamy

ϕ(−LM )ψM
k = λMk ψ

M
k oraz TM

t ψM
k = e−tλM

k ψM
k . (5.1.10)

B¦dziemy równie» potrzebowa¢ subordynowanego procesuX zabitego przy wyj±ciu zK⟨M⟩.

Jego póªgrupa b¦dzie oznaczona przez

TD,M
t z L2-generatorem AM,D = (ϕ(−LM ))D.

Jego spektrum:

0 ≤ λM,D
1 < λM,D

2 ≤ λM,D
3 ≤ . . .→ ∞. (5.1.11)
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5.1.4. Klasa Kato i póªgrupy Feynmana-Kaca

Teraz wprowadzimy de�nicje dotycz¡ce klasy Kato.

De�nicja 5.1.5 1) Powiemy, »e mierzalna funkcja f : K⟨∞⟩ → R nale»y do klasy Kato

procesu X, oznaczanej przez KX , je±li

lim
t→0

sup
x∈K⟨∞⟩

∫ t

0
Ex|f(Xs)|ds = 0. (5.1.12)

2) Powiemy, »e f nale»y do lokalnej klasy Kato procesu X, oznaczonej przez KX
loc, je±li dla

dowolnej kuli B = B(0,M) funkcja f · 1B nale»y do KX .

3) Powiemy, »e mierzalna funkcja f : K⟨M⟩ → R nale»y do klasy Kato procesu XM , je±li

lim
t→0

sup
x∈K⟨M⟩

∫ t

0
Ex,M |f(XM

s )| ds = 0. (5.1.13)

Przy poczynionych przez nas zaªo»eniach rozwa»ane potencjaªy losowe nale»¡ do klas Kato

odpowiednich procesów. Zachodz¡ poni»sze twierdzenia.

Twierdzenie 5.1.1 Niech V ω b¦dzie potencjaªem typu kratowego (5.1.1), którego funkcja pro-

�lu W speªnia (Q) i (A0), oraz niech dla ustalonego M ∈ Z, V ω
M b¦dzie jego speriodyzowan¡

wersj¡ (5.1.2). Wtedy, Q−prawie na pewno:

(i) V ω ∈ KX
loc(K⟨∞⟩).

(ii) Dla dowolnego M ∈ Z+, V
ω
M ∈ KX

loc(K⟨∞⟩).

(iii) Dla dowolnego M ∈ Z+, V
ω
M ∈ KXM

(K⟨M⟩).

Dowód.

(i) Wystarczy pokaza¢, »e istnieje mierzalny zbiór Ω0 ⊂ Ω peªnej miary taki, »e dla

dowolnych ω ∈ Ω0 i M ∈ Z+ warunek (5.1.12) zachodzi dla V = V ω1K⟨M⟩ . Poniewa»

EQ (
∑

v ξvbv) =
(
EQξ1

)∑
v bv < +∞, to szereg

∑
v ξvbv jest zbie»ny w L1 a zatem rów-

nie» prawie na pewno. Niech Ω0 = {ω :
∑

v ξv(ω)bv < +∞} oraz dla ustalonego M ∈ Z niech

ω ∈ Ω0. Mamy:

V ω(x)1K⟨M⟩(x) = 1K⟨M⟩(x)

 ∑
v∈V ⟨M+1⟩

0

ξv(ω)W (x, v) +
∑

v∈V ⟨∞⟩
0 \V ⟨M+1⟩

0

ξv(ω)W (x, v)

 .
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Pierwsza suma skªada si¦ ze sko«czonej liczby skªadników. W drugiej sumie u»ywamy ogra-

niczenia z warunku (A0): W (x, v) ≤ bv. W konsekwencji

V ω(x)1K⟨M⟩(x) ≤ 1K⟨M⟩(x)

 ∑
i∈V ⟨M+1⟩

0

ξv(ω)W (x, v) +
∑

v∈V ⟨∞⟩
0

ξv(ω)bv

 ,

a szereg
∑

v∈V ⟨∞⟩
0

ξv(ω)bv jest zbie»ny do sko«czonej granicy, Q−prawie na pewno. Zachodzi:

∫ t

0
Ts(V

ω1K⟨M⟩)(x) ds ≤
∑

v∈V ⟨M+1⟩
0

ξv(ω)

∫ t

0
Ts(W (x, v)1K⟨M⟩(x)) ds+ t

∑
v∈V ⟨∞⟩

0

ξv(ω)bv

≤
∑

v∈V ⟨M+1⟩
0

ξv(ω) sup
x∈K⟨∞⟩

∫ t

0
Ts(W (x, v)1K⟨M⟩(x)) ds+ t

∑
v∈V ⟨∞⟩

0

ξv(ω)bv.

Poniewa» zakªadamy, »e W (·, v) nale»y do lokalnej klasy Kato X dla ka»dego ustalonego

v ∈ V
⟨∞⟩
0 , supremum w pierwszym czªonie zbiega do 0 gdy t→ 0. Wyst¦puje tam sko«czenie

wiele wierzchoªków v, a zatem caªy pierwszy skªadnik d¡»y do 0. Szereg w drugim skªadniku

jest Q-prawie na pewno ograniczony, st¡d dla t→ 0 caªe wyra»enie jest zbie»ne do zera.

(ii) Dowód jest identyczny z tym dla punktu (i) - wystarczy tylko zamieni¢ ξv na ξπM (v).

(iii) Mamy teraz, dla x ∈ K⟨M⟩ :

V ω
M (x) =

∑
v∈V ⟨M⟩

0

ξv(ω)
∑

v′∈π−1
M (v)

W (x, v′)

=
∑

v∈V ⟨M⟩
0

ξv(ω)

 ∑
v′∈π−1

M (i)∩K⟨M+1⟩

W (x, v′) +
∑

v′∈π−1
M (v)\K⟨M+1⟩

W (x, v′)

 .

Z de�nicji operatorów TM
t mamy

TM
s V ω

M (x) =

∫
K⟨M⟩

pMs (x, y)V ω
M (y)dµ(y)

=

∫
K⟨M⟩

 ∑
y′∈π−1

M (y)

ps(x, y
′)

V ω
M (y)dµ(y)

=

∫
K⟨M⟩

 ∑
y′∈π−1

M (y)∩K⟨M+1⟩

ps(x, y
′) +

∑
y′∈π−1

M (y)\K⟨M+1⟩

ps(x, y
′)

V ω
M (y)dµ(y)

= Ts (1K⟨M+1⟩(x)VM (x)) +

∫
K⟨M⟩

∑
y′∈π−1

M (y)\K⟨M+1⟩

ps(x, y
′)V ω

M (y)dµ(y)
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Korzystaj¡c z twierdzenia Fubiniego-Tonelliego oraz oszacowa« z [55, Lemat 3.4] mamy

∑
y′∈π−1

M (y)\K⟨M+1⟩

ps(x, y
′) =

∫ ∞

0

∑
y′∈π−1

M (y)\K⟨M+1⟩

gu(x, y
′)ηs(du) ≤ cL−dfM ,

co daje nam

sup
x∈K⟨∞⟩

∫ t

0
PM
s (V ω

M (x))ds

≤ sup
x∈K⟨∞⟩

∫ t

0
Ps (1K⟨M+1⟩(x)V ω

M (x)) ds+ sup
x∈K⟨∞⟩

∫ t

0

∫
K⟨M⟩

∑
y′∈π−1

M (y)\K⟨M+1⟩

ps(x, y
′)V ω

M (y)dµ(y)ds

≤ sup
x∈K⟨∞⟩

∫ t

0
Ps (1K⟨M+1⟩(x)V ω

M (x)) ds+ ctL−dfM

∫
K⟨M⟩

V ω
M (y)dµ(y)

Jednostajna zbie»no±¢ pierwszego wyrazu do zera wynika z (ii). Co wi¦cej, (ii) implikuje

równie», »e V ω
M ∈ L1

loc. St¡d caªka w drugim wyrazie jest ograniczona, a caªa suma d¡»y do

zera gdy t→ 0.

□

Twierdzenie 5.1.2 Niech V ω b¦dzie potencjaªem Poissonowskim (5.1.3) którego funkcja pro-

�luW speªnia (A0'), oraz niech V ω
M b¦dzie jego speriodyzowan¡ wersj¡ (5.1.4),M ∈ Z.Wtedy,

Q−prawie na pewno:

(a) V ω ∈ KX
loc,

(b) V ω
M ∈ KX

loc,

(c) V ω
M ∈ KXM

loc .

Dowód.

Najpierw zauwa»my, »e skoro

EQ
∫
K⟨∞⟩

h(y)ρω(dy) = ν

∫
K⟨∞⟩

h(y)dµ(y),

to istnieje zbiór Ω0 ⊂ Ω peªnej miary Q taki, »e h ∈ L1(K⟨M⟩, ρω) dla ω ∈ Ω0.

Oznaczmy przez ρ̃ω miar¦ licz¡c¡ odpowiadaj¡c¡ kon�guracji dla potencjaªu speriodyzo-

wanego. Mamy

ρ̃ω = π−1
M

(
ρω
∣∣
K⟨M⟩

)
,
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zatem

EQ
∫
K⟨∞⟩

h(y)ρ̃ω(dy) = EQ
∑

∆∈TM

∫
∆
h(y)ρ̃ω(dy) =

∑
∆∈TM

EQ
∫
∆
h(y)ρω(d(πMy)).

Kluczowe jest, »e losowe miary π−1
M ρω

∣∣
∆
, ∆ ∈ TM maj¡ takie same rozkªady jak ρω

∣∣
∆
. W

konsekwencji zachodzi

EQ
∫
K⟨∞⟩

h(y)ρ̃ω(dy) = EQ
∫
K⟨∞⟩

h(y)ρω(dy) = ν

∫
K⟨∞⟩

h(y)dµ(y).

Mo»emy wi¦c równie» zaªo»y¢, »e dla ω ∈ Ω0 mamy h ∈ L1(K⟨M⟩, ρ̃ω).

Dla M ∈ Z niech

ΩM = {ω ∈ Ω : sko«czenie wiele punktów Poissona znajduje si¦ w K⟨M⟩}.

Mamy Q(ΩM ) = 1, a zatem Ω̃ := Ω0∩
⋂

M ΩM jest równie» peªnej miary. Dla ω ∈ Ω̃ oznaczmy

przez {yi(ω)} realizacj¦ rozwa»anego punktowego procesu Poissona.

(a) Niech ω ∈ Ω̃. Wystarczy pokaza¢, »e warunek (5.1.12) zachodzi dla V ω1K⟨M⟩ , M ∈ Z.

Dla x ∈ K⟨∞⟩ mamy:

V ω(x)1K⟨M⟩(x) ≤ 1K⟨M⟩(x)

 ∑
yi(ω)∈K⟨M+1⟩

W (x, yi(ω)) +

∫
(K⟨M+1⟩)c

h(y)ρω(dy)

 .

Z tego wynika, »e:∫ t

0
Ts(V

ω1K⟨M⟩)(x) ds =

∫ t

0
Ex (V ω(Xs)1K⟨M⟩(Xs)) ds

=

∫ t

0
Ex

1K⟨M⟩(Xs)

 ∑
yi(ω)∈K⟨M+1⟩

W (Xs, yi(ω)) +

∫
(K⟨M+1⟩)c

h(y)ρω(dy)


=

∑
yi(ω)∈K⟨M+1⟩

∫ t

0
Ts(W (·, yi(ω))1K⟨M⟩)(x)ds+ t

∫
(K⟨M+1⟩)c

h(y)ρω(dy).

Poniewa» zaªo»yli±my, »e W (·, y) ∈ KX
loc, to ka»da caªka w pierwszej sumie zbiega do zera

gdy t→ 0, jednostajnie wzgl¦dem x. Skoro mamy sko«czenie wiele skªadników, to caªa suma

zbiega jednostajnie wzgl¦dem x do 0. Drugie wyra»enie nie zale»y od x, zatem mo»e by¢

oszacowane przez t∥h∥L1(K⟨∞⟩,µω). Punkt (a) zatem zachodzi.

(b) Dowód jest identyczny - zamieniamy tylko ρω na ρ̃ω i rozumujemy jak powy»ej.

(c) Post¦pujemy podobnie jak w dowodzie [41, Proposition 2.5(3)]. Mamy:

TM
s V ω

M (x) =

∫
K⟨M⟩

pM (s, x, y)V ω
M (y)dµ(y)
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=

∫
K⟨M⟩

 ∑
y′∈π−1

M (y)

p(s, x, y′)

V ω
M (y)dµ(y)

=

∫
K⟨M⟩


 ∑

y′∈π−1
M

(y)

y′∈K⟨M⟩

+
∑

y′∈π−1
M

(y)

y′ /∈K⟨M⟩

 p(s, x, y′)

V ω
M (y)dµ(y)

=

∫
K⟨M⟩


 ∑

y′∈π−1
M

(y)

y′∈K⟨M⟩

+
∑

y′∈π−1
M

(y)

y′ /∈K⟨M⟩

 g(u, x, y′)ηt(du)

V ω
M (y)dµ(y)

W pierwszej sumie jest tylko jeden skªadnik, g(u, x, y′). Dla drugiej sumy wewn¡trz caªki

mamy (u»ywaj¡c notacji z [55], zob. wzór (3.3) Lemat 3.4 oraz wzór (3.7)):

∑
y′∈π−1

M
(y)

y′ /∈K⟨M⟩

g(u, x, y′) = g
(1)
M (u, x, y) + g

(2)
M (u, x, y)

≤ c1L
−Md

(
LM

u1/dw
∨ 1

)d− dw
dJ−1

e
−c2

(
LM

u1/dw
∨1
) dw

dJ−1

+
c3

uds/2
e
−
(
c4

|x−y|dw
u

) 1
dJ−1

≤ c5L
−Md + c6g(c7u, x, y),

a zatem równie»,

∫ ∞

0

 ∑
y′∈π−1

M
(y)

y′∈K⟨M⟩

+
∑

y′∈π−1
M

(y)

y′ /∈K⟨M⟩

 g(u, x, y′)ηt(du) ≤

≤ c5L
−Md +

∫ ∞

0
c6g(c7u, x, y)ηt(du)

= c5L
−Md + c6p(c7t, x, y).

W konsekwencji,

TM
s V ω

M (x) ≤
∫
K⟨M⟩

(
p(s, x, y) + c6p(c7s, x, y) + c5L

−Md
)
V ω
M (y)dµ(y)

= Ts(V
ω
M1K⟨M⟩)(x) + +c6Tc7s(V

ω
M1K⟨M⟩)(x) + c5L

−Md

∫
K⟨M⟩

V ω
M (y)dµ(y),

co daje∫
0t
TM
s V ω

M (x)ds ≤
∫ t

0
TM
s V ω

M (x)ds+ c6

∫ t

0
TM
c7sV

ω
M (x)ds+ c5tL

−Md

∫
K⟨M⟩

V ω
M (y)dµ(y).
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Na mocy udowodnionego ju» punktu (b) pierwsze dwie sumy d¡»¡ do zera jednostajnie wzgl¦-

dem x ∈ K⟨M⟩, a zbie»no±¢ trzeciej do zera wynika z faktu, »e V ω
M ∈ KX

loc ⊂ L1
loc(K⟨∞⟩, µ).

Dowód twierdzenia jest zako«czony. □

Maj¡c dany losowy potencjaª V ω(·) , nale»¡cy prawie na pewno do klasy Kato, de�niujemy

losow¡ póªgrup¦ Feynmana�Kaca
{
T V ω

t : t ≥ 0
}
odpowiadaj¡c¡ subordynowanemu ruchowi

Browna X. Podej±cie to pracuje zarówno dla potencjaªów kratowych, jak i Poissonowskich.

T V ω

t f(x) = Ex
[
e−
∫ t
0 V ω(Xs)dsf(Xt);

]
, f ∈ L2(K⟨∞⟩, µ), t > 0;

Póªgrupa ta jest mocno ci¡gªa na L2(K⟨∞⟩, µ) i skªada si¦ z operatorów symetrycznych. Jej

generator jest postaci −Hω, gdzie Hω = ϕ(−L) + V ω. Jest to losowy operator Schrödingera,

oparty na generatorze subordynowanego ruchu Browna X na K⟨∞⟩ (pami¦tajmy, »e ϕ jest

wykªadnikiem Laplace'a subordynatora S, wprowadzonego w Rozdziale 1.3.1, a operator L

to generator zwykªego ruchu Browna na nieograniczonym zagnie»d»onym fraktalu). Ope-

ratory Schrödingera oparte na generatorach procesów Fellera i odpowiadaj¡ce im póªgrupy

Feynmana�Kaca s¡ szczegóªowo omówione w ksi¡»ce [22] autorstwa Demuth i Casteren (zob.

równie» [21, Rozdziaªy 3.2-3.3]).

De�niujemy dwie losowe póªgrupy Feynmana�Kaca
{
TD,M,ω
t : t ≥ 0

}
i
{
TN,M,ω
t : t ≥ 0

}
odpowiadaj¡ce procesowiX zabitemu przy wyj±ciu z sympleksu K⟨M⟩ oraz procesowi odbitemu

XM poruszaj¡cemu sie w sympleksie K⟨M⟩. Formalnie, niech

TD,M,ω
t f(x) = Ex

[
e−
∫ t
0 V ω(Xs)dsf(Xt); t < τK⟨M⟩

]
, f ∈ L2(K⟨M⟩, µ), M ∈ Z+, t > 0;

TN,M,ω
t f(x) = Ex

M

[
e−
∫ t
0 V ω(XM

s )dsf(XM
t )
]
, f ∈ L2(K⟨M⟩, µ), M ∈ Z+, t > 0,

gdzie τK⟨M⟩ = inf{t : Xt /∈ K⟨M⟩} oznacza czas pierwszego wyj±cia procesu ze zbioru K⟨M⟩.

Dodatkowo oznaczmy przez AD,M,ω i AN,M,ω generatory tych póªgrup na L2(K⟨M⟩, µ). Za-

bijanie przy wyj±ciu oraz odbijanie odpowiada zadaniu warunków brzegowych Dirichleta lub

Neumanna. A zatem

HD
M,ω := −AD,M,ω (odp. HN

M,ω := −AN,M,ω)

mog¡ by¢ rozumiane jako uogólnione operatory Schrödingera odpowiadaj¡ce generatorom sub-

ordynowanego ruchu Browna X z zadanymi warunkami brzegowymi Dirichleta (odp. Neu-

manna).
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Operatory TD,M,ω
t i TN,M,ω

t , t > 0, s¡ typu caªkowego: dla dowolnego t > 0 istniej¡

symetryczne i ograniczone j¡dra uDM,ω(t, x, y) i u
N
M,ω(t, x, y) takie, »e

TD,M,ω
t f(x) =

∫
K⟨M⟩

uDM,ω(t, x, y)f(y)µ(dy), f ∈ L2(K⟨M⟩, µ)

TN,M,ω
t f(x) =

∫
K⟨M⟩

uNM,ω(t, x, y)f(y)µ(dy), f ∈ L2(K⟨M⟩, µ). (5.1.14)

Powy»sze j¡dra maj¡ reprezentacj¦ u»ywaj¡c¡ mostów:

uDM,ω(t, x, y) = p(t, x, y)Ex,y
t

[
e−
∫ t
0 V ω(Xs)ds; t < τK⟨M⟩

]
uNM,ω(t, x, y) = pM (t, x, y)Ex,y

M,t

[
e−
∫ t
0 V ω(XM

s )ds
]
.

Poniewa» dla dowolnego t > 0 j¡dra te s¡ ograniczone oraz µ(K⟨M⟩) < ∞, to operatory

TD,M,ω
t , TN,M,ω

t , t > 0, s¡ typu Hilberta-Schmidta. W zwi¡zku tym ich spektra HD
M,ω i HN

M,ω

skªadaj¡ si¦ izolowanych warto±ci wªasnych o sko«czonej krotno±ci oraz zachodzi

0 ≤ λD,M
1 (ω) < λD,M

2 (ω) ≤ λD,M
3 (ω) ≤ . . .→ ∞

i

0 ≤ λN,M
1 (ω) < λN,M

2 (ω) ≤ λN,M
2 (ω) ≤ . . .→ ∞.

5.1.5. Istnienie IDS

Rozwa»amy losowe miary empiryczne na [0,∞) oparte na spektrach operatorów HD
M,ω i HN

M,ω,

unormowane przez µ(K⟨M⟩):

ΛD,ω
M :=

1

µ
(
K⟨M⟩

) ∞∑
n=1

δ
λD,M
n (ω)

(5.1.15)

oraz

ΛN,ω
M :=

1

µ
(
K⟨M⟩

) ∞∑
n=1

δ
λN,M
n (ω)

. (5.1.16)

Aby udowodni¢ istnienie IDS, rozwa»a¢ b¦dziemy transformaty Laplace'a miar ΛD
M,ω i ΛN

M,ω.

LD
M (t, ω) =

∫ ∞

0
e−λtΛD,ω

M (dλ) (5.1.17)

=
1

µ
(
K⟨M⟩

) ∞∑
n=1

e−λD,M
n (ω)t =

1

µ
(
K⟨M⟩

)TrTD,M,ω
t

=
1

µ
(
K⟨M⟩

) ∫
K⟨M⟩

uDM,ω(t, x, x)µ(dx)
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=
1

µ
(
K⟨M⟩

) ∫
K⟨M⟩

p(t, x, x)Ex,x
t

[
e−
∫ t
0 V ω(Xs)ds; t < τK⟨M⟩

]
µ(dx)

i

LN
M (t, ω) =

∫ ∞

0
e−λtΛN,ω

M (dλ) (5.1.18)

=
1

µ
(
K⟨M⟩

) ∞∑
n=1

e−λN,M
n (ω)t =

1

µ
(
K⟨M⟩

)TrTN,M,ω
t

=
1

µ
(
K⟨M⟩

) ∫
K⟨M⟩

uNM,ω(t, x, x)µ(dx)

=
1

µ
(
K⟨M⟩

) ∫
K⟨M⟩

pM (t, x, x)Ex,x
M,t

[
e−
∫ t
0 V ω(XM

s )ds
]
µ(dx).

Na zako«czenie, podamy teraz sformuªowanie twierdzenia dotycz¡cego istnienia IDSu.

Twierdzenie 5.1.3 (Istnienie IDS) Niech K⟨∞⟩ b¦dzie nieograniczonym fraktalem zagnie»-

d»onym z GLP. Zaªó»my, »e w przypadku potencjaªu kratowego speªnione s¡ zaªo»enia (B),

(Q) oraz (A0)�(A2), a w przypadku potencjaªu Poissonowskiego (B), (A0'), (A1') i (A2).

Wtedy losowe miary ΛD
M,ω i ΛN

M,ω s¡ Q-prawie na pewno sªabo zbie»ne gdyM → ∞ do wspólnej

nielosowej miary granicznej Λ na [0,∞).

Dla potencjaªu kratowego dowód zostaª podany w w pracy doktorskiej [54] jednak w nieco

mniejszej ogólno±ci. Poniewa» nie jest ona publicznie dost¦pna, dowód (w ogólno±ci jak w

twierdzeniu 5.1.3) równie» zamieszczamy w Dodatku.

W przypadku potencjaªu Poissona dowód istnienia jest niewielk¡ mody�kacj¡ dowodu na

trójk¡cie Sierpi«skiego z pracy [42].
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Rozdziaª 6

Osobliwo±¢ Lifschitza dla potencjaªu

typu kratowego

W tym rozdziale wyka»emy, »e dla caªkowej g¦sto±ci stanów dla procesów subordynowan-

cyh na K⟨∞⟩ z potencjaªem typu kratowego zachodzi osobliwo±¢ Lifschitza.

Przypomnijmy, »e b¦dziemy bada¢ transformat¦ Laplace'a miary granicznej ci¡gu miar

(5.1.18) i (5.1.17) gdy M → ∞. Oznaczana ona jest przez L(t).

Zachowanie IDS blisko 0 odzwierciedla¢ b¦dzie zachowanie wspólnej funkcji dystrybuanty

zmiennych losowych ξv, tj. funkcji

Fξ(t) := Q[ξv ≤ t]. (6.0.1)

Przypomnijmy równie», »e pracujemy przy zaªo»eniu (Q), stwierdzaj¡cym, »e zmienne losowe

ξv s¡ niezdegenerowane i caªkowalne. To zaªo»enie byªo potrzebne do zde�niowania póªgrupy

Feynmana-Kaca i ustalenia istnienia IDS. Teraz wymagamy nieco wi¦cej regularno±ci. Po-

trzebujemy, aby funkcja Fξ speªniaªa

(Q1) Fξ(λ) > 0 dla λ > 0, F+
ξ (0) < 1, oraz istnieje λ0 > 0 takie, »e Fξ jest ci¡gªa na [0, λ0]

(z mo»liw¡ lewostronn¡ nieci¡gªo±ci¡ w 0, odpowiadaj¡c¡ atomowi w 0).

Ponadto nadal zakªadamy (A0), (A1), (A2).

Na pocz¡tek wprowadzimy staª¡ strukturaln¡, która pojawia si¦ w tempie zbie»no±ci IDSu do

zera.

Zwró¢my uwag¦, »e poniewa» zachodzi (A2.a), to caªkowanie w (A2.c) przebiega po

zbiorze ∆M0(v), którego miara jest ograniczona przez µ(∆M0(v)) ≤ rank (v)LM0d < ∞.
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Z nierówno±ci Jensena mamy, »e je±li (A2.c) zachodzi, to równie» L1−normy W s¡ jed-

nostajnie ograniczone, to znaczy:

N1 := sup
v∈V ∞

0

∫
K⟨∞⟩

W (x, v)µ(dx) <∞. (6.0.2)

Niech teraz χ = λM2 b¦dzie drug¡ warto±ci¡ wªasn¡ generatora subordynowanego odbijanego

ruchu Browna na K⟨M⟩, ϕ(−LM ). Analogicznie, niech µM2 oznacza drug¡ warto±¢ wªasn¡

(−LM ), bez interakcji z potencjaªem. Z wªasno±ci subordynacji oraz skalowania warto±ci

wªasnych (5.1.9) odbijanego ruchu Browna K⟨M⟩ dostajemy, »e:

χ := ϕ(µM2 ) = ϕ(L−Mdwµ12)

i korzystaj¡c z (1.3.4) mamy, »e istnieje M1 ∈ Z+ takie, »e kiedy M ≥M1, to

C̃1

LMdwα
≤ χ ≤ C̃2

LMdwα
(6.0.3)

gdzie C̃1 = Cϕ.1(µ
1
2)

α i C̃2 = Cϕ.2(µ
1
2)

α (Cϕ.1 i Cϕ.2 s¡ staªymi z (1.3.4)). Zde�niujmy teraz

staªe

R0 := max
x∈V ⟨∞⟩

0

rank (x) · C0L
M0d. (6.0.4)

oraz

D0 :=
C̃1

2C0N1
∧ C̃1A0L

m0d

4R0N2
(6.0.5)

gdzie C0 pochodzi (3.1.5), N1 z (6.0.2), m0 z warunku (A2.b).

Podobnie do [41, Rozdziaª 3] wprowad¹my funkcje:

g(x) := ln
1

Fξ(
D0
x )

, j(x) := xd+dwαg(xdwα), x > 0, (6.0.6)

ze staª¡ D0 > 0 zde�niowan¡ w (6.0.5). Funkcje:

xt := j−1(t), h(t) := g(xdwα
t ) t > 0, (6.0.7)

s¡ dobrze zde�niowane i speªniaj¡ warunki

t = xd+dwα
t h(t) = xd+dwα

t ln
1

Fξ

(
D0

xdwα
t

) . (6.0.8)

Ponadto mamy xt → ∞ gdy t→ ∞.

Naszym celem jest poni»sze twierdzenie. Jest ono podobne do swojego odpowiednika w

przypadku Rd (zob. [41, Theorem 1.1]).
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Twierdzenie 6.0.1 Zaªó»my, »e s¡ speªnione warunki (A0) � (A2), (B), (Q) oraz (Q1).

Wtedy istniej¡ staªe dodatnie L̃1, L̃2, R̃1, R̃2 takie, »e

−L̃1 ≤ lim inf
λ↘0

λ
d

αdw ln Λ([0, λ])

g(R̃1/λ)
;

lim sup
λ↘0

λ
d

αdw ln Λ([0, λ])

g(R̃2/λ)
≤ −L̃2, (6.0.9)

gdzie funkcja g zostaªa zde�niowana w (6.0.6) powy»ej.

Zauwa»my, »e gdy limκ→0 Fξ(κ) > 0 (rozkªad zmiennej ξ przyjmuje warto±¢ 0 z dodatnim

prawdopodobie«stwem), to wyra»enie (6.0.9) mo»na zapisa¢ jako

−L̃3 ≤ lim inf
λ↘0

λ
d

αdw ln Λ([0, λ]) ≤ lim sup
λ↘0

λ
d

αdw ln Λ([0, λ]) ≤ −L̃4,

gdzie L̃3, L̃4 to pewne staªe dodatnie.

Do dowodu tego twierdzenia nie b¦dziemy podchodzi¢ bezpo±rednio. Zamiast tego zba-

damy zachowanie transformaty Laplace'a IDS, L, w niesko«czono±ci, a nast¦pnie u»yjemy

argumentu typu Tauberowskiego, aby wyznaczy¢ asymptotyczne zachowanie IDS w zerze.

6.1. Oszacowanie górne transformaty Laplace'a IDS-u

Zaczniemy od oszacowania górnego, które pozwoli nam ustali¢ tempo zbie»no±ci.

Twierdzenie 6.1.1 Zaªó»my, »e zachodz¡ (B), (Q), (Q1), (A0) � (A2). Wtedy istnieje

staªa K1 > 0 taka, »e

lim sup
t→∞

lnL(t)

t
d

d+αdw · h(t)
αdw

d+αdw

≤ −K1, (6.1.1)

gdzie funkcja h zostaªa zde�niowana w (6.0.7). W szczególno±ci, gdy Fξ(0) > 0, to

lim sup
t→∞

lnL(t)

t
d

d+αdw

≤ −K1 ·
(
ln

1

Fξ(0)

) αdw
d+αdw

. (6.1.2)

Dowód. Z wniosku 8.0.1 w Dodatku mamy, »e dla wszystkich M ∈ Z+ i t > 0 zachodzi

L(t) ≤ EQ
[

1

µ(K⟨M⟩)

∫
K⟨M⟩

pM (t, x, x)Ex,x
M,t

[
e−
∫ t
0 V ω

M (XM
s )ds

]
µ(dx)

]
.

Caªka po prawej stronie tej równo±ci jest ±ladem operatora odpowiadaj¡cego odbitemu subor-

dynowanemu procesowi na K⟨M⟩ z potencjaªem V ω
M (x), wprowadzonym w (5.1.2), zatem dla

ka»dego t > 0, M ∈ Z+

L(t) ≤ 1

µ(K⟨M⟩)
TrTN,M,ω

t .
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Mo»emy to szacowa¢ w ten sam sposób jak w ([42, p. 3921]):

≤ 1

µ(K⟨M⟩)
EQ
[
e−(t−1)λN,M

1 (ω)
]

sup
x∈K⟨M⟩

pM (1, x, x), (6.1.3)

gdzie {λN,M
n (ω)}∞n=1 to zbiór warto±ci wªasnych generatora póªgrupy (TN,M,ω

t )t≥0, danej przez

(5.1.4). Poniewa» mamy

A∗ := sup
M≥0

1

µ(K⟨M⟩)
sup

x∈K⟨M⟩
pM (1, x, x) <∞,

pozostaje nam oszacowanie z doªu warto±ci wªasnej w wykªadniku w (6.1.3).

Ustalmy M ∈ Z+. Zamieniamy zmienne losowe ξv na obci¦te zmienne losowe ξ̃v, gdzie

ξ̃v := ξv ∧
D0

LMαdw
, v ∈ V

⟨M⟩
0 . (6.1.4)

Przez Ṽ ω
M oznaczmy potencjaª powstaj¡cy tak jak V ω

M (zob (5.1.2)), poprzez zamian¦ zmien-

nych losowych ξv na ξ̃v:

Ṽ ω
M (x) =

∑
v∈V ⟨M⟩

0

ξ̃v(ω)

 ∑
v′∈π−1

M (v)

W (x, v′)

 , x ∈ K⟨∞⟩. (6.1.5)

Przez {λ̃N,M
n (ω)}∞n=1 oznaczmy zbiór warto±ci wªasnych generatora odpowiadaj¡cej mu póª-

grupy. Poniewa» λ̃N,M
n (ω) ≤ λN,M

n (ω), to wystarczy znale¹¢ dolne ograniczenie dla λ̃N,M
1 (ω).

W tym celu u»yjemy nierówno±ci Temple'a.

Twierdzenie 6.1.2 (Nierówno±¢ Temple'a, [60, Twierdzenie XIII.5]) Zaªó»my, »e H

jest samosprz¦»onym operatorem na pewnej przestrzeni Hilberta z iloczynem skalarnym ⟨·, ·⟩

takim, »e λ1 := inf σ(H) jest warto±ci¡ wªasn¡ izolowan¡ i niech χ ≤ inf(σ(H)\{λ1}). Wtedy

dla dowolnej funkcji ψ ∈ D(H) speªniaj¡cej warunek

⟨ψ,Hψ⟩ < χ i ∥ψ∥ = 1 (6.1.6)

zachodzi:

λ1 ≥ ⟨ψ,Hψ⟩ − ⟨Hψ,Hψ⟩ − ⟨ψ,Hψ⟩2

χ− ⟨ψ,Hψ⟩
. (6.1.7)

U»ywaj¡c nierówno±ci Temple'a udowodnimy poni»szy lemat.

78



Lemat 6.1.1 Przy zaªo»eniach (B),(Q),(Q1),(A0) oraz (A2) istnieje M2 ≥ M1 takie, »e

dla dowolnego M ≥M2 mamy

λN,M
1 (ω) ≥ λ̃N,M

1 (ω) ≥ 1

LMd

[∫
K⟨M⟩

Ṽ ω
M (x)µ(dx)−

∫
K⟨M⟩(Ṽ ω

M (x))2µ(dx)

L−Mdwα[C̃1/2]

]
, (6.1.8)

gdzie staªa C̃1 pochodzi z (6.0.3).

Dowód. Zaªó»my, »e M jest ustalone i takie, »e M ≥M1∨M0. Skoro Ṽ ω
M ≤ V ω

M , to zachodzi

λ
M,V ω

M
1 ≥ λ

M,Ṽ ω
M

1 . Zastosujemy teraz nierówno±¢ Temple'a do operatora H̃ω
M w przestrzeni

L2(K⟨M⟩), zde�niowanego podobnie jak HN
M,ω, ale z potencjaªem Ṽ ω

M i χ = λM2 (nielosowym).

Spektrum operatora H = H̃N
M,ω jest dyskretne i zachodzi

χ = λM2 ≤ λ̃N,M
2 (ω) = inf

(
σ(H̃N

M,ω)\
{
λ̃N,M
1 (ω)

})
.

�eby skorzysta¢ z nierówno±ci Temple'a, wybieramy ψ = ψM
1 ≡ 1

LMd/2 . Jest to znormalizowana

funkcja wªasna odpowiadaj¡ca warto±ci wªasnej λM1 generatora LM . Póªgrupa (TM
t )t≥0 o

generatorze ϕ(−LM ) zachowuje mas¦, zatem ϕ(−LM )ψ = 0. Dalej mamy

〈
ψ, H̃N

M,ωψ
〉
=
〈
ψ, ϕ(−LM )ψ

〉
+
〈
ψ, Ṽ ω

Mψ
〉
=
〈
ψ, Ṽ ω

Mψ
〉
=

1

LMd

∫
K⟨M⟩

Ṽ ω
M (x)µ(dx).

Z de�nicji Ṽ ω
M dostajemy, »e

∫
K⟨M⟩

Ṽ ω
M (x)µ(dx) =

∫
K⟨M⟩

∑
v∈V ⟨M⟩

0

ξ̃v(ω)

 ∑
v′∈π−1

M (v)

W (x, v′)

µ(dx).

Z warunku (A2.a), wynika, »e W (x, v′) ̸= 0 jest mo»liwe tylko kiedy punkty v′ i x nale»¡ do

tego samego M0−sympleksu, t.j. gdy v′ ∈ ∆M0(x). Dla punktów x ∈ IntK⟨M⟩ i M ≥ M0

(zaªo»enie) mamy ∆M0(x) ⊂ K⟨M⟩, w szczególno±ci potrzebujemy mie¢ v′ ∈ K⟨M⟩. A zatem,

w sumie
∑

v′∈π−1
M (v)W (x, v′) jest co najwy»ej jeden niezerowy skªadnik � mianowicie W (x, v).

Dostajemy zatem:

Ṽ ω
M (x) =

∑
v∈V ⟨M⟩

0

ξ̃v(ω)W (x, v),

co prowadzi do∫
K⟨M⟩

Ṽ ω
M (x)µ(dx) =

∫
IntK⟨M⟩

Ṽ ω
M (x)µ(dx) =

∑
v∈V ⟨M⟩

0

ξ̃v(ω)

∫
K⟨M⟩

W (x, v)µ(dx)
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≤

 ∑
v∈V ⟨M⟩

0

ξ̃v(ω)

 sup
v∈V ⟨M⟩

0

∫
K⟨M⟩

W (x, v)µ(dx) ≤ C0L
Md · D0

LMαdw
·N1.

(C0L
Md to oszacowanie liczby punktów z V ⟨M⟩

0 , D0

LMαdw
- oszacowanie zmiennych ξ̃v(ω), za±

N1 pochodzi z (6.0.2)).

Korzystaj¡c z de�nicji D0, (6.0.5),〈
ψ, H̃N

M,ωψ
〉
≤ N1C0D0

LMαdw
≤ C̃1

2LMαdw
.

ale z (1.3.4) wynika, »e mo»emy znale¹¢ takie M2 ∈ Z+, M2 ≥M1, »e dla M ≥M2 zachodzi

C̃1L
−Mαdw < ϕ(µ12 · L−Mdw) = λM2 = χ,

co znaczy, »e warunek (6.1.6) jest speªniony.

Nast¦pnie,

χ−
〈
ψ, H̃N

M,ωψ
〉

= λM2 −
〈
ψ, H̃N

M,ωψ
〉

≥ C̃1

LMdwα
− N1C0D0

LMdwα
≥ C̃1

2LMdwα
. (6.1.9)

Wstawiaj¡c teraz (6.1.9) do wzoru w nierówno±ci Temple'a (6.1.7) otrzymujemy:

λ̃N,M
1 (ω) ≥ ⟨ψ, H̃N

M,ωψ⟩ −
⟨H̃N

M,ωψ, H̃
N
M,ωψ⟩ − ⟨ψ, H̃N

M,ωψ⟩2

L−Mdwα
[
C̃1/2

]
=

1

LMd

∫
K⟨M⟩

Ṽ ω
M (x)µ(dx)−

∫
K⟨M⟩(Ṽ ω

M (x))2µ(dx)−
(∫

K⟨M⟩ Ṽ ω
M (x)µ(dx)

)2
L−Mdwα

[
C̃1/2

]


≥ 1

LMd

∫
K⟨M⟩

Ṽ ω
M (x)µ(dx)−

∫
K⟨M⟩(Ṽ ω

M (x))2µ(dx)

L−Mdwα
[
C̃1/2

]


□

Powy»sza nierówno±¢ b¦dzie przydatna, kiedy w naszym modelu b¦dzie odpowiednio du»o

losowo±ci. Ustalmy teraz δ ∈ (0, 1) (pó¹niej poka»emy jak wybra¢ wªa±ciw¡ warto±¢) i zde�-

niujmy zbiór:

AM,δ =

{
ω : #

{
v ∈ V

⟨M⟩
0 : ξv(ω) >

D0

LMdwα

}
≥ δ · k⟨M⟩

0

}
,

gdzie k⟨M⟩
0 to liczba punktów w V

⟨M⟩
0 (oszacowanie dla k⟨M⟩

0 byªo podane w (3.1.5)).

Udowodnimy teraz kolejny lemat.
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Lemat 6.1.2 Zaªó»my, »e s¡ speªnione warunki (B), (Q), (Q1), (A0) i (A2), ponadto niech

δ > 0 b¦dzie ustalone. Istnieje staªa B0 > 0 taka, »e dla dowolnego M ≥ M2 (M2 pochodzi z

lematu 6.1.1) i dla ω ∈ AM,δ zachodzi

λN,M
1 (ω) ≥ B0δ

LMdwα
.

Dowód. Przypomnijmy, »e dla x ∈ IntK⟨M⟩ mamy

Ṽ ω
M (x) =

∑
v∈V ⟨M⟩

0

ξ̃v(ω)

 ∑
v′∈π−1

M (v)

W (x, v′)

 =
∑

v∈V ⟨M⟩
0

ξ̃v(ω)W (x, v) (6.1.10)

(zob. rozumowanie w dowodzie Lematu 6.1.1). Liczba skªadników w ostatniej sumie jest

równa liczbie wierzchoªków w V
⟨∞⟩
0 wewn¡trz ∆M0(x), która z kolei nie przekracza R0 (=

max rankx · C0 · LM0d), zob. (6.0.4). Zatem dostajemy, »e

(Ṽ ω
M (x))2 ≤ R0

∑
v∈V ⟨M⟩

0

ξ̃v(ω)
2W (x, v)2

i dalej, korzystaj¡c z de�nicji N2 w (A2.c),∫
K⟨M⟩

(Ṽ ω
M (x))2µ(dx) ≤ R0

∑
v∈V ⟨M⟩

0

ξ̃v(ω)
2

(∫
K⟨M⟩

W (x, v)2µ(dx)

)
≤ R0N2 ·

∑
v∈V ⟨M⟩

0

ξ̃v(ω)
2.

(6.1.11)

Dzi¦ki (6.1.10) i (A2.b) otrzymujemy∫
K⟨M⟩

Ṽ ω
M (x)µ(dx) =

∑
v∈V ⟨M⟩

0

ξ̃v(ω)

∫
K⟨M⟩

W (x, v)µ(dx) ≥ A0L
m0d

∑
v∈V ⟨M⟩

0

ξ̃v(ω). (6.1.12)

Zauwa»my równie», »e ∑
v∈V ⟨M⟩

0

ξ̃2v(ω) ≤
D0

LMdwα

∑
v∈V ⟨M⟩

0

ξ̃v(ω). (6.1.13)

Ponadto dla ω ∈ AM,δ mamy

∑
v∈V ⟨M⟩

0

ξv(ω) ≥
D0

LMdwα
· δ · k⟨M⟩

0 ≥ D0

LMdwα
· δ · LMd. (6.1.14)

Wstawiaj¡c oszacowania (6.1.11) i (6.1.12) do (6.1.8), nast¦pnie korzystaj¡c z de�nicji D0,

nierówno±ci (6.1.13), (6.1.14) oraz przegrupowuj¡c, otrzymujemy:

λ
M,V ω

M
1 ≥ 1

LMd

A0L
m0d

∑
v∈V ⟨M⟩

0

ξ̃v(ω)−
R0N2 ·

∑
v∈V ⟨M⟩

0

ξ̃v(ω)
2

L−Mdwα
[
C̃1/2

]
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≥ 1

LMd

∑
v∈V ⟨M⟩

0

ξ̃v(ω)

A0L
m0d − R0N2D0[

C̃1/2
]


≥ δLMdD0

LMdwα

A0L
m0d − R0N2D0[

C̃1/2
]
 ≥ δD0

LMdwα
· A0L

m0d

2

=:
B0δ

LMdwα
,

a zatem dowód jest sko«czony. □

Zanim zaczniemy dowód twierdzenia 6.1.1, przypomnijmy nierówno±c Bernsteina dla roz-

kªadu dwumianowego (zob. np. [41, Lemma 3.5]), z której b¦dziemy korzysta¢.

Fakt 6.1.1 Niech (Ω,F ,P) b¦dzie przestrzeni¡ probablistyczn¡ oraz niech Sn : Ω → R b¦dzie

zmienn¡ losow¡ o rozkªadzie dwumianowym B(n, p), n ≥ 1, p ∈ (0, 1). Wtedy dla dowolych

p, γ ∈ (0, 1) takich, »e γ > p zachodzi

P [Sn ≥ γn] ≤

((
1− p

1− γ

)1−γ (p
γ

)γ
)n

. (6.1.15)

□

Kontynuacja dowodu twierdzenia (6.1.1). Wychodz¡c od nierówno±ci (6.1.3) dostajemy

L(t) ≤ A∗

LMd
EQ
[
e−(t−1)λN,M

1 (ω);AM,δ

]
+

A∗

LMd
Q
[
Ac

M,δ

]
, t > 1.

�eby oszacowa¢ caªk¦ po zbiorze AM,δ u»yjemy lematu 6.1.2, otrzymuj¡c

EQ
[
e−(t−1)λN,M

1 (ω);AM,δ

]
≤ e−(t−1)B0δL−Mdwα

, M ≥M2,

a drug¡ cz¦±¢ oszacujemy za pomoc¡ wniosku (6.1.1).

W istocie, zauwa»my, »e

Ac
M,δ =

{
ω : #

{
v ∈ V

⟨M⟩
0 : ξv(ω) >

D0

LMdwα

}
< δ · k⟨M⟩

0

}
=

{
ω : #

{
v ∈ V

⟨M⟩
0 : ξv(ω) ≤

D0

LMdwα

}
≥ (1− δ) · k⟨M⟩

0

}
(przypomnijmy, »e k⟨M⟩

0 jest liczb¡ elementów w zbiorze V ⟨M⟩
0 ). U»ywamy wniosku (6.1.1) z

parametrami n = k
⟨M⟩
0 , p = pM = Fξ(

D0

LMdwα ) i γ = (1−δ).Musimy mie¢ pewno±¢ »e zachodzi

γ > pM ⇔ δ < 1 − pM . Ale skoro limM→∞ pM = Fξ(0) ∈ (0, 1), to nie jest to problemem,
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wystarczy wzi¡c dostatecznie du»e M . Ponadto, poniewa» limδ→0
1

1−δ

(
1
δ

) δ
1−δ = 1 i M 7→ pM

jest nierosn¡ca, to mo»emy znale¹¢ M3 ≥ M2 i uniwersaln¡ warto±¢ δ0 > 0 tak¡, »e dla

M > M3 zachodzi zarówno 1− pM > δ0, jak i(
1− pM
δ0

)δ0 1

(1− δ0)1−δ0
< 1.

Z (6.1.15) i nierówno±ci (3.1.5) otrzymujemy, »e dla M ≥M3:

Q
[
Ac

M,δ0

]
≤ pM

γn = pM
(1−δ0)·k⟨M⟩

0

≤ e
−(1−δ0)·LMd ln 1

pM .

Niech

c1 =
B0δ0
2

, c2 = (1− δ0).

W konsekwencji dostajemy, »e istnieje t0 > 1 takie, »e dla ka»dego t ≥ t0 i M ≥M3 mamy, z

odpowiedni¡ staª¡ c3 > 0,

L(t) ≤ A∗

(
e
− 2c1(t−1)

LMdwα + e
−c2·LMd ln 1

Fξ(
D0

LMdwα
)

)

≤ A∗

(
e
− c3t

(LM−1)dwα + e
−c3·LMd ln 1

Fξ(
D0

LMdwα
)

)
. (6.1.16)

Uzale»nimy teraz M od t w ten sposób, »e M → ∞ gdy t→ ∞. Niech xt b¦dzie zde�niowane

jak w (6.0.7). Poniewa» xt → ∞ gdy t→ ∞, to istnieje jednoznacznie wyznaczoneM =M(t)

dla którego zachodzi

LM−1 < xt ≤ LM , t ≥ t0. (6.1.17)

Zatem istnieje t1 ≥ t0 takie, »e dla t ≥ t1 mamy M ≥M3. A dzi¦ki (6.0.8)

(LM−1)dwα ≤ xdwα
t =

 t

ln 1

Fξ(D0/x
dwα
t )


dwα

d+dwα

oraz

t

(LM−1)dwα
> t

d
d+dwα

(
ln

1

Fξ(D0/x
dwα
t )

) dwα
d+dwα

, t ≥ t1.

Bior¡c pod uwag¦, »e funkcja x 7→ xd ln 1

Fξ(D0/x
dwα
t )

jest rosn¡ca i xt ≤ LM , to z (6.0.7)

dostajemy, »e:

LMd ln
1

Fξ(D0/LMdwα)
≥ xdt ln

1

Fξ(D0/x
dwα
t )

= t
d

d+dwα

(
ln

1

Fξ(D0/x
dwα
t )

) dwα
d+dwα

,
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co implikuje:

L(t) ≤ 2A∗e
−c3t

d
d+dwα

(
ln 1

Fξ(D0/x
dwα
t )

) dwα
d+dwα

= 2A∗e−c3t
d

d+dwα (h(t))
dwα

d+dwα
, t ≥ t1.

Aby zako«czy¢ dowód, obustronnie logarytmujemy, przegrupowujemy i przechodzimy do gra-

nicy z t → ∞. Otrzymujemy oszacowanie (6.1.1). Nierówno±¢ (6.1.2) równie» zachodzi, wy-

starczy zauwa»y¢, »e gdy mamy atom w 0, to wtedy limt→∞ h(t) = ln 1
Fξ(0)

. □

6.2. Ograniczenie dolne transformaty Laplace'a IDS-u

Zaproponowane tempo zbie»no±ci w asymptotykach IDS (Twierdzenie 6.1.1), mo»emy uzu-

peªni¢ wªa±ciw¡ granic¡ doln¡. Zanim jednak przejdziemy dalej zauwa»ymy, »e ograniczenie

(1.3.6) w naszym konkretnym przypadku daje: dla ka»dego t0 > 0 istnieje C(t0) takie, »e

p(t, x, x) ≤ C(t0)t
−d
dwα , t ≥ t0. (6.2.1)

Potrzebujemy równie» wersji [41, Lemat 4.1], dostosowanej do naszego przypadku. Po

prostu zamieniamy przestrze« Rd na K⟨∞⟩ i powtarzamy dowód. Lemat jest nast¦puj¡cy.

Lemat 6.2.1 Niech V : K⟨∞⟩ → R+ b¦dzie potencjaªem, nale»¡cym do KX
loc ∩ L1(K⟨∞⟩).

Wtedy dla dowolnego obszaru O ⊂ K⟨∞⟩ mamy

λV1 (O) ≤ λ1(O) + e · sup
x∈K⟨∞⟩

p(t, x, x)||V ||1, gdzie s :=
1

λ1(O)

(λV1 (O) i λ1(O) oznaczaj¡ gªówne warto±ci wªasne generatora póªgrupy procesu (Xt) z warun-

kami brzegowymi Dirichleta na Oc, z potencjaªem lub bez).

W tym rozdziale u»yjemy innej reprezentacji IDS � powstaje ona jako granica wyra»e« z

warunkami brzegowymi Dirichleta (por. Wniosek 8.0.2). Dokªadniej, transformat¦ Laplace'a

L(t) dla IDS mo»na otrzyma¢ ze wzoru

L(t) = lim
M→∞

EQLD
M (t, ω) (6.2.2)

gdzie

LD
M (t, ω) =

1

LMd

∫
K⟨M⟩

p(t, x, x)Ex,x
t

[
e−
∫ t
0 V ω(Xs)ds; {t < τK⟨M⟩}

]
µ(dx)

natomiast τA oznacza czas pierwszego wyj±cia ze zbioru A, t.j. τA := inf{t > 0 : Xt /∈ A}.
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Twierdzenie 6.2.1 Zaªó»my, »e s¡ speªnione warunki (A0)�(A2), (B), (Q), (Q1). Wtedy

istnieje staªa K ′
1 > 0 taka, »e

lim inf
t→∞

lnL(t)

t
d

d+αdw (h(t))
dwα

d+dwα

≥ −K ′
1, (6.2.3)

gdzie funkcja h(t) jest taka sama jak w ograniczeniu górnym (6.1.1). Ponownie, gdy Fξ(0) > 0,

to

lim inf
t→∞

lnL(t)

t
d

d+αdw

≥ −K ′
1

(
ln

1

Fξ(0)

) αdw
d+αdw

. (6.2.4)

Dowód. Ustalmy M ∈ Z+, M ≥M0. W zwi¡zku z (6.2.2) zachodzi

L(t) = lim
k→∞

EQ[LD
M+k(t, ω)].

Dla ustalonego k ≥ 1 zbiór K⟨M+k⟩ zawiera Lkd = Nk kopii zbioru K⟨M⟩ zª¡czonych tylko

wierzchoªkami, o rozmiarze LM ka»da. Oznaczmy je przez ∆1, . . . ,∆Nk .

Poniewa» ∆i ⊂ K⟨M+k⟩ oraz µ(K⟨M+k⟩) = L(M+k)d, to dostajemy:

EQLD
M+k(t, ω) =

1

L(M+k)d

∫
K⟨M+k⟩

p(t, x, x)EQEx,x
t

[
e−
∫ t
0 V ω(Xs)ds1{τK⟨M+k⟩>t}

]
µ(dx)

=
1

L(M+k)d

Nk∑
i=1

∫
∆i

p(t, x, x)EQEx,x
t

[
e−
∫ t
0 V ω(Xs)ds1{τK⟨M+k⟩>t}

]
µ(dx)

≥ 1

L(M+k)d

Nk∑
i=1

∫
∆i

p(t, x, x)EQEx,x
t

[
e−
∫ t
0 V ω(Xs)ds1{τ∆i

>t}

]
µ(dx)

≥ inf
i
EQ[L∆i(t, ω)],

gdzie przez L∆i(t, ω) oznaczyli±my wyra»enie

1

µ(∆i)

∫
∆i

p(t, x, x)Ex,x
t

[
e−
∫ t
0 V ω(Xs) ds1{τ∆i

>t}

]
µ(dx).

Niech teraz κ > 0 b¦dzie ustalone, pó¹niej wybierzemy konkretn¡ warto±¢. Dla ustalonego

i0 ∈ {1, ...Nk} niech

Mi0 = {ω : ∀
v∈V0(∆

M0
i0

)
ξv(ω) ≤ κ},

gdzie ∆M0
i0

oznacza 1−s¡siedztwo ∆i0 w metryce dM0 (tj. te punkty x, które nale»¡ do

M0−komórek z co najmniej jednym wierzchoªkiem w ∆i0), a dla zbioru A ⊂ K⟨∞⟩, V0(A) =

V
⟨∞⟩
0 ∩A. W szczególno±ci

EQ[L∆i0
(t, ω)] ≥ EQ

[
L∆i0

(t, ω)1Mi0

]
. (6.2.5)
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Ustalmy trajektori¦ Xt(·) startuj¡c¡ z x ∈ ∆i0 i nie opuszczaj¡c¡ zbioru ∆i0 do czasu t. Z

zaªo»enia (A2.a), dla ω ∈ Mi0 mamy, »e

V ω(Xs) =
∑

v∈V0(∆
M0
i0

)

ξv(ω)W (Xs, v) ≤ κ
∑

v∈V0(∆
M0
i0

)

W (Xs, v), s ≤ t.

Z tego wynika, »e dla takiej trajektorii zachodzi

e−
∫ t
0 V ω(Xs)ds ≥ e

−κ
∫ t
0

∑
v∈V0(∆

M0
i0

)
W (Xs,v)ds

a zatem na zbiorze {τ∆i0
> t} zachodzi:

EQ
[
e−
∫ t
0 V (Xs,ω)ds1Mi0

]
≥ EQ

[
e
−κ
∫ t
0

∑
v∈V0(∆

M0
i0

)
W (Xs,v)ds

· 1Mi0

]

= e
−κ
∫ t
0

∑
v∈V0(∆

M0
i0

)
W (Xs,v)ds

Q[Mi0 ]. (6.2.6)

I dalej, z (6.2.6) oraz (6.2.5):

EQL∆i0
(t, ω) ≥ e

−κ
∫ t
0

∑
x∈V0(∆

M0
i0

)
W (Xs,v)ds

µ(∆i0)
·
∫
∆i0

p(t, x, x)Ex,x
t

[
1{τ∆i0

>t} ·Q[Mi0 ]
]
µ(dx).

Poniewa» liczba punktów w V0(∆
M0
i0

) nie przekracza C0L
Md dla pewnego C0 > 0 (zob.

(3.1.5)), to mamy

Q[Mi0 ] = Q[∀
v∈V0(∆

M0
i0

)
ξv ≤ κ] ≥ Fξ(κ)

C0LMd

= e
−C0LMd ln 1

Fξ(κ)

i otrzymujemy

EQ[L∆i0
(t, ω)] ≥ 1

µ(∆i0)

∫
∆i0

p(t, x, x)Ex,x
t

[
e
−κ
∫ t
0

∑
v∈v0(∆

M0
i0

)
W (Xs,v)ds

1{τ∆i0
>t}

]
µ(dx)

· e
−C0LMd ln 1

Fξ(κ) . (6.2.7)

Niech

Ii0 :=

∫
∆i0

p(t, x, x)Ex,x
t

[
e
−κ
∫ t
0

∑
v∈V0(∆

M0
i0

)
W (Xs,v)ds

1{τ∆i0
>t}

]
µ(dx).
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Ta caªka jest ±ladem operatora T
Vκ,∆i0
t w L2(∆i0) (tj. póªgrupy procesu Xt na ∆i0 , z poten-

cjaªem nielosowym

Vκ(x) = κ
∑

v∈V0(∆
m0
i0

)

W (x, v)

i warunkami brzegowymi Dirichleta na ∆c
i0
). W konsekwencji nie jest ona mniejsza ni» naj-

mniejsza warto±¢ wªasna operatora T
Vκ,∆i0
t . Dla gªównych warto±ci wªasnych generatorów

procesów zabitych przy wyj±ciu z K⟨M⟩ bez potencjaªu, ze wzgl¦du na niezmienno±¢ transla-

cyjn¡ zabitego ruchu Browna, skalowanie i (1.3.4) mamy, »e istnieje M ′
1 > M0 takie, »e dla

M > M ′
1

λ(∆i0) = ϕ(µ1(∆i0)) = ϕ(µ1(K⟨M⟩)) = ϕ(L−Mdwµ1(K⟨0⟩))

≤ Cϕ.2L
−Mdwαϕ(µ1(K⟨0⟩))

= c2L
−Mdwα.

z pewn¡ staª¡ c2 > 0 niezale»n¡ od M. Korzystaj¡c z lematu (6.2.1) dostajemy, »e dla s =

1
λ1(∆i0

) zachodzi

Ii0 ≥ e−tλVκ
1 (∆i0

) ≥ e
−t(λ1(∆i0

)+e sup
x∈K⟨∞⟩ p(s,x,x)||Vκ||1).

U»ywaj¡c (6.0.2) dostaniemy, »e

||Vκ||1 = κ

∫
K⟨∞⟩

∑
v∈V0(∆

M0
i0

)

W (x, v)µ(dx) ≤ κc1L
MdN1.

Ponadto, z (6.2.1), dla s = 1/λ1(∆i0) dostajemy

p(s, x, x) ≤ c2s
− d

dwα ≤ c2λ1(∆i0)
d

dwα ≤ c2L
−Md

(zauwa»my, »e poniewa» s zmierza do niesko«czono±ci wraz ze wzrostemM , staªa c2 nie zale»y

od M ≥M ′
1). W konsekwencji dla pewnej staªej c3 > 0

Ii0 ≥ e−t(c1L−Mdwα+c3κ).

Wybieraj¡c teraz, κ = D0

LMdwα i wracaj¡c do (6.2.7), widzimy, »e zachodzi, dla pewnego c4 > 0

EQ[L∆i0
(t, ω)] ≥ 1

LMd
e
−c3

t

LMdwα−c1LMd ln 1

Fξ(
D0

LMdwα
)
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≥ 1

LMd
e
−c4

(
t

(LM+1)dwα+LMd
(

LM

LM+1

)dwα
ln 1

Fξ(
D0

LMdwα
)

)

≥ 1

LMd
e
− c4

(LM+1)dwα

(
t+LM(d+dwα) ln 1

Fξ(
D0

LMdwα
)

)
.

Podobnie jak w przypadku dowodu ograniczenia górnego, skorzystajmy z (6.0.7) i we¹my

jednoznacznie wyznaczone M =M(t) takie, »e

LM ≤ xt < LM+1, t ≥ t0. (6.2.8)

Poniewa» M → ∞ gdy t → ∞, zatem istnieje t1 ≥ t0 takie, »e dla t ≥ t1 mamy M ≥ M ′
1. Z

(6.0.7) i (6.0.6), dostajemy

LM(d+dwα) ln
1

Fξ(
D0

LMdwα )
≤ t,

co implikuje, »e dla pewnego c5 > 0

EQ[L∆i0
(t, ω)] ≥ 1

LMd
e
− c5t

(LM+1)dwα .

Kluczowe jest, »e staªa c5 nie zale»y od i0. Dzi¦ki (6.0.8) zachodzi:

t

(LM+1)dwα
≤ t

xdwα
t

=

 t

ln 1

Fξ(D0/x
dwα
t )


dwα

d+dwα

= t
α

d+dwα (h(t))
dwα

d+dwα

i otrzymuje, dla odpowiednio du»ego t (przypomnijmy, »eM =M(t) d¡»y do niesko«czono±ci

razem z t)

ln[L(t)] ≥ − lnLMd − c5t

(LM+1)dwα

≥ − lnLMd − c5t
d

d+dwα (h(t))
dwα

d+dwα .

Dzielimy stronami przez t
d

d+dwα (h(t))
dwα

d+dwα i przechodzimy do granicy t→ ∞.W celu pozby-

cia si¦ niepotrzebnego skªadnika, musimy pokaza¢, »e

lnLMd

t
d

d+dwα (h(t))
dwα

d+dwα

zbiega do 0 gdy t → ∞. Istotnie, zbiega: mamy LMd ∼ xdt , oraz t = xd+dwα
t h(t). A zatem

(d + dwα) lnxt = ln t lnh(t), co oznacza, »e lnLMd zachowuje si¦, z dokªadno±ci¡ do staªej,

tak jak ln t − lnh(t). Poniewa» h(t) ma dodatni¡ (by¢ mo»e równ¡ niesko«czono±¢) granic¦

gdy t→ ∞, to zachodzi »¡dane stwierdzenie, a w konsekwencji równie» twierdzenie. □
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6.3. Asymptotyka IDSu

Dowód twierdzenia 6.0.1. Do przeksztaªcenia oszacowa« (6.1.1) i (6.2.3) w celu uzyskania

hipotezy twierdzenia 6.0.1, u»ywamy twierdze« Tauberowskich typu mieszanego udowodnio-

nych w [41, Theorem 5.1] i ko«czymy z (6.0.9) w taki sam sposób jak w [41]. □
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Rozdziaª 7

Osobliwo±¢ Lifschitza dla potencjaªów

typu Poissonowskiego

W tym rozdziale udowodnimy twierdzenia analogiczne do tych z rodziaªu poprzedniego,

ale b¦dziemy pracowa¢ z potencjaªem Poissonowskim zamiast kratowego. A zatem przypo-

mnijmy, »e mamy dany potencjaª Poissonowski V ω zde�niowany przez (5.1.3) jak równie»

jego periodyzacj¦ V ω
M zadan¡ przez (5.1.4). W tym przypadku równie» zachodzi osobliwo±¢

Lifschitza. Tak samo jak przedtem b¦dziemy bada¢ zachowanie transformaty Laplace'a miary

granicznej L(t) ci¡gu miar (5.1.18) i (5.1.17) gdy M → ∞.

Poni»sze twierdzenie jest naszym gªównym wynikiem w tym rozdziale:

Twierdzenie 7.0.1 Zaªó»my, »e s¡ speªnione warunki (A0'), (A1'), (A2), (B), (Q).

Wtedy istniej¡ staªe dodatnie L̃5, L̃6 takie, »e

−νL̃5 ≤ lim inf
λ↘0

λ
d

αdw ln Λ([0, λ]);

lim sup
λ↘0

λ
d

αdw ln Λ([0, λ]) ≤ −νL̃6.

Jest to taki sam wynik, jak dla potencjaªów typu kratowego w przypadku, gdy zmienne ξv

z de�nicji potencjaªu przyjmuj¡ warto±¢ 0 z dodatnim prawdopodobie«stwem.

7.1. Oszacowanie górne transformaty Laplace'a IDS-u

Znajdziemy teraz oszacowanie górne dla transformaty Laplace'a L(t) IDSu w przypadku

potencjaªu Poissonowskiego.
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Twierdzenie 7.1.1 Zaªó»my, »e s¡ speªnione warunki (B),(A1') oraz (A2.b). Wtedy dla

ka»dego ν0 > 0 istnieje staªa K2 = K2(ν0) > 0 taka, »e dla ka»dego ν ≥ ν0

lim sup
t→∞

lnL(t)

t
d

d+αdw

≤ −K2ν
αdw

d+αdw . (7.1.1)

Dowód.

Zwracamy uwag¦, »e pocz¡tkowe kroki w dowodzie Twierdzenia 6.1.1 byªy ogólne i dotyczyªy

dowolnego potencjaªu losowego. A zatem mo»emy zacz¡¢ nasze rozwa»ania od oszacowania

L(t) ≤ CEQ
[
e−(t−1)λN,M

1 (ω)
]
, t > 1, M ∈ Z+. (7.1.2)

W ±wietle (7.1.2), dowód powy»szego twierdzenia mo»na sprowadzi¢ do znalezienia oszacowa-

nia warto±ci oczekiwanej

EQe−(t−1)λN,M
1 (ω),

gdzie λN,M
1 (ω) jest gªówn¡ warto±ci¡ wªasn¡ losowego operatora Schrödingera

H
N,V ω

M
M = ϕ(−LM ) + V ω

M . Nasze rozumowanie skªada si¦ z trzech kroków.

KROK 1. Redukcja do potencjaªu typu kratowego indeksowanego symplek-
sami fraktala

Zauwa»my, »e mo»emy zast¡pi¢ potencjaª V ω
M potencjaªem losowym typu kratowego, in-

deksowanym sympleksami fraktala rz¦du m0. Formalnie: rozwa»amy m0 ∈ Z z zaªo»enia

(A2.b) i wprowadzamy zbiór zmiennych losowych
{
q∆ : ∆ ∈ Tm0

}
, które wskazuj¡, czy w

zbiorze ∆ \ V ⟨∞⟩
m0 znajduje si¦ którykolwiek z punktów Poissona, tj.

q∆(ω) := 1{
∆\V ⟨∞⟩

m0
zawiera punkty Poissonowskie

}(ω), ∆ ∈ Tm0

(przypomnijmy, »e Tm0 oznacza rodzin¦ wszystkich m0-sympleksów w K⟨∞⟩ za± V ⟨∞⟩
m0 to

wszystkie wierzchoªki tych sympleksów). Z de�nicji wynika wi¦c, »e q∆ to niezale»ne, jed-

nakowo rozªo»one zmienne losowe na (Ω,M,Q) z rozkªadem Bernoulliego

Q[q∆ = 0] = e−νLdm0 oraz Q[q∆ = 1] = 1− e−νLdm0
.

Zde�niujmy

V
ω
M (x) = A0 ·

∑
∆∈Tm0

∆⊂K⟨M⟩

q∆(ω) · 1∆\V ⟨∞⟩
m0

(πM (x)) (7.1.3)
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= A0 · q∆(πM (x))(ω) · 1K⟨∞⟩\V ⟨∞⟩
m0

(x), x ∈ K⟨∞⟩, M ∈ Z+, M ≥ m0,

gdzie staªa A0 > 0 pochodzi z zaªo»enia (A2.b) (pami¦tajmy, »e je±li x ∈ K⟨∞⟩ \ V ⟨∞⟩
m0 , to

∆m0(x) oznacza jednoznacznie wyznaczony m0-sympleks zawieraj¡cy x).

V ω
M (x) ≥ V

ω
M (x), x ∈ K⟨∞⟩. (7.1.4)

W istocie, skoro ρω(B) zlicza punkty Poissona, które znalazªy si¦ w zbiorze B, to dostajemy

V ω
M (x) =

∫
K⟨M⟩

∑
y′∈π−1

M (y)

W (x, y′)ρω(dy)

≥ 1K⟨∞⟩\V ⟨∞⟩
m0

(x) ·A0 · ρω
(
∆m0(πM (x))

)
≥ 1K⟨∞⟩\V ⟨∞⟩

m0

(x) ·A0 · q∆m0 (πM (x))(ω) = V
ω
M (x).

Mo»emy teraz zako«czy¢ pierwszy krok naszego dowodu: poª¡czenie (7.1.2) i (7.1.4) daje

L(t) ≤ CEQe−(t−1)λ
N,M,V

ω
M

1 , t > 1, M ∈ Z+, M ≥ m0, (7.1.5)

gdzie λN,M,V
ω
M

1 jest najmniejsz¡ warto±ci¡ wªasn¡ operatora HN,V
ω
M

M = ϕ(−LM ) + V
ω
M .

KROK 2. Oszacowanie dolne warto±ci wªasnej λ
N,M,V

ω
M

1

Pozostaªa cz¦±¢ dowodu jest bardzo podobna do tej dla potencjaªu kratowego. Ponownie

korzysta¢ b¦dziemy z nierówno±ci Temple'a (6.1.2).

Niech χ = λM2 b¦dzie drug¡ warto±ci¡ wªasn¡ operatora ϕ(−∆M )), podobnie jak w dowo-

dzie w przypadku potencjaªu kratowego, z (5.1.9) dostajemy, »e:

χ = ϕ(µM2 ) = ϕ(L−Mdwµ12)

i korzystaj¡c z (1.3.4) dostajemy, »e istnieje M1 ≥ m0 takie, »e dla M ∈ Z+, M ≥M1,

C̃1
1

LMdwα
≤ χ ≤ C̃2

1

LMdwα
, (7.1.6)

gdzie C̃1 = Cϕ.1(µ
1
2)

α i C̃2 = Cϕ.2(µ
1
2)

α (Cϕ.1 i Cϕ.2 s¡ staªymi z (1.3.4)). Musimy przede�-

niowac staª¡ D0. Przyjmujemy:

D′
0 =

C̃1

4A0
, (7.1.7)
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gdzie staªa A0 pochodzi z warunku (A2.b).

Mo»emy zaªo»y¢, »e M1 jest na tyle du»e, »e dla M ≥M1 mamy

D′
0 ≤ LMdwα.

Dla ka»dego ∆ ∈ Tm0 i M ∈ Z+, M ≥M1 wprowadzamy

q̃∆(ω) := q∆(ω) ∧
D′

0

LMdwα
=

D′
0

LMdwα
· q∆(ω) (7.1.8)

i rozwa»amy potencjaª odpwiadaj¡cy tym zmiennym losowym:

Ṽ ω
M (x) = A0 ·

∑
∆∈Tm0

∆⊂K⟨M⟩

q̃∆(ω) · 1∆\V ⟨∞⟩
m0

(πM (x)) (7.1.9)

=
A0D

′
0

LMdwα
·
∑

∆∈Tm0

∆⊂K⟨M⟩

q∆(ω) · 1∆\V ⟨∞⟩
m0

(πM (x))

=
A0D

′
0

LMdwα
· q∆(πM (x))(ω) · 1K⟨∞⟩\V ⟨∞⟩

m0

(x), x ∈ K⟨∞⟩.

Oczywi±cie, Ṽ ω
M (x) ≤ V

ω
M (x), co w konsekwencji daje, »e

λ
N,M,Ṽ ω

M
1 ≤ λ

N,M,V
ω
M

1 . (7.1.10)

Zatem, wystarczy oszacowa¢ z doªu warto±¢ wªasn¡ λ
N,M,Ṽ ω

M
1 zamiast λN,M,V

ω
M

1 -co dowodzi si¦

analogicznie do Lematu (6.1.1).

Lemat 7.1.1 Przyjmijmy, »e warunki (B) i (A2.b) s¡ speªnione. Wtedy dla dowolnych

M ∈ Z+, M ≥M1 mamy

λ
N,M,Ṽ ω

M
1 ≥ 1

LMd

[∫
K⟨M⟩

Ṽ ω
M (x)dµ(x)−

2
∫
K⟨M⟩(Ṽ ω

M (x))2dµ(x)

C̃1L−Mdwα

]
. (7.1.11)

Dowód. Dowód b¦dzie równie» analogiczny do dowodu lematu (6.1.1) Ustalmy M ≥ M1.

Zastosujemy nierówno±¢ Temple'a do H = H
N,Ṽ ω

M
M = ϕ(−LM ) + Ṽ ω

M i χ = λM2 (nielosowa).

Spektrum takiego operatora jest dyskretne i mamy, »e

χ ≤ λ
N,M,Ṽ ω

M
2 = inf

(
σ(H

N,Ṽ ω
M

M )\
{
λ
N,M,Ṽ ω

M
1

})
.

Ponownie przyjmujemy ψ = ψM
1 ≡ 1

LMd/2 i kolejne kroki oszacowania s¡ identyczne jak w

dowodzie lematu (6.1.1). Zwrócmy jedynie uwag¦ na oszacowanie∫
K⟨M⟩

Ṽ ω
M (x)dµ(x) =

A0D
′
0

LMdwα

∫
K⟨M⟩

∑
Tm0∋∆⊂K⟨M⟩

q∆(ω)1∆\V ⟨∞⟩
m0

(x)dµ(x)
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≤ A0D
′
0

LMdwα
LMd.

Dostajemy

χ−
〈
ψ,H

N,Ṽ ω
M

M ψ

〉
≥ C̃1

LMdwα
− A0D

′
0

LMdwα
>

C̃1

2LMdwα
, (7.1.12)

i dalej

λ
N,M,Ṽ ω

M
1 ≥ ⟨ψ,Hψ⟩ − ⟨Hψ,Hψ⟩

χ− ⟨ψ,Hψ⟩

≥ 1

LMd

[∫
K⟨M⟩

Ṽ ω
M (x)dµ(x)−

2
∫
K⟨M⟩(Ṽ ω

M (x))2dµ(x)

C̃1L−Mdwα

]
.

□

Analogicznie jak w poprzednim rozdziale, powy»sza nierówno±¢ b¦dzie u»yteczna w przy-

padku gdy liczba sympleksów z Tm0 z co najmniej jednym punktem Poissona jest wystarcza-

j¡co du»a. Dla δ ∈ (0, 1) de�niujemy

AM,δ =
{
ω : #

{
Tm0 ∋ ∆ ⊂ K⟨M⟩ : q∆(ω) = 1

}
≥ δ · L(M−m0)d

}
,

gdzie L(M−m0)d jest liczb¡ wszystkich m0-sympleksów zawartych w K⟨M⟩.

Lemat 7.1.2 Przyjmijmy, »e warunki (B) i (A2.a) s¡ speªnione i niech δ > 0 b¦dzie ustalone.

Wtedy dla dowolnego M ∈ Z+, M ≥M1 i ω ∈ AM,δ zachodzi

λ
N,M,V

ω
M

1 ≥ C̃1δ

8LMdwα
.

Dowód. Z de�nicji Ṽ ω
M mamy∫

K⟨M⟩
Ṽ ω
M (x)dµ(x) =

A0D0

LMdwα

∫
K⟨M⟩

∑
Tm0∋∆⊂K⟨M⟩

q∆(ω)1∆\V ⟨∞⟩
m0

(x)dµ(x)

=
A0D0

LMdwα
· Lm0d ·

∑
Tm0∋∆⊂K⟨M⟩

q∆(ω).

Analogicznie, ∫
K⟨M⟩

(Ṽ ω
M (x))2dµ(x) =

(
A0D0

LMdwα

)2

· Lm0d ·
∑

Tm0∋∆⊂K⟨M⟩

q∆(ω).

Zatem, u»ywaj¡c (7.1.10), oszacowania z lematu 7.1.1, oraz zaªo»enia, »e ω ∈ AM,δ i (7.1.7),

dostajemy

λ
N,M,V

ω
M

1 ≥ Lm0d

LMd

 A0D
′
0

LMdwα

∑
Tm0∋∆⊂K⟨M⟩

q∆(ω)−

2
(

A0D′
0

LMdwα

)2 ∑
Tm0∋∆⊂K⟨M⟩

q∆(ω)

C̃1L−Mdwα
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=
1

L(M−m0)d
· 1

LMdwα
·A0D

′
0 ·
(
1− 2A0D

′
0

C̃1

)
·

∑
Tm0∋∆⊂K⟨M⟩

q∆(ω)

≥ δA0D
′
0

2LMdwα
=

C̃1δ

8LMdwα
,

co ko«czy dowód. □

KROK 3. Ostateczne oszacowania.

Z (7.1.5) mamy:

L(t) ≤ CEQ
[
e−(t−1)λ

N,M,V
ω
M

1 ;AM,δ

]
+ CQ

[
Ac

M,δ

]
, t > 1, M ≥ m0. (7.1.13)

Z lematu 7.1.2 dostajemy

EQ
[
e−(t−1)λ

N,M,V
ω
M

1 ;AM,δ

]
≤ e

− C̃1δ

8LMdwα (t−1) ≤ c1e
− c2δ

LMdwα t
, t > 1, M ≥M1,

z pewnymi staªymi c1, c2 > 0.

�eby oszacowa¢ drugi skªadnik w (7.1.13), zauwa»my, »e dla M ≥M1, mamy

Ac
M,δ =

{
ω : #

{
Tm0 ∋ ∆ ⊂ K⟨M⟩ : q∆(ω) = 1

}
< δ · L(M−m0)d

}
=

{
ω : #

{
Tm0 ∋ ∆ ⊂ K⟨M⟩ : q∆(ω) = 0

}
≥ (1− δ) · L(M−m0)d

}
(przypomnijmy, »e L(M−m0)d jest liczb¡ m0-sympleksów zawartych w K⟨M⟩). De�niujemy

pν := Q[q∆ = 0] = Q
[
w ∆ \ V ⟨∞⟩

m0
nie ma punktów Poissona

]
= e−νLm0d

.

Stosuj¡c wniosek 6.1.1 z n = L(M−m0)d, p = pν i γ = (1− δ) > pν , dostajemy

Q
[
Ac

M,δ

]
≤

[(
1− p

δ

)δ ( p

1− δ

)1−δ
]L(M−m0)d

≤

[
1

1− δ

(
1

δ

) δ
1−δ

· p

](1−δ)·L(M−m0)d

≤ e
(1−δ)

2
L(M−m0)d ln pν

= e−ν 1−δ
2

LMd
,

o ile δ jest wystarczaj¡co maªe - dobrane tak jak w dowodzie twierdznia 6.1.1. A zatem

otrzymujemy, »e

L(t) ≤ c3(e
− c4t

LMαdw + e−c5νLMd
), t > 0, M ≥M1, ν ≥ ν0,
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ze staªymi c3 > 0 i c4 = c4(ν0) > 0, c5 = c5(ν0) > 0. Jest to uproszczona wersja wzoru

(6.1.16).

Aby zminimalizowa¢ to wyra»enie wzgl¦dem M, znajdziemy takie M =M(t) aby te dwa

wyrazy byªy w przybli»eniu równe. Wybieramy M =M(t) dla którego

c5
c4
LM(d+αdw) ≤ t

ν
<
c5
c4
L(M+1)(d+αdw). (7.1.14)

Dla takiego wyboru M dostajemy, z pewnymi staªymi c5, c6 > 0,

c4t

LMαdw
≥ c5νL

Md ≥ c6t
d

d+αdw ν
αdw

d+αdw , dla dostatecznie du»ych t.

Zatem ostatecznie, dla wystarczaj¡co du»ych t i pewnych staªych c7 = c7(ν0), c8 = c8(ν0) > 0

L(t) ≤ c7e
−c8t

d
d+αdw ν

αdw
d+αdw ,

gdy ν ≥ ν0. Daje to tez¦ w twierdzeniu 7.1.1 z K2 = c8 ln c7. Dowód jest zako«czony.

□

7.2. Oszacowanie dolne transformaty Laplace'a IDS-u

Oszacowanie to przebiega analogicznie do tego dla potencjaªów kratowych. Obecnie rów-

nie» zachodzi

L(t) = lim
M→∞

EQLD
M (t, ω) (7.2.1)

gdzie, przypomnijmy

LD
M (t, ω) =

1

LMd

∫
K⟨M⟩

p(t, x, x)Et
x,x

[
e−
∫ t
0 V ω(Xs)ds1{τK⟨M⟩>t}

]
µ(dx)

a τA jest czasem pierwszego wyj±cia procesu ze zbioru A, tj. τA := inf{t > 0 : Xt /∈ A}.

Twierdzenie 7.2.1 Zaªó»my, »e s¡ speªnione (B),(A1'),(A2.a). Wtedy istnieje staªa K ′
2 >

0 taka, »e

lim inf
t→∞

lnL(t)

t
d

d+αdw

≥ −K ′
2ν

αdw
d+αdw . (7.2.2)

Dowód. Ustalamy M ∈ Z+, M ≥ M0, gdzie M0 pochodzi z naszego zaªo»enia (A2.a).

Ponownie dostajemy

EQLD
M+k(t, ω) ≥ inf

i
EQLD

∆i
(t, ω). (7.2.3)
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gdzie

LD
∆(t, ω) =

1

µ(∆)

∫
∆
p(t, x, x)Ex,x

t

[
e−
∫ t
0 V ω(Xs)ds1{τ∆>t}

]
µ(dx). (7.2.4)

Ustalmy pewne i0 i niech Mi0 = {ω : nie ma »adnego punktu Poissona w ∆M0
i0

}, gdzie

∆M0
i0

oznacza, jak wcze±niej, 1−s¡siedztwo ∆i0 w metryce dM0 (t.j. sympleks ∆i0 z doªaczo-

nymi w wierzchoªkach kopiami K⟨M0⟩). W szczególno±ci,

EQLD
∆i0

(t, ω) ≥ EQ
[
LD
∆i0

(t, ω)1Mi0

]
. (7.2.5)

Ustalmy trajektori¦ procesu Xs startuj¡c¡ z x ∈ ∆i0 i nie opuszczaj¡c¡ zbioru ∆i0 do czasu

t. Dla ω ∈ Mi0 mamy, »e V ω(Xs) = 0, s ≤ t(proces pozostaª w ∆i0 , i »adne punkty Poissona

nie znalazªy si¦ w otoczeniu M0−s¡siedztwa tego zbioru) i w konsekwencji e−
∫ t
0 V ω(Xs)ds = 1.

Zatem na zbiorze {τ∆i0
> t}

EQ
[
e−
∫ t
0 V ω(Xs)ds1Mi0

]
= EQ

[
1Mi0

]
= Q[Mi0 ], (7.2.6)

wzgl¦dem miary Px,x
t . Korzystaj¡c z (7.2.5) dostajemy

EQ[LD
∆i0

(t, ω)] ≥ 1

µ(∆i0)

∫
∆i0

p(t, x, x)Ex,x
t

[
1{τ∆i0

>t} ·Q[Mi0 ]
]
µ(dx).

Poniewa»

Q[Mi0 ] = Q[brak punktów Poissona w ∆M0
i0

] = e
−νµ(∆

M0
i0

) ≥ e−ν(LMd+c1LM0d)

(c1 jest staª¡ bezwzgl¦dn¡ zale»n¡ tylko od geometrii fraktala), otrzymujemy

EQ[LD
∆i0

(t, ω)] ≥

[
1

µ(∆i0)

∫
∆i0

p(t, x, x)Px,x
t

[
τ∆i0

> t
]
µ(dx)

]
· e−ν(LMd+c1LM0d). (7.2.7)

Wyra»enie
[

1
µ(∆i0

)

∫
∆i0

p(t, x, x)Px,x
t

[
τ∆i0

> t
]
µ(dx)

]
jest u±rednionym ±ladem operatora

T
D,∆i0
t a zatem mo»e by¢ ograniczone z doªu przez e−tλ1(∆i0

). Z [20, Theorem 3.4] mamy

λ1(∆i0) ≤ ϕ(λBM
1 (∆i0)), gdzie λ

BM
1 (U) oznacza najmniejsz¡ warto±¢ wªasn¡ dla generatora

póªgrupy ruchu Browna w U z warunkami brzegowymi Dirichleta. Poniewa» ruchy Browna

na ∆i0 i K⟨M⟩ rozpatrywane do odpowiednich czasów wyj±cia z ∆i0 ,K⟨M⟩ s¡ nierozró»nialne,

to mamy λBM
1 (∆i0) = λBM

1 (K⟨M⟩) i ze skalowania dalej λBM
1 (K⟨M⟩) = λBM

1 (LMK⟨0⟩) =

L−MdwλBM
1 (K⟨0⟩). U»ywaj¡c (7.2.3), (7.2.7) i skalowania warto±ci wªasnych otrzymujemy, »e

dla dowolnego k

EQ[LD
M+k(t, ω)] ≥ exp

{
−tϕ

(
1

LMdw
λBM
1 (K⟨0⟩)

)
− ν(LMd + c1L

M0d)

}
. (7.2.8)
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Korzystaj¡c z naszego zaªo»enia (B.a)(wzór 1.3.4) otrzymujemy, dla wystarczaj¡co du»ych

M ,

ϕ

(
1

LMdw
λBM
1 (K⟨0⟩)

)
≤ Cϕ.2 · L−Mαdw

(
λBM
1 (K⟨0⟩)

)α
=: c2L

−Mαdw . (7.2.9)

Nast¦pnie z (7.2.8) wynika, »e

EQ[LD
M+k(t, ω)] ≥ exp

{
−c3tL−Mαdw − (1 + c3)νL

Md
}
, (7.2.10)

dla wystarczaj¡co du»ych M . To ograniczenie jest niezale»ne od k, dlatego przechodz¡c z k

do niesko«czono±ci w (7.2.1) otrzymujemy

L(t) ≥ exp
{
−c3tL−Mαdw − c4νL

Md
}
, (7.2.11)

o ile M jest wystarczaj¡co du»e. Dalej, dla wystarczaj¡co du»ego t wybieramy M = M(t)

b¦d¡ce liczb¡ caªkowit¡ caªkowit¡ speªniaj¡c¡

LM ≤
(
t

ν

) 1
d+αdw

< LM+1. (7.2.12)

Wstawiaj¡c t¦ warto±¢ M do (7.2.11) i u»ywaj¡c nierówno±ci w (7.2.12), otrzymujemy

lim inf
t→∞

lnL(t)

t
d

d+αdw ν
αdw

d+αdw

≥ −K ′
2,

ze staª¡ dodatni¡ K ′
2. Dowód jest zako«czony. □

7.3. Asymptotyka IDSu

Dowód twierdzenia 7.0.1. Analogicznie jak w poprzednim rozdziale, do przeksztaªcenia

oszacowa« (7.1.1) oraz (7.2.2) w celu uzyskania hipotezy twierdzenia 7.0.1, u»ywamy twierdze«

Tauberowskich typu eksponencjalnego udowodnionych w [25, Theorem 2.1]. □
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Dodatek

W dodatku przedstawimy dowody lematów z Rodziaªu 3, a tak»e dowody istnienia caªko-

wej g¦sto±ci stanów, tak w przypadku potencjaªu kratowego jak Poissonowskiego.

Dowody lematów z rozdziaªu 3

Dowód lematu 3.3.1

Najpierw udowodniumy (a). Ograniczenie górne wynika bezpo±rednio z oszacowania

sup
(x,y)∈K⟨∞⟩×K⟨∞⟩

g(u, x, y) ≤ Cg.3u
−d/dw , u > 0,

(staªa Cg.3 pochodzi z ograniczenia górnego g(u, x, y)) a (1.3.6) jest zastowane dla γ = d/dw .

Teraz udowodnimy ci¡gªo±¢. Ustalmy (t, x, y) ∈ (0,∞) × K⟨∞⟩ × K⟨∞⟩ i ε > 0. Dzi¦ki

(1.3.6) istnieje r > 0 takie, »e

cEP

[
(St/2)

−d/dw1St/2∈(0,r]

]
= c

∫ r

0
u−d/dwηt/2(du) <

ε

8
. (8.0.1)

Niech R > r ∨ 1 b¦dzie takie, »e

c(R− 1)−d/dw <
ε

8
. (8.0.2)

Ponadto, dzi¦ki ci¡gªo±ci funkcji (u, x, y) 7→ g(u, x, y) na (0,∞)×K⟨∞⟩ ×K⟨∞⟩ (co implikuje

jednostajn¡ ci¡gªo±¢ na zwartych podzbiorach (0,∞)×K⟨∞⟩ ×K⟨∞⟩) istnieje δ ∈ (0, 1) takie,

»e dla ka»dych s, v ∈ [r,R] i |s − v| < δ oraz ka»dych z, w ∈ K⟨∞⟩ i |x − z| < δ, |y − w| < δ

mamy

|g(s, x, y)− g(v, z, w)| < ε

4
. (8.0.3)

Z drugiej strony, ze stochastycznej ci¡gªo±ci subordynatora S wynika, »e istnieje δ̃ ∈ (0, δ∧t/2)
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takie, »e

P(|St−Su| ≥ δ) <

 ε

4

√
4c2EP

[
(St/2)

− 2d
dw

]


2

, dla ka»dego u > 0 speªniaj¡cego |t− u| < δ̃

(zwró¢my uwag¦, »e sko«czono±¢ warto±ci oczekiwanej w mianowniku wynika z (1.3.6)).

Mo»emy teraz napisa¢, »e dla ka»ego u > 0 i z, w ∈ K⟨∞⟩ takich, »e

|t− u|+ |x− z|+ |y − w| < δ̃,

|p(t, x, y)− p(u, z, w)| ≤ EP [|g(St, x, y)− g(Su, z, w)|]

= EP
[
| . . . |1{|St−Su|≥δ}

]
+EP

[
| . . . |1{|St−Su|<δ}

]
= EP

[
| . . . |1{|St−Su|≥δ}

]
+EP

[
| . . . |1{|St−Su|<δ}1{St/2<r}

]
+EP

[
| . . . |1{|St−Su|<δ}1{St/2≥r}1{Su,St≤R}

]
+EP

[
| . . . |1{|St−Su|<δ}1{St/2≥r}1{Su>R∨St>R}

]
=: I1 + I2 + I3 + I4.

Najpierw oszacujemy I1. Dla a, b ≥ 0 zachodzi (a− b)2 ≤ a2 + b2. Z faktu, »e dla u bliskich t

mamy u > t/2 i z monotoniczno±ci subordynatora wynika, »e

I1 ≤
√

EP [|g(St, x, y)− g(Su, z, w)|2]
√
P(|St − Su| ≥ δ)

<
√
EP
[
(2c(St/2)−d/dw)2

]
· ε

4
√
4c2EP

[
(St/2)−2d/dw

] = ε

4
.

Z monotoniczno±ci oraz (8.0.1), mamy równie»

I2 ≤ 2cEP

[
(St/2)

−d/dw1St/2<r

]
<
ε

4
,

oraz, dzi¦ki (8.0.3),

I3 <
ε

4
.

Ostatecznie, z (8.0.2), otrzymujemy

I4 ≤ EP

[
c
(
(St)

−d/dw + (Su)
−d/dw

)
1{|St−Su|<δ}1{Su>R∨St>R}

]
≤ 2c(R− 1)−d/dw ≤ ε

4
,

co ko«czy dowód punktu (a).

Teraz poka»emy oszacowanie z punktu (b). Wynika ono z twierdzenia 3.1 w [55], tj. mamy,

»e istnieje staªa O8 > 0 (niezale»na od M) taka, »e

sup
(x,y)∈K⟨M⟩×K⟨M⟩

gM (u, x, y) ≤ O8

(
u−d/dw ∨ L−dM

)
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= O8

(
u−d/dw1{u∈(0,LdwM )} + L−dM1{u≥LdwM}

)
, u > 0.

Teraz stosuj¡c (1.3.6) dla γ = d/dw, dostajemy poszukiwane oszacowanie. Dowód ci¡gªo±ci

pM (t, x, y) przebiega w ten sam sposób jak w punkcie (a).

□

Dowód lematu 3.3.2

Dowód jest analogiczny do dowodu [40, Lemat 2.3]. Jedyna ró»nica polega na tym, »e teraz

u»ywamy odlegªo±ci euklidesowej zamiast geodezyjnej i stosujemy oszacowanie subgaussowskie

z [24, Lemat 5.6, Uwaga 3.7]. Na koniec, podobnie jak poprzednio, korzystamy równie» z

wªa±ciwo±ci sumowania (1.3.8). □

Dowód lematu 3.3.3

Z twierdzenia Fubiniego-Tonelliego oraz z [55, formula (3.3) i Lemat 3.5], dostajemy

C(M, t) = sup
x,y∈K⟨M⟩

∫ ∞

0

∑
y′∈π−1

M (y)

y′ /∈K⟨M+1⟩

g(t, x, y′)ηt(du)

≤ c1

∫ ∞

0
L−dM

(
LM

t1/dw
∨ 1

)df− dw
dJ−1

exp

−c2
(
LM

t1/dw
∨ 1

) dw
dJ−1

 ηt(du)

≤ c1

∫ LdwM

0
L−dM

(
LM

u1/dw

)df− dw
dJ−1

exp

−c2
(
LM

u1/dw

) dw
dJ−1

ηt(du)
+ c3L

−dMηt

(
LdwM ,∞

)
.

Dalej dowód przebiega dokªadnie w taki sam sposób jak dowód [40, Lemat 2.5 (b)].

Dowód punktu (b) jest podobny do dowodu [40, Lemat 2.7], t.j. zaczynamy od

1

µ
(
K⟨M⟩

) ∫
K⟨M⟩

|p(t, x, x)− pM (t, x, x)|µ(dx)

≤ N

µ
(
K⟨M⟩

) ∫
K⟨M⟩

sup
x′∈π−1

M (x)

x′∈K⟨M+1⟩\K⟨M⟩

p(t, x, x′)µ(dx) +
1

µ
(
K⟨M⟩

) ∫
K⟨M⟩

∑
x′∈π−1

M (x)

x′ /∈K⟨M+1⟩

p(t, x, x′)µ(dx)

=: AM (t) + BM (t)

i najpierw zauwa»my, »e BM (t) jest sum¡ szeregu zbie»nego dzi¦ki punktowi (a). �eby udo-

wodni¢ to samo dla AM (t), potrzebujemy tylko zmody�kowa¢ oszacowanie w dowodzie cyto-

wanego lematu. Ró»nica polega na tym, »e obszar po którym caªkujemyw AM (t) musi by¢
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podzielony na dwa ró»ne zbiory E1
M i E2

M . W naszym, ogólnym wypadku, nie mo»emy u»y¢

kul w metryce geodezyjnej. B¦dzie stosowa¢ metryk¦ grafow¡.

Oznaczmy V ⟨M⟩
M = {v1, ..., vk} i

E1
M =

k⋂
i=1

{
y ∈ K⟨M⟩ : d⌊M/2⌋(y, vi) > 1

}
, E2

M = K⟨M⟩\E1
M . (8.0.4)

Przypomnijmy, »e sup(x,y)∈K⟨∞⟩×K⟨∞⟩ p(t, x, y) <∞ z Lematu 3.3.1 (a). Poniewa» E2
M skªada

si¦ z k ⌊M/2⌋-sympleksów (ka»dy poª¡czony do jednego z wierzchoªków V
⟨M⟩
M ), mamy, »e

µ
(
E2

M

)
µ
(
K⟨M⟩

) =
k ·N ⌊M/2⌋

NM
. (8.0.5)

W rezultacie, cz¦±¢ AM (t) zawieraj¡ca caªkowanie po zbiorze E2
M jest sum¡ szeregu zbie»nego.

Gdy x ∈ E1
M i x′ ∈ π−1

M (x)\K⟨M⟩, to d⌊M/2⌋(x, x
′) > 2, zatem z [39, Lemat A.2] mamy, »e

|x− x′| > c4L
M/2. U»ywaj¡c wzoru na subordynacj¦ dla g¦sto±ci p(t, x, y) oraz subgaussow-

skich oszacowa« z [46] dla g¦sto±ci g(u, x, y), dostajemy

1

µ
(
K⟨M⟩

) ∫
E1

M

sup
x′∈π−1

M (x)

x′∈K⟨M+1⟩\K⟨M⟩

p(t, x, x′)µ(dx) ≤ c5

∫ ∞

0
u−d/dwe

−c6

(
LM/2

u1/dw

) dw
dJ−1

ηt(du).

�¡cz¡c te szacowania otrzymujemy

AM (t) ≤ c7

N−M/2 +

∫ ∞

0
u−d/dwe

−c6

(
LM/2

u1/dw

) dw
dJ−1

ηt(du)

 ,

ze staªymi c6, c7 niezale»nymi od M , i od tego miejsca dowód przebiega w ten sam sposób jak

dowód [40, Lemma 2.7].

□

Dowód istnienia IDS

Dowód twierdzenia 5.1.3

1. DLA POTENCJA�U KRATOWEGO

Dowód twierdzenia 5.1.3 opiera si¦ na ogólnym podej±ciu z [40], które jest mody�kacj¡ argu-

mentu, pierwotnie u»ytego w przypadku ruchu Browna ewoluuj¡cego w±ród przeszkód Pois-

sona na przestrzeniach hiperbolicznych [67, 68] oraz na trójk¡cie Sierpi«skiego [56].
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Wywnioskujemy zbie»no±¢ miar ΛD
M,ω i ΛN

M,ω ze zbie»no±ci ich transformat Laplace'a

LD
M (t, ω),LN

M (t, ω) (zob, (5.1.17) i (5.1.18)).

Warto±ci oczekiwane transformat Laplace'a nie musz¡ by¢ monotoniczne wzgl¦dem M

(EQLD
M byªo monotoniczne w przypadku ruchu Browna na trójk¡cie Sierpi«skiego i poten-

cjaªów Poissona). Zbie»no±¢ LD
M i LN

M nie b¦dzie analizowana bezpo±rednio � zamiast tego

zast¡pimy pocz¡tkowy potencjaª typu kratowego V ω, potencjaªem speriodyzowanym jak w

(5.1.2), b¦dziemy rozwa»a¢ warunki brzegowe typu Neumanna (tj. procesy odbijane) i teraz

b¦dziemy mogli udowodni¢ monotoniczno±¢, a nast¦pnie zbie»no±¢. Niech:

LD
M∗(t, ω) :=

1

µ
(
K⟨M⟩

) ∫
K⟨M⟩

p(t, x, x)Ex,x
t

[
e−
∫ t
0 V ω

M (Xs)ds; t < τK⟨M⟩

]
µ(dx) (8.0.6)

oraz

LN
M∗(t, ω) :=

1

µ
(
K⟨M⟩

) ∫
K⟨M⟩

pM (t, x, x)Ex,x
M,t

[
e−
∫ t
0 V ω

M (XM
s )ds

]
µ(dx) (8.0.7)

(M∗ w powy»szym zapisie oznacza, »e te obiekty s¡ zde�niowane dla potencjaªu speriodyzo-

wanego V ω
M zamiast pocz¡tkowego V ω).

Ustalmy t > 0 oraz trajektori¦ procesu (Xs)s≤t na K⟨∞⟩. Poka»emy, »e warto±ci oczeki-

wane EQe
−
∫ t
0 V ω

M (πM (Xs))ds s¡ malej¡ce wzgl¦demM (przez EQ oznaczamy warto±¢ oczekiwan¡

wzgl¦dem prawdopodobie«stwa Q, patrz De�nicja 5.1.1).

Lemat 8.0.1 Dla ka»dego t > 0 oraz M ∈ Z+ zachodzi

EQe
−
∫ t
0 V ω

M+1(πM+1(Xs))ds ≤ EQe
−
∫ t
0 V ω

M (πM (Xs))ds . (8.0.8)

Powy»sza monotoniczno±¢ b¦dzie nast¦pnie u»yta do udowodnienia, »e dla ka»dego usta-

lonego t > 0, warto±ci oczekiwane EQLN
M∗(t, ω) s¡ malej¡ce gdy M ro±nie, a zatem s¡ zbie»ne

gdy M → ∞, do sko«czonej granicy L(t) i granica ta jest monotonicznie malej¡ca.

Wniosek 8.0.1 Niech K⟨∞⟩ b¦dzie nieograniczonym fraktalem zagnie»d»onym z GLP oraz

niech zachodz¡ zaªo»enia (B), (Q), i (A0)�(A2). Wtedy, dla dowolnego t > 0, EQLN
M∗(t, ω)

maleje do sko«czonej granicy L(t) gdy M → ∞.

Kolejny lemat pokazuje, »e warto±ci oczekiwane LD
M∗(t, ω), LD

M (t, ω) i LN
M (t, ω) zbiegaj¡

do takiej samej granicy co LN
M∗(t, ω) gdy M → ∞. Co wi¦cej, oka»e si¦, »e ich prawie pewne

granice pokrywaj¡ si¦ (nie wiemy jeszcze, »e istniej¡).
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Lemat 8.0.2 Ustalmy t > 0.

(a) Zachodzi
∞∑

M=1

EQ
(
LD
M (t, ω)− LN

M (t, ω)
)2
<∞;

w szczególno±ci,

lim
M→∞

EQ
(
LD
M (t, ω)− LN

M (t, ω)
)2

= 0.

(b) Zachodzi

lim
M→∞

EQ
(
LD
M∗(t, ω)− LN

M∗(t, ω)
)
= 0 i lim

M→∞
EQ
(
LD
M (t, ω)− LD

M∗(t, ω)
)
= 0.

Z wniosku 8.0.1 i lematu 8.0.2 otrzymujemy nast¦puj¡cy wniosek

Wniosek 8.0.2 Dla dowolnego t > 0, EQ[LD
M (t, ω)], EQ[LD

M∗(t, ω)] i EQ[LN
M (t, ω)] s¡ równie»

zbie»ne gdy M → ∞ do L(t) zadanej we Wniosku 8.0.1.

Teraz, gdy wiemy, »e ci¡g warto±ci oczekiwanych jest zbie»ny, naszym ostatnim krokiem

technicznym jest wykazanie, »e szeregi wariancji zmiennych losowych LD
M (t, ω) i LN

M (t, ω) s¡

zbie»ne.

Lemat 8.0.3 Dla ka»dego t > 0 zachodzi

∞∑
M=1

EQ
[
LD
M (t, ω)− EQLD

M (t, ω)
]2
<∞ (8.0.9)

oraz
∞∑

M=1

EQ
[
LN
M (t, ω)− EQLN

M (t, ω)
]2
<∞ (8.0.10)

Po udowodnieniu wniosku 8.0.1 i lematu 8.0.3, dowód twierdzenia 5.1.3 przebiega niemal

tak samo jak dowód Twierdzenia 3.2 w [40].

Dowód lematu 8.0.1

Rozwa»amy rzutowanie πM : K⟨∞⟩ → K⟨M⟩. Ka»dy punkt z V ⟨M+1⟩
0 jest rzutowany przez

πM na punkt w V
⟨M⟩
0 , a zatem

V
⟨M+1⟩
0 =

⋃
y∈V ⟨M⟩

0

π−1
M (y) ∩ V ⟨M+1⟩

0
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a ta suma jest rozª¡czna. Dlatego dla ka»dego ustalonego t > 0 i trajektorii procesu X mamy

EQe
−
∫ t
0 V ω

M+1(πM+1(Xs))ds = EQ exp

−
∫ t

0

∑
y∈V ⟨M+1⟩

0

ξy(ω)
∑

y′∈π−1
M+1(y)

W
(
πM+1(Xs), y

′) ds


= EQ exp

−
∫ t

0

∑
y∈V ⟨M⟩

0

∑
ỹ∈π−1

M (y)∩V ⟨M+1⟩
0

ξỹ(ω)
∑

y′∈π−1
M+1(ỹ)

W
(
πM+1(Xs), y

′) ds


= EQ

∏
y∈V ⟨M⟩

0

exp

−
∑

ỹ∈π−1
M (y)∩V ⟨M+1⟩

0

ξỹ(ω)

∫ t

0

∑
y′∈π−1

M+1(ỹ)

W
(
πM+1(Xs), y

′)ds


=
∏

y∈V ⟨M⟩
0

EQ exp

−
∑

ỹ∈π−1
M (y)∩V ⟨M+1⟩

0

ξỹ(ω)aỹ

 = (∗)

gdzie

aỹ =

∫ t

0

∑
y′∈π−1

M+1(ỹ)

W
(
πM+1(Xs), y

′) ds,
poniewa» wszystkie ξỹ s¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi. Zauwa»my, »e aỹ nie zale»¡ od

ω.

Ustalmy teraz y ∈ V
⟨M⟩
0 i niech Cy =

{
ỹ ∈ π−1

M (y) ∩ V ⟨M+1⟩
0 : aỹ > 0

}
. Zaªó»my najpierw,

»e Cy ̸= ∅. Ponumerujmy elementy zbioru Cy jako ỹi, dla 1 ≤ i ≤ n = #Cy. Wtedy, u»ywaj¡c

uogólnionej nierówno±ci Höldera

EQ (|X1...Xn|) ≤ (EQ|X1|p1)
1
p1 ... (EQ|Xn|pn)

1
pn

dla Xi = e−ξỹiaỹi i pi = 1
aỹi

∑n
j=1 aỹj (oczywi±cie zachodzi,

1
p1

+ ...+ 1
pn

= 1), otrzymujemy

EQ exp

(
−

n∑
i=1

ξỹi(ω)aỹi

)
= EQ

n∏
i=1

e−ξỹi (ω)aỹi

≤
n∏

i=1

(
EQe

−ξỹi (ω)
∑n

j=1 aỹj
) aỹi∑n

j=1
aỹj = EQe

−ξy(ω)
∑n

j=1 aỹj .

Ponownie, ostatnia równo±¢ jest konsekwencj¡ tego, »e wszystkie zmienne losowe ξỹi s¡ i.i.d.

To daje, »e

EQ exp

−
∑

ỹ∈π−1
M (y)∩V ⟨M+1⟩

0

ξỹ(ω)aỹ

 ≤ EQ exp

−ξy(ω)
∑

ỹ∈π−1
M (y)∩V ⟨M+1⟩

0

aỹ

 .

Je±li Cy = ∅, wtedy powy»sza nierówno±¢ jest oczywista. W konsekwencji,

107



(∗) ≤
∏

y∈V ⟨M⟩
0

EQ exp

−ξy(ω)
∑

ỹ∈π−1
M (y)∩V ⟨M+1⟩

0

∫ t

0

∑
y′∈π−1

M+1(ỹ)

W
(
πM+1(Xs), y

′) ds
 .

Ostatecznie, poniewa» πM ◦ πM+1 = πM ([39, Wniosek 3.3]), mamy, »e dla ka»dego y ∈ V
⟨M⟩
0

zachodzi

π−1
M (y) =

⋃
ỹ∈π−1

M (y)∩V ⟨M+1⟩
0

π−1
M+1(ỹ)

i ta suma jest rozª¡czna. Przegrupowuj¡c skªadniki w powy»szej sumie, dostajemy, »e jest

ona równa

∏
y∈V ⟨M⟩

0

EQ exp

−ξy(ω)
∫ t

0

∑
y′∈π−1

M (y)

W
(
πM+1(Xs), y

′) ds


= EQ exp

−
∑

y∈V ⟨M⟩
0

ξy(ω)

∫ t

0

∑
y′∈π−1

M (y)

W
(
πM+1(Xs), y

′) ds
 .

Stosuj¡c (A2), dochodzimy do wniosku, »e ostatnia warto±¢ oczekiwana jest mniejsza lub

równa

EQ exp

−
∑

y∈V ⟨M⟩
0

ξy(ω)

∫ t

0

∑
y′∈π−1

M (y)

W
(
πM (Xs), y

′) ds
 = EQe

−
∫ t
0 V ω

M (πM (Xs))ds,

co ko«czy dowód.

□

Dowód wniosku 8.0.1

Ustalmy t > 0. Z lematów 3.3.4(a) oraz 8.0.1 i dzi¦ki zawieraniu π−1
M+1(x) ⊂ π−1

M (πM (x)),

mo»emy napisa¢ dla µ-prawie wszystkich x ∈ K⟨M+1⟩

pM+1(t, x, x)E
x,x
M+1,t[EQe

−
∫ t
0 V ω

M+1(X
M+1
s )ds]

=
∑

x′∈π−1
M+1(x)

p(t, x, x′)Ex,x′

t

[
EQe

−
∫ t
0 V ω

M+1(πM+1(Xs))ds
]

≤
∑

x′∈π−1
M (πM (x))

p(t, x, x′)Ex,x′

t

[
EQe

−
∫ t
0 V ω

M+1(πM+1(Xs))ds
]
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≤
∑

x′∈π−1
M (πM (x))

p(t, x, x′)Ex,x′

t

[
EQe

−
∫ t
0 V ω

M (πM (Xs))ds
]
.

Korzystaj¡c z tego oszacowania, de�nicji LN
M∗(t, ω) i lematu 3.3.4(b), mo»emy dowodzi¢ ana-

logicznie jak w drugiej cz¦±ci dowodu Twierdzenia 3.1 w [40] otrzymuj¡c, »e

EQ[LN
(M+1)∗(t, ω)] ≤ EQ[LN

M∗(t, ω)], M ∈ Z+.

Poniewa» EQLN
M∗(t, ω) ≥ 0, a zatem zbiega to do sko«czonej granicy L(t) gdy M → ∞. Co

ko«czy dowód. □

Dowód lematów 8.0.2 oraz 8.0.3

Dowody lematów 8.0.2 i 8.0.3 podane poni»ej przebiegaj¡ analogicznie do dowodów Stwier-

dzenia 3.1 i Lematów 3.1-3.2 z [40]. Gªówna ró»nica polega na tym, »e pracujemy z innym

typem losowych potencjaªów a przestrze« stanów jest teraz nieograniczonym fraktalem za-

gnie»d»onym (trójk¡t Sierpi«skiego który byª badany w cytowanym artykule jest jednym

z najprostszych zagnie»d»onych fraktali). Powoduje to dodatkowe problemy geometryczne,

które s¡ rozwi¡zywane przy u»yciu metryki grafowej (metryka geodezyjna mo»e w ogóle nie

by¢ zde�niowana) i zasady porównania z [39, Lemat A.2]. Dlatego prze±ledzimy tylko gªówne

etapy dowodów.

Dowód lematu 8.0.2.

Najpierw poka»emy punkt (a). Dzi¦ki poni»szemu argumentowi z pocz¡tku [40, Proposition

3.1] otrzymujemy, »e dla ka»dego ustalonego t > 0 istnieje staªa c = c(t) taka, »e

EQ
(
LD
M (t, ω)− LN

M (t, ω)
)2 ≤ c (R1,M (t) +R2,M (t)) , M ∈ Z+,

gdzie

R1,M (t) =
1

µ
(
K⟨M⟩

) ∫
K⟨M⟩

p(t, x, x)Ex,x
t [t ≥ τK⟨M⟩ ]µ(dx)

R2,M (t) =
1

µ
(
K⟨M⟩

) ∫
K⟨M⟩

∑
x′∈π−1

M (x),x′ ̸=x

p(t, x, x′)µ(dx)

=
1

µ
(
K⟨M⟩

) ∫
K⟨M⟩

(pM (t, x, x)− p(t, x, x))µ(dx).

Zauwa»my, »e powy»sze ograniczenie nie zale»y od ω. Zgodnie z Lematem 3.3.3 (b), R2,M (t)

jest wyrazem szeregu zbie»nego, wi¦c wystarczy oszacowa¢ R1,M (t).
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Oznaczmy wierzchoªki z V ⟨M⟩
M przez vi, 1 ≤ i ≤ k, oraz niech ∆⌊M/2⌋,vi ⊂ K⟨M⟩, b¦dzie

⌊M/2⌋-sympleksem o wierzchoªku vi. Je±li proces startuje z x ∈ DM := K⟨M⟩\
⋃k

i=1∆⌊M/2⌋,vi ,

to, z [39, Lemma A.2], mamy

{t ≥ τK⟨M⟩} ⊆
{

sup
0<s≤t

d⌊M/2⌋(x,Xs) > 2

}
⊆
{

sup
0<s≤t

|x−Xs| > c1L
M/2

}
,

gdzie staªa c1, jest niezale»na od M . Mamy równie»{
sup
0<s≤t

|x−Xs| > c1L
M/2

}
⊆

{
sup

0<s≤t/2
|x−Xs| > c1L

M/2

}
∪

{
sup

t/2<s≤t
|x−Xs| > c1L

M/2

}
.

Przypomnijmy, »e µ
(
K⟨M⟩\DM

)
= kN ⌊M/2⌋. Zatem, korzystaj¡c z górnego oszacowania z

Lematu 3.3.1(a), wzoru (3.3.10) oraz symetryczno±ci miary mostowej, dostajemy∫
K⟨M⟩

p(t, x, x)Pt
x,x [t ≥ τK⟨M⟩ ]µ(dx)

≤ c2µ
(
K⟨M⟩\DM

)
+

∫
DM

p(t, x, x)Px,x
t [t ≥ τK⟨M⟩ ]µ(dx)

≤ c3

(
NM/2 +NM sup

x∈K⟨M⟩
Px

[
sup

0<s≤t/2
|x−Xs| > c1L

M/2

])
.

I w zwi¡zku z tym

R1,M (t) ≤ c3

(
N−M/2 + sup

x∈K⟨M⟩
Px

[
sup

0<s≤t/2
|x−Xs| > c1L

M/2

])
,

co jest, dzi¦ki Lematowi 3.3.2, skªadnikiem szeregu zbie»nego. Dowód punktu (a) jest zako«-

czony.

Dowód pierwszej zbie»no±ci w (b) przebiega analogicznie jak w punkcie (a) i go pomijamy.

Pokazujemy tylko drug¡ zbie»no±¢.

Najpierw zauwa»my, »e

∣∣∣EQ

(
LD
M (t, ω)− LD∗

M (t, ω)
)∣∣∣ ≤ 1

µ
(
K⟨M⟩

) ∫
K⟨M⟩

p(t, x, x)Ex,x
t [|F (t,M)| ; t < τK⟨M⟩ ]µ(dx),

gdzie

F (t,M) = EQ

(
exp

(
−
∫ t

0

∑
y∈V ⟨∞⟩

0

ξy(ω)W (Xs, y) ds

)

− exp

(
−
∫ t

0

∑
y∈V ⟨M⟩

0

ξy(ω)
∑

y′∈π−1
M (y)

W
(
Xs, y

′) ds

))
.
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U»ywaj¡c dokªadnie tej samej notacji i argumentacji, co w dowodzie cz¦±ci (a), mo»emy

napisa¢:

1

µ
(
K⟨M⟩

) ∫
K⟨M⟩

p(t, x, x)Ex,x
t [|F (t,M)| ; t < τK⟨M⟩ ]µ(dx)

≤
c4µ

(
K⟨M⟩\DM

)
µ
(
K⟨M⟩

) +
1

µ
(
K⟨M⟩

) ∫
DM

p(t, x, x)Ex,x
t [|F (t,M)| ; t < τK⟨M⟩ ]µ(dx)

= c4
kN ⌊M/2⌋

NM
+

1

µ
(
K⟨M⟩

) ∫
DM

p(t, x, x)Ex,x
t [|F (t,M)| ; t < τK⟨M⟩ ]µ(dx).

Pierwszy skªadnik zbiega do 0 gdy M → ∞. Wystarczy zatem pokaza¢, »e drugi skªadnik

równie» zbiega do zera; oznaczmy go przez I(t,M). Mamy

I(t,M) ≤ 1

µ
(
K⟨M⟩

) ∫
DM

p(t, x, x)Ex,x
t [|F (t,M)| ; t < τDM

]µ(dx)

+
1

µ
(
K⟨M⟩

) ∫
DM

p(t, x, x)Px,x
t [t ≥ τDM

]µ(dx)

=: I1(t,M) + I2(t,M).

�eby oszacowa¢ I1(t,M) u»yjemy nierówno±ci |e−x − e−y| ≤ |x − y|, x, y > 0 i faktu, »e W

oraz ξy s¡ nieujemne.

|F (t,M)|

≤ EQ

∣∣∣∣∣∣∣exp
−

∫ t

0

∑
y∈V ⟨∞⟩

0

ξy(ω)W (Xs, y) ds

− exp

−
∫ t

0

∑
y∈V ⟨M⟩

0

ξy(ω)
∑

y′∈π−1
M (y)

W
(
Xs, y

′) ds


∣∣∣∣∣∣∣

≤ EQ

∣∣∣∣∣∣∣
∫ t

0

∑
y∈V ⟨∞⟩

0

ξy(ω)W (Xs, y) ds−
∫ t

0

∑
y∈V ⟨M⟩

0

ξy(ω)
∑

y′∈π−1
M (y)

W
(
Xs, y

′) ds

∣∣∣∣∣∣∣ .
Teraz, zauwa»my, »e dla ka»dego x ∈ K⟨∞⟩ mamy

∑
y∈V ⟨∞⟩

0

ξy(ω)W (x, y) =
∑

y∈V ⟨M⟩
0

ξy(ω)W (x, y) +
∑

y∈V ⟨∞⟩
0 \V ⟨M⟩

0

ξy(ω)W (x, y)

i

∑
y∈V ⟨M⟩

0

∑
y′∈π−1

M (y)

ξy′(ω)W
(
x, y′

)
=

∑
y∈V ⟨M⟩

0

ξy(ω)W (x, y) +
∑

y∈V ⟨M⟩
0

∑
y′∈π−1

M (y)\{y}

ξy′(ω)W
(
x, y′

)
.

Dzi¦ki tej obserwacji, z twierdzenia Fubiniego i faktu, »e wszystkie zmienne losowe na kracie

wraz z funkcj¡ pro�lu W s¡ nieujemne, otrzymujemy, »e powy»sza warto±¢ oczekiwana mo»ne
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by¢ oszacowacowana przez

EQ

∫ t

0

 ∑
y∈V ⟨∞⟩

0 \V ⟨M⟩
0

ξy(ω)W (Xs, y) +
∑

y∈V ⟨M⟩
0

∑
y′∈π−1

M (y)\{y}

ξy′(ω)W
(
Xs, y

′)
ds

≤ 2EQξ

∫ t

0

∑
y∈V ⟨∞⟩

0 \V ⟨M⟩
0

W (Xs, y) ds.

Poniewa» Xs ∈ DM dla 0 ≤ s ≤ t i y ∈ V
⟨∞⟩
0 \V ⟨M⟩

0 , mamy d⌊M/2⌋(Xs, y) > 2 dla 0 ≤ s ≤ t.

Co daje

I1(t,M) ≤ 2κ

µ
(
K⟨M⟩

) ∫
DM

p(t, x, x)Ex,x
t

∫ t

0

∑
y∈V ⟨∞⟩

0 \V ⟨M⟩
0

W (Xs(ω), y)ds; t < τDM

µ(dx)
≤ c5 sup

z∈K⟨∞⟩

∑
y∈V ⟨∞⟩

0 \B⌊M/2⌋(z,1)

W (z, y),

gdzie staªa c5 > 0 niezale»na od M . A dzi¦ki (A1) jest to skªadnik szeregu zbie»nego.

�eby pokaza¢, »e I2(t,M) jest równie» skªadnikiem szeregu zbie»nego, powtarzamy kroki z

dowodu punktu (a) dla odpowiedniego zbioru D′
M ⊂ DM . Dowód punktu (b) jest zako«czony.

□

Dowód lematu 8.0.3.

Dowód tego lematu przebiega podobnie do dowodu [40, Lemat 3.2], niemniej, w pewnych

fragmentach nieco si¦ ró»ni. Ograniczymy si¦ do wyja±nienia tych ró»nic.

Najpierw zauwa»my, »e ze wzgl¦du na Lemat 8.0.2(a), podobnie jak w dowodzie [40, Lemat

3.2], wystarczy ustali¢ (8.0.9). Rozwa»amy rodzin¦ miar (νM )M∈Z+ zadan¡ przez

νM :=

(
1

µ
(
K⟨M⟩

) ∫
K⟨M⟩

p(t, x, x)Px,x
t µ(dx)

)⊗2

⊗Q⊗3, M ∈ Z+, (8.0.11)

zde�niowan¡ na przestrzeni produktowej Ω̃ = D([0, t],K⟨∞⟩)2 × Ω3, oraz niemalej¡cy ci¡g

liczb caªkowitych dodatnich (aM )M∈Z+
taki, »e aM ≤ M , M ∈ Z+. Warto±ci ci¡gu ustalimy

pó¹niej.

Dla m ∈ Z+ ustalamy

V ω,m(x) :=
∑

y∈V ⟨∞⟩
0 ∩Bm(x,1)

ξy(ω)W (x, y) (8.0.12)

i

Ṽ ω,m(x) :=
∑

y∈V ⟨∞⟩
0 \Bm(x,1)

ξy(ω)W (x, y), (8.0.13)
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gdzie kula Bm(x, 1) oznacza kul¦ w metryce m-grafowej, tzn. dla x ∈ K⟨∞⟩\V ⟨∞⟩
m jest to

∆m(x), m-sympleks zawieraj¡cy x; dla x ∈ V
⟨∞⟩
m jest to suma m-sympleksów poª¡czonych z

x (jest ich rank(x) ∈ {1, 2, 3}). Oznaczmy równie» dla M ∈ Z+

FM (w,ω) := e−
∫ t
0 V ω,aM (Xs(w))ds and F̃M (w,ω) := e−

∫ t
0 Ṽ ω,aM (Xs(w))ds.

Mamy wtedy

EQ
[
LD
M − EQLD

M

]2
=

∫
Ω̃

2∏
i=1

(
FM (wi, ω0)F̃M (wi, ω0)− FM (wi, ωi)F̃M (wi, ωi)

)
× 1{t<τK⟨M⟩ (wi)} · dνM (w1, w2, ω0, ω1, ω2)

=:

∫
Ω̃
X (w1, w2, ω0, ω1, ω2)dνM (w1, w2, ω0, ω1, ω2).

Podzielmy zbiór Ω̃ na trzy rozª¡czne zbiory:

DM
0 :=

{
(w1, w2) ∈ D([0, t],K⟨∞⟩)2 : for every s1, s2 ∈ [0, t] daM (Xs1(w1), Xs2(w2)) > 2

}
× Ω3,

DM
1 :=

{
(w1, w2) ∈ D([0, t],K⟨∞⟩)2 : daM+3 (X0(w1), X0(w2)) > 2 i istniej¡ s1, s2 ∈ (0, t]

takie, »e daM (Xs1(w1), Xs2(w2)) ≤ 2

}
× Ω3,

DM
2 := Ω̃\

(
DM

0 ∪DM
1

)
.

B¦dziemy caªkowa¢ X po ka»dym z tych zbiorów osobno. Zwró¢my uwag¦, »e wszystkie te

zbiory s¡ teraz Korzystaj¡c okazji, poprawiamy de�nicj¦ zbiorów DM
0 i DM

1 na s. 1272 w

[40]: nale»y je równie» zde�niowa¢ za pomoc¡ s1, s2 ∈ [0, t] jak wy»ej zamiast pojedynczego

s ∈ [0, t]. Ponadto aM zde�niowane za pomoc¡ metryki m-grafowej dm(x, y). powinno by¢

u»yte w de�nicji DM
0 zamiast cM .

U»ywaj¡c tego samego argumentu co dowodzie przytoczonego lematu, otrzymujemy

2∏
i=1

(
FM (wi, ω0)F̃M (wi, ω0)− FM (wi, ωi)F̃M (wi, ωi)

)
≤

2∏
i=1

(FM (wi, ω0)− FM (wi, ωi))

+ 2−
(
F̃M (w1, ω0)F̃M (w2, ω2) + F̃M (w2, ω0)F̃M (w1, ω1)

)
.

Dla danego M ∈ Z+ i trajektorii Xs(w), funkcjonaª FM (w, ·) zale»y tylko od tych punktów

kraty z V ⟨∞⟩
0 , które znajduj¡ si¦ w zbiorze XaM

[0,t](w) :=
⋃

s∈[0,t]BaM (Xs(w), 1). Z de�nicji
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DM
0 widzimy, »e na tym zbiorze mamy XaM

[0,t](w1) ∩ XaM
[0,t](w2) = ∅, a zatem zmienne losowe

FM (w1, ω0)− FM (w1, ω1) i FM (w2, ω0)− FM (w2, ω2) s¡ Q⊗3-niezale»ne. W konsekwencji,∫
DM

0

2∏
i=1

(FM (wi, ω0)− FM (wi, ωi))1{t<τK⟨M⟩ (wi)}dνM (w1, w2, ω0, ω1, ω2) = 0

i analogicznie jak w dowodzie przytoczonego lematu, uwzgl¦dniaj¡c nierówno±¢ Jensena i

zaªo»enie, »e wszystkie zmienne losowe s¡ nieujmene i caªkowalne, otrzymujemy∫
DM

0

X dνM ≤ ctEQξ sup
x∈K⟨∞⟩

∑
y/∈BaM

(x,1)

W (x, y), (8.0.14)

gdzie staªa c > 0, jest niezale»na od M .

Na zbiorze DM
1 mamy

sup
s∈(0,t]

daM (X0(wi), Xs(wi)) > 2, dla i = 1 lub i = 2. (8.0.15)

Z de�nicji DM
1 mamy, »e daM+3 (X0(w1), X0(w2)) > 2, co daje, »e X0(w1) i X0(w2) s¡ w

osobnych (aM + 3)-sympleksach.

Je±li, w przeciwie«stwie do (8.0.15), zarówno dla i ∈ {1, 2}, jak i wszystkich s ∈ (0, t] byªo

daM (X0(wi), Xs(wi)) ≤ 2, to dla obu i = 1, 2 trajektorie Xs(wi) mie±ciªyby si¦ wewn¡trz

BaM (X0(wi), 2). Oznaczaªoby to, »e te dwie trajektorie procesu do czasu t nie s¡ bli»ej siebie

ni» w dwóch ró»nych aM -sympleksach doª¡czonych do wierzchoªków wspólnego (aM + 3)-

sympleksu. W rzeczywisto±ci byªyby to oddzielne (aM + 1)-sympleksy wewn¡trz dwóch ró»-

nych (aM + 2)-sympleksów. Oznaczaªoby, »e daM (Xs1(w1), Xs2(w2)) ≥ 6 dla wszystkich

s1, s2 ∈ (0, t], poniewa» ±cie»ka implementuj¡ca odlegªo±¢ grafow¡ musi przechodzi¢ przez

inny aM -sympleks wewn¡trz (aM +1)-sympleksu zawieraj¡cy Xs1(w1), a nast¦pnie przez inny

(aM + 1)-sympleks wewn¡trz (aM + 2)-sympleksu zawieraj¡cego Xs1(w1), czyli co najmniej

dwa dodatkowe aM -sympleksy. Symetrycznie, musi przej±¢ dalej przez co najmniej trzy aM -

sympleksy wewn¡trz (aM + 2)-sympleksu zawieraj¡cego Xs2(w2).

Z [39, Lemat A.2] wynika zatem, »e

sup
s∈(0,t]

|X0(wi), Xs(wi)| ≥ c1L
aM , for i = 1 or i = 2,

gdzie staªa c1 niezle»na od M , i skoro 0 ≤ FM (wi, ωk) ≤ 1, i = 1, 2, k = 0, 1, 2, to caªka po

zbiorze DM
1 mo»e by¢ szacowana przez

1

µ
(
K⟨M⟩

) ∫
K⟨M⟩

p(t, x, x)Px,x
t

[
sup

s∈(0,t]
|X0(wi), Xs(wi)| ≥ c1L

aM

]
µ(dx). (8.0.16)
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U»ywaj¡c tej samej argumentacji, co w tym samym kroku dowodu cytowanego lematu, otrzy-

mujemy, »e powy»sze wyra»enie jest mniejsze lub równe

c2 sup
x∈K⟨∞⟩

Px

[
sup

s∈(0,t/2]
|X0(wi), Xs(wi)| ≥ c1L

aM

]
, (8.0.17)

ze staª¡ c2, niezale»n¡ od M .

Poniewa» caªka X nie jest wi¦ksza ni» 1, wystarczy oszacowa¢ miar¦ zbioru DM
2 . Mamy

νM (DM
2 ) ≤ c3µ{(x, y) ∈ K⟨M⟩ ×K⟨M⟩ : daM+3 (x, y) ≤ 2}(

µ(K⟨M⟩)
)2 ≤ 4c3N

aM+3

NM
, (8.0.18)

ze staª¡ c3 niezale»n¡ od M .

Mo»emy wybra¢ aM = ⌊M/4⌋. Wtedy z (A1) , (8.0.14) jest wyrazem szeregu zbie»nego

a dzi¦ki (3.3.2), (8.0.17) jest równie» wyrazem szeregu zbie»nego .

□

2. DLA POTENCJA�U POISSONOWSKIEGO

Dowód jest analogiczny jak w przypadku potencjaªu kratowego. Jedyna ró»nica jest

w dowodzie lematu 8.0.1 oraz wniosku 8.0.1, w których zamieniamy potencjaª kratowy na

Poissonowski, pami¦taj¡c »e pracujemy tym razem przy zaªo»eniach (A0'), (A1') i (A2).

□
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