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1 Wstep i motywacja

Glownym obiektem badan niniejszej pracy doktorskiej s modele rynkéw finansowych ze zmien-
nosciq stochastyczng, czyli modele, w ktorych zmiennos¢ ceny akcji jest opisywana pewnym
procesem stochastycznym. Modele te s rozwinieciem klasycznego modelu Blacka-Scholesa,
w ktorym przyjmuje sie, ze zmienno$¢ ceny jest stala. Zalozenie to prowadzi jednak do pew-
nych sprzecznosci z obserwacjami na rynku (na przyktad do tak zwanego usmiechu zmiennosci).
Zmienno$¢ stochastyczna jest jednym ze sposobow na pokonanie tej trudnosci.

Niech (2, F,F,P) bedzie przestrzenia probabilistyczng z filtracja, i niech PP bedzie miara
martyngatowsa. W najwiekszej ogdlnosci w modelach badanych w pracy zakladamy, ze dyna-
mika ceny akcji S jest opisana rownaniem

dSy = 1 f1(Sy)dt + oy fo(Sy)dW4,

gdzie W jest F-procesem Wienera, f1, fo sa odpowiednimi funkcjami deterministycznymi, o
jest procesem stochastycznym (by¢ moze skorelowanym z ceng akcji), zas r jest procesem sto-
chastycznym lub stala.

Wsrod najwazniejszych modeli stochastycznej zmiennosci warto wymieni¢ model Hulla
i White’a [15], model Hestona [14] oraz model Steina i Steina [29]. Szczegdlna klasg modeli ze
zmiennoscig stochastyczng sg procesy przetacznikowe (zob. [21, 30, 19]), w ktorych zmiennosé
pochodzi od pewnego tanncucha Markowa (przelgcznika), interpretowanego jako aktualny stan
gospodarki.

Dla wigkszosci z wyzej wymienionych modeli nie znamy jawnej postaci rozkladow cen ak-
cji. W konsekwencji nie dysponujemy rowniez wzorami na wyceng instrumentéw pochodnych
i konieczne jest uzycie metod numerycznych.

Zmiany czasu

W literaturze mozna spotka¢ wiele podejs¢ do modelowania stochastycznej zmiennosci, spo-
srod ktorych szezegolnie interesujacym jest uzycie techniki losowej zmiany czasu. Gléwna idea



jest nastepujaca: zaczynamy od prostszego modelu z deterministyczng zmiennoscia, a nastepnie
wprowadzamy dodatkowa losowos$¢ do modelu przy uzyciu zmiany czasu. Przez zmiane czasu
rozumiemy tu niemalejaca, prawostronnie ciagla rodzine zmiennych losowych (7;):>¢ 0 war-
tosciach w [0, co| taka, ze dla kazdego t > 0, 7; jest momentem stopu wzgledem danej filtracji

F = (F,)i0 (zob. [1]).

Mozna pokazac, ze w pewnych modelach stochastycznej zmiennosci cena akcji moze by¢
przedstawiona jako S:=Sor, gdzie S jest geometrycznym ruchem Browna, a 7 jest zmiang
czasu niezalezng od S (zob. [24, Example 1.2.1] dla modelu Hestona i [24, Theorem 4.4.4] dla
modeli przelacznikowych). Moze sie wydawac, ze pomyst wprowadzenia stochastycznej zmien-
nosci poprzez zmiane czasu jest mato naturalny. Jednak w wielu przypadkach pozwala on upro-
$ci¢ wyznaczenie funkcji charakterystycznej dla logarytmicznej ceny akcji, co jest istotne dla
numerycznej wyceny opcji. Zilustruje to ponizszy przyklad.

Przyktad 1. Niech S := Sor, gdzie 51T sa jak wyzej. Wtedy proces S, moze by¢ zapisany jako
Sy = Sp exp(Xy), gdzie X; = log(g—é) dla wszystkicht > 0 oraz X = X o7. Wowczas, poniewaz

T jest niezalezne od .5, funkcja charakterystyczna X moze by¢ przedstawiona w postaci
Eexp (iuX,) = E (Eexp (iuX,,)|r) = Ee™®),

gdzie ¢ oznacza wykladnik charakterystyczny procesu X. Mozna wiec zauwazyc¢, ze dla wy-
znaczenia funkcji charakterystycznej X wystarczy nam znajomosc¢ transformaty Laplace’a 7.

Zastosowania zmiany czasu byly badane np. przez Carra i Wu w [8]. Ich wyniki zostaly roz-
winiete przez Linetsky’ego i Mendoza-Arriage [22], ktorzy do modelowania d-wymiarowego
procesu cen akcji S wykorzystali d-wymiarowa zmiane czasu. Technika ta jest szczegdlnie
interesujaca, poniewaz — oprocz wprowadzenia zmiennosci stochastycznej do modelu - taka
zmiana czasu moze réwniez wplynaé na strukture zaleznosci wspoirzednych procesu S.

Markowska zgodnos¢ i struktury zaleznosci

Problem modelowania zalezno$ci pomiedzy procesami stochastycznymi byt badany w wielu
artykutach i monografiach, m.in. w [6, 5, 26].

Gdy X = (X1,...,X,) jest wektorem losowym w R?, problem badania zalezno$ci mie-
dzy jego wspotrzednymi sprowadza sie do znalezienia odpowiedniej funkcji, nazywanej kopulq
(ang. copula function), por. twierdzenie Sklara w [28]. Przy pomocy tej metody mozemy od-
dzieli¢ strukture zaleznosci wektora od jego dystrybuant brzegowych. Naturalnym jest wiec
pytanie, czy podobne rozumowanie ma zastosowanie w sytuacji, gdy zamiast wektora loso-
wego rozwazamy d-wymiarowy proces stochastyczny. Okazuje si¢ jednak, ze w tym przypadku
opisanie struktury zaleznosci poprzez funkcje rozkladéw brzegowych nie jest mozliwe — zob.
omoéwienie tego problemu przez Scarsiniego [26] oraz Bieleckiego i in. [6].

Gdy Z jest d-wymiarowym procesem Markowa, jedno z interesujacych pytan dotyczy tego,
czy jego wspotrzedne rowniez sa procesami Markowa. Jesli wspolrzedne te sa niezalezne, jest
to oczywiscie prawda, ale w ogdlnym przypadku juz niekoniecznie. Motywuje to ponizsza de-
finicje.



Procesem markowsko zgodnym nazywamy proces Markowa, ktérego wspolrzedne rowniez
maja wlasnoé¢ Markowa. Doktadniej, dla procesu Markowa Z = (Z!,..., Z%) na przestrzeni
stanéw F; X - -- X E,; bedacej produktem przestrzeni polskich przyjmujemy nastepujaca defi-
nicje (zob. [5]).

Definicja 2. Mowimy, zZe Z ma silng wlasno$¢ markowskiej zgodnosci wzgledem i-tej wspot-
rzednej, jesli Z° jest procesem Markowa wzgledem filtracji generowanej przez proces Z, czyli
jesli dla kazdego zbioru borelowskiego B € B(E;) i dowolnych ¢, s > 0 zachodzi

P(Zi,. € BIF)) =P(Z,, € B|Z,),

gdzie FZ jest filtracja generowana przez proces Z.
Moéwimy, ze Z ma silng wlasnos¢ markowskiej zgodnosci, jesli posiada ja wzgledem kazdej
ze wspotrzednych.

Markowska zgodnos¢ posiada wiele zastosowan w matematyce finansowej w modelach,
w ktorych mamy do czynienia z wielowymiarowymi procesami Markowa (na przyktad [2, 3, 4,

10]).

W swiecie modeli stochastycznej zmienno$ci mozna rozwazac¢ wielowymiarowy proces cen
S i wielowymiarowy proces zmiennoéci o, i zastanawia¢ sie, czy para (S*, ") jest procesem
Markowa. W niniejszej pracy tego typu problemy sg rozwazane przede wszystkim w kontekscie
zmian czasu.

2 Glowne wyniki rozprawy doktorskiej

Model Steina i Steina

Pierwsza cze$¢ rozprawy poswiecona jest modelowi Steina i Steina. W wiekszo$ci oparta jest
na wspolnej pracy z Jackiem Jakubowskim i Maciejem Wisniewolskim [16]. Przypomnijmy, ze
w modelu Steina i Steina zmiennos$¢ opisywana jest procesem Ornsteina-Uhlenbecka. Innymi
stowy, para (5, o) spelnia

dSt = O'tStthl
doy = —Aoydt + dW?

gdzie A > 0, za§ (W, TW?) jest dwuwymiarowym procesem Wienera takim, ze d(W!, W?2), =
pdt, p € [—1,1].

W swojej oryginalnej pracy [29] Stein i Stein zakladaja, ze W' i W? s3 nieskorelowane
(tzn. p = 0) — w niniejszej pracy mozemy pominac to zalozenie. Glownymi wynikami tej czesci
rozprawy sa jawne wzory na momenty i transformate Mellina ceny akcji. Wzory te sg nastepnie
wykorzystane do numerycznej wyceny opcji.

W zaleznosci od wykladnika « oraz parametréw modelu, wyprowadzamy trzy rézne for-
muly na momenty rzedu « procesu cen akcji. Wyniki te wymagaja réznych technik dowo-
dowych. W [24, Theorem 3.2.1] rozwazamy proces S w otoczeniu zera i znajdujemy miare



probabilistyczng, przy ktoérej o jest procesem Wienera. Pozwala to na wyznaczenie momen-
tow przy uzyciu znanych wzoréw na transformate Laplace’a pewnych funkcjonatéow ruchu
Browna (zob. np. [20]). W dowodach kolejnych dwoch wynikéow [24, Theorem 3.2.3, Theorem
3.2.6] wykorzystujemy fakt, ze kwadrat zmiennosci jest kwadratowym radialnym procesem
Ornsteina-Uhlenbecka. Roznica miedzy tymi twierdzeniami wynika z réznych zatozen o pa-
rametrach modelu, przez co potrzebne sg rézne strategie dowodu. W pierwszym przypadku
mozemy zastosowac wzory na transformaty Laplace’a pewnych funkcjonatow kwadratowego
radialnego procesu Ornsteina-Uhlenbecka, wyprowadzone w [17]. W drugim przypadku nie
mozemy zastosowac tych wynikéw bezposrednio, mozemy jednak uzy¢ podobnych metod do-
wodowych.

Oprécz momentow ceny akcji, wyprowadzamy réwniez jawny wzor na jej transformate
Mellina. Przypomnijmy, ze dla dodatniej zmiennej losowej £ transformate Mellina definiujemy
wzorem

f(z) =E¢, zeD,

gdzie D jest pionowym pasem w C tak dobranym, by £* bylo catkowalne dla kazdego z € D.
Transformata Mellina ceny akcji (rownowaznie, transformata Laplace’a logarytmu ceny) jest
wielkoscig istotng z punktu widzenia numerycznej wyceny instrumentéw pochodnych. W [24,
Theorem 3.2.8] wyznaczamy wzor na transformate Mellina, jednoczesnie wskazujac zbior D,
w ktorym jest ona okreslona. Wynik ten uogélnia rezultat uzyskany przez Shobela i Zhu [27,
Appendix A].

Jako zastosowanie wyprowadzonych wzor6w na momenty i transformate Mellina, oma-
wiamy réwniez numeryczne metody wyceny opcji wykorzystujace te wzory:

« metoda oparta na wzorze Gila-Pelaeza (ang. inversion formula) [24, Proposition 3.3.1],
« metoda szybkiej transformaty Fouriera (FFT, zob. [7, 9, 25]),

« metoda gestosci maksymalizujacej entropie (ang. maximum entropy density method, zob.
np. [11]).

Pierwsza z tych metod uogoélnia wynik otrzymany w [27] (dla « = 1) na przypadek asyme-
trycznych opcji potegowych, czyli opcji o wyplacie (S$ — K)™. Jest to mozliwe dzieki wyzna-
czeniu transformaty Mellina nie tylko w jednym punkcie, lecz w catym pasie D C C.

Twierdzenie 3 ([24, Proposition 3.3.1]). Ustalmy A > 0, € DNRoraz p € (—1,0]U [}, 1).

2N
Wowczas cena asymetrycznej opcji potegowej w modelu Steina i Steina jest dana wzorem
1 1
E(S: — K)* = Fy <Ki)ES;E —EKF (Ké>,
c c
gdzie
1 1 yoo —ul
Fila) = 3+ [ Re( i) DYy, p—1n
2 mwlo w
oraz i )
o+ . ~
fi(u) = Wﬂ fo(u) = f(iw), f(z) =ESI.



Kolejne podejscie do wyceny jest oparte na szybkiej transformacie Fouriera — metodzie
numerycznej wprowadzonej przez Cooleya i Tukeya [9], a zastosowanej do wyceny po raz
pierwszy przez Carra i Madana w [7]. Przy pewnych technicznych zatozeniach mozna pokazaé

(zob. [7, 25]), ze cena opcji o wyplacie w(Sr) wyraza sie w terminach ¢ := — In(Sy) jako
R s
I,(¢) = o lim e“CB{v(x)}(R +ui) f(—R — wi)du,

gdzie v(x) = w(e™*), B oznacza dwustronng transformate Laplace’a, za$ f(z) = ES7. Wynik
ten nie zalezy od R pod warunkiem, ze parametr ten lezy on w odpowiednim przedziale.

W ramach trzeciej ze stosowanych metod wyznaczamy skonczony ciagg momentéw ceny
akeji (ES77),_; .y = (1), _n»> @ nastepnie przyblizamy gesto$¢ St przez gestos¢ fME mak-
symalizujaca entropie przy zachowaniu wiezéw [3° 2% fME(z) = p;dlaj =1,..., N. Majac
gestosé, mozemy numerycznie wyceni¢ dowolny instrument pochodny o wyplacie zaleznej wy-
tacznie od ceny S7 w chwili T'. Szersze omowienie tej metody mozna znalez¢é w [11].

Przyklady zastosowan powyzszych metod dla réznych typow opcji opisano w [24, Chap-
ter 3.3].

Zmiany czasu i modele przelagcznikowe

Nastepna czes¢ rozprawy dotyczy innego przykladu modelu stochastycznej zmiennosci, a mia-
nowicie modelu przetacznikowego (ang. regime-switching diffusion). Gtowne wyniki rozdzialu
pochodzg z pracy autorki [23], ale niektore z rezultatow i przyktadéw oméwionych w tym roz-
dziale wykraczaja poza zawartos¢ oryginalnego artykutu. Procesy przetgcznikowe, o ktorych
tu mowa, uzyskujemy poprzez zmiane czasu w procesie dyfuzji. Okazuje sie, ze badanie ta-
kich modeli prowadzi do interesujacych zagadnien dotyczacych samych zmian czasu. Dlatego
istotna czes¢ wynikow dotyczy pewnych fundamentalnych probleméw zwigzanych ze zmia-
nami czasu, a niekoniecznie dotyczacych bezposrednio proceséw przetacznikowych.

Rozwazmy teraz zmiane czasu szczegdlnej postaci, a mianowicie rozwigzanie niejednorod-
nego réwnania zmiany czasu generowanego przez fancuch Markowa. Bedziemy odtad zakladac,
ze filtracja [ spelnia zwykle warunki. Niech X bedzie cadlag F-tancuchem Markowa o warto-
Sciach w skonczonej przestrzeni stanéw F. Przez A = [)‘Z]%ye p oznaczmy jego macierz inten-
sywnosci (generator). Rozwazana przez nas zmiana czasu jest rodzing zmiennych losowych 7

spelniajaca rownanie
t
ri= [ (s, X )ds (2.1)
0

dla pewnej funkeji borelowskiej g: [0, 00) x E — [0, 00). Niejednorodno$é odnosi sie do tego, ze
funkcja g zalezy od czasu, przez co proces (X, )¢>o ze zmienionym czasem jest niejednorodny
W czasie.

W przypadku jednorodnym, tzn. gdy ¢(s,x) = g(z), rbwnania zmiany czasu byly badane
dla ogdlnych procesoéw Markowa w ksigzce Ethiera i Kurza [13, Chapter 6] oraz w niedawnej
pracy Krithnera i Schnurra [18]. Przypadek niejednorodny omawiaja Doring i in. [12], ktorzy



dowodzg istnienia i jednoznacznosci rozwigzan dla ogélnych proceséw Markowa. Jednakze za-
tozenia na g przyjete w tej pracy sa dosc¢ restrykcyjne i skomplikowane, podczas gdy dla tancu-
chow Markowa potrzebne zalozenia okazuja sie bardzo naturalne. Prawdziwe jest mianowicie
nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 4 ([24, Theorem 4.2.3]). Niech X bedzie fancuchem Markowa jak wyzej. Zat6zmy,
ze g: [0,00) Xx E — [0,00) jest taka funkcja, ze dla kazdego x € F funkcja s — ¢(s,x)
jest prawostronnie ciggla i lokalnie catkowalna. Wowczas rownanie (2.1) posiada jednoznaczne
rozwigzanie.

Ponadto w ramach dowodu twierdzenia podajemy jawna konstrukcje rozwigzania, co po-
zwala na symulacje trajektorii 7, a w konsekwencji rowniez trajektorii (X, ):>o. Pokazujemy
tez [24, Theorem 4.2.6], ze po zmianie czasu proces (X, );>o jest (niejednorodnym) tancuchem
Markowa wzgledem nowej filtracji G := (F,),5(, 0 przestrzeni stanéw E i macierzy inten-

sywnoséci A(t) = [g(t, )N |2 ye k-

Nastepna cze¢$¢ rozdziatlu poswiecona jest markowskiej zgodnosci procesu ze zmienionym
czasem (zgodnie z Definicja 2). Rozwazmy dwuwymiarowy tancuch Markowa X = (X!, X?)
o przestrzeni stanéw E = E' x E? oraz zmiane czasu generowana przez niego (wraz z funk-
cja g: [0,400) x E — [0,+00)). W [24, Theorem 4.3.1, Corollary 4.3.4] podajemy stosowne
warunki na funkcje g gwarantujgce zachowanie markowskiej zgodnosci przy zmianie czasu.

Co wigcej, badamy, czy z danego procesu da si¢ poprzez zmiane czasu otrzymac proces
markowsko zgodny. Rozwazania te prowadza do okreslenia nowej klasy proceséw Markowa;
nazywamy je procesami markowsko quasi-zgodnymi.

Definicja 5 ([24, Definition 4.3.6]). Lanncuch Markowa X nazywamy markowsko quasi-zgod-
nym, jesli istnieje zmiana czasu 7 # const, dla ktorej proces X,y jest markowsko zgodny.

Klasa ta oczywiscie zawiera wszystkie procesy markowsko zgodne (za zmiane czasu zawsze
mozna przyjaé identycznos$¢), ale w [24, Example 4.3.11] konstruujemy quasi-zgodny tancuch
Markowa, ktory nie jest markowsko zgodny.

W nastepnej czesci pracy rozwazamy proces dyfuzji ze zmiang czasu opisang powyzej, co
prowadzi do tak zwanego modelu przelacznikowego (regime-swithing diffusion).

Rozwazmy n-wymiarowy proces cen akcji S = (S, ..., S™) bedacy silnym rozwigzaniem
rownania

w ktorym m: R* — R", ¥: R® — R" 4, za§ W jest d-wymiarowym standardowym pro-
cesem Wienera. Niech X bedzie tancuchem Markowa na skonczonej przestrzeni stanow F —
niezaleznym od W - modelujacym aktualny stan gospodarki. Wezmy nastepnie zmiane czasu
T rozwigzujaca (2.1) dla odpowiedniej funkcji g. Oznaczmy przez S proces cen akcji ze zmie-
nionym czasem, czyli S, = S, zad przez G 1= (F,),, - filtracj¢ ze zmienionym czasem.



Twierdzenie 6. Niech S bedzie procesem cen okreslonym przez (2.2) z funkcjamim: R* — R"
oraz ¥: R” — R™*? spelniajacymi lokalnie warunek Lipschitza, a ponadto dla wszystkich
x € R" spelniajacymi oszacowanie

- m(z) + ;\z(x)ﬁ < (1 + |2 (2.3)

z pewng stalg k > 0. Ustalmy skonczony horyzont czasowy 1" < co. Wowczas proces S jest
jedynym silnym rozwigzaniem réwnania

~

gdzie B jest d-wymiarowym standardowym G-procesem Wienera niezaleznym od X.

Zwro¢my na chwile uwage na interpretacje finansowg zmiany czasu w modelach cen ak-
cji. Wielkos¢ g(t, Xt) interpretujemy jako chwilowg intensywnos¢ aktywnosci biznesowej, za-
lezng od chwili kalendarzowej ¢ oraz aktualnego stanu gospodarki X.. Wtedy 7; odpowiada
tak zwanemu czasowi biznesowemu. Twierdzenie 6 potwierdza intuicje mowiaca, ze im wyzsza
aktywnos$¢ biznesowa danego dnia, tym wigksza jest chwilowa zmiennos¢ cen. Dokladniejsze
omoéwienie finansowej interpretacji zmian czasu mozna znalez¢ w artykule Carra i Wu [8].

W tej samej czeSci rozprawy poswiecamy tez uwage pytaniu odwrotnemu: majac dany n-
wymiarowy proces przelacznikowy S, czy mozliwe jest przedstawienie jego wspolrzednych
jako dyfuzji ze zmienionym czasem? Rozwazmy mianowicie proces przelacznikowy (5,Y),
gdzie S = (S',5%),aY = (Y, Y?) jest dwuwymiarowym laficuchem Markowa. Precyzyjne
sformulowanie naszego pytania jest nastepujace: czy istnieja jednowymiarowe dyfuzje R* i R?,
to znaczy procesy spelniajace

dR} = pi(Ry)dt + o3(R})dB], i=1,2,
oraz zmiany czasu 7' i 72 (generowane przez jednowymiarowe tancuchy Markowa X1, X?),
dla ktorych rozklad S? jest tozsamy z rozktadem R o 7% (dlai = 1,2)?

Reprezentacja tego typu jest pozyteczna z wielu powodow. Po pierwsze zauwazmy, ze pro-
cesy R’ sa jednowymiarowymi dyfuzjami niezaleznymi od zmian czasu 7%, wobec tego zamiast
catego procesu (S', S?) mozna rozwaza¢ oddzielnie procesy R' i R?, bez odnoszenia sie do
struktury zaleznosci calego procesu. Po drugie, jesli proces R’ jest geometrycznym ruchem
Browna z dryfem, to funkcje charakterystyczna logarytmu ceny S mozemy wyznaczy¢ przy
uzyciu wykladnika charakterystycznego procesu R’ oraz transformaty Laplace’a 7° (por. Przy-
ktad 1). Ponadto zmiany czasu 7! i 72 zalezg jedynie od jednowymiarowych tancuchéw Mar-
kowa, a nie od calego procesu Y, co pozwala na zmniejszenie zltozonosci obliczeniowej przy
numerycznej wycenie instrumentéw zaleznych od R’. Pomyst osobnej zmiany czasu dla R!
i R? odpowiada temu, ze czas biznesowy moze sie rézni¢ dla réznych aktywow.

Na koniec przedstawiamy przyklady zastosowan zmiany czasu do wyceny opcji metoda
Monte Carlo. Rozwazamy akcje, ktorych cena jest modelowana przez geometryczny ruch



Browna ze zmiang czasu. Dzieki jawnej postaci rozwigzania (2.1) mozemy symulowac trajek-
torie zmian czasu, a nastepnie trajektorie samego procesu cen, co przy uzyciu metody Monte
Carlo prowadzi nas do wyceny opcji. Porbwnujemy zachowanie zmian czasu dla roznych funk-
cji g oraz wyceny dla réznych typow opcji. Omoéwione tu wyniki uzyskane metoda Monte Carlo
sa nowe — nie stanowily czesci artykutu [23].
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