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pol. Pytania o uniformizacje i wybor dla jezykow regqularnych

STRESZCZENIE:

A uniformisation of a binary relation REXxY assigns to each element x of the domain of R a particular
YEY such that the pair {x,y) isin the relation. The regular-uniformisation problem asks if, in the
context of words or trees, every regular relation admits a uniformisation that is also regular,
idefinable in Monadic Second-Order Logic (MSO).

It is already known that the answer to this question is positive in the context of finite and infinite
words. In this thesis, we search for possible generalisations of these results.

First, we study the possibility of uniformising relations of finite words in fragments of First-Order
Logic (FO), the formalism where one can quantify over positions but not over sets of positions. We
rely on algebraic characterisations of these fragments in order to emphasise their limitations in
providing uniformisations. We also discuss the decidability of uniformising given regular relations in
some of these fragments.

Second, we highlight the strong connection between uniformisations and the expressive power of
the considered formalisms. Namely, among varieties of regular languages, the assumption that the
given formalism has uniformisation property, already guarantees the full power of all regular
languages. The notion of a variety of languages is a standard concept which guarantees certain
natural closure properties, such as closure under Boolean operations.

Third, we study the possibility to uniformise regular relations of words defined over finitary domains:
those are the domains that are infinite but admit a particular kind of finite representation. We show
that, over these domains, the only obstacle to regular uniformisations is the existence of non-trivial
automorphisms, meaning bijective functions that preserve the order and that are not the identity
function. We also prove that, in this context of finitary domains, the regular-uniformisation problem
is equivalent to being able to define in MSO natural objects over the domain, such as choice
functions and well orders.

All these results provide a broad perspective on the notion of uniformisation in the realm of
subclasses and variants of regular languages.

STRESZCZENIE
wersja polskojezyczna

Uniformizacja relacji binarnej REXxY przypisuje, dla kazdego elementu x z dziedziny R pewien
unikalny element yEY w taki sposéb by para {x,y> nalezata do relacji R. Problem regularnej
uniformizacji pyta czy, w kontekscie stéw lub drzew, kazda regularna relacja posiada uniformizacje
ktdra rowniez jest regularna, czyli definiowalna w monadycznej logice drugiego rzedu (MSO).



Wiadomym jest, ze odpowiedz na to pytanie jest pozytywna w przypadku skoriczonych i nie
skoniczonych stéw. W ramach tej rozprawy szukamy mozliwych rozszerzen tych wynikéw.

Po pierwsze, studiujemy mozliwos¢ uniformizacji relacji stéw skoriczonych we fragmentach logiki
pierwszego rzedu (FO), formalizmu gdzie mozliwa jest kwantyfikacja po pozycjach danej struktury, ale
nie po zbiorach takich pozycji. Polegamy przy tym na algebraicznych charakteryzacjach rozwazanych
fragmentéw by unaocznic¢ ich ograniczenia w mozliwosci definiowania uniformizacji. Dodatkowo
badamy problem rozstrzygania uniformizowalnosci danej regularnej relacji w niektérych rozwazanych
fragmentach.

Po wtére, podkreslamy silne zwigzki pomiedzy uniformizacjami a sitg wyrazu rozwazanych
formalizméw. Dokfadniej, wsrdd rozmaitosci jezykdw regularnych, zatozenie ze danyformalizm
posiada wtasnos$¢ uniformizacji gwarantuje nam petng site wyrazu wszystkich jezykéw regularnych.
Uzyty tu koncept rozmaitosci jezykdw jest standardowym pojeciem gwarantujgcym pewne naturalne
wtasnosci domkniecia, jak domkniecie ze wzgledu na operacje boolowskie.

Po trzecie, studiujemy mozliwos¢ uniformizacji relacji regularnych na stowach definiowanych nad
dziedzinami finitarnymi: dziedzinami ktdre sg nieskoriczone, ale dopuszczajg pewien szczegdlny
rodzaj skoficzonej reprezentacji. Wykazujemy, ze nad tymi dziedzinami, jedyng przeszkoda ku
istnieniu regularnych unifomizacji jest istnienie nietrywialnych automorfizmow, czyli bijekcji ktore
zachowujg porzadek, ale nie sg identycznosciowe. Dodatkowo wykazujemy, ze w kontekscie dziedzin
finitarnych, problem regularnej uniformizowalnosci jest réwnowazny mozliwosci zdefiniowania z
ramach MSO pewnych naturalnych obiektow nad dang dziedzing, jak funkcje wyboru, czy dobre
porzadki.

Wszystkie te wyniki dostarczajg szerokiej perspektywy na pojecie uniformizacji w sferze podklas i
wariantéw jezykow regularnych.



