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Wprowadzenie

Glownym obiektem badan niniejszej rozprawy jest klasa schematow Hilberta z
wielogradacja zwiazana z funkcja Hilberta punktéow w polozeniu ogdlnym na
gladkiej rzutowej rozmaitosci torycznej X.

Schematy Hilberta z wielogradacja zostaly wprowadzone przez Haimana i
Sturmfelsa [12] jako wspoélne uogoélnienie réznych znanych pojec¢ schematow Hil-
berta. Majac dane ciato k, pierscient wielomianow S = k[ay, . . ., ;] zgradowany
przez grupe abelowa A oraz funkcje h: A — Z istnieje k-schemat kwazirzutowy
Hilbg parametryzujacy idealy jednorodne w S takie, ze algebra ilorazowa ma
funkcje Hilberta A [I2, Thm. 1.1]. Co wiecej, przy pewnych zalozeniach odnosnie
gradacji, schemat Hilb% jest rzutowy [12, Cor. 1.2].

W dalszym ciagu zaktadamy, ze k jest cialem algebraicznie domknietym.

Szczegblnie interesujacym przyktadem schematu Hilberta z wielogradacja
jest klasyczny schemat Hilberta Hilbp(P™) parametryzujacy wszystkie domknie-
te podschematy P" o wielomianie Hilberta P. Zostal on skonstruowany przez
Grothendiecka [I1]. Zalozmy, ze P jest staly, rowny r. Istnieje blisko zwiazany
z Hilb, (P™) schemat Hilberta z wielogradacja odpowiadajacy punktom w poto-

zeniu ogdlnym. Niech S = S[P"] = k|ay, . . ., o] bedzie pierscieniem wspolrzed-
nych jednorodnych przestrzeni rzutowej P™. Pierscien ten ma naturalng gradacje
w Z dana przez deg(ag) = ... = deg(ay,) = 1. Niech m = («o, . .., ay). Definiu-

jemy funkcje hy,: Z — Z przez
hyn(a) = min{dimy S,, 7}

i rozwazamy schemat Hilberta z wielogradacja Hilbg“”. Buczynska i Buczyniski
[4, Prop. 3.13] pokazali, ze Hilbgr’" ma wyrézniong, sktadows nieprzywiedlng
Slip,.,, bedaca domknigciem zbioru punktéw odpowiadajacych idealom rady-
kalnym. Pokazali takze zwigzek miedzy punktami Slip, ,, a rangami brzegowy-
mi wielomianéw jednorodnych. Omawiamy to ponizej bardziej szczegdtowo. Co
wiecej, ich wyniki dzialaja ogdlniej dla gladkiej rzutowej rozmaitosci torycznej



X. Ten zwigzek jest gtowna motywacja do badania sktadowej nieprzywiedlnej
Slip,.,, (i ogdlniej, Slip,. ).

Niech F' bedzie wielomianem jednorodnym stopnia d w pierécieniu wielo-
mianow S* = k[xg, ..., x,]. Mowimy, ze F' ma range r jezeli r jest najmniejsza
liczby calkowita taka, ze F = .., ¢¢ dla pewnych form liniowych ¢; € Sj.
Rozwazamy réwniez range brzegowg F' ktora jest najmniejsza liczba catkowi-
ta r taka, ze [F] € PS% nalezy do domkniecia zbioru wielomianéw o randze
co najwyzej r. Obliczanie rangi brzegowej danego wielomianu jest klasycznym
problemem w geometrii algebraicznej i jest mocno zwiazane z badaniem roz-
maitosci siecznych rozmaitosci Veronese. Lemat o brzegowej abiegunowosci [4]
Thm. 3.15] moéwi, ze F' ma range brzegows co najwyzej r dla dodatniej liczby
catkowitej r wtedy i tylko wtedy gdy istnieje punkt [I] € Slip,.,, taki, ze I jest
abiegunowy do F. Zatem, im wiecej warunkow (zar6wno koniecznych jak i wy-
starczajacych) na to aby punkt z Hilbgf'" nalezal do sktadowej nieprzywiedlne;j
Slip,.,, mamy do dyspozycji, tym wigkszy potencjal do zastosowari lematu o
brzegowe]j abiegunowosci.

Klasyczny schemat Hilberta Hilbp(P™) jest szeroko badany. W szczegolnosci
wiadomo, ze zawsze jest spojny [13]. Jest gladki gdy n = 2 [§] ale na ogdl nie jest
nieprzywiedlny [16] oraz jest niezredukowany [23] [I8]. Z drugiej strony, sche-
mat Hilberta z wielogradacja Hilbg jest gladki i nieprzywiedlny gdy pierscien
wielomianéw S ma dwie zmienne [20] ale na ogoét nie jest nawet spojny [24].

Glowne wyniki

Nasza pierwsza obserwacja bazuje na metodzie maltej przestrzeni stycznej: jezeli
wymiar przestrzeni stycznej do k-schematu X w punkcie x jest mniejszy niz
wymiar domknietego, nieprzywiedlnego podzbioru Z w X to z ¢ Z.
Ograniczamy maksymalny stopieni minimalnego generatora jednorodnego
idealu odpowiadajacego ogélnemu punktowi Slip,. ,,. W konsekwencji pokazuje-
my, ze naturalne odwzorowanie [I] — [I+m?] dla duzych d odwzorowuje Slip,. ,,
na rn-wymiarowy podzbiér schematu Hilberta z wielogradacja stowarzyszonego
z funkcja Hilberta S/(I + m?). Dostajemy nastepujacy warunek konieczny do
tego by [I] € Hilbgﬁ;] nalezat do Slip,. ,,.
Stwierdzenie 1. Niech r,n bedqg dodatnimi liczbami catkowitymi oraz niech
I C S =Klag,...,a,] bedzie ideatem jednorodnym takim, ze S/I ma funkcje
Hilberta hy . Niech e = min{a € Z | hy,(a) = r} oraz d > e + 2. Jezeli
dimy Homg (I +m, S/(I +m)) < rn, to [I] ¢ Slip,.,.

Drugie kryterium bazuje na obliczeniu funkcji Hilberta potegi ideatu od-
powiadajacego ogélnemu punktowi Slip,. ,,. Dokladniej, liczymy wielomian Hil-
berta S/I* gdzie [I] € Hilbgf’" odpowiada ideatowi radykalnemu i uzyskujemy
ograniczenie na stopienl, od ktorego zgadza sie on z funkcja Hilberta. Nastep-
nie, uzywajac polciaglosci Hg,rx (d) na Hilbg"’" dostajemy nastepujacy warunek
konieczny do tego by [I] € Hilbgr’” nalezat do Slip,.,,.



Twierdzenie 2. Niech n,r > 1 bedq liczbami catkowitymi oraz niech I C S =
kg, ..., an] bedzie ideatem jednorodnym takim, ze S/I ma funkcje Hilberta
hyn. Niech e = min{a € Z | hyn(a) = r}. Jezeli [I] € Slip,.,,, to Hgx(d) >
r-dimy Siy_1 dla kazdej dodatniej liczby catkowitej k oraz dla kazdego d > ke+k.

Nastepny wynik jest warunkiem wystarczajacym w przypadku gdy n = 2.

Twierdzenie 3. Niech r bedzie dodatniq liczbg catkowitq oraz S = k[ag, a1, as)
bedzie pierscieniem wielomiandw. Niech [I] bedzie punktem domknietym Hilbg"’Q.
Jezeli (I :m>)q # 1 dla doktadnie jednej liczby catkowitej d, to [I] € Slip,. 5.

W celu udowodnienia Twierdzenia [3| pokazujemy, ze jesli [I] € Hilbg“"’2 jest
taki, ze funkcja Hilberta f algebry S/(I: m®) rézni sie od h, o w jednej gra-
dacji to zbioér U tych punktow Hilbgr'2 ktore odpowiadaja ideatom J takim,
ze S/(J: m*) ma funkcje Hilberta f jest nieprzywiedlny. W rezultacie, wy-
starczy wskaza¢ dla kazdej takiej funkcji Hilberta f jeden ideal Iy taki, ze
[If] € Us N 8lip,. 5 oraz przestrzei styczna w [If] jest wymiaru 2r. W celu poka-
zania, ze [If] nalezy do Slip,.,, konstruujemy Iy w taki sposob, ze jest idealem
poczatkowym idealu nasyconego K.

Co interesujace, istnieja dwa naturalne uogoélnienia sformutowania Twierdze-
nia [3]dla n > 3 ale oba sa niepoprawne. Po pierwsze, mozna naiwnie zastapic¢ 2
przez n. Bardziej subtelnie, mozna spréobowaé¢ zmieni¢ takze konkluzje na taka,
ze [I] jest w domknieciu zbioru punktéow odpowiadajacych ideatom nasyconym
gdyz Hilb.(P™) na ogo6? jest przywiedlny. Kontrprzykladem na obie te hipotezy
jest ideat

I = (agal,aoaf,aoag, o, a g, A Q3, 0/21) - S[]P?’] = k[ag, . .., as].

Jako zastosowanie Twierdzenia [3] pokazujemy przyktad osobliwego punktu
we wnetrzu Slipg o:

J = (o}, afag, adad, aras, ab) C S[P?] = klap, ai, as).

Dowodzimy nastepujacego ogélnego warunku koniecznego do tego by [I] €
Y - . .
Hilbg™" nalezal do Slip,. ,,.
Twierdzenie 4. Niech r,n > 1 bedg liczbami catkowitymi, S = K|ayg, ..., ap]
bedzie pierscieniem wielomiandw oraz niech [I] € Hilbg""’ bedzie punktem do-
mknietym. Zatézmy, ze I # (I : m®) oraz niech d bedzie takie, ze I # (I :
m>)g. Niech J = m?n (I : m™®) oraz K = m? N [. Zatdéimy, Ze zachodzq
nastepujgce warunki:

1. naturalne odwzorowanie Homg(J, S/ J)o — Homg (K, S/J)q jest surjekcjg;
2. [J] € Hilb% jest punktem gtadkim gdzie h jest funkcjq Hilberta S/.J;

3. naturalne odwzorowanie Homg(K,S/K )y — Homg(K,S/J)o jest surjek-
cjq.



Wtedy nie istnieje [I'] € Slip,.,, taki, Ze IS, = I>q. W szczegdlnosci, [I] ¢
Slip,. ,, - -

Idea dowodu polega na rozpatrywaniu pary [K C J| jako punktu flagowego
schematu Hilberta z wielogradacja Hilbg’h i na pokazaniu, ze naturalne odwzo-
rowanie Hilb’g’h — HilbY jest étale w [K C J]. Wowczas [K] = [I>4] nie
moze by¢ w obrazie Slip,. ,, gdyz dla kazdego punktu [K'] w pewnym otoczeniu
[K] istnieje punkt [J] taki, ze [K’ C J'] € Hilb%". W konsekwencji K'g # K.

Warunek 3. jest technicznym zalozeniem potrzebnym do opisu przestrze-
ni przeszkod flagowego schematu Hilberta z wielogradacja bazujacego na [I7].
Warunki 1. i 2. sa uzywane do pokazania, ze 7 jest étale w [K C J].

Badamy pewne sytuacje, w ktorych warunki 1.-3. zachodza. Nastepnie pre-
zentujemy dwa zastosowania Twierdzenia [d} Pierwsze z nich dotyczy ideatow
definiujacych schematy zawarte w prostej.

Twierdzenie 5. Niech [I] € Hilbgr’" bedzie punktem domknietym odpowiadajq-
cym ideatowi I takiemu, ze S/(I: m*™) ma funkcje Hilberta h, 1. Wtedy istnieje
[I'] € Slip,.,, taki, ze Is,_o = I, _, wtedy i tylko wtedy gdy ((I: m>)?),_o C
I 5. B

Ten wynik pojawil sie w [22] w oparciu o Twierdzenie 2 W rozprawie przed-
stawiamy dowod uzywajacy Twierdzenia [4]

Drugie zastosowanie Twierdzenia |4 jest zwiazane z podschematami P?, kto-
rych funkcja Hilberta ma staly wzrost. Bardziej formalnie, rozwazamy funkcje
Hilberta postaci

dimy S, dla a <m
fla)=<r—(e+1—a)t dlaae{mm+1,... e} (1)
r dlaa>e+1

dla pewnych dodatnich liczb catkowitych m < e oraz t.
Mamy nastepujacy wynik.

Twierdzenie 6. W notacji z Twierdzenia |4 zatézmy dodatkowo, ze n = 2.
Niech m = min{a € Z | (I: m*), # 0} oraz e = max{a € Z | (I: m™), #
I,}. Zaloimy, zZe e > m oraz, Ze istnieje dodatnia liczba catkowita t taka, ze
S/(I: m>) ma funkcje Hilberta f takq jok w Rownaniu ([1)). Wtedy:

(i) Istnieje O € Sy taka, ze (I: m™), C (6).;

(ii) Niech 0 bedzie jak w czesci (i). Jezeli (I: m™), = I, + (0 - (I: m™)), to
nie istnieje [1I'] € Slip,. 5 taki, ze IS, = I>.. W szczegdlnodci, [I] & Slip, o;

(i4) Jezelit =1 oraz 6 € Sy jest jak w czesci (i), to istnieje [I'] € Slip,. , taki,
ze IS, = I>e wtedy i tylko wtedy gdy (6 - (1: m>)), C L.

Uzyskujemy takze calkowity opis punktow z Slip,. 5 dla 7 < 6. Mozna sig
spodziewa¢, przez analogie z wynikiem Fogarty’ego [8] dotyczacym gladkosci



Hilb,.(P?), ze Hilbgr’2 nie jest bardzo skomplikowany. Jednakze, analizowane
przyktady pokazuja, ze jest to skomplikowany schemat nawet dla matych war-
tosci r. Na przyklad, Hilbgﬁ'2 ma 4 skladowe nieprzywiedlne.

Przechodzimy do ogdlniejszych gtadkich rzutowych rozmaitosci torycznych,
za to bedziemy zaktadaé, ze k = C jest cialem liczb zespolonych. Ponownie, moz-
na rozpatrywaé¢ schemat Hilberta z wielogradacja Hilbg?)?} gdzie S[X] jest pier-
$cieniem Coxa X a h, x jest funkcjg Hilberta r punktéw w potozeniu ogélnym na
X. Przypominamy, ze S[X]| = Cla,|p € ¥x(1)] gdzie zmienne «, odpowiadaja
dywizorom pierwszym D, niezmienniczym ze wzgledu na dzialanie torusa. Co
wiecej, S[X| ma gradacje w grupie Picarda Pic(X) dang przez deg(a,) = [D,].
Funkcja h, x: Pic(X) — Z jest zadana przez

hy x ([D]) = min{dim¢ S[X](pj,}.

Ponownie, istnieje skladowa nieprzywiedlna Slip, y, ktora jest domknigciem
zbioru punktéw odpowiadajacych ideatom radykalnym i nasyconym ze wzgledu
na ideal nieistotny S[X].

Niech X bedzie gladka, rzutowa rozmaitoscia toryczna. Przez X oznacza-

my Spec S[X] a przez X oznaczamy X \ V(B(Zx)) gdzie B(Xx) jest ide-
alem nieistotnym X. Rozmaitos¢ X jest ilorazem X przez Spec C[Pic(X)] [0,
Prop. 5.1.11]. Odwzorowanie XX oznaczamy przez mx . Tej notacji uzywamy
w ponizszej definicji.
Definicja 1. Zalézmy, ze f: X — Y jest morfizmem gtadkich, rzutowych roz-
maitosci torycznych oraz niech f*: Pic(Y) — Pic(X) bedzie odwzorowaniem co-
fania wigzek liniowych. Zal6zmy, ze istnieje homomorfizm C-algebr ?# : S[Y] —
S[X] takim, ze:

1. 75 (S[Y b)) € S[X]- (1)) dla kazdego [D] € Pic(Y);
2. odpowiadajacy mu morfizm f: X — Y obcina sie do morfizmu f: X - }A’;
3. ﬂyof:fowx.

Woéwcezas nazywamy f# podniesieniem f.

Podniesienie f takie jak w Definicji 1| zawsze istnieje [7]. Analogiczne zagad-
nienia dla wymiernych odwzorowan rozmaitosci torycznych oraz dla regularnych
i wymiernych odwzorowan pomiedzy tak zwanymi wymarzonymi przestrzeniami
Mori’ego sa szeroko badane [I][5][14]. Mozemy teraz zaprezentowaé nasz wynik.

Twierdzenie [7| opisuje zwiazek miedzy Slip, x a Slip, y gdy f: X — Y jest
odwzorowaniem gtadkich, rzutowych rozmaitosci torycznych takim, ze f,Ox =
Oy . Wynik bazuje na mozliwosci podniesienia f do homomorfizmu pierécieni
Coxa XiY.

Twierdzenie 7. Niech f: X — Y bedzie morfizmem gtadkich, rzutowych roz-
maitosci torycznych takim, ze fOx = Oy . Niech r bedzie dodatniq liczbg catko-
witq oraz niech [I] € Hilb’;r[’;(‘] bedzie punktem domknietym. Niech ?#: SY] —
S[X] bedzie podniesieniem f jak w Definicji[1 Wowczas:



(i) 7# indukuje morfizm m: Hilbgf’)?] — Hilbg’t’yy] dany na punktach domknie-

tych preez [1) = [(F7) 7 (1));
(i) Morfizm 7: Hilbg’[}?} — Hilbgf’;] z czgsci (i) indukuje surjekcje Slip, x —
Slip,.y -

Technicznym narzedziem w dowodzie Twierdzenia [7|jest |21, Thm. 3.5]. Opi-
sujemy tam w terminach podniesienia jak w Definicj{l] popchnigcie snopa kwa-
zikoherentnego przez morfizm gladkich, rzutowych rozmaitosci torycznych.

Twierdzenie
lezal do sktadowe] nieprzywiedlnej Slip,. x, w przypadku gdy X jest produktem
k > 2 przestrzeni rzutowych. Dowod twierdzenia bazuje na prostych wtasno-
sciach funkcji Hilberta nasyconych ideatéow punktow w X.

daje kolejny warunek konieczny do tego by [I] € Hilbgi’;(‘} na-

Twierdzenie 8. Niech k > 2 orazny,...,ng bedqg dodatnimi liczbams catkowity-
mi. Niech X =P™" x...xP™ oraz dlai € {1,...,k} niech B(X;) C S[X] bedzie
rozszerzeniem ideatu nieistotnego P™ przy naturalnym wtozeniu S[P™] — S[X].
Jezeli [I] € Slip,. x dla pewnej liczby dodatniej catkowitej r, to

dime Homgy] (I + B(S:)2, SIX]/(I + B(Ei)2)>0 > (g + ...+ 1)

dlaie{1,... k}.

Prezentujemy takze pewne zastosowania lematu o brzegowej abiegunowosci
do badania rozmaitoéci siecznych. Badamy dzikie wielomiany, czyli takie wielo-
miany jednorodne, ktére maja range brzegowa mniejsza od rangi wygltadzalne;j.
Wiadomo, ze takie wielomiany istnieja [3], [15]. Pokazujemy, ze w trzech zmien-
nych dziki wielomian stopnia d ma range brzegowa co najmniej d+ 3. Co wiecej,
pokazujemy, ze w czterech zmiennych nie ma dzikich kwartyk o randze brzegowej
6 ale istnieje dzika kwintyka o randze brzegowej 7.

W [10] badamy zagadnienie rozrozniania rozmaitosci siecznej od rozmaitosci
kaktusowej. Rozmaitosé sieczna jest klasycznym przedmiotem badan ale okazuje
sie, ze rozne klasy znanych réownarn znikaja na wiekszej rozmaitosci - rozmaitosci
kaktusowej. Jest to omowione w [2], [9] oraz [19) §10.2]. Wyniki z [10] bazuja na
brzegowej abiegunowosci ale nie wymagaja zadnych kryteriéw identyfikujacych
punkty z Slip, ,,. Dlatego w rozprawie prezentujemy jedynie niektére wyniki
oraz w szczegblnych przypadkach gdzie dowody sa mniej techniczne.
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