
Metody wyznaczania zespołów klasyfikatorów
z wykorzystaniem bireduktów decyzyjnych
(Ensembles of Classifiers Based on Decision Bireducts)

Autoreferat rozprawy doktorskiej

Sebastian Stawicki

Maj 2023

1 Wprowadzenie
Pojęcie bireduktów decyzyjnych jest kluczowym tematem niniejszej rozprawy. Jest to rozszerzenie
pojęcia reduktów decyzyjnych z teorii zbiorów przybliżonych, wprowadzone w [23] i dalej rozwinięte
w [17, 18, 19, 24, 6]. Biredukty decyzyjne zostały opracowane w celu zapewnienia prostego i inter-
pretowalnego sposobu redukcji danych. Są one bardziej ogólne oraz pod wieloma względami bardziej
elastyczne niż ich klasyczne odpowiedniki. Celem rozprawy jest zaprezentowanie, w spójny i przejrzysty
sposób, kompletnego zestawienia wyników związanych z tym pojęciem.

Teoria zbiorów przybliżonych, która jest rozszerzeniem klasycznej teorii zbiorów, służy do modelo-
wania pojęć w sytuacjach niepewności lub niekompletności informacji [11]. Jednym z podstawowych
zagadnień tej teorii jest relacja nierozróżnialności – jest to relacja równoważności pozwalająca na gru-
powanie obiektów, których nie można od siebie odróżnić na podstawie określonego podzbioru cech.
Relacja ta dzieli uniwersum obiektów na klasy abstrakcji, które mogą zostać użyte do opisu niedo-
kładnych pojęć (rozumianych jako zbiór obiektów spełniających pewne pojęcie) za pomocą dolnych
i górnych przybliżeń. W teorii zbiorów przybliżonych, pojęcie reduktów decyzyjnych jest uważane
za jedno z podstawowych zagadnień. Jest ono zdefiniowane jako podzbiór atrybutów, który zachowuje
charakterystykę relacji nierozróżnialności wyznaczonej przez pełny zbiór atrybutów [13]. Redukty
decyzyjne mają szereg praktycznych zastosowań m.in. w zagadnieniach selekcji cech i odkrywaniu
wiedzy [3].

Pojęcie reduktów decyzyjnych ma fundamentalne znaczenie w zastosowaniach teorii zbiorów przy-
bliżonych. W praktyce często mamy jednak do czynienia z dużymi i zaszumionymi (rozumiejąc
to sformułowanie jako dane, których fragmenty są bezużyteczne, zawierają niepoprawne wartości
lub są uszkodzone) zbiorami danych. Aby sprostać takim wyzwaniom, zaproponowano kilka uogólnień
dla reduktów decyzyjnych – wśród nich są m.in. pojęcia reduktów dynamicznych [1] oraz przybliżonych
reduktów decyzyjnych [20].

Przybliżony redukt decyzyjny można zdefiniować jako nieredukowalny (w sensie zawierania się
zbiorów) podzbiór atrybutów, który zgodnie z wybranym kryterium zachowuje określony stopień
informacji decyzyjnej niesionej przez zbiór wszystkich atrybutów warunkowych. Przykładowo, może
to być odzwierciedlenie szans, że klasyfikator skonstruowany przy użyciu wybranego podzbioru atry-
butów, będzie poprawnie klasyfikował rozważane przez nas obiekty. Stosując takie podejście, można
uzyskać podzbiory atrybutów, które są w kontrolowany sposób mniej dokładne niż standardowe redukty
decyzyjne, ale mogą być preferowane w rzeczywistych zastosowaniach ze względu na to, że będą bardziej
odporne na obecność szumu w danych oraz będą zawierały mniejszą liczbę atrybutów [12].

Przybliżone redukty decyzyjne wykorzystywane w zespołach klasyfikatorów mogą powtarzać błędne
klasyfikacje na tych samych obiektach lub fragmentach danych [23]. Dzieje się tak, ponieważ wcze-
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śniej omawiane funkcje oceniają podzbiory atrybutów za pomocą ogólnego podsumowania danych –
bez skupiania się na poszczególnych obiektach. Jednym z rozwiązań tego problemu może być wyko-
rzystanie przybliżonych reduktów decyzyjnych w połączeniu z innymi popularnymi technikami uczenia
maszynowego, takimi jak boosting lub bagging [4].

Alternatywą do powyższego podejścia może być również wykorzystanie bireduktów decyzyjnych.
Jest to rozszerzenie pojęcia reduktu decyzyjnego, koncentrujące się zarówno na podzbiorze atrybutów
opisujących decyzję, jak i na podzbiorze obiektów, dla których ten opis jest prawidłowy. Możemy po-
wiedzieć bardziej konkretnie, że biredukt decyzyjny jest reprezentowany jako para złożona z podzbioru
obiektów oraz podzbioru atrybutów, gdzie podzbiór atrybutów możemy odnieść do podzbioru obiektów,
dla których zapewnia on poprawną klasyfikację. Podzbiór obiektów dostarcza bardziej konkretnej
i jednoznacznej informacji o odpowiadającym mu podzbiorze atrybutów i jego zdolności do skon-
struowania dobrego klasyfikatora niż jakakolwiek funkcja oceny. Dodatkowo, informacja o obiektach,
dla których decyzja jest wyrażona w sposób prawidłowy, pozwala zweryfikować, czy klasyfikatory
wykorzystujące wybrane podzbiory atrybutów nie powtarzają błędów na tych samych fragmentach
danych treningowych. Rozprawa ma na celu pokazanie analogii pomiędzy bireduktami decyzyjnymi
a innymi metodami reprezentowania zależności w danych. Porównujemy biredukty decyzyjne ze stan-
dardowymi i przybliżonymi reduktami decyzyjnymi. Przedstawiamy także interpretacje stanowiące
podstawę dla algorytmów, które w danych wyszukują biredukty decyzyjne o zadanych własnościach.
Zwracamy szczególną uwagę na interpretację rozważanych typów reduktów i bireduktów decyzyjnych
w kategoriach zbiorów reguł decyzyjnych, które są w stanie pominąć potencjalnie zaszumione fragmenty
danych. Dzięki temu, bardziej prawdopodobne jest, że wynikowe klasyfikatory będą sobie dobrze
radziły także przy klasyfikacji nowych danych.

W rozprawie skupiamy się na zespołach klasyfikatorów. W szczególności badamy sposoby i moż-
liwości współdziałania bireduktów decyzyjnych, działających w ramach zespołu modeli, w rozwiązy-
waniu zadań decyzyjnych. W literaturze opisywanych jest wiele podejść tego typu m.in. w dziedzi-
nach odkrywania wiedzy i klasyfikacji danych [4, 15]. Wykorzystując takie podejście, możemy liczyć
na stabilność i odporność wynikowego zespołu, także w przypadkach, kiedy dane zawierają błędy
lub są uszkodzone. Zwykle oczekuje się, że każdy pojedynczy model uczestniczący w zespole będzie
prostszy niż zapewniający podobną jakość klasyfikacji, pojedynczy model, który nie został zbudowany
w oparciu o metody zespołowe. W kategorii metod uczenia zespołów klasyfikatorów, istnieją pewne
powszechnie uznane zasady i cele działania. Zgadzamy się na to, że każdy pojedynczy model może
popełniać błędy, ale rozważając konkretny obiekt treningowy w ramach całego zespołu klasyfikatorów,
chcemy, aby odpowiedź większości modeli była poprawna. Kolejnymi bardzo pożądanymi cechami
są komplementarność i dywersyfikacja modeli składających się na zespół. W przypadku metod wy-
korzystujących teorię zbiorów przybliżonych odnosi się to do wykorzystania możliwie różnorodnych
reduktów decyzyjnych. Jeśli chcielibyśmy rozszerzyć to podejście także na różnorodność obiektów,
które są poprawnie/niepoprawnie klasyfikowane przez poszczególne modele składowe, możemy użyć
do tego celu zespoły bireduktów decyzyjnych.

We współczesnych zastosowaniach uczenia maszynowego często definiowanym wymaganiem jest
potrzeba dostarczenia interpretowalnych modeli decyzyjnych [5]. Jednym z aspektów interpretowalno-
ści jest wykorzystanie atrybutów (opisujących obiekty w danych), które są zrozumiałe dla ekspertów
z danej dziedziny. Co więcej, także sposób wykorzystania atrybutów do przygotowania odpowiedzi
modelu powinien być jasny i klarowny. W związku z tym zdolność modeli do określania istotności
atrybutów przez nie wykorzystywanych jest istotnym aspektem działania i funkcjonalności dostarczanej
przez model. W niektórych praktycznych zastosowaniach ranking atrybutów opracowany na podstawie
ich istotności może byc nawet bardziej przydatny niż same modele decyzyjne. Chcąc sprostać takim
wymaganiom, również dla zespołów bireduktów decyzyjnych przygotowaliśmy metody oceny istotności
atrybutów. Zaproponowaliśmy także procedurę służącą do oceny i porównywania istotności cech
generowanych przez dowolne metody uczenia maszynowego.

Opracowane przez nas metody, zarówno w odniesieniu do klasyfikacji, jak i interpretowalności,
poddaliśmy weryfikacji poprzez eksperymenty na danych syntetycznych i referencyjnych (benchmark
data sets), a także na rzeczywistym problemie decyzyjnym odnoszącym się do branży HR.
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2 Główne wyniki rozprawy
2.1 Biredukty decyzyjne
W rozprawie wprowadzamy pojęcie bireduktów decyzyjnych jako rozszerzenie klasycznych reduktów
decyzyjnych z teorii zbiorów przybliżonych. Biredukty decyzyjne koncentrują się zarówno na podzbio-
rze atrybutów opisujących decyzję, jak i na podzbiorze obiektów, dla których ten opis jest prawidłowy.
Bliskim odpowiednikiem tego pojęcia jest przybliżony redukt decyzyjny – zdefiniowany jako niere-
dukowalny podzbiór atrybutów, który zgodnie z wybranym kryterium zachowuje określony stopień
informacji decyzyjnej niesionej przez zbiór wszystkich atrybutów warunkowych.

Różnica pomiędzy przybliżonymi reduktami decyzyjnymi a bireduktami decyzyjnymi polega na tym,
w jaki sposób odnoszą się one do obiektów ze zbioru danych. W przypadku przybliżonych reduktów
decyzyjnych odniesienie to jest pośrednie, określone poprzez kryterium użyte do ich konstrukcji. Z dru-
giej strony, biredukty decyzyjne używają odniesienia bezpośredniego, wskazując konkretne podzbiory
obiektów.

Outlook T emp. Humid. W ind P lay
1 sunny hot high weak no
2 sunny hot high strong no
3 overcast hot high weak yes
4 rain mild high weak yes
5 rain cool normal weak yes
6 rain cool normal strong no
7 overcast cool normal strong yes
8 sunny mild high weak no
9 sunny cool normal weak yes
10 rain mild normal weak yes
11 sunny mild normal strong yes
12 overcast mild high strong yes
13 overcast hot normal weak yes
14 rain mild high strong no

Tablica 1: Przykładowa tablica decyzyjna. Widocznych jest
14 wierszy (lub obiektów), które reprezentują naszą bazę wie-
dzy. Obiekty opisywane są przez cztery atrybuty warunkowe –
“Outlook” (prognoza pogody), “Temperature” (temperatura),
“Humidity” (wilgotność), “Wind” (siła wiatru), oraz atrybut
decyzyjny “Play”. W zależności od wartości atrybutów
warunkowych, określona jest decyzja czy powinniśmy zagrać
w golfa.

Przyjmijmy standardową reprezentację da-
nych tabelarycznych nazywaną tablicą decy-
zyjną [14, 13]. Tablica A = (U,A ∪ {d}) jest
parą niepustych zbiorów U oraz A ∪ {d}, gdzie
U nazywamy uniwersum obiektów, a A∪{d} jest
zbiorem atrybutów. Każdy atrybut a ∈ A ∪ {d}
jest funkcją a : U → Va, gdzie Va jest nazy-
wany zbiorem wartości atrybutu a. Wyróż-
niony atrybut d, taki że d /∈ A, nazywany jest
atrybutem decyzyjnym, a elementy A nazywane
są atrybutami warunkowymi. Ponadto, niech
IND(B) ⊆ U × U (dla B ⊆ A) będzie relacją
nierozróżnialności (która jest relacją równoważ-
ności) wyrażającą, że dwa obiekty u, u′ ∈ U
są nierozróżnialne przez atrybuty z B:

u IND(B) u′ ⇐⇒ ∀
a∈B

a(u) = a(u′)

Rozważmy strategię indukcji reguł decyzyjnych,
która aby wybrać wartość decyzji wykorzystuje
głosowanie większościowe wśród obiektów znaj-
dujących się każdej klasie abstrakcji (które są wyznaczone przez relację nierozróżnialności). Możemy
także zdefiniować funkcję M : 2A → [0, 1] do obliczenia odsetka obiektów, które byłyby wybrane
poprzez zastosowanie strategii większościowej:

M(B) = 1
|U |

∑
E∈U/IND(B)

max
k=1,...,|Vd|

|E ∩X〈k〉|, (1)

gdzie U/IND(B) jest zbiorem ilorazowym, a X〈k〉 oznacza klasę decyzyjną zawierającą obiekty z kon-
kretną wartością decyzji vdk

∈ Vd, tzn. X〈k〉 = {u ∈ U : d(u) = vdk
}. Widzimy, że M odpowiada

strategii większościowej, ponieważ do sumy wybierane są moce zbiorów obiektów z najliczniej repre-
zentowaną decyzją w ramach każdej klasy abstrakcji.
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Dla ε ∈ [0, 1), powiemy, że podzbiór B ⊆ A jest przybliżonym reduktem decyzyjnym dla miary M
oraz przybliżenia ε (lub bardziej zwięźle, że jest (M, ε)-przybliżonym reduktem decyzyjnym) wtedy
i tylko wtedy, gdy:

M(B) ≥ (1− ε)M(A),

oraz żaden z jego właściwych podzbiorów nie spełnia tego warunku (B jest nieredukowalny). Definicję
można uogólnić do wykorzystania dowolnej, niemalejącej (w sensie zawierania się zbiorów) funkcji
F : 2A → [0, 1].

Definicja 1. Niech A = (U,A ∪ {d}), B ⊆ A i X ⊆ U . Mówimy, że “B wyznacza d wewnątrz X ”
(stosujemy oznaczenie B VX d) wtedy i tylko wtedy, gdy B rozróżnia wszystkie pary u, u′ ∈ X takie,
że d(u) 6= d(u′). Ponadto mówimy, że para (X , B) jest bireduktem decyzyjnym wtedy i tylko wtedy, gdy
zachodzą jednocześnie następujące warunki:

1. Zachodzi B VX d.

2. Nie istnieje właściwy podzbiór B′ ( B taki, że B′ VX d.

3. Nie istnieje właściwy nadzbiór X ′ ) X taki, że B VX ′ d.

Mówimy, że obiekty z X są pokryte, a obiekty z U \ X nie są pokryte przez biredukt decyzyjny (X , B).

Biredukt decyzyjny (X , B) może być traktowany jako podstawa niedokładnej zależności funkcyjnej,
łączącej podzbiór atrybutów B z decyzją d w stopniu X – oznaczonej jako B VX d w Definicji 1. Każdy
biredukt decyzyjny (X , B) może być rozumiany jako para składająca się z nieredukowalnego podzbioru
atrybutów, który można odnieść do nierozszerzalnego podzbioru obiektów, dla których zapewnia
dobrą klasyfikację. Zbiór obiektów X jest w rzeczywistości sumą zbiorów obiektów wspierających
deterministyczne reguły decyzyjne wykorzystujące wartości atrybutów z B do opisania wartości decyzji
d [19]. Co więcej, obiekty w U \X mogą być traktowane jako wartości odstające (outliers) w odniesieniu
do zależności funkcyjnej B VX d.

Można również sformułować pewne dodatkowe ograniczenie, na przykład, że dla każdego rozwa-
żanego bireduktu decyzyjnego zbiór niepokrytych obiektów nie może być zbyt duży. Taka forma
ograniczenia jest do pewnego stopnia podobna do ograniczeń stosowanych w odniesieniu do zbiorów
elementów częstych [10]. Można doszukać się także analogii do sformułowań podanych dla przybliżo-
nych reduktów decyzyjnych.

Definicja 2. Niech ε ∈ [0, 1). Powiemy, że para (X , B), gdzie X ⊆ U i B ⊆ A, jest ε-bireduktem
decyzyjnym, jeśli jest bireduktem decyzyjnym oraz zachodzi następująca nierówność:

|X | ≥ (1− ε)|U |

Rozważmy zbiór danych z Tablicy 1 – mamy 9 obiektów z wartością decyzyjną ’yes’ i 5 z wartością
’no’. Szybko możemy stwierdzić, że dla ε ≥ 5

14 będzie tylko jeden (M, ε)-przybliżony redukt decyzyjny,
tj. pusty podzbiór atrybutów. Generując reguły decyzyjne z tego konkretnego (M, ε)-przybliżonego
reduktu decyzyjnego, mielibyśmy tylko jedną możliwość, tzn. stworzyć regułę domyślną wskazującą na
decyzję ’yes’. Z perspektywy tworzenia zespołów klasyfikatorów, mniejsza wartość ε = 4

14 , dla której
zbiór wszystkich przybliżonych reduktów decyzyjnych nie będzie już zbiorem jednoelementowym,
będzie dużo bardziej interesująca. Lista przykładowych (M, ε)-przybliżonych reduktów i ε-bireduktów
decyzyjnych dla ε = 4

14 jest przedstawiona w Tablicy 3. Możemy zauważyć, że liczba tych drugich jest
znacznie większa. Ten wniosek będzie kluczowy przy omawianiu zespołów bireduktów decyzyjnych
w Sekcji 2.2.
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Tablica 2: Przykład wyboru wartości decyzji dla przyjętego podzbioru atrybutów warunkowych {Outlook} dla zbioru
danych z Tablicy 1. (Po lewej) Wybór dokonany zgodnie ze strategią więkościową oraz funkcją M – dla każdej
klasy abstrakcji wybierana jest najliczniej reprezentowana decyzja. (Po prawej) Wybór decyzji kontrolowany jest
przez podzbiór obiektów pokrywanych przez biredukt decyzyjny (X , B) = ({u1, u2, u3, u6, u7, u8, u12, u13, u14}, {O}) –
dla pierwszej i trzeciej klasy abstrakcji wybór decyzji jest taki sam jak dla funkcji M . Jednak w ramach drugiej
klasy abstrakcji, dwa obiekty pokryte przez biredukt nie wskazują na decyzję większościową. W przypadku bireduktów
decyzyjnych wartość decyzji można wybrać dla każdej klasy abstrakcji oddzielnie.

Outlook Play
7 overcast yes
12 overcast yes
3 overcast yes
13 overcast yes

5 rain yes
6 rain no
4 rain yes
10 rain yes
14 rain no

9 sunny yes
1 sunny no
2 sunny no
8 sunny no
11 sunny yes

Outlook Play
7 overcast yes
12 overcast yes
3 overcast yes
13 overcast yes

5 rain yes
6 rain no
4 rain yes
10 rain yes
14 rain no

9 sunny yes
1 sunny no
2 sunny no
8 sunny no
11 sunny yes

Tablica 3: Przykłady (M, ε)-przybliżonych reduktów i ε-bireduktów decyzyjnych dla zbioru danych z Tablicy 1
dla ε = 4

14 . Każdy wiersz odpowiada podzbiorowi atrybutów B ⊆ A. Wartości w drugiej kolumnie odpowiadają
na pytanie, czy B jest (M, ε)-przybliżonym reduktem decyzyjnym. Trzecia kolumna zawiera podzbiory obiektów X
takie, że (X , B) tworzą ε-biredukt decyzyjny. Dla większej czytelności, w przykładzie używana jest notacja J. . .K,
która prezentuje jedynie indeksy obiektów ze zbioru danych, np. J1, 4..6, 8, 9, 11..13K odpowiada podzbiorowi obiektów
{u1, u4, u5, u6, u8, u9, u11, u12, u13}.

B ⊆ A
czy B jest (M, ε)-przybliżonym
reduktem decyzyjnym

podzbiory obiektów X , dla których (X , B)
jest ε-bireduktem decyzyjnym

{O} tak J1..5, 7, 8, 10, 12, 13K

{O, T} nie

J1..5, 7..10, 12, 13K, J1..5, 7, 9..13K,
J1..4, 6..10, 12, 13K, J1..4, 6, 7, 9..13K,
J1..3, 5, 7..9, 12..14K, J1..3, 5, 7, 9, 11..14K,
J1..3, 6..9, 12..14K, J1..3, 6, 7, 9, 11..14K

{O, H} nie J1..5, 7..13K, J1..4, 6..9, 11..13K, J1..3, 5, 7..14K,
J1..3, 6..9, 11..14K

{O, W} nie J1..8, 10, 12..14K, J1, 3..8, 10..14K,
J2..7, 9, 10, 12..14K, J3..7, 9..14K

{T, W} tak J2..6, 9..13K, J2..5, 7, 9..13K
{H, W} nie J2..5, 7, 9..11, 13, 14K
{O, T, W} nie J1..14K

{T, H, W} nie

J1, 2, 4..6, 9..13K, J1, 2, 4..6, 9..11, 13, 14K,
J1, 2, 4, 5, 7, 9..11, 13, 14K, J1, 2, 5, 6, 8..13K,
J1, 2, 5, 6, 8..11, 13, 14K, J1, 2, 5, 7..13K,
J2..6, 9..11, 13, 14K, J2, 3, 5, 6, 8..13K,
J2, 3, 5, 6, 8..11, 13, 14K, J2, 3, 5, 7..13K,
J2, 3, 5, 7..11, 13, 14K
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Poniżej wymieniamy główne wyniki rozprawy (podzielone na kategorie) odnoszące się do pojęcia
bireduktów decyzyjnych:

• Definicje i formalizacje: Zdefiniowaliśmy pojęcie bireduktu decyzyjnego oraz wprowadziliśmy
jego warianty, np. ε-biredukty decyzyjne; biredukty γ-decyzyjne związane z pojęciem obszaru
pozytywnego z teorii zbiorów przybliżonych.

• Charakterystyka i właściwości: W klasycznym podejściu prezentowanym w teorii zbiorów przy-
bliżonych konstruowana jest “funkcja rozróżnialności” (formuła rachunku zdań) [16, 13]. Przed-
stawia ona warunki, które muszą być spełnione dla wszystkich par rozróżnialnych obiektów.
W rezultacie, korzystając z takiej reprezentacji, zbiór reduktów decyzyjnych odpowiada zbio-
rowi wszystkich implikantów pierwszych funkcji rozróżnialności. W rozprawie prezentujemy
analogiczne konstrukcje, które pozwalają wyrazić warunki związane z istnieniem bireduktów
i γ-bireduktów decyzyjnych za pomocą odpowiedniej formuły rachunku zdań, wykorzystującej
przy tym zmienne zdaniowe określone zarówno dla atrybutów (tak jak w klasycznym podejściu),
jak i dla obiektów.

• Ocena i porównanie: Zaprezentowaliśmy analogie i porównaliśmy biredukty decyzyjne z ich
klasycznymi odpowiednikami – standardowymi i przybliżonymi reduktami decyzyjnymi.

• Złożoność obliczeniowa: Wykazaliśmy NP-trudność problemu optymalizacyjnego polegającego
na poszukiwaniu minimalnego ε-bireduktu decyzyjnego.

• Podejście algorytmiczne: Zaproponowaliśmy algorytmy i heurystyki, których celem jest efek-
tywne wyszukiwanie bireduktów decyzyjnych oraz ich wariantów.

• Uogólnienia i rozszerzenia: Wprowadziliśmy specjalny rodzaj bireduktów decyzyjnych odpowia-
dający warunkom istniejącym w dziedzinie strumieni danych. Zaprezentowaliśmy nasze po-
dejście, koncentrując się na sytuacjach, w których kompletny zestaw danych nie jest dostępny
podczas procesu obliczeniowego. Zamiast tego przyjęliśmy scenariusz, w którym obiekty są prze-
twarzane przyrostowo. W praktycznych zastosowaniach może to odpowiadać sytuacji przetwa-
rzania zdarzeń przychodzących w sposób ciągły, tzn. przychodzących do odpowiedniego systemu
w momencie kiedy zaistnieją w świecie rzeczywistym.

2.2 Zespoły bireduktów decyzyjnych
Przykład przedstawiony w Tabeli 3 pokazuje nam, że ε-biredukty mogą być bardziej elastyczne w kon-
struowaniu zespołów klasyfikatorów niż przybliżone redukty decyzyjne. W szczególności, takie zespoły
będą wykorzystywały mniejszą liczbę atrybutów, dając jednocześnie prostsze i bardziej ogólne modele.
We wskazanym przykładzie, dla ε = 4

14 , sytuacja jest jeszcze bardziej intuicyjna. Jeśli skupimy się
na zadaniu poszukiwania zespołu składającego się z trzech modeli, tak aby każdy obiekt ze zbioru
danych był pokryty przez co najmniej dwa z nich (tj. każdy obiekt z danych treningowych będzie
poprawnie klasyfikowany przez co najmniej dwa modele), wówczas niemożliwe jest uzyskanie takiego
zespołu dla (M, ε)-przybliżonych reduktów decyzyjnych. Natomiast wykorzystując ε-biredukty decy-
zyjne, można to wykonać na 637 (wartość obliczona za pomocą skryptu) różnych sposobów. Kilka
przykładów takich zespołów przedstawiono w Tabeli 4.

W powyższym przykładzie rozważane zespoły trzech ε-bireduktów pozwalają na prawidłową kla-
syfikację znanych obiektów oraz – ze względu na prostotę odpowiednich reguł decyzyjnych – mogą
zapewnić dobrą jakość klasyfikacji również dla nowych obiektów. Poprawność klasyfikacji na danych
treningowych jest gwarantowana przez fakt, że w prostej metodzie głosowania, dwa z trzech klasyfika-
torów opartych na regułach decyzyjnych dają zawsze poprawną odpowiedź, a tylko jeden z nich może
popełnić błąd (jeśli klasyfikowany obiekt nie jest akurat pokryty przez odpowiedni X ⊆ U).

Pojęcie bireduktu decyzyjnego pozwala nam operować na podzbiorach atrybutów warunkowych
traktowanych jako opisy informacji decyzyjnej dla powiązanych z nimi podzbiorów obiektów, dla któ-
rych te opisy są poprawne. Pozwala nam to w prosty sposób zweryfikować komplementarność bireduktów
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Tablica 4: Kilka przykładów trójelementowych zespołów modeli – każdy z użytych modeli to ε-biredukt decyzyjny
uzyskany dla ε = 4

14 , cf. Tabela 3. Każdy obiekt ze zbioru danych jest pokrywany przez co najmniej dwa modele
z zespołu. W przykładach prezentujemy także szczegółową charakterystykę pokrycia obiektów przez biredukty stanowiące
zespół. Do obiektów odnosimy się poprzez ich indeks w ramach zbioru danych, tzn. “1” oznacza u1, “2” oznacza u2, itd.

zespoły modeli złożone z trzech
ε-bireduktów decyzyjnych Pokrycie obiektów przez zespół modeli

(J1..5, 7, 8, 10, 12, 13K, {O})
(J1..3, 6..9, 11..14K, {O,H})
(J3..7, 9..14K, {O,W})

obiekt: 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
pokrycie: 2 2 3 2 2 2 3 2 2 2 2 3 3 2

(J2..5, 7, 9..11, 13, 14K, {H,W})
(J1..4, 6..9, 11..13K, {O,H})
(J1..8, 10, 12..14K, {O,W})

obiekt: 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
pokrycie: 2 3 3 3 2 2 3 2 2 2 2 2 3 2

(J1..5, 7, 8, 10, 12, 13K, {O})
(J1..14K, {O, T,W})
(J2, 3, 5, 6, 8..11, 13, 14K, {T,H,W})

obiekt: 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
pokrycie: 2 3 3 2 3 2 2 3 2 3 2 2 3 2

(J1..3, 5, 7..9, 12..14K, {O, T})
(J1, 3..8, 10..14K, {O,W})
(J2..6, 9..13K, {T,W})

obiekt: 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
pokrycie: 2 2 3 2 3 2 2 2 2 2 2 3 3 2

interpretowanych jako klasyfikatory współdziałające w zespole. Poniższe sformułowanie pozwala na wy-
rażenie idei głosowania większościowego między modelami użytymi w zespole, które – jeśli zostanie
odpowiednio dostrojone do danych treningowych – daje nam szansę na dobrą jakość klasyfikacji,
również na wcześniej niewidzianych obiektach.

Definicja 3. Niech A = (U,A ∪ {d}) oraz zespół bireduktów decyzyjnych B = {(X1, B1), . . . , (Xm, Bm)}
będą dane. Powiemy, że B jest “prawidłowy” wtedy i tylko wtedy, gdy

∀
u∈U
|{i ∈ {1, . . . ,m} : u ∈ Xi}| >

m

2 (2)

Powyższa nierówność (2) oznacza, że ponad 50% reguł decyzyjnych pasujących do obiektu u ∈ U
wskazuje na poprawną decyzję d(u). Rysunek 1 ilustruje rodzaj hierarchii “prawidłowych” zespołów
bireduktów decyzyjnych dla m = 3.

Przykład zaprezentowany w ramach Rysunku 1 sugeruje, że metoda “od góry do dołu” może
być bardzo pomocna w odpowiednim podejściu do procesu konstruowania “poprawnych” zespołów
lub nawet ich hierarchii. Wszystkie m bireduktów, które zostaną włączone do zespołu mogą być
konstruowane jednocześnie, zapewniając odpowiednią synchronizację, tak aby w całości pokryły zbiór
danych w “poprawny” sposób. Proces ten może być kontynuowany aby uzyskane elementy zde-
komponować na jeszcze mniejsze części. Podobne podejście było już wcześniej rozważane w [21]
dla innego typu (bi)reduktów – uogólnionych reduktów decyzyjnych. Można także w odpowiedni
sposób dostosować metody wykorzystujące permutacje [23], w taki sposób aby każdy kolejny krok
obliczenia uwzględniał, które obiekty są w danym momencie w najmniejszym stopniu pokryte przez
konstruowany zespół bireduktów.
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Rysunek 1: Przykład hierarchii “prawidłowych” zespołów bireduktów decyzyjnych dla tablicy decyzyjnej
A = ({u1, . . . , u6}, {a1, a2, a3} ∪ {d}), złożonej z sześciu obiektów {u1, . . . , u6}, trzech atrybutów warunkowych
{a1, a2, a3} oraz atrybutu decyzyjnego d. Trzy biredukty w środkowej warstwie tworzą “prawidłowy” zespół dla A
(każdy obiekt jest poprawnie klasyfikowany przez co najmniej dwa z trzech bireduktów). Biredukty te wyznaczają
odpowiednie podtablice decyzyjne, dla których cały proces może zostać powtórzony. W ostatniej warstwie widzimy trzy
“prawidłowe” zespoły, każdy obliczony dla odpowiedniej podtablicy.

Poniżej wymieniamy główne wyniki rozprawy (podzielone na kategorie) odnoszące się do zespołów
bireduktów decyzyjnych:

• Definicje i formalizacje: Przedstawiliśmy ideę zespołów bireduktów decyzyjnych i zbadaliśmy ich
właściwości.

• Złożoność obliczeniowa: Wykazaliśmy NP-trudność problemu optymalizacji polegającego na po-
szukiwaniu najprostszego “prawidłowego” (cf. Definicja 3) zespołu bireduktów decyzyjnych.
Pojęcie “prostoty“ zespołu zostało zdefiniowane analogicznie do podejścia przedstawionego dla
uogólnionych reduktów decyzyjnych [22] – tzn. “prostota” uwzględnia maksymalną moc pod-
zbiorów atrybutów wykorzystywanych przez modele składające się na zespół.

• Ocena i porównanie: Zaproponowane metody zostały zweryfikowane eksperymentalnie na zesta-
wach danych syntetycznych i referencyjnych.

• Zastosowania praktyczne: Kompleksowo zaprezentowaliśmy studium przypadku demonstrujące
zastosowanie zespołów bireduktów do problemu decyzyjnego, który został zdefiniowany podczas
realizacji projektu dla firmy HR specjalizującej się w rekrutacji ekspertów IT.

• Interpretowalność: Przygotowaliśmy metody umożliwiające ocenę istotności atrybutów użytych
w zespołach klasyfikatorów składających się z bireduktów decyzyjnych.

• Implementacja: Dla języka Python przygotowaliśmy otwartoźródłową bibliotekę programistyczną
scikit-rough (https://github.com/sebov/scikit-rough) udostępnioną w ramach platformy GitHub.

2.3 Procedura służąca do oceny i porównywania wyników istotności cech
W celu zwiększenia praktycznej wartości opracowanych metod, zaproponowaliśmy ogólny sposób oceny
i porównywania wyników istotności cech, niezależny od użytej metody uczenia maszynowego, która była
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wykorzystana do ich przygotowania. Dzięki temu mogliśmy porównać wyniki istotności atrybutów
uzyskiwane dla zespołów bireduktów decyzyjnych do innych metod stosowanych w praktyce.

Procedurę rozpoczynamy od skonstruowania rozszerzonej tablicy decyzyjnej, dla której chcemy
przeprowadzić porównanie wybranych metod zwracających istotności cech. Dla oryginalnej reprezen-
tacji danych A = (U,A ∪ {d}), konstruujemy wariant tabeli A� = (U,A ∪A� ∪ {d}), gdzie A� jest
zbiorem “przetasowanych” atrybutów, zdefiniowanych w następujący sposób:

a�i : U → Vai
, a�i (uj) = ai(uδi(j)),

gdzie δi odpowiada losowej permutacji uniwersum obiektów U . Atrybuty “przetasowane”, stworzone
jako losowe permutacje oryginalnych wartości, zachowują oryginalny rozkład. Takie podejście do ran-
domizacji jest dość popularne w uczeniu maszynowym [2, 8, 7].

Przyjmujemy, że procedura porównywania wyników istotności cech powinna odpowiednio uwzględ-
niać następujące dwa postulaty:

• Dobra metoda oceny istotności cech powinna pozwolić na rozróżnienie atrybutów oryginalnych
od “przetasowanych”.

• Nie wszystkie oryginalne atrybuty muszą być uznawane przez metodę oceny istotności cech
za dobre, np. niektóre z nich mogą być nieistotne lub zaszumione.

Metoda oceny istotności cech przypisuje atrybutom pewne wagi (wartości numeryczne), które
wyrażają ocenę jak ważny jest dany atrybut w odniesieniu do konkretnej metody – przyjmujemy,
że im wyższa ocena, tym atrybut jest uznawany za bardziej istotny. W dalszej kolejności, procedura
dokonuje zbiorczego przypisania rang do atrybutów (oryginalnych i “przetasowanych”) na podstawie
wyników istotności cech dostarczonych przez badaną metodę. Przyjmujemy, że remisy w ocenach
atrybutów są obsługiwane w prosty sposób, poprzez przypisanie tej samej rangi atrybutom z tym sa-
mym wynikiem. Przyglądamy się teraz oddzielnie rangom atrybutów oryginalnych i “przetasowanych”,
wybierając spośród nich tylko top_k najlepszych (tzn. najniższych) wartości. Wartość top_k powinna
odzwierciedlać przybliżoną liczbę prawdziwie istotnych atrybutów w ramach rozważanego problemu
decyzyjnego – niestety, w praktyce często taka informacja nie jest dostępna. Rangi wybranych atry-
butów z A i A� są następnie uśredniane, dając końcowy wynik złożony z dwóch liczb - średnich
rangi top_k oryginalnych i “przetasowanych” atrybutów. Takie dane wyjściowe można zinterpretować
w następujący sposób:

• Im pierwsza liczba jest mniejsza, tym mniejsza jest liczba atrybutów “przetasowanych”, które
występują przed top_k oryginalnych.

• Im druga liczba jest większa, tym mniejsza jest liczba oryginalnych atrybutów, które występują
po top_k “przetasowanych”.

• Im większa jest różnica pomiędzy tymi dwiema liczbami, tym lepsza jest dana metoda istotności
cech w rozróżnianiu A i A�.

Rysunek 2 przedstawia wyniki zaproponowanej procedury dla wybranych metod oceny istotności
cech, które (poza metodą referencyjną) były również wykorzystane w studium przypadku związanym
z branżą HR, kompleksowo przedstawionym w rozprawie.

W eksperymentach bierzemy pod uwagę zespoły bireduktów decyzyjnych oraz XGBoost. Jako
punkt odniesienia sprawdzamy również prostą metodę oceny istotności cech obliczającą bezwzględne
wartości współczynników korelacji Spearmana między każdym atrybutem warunkowym a atrybutem
decyzyjnym. Ustawienia eksperymentów dobieraliśmy tak, aby warunki pracy metod wykorzystują-
cych biredukty oraz XGBoost były porównywalne. W szczególności, ustaliliśmy liczbę 1,000 drzew
decyzyjnych (odpowadającą liczbie iteracji algorytmu XGBoost) oraz 1,000 bireduktów decyzyjnych
tworzących zespół. Ponadto, zrównaliśmy szanse obu metod w odniesieniu do liczby atrybutów
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średnia ranga top_k najlepszych atrybutów
biredukty decyzyjne XGBoost korelacja

top_k oryginalne przetasowane oryginalne przetasowane oryginalne przetasowane
10 5.50 548.70 5.50 778.00 5.50 149.50
20 10.50 694.10 353.40 778.00 10.50 181.45
30 15.50 742.57 494.93 778.00 15.50 201.17
50 25.50 781.34 608.16 778.00 25.52 230.94
100 50.55 810.42 693.08 778.00 50.80 296.93
all 709.27 835.73 767.00 778.00 642.58 902.42
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Rysunek 2: Średnie rangi istotności dla atrybutów oryginalnych (A) i “przetasowanych” (A�) obliczone dla
porównywanych metod oceny istotności cech – tutaj: zespoły bireduktów decyzyjnych, XGBoost oraz metoda
wykorzystująca wartość współczynnika korelacji (jako referencyjna) – na zbiorze danych właściwym dla prezentowanego
w rozprawie studium przypadku z dziedziny HR. Wykresy pod tabelą przedstawiają rzeczywiste rangi atrybutów
(oryginalnych i “przetasowanych”) wyświetlone w porządku rosnącym.

używanych w pojedynczych modelach składających się na zespoły klasyfikatorów – ustawiliśmy mak-
symalną głębokość drzewa w XGBoost na 2 oraz maksymalną liczbę atrybutów w każdym biredukcie
decyzyjnym na 3. Wynika to z faktu, że binarne drzewa decyzyjne o głębokości 2 zwykle wykorzystują
wewnętrznie trzy atrybuty. Dodatkowo, zastosowaliśmy miary oceny istotności atrybutów, które można
interpretować podobnie zarówno dla XGBoost, jak i dla zespołów bireduktów decyzyjnych.

Wykorzystując proponowaną procedurę jako narzędzie do profilowania metod oceny istotności atry-
butów, możemy wyciągnąć następujące wnioski (bez zagłębiania się w specyfikę problemu decyzyjnego
lub samych danych):

1. Metody wykorzystujące biredukty oraz korelację są równie dobre w wyborze dużej liczby ory-
ginalnych atrybutów i nie koncentrują się na stosunkowo niewielkim podzbiorze najlepszych
atrybutów. W niektórych zastosowaniach może być wskazane wykorzystanie większego i bar-
dziej zróżnicowanego podzbioru atrybutów, nawet mimo tego, że nie wszystkie atrybuty będą
najwyższej jakości.

2. Algorytm XGBoost ma tendencję do wykorzystywania tylko niewielkiej liczby najbardziej infor-
matywnych atrybutów oryginalnych, a zatem nie jest w stanie odróżnić mniej istotnych atrybutów
oryginalnych od tych “przetasowanych”.

3. Metoda wykorzystująca biredukty decyzyjne pozwalają na znaczenie lepsze odróżnianie oryginal-
nych atrybutów od “przetasowanych” niż metody oparte o wartości korelacji Spearmana lub oceny
istotności obliczone przy użyciu XGBoost.

4. Największa różnica między średnimi rangami top_k atrybutów (oryginalnych i “przetasowa-
nych”), dla prawie wszystkich badanych wartości top_k, została osiągnięta przy metodzie wyko-
rzystującej biredukty. Jedynym wyjątkiem była najmniejsza wartość top_k– w tym przypadku
najwyższą różnicę odnotowano dla XGBoost, jednak wynik dla bireduktów był tylko nieznacznie
gorszy.
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3 Podsumowanie i dalsze kierunki badań
W rozprawie doktorskiej przedstawiliśmy wyzwania związane z wyszukiwaniem bireduktów decyzyj-
nych w zbiorach danych i omówiliśmy kilka skutecznych metod ich obliczania. Nakreśliliśmy kilka
intuicji dotyczących możliwych praktycznych zastosowań bireduktów decyzyjnych. Warto zauważyć,
że jedną z największych zalet pojęcia bireduktów decyzyjnych jest jego prosty, elastyczny i łatwy
do interpretacji sposób reprezentacji wiedzy. Dodatkowo, chociaż pojęcie bireduktów decyzyjnych różni
się koncepcyjnie od przybliżonych reduktów decyzyjnych, nasze badania pokazały obecność pewnych
analogii i związków między nimi.

Pokazaliśmy, w jaki sposób biredukty decyzyjne mogą być wykorzystywane do konstruowania
zespołów klasyfikatorów. Wprowadziliśmy pojęcie zespołu “prawidłowego”, które oznacza, że każdy
obiekt treningowy musi być poprawnie klasyfikowany (wykorzystując odpowiednie reguły decyzyjne)
przez więcej niż połowę klasyfikatorów. Omówiliśmy, w jaki sposób określić kryterium “prostoty”
dla takich zespołów i sformułowaliśmy przykładowy problem optymalizacyjny związany z wyodrębnia-
niem możliwie najprostszych prawidłowych zespołów bireduktów decyzyjnych z danych wejściowych
oraz pokazaliśmy, że problem ten należy do kategorii problemów NP-trudnych.

Zwróciliśmy także uwagę na interpretowalność opracowanych modeli. Zadanie polegające na ocenie
istotności cech może być postrzegane nie tylko jako efekt uboczny procesu budowania wydajnych mo-
deli, ale także jako odrębny, dobrze zdefiniowany problem. Zaproponowaliśmy kilka metryk służących
ocenie istotności atrybutów wykorzystywanych przez zespoły bireduktów decyzyjnych. Przedstawili-
śmy również ogólną procedurę służącą do oceny i porównywania różnych metod określania ważności
cech, niezależną od użytego algorytmu uczenia maszynowego. Ponadto wykorzystaliśmy tę proce-
durę do porównania wyników istotności cech dostarczonych – przez zespoły bireduktów decyzyjnych,
XGBoost oraz metodę wykorzystującą korelację – na syntetycznych, referencyjnych i rzeczywistych
zbiorach danych.

3.1 Dalsze kierunki badań
W przyszłości planujemy kontynuować badania nad innymi rodzajami bireduktów. Chcielibyśmy prze-
prowadzić eksperymenty obejmujące różne typy bireduktów i różne strategie konstruowania zespołów
klasyfikatorów, a także przeprowadzić testy w szczerszym zakresie na zbiorach danych referencyjnych.

Chcielibyśmy dalej badać właściwości bireduktów, aby lepiej wykorzystać ich zalety do opracowania
w celu opracowania bardziej intuicyjnych sposobów wizualizacji i interaktywnej eksploracji złożonych
danych. Pragniemy rozwinąć nasze dotychczasowe metody algorytmiczne [23, 19] do wyszukiwania
i stosowania bireduktów decyzyjnych również dla innych przykładów danych rzeczywistych.

W odniesieniu do złożoności obliczeniowej, korzystne byłoby wykorzystanie aparatu matematycz-
nego opracowanego w [9], w celu wzmocnienia otrzymanych wyników w kierunku twierdzeń o nieaprok-
symowalności.

Procedura służąca porównywaniu metod oceny istotności atrybutów wymaga dalszych badań.
Istnieją alternatywne podejścia, które mogłyby zostać wykorzystane. Przykładowo, możemy rozważyć
problem decyzyjny polegający na klasyfikacji typu atrybutu – czy jest to atrybut oryginalny, czy “prze-
tasowany”. Dla tak zdefiniowanego zadania można wykorzystać metody z dziedziny wyszukiwania
informacji (information retrieval), np. krzywą ROC (receiver operating characteristic) lub AUC (area
under the ROC curve). Możemy również zastosować bardziej zaawansowane podejścia statystyczne.

Jesteśmy zainteresowani także rozwinięciem metod budowy hierarchicznych modeli wykorzystują-
cych zespoły bireduktów decyzyjnych (zob. Rysunek 1). Konieczne jest opracowanie wydajnych algo-
rytmów ułatwiających proces konstruowania takich modeli. Co więcej, należy przyjrzeć się, jak różne
strategie głosowania stosowane w takich hierarchicznych podejściach będą wpływały na osiągane wyniki
klasyfikacji.
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